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Introduccion

El presente libro de cédtedra se ide6 con el objetivo de guiar el desarrollo de la asignatura
Andlisis Matematico II que cursan los alumnos en el segundo semestre del ciclo basico (CiBEx)
de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional de La Plata. Se cubren los temas
curriculares desde una perspectiva que pretende la integracién horizontal y vertical en los diferentes
planes de estudio, correspondientes a ocho carreras de grado de esta Facultad y dos carreras de
Profesorado de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion.

Este libro brinda un encuadre tedrico-prictico de la materia, como estd previsto en los planes
de estudio vigentes. Se incluye tanto el material tedrico basico como ejercitacion sobre el célculo
diferencial e integral de funciones de dos o tres variables, junto con problemas de aplicacién que
resaltan los puntos principales de cada tema, a fin de que puedan abarcarse los contenidos de
la materia en el plazo establecido. Cada capitulo cuenta con ejercicios de integracion temadtica
y una autoevaluacion para propiciar el desarrollo de una actitud critica de los estudiantes como
herramienta fundamental en su formacién.

A lo largo de todo el texto se ha incorporado una gran variedad de recursos GeoGebra. Algunos
de ellos permiten visualizar los conceptos matematicos que se desarrollan en el curso, y otros se
presentan con actividades para realizar, relacionadas con los ejemplos resueltos o los ejercicios
propuestos. Varios recursos son de elaboracion propia pero otros fueron seleccionados de la
comunidad GeoGebra y en todos esos casos se ha registrado la autorfa correspondiente. El software
aporta tres facetas potentes y ttiles en el marco del curso: es una herramienta integral para el trabajo
con los distintos tipos de representacion de los conceptos matematicos favoreciendo su construccion,
provee una plataforma versétil para la exploracién, elaboracidn, testeo y validacién de conjeturas, y
resulta un medio accesible para promover un trabajo colectivo y una participacion activa de los
estudiantes en el aula.

Este libro de catedra recoge la experiencia de los autores en el dictado de la asignatura y esta
basado en las guias elaboradas por los equipos coordinadores a cargo en los dltimos semestres, con
el aporte de docentes asignados a la materia en este periodo.

Nuestro deseo es que este material sirva como orientacion para el trabajo de docentes y alumnos
a lo largo del curso, dando un marco unificado en cuanto a los temas a abordar y su profundidad, y
que pueda servir también como referencia para los estudiantes en instancias mds avanzadas de su
formacion universitaria.

Plaza Moreno, La Plata (Noviembre de 1982)
Archivo Fotogréfico de Ministerio de Infraestructura:
http://archivofotografico.mosp.gba.gov.ar
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12 Seccién 1.1. Sistema de coordenadas cartesianas y vectores en el espacio

Sistema de coordenadas cartesianas y vectores en
el espacio

Cuando se estudia un objeto fisico (por ejemplo un auto o la molécula de ADN, un liquido en
una pipeta o sangre fluyendo en una arteria, la energia liberada en cierta reaccién quimica, etc), uno
estd interesado en describir sus propiedades (caracteristicas del objeto, como la masa o la densidad)
y su estado (situacion en la que se encuentra, como la temperatura o la velocidad). Las propiedades
y los estados se representan por medio de magnitudes que se pueden medir. Algunas magnitudes
como la masa o la presion son llamadas magnitudes escalares pues consisten de un niimero real (un
escalar) y una unidad de medida '. Otras magnitudes requieren mas de un niimero y unidad para
quedar bien definidas. Este es el caso, por ejemplo, cuando se quiere describir el desplazamiento de
una persona para ir -digamos- desde la terminal de 6mnibus de La Plata hasta un aula del segundo
piso de nuestra Facultad donde se dicta Andlisis Matemético II. Necesitamos utilizar segmentos
“orientados” (denominados vectores), esto es, tramos con una direccién, sentido y “largo” dados.
Las magnitudes como el desplazamiento o la velocidad son llamadas magnitudes vectoriales pues
actdan como los vectores.

Recordemos, como se definen y cémo se opera matemadticamente con vectores. Empezamos en
primer lugar por plantear un sistema cartesiano de coordenadas, que nos sirve como referencia para
ubicar la posicion de un objeto y para ver el cambio relativo de su posicién, o sea, su desplazamiento.

Sistema de coordenadas cartesianas tridimensional

Consta de un punto fijo u origen de coordenadas O, y tres rectas o ejes coordenados x, y 'y z
que pasan por O y son perpendiculares entre si; los semiejes positivos se orientan de acuerdo a la
regla de la mano derecha (o sentido de avance de un tornillo). Quedan determinados tres planos
coordenados: xy, yz 'y xz;y el espacio queda dividido en ocho octantes. Ver Figura 1.1.1.

Figura 1.1.1: Ejes cartesianos y planos coordenados en el espacio.

Denotamos un punto en el espacio por P(x, y, z) o simplemente por la terna ordenada (x, y, z),
donde los ndmeros reales x, y y z se llaman coordenadas cartesianas del punto P. Se designa
con R? al conjunto de todas las ternas ordenadas de nimeros reales, que se corresponden con todos

! En las actividades y problemas de aplicacién se indicardn las unidades de medida. Salvo que se indique otra cosa,
adoptaremos las unidades del sistema MKS, donde se expresan las medidas utilizando como unidades fundamentales el
metro (m) para la longitud, el kilogramo (kg) para la masa, y el segundo (s) para el tiempo.
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los puntos del espacio:
R3={(x,y,z): —0 <X <00, —00<y<00, —00<z< 00},

Dado un punto P(x, y,z) € R3, el punto Py(x, y, 0) se denomina proyeccion (perpendicular) de
P en el plano coordenado xy, mientras que Pr;(0, y, z) es la proyeccién de P en el plano coordenado
vz, ¥ Prrr(x, 0, z) es la proyeccion de P en el plano coordenado xz. En la Figura 1.1.2 se muestra
un dibujo (en perspectiva) de un sistema de coordenadas tridimensional; el punto indicado como
ejemplo es P(2,2,3) y sus proyecciones son P;(2,2,0), P;;(0,2,3) y Pryr(2,0,3). Ubique en la
figura los puntos A(1,1,3) y B(-1,3,2).

3

.
’
s I

Pii(2,0,3) i-'-,--_ S

Figura 1.1.2: Sistema de coordenadas cartesianas tridimensional (primer octante).

La distancia entre el origen 0(0,0,0) y un punto P(x, y, z) es

d(O,P) = y/x2 +y2 + 22

La distancia entre dos puntos cualesquiera Pi(x1, y1,z1) Y P2(x2, y2, 22) es

d(P1. Py) = (2~ 311 + (y2 = y1)? + (22— 20

Es una cantidad escalar, y mayor o igual que cero: d(Py, P») > 0. Por ejemplo, la distancia
entre O y P(2,2,3) vale d(O, P) = V17 metros. Calcule la distancia entre los puntos A(1,1,3)
yB(-1,3,2). Ver Figura 1.1.3.

Figura 1.1.3: Distancia entre dos puntos en un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional.

Veamos ahora, a través de algunos ejemplos, diferentes tipos de regiones en el espacio:
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m Ejemplo 1.1.1 La ecuacion z = O representa el plano coordenado xy; mientras que x = 0 es el
plano coordenado yz; e y = 0 es el plano coordenado xz. La desigualdad z > O representa
el semiespacio superior. Si tomamos aquellos puntos tales que x > 0,y > 0,z > 0, nos
estamos refiriendo al primer octante. El par de ecuaciones y = 0,z = 0 representa el eje
coordenado x; mientras que x = 0, z = 0 indican el eje coordenado y; y x = 0,y = 0 dan el
eje coordenado z.

Plano
Plano x=0

z=0

Figura 1.1.4: Cada plano coordenado con su correspondiente ecuacion.

m Ejemplo 1.1.2 Regiones sélidas. Consideremos el conjunto E de aquellos puntos P(x, y, z) del
espacio que distan del origen en 3 o menos unidades, luego sus coordenadas satisfacen la

desigualdad d(O, P) < 3, esto es 4/x? + y% + z2 < 3, que también se puede expresar como
x% + y? + 2% < 9; su representacioén grafica es la regién s6lida dada por la esfera de radio 3
centradaen O. ; Qué region sélida B representa la desigualdad (x— 2 +(y=2)*+(z-3)* < 16?
Se dice que la esfera E es una region sélida cerrada (tiene borde o frontera), mientras que B
es una region solida abierta. ]

m Ejemplo 1.1.3 Superficies. La ecuacién x> + y> + z*> = 4 corresponde a la superficie esférica

S formada por todos los puntos que se encuentran exactamente a 2 unidades del origen.
Por otro lado, la ecuacién z = 3 indica que de todo el espacio s6lo se debe considerar el
conjunto IT de puntos de la forma (x, y, 3), siendo x e y cualesquiera, por lo tanto se refiere a
la superficie dada por un plano horizontal (paralelo al plano xy), a altura 3. Se dice que la
superficie esférica S es una superficie cerrada (y encierra un sélido en su interior), mientras
que el plano IT es una superficie abierta. ]

m Ejemplo 1.1.4 Curvas. Todas las ternas (x, y, z) que satisfacen el par de ecuaciones x4 y2+z2 =1
y x = 0, corresponden graficamente a la interseccion entre una superficie esférica y un plano
dando lugar a la curva C que es la circunferencia de radio 1 centrada en O contenida en el
plano yz. Otro ejemplo es el conjunto de puntos tales que x = 2, y = 2, para cualquier z, que
corresponde a la recta L paralela al eje z y que pasa, por ejemplo, por P(2,2,3). Se dice que
la circunferencia C es una curva cerrada, mientras que la recta L es una curva abierta. m

Ejercicio Esboce a mano alzada las graficas de las regiones solidas E y B, las superficies S y II,
y las curvas C'y L.
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Vectores en el espacio

Denotamos un vector en el espacio como v (con una flechita arriba) 6 v (en negrita), y en
componentes mediante una terna ordenada como v = (vq, v, v3), donde vy, v2 y v3 son nimeros
reales. Otra notacién para vectores (trabajada en Algebra) proviene de la correspondencia bi-univoca
Vi

entre estos objetos y matrices columna en R 3 = (v, v2,v3) & | v | Se designa con Vj al
V3

conjunto de vectores del espacio.

Un vector v = (v, vp,v3) € V5 se puede representar graficamente mediante un segmento
orientado o “flecha” en el espacio; la direccion, sentido y magnitud del segmento caracterizan
al vector. La flecha va desde un punto cualquiera tomado como punto inicial o de aplicacion
A(ay, ar, a3) hasta un punto final o terminal B(by, by, b3), donde vi = by —ay, vo = by —az y
v3 = b3 — a3; luego se escribe v = AB. El punto de aplicacién del vector puede ser cualquiera;
en particular, si se elige el origen de coordenadas O(0, 0, 0) como punto inicial, se dice que el
vector estd en posicion candnica y se escribe 1 = OP = (x,y, z), donde P(x,y, z) es el punto final
del vector. Hay una correspondencia bi-univoca entre un vector OP de V3 (ubicado en posicion
canénica) y un punto P de R?; utilizaremos esta biyeccién para identificar una terna ordenada con
un vector o con un punto, segiin nos resulte mas conveniente. En la Figura 1.1.5 se muestra el vector
v = (2,2,3) aplicado en A(1, 1, 3) y también aplicado en el origen; este dltimo, que va de O al punto
P(2,2,3), es el representante del vector en posicién candnica y lo denotamos por 7.

Figura 1.1.5: AB yr= OP son representantes del vector v = (x, y, z) € V;.
Vector nulo:

0= (0,0,0) € V5. Se representa mediante un punto en el espacio (el punto inicial y el punto
final coinciden); en posicion candnica es el origen de coordenadas; no tiene una direccién definida,
y su magnitud es cero.

Vectores base unitarios o versores basicos en V:

i=(1,0,0), f= (0,1,0) y k = (0,0, 1) (se denotan con una pequefia “U” sobre la letra). Se
representan graficamente por medio de segmentos orientados de longitud 1, paralelos a los ejes
coordenados y apuntando en el sentido positivo de los ejes. En la Figura 1.1.6 se muestran los
versores basicos ubicados en posicion candnica: i es la flecha que va del origen al punto P;(1,0, 0),

jvadel origen a P>(0, 1,0), y k va del origen a P3(0,0, 1).

Figura 1.1.6: Versores bésicos de V3: 7 = (1,0,0), f = (0, 1,0), k = (0,0, 1).
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Seccidén 1.2. Sistema de coordenadas cartesianas y vectores en el plano

m Ejemplo 1.1.5 Para analizar el movimiento de un par de objetos en el espacio, un observador fija

un sistema coordenado como referencia. Estd interesado en saber hacia dénde y cuanto se
desplazan los objetos. Mide para uno de los objetos que el punto inicial es A(1,2,3) y el
punto final es B(1, 5, 8). El otro objeto estd inicialmente en el origen de coordenadas O del
sistema de referencia y se mueve hasta el punto P(0, 3, 5). ;Cémo esta dado el desplazamiento
neto de cada objeto? El observador afirma que el desplazamiento total del primer objeto
estd dado por el vector AB = (1-1,5-2,8-3)=1(0,3,5), y el del segundo objeto por el
vector OP = (0,3,5). Ambos desplazamientos son equivalentes: 3 unidades hacia un lado y
5 unidades hacia arriba.

1.1.3 Ejercicios

1.2

1.

»

Para fijar ideas mientras esté en clase, elija un punto del aula como origen de coordenadas, 3
lineas como ejes coordenados, y 3 paredes (o piso) como planos coordenados. Utilizando
como unidad de medida el metro (mds o menos un paso largo):
a) Estime las coordenadas de una de las teclas de luz, de una tiza que encuentre caida en el
piso, de una tiza o fibrén en el pizarrén, de una de sus manos, y de celular;
b) Si una tiza cae al piso, ;cudl serd su ubicacién?;
¢) Calcule la distancia entre su mano y su celular, y entre su mano y la tecla de luz.
En un sistema coordenado tridimensional ubique los puntos Q(1, 1,0), R(2,—1,3) y S(1, 1, 3).
Calcule las distancias entre ellos.
(Qué representa z =37 ;Y z =3, x =27 ;Y z < 3? Grafique.
Exprese como igualdades o desigualdades los siguientes conjuntos de puntos en el espacio:
a) los puntos del primer octante;
b) los puntos de un cascardn esférico interiores a la superficie esférica de radio 4 y
exteriores a la esfera de radio 2, centradas ambas en el origen;
¢) los puntos que estdn a altura 3, con las otras dos componentes de distinto signo entre si;
d) los puntos que distan de (2, 2, 3) en exactamente 5 unidades;
e) el o los puntos, si existen, tales que su proyeccion en el plano xy es el (2,3,0) y en el
plano yz es el (0,3,5).

. Explique con sus palabras qué regiones del espacio representan las siguientes relaciones:

a) xy>0,z=-3 b) xyz>0
c) xyz=0 d x*+y*<1, z=0
e) X>+y*<1, -1<z<l.

La ecuacién cuadritica x> + y* + z> — 2x + 6y + 8z + 1 = 0 corresponde a una superficie
esférica. Halle el radio y las coordenadas del centro. Grafique.
Exprese en componentes el vector que va del punto (-1, 2, 3) al punto (3, 3,4), y encuentre su
representante en posicién candnica. Idem si el punto inicial es (2, —1, —2) y el punto final es
(-4,3,7).

—_— = —
Para los puntos del Ejercicio 2, obtenga QR, RS y 0S8, y sefidlelos en el gréafico. ;Qué puede
decir del “largo” de estos vectores?

Sistema de coordenadas cartesianas y vectores en
el plano

Volviendo a los comentarios introductorios de la seccién anterior, supongamos que se quiere
describir el desplazamiento de una persona para ir desde la estacién de trenes de La Plata hasta
la oficina de Alumnos de nuestra Facultad. Claramente, la coordenada vertical no es relevante

para analizar este problema y podemos tratar la situacién “modelando” en un plano (el plano
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del piso), utilizando un sistema de coordenadas bidimensional y vectores con dos componentes.
Ver Figura 1.2.1.

Figura 1.2.1: Ejes cartesianos en el plano.

Sistema de coordenadas cartesianas bidimensional

Consta de un punto fijo u origen de coordenadas O, y dos rectas o ejes coordenados x e y que
pasan por O y son perpendiculares entre si; los semiegjes positivos se orientan en sentido antihorario
(o sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj). El plano queda dividido en cuatro
cuadrantes.

Denotamos un punto en el plano por P(x, y) o simplemente por el par ordenado (x, y), donde
el nimero real x es la coordenada cartesiana x o abscisa, y el nimero real y es la coordenada
cartesiana y u ordenada del punto P. Se designa con R? al conjunto de todos los pares ordenados
de nimeros reales, que se corresponden con todos los puntos del plano:

R2={(x,y):—oo<x<oo,—oo<y<oo}‘

Dado un punto P(x,y) € R?, el punto P;(x,0) es la proyeccién (perpendicular) de P en el
eje coordenado x, mientras que Py;(0, y) es la proyeccién de P en el eje coordenado y. En la
Figura 1.2.2 se muestra un dibujo de un sistema de coordenadas bidimensional; el punto indicado
como ejemplo es P(1,2) y sus proyecciones son P;(1,0)y Pr;(0,2). Ubique en la figura los puntos
A(-2,3)y B(3,2).

VA
Py02))
P=(12)
i P(10)
0 E

Figura 1.2.2: Sistema de coordenadas cartesianas bidimensional (primer cuadrante).

La distancia entre el origen O(0, 0) y un punto P(x, y) es

d(0, P) = \|x? + y2.
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Por ejemplo, en la Figura 1.2.3 la distancia entre O y P(1,2) vale d(O, P) = V5 m. Calcule la
distancia entre los puntos A(-2,3) y B(3,2). Ver Figura 1.2.3
La distancia entre dos puntos cualesquiera Pi(xy, y1) y Pa(x2, ¥2) es

d(Py, Py) = \/(xz —x1)? + (y2 = y1)*.

1 > -

x 0

0

Figura 1.2.3: Distancia entre dos puntos en un sistema de coordenadas cartesianas bidimensional.

Veamos ahora, a través de algunos ejemplos, diferentes tipos de regiones en el plano:

m Ejemplo 1.2.1 La ecuacién y = 0 representa el eje coordenado x; mientras que x = O es el eje
coordenado y. La desigualdad y > O representa el semiplano superior; mientras que x > 0
indica el semiplano derecho. Si tomamos aquellos puntos tales que x > 0, y > 0, nos estamos
refiriendo al primer cuadrante. [

m Ejemplo 1.2.2 Regiones planas: Consideremos el conjunto D de aquellos puntos P(x, y) del
plano que distan del origen en 3 o menos unidades, luego sus coordenadas satisfacen la
desigualdad x> + y? < 9; su representacién grafica es la regién plana dada por el circulo de
radio 3 centrado en O. ;Qué regi6n plana R representa la desigualdad (x — 1)* + (y —2)* < 16?
Se dice que el circulo D es una region plana cerrada (tiene borde o frontera), mientras que
B es una region plana abierta. [

m Ejemplo 1.2.3 Curvas Todos los pares (x, y) que satisfacen la ecuacion x2+yr =1, corresponden
graficamente a la curva C que es la circunferencia de radio 1 centrada en O. Otro ejemplo es
el conjunto de puntos tales que y = 2, para cualquier x, que corresponde a la recta L paralela
al eje x y que pasa, por ejemplo, por P(1,2). La circunferencia C es una curva cerrada,
mientras que la recta L es una curva abierta. |

Ejercicio Esboce a mano alzada las graficas de las regiones planas Dy R, y las curvas C'y L.

1.2.2 Vectores en el plano

Denotamos un vector en el plano como v 6 v, y en componentes mediante un par ordenado
como ¥ = (v1,v2), donde v; y v2 son niimeros reales. Otra notacién para vectores proviene de la

. . . . . - Vi
corresponden01a bi-univoca entre estos ob]etos y matrices columna en R2X1 L= (V 1, v2) Ll ( )
V2

Se designa con V; al conjunto de vectores del plano.
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Un vector v = (v1, ;) € V; se puede representar graficamente mediante un segmento orientado
o “flecha” en el plano. La flecha va desde un punto cualquiera tomado como punto inicial o de
aplicacion A(ay, ay) hasta un punto final o terminal B(by, by), donde vi = by —ay y vo = by — ap;
luego se escribe v = AB.El punto de aplicacién del vector es arbitrario; en particular, si se elige el
origen de coordenadas O(0, 0) como punto inicial, se dice que el vector estd en posicion candnica 'y
se escribe 7 = WJ = (x,y), donde P(x, y) es el punto final del vector. Observamos entonces que
hay una correspondencia bi-univoca entre un vector OP de V; (ubicado en posicién canénica) y un
punto P de R?; utilizaremos esta biyeccién para identificar un par ordenado con un vector o con un
punto, segiin nos resulte mas conveniente. En la Figura 1.2.4 se muestra el vector v = (1, 3) aplicado
en A(2, 1) y aplicado en el origen; este tltimo, que va de O al punto P(1,3), es el representante del
vector en posicién candnica y lo denotamos por 7.

(@]

2
—_—> N 4 N
Figura 1.2.4: AB y ¥ = OP son representantes del vector v = (x, y) € V5.

Vector nulo:

0= (0,0) € V4. Se representa mediante un punto en el plano (el punto inicial y el punto final
coinciden); en posicién candnica es el origen de coordenadas.

Vectores base unitarios o versores basicos en V;:

i=(1,0)y j=(0,1). Se representan graficamente por medio de segmentos orientados de
longitud 1, paralelos a los ejes coordenados y apuntando en el sentido positivo de los ejes. En la
Figura 1.2.5 se muestran los versores basicos ubicados en posicién candnica: i es la flecha que va
del origen al punto P;(1,0), y j va del origen a P»(0, 1).

YA

A

7

o: ¢ *

L 2
Y

Figura 1.2.5: Versores bdsicos de V5: i = (1,0), j= (0, 1).

Ejercicios
1. En el escritorio o mesa que utiliza, elija un punto como origen de coordenadas y dos lineas
como ejes coordenados. Utilizando como unidad de medida el centimetro:
a) Estime las coordenadas de la esquina superior derecha de su hoja o apunte, de la punta
de su lapicera o ldpiz al escribir sobre la hoja, de su celular (apoyado sobre la mesa).
b) Calcule la distancia entre la punta del lapiz y la tecla “e” del celular.
2. En un sistema coordenado bidimensional ubique los puntos Q(1,1), R(2,-1) y S(O, —?—1 .
Calcule las distancias entre ellos.



1.3

1.3.1

20 Seccién 1.3. Operaciones algebraicas con vectores

3. ;Qué representa x = 3?7 ;Y x < 3? Grafique.
4. Exprese como igualdades o desigualdades los siguientes conjuntos de puntos en el plano:
a) los puntos del semiplano inferior;
b) los puntos de un corona circular interiores a la circunferencia de radio 5 y exteriores al
circulo de radio 3, centrados ambos en el origen;
¢) los puntos que estdn a “altura"3, con la otra coordenada negativa;
d) los puntos que distan de (—1, —2) en exactamente 2 unidades;
e) el o los puntos, si existen, tales que su proyeccion en el eje y es el (0, —\/5).
5. Explique con sus palabras qué regiones del plano representan las siguientes relaciones:

a) x>0 b) xy >0
¢) xy=0 d) x*+y?<1,y>0
e) y—x220

6. La ecuacién cuadrética x> + y> —6x +2y —6 =0 corresponde a una circunferencia. Halle el
radio y las coordenadas del centro. Grafique.

7. Grafique y exprese en componentes el vector que va del punto (3,-5) al punto (4,7) y
encuentre su representante en posicion canénica. Idem si el punto inicial es( 35, ‘3—‘) y el punto
final es (%, 3).

. . . ﬂ H ﬁ ~ 7 7z Z

8. Para los puntos del Ejercicio 2, obtenga QR, RS y QS, y seiidlelos en el grafico. ;Qué puede

decir de la orientacién relativa de estos vectores?

Operaciones algebraicas con vectores

La segunda ley de Newton de la mecénica establece que para una particula de masa M (fija)
sometida a varias fuerzas externas, se verifica la ecuacion vectorial Z Ff’“ = Mad, o sea: la

suma de todas las fuerzas externas que actian sobre la particula es iguall al producto de la masa
(supuesta constante) por la aceleracion. Por otro lado dada una fuerza de magnitud, direccién y
sentldo constantes, el trabajo que realiza sobre un cuerpo que es desplazado una “pequena” cantidad
d se define como Fcte d o sea: el producto escalar entre la fuerza (supuesta constante) y el vector
desplazamiento (supuesto pequefio); veremos en el Capitulo 6 la definicién general de trabajo para
una fuerza cualquiera y un desplazamiento arbitrario. Otra cantidad de interés fisico es el momento
angular definido como L=Fx P, o sea: el producto vectorial entre la posicién 7 de la particula
y su cantidad de movimiento p = M v, donde v indica su velocidad. Aparecen aqui las distintas
operaciones entre vectores. Recordemos sus definiciones y algunas propiedades.

Operaciones de suma y productos

Sean i = (uy, up,uz) y v = (v1, v, v3) vectores de V3, y sea a el dngulo entre ellos, que toma un
valor entre O y 7. Sea a un niimero real.

Suma de vectores:

ﬁ+\7=(u1 +V1,M2+V2,M3+V3)

La suma de vectores es un nuevo vector.

Multiplicacién de un vector por un niimero real:

av = (avy, ava, avs)

Esto da un nuevo vector. ”/’ %



Capitulo 1. 21

En los siguientes recursos se puede explorar la regla del paralelogramo y la regla del
camino para sumar y restar vectores en forma grafica.

https://ggbm.at/Hg7xD3Nu

https://ggbm.at/X47eFWqj
(Coémo se describe cada procedimiento de suma/resta de vectores segtn la regla del

paralelogramo?
(Coémo se describe cada procedimiento de suma/resta de vectores segtin la regla del camino?

En el siguiente recurso se puede explorar la multiplicacién de un vector por un nimero real,

en forma grafica.
https://ggbm.at/wSDMmgxu

(Qué sucede si se multiplica al vector por un nimero real negativo?

(Qué sucede si se multiplica al vector por un niimero real perteneciente al intervalo (-1, 1)?

La suma de vectores y la multiplicacién de vector por nimero real permiten expresar un vector

como combinacion lineal de los versores basicos:
V=wvii+twnj+k.
Producto escalar (o producto punto) entre vectores:

- -

Uu-v=uivy + uxvy + u3vs.

El resultado del producto escalar es un ndimero real, que puede ser positivo, negativo o cero.

Proposicion 1.3.1 Algunas propiedades del producto escalar:

b)
c)

>~ ¢

a) -V =9V -u (conmutatividad)
i
i

En el siguiente recurso se puede practicar el clculo del producto escalar entre dos vectores.
https://ggbm.at/hUbcuhdf

Producto vectorial (o producto cruz) entre vectores:
UXV = (upvs — uzvy, —U1V3 + UzVi, Uva — Upvy).
El resultado del producto vectorial es un nuevo vector, perpendicular a | _
- - . u X
uyav,y en el sentido dado por la regla de la mano derecha.
Una forma préctica de calcular el producto vectorial para vectores en el
espacio es mediante el determinante de 3 x 3:

<

<

v

L I j k ) ) 5 =
uxv =\ uy uy wuz | = uavi—uszvy)i—(uiv3—uszvi) j+uva—usvi) k.
Vi V2 V3

Proposiciéon 1.3.2 Algunas propiedades del producto vectorial:

a) U XV = —V X u (anticonmutatividad)
b) iXi=jxj=kxk=0
Q) ixj=Fk, jxk=1 kxi=j



https://ggbm.at/Hg7xD3Nu
https://ggbm.at/X47eFWqj
https://ggbm.at/wSDMmqxu
https://ggbm.at/hUbcuhdf
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Para vectores il = (uj,u3) y v = (v, v2) de V3, las operaciones de suma, multiplicacién por
nimero real, y producto escalar se definen de manera similar a lo dado para vectores de V3.
El producto vectorial entre vectores de V;, estrictamente no es un vector de V,; sin embargo,
dado que en préximos capitulos plantearemos situaciones en 3 dimensiones que también son
aplicables a 2 dimensiones, consideraremos el producto vectorial entre los vectores (uy, up, 0)
y (v1, v, 0) de V3, que da un vector perpendicular al plano xy:

ik
i+ urj+0k) X (vil+vaj+0k)=| uy u O |=07+0j+ (uyvy —usvy)k.
Vi V2 0

En el siguiente recurso se puede practicar el cdlculo del producto vectorial entre vectores.
Se pueden comprobar las propiedades anteriores.
https://ggbm.at/AXy5KDEb

1.3.2 Modulo de un vector y normalizacion de un vector

Moédulo
Sea v = (vq, v2, v3) un vector de V3. El médulo (o norma) |v| del vector v estd dado por

S — 2 2 2
V] = {[v] +v5 + 5.

El médulo de un vector es un ndmero real, mayor o igual que cero. !
El vector nulo tiene médulo cero: |0‘ = 0 (jtener en cuenta que 0 y O son distintos objetos

matemadticos!). Reciprocamente, un vector de médulo cero es necesariamente el vector nulo.
Simbdlicamente:

-

v=0 & [|y|=0.

Un vector unitario es aquel que tiene médulo uno: || = 1.

m Ejemplo 1.3.1 Dadosu = (1,2,3)yV = (4,5, 6), hallar la suma y los productos escalar y vectorial
entre ambos. Calcular los médulos de los vectores i, v, i + V' y il X V.
Lasumaresulta i +v = (1 +4,2+53+6) = 5i+7j+9k; el producto escalar

v

da -V =4+ 10+ 18 = 32; y el producto vectorial resulta u X v =

H— ~
NN~
AN W =
Il

(12-15)i-(6-12)j+(5-8)k =-3i+6j—-3k.
Los médulos son: |i#] = V12 +22+32 = V14, |¥] = V42 +52+ 62 = V77, i + V|
V52 + 72+ 92 = V155, y |ii x ¥| = V(=3)% + 62 + (=3)% = V54.

Normalizacién

Todo vector no nulo (y no unitario) puede normalizarse, esto es, se puede definir un nuevo
vector con la misma direccion y sentido pero de médulo o normal. La normalizacion del vector v
es el versor (o vector unitario) ¥ dado por

.V Vi v V3 .oz

v:ﬁz , s , si v#0.
v 2,2, .2 2,2, .2 2,2, .2
\/v1+v2+v3 \/vl+v2+v3 \/vl+v2+v3

Pruebe que ¥ es unitario.

IRecordar que para un nimero real, |a| denota el valor absoluto de a; mientras que para un nimero complejo, |z|
denota el modulo de z.
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Moédulos y productos
Multiplicacion de un vector por un nimero real

El médulo del vector av es |av| = |a| [V] (que se lee: el médulo de av es igual al valor absoluto
de a por el médulo de V). Dado un vector v, esta operacién permite cambiarle la magnitud, y puede
o no cambiarle el sentido, pero nunca le altera la direccion. Efectivamente, av es un vector colineal
con v, y tiene el mismo sentido (si a > 0) o sentido opuesto (si a < 0), o es el vector nulo (si a = 0);
ademds la magnitud de av aumenta (si |a| > 1), disminuye (si |a| < 1), no cambia (si a = +1), 0 se
anula (si a = 0).

Producto escalar

Se puede escribir como
u-v=lu||v| cosa.

Esta expresion se puede interpretar como el resultado de multiplicar la magnitud de un vector
por la magnitud de la proyeccién perpendicular del otro vector. Efectivamente en la Figura 1.3.1a)
se observa que |V| cosa es la proyeccion perpendicular de v a lo largo de la direccién de i;

andlogamente, en la Figura 1.3.15), se observa que |if| cos @ es la proyeccion perpendicular de u a
lo largo de la direccién de v.

a) b)

|7Z| cosa

)

\/T?]’l(:{

Figura 1.3.1: Proyeccién perpendicular de un vector a lo largo de la direccién del otro: a) v sobre i,
y b) i sobre V.

Dos vectores perpendiculares tienen producto escalar igual a 0 y se verifica la propiedad:
u-v=0 S u=0 o v=0 o ulv.

Consideremos dos vectores de mddulos u y v dados, pero se desconoce la orientacién relativa
entre ellos. El producto escalar entre los vectores iZ y v con esos mddulos no puede ser mayor que la
cantidad uv (lo que se da cuando los vectores son colineales y de igual sentido: @ = 0, entonces
cosa = 1). Por otro lado, el producto escalar entre los vectores i y v con los médulos dados no
puede ser menor que la cantidad —uv (esto ocurre cuando los vectores son colineales pero con
sentidos opuestos: @ = m, entonces cosa = —1). Esta importante propiedad de que el producto
escalar entre dos vectores estd acotado:

[l V] < - v < ] [V,

la usaremos mas adelante cuando, dado un vector, necesitemos hallar otro vector (de mdédulo
conocido) que haga maximo o minimo el producto escalar entre ellos. Notar que
Vv =9

Producto vectorial

El médulo del vector iZ X ¥ es

lii X v| = || |V] sen .
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Esta ultima expresion se puede interpretar como el valor del drea de un paralelogramo cuyos lados
estdn determinados por los vectores i y v, que forman un dngulo @ (entre O y 7) entre ellos. Ver
Figura 1.3.2.

El producto vectorial entre dos vectores colineales da como resultado el vector nulo 0; mientras que
el producto vectorial entre dos vectores perpendiculares da como resultado un vector cuyo médulo

bis
se obtiene multiplicando los médulos de los vectores individuales: @ = 5 entonces sena = 1.

=l

Figura 1.3.2: Interpretacion geométrica del médulo del producto vectorial. Paralelogramo determi-
nado poru y v.

Observar ademéds que # X v =0 siysolosiu =00V =00 iy V son colineales (tienen la
misma direccion), ya sea con el mismo sentido (@ = 0) o con sentidos opuestos (a = ).

En los siguientes recursos se puede explorar como utilizar el producto escalar de vectores
para determinar la longitud de las proyecciones y cdmo utilizar el producto vectorial para

calcular dreas de paralelogramos.
https://ggbm.at/fdApFKbr

https://ggbm.at/mVh3KvFr

m Ejemplo 1.3.2 Dados i = (1,2,3) y v = (4,5, 6) del Ejemplo 1.3.1, determinar el dngulo « entre
ellos.
Para determinar el dngulo entre # y v podemos usar que, para vectores no nulos, se verifica

- -

uivy + usvy + uzvs

|17||‘7|: 2. 2.2 [2, 2. 2
M1+M2+M3 VI+V2+V3

; _ 3 s
En este ejemplo resulta cosa = T 0.974632. El coseno es muy préximo a 1, luego
los vectores forman un dngulo muy pequefio entre si: @ = 0.226 rad = %ﬂ'. ]

= Ejemplo 1.3.3 Dado un objeto de masa M = 2 kg en la ubicacién P(2, -1, 1) y con velocidad
V= % i — k en m/s, hallar: a) la cantidad de movimiento Mv; b) el dngulo que forma este
vector con el vector posicion 7 y con el vector velocidad; c) el vector momento angular
L = 7 x (M¥). Verificar que L es perpendicular a 7 y a M¥.

a) Resulta M7 =2 (%i— 12) — 71— 2k = (1,0,~2) en kg-m/s,

b) Si calculamos el producto escalar entre Mv = (1,0,-2) y 7 = O—I)D =(2,-1,1), vemos
que se anula: 12 +0(-=1)+(-=2)1 =2 + 0 — 2 = 0; luego estos dos vectores son
perpendiculares y el dngulo entre ellos resulta 7.


https://ggbm.at/fdApFKbr
https://ggbm.at/mVh3KvFr
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El dngulo entre Mv = 2v = (1,0,-2)y v = (%, 0,—1) es 0, pues el primero es un
multiplo positivo del segundo.

¢) Tenemos L = Fx (m¥) = 21— j+ k) x (=2k) = [(=1)(=2) = 01]7 - [2(-2) -
11]7+[20-1(-D]k=2-0)i—-(-4-1Dj+ O+ D)k =2i+5j+k=(251)en
kg-m?/s.
Vemos que los siguientes productos escalares se anulan: L-7= 2,51)-(2,-1,1) =
4-5+1=0y Z-(mﬁ) =(2,51)-(1,0,-2) =2+0-2 = 0, lo que indica
perpendicularidad en ambos casos.

Desigualdad triangular
Se verifica que

i + V| < |u] + |V].

Es decir, el médulo del vector suma i + v es menor o igual que la suma de los médulos de
ambos vectores, siendo igual en el caso en que i y v son colineales y con igual sentido. Interprete
grificamente usando la regla del paralelogramo.

Para vectores de V, el mddulo, la normalizacion y las propiedades de los productos son
similares a lo dado para vectores de V3.

@ En el plano, todo vector unitario i = (u1, up) es tal que u% + u% = 1; luego las componentes
pueden expresarse en términos del dngulo 6 que se forma entre el semieje x positivo y la
direccién del vector, en la forma

ii = (cos@,senb).

Un vector cualquiera (no necesariamente unitario) v = (v1, v;) del plano queda determinado
por su médulo y el dngulo con el semieje +x, en la forma

¥ = |V|.(cos 6, sen ).

Por ejemplo, si en un problema de tiro oblicuo la rapidez (= médulo de la velocidad) con que
se lanza el proyectil es de 10 m/s a un dngulo de 30° con la horizontal, ;cudnto valen las
componentes horizontal y vertical de la velocidad inicial?

m Ejemplo 1.3.4 a) Hallar todos los vectores ¥ € V5 que sean perpendiculares a u = (4, —3).
b) Hallar el o los vectores unitarios w € V, que sean perpendiculares a it = (4, —3).

a) Planteamos que iZ - v = 0, para v = (vq, v2) a determinar. Luego tenemos una ecuacién
aresolver: 4v; — 3v; = 0, de donde podemos despejar por ejemplo v, = %vl. Todos
los vectores de la forma v = (vy, %vl) con v; € R, esto es miltiplos del vector (1, ‘3—‘),
son perpendiculares a u = (4, —3). Graficar.

b) Ahora planteamos que i - w = 0, para w = (w1, w;) a determinar, pero siendo w

unitario, es decir que /wlz + wg = 1. Luego, tenemos ahora dos ecuaciones a resolver:

{ 4W1 - 3W2 =0
2 2 _
wi+w; =1
cuya soluciénes wy = i%, Wy = %wl = i%. De la familia de vectores perpendiculares

a u hallada en el inciso a), solamente los dos vectores (%, %) y (-3, —‘3‘) son unitarios.
[
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Seccién 1.3. Operaciones algebraicas con vectores

m Ejemplo 1.3.5 Dado # = (1,2), hallar vectores de médulo V10 que sean: a) colineal y con el

mismo sentido, b) colineal y con sentido opuesto, ¢) perpendicular a i. Graficar.

a) Debe ser de la forma aii con a > 0: tenemos que |ii| = V12 + 22 = V5, luego ¥ = aii
tiene médulo V| = |a| |u] = aVs que debe ser igual a V10, de donde a = V2. Luego
¥ =v2(1,2) = (V2,2V2).

b) El vector opuesto al hallado en a), resuelve este caso: —v = —(\/5, 2\/5) = (—\/5, —2\5).

¢) Planteamos i - w = 0, donde w = (wy, wp) tiene médulo V10. Luego 1w +2wy =0y
A /w% + w% = V10. Este sistema (no lineal) de 2 ecuaciones tiene 2 soluciones posibles:

los vectores Wy = V2(=2,1) y w_ = V2(2,-1).
Verifique que cada uno es solucién del sistema de ecuaciones planteado. Ver Figu-
ra 1.3.3.

Y 4

<l

|

|

Figura 1.3.3: Ejemplo 1.3.5.

Ejercicios

1. Pruebe las siguientes propiedades:

s

a) [¥|=0 siysélosi 7=0b) ii-¥=0siysolosi 1=067=06a = 2
c) Vv =) d) —|i| V] <ii-v < |i] |y

- 1
. Seav = (1,2,3). Calcule el vector opuesto, 3 por el vector y tres veces el vector. Exprese

cualquier multiplo (distinto de cero) de v como combinacién lineal de los vectores base.
Normalice v.
a) Dados it = (1,2,3) y v = (4,5,6), calcule 3i — v, (2i) - v, y
b) Dados u = (4,-3) y v = (=2, 1), calcule 3u — v, (2i) - v,
vectores hallados.

(—3V) x .
y (-39) x ii; grafique los

. Determine el vector v € V; cuya magnitud es 4, y tiene la misma direccién y sentido que el

vector il = —i + J
a) Repase las propiedades de las operaciones de suma de vectores y multiplicaciéon de
vector por nimero real.
b) Pruebe las propiedades enunciadas en esta seccion para los productos escalar y vectorial.

. Considere un bloque sobre una mesa, sin friccidn. Si se tira del bloque con una soga haciendo

una fuerza F cuya intensidad es de 10 N (1 Newton=1 kg-m/s>) formando un 4ngulo de 30°
con la horizontal, encuentre las componentes horizontal y vertical de la fuerza. Si también se
empuja al bloque del otro lado (para moverlo en el mismo sentido) con una fuerza de igual
intensidad pero completamente horizontal, ;cudnto vale la suma de estas dos fuerzas?

. Sobre una particula de % kg actiian tres fuerzas constantes: F\ hacia abajo de intensidad 1,

ﬁz =(L2),y f3 = —I + 4 j, todas medidas en N.
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a) (Cudl es la fuerza total, neta o resultante? ;Cuéanto vale la aceleracion de la particula?
b) Sila particula es desplazada desde el origen hasta un punto a 2 mm a la derechay 1 mm
hacia abajo, calcule el trabajo debido a cada una de las fuerzas individuales, y el trabajo
total o neto.
(Considere el problema en 2D. No olvide las unidades al expresar sus resultados.)

Trabajar en varias dimensiones

La mayorfa de las aplicaciones que veremos se refieren a espacios de 2 y 3 dimensiones, e
intentaremos en la medida de lo posible interpretar graficamente el problema. En algunas situaciones
fisicas, puede ocurrir que una propiedad de un cuerpo dependa de muchas (2, 3 0 mds) variables
que la definen. Por ejemplo, en el campo de la quimica, la entalpia de un sistema se expresa en
términos de la entropia, la presion y el nimero de particulas de distinto tipo, H(S, p, {N;}). En una
ecografia 4D se registran sefiales en funcién de 3 coordenadas espaciales y 1 temporal.

Muchas definiciones que se dan aqui se extienden de manera natural a n dimensiones (donde n
es algin ndmero natural), por ejemplo se puede hablar de puntos P € R" y de vectores v € V,.

En Andlisis Matematico I se trabaj6 con funciones de una variable f : R — R, donde f(x)
indica que al nimero real x se le asigna un nimero real f(x). Podemos decir que se trabajé en una
dimensién. En Andlisis Matematico II trabajamos con una o con varias funciones que dependen
de una o de varias variables, esto es, en varias dimensiones. Los distintos tipos de funciones que
estudiaremos por separado en los préximos capitulos son:

AY A o)

FUNCION VECTORIAL DE UN PARAMETRO (Capitulo2) 7:R —V,

A un dnico nimero real (llamado pardmetro) se le asigna un vector de 2, 3 o en general n
componentes.

m Ejemplo 1.4.1 La posicién 7(z) = (x(¢), y(¢)) de un proyectil en tiro oblicuo, en funcién del
tiempo ¢; la velocidad V() = (v1(¢), v2(¢), v3(r)) de una mosca volando por una habitacion, en
funcién del tiempo ¢.

D)
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FUNCION ESCALAR DE VARIAS VARIABLES (Capitulos 3,4y 5) f:R" >R

A un par, terna o en general n-upla de nimeros reales (llamadas variables independientes) se le
asigna un unico nimero real.

m Ejemplo 1.4.2 La temperatura 7'(x, y) en el punto de coordenadas (x, y) de una placa; la densidad
volumétrica de masa p(x, y, z) en el punto (x, y, z) de un cuerpo sélido.

2 = - 7
1 1 Ly :
iy 1 \\\\\\\\t\ >
At RN
ok ] | St
ol 2
1k i
2F - -10
0 y
3 3 2000 300

CAMPO VECTORIAL (Capitulo 6) F :R" -V,

A una n-upla (n > 1) de nimeros reales se le asigna un vector de n componentes.

m Ejemplo 1.4.3 La velocidad V(x, y) = (Vi(x, y), Va(x, y)) en el punto (x, y) de un capa de fluido
laminar; el campo eléctrico E(x,y,z) = (Ei(x,y, z), E2(x, v, 2), E3(x, y,z)) en un punto
(x, y, z) debido a una carga eléctrica puntual.

Para estos diferentes tipos de funciones estudiaremos basicamente los mismos conceptos que ya
se vieron en Andlisis Matemdtico I: dominio y rango, representacion grafica (cuando sea posible),
concepto de limite y continuidad, derivacién, puntos criticos y extremos, problemas de optimizacioén,
integracion, etc. Aunque, como es de imaginar, en Andlisis Matematico II hay mds variantes que
enriquecen el estudio y que permiten describir situaciones como, por ejemplo, el movimiento de
objetos en nuestro mundo tridimensional o el cambio de entalpia en un proceso quimico dado entre
diferentes sustancias.
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Ecuaciones de una recta en el plano y en el espacio

Recta en el plano

Recordemos distintas formas de describir una recta L (no vertical) en el plano xy. Dependiendo
de los datos disponibles, podemos usar una de las siguientes formas alternativas:

» la pendiente m y la ordenada al origen b: y=mx+b

- X —X
= dos puntos Py(xo, ¥0) Y P1(x1, y1) (si y1 # yo): Yo 0 (ecuacion simétrica)
Yir—Yo X1~ X0

= la pendiente m y un punto Py(xo, ¥o): y—yo=m(x— xp)

Ahora, supongamos que un dato de la recta L con el que contamos es la direccion, que viene
dada por cierto vector no nulo del plano, v = (v, v2), que denominamos vector director. ;Es
suficiente este dato para determinar univocamente la recta? La respuesta es no, necesitamos ademads
conocer al menos un punto Py(xo, yo) perteneciente a la recta L.

Conociendo v y Py podemos considerar lo siguiente: para cualquier punto P(x, y) € L, se tiene

—_— — — . S —_—
que el vector PyP, que se puede obtener como OP — OPy, es colineal con v. Luego PyP debe ser
algdn multiplo real 7 del vector v (ver Figura 1.5.1):

_— = —

PyP=0OP—-0OPy=tv, con teR

Ya

L

01 x

Figura 1.5.1: Recta en el plano xy. El vector WP es proporcional al vector director v.

- - e - ., .
Escribiendo OP =7 y OPy = rp, resulta una ecuacion vectorial de la recta:

-

F=r+tv, teR.

Notar que ésta es una ecuacion vectorial en el plano, que corresponde a dos ecuaciones escalares.
Usando que 7 = (x,y) y 7y = (x0, y0), podemos escribir esta ecuacion en componentes, obteniendo
ecuaciones paramétricas de la recta:
X =Xx9+ttv
teR.
y=Yyo+ivz

Estas ecuaciones dan las coordenadas x e y de cada punto de la recta L en funcién del pardmetro t.

@ Si eliminamos el pardmetro ¢ entre las dos ecuaciones anteriores, recuperamos las formas que

ya conociamos para la ecuacion de la recta. Efectivamente, si v; y v, son ambos distintos de
X —X - v

0, se tiene que 7 es igual a 0 _Y~ ) , de donde también y — yy = —2(x — xp)- Se llega
Vi V2 Vi

T V2 . s .. >
a las formas dadas al principio si notamos que — = tg 6 = m, siendo 6 la inclinacién de v
Vi

respecto del semieje +x.
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Para completar, veamos la forma de las ecuaciones si una de las dos componentes dev es cero:
e Recta vertical: cuando v; = 0, resulta x = xq ;
e Recta horizontal: cuando v, = 0, resulta y = yy.

En el siguiente recurso es posible explorar como se construye graficamente una recta en el
plano y cémo se expresan sus ecuaciones:

https://ggbm.at/Xk2b84ek

(Cudl es la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto Py(—1,3) y es paralela
al vector v = (4, 1)? Construir esta recta e identificar los puntos que corresponden a los
siguientes valores del pardmetro: —1, 0, 0.2, 0.5, 1, 1.5

Otro recurso interesante es
https://ggbm.at/CGpr87vf

(Cudl es la ordenada al origen de la recta que pasa por el punto Py(7,2) y es paralela al
vector v = (—4,2)?

1.5.2 Recta en el espacio
Una recta L queda determinada por su direccién, dada por algiin vector no nulov = (vy, vy, v3)
paralelo a la recta, y por algin punto Py(xo, Yo, 20) perteneciente a la recta. Con estos datos
—
procedemos como antes: para cualquier punto P(x, y,z) € L, se tiene que el vector PyP, que se
—

puede obtener como WJ — OPy, es colineal con V. Luego PyP debe ser algiin mdltiplo real ¢ del
vector v (ver Figura 1.5.2):

— —

PyP=0OP-0OPy=tv, con teR.

% =
Figura 1.5.2: Recta en el espacio. El vector PyP es proporcional al vector director v.

_> - _% - .7 .
Escribiendo OP =7 y OPy = ry, resulta una ecuacion vectorial de la recta:

F=ry+tv, teR.
Notar que ésta es una ecuacién vectorial en el espacio, que corresponde a tres ecuaciones escalares.
Usando que 7 = (x,y,2) vy 7 = (x0, Yo, 20), podemos escribir esta ecuacién en componentes,
obteniendo ecuaciones paramétricas de la recta:

X=Xx9+t1tvg
y=yo+tvy , teR.
zZ=7z0+1tv3


https://ggbm.at/Xk2b84ek
https://ggbm.at/CGpr87vf
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Observar que, por construccién, ¢ = 0 corresponde al punto Py; ¢t > 0 da los puntos de la semirrecta
en el mismo sentido de v, originada en Py; mientras que 7 < 0 da los puntos de la semirrecta en el
sentido de —V, a partir de Py.

El vector v = (v, va, v3) es un vector director de la recta; observe que ese vector normalizado
1

(unitario), o el vector opuesto, 6 7 por el vector, tres veces el vector, o cualquier otro multiplo

(distinto de cero) de éste, también serviran como vector director de la misma recta.

Eliminando el pardmetro t entre las tres ecuaciones anteriores, si vy, v» y v3 son todos distintos de 0,
se tienen ecuaciones simétricas de la recta:

X=X _Y—Yo_<Z—2
Vi ) vy

Para completar, veamos la forma de las ecuaciones si una o dos de las componentes de v son cero:

Recta paralela a un plano coordenado:

cuando por ejemplo v3 = 0 pero vi # 0y v, # O resulta

X — X0 y—=>Yo
Vi V2
20-

™
Il

Vemos que cada una de estas dos ecuaciones corresponde, por separado, a un plano vertical y a
uno horizontal respectivamente; la interseccion entre ambos planos es justamente la recta.

- Recta paralela a un eje coordenado: cuando por ejemplo v; = v, = 0 pero v3 # 0, resulta

{XIX()
y=>XYo

Vemos que cada una de estas dos ecuaciones corresponde, por separado, a un plano vertical (uno
paralelo al plano coordenado yz y el otro paralelo a xz); la interseccién entre ambos planos es
justamente la recta.
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?Z

<
[
l
~
o
=]
<
w
p—

Supongamos ahora que los datos disponibles para construir una recta, son dos puntos Py y P; por
— - -
los que pasa la recta. Entonces podemos tomar como vector director al PoP| = 7| — rp, y resulta

7=70+t(l7i—70), teR
que es lo mismo que
F=(1-0fg+tr, teR.

Observar que, por construccion, ¢ = 0 corresponde al punto Py, y ¢ = 1 correspondiente a Pj.
Volveremos a estas expresiones en el Capitulo 2, y discutiremos en particular cémo describir no
toda la recta sino solamente un segmento de ella (;podria ser para valores de ¢ entre 0 y 1?).

En el siguiente recurso se pueden manipular los diferentes datos para determinar la ecuacién
de una recta en el espacio.
https://ggbm.at/METcXWvC

m Ejemplo 1.5.1 Dar ecuaciones paramétricas para la recta L que pasa por el punto Py(2, 5, 3)
y tiene como vector director a v = (0, —1,0). Determinar cuéles de los siguientes puntos
pertenecen a la recta: 0(0,0,0), A(2,2,2), B(3,3,3), C(2,0,3).

Un punto P cualquiera de la recta tiene coordenadas (x, y, z) tales que

—

OP=F=Qi+57+3k)+1t(0i—17+0k) =2i+(5-1)j+3k

=

para algun ¢ € R. Escribimos entonces para las componentes:

x=2+10
y=5+1(-1)
z=3+10.

Luego, encontramos las siguientes ecuaciones paramétricas para L:


https://ggbm.at/METcXWvC
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Notar que, en este ejemplo, los puntos de L tienen sus componentes x, z fijas, mientras
que la componente y toma todos los valores reales: la recta L es paralela al eje y.
El punto C pertenece a la recta, pues verifica las ecuaciones x = 2, y = 0 (cuando ¢ = 5),
z = 3; pero la recta no pasa por O ni por A ni B (justifique y grafique).

Orientaciones relativas de dos rectas en el espacio

Rectas paralelas: Ly || Ly; cuando V; || v77. Una
forma de detectar paralelismo de rectas es calcular
el producto vectorial entre sus vectores directores
(;,c6mo?).

X

Rectas coincidentes: Ly coincide con Ly; cuando son paralelas y ademds existe un punto comin
a ambas (de hecho, todos sus puntos son comunes).

Rectas perpendiculares (u ortogonales): Ly L Ly
cuando V; L vy y las rectas se cortan en un punto.
Una forma de detectar perpendicularidad de rectas
es calcular el producto escalar entre los vectores
directores (;,cémo?).

Rectas oblicuas: dos rectas que se cortan en un

punto, forman un dngulo agudo entre ellas que estd
Vi - Vi

N
/
dado por cosa@ = =—=—.
Vil Vi1l 7f\~
/
“ 0

L

Rectas alabeadas: se denomina asi a dos rectas
que no son paralelas ni se intersectan en el espacio
(fabriquelas utilizando un par de lapiceras).
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Ejercicios

1. Dé ecuaciones apropiadas que representen cada uno de los 3 ejes coordenados.

2. Tome un objeto con forma de cubo y marque una de las 12 aristas. Sefiale todas las aristas
que, respecto de la marcada, sean: a) paralelas, b) perpendiculares, y c) alabeadas.

3. Para el sistema de coordenadas del aula que fijé en el Ejercicio 1 de la Seccidon 1.1, escriba
ecuaciones que representen la recta que contiene al lado inferior del pizarrén.

4. Pruebe justificadamente que las ecuaciones paramétricas x = 1+2t,y = -2+ 41,z =4 — 4t
con t € R,y las ecuaciones simétricas 2(x — 3) = (y —2) = —z describen la misma recta.

5. Escriba ecuaciones para la recta que pasa por el punto (=2, 3, 1) y es paralela al vector (4,0, —1).
(Cudles de los puntos pertenecen a la recta: A(2, 3,0), B(-6,3,2), C(2, 1,0), D(6,3,-2)?

6. (Qué recta es paralela al vector que une los puntos Py(1,0, 1) y Pi(1,3,-2), y pasa por el
origen? ; Pertenecen Py 6 Py a esa recta? Explique.

7. Dadas las rectas determinadas por las ecuaciones x =3+ 21,y = -2+ 51,7 =1—-1¢ con
teR,y x=T7-2s,y =8+s,z=—14+2scons € R, halle (si existe) el punto de interseccidn
entre ambas rectas. ;Para qué valor de ¢ y de s se obtiene dicho punto?

Ecuaciones de un plano en el espacio
Plano en el espacio

Un plano IT queda determinado por su inclinacién u orientacion espacial, dada por algin
vector no nulo 7i = (ny, ny, n3) perpendicular o “normal” al plano, y por algtn punto Py(xo, yo, 20)
perteneciente al plano. Con estos datos podemos considerar lo siguiente: para cualquier punto
P(x,y, z) €11, se tiene que el vector 13.7’, que se puede obtener como (7’ - O—)PO, estd contenido en
el plano y por lo tanto debe ser perpendicular al vector 7. Entonces (ver Figura 1.6.1):

e S S 4
I’l'PQP=n-(0P—0P0)=O.

Figura 1.6.1: Plano en el espacio. El vector Fﬁ’ es perpendicular al vector normal 7.

4 N —_—> - .« . s
Escribiendo OP =¥ y OPy = rp, resulta una ecuacion “vectorial” del plano:
n-(F-ry=0.
Notar que ésta es una tnica ecuacion escalar, pero expresada en términos de vectores, de ahi su
nombre. Usando que 7 = (x,y,z) y 7o = (xo0, Yo, 20) y desarrollando el producto escalar, obtenemos
una ecuacion “escalar” del plano:
ni(x = xo) + ma(y — yo) + n3(z = z0) = 0.
El vector 11 = (ny, ny, n3) es un vector normal al plano; observe que ese vector normalizado, o el

vector opuesto, 0 3 por el vector, tres veces el vector, o cualquier otro miultiplo (distinto de cero) de

éste, también servirdn como vector normal al mismo plano.
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A partir de la expresion anterior, se obtiene una ecuacion “lineal” del plano:
nx+nyy+n3z=n

donde ng = nyxp + nayo + n3zo (compruébelo). Notar que la ecuacion dada es lineal en las variables
X, ¥, z, de ahi su nombre.

@ Si un plano contiene al origen, su ecuacién debe ser de la forma njx + nyy + n3z = 0, o sea
con el término constante ng igual a 0 (justifique).

Otra forma de escribir una ecuacién de un plano surge de despejar una de las variables en
términos de las otras dos. Por ejemplo, un plano no vertical (esto es, para n3 # 0) admite una
ecuacion de la forma

z=mx+my+b

Ejercicio Muestre que un vector normal al plano es m = (—my, —my, +1). Observe que m “apunta
hacia arriba”.

Un procedimiento util para graficar un plano es:

= ver donde corta a los ejes coordenados: para obtener la interseccion del plano con el eje x
hacemos y = 0,z = 0 en la ecuacién del plano; para obtener la interseccién con el eje y,
hacemos x = 0, z = 0 en la ecuacién del plano; y para obtener la interseccién con el eje z,
hacemos x = 0, y = 0 en la ecuacién del plano;

= ver dénde corta a los planos coordenados: para obtener la interseccién con el plano xy
hacemos z = 0; para obtener la interseccién con el plano xz hacemos y = 0; para obtener la
interseccion con el plano yz hacemos x = 0.

m Ejemplo 1.6.1 Graficar los siguientes planos: a) z = 2, b) x = 1, ¢) y = —1. Hallar un vector
normal en cada caso.
a) Para graficar el plano z = 2 vemos que no posee interseccion con los ejes coordenados
X ey, y que interseca al eje coordenado z en (0,0, 2).
La interseccion con el plano xy se obtiene fijando z = 0 lo que da como resultado
que no hay interseccion, es decir el plano z = 2 no corta al plano coordenado xy. La
interseccion con el plano yz da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas
z = 2,x = 0. Lainterseccion con el plano xz da como resultado la recta con ecuaciones
cartesianas z = 2,y = 0. El vector k= (0,0, 1) es normal al plano z = 2.

z Plano

///// I‘(0¥0V2)\\“ "“7/\iz 2

b) Para graficar el plano x = 1 vemos que no posee interseccién con los ejes coordenados
Yy 2,y que interseca al eje coordenado x en (1,0, 0).
La interseccion con el plano xy da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas
z = 0,x = 1. La interseccion con el plano coordenado yz da como resultado que no
hay interseccion, es decir el plano x = 1 no corta al plano yz. La interseccion con el
plano xz da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas x = 1, y = 0. El vector
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I =(1,0,0) es normal al plano x = 1.

c) Para graficarel plano y = —1 vemos que no posee interseccidn con los ejes coordenados

Xy z,y que interseca al eje coordenado y en (0, -1, 0).

La interseccidn con el plano xy da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas
z = 0,y = —1. La interseccién con el plano yz da como resultado la recta con
ecuaciones cartesianas x = 0, y = —1. La interseccién con el plano coordenado xz da
como resultado que no hay interseccion, es decir el plano y = —1 no corta al plano
coordenado xz. El vector j = (0, 1,0) es normal al plano y = —1.

Las ecuaciones cartesianas de los planos del ejemplo anterior poseen dos variables ausentes y

son planos paralelos a alguno de los planos coordenados.

m Ejemplo 1.6.2 Graficar los siguientes planos: @) x + y =1,b) z+2y =2,¢) x + 2z = 1. Dar un

vector normal en cada caso.

a) Lainterseccion del plano x + y = 1 con el eje x se obtiene haciendo y =0,z =0en la

ecuacion del plano, luego x = 1; entonces el punto P(1,0, 0) es un punto del eje x y
del plano dado. Para obtener la interseccion con el eje y, hacemos x = 0,z = 0Oen la
ecuacion del plano, luego y = 1; entonces Q(0, 1, 0) es un punto del eje y y del plano.
Para obtener la interseccion con el eje z, hacemos x = 0, y = 0 y vemos que no hay
interseccion, es decir, el plano x + y = 1 no corta al eje coordenado z.

La interseccion con el plano xy da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas
x +y = 1,z = 0. La interseccion con el plano yz da como resultado la recta con
ecuaciones cartesianas y = 1, x = 0. La interseccion con el plano xz da como resultado
la recta con ecuaciones cartesianas x = 1, y = 0. El vector (1, 1, 0) es normal al plano.



Capitulo 1. 37

b) Al buscar la interseccion del plano z + 2y = 2 con los ejes coordenados obtenemos
que el plano no posee interseccion con el eje coordenado x, y que los puntos P(0, 1, 0)
y 0(0,0,2) son su interseccion con el eje y y el eje z, respectivamente. La interseccion
con el plano xy da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas y = 1,z = 0.
La interseccidn con el plano yz da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas
z+ 2y = 2,x = 0. La interseccion con el plano xz da como resultado la recta con
ecuaciones cartesianas z = 2, y = 0. El vector (0, 2, 1) es normal al plano.

c) Al buscar la interseccion del plano x + 2z = 1 con los ejes coordenados obtenemos

que el plano no posee interseccion con el eje coordenado y, y que el punto P(1,0,0)
es un punto del eje x y del plano dado y el punto Q(0, O, %) es un punto del eje z y
del plano. La interseccién con el plano xy da como resultado la recta con ecuaciones

cartesianas x = 1, z = 0. La interseccidn con el plano yz da como resultado la recta

con ecuaciones cartesianas z = % x = 0. La interseccién con el plano xz da como

resultado la recta con ecuaciones cartesianas x + 2z = 1, y = 0. El vector (1,0, 2) es

normal al plano.

Tt «\’(:0,0,1/2)

'
v S
' s
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Las ecuaciones cartesianas de los planos del ejemplo anterior poseen una variable ausente y

son planos “generados” por la recta determinada por las variables presentes.

m Ejemplo 1.6.3 Graficar el plano de ecuacién 2x + 3y + 4z = 12. Hallar un vector normal a

) ) . L ) 10 1
dicho plano. Determinar cudles de los siguientes puntos pertenecen al plano: A(10, -, 5),

B(10,-1,2), C(5,5,5), D(1, 1, 1).

Para obtener la interseccién del plano con el eje x, hacemos y = 0, z = 0 en la ecuacién
del plano, luego 2x + 0 + 0 = 12; entonces el punto P(6,0,0) es un punto del eje x y del
plano dado. Para obtener la interseccién con el eje y, hacemos x = 0, z = 0 en la ecuacién
del plano, luego 0 + 3y + 0 = 12; entonces Q(0, 4, 0) es un punto del eje y y del plano. Para
obtener la interseccion con el eje z, hacemos x = 0, y = 0 en la ecuacién del plano, luego
0+ 0 + 4z = 12; entonces R(0, 0, 3) es un punto del eje z y del plano dado.

La interseccién con el plano xy se obtiene fijando z = 0, lo que da como resultado la recta con
ecuaciones cartesianas 2x +3y = 12, z = 0. La interseccidn con el plano yz se obtiene fijando
x = 0, lo que da como resultado la recta con ecuaciones cartesianas 3y + 4z = 12, x = 0. La
interseccion con el plano xz se obtiene fijando y = 0, lo que da como resultado la recta con
ecuaciones cartesianas 2x + 4z = 12,y = 0.
En la Figura 1.6.2 se muestra sélo la parte del plano en el primer octante: el tridngulo
cuyos vértices son los puntos P, Q, R, y cuyos lados PQ, OR, RS pertenecen a las rectas
mencionadas. Comparando la ecuacién del plano dado con la forma general, vemos que
un vector normal al plano es 7i = (2, 3,4), o cualquier multiplo no nulo de éste. El punto A
satisface la ecuaci6n del plano, pues se verifica que 2 10 + 3 (—13—0) +4 % = 12; el punto D
también, no asi B ni C (justifique y grafique).

Plano
2x+3y+4z=12

/ ©00) = (0,4,\0) e
X : § ! < " -

Figura 1.6.2: Se muestra la porcién que se ve en el primer octante.

Todos los ejemplos anteriores pueden trabajarse y visualizarse en los siguientes recursos:

https://ggbm.at/sSTvtwDS https://ggbm.at/dTkg5NWs


https://ggbm.at/sSTvtwDS
https://ggbm.at/dTkg5NWs

Capitulo 1. 39

Orientaciones relativas de dos planos en el espacio

Planos paralelos: 1; || I1;; cuando 7y || 7.

Planos coincidentes: 11j coincide con Il;; cuando son paralelos y ademds existe un punto
comun a ambos (de hecho, todos sus puntos son comunes).

Planos perpendiculares (u ortogonales): 11; 1L I1;; cuando iy L nyy.

Planos oblicuos: dos planos no paralelos se intersectan en una recta, y forman un dngulo agudo
|7y - finp|

entre ellos tal que cosa = 5—=5—.
7| [rn]

1.6.2 Ejercicios

1. Dé ecuaciones apropiadas que representen cada uno de los 3 planos coordenados.

2. Tome un objeto con forma de cubo y marque una de las 6 caras. Sefale todas las caras que,
respecto de la marcada, sean: a) paralelas, y b) perpendiculares.

3. Para el sistema de coordenadas del aula que fijé en el Ejercicio 1 de la Seccién 1.1, escriba
una ecuacién que represente el plano del techo del aula.

4. Indique una manera de determinar analiticamente si: a) dos planos son paralelos, b) dos
planos son perpendiculares, c) una recta es perpendicular a un plano.

5. Halle una ecuacién para el plano que pasa por el punto Py(3,2,2) y es perpendicular al vector
n = (2,3,-1). ;Contiene este plano al origen? Explique.

6. Halle una ecuacidn para el plano que es paralelo al plano 2x — y + z = 4 y pasa por el punto
Py(1,2,3).
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Otras superficies en el espacio

Superficies cuadricas

Las llamadas superficies cuddricas en el espacio corresponden a la grafica de una ecuacion de
grado 2 en x, y, z, dada en general por

Cl)c2 + Czy2 + C3Z2 + C4XYy + C5Y7 + C6eXZT + C7X +Cgy + C9Z + C10 = 0.

Dependiendo de los signos y valores relativos de los coeficientes constantes ¢y, ¢p, ..., €9 Y €10,
las cuédricas se clasifican en 6 tipos.

Veamos cudles son las expresiones y graficas caracteristicas de cuatro de esos tipos de cuddrica,
que utilizaremos en esta asignatura. Por simplicidad, ubicamos estas superficies en forma canonica,
esto es con el centro o el vértice en el origen de coordenadas, y con los ejes de simetria a lo largo de
los ejes coordenados (aqui tomamos a lo largo del eje z).

Para obtener la representacion gréfica de una superficie es util dibujar familias de trazas, que
son curvas que resultan de la interseccion entre la superficie dada y planos paralelos a los planos
coordenados. Las ecuaciones de las trazas se obtienen fijando x =16 y =m 6 z = nen las
ecuaciones de las superficies.

Elipsoide y superficie esférica

La ecuacion tipica de un elipsoide es de la forma

)C2 y2 ZZ

—+=+==1
az b 2

donde a, b, ¢ (constantes positivas) son los semiejes. Tiene centro en C(0, 0, 0), pero no contiene
al origen. Las intersecciones con los planos coordenados son elipses, al igual que todas las trazas
siempre que |x| < a, |y| £ b, |z] £ c. Una caracteristica que la distingue de las otras cuddricas es
que se trata de una superficie cerrada. Ver Figura 1.7.1.

Un caso particular de elipsoide es cuando a = b = ¢ y denomina superficie esférica:

x2+y2+z2=a2

En este caso particular, las trazas son circunferencias.
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m Ejemplo 1.7.1 Una lenteja, una pelotita de ping-pong, una pelota de rugby, nuestro planeta tienen
forma de elipsoide. Los semiejes de la Tierra miden 6356,523 km (del centro a los polos) y
6378,137 km (del centro a puntos en el Ecuador); las trazas perpendiculares al eje Norte—Sur
son los paralelos terrestres (por ejemplo, La Plata estd sobre la traza que corresponde a
una latitud de —35°10"); interprete el meridiano de Greenwich como una traza (;los demés
meridianos seran trazas también?). ) ) )

Otro ejemplo: 4x* + 9y + 36z% = 36 puede reescribirse como S yz ZT =1, luego es
la superficie del elipsoide de semiejes 3,2,1 centrado en el origen.

Cono eliptico y cono circular
La ecuacion tipica de un cono eliptico de eje z es

2 2
2 _ X y

= 2 + e
donde a y b son constantes positivas.
Las intersecciones con los planos coordenados paralelos al eje del cono (esto es, los planos xz e yz)
son dos rectas que se cortan en el vértice V(0,0,0), y la interseccién con el plano perpendicular al
eje del cono es solamente el punto V. Las trazas en planos paralelos al eje z son dos hipérbolas, y
en planos perpendiculares al eje z son elipses. Es una superficie abierta. Ver Figura 1.7.2.

2 2

Figura 1.7.2: Cono eliptico z> = ) + 7

Un caso particular de cono eliptico es cuando a = b. Se denomina cono circular o cono de
revolucion: |
2 2, .2
== (" +y0).
a
En este caso particular, las trazas que se obtienen en planos perpendiculares al eje z son circunfe-
rencias.
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Al cortar (seccionar) la superficie de un cono con planos de distinta inclinacion se obtienen:
rectas, elipses o circunferencias, pardbolas, e hipérbolas. De aqui que estas curvas reciban
el nombre de “secciones conicas”.

Inspecciona el siguiente recurso:
https://ggbm.at/k8ucbZHK

m Ejemplo 1.7.2 Dos cucuruchos enfrentados por sus vértices forman un cono.

Otro ejemplo: 2= 4(x2 + y2) consta de “dos medios conos”, con 7 = £24/x% + y2. ]

Paraboloide eliptico y paraboloide circular
La ecuacién tipica de un paraboloide eliptico de eje z es

z x> y?

T2y
donde a y b son constantes positivas, y ¢ es una constante real no nula.
Las intersecciones con los planos coordenados paralelos al eje del paraboloide son pardbolas con
vértice V(0,0,0), y la interseccién con el plano perpendicular al eje del paraboloide es solamente
el punto V. Las trazas en planos paralelos al eje del paraboloide son pardbolas con ramas hacia
arriba (si ¢ > 0) o hacia abajo (si ¢ < 0); las trazas en planos perpendiculares son elipses. Es una
superficie abierta. Ver Figura 1.7.3.

x2 2

Figura 1.7.3: Paraboloide eliptico *- — + 5, parac > 0.
c a* D

Un caso particular de paraboloide eliptico es cuando a = b, y se denomina paraboloide circular
o paraboloide de revolucion:

C
= —2(X2 +y2).
a

En este caso particular, las trazas que se obtienen en planos perpendiculares al eje z son circunfe-
rencias.
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Con el siguiente recurso se pueden explorar las trazas de distintos paraboloides elipticos
cambiando la ecuacién correspondiente:
https://ggbm.at/pm28sQQQ

m Ejemplo 1.7.3 La superficie de un fluido que estd girando (por ejemplo al revolver el café en la
taza), una antena de TV satelital, los espejos de los telescopios tienen forma de paraboloide
eliptico.

Otro ejemplos: z = 4(x> + y?) y z = —4(x*> + y?). {Cudl es la diferencia entre ellos? [

Paraboloide hiperbélico

La ecuacion tipica de un paraboloide hiperbdlico de eje z es de la forma

z _ xty?

A

donde a y b con constantes positivas y ¢ es una constante no nula.

Si ¢ > 0: la interseccién con el plano coordenado xz es una pardbola con ramas hacia arriba y
vértice V(0,0, 0), mientras que con el plano coordenado yz es otra pardbola con ramas hacia abajo;
la interseccién con el plano coordenado perpendicular al eje z son dos rectas que se cortanen V. Las
trazas en planos paralelos al eje z son pardbolas (con ramas hacia arriba en y = m, o ramas hacia
abajo en x = [), y las trazas en planos perpendiculares al eje z son hipérbolas. Es una superficie
abierta. El punto V recibe el nombre de punto silla o punto de ensilladura. Ver Figura 1.7.4.

2 2

Figura 1.7.4: Paraboloide hiperbdlico S x_2 — >, parac > 0.
c a b

Con el siguiente recurso se pueden explorar las trazas de distintos paraboloides hiperbdlicos
cambiando la ecuacién correspondiente:
https://ggbm.at/ThEZy96j

m Ejemplo 1.7.4 Una silla de montar a caballo tiene forma de paraboloide hiperbdlico (de ahi el
nombre para el punto V), también unas conocidas papas fritas de tubo, un lomo de burro
muy gastado por el transito.

Otros ejemplos: z = 4()(2 - y2) yz= 4(y2 - xz). (Cudl es la diferencia entre estas superficies?.
[
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44 Seccidén 1.7. Otras superficies en el espacio

Como mencionamos, hemos dado las formas canénicas de las cuddricas presentadas. Podemos
encontrarnos con una superficie que tenga alguna de estas formas pero que tenga su eje en otra
direccién que no sea el eje z; o su vértice o centro en otro punto que no sea el origen. Algunos
ejemplos (justifique, comparando con las formas canénicas): x* = 3y* + 47> es un cono eliptico
de eje x; x>+ (y — 1)*> + (z - 2)*> = 9 es la superficie esférica de radio 3 centrada en el punto
(0,1,2); (z—1)*> = x> + y? corresponde a un cono con vértice (0, 0, 1) (;con qué orientacién?); el
paraboloide z = 16 — x> — y? abre hacia abajo, con vértice en (0,0, 16).

Ejercicio En parejas, propongan ecuaciones cuadraticas e identifiquen qué cuadrica representa
(esbocen la grifica a mano alzada).

m Ejemplo 1.7.5 Clasificar y graficar la superficie de ecuacién x> — y? + z2 = 0. Determinar cuéles
de los siguientes puntos pertenecen a la superficie: 0(0,0,0), A(1, 1,0), B(1,1, 1), C(1,2,1),
D(3,5,4), E(-3,-5,-4).

La ecuacién de la superficie puede reescribirse como y? = x? + z2. Notamos que no hay
término constante, que las 3 variables estdn elevadas al cuadrado, y que dos llevan el mismo
signo, luego se trata de una superficie conica. Tiene eje y. Podemos agregar, ademds, que se
trata de un cono circular dado que los coeficientes de las variables x y z son iguales (valen 1).
Las trazas perpendiculares al eje y se obtienen fijando y = constante, o sea son las
circunferencias de la forma

y=m

P+ =m
para cada m € R (notar que si m = 0 se reduce a un punto). Las trazasenx =/yenz =n
son hipérbolas.
Los puntos O, A, D y E satisfacen la ecuacién del cono dado, mientras que los puntos By C

no pertenecen a la gréfica, pues (por ejemplo) 17 — 1% + 0% = 0 se verifica para A, mientras
que para C no: 12 =22 + 12 £ 0. [

1.7.2 Superficies cilindricas generales

Veamos algunos ejemplos de las llamadas superficies cilindricas.
El conjunto de puntos en el espacio que satisface la ecuacion

sin aclarar nada acerca de los valores que puede tomar z, genera el cilindro circular recto de eje z y
radio V2 (se puede pensar como una sucesion de circunferencias apoyadas una encima de otra, para
todo z). Por ejemplo, un tubo de rollo de cocina (infinitamente largo) tiene esta forma (midiendo las
longitudes en centimetros).

Figura 1.7.5: Cilindro circular de ecuacién x* + y? = 2.
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Otro ejemplo es la ecuacion

y=x2.

En este caso, los puntos de la forma (x, x%, ¢) generan en el plano z = ¢ una pardbola de eje y y
ramas hacia +y; tomando todos los valores reales de ¢ se genera un cilindro parabédlico. ;Cudl es la
diferencia con la superficie de ecuacién z = y? (Yconz= x%?

Figura 1.7.6: Cilindro parabélico de ecuacién x> = y.

1.7.3 Ejercicios

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

Haga un listado de objetos cuya superficie sea alguna de las cuddricas. Identifique las
caracteristicas de la superficie (el o los ejes de simetria, los semiejes, el vértice o centro si
tiene, si es abierta o cerrada, si es de una o dos hojas).

Intente construir algunas de ellas, y marque sobre el objeto las trazas paralelas y perpen-
diculares al eje (imagine que va rebanando ese objeto, cortando tajadas horizontales o
verticales).

Dé un ejemplo de cada superficie cuddrica. Esboce la grafica a mano alzada. Grafique
algunas cuddricas utilizando programas de cdlculo que permiten visualizar superficies (como
GeoGebra o algtin otro).

Reescriba las ecuaciones para cada tipo de superficie cuddrica, cambiando el eje de simetria.
Explique la figura obtenida (por ejemplo: un paraboloide eliptico de eje y, “acostado”, es lo
que corresponde a la ecuacién y = 3x% + 82%).

Considere las siguientes cuddricas: z = +4/x2 + y2 y z = x> + y°. Obtenga y compare las
ecuaciones de las trazas horizontales de ambas superficies para z = 0, 1,4 y 9. Proyecte las
trazas en el plano xy (realice estos graficos en computadora y consérvelos, los usaremos mds
adelante).
a) Considere un colador chino (o un embudo) apoyado boca abajo sobre una mesada.
Tomando z = 0 al nivel de la mesada, escriba una ecuacién que describa el colador.
b) Imagine que sostiene en su mano un paraguas con forma de paraboloide (de revolucion);
escriba una ecuacion que lo describa, tomando el piso como z = 0.
A partir del paraboloide Sy : z = x*+ y2, grafique y obtenga las ecuaciones de las siguientes
superficies que corresponden a traslados o a dilataciones respecto de Sp:

a) S; : tiene el vértice en (0,0, 2) b) S, : tiene el vértice en (3, 3,2)
d) S, : abre hacia abajo y tiene el vértice
¢) 83 : abre hacia abajo en (0,0,4)

Esboce la grifica de las siguientes superficies cilindricas
a) z = sen(x) b) x*+272 =4
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Otros sistemas de coordenadas

Un vaso de precipitado posee una escala graduada en el sentido vertical; si quisiéramos localizar
una particula flotando en un liquido dentro de ese vaso, bastaria dar su altura, la distancia al eje de
ese vaso y una orientacion. El conjunto de puntos del espacio que distan del origen en 3 unidades
queda bien descripto dando el niimero 3; y si queremos referirnos al subconjunto de aquellos puntos
P que estan en el semiespacio superior podemos agregar el dato de que el dngulo entre el semi
eje z positivo y el vector posicion 0_15 esté entre 0y 7 Observar que no hemos mencionado las

coordenadas cartesianas de los puntos, sino que dimos descripciones alternativas.

En casos como éstos, resulta mds conveniente trabajar en sistemas de coordenadas diferentes de
las coordenadas cartesianas. Esto es particularmente 1til cuando la regién sobre la que se trabaja
presenta ciertas simetrias. Efectivamente, en problemas que presentan “simetria circular” en el
plano conviene utilizar las coordenadas polares r, 9; mientras que problemas en el espacio con la
simetria de un cilindro circular recto o de una esfera resultan mds fécil de tratar en coordenadas
cilindricas r, 0,z o en coordenadas esféricas p, 0, , respectivamente. Veamos coOmo expresar
diferentes regiones en los distintos sistemas de coordenadas: aprovechando que ya vimos cémo
se expresan en coordenadas cartesianas, necesitamos entonces conocer las reglas de cambio o
transformacion de coordenadas.

Sistema de coordenadas polares en el plano

Las coordenadas polares de un punto P del plano son la distancia r al origen y el dngulo 6 desde
—
el semieje x positivo a la direccién OP en sentido antihorario (ver Figura 1.8.1).

A

0

1
l
Figura 1.8.1: Sistema de coordenadas polares en el plano.

Si el punto P tiene coordenadas cartesianas (x, y), con x # 0, entonces sus coordenadas polares

(r, 0) se obtienen como
r = [x2+)y?

tgd = y/x
Estas ecuaciones dan el cambio o transformacion de coordenadas cartesianas a polares. Por
g
ejemplo, el punto P(1, 1) tiene coordenadas polares r = V2,6 = T La transformacién inversa, de

coordenadas polares a cartesianas, es

X = rcosé
y r senf.

3
Por ejemplo, el punto conr = 2y 0 = 57‘[‘ es el (0,—2). Vemos que, mientras las variables

cartesianas x e y toman cualesquiera valores reales, las variables polares estdn restringidas a: r > 0
y 0<0<2n.
El origen O es el punto que satisface r = 0, para cualquier 8. Todo el semieje x positivo verifica

/4
6 =0, y el semieje x negativo es 8 = r; la ecuacion 6 = 5 con r arbitrario, describe el semieje y
positivo, y 6 = %n describe el semieje y negativo. El semiplano superior (sin el eje x) estd dado por

r > 0y0 < 6 < x. Los puntos del primer cuadrante forman el conjunto {(r,6) : r >0, 0 <6 < g}
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Veamos algunas expresiones generales:
e Los puntos que satisfacen r = R (para alglin R fijo, estrictamente positivo), con 6 €
[0,27), corresponden a la circunferencia de radio R centrada en el origen; efectivamente,

transformando a cartesianas se tiene 7 = \/x2 + y2 = R, 0 sea x* + y* = R%.

o Los puntos que satisfacen 6 = a (para algin «a fijo, entre 0 y 27), con r > 0, corresponden
a la semirrecta que “sale” del origen y forma un angulo « a partir del semieje x positivo,

en sentido antihorario; de hecho, transformando a cartesianas se tienetg § = "— = tg @, o sea
X

y =mx donde m = tga.

e El circulo de radio R centrado en el origen se escribe: r < R; una corona circular entre los
radios R; y Ry se escribe: Ry < r < Ry; un sector (angular) entre los dngulos a1 y @, se
escribe: @) < 6 < ap; mientras que R; < r < Ry, a1 < 6 < ap define un sector de corona
circular.

El segmento en la bisectriz del primer cuadrante, a mas de 2 unidades y menos de 4 del origen,
estd dado por el conjunto {(r,6): 2 <r <4, 60 = z}. El conjunto de puntos del plano que distan

del origen en 3 o menos unidades, se escribe como la desigualdad r < 3 y su representacion grafica
es el circulo de radio 3 centrado en O. Graficar el segmento y el circulo dados.

@ Dé otros ejemplos y grafique. Observe que las regiones del plano que “tienen la simetria
del circulo”, se expresan de manera mucho mds sencilla en coordenadas polares que en
cartesianas; aprovecharemos esta simplicidad.

m Ejemplo 1.81 a) ;Cémo se expresa en coordenadas polares un sector de corona circular
non
entre los radios 2 y 3, y entre los dngulos 3 y 5? Justificar el nombre de “rectdngulo

polar” para este tipo de regiones.
b) Recordando que el drea de un circulo de radio R es

A(circulo) = nR?,

Y teniendo en cuanta que el drea de un sector angular de radio R y que abarca un
angulo de @ es
_ 1 2
A(sector angular) = s R”,

(cudnto vale el 4rea de una corona circular y de un sector de corona circular?

¢) Evaluar el drea para el ejemplo dado en a), y comparar con el drea del “rectingulo
polar” r € [3,4],0 € [%, 5. Analizar el resultado.

a) El sector de corona circular dado es el conjunto {(r,0) : 2 < r < 3, % <6< g}
Dado que los limites para r y para 6 son fijos, por analogia con la definicién usual de
rectdngulo cartesiano se lo puede denominar “rectdngulo polar” (aunque la grifica de
la region NO es precisamente un rectdngulo en el plano xy).

b) Para una corona circular entre R; y R, (con R; < Ry), su drea es la diferencia entre las
areas de los circulos, esto es

A(corona circular) = JT(R% - Rf)

(casos limite: para R; = 0 da el drea del circulo completo de radio Ry; para Ry = R; la
corona se reduce a una circunferencia, que tiene area nula).
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El area de un sector de corona circular es
A(sector d ircul )—l(Rz—Rz)
sector de corona circular) = 2a/ 5 -

(casos limites: para @ = 27 da el drea de la corona; para @ = 0 da 4rea nula).

c) Parael ejemplo dado en a), tenemos Ry =2, R, =3ya = 5 — % = £;luegoel dreada
iﬂ Mientras que el sector entre los mismos dngulos pero desde R; = 3 hasta R, = 4,
tiene un drea mayor: 27r Estos dos “rectdngulos polares” NO tienen la misma drea,
adn cuando R, — Ry = 1 en ambos casos.

Dibujar ambos sectores y observar graficamente como se agranda la region (para un
dado dngulo « fijo) al alejarse del origen.

m Ejemplo 1.8.2  a) Escribir en coordenadas polares la ecuacion de la circunferencia de radio 4
y centro en C(0, 4). Graficar.
b) Idem con centro en D(4, 0). Graficar.
¢) Comprobar que la expresion general para una circunferencia descentrada una distancia
exactamente igual a su radio R en el sentido +y es: r =2Rsen6, 6 € [0, 7]; y en el
sentido +x es: r = 2Rcos 6, 0 € [-7, 7]. Graficar.

a) Encartesianas tenemos x>+(y—4)> = 16. Para pasar a polares usamos la transformacién
x =rcosf,y=rsend. Luego queda

(rcos0)® + (rsend — 4)> = 16,

O s€a

r2cos? 0 +r>sen’6 — 8rsenf + 16 = 16,

que simplificando resulta
r? —8rsenf = 0,

r(r—8senf) =0

Las soluciones son » = 0 (el origen) y r = 8 sen §, donde hay que tener en cuenta que
sen 6 sea positivo, esto es, 6 debe restringirse al intervalo [0, 7] (Io que ya sabfamos:
esta circunferencia se encuentra en el semiplano superior).

Verificar que los puntos (4, 4), (0, 8) y (-4, 4) estan sobre la curva r = 8 sen 6.

b) Siguiendo un razonamiento similar, la transformacién de la ecuacién (x—4)*>+y% = 16
a polares da
r(r—8cosf) =

de donde r = 06 r = 8 cos 6, con dngulo correspondiente al primer y cuarto cuadrantes

s
(cuyo coseno es positivo), que podemos escribir en la forma —— < 6 < —

Verificar que la curva r = 8 cos 6 pasa por los puntos (4,4), (8,0) y (4, 4)

¢) Aqui se pide hacer la transformacién en sentido inverso: de polares a cartesianas.
Vemos que si multiplicamos la primera ecuacién por r, queda r* = 2Rrsen®, que
pasado a cartesianas da x% +y? = 2Ry de donde x> + y*> — 2Ry = 0. Completando
cuadrados se llegaa x> + (y — R)* = R>.
Resolver el otro caso y graficar ambas circunferencias.
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Sistema de coordenadas cilindricas en el espacio

Las coordenadas cilindricas de un punto P del espacio son la distancia r desde P; (proyeccién

de P en el plano xy) al origen, el dngulo 6 desde el semieje x positivo a la direccion 57—’_; en el
plano xy en sentido antihorario mirado desde +z, y la altura z del punto. Ver Figura 1.8.2.

[

z

Figura 1.8.2: Sistema de coordenadas cilindricas en el espacio.

Si el punto P tiene coordenadas cartesianas (x, y, z), con x # 0, entonces sus coordenadas

cilindricas (r, 6, z) se obtienen como
A X2+ y?

r =
tgd = y/x
z = Z.

Estas ecuaciones dan la transformacion de coordenadas cartesianas a cilindricas. Por ejemplo, el

T
punto P(1, 1, —7) tiene coordenadas cilindricas r = \5, 6= T z = —7. La transformacion inversa,

de coordenadas cilindricas a cartesianas, es

x = rcosl
y = rsenéf
Z = Z

Por ejemplo, el punto con r = 2, 6 = %ﬂ' yz= ‘/5, esel (0, -2, ‘/5) Observamos que, mientras las
variables cartesianas x, y, z toman todos los valores reales, las variables cilindricas estdn restringidas
aar>0,0<6<2m, —oo<z<o0.

Notar que para los puntos en el plano xy, que tienen z = 0, las coordenadas cilindricas r y 6
son las mismas que las coordenadas polares.

El origen O es el punto que satisface r = 0, z = 0, para cualquier 8. Todo el semieje x positivo

. . . . . T
verifica 8 = 0,z = 0, y el semieje x negativo es 6 = «, z = 0; las ecuaciones 6 = 5% = 0, con

r arbitrario, describen el semieje y positivo, y 6 = %7‘(, z = 0 describen el semieje y negativo; el
eje z queda determinado por r = 0 en cilindricas. El plano xy estd dado por z = 0; el plano xz
estd dado por 8 =0y 8 = m; ¢y el plano yz?. Los puntos del primer octante forman el conjunto

{(r,0,2) :r>20,0<6< g,z > 0}.
Veamos algunas expresiones generales:

e Los puntos que satisfacen r = R (para algtn R fijo, estrictamente positivo), con 8 € [0, 27)
y z € (—o0, +00), corresponden a la superficie del cilindro circular recto de radio R y eje z.

Transformando a cartesianas se tiene r = /x> + y2 = R, 0 sea X+ y2 = R?, para todo z.
o Los puntos que satisfacen 8 = « (para algin « fijo, entre O y 27r), conr > 0y z € R,
corresponden al semiplano vertical que “toca” al eje z y forma un dngulo @ con el plano xz.
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Transformando a cartesianas se tiene tg 6 = Y tg @, o sea el (semi)plano vertical mx—y =0
X

donde m = tg a.

o El cilindro de radio R centrado en el eje z se escribe: r < R; si tiene una altura dada se escribe
también z; < z < z5.

e Laecuacion z = r en cilindricas describe la superficie de un cono circular en el semiespacio

superior (efectivamente en cartesianas se tiene z = 4/x2 + yZ, 0 sea Z=x+ y2 recordando
que z era positivo).
La franja del plano vertical que divide al medio el primer octante, a mis de 2 unidades y menos
de 4 del eje z, estd dada por el conjunto {(r,6,z) : 2 <r <4, 0 = %, z = 0}. El conjunto de puntos

del espacio que distan del eje z en 3 0 menos unidades, se escribe como la desigualdad r < 3y
su representacion gréfica es la superficie mas el “interior” de un cilindro circular recto de eje de
simetria z y de radio 3. Graficar la superficie y el s6lido dados.

Dé otros ejemplos y grafique. Observe que las regiones del espacio que “tienen la simetria del
cilindro”, se expresan de manera mucho mds sencilla en coordenadas cilindricas que en cartesianas;
aprovecharemos esta simplicidad.

m Ejemplo 1.8.3 a) Describir todos los puntos del espacio que son interiores a la superficie cilindrica
x> +y> =9 entrez =0 y z = 10. Hallar el volumen del cilindro. b) Dar en coordenadas
cilindricas los puntos limitados por abajo por el paraboloide eliptico z = x> + y? y por arriba
por el plano z = 4.

a) El sélido se expresa como 0 < r < 3, 0 < z < 10. Recordando que el volumen de un
cilindro de radio R y altura & es

Vol(cilindro) = 7R?h,

entonces resulta 73% x 10 = 907.

b) Dada la simetria de este sélido, resulta muy sencillo expresarlo en coordenadas
cilindricas. Efectivamente, la frontera del s6lido estd constituida por la unién de
parte de las superficies z = r%, y z = 4. Luego el sélido es el conjunto de puntos
E={(r6,2):0<r<2 0<6<2r r’<z<4}).

1.8.3 Sistema de coordenadas esféricas en el espacio

Las coordenadas esféricas de un punto P del espacio son la distancia p al origen, el dngulo 6

desde el semieje x positivo a la direccion OP; en el plano xy (siendo P; la proyeccién de P en

dicho plano) en sentido antihorario mirado desde +z, y el dngulo ¢ desde el semieje z positivo a la
—

direccién OP (ver Figura 1.8.3).

Figura 1.8.3: Sistema de coordenadas esféricas en el espacio.
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Si el punto P tiene coordenadas cartesianas (x, y, z), con x # 0, entonces sus coordenadas
esféricas (p, 0, ¢) se obtienen como

0 = X2 +yr+72
tgd = Y
x

cos¢ = .

VX2 +y2 + 72

Estas ecuaciones dan la transformacion de coordenadas cartesianas a esféricas. Por ejemplo, el

T
punto P(—1, 1, \/5) tiene coordenadas esféricas p = 2, 6 = Zﬂ', ¢ = r La transformacion inversa,
de coordenadas esféricas a cartesianas, es

X = psen¢ cosb

y = psen¢ senf

Z = pcoso.

Por ejemplo el punto con p =2, 6 = % ¢ = % esel (V2, %\/8, V2). Observamos que, mientras
las variables cartesianas x, y, z toman cualquier valor real, las variables esféricas estdn restringidas
a: p>0,0<60<2r 0< ¢ <nm (;por qué no es necesario tomar valores de ¢ entre 7y 27?).
Notar que psen¢ corresponde a la coordenada cilindrica r; ademds, para los puntos del plano xy,
las coordenadas esféricas p y 6 son las mismas que las coordenadas polares. !

El origen O es el punto que satisface p = 0, para cualquier 6 y ¢. El semieje x positivo verifica

> ¢ = 5 con p arbitrario,
describen el semieje y positivo,y 8 = %n, ¢ = 5 describen el semieje y negativo; el semieje +z
queda determinado por ¢ = 0, mientras que el semieje z negativo es ¢ = & en esféricas. El plano xy
estd dado por ¢ = 7; el plano xz estd dado por § = 06 6 = 7; ;y el plano yz?
Veamos algunas expresiones generales:
e Los puntos que satisfacen p = R (para algin R fijo, estrictamente positivo), con 8 € [0,27) y
¢ € [0, ], corresponden a la superficie esférica de radio R. Efectivamente, transformando a

60 =0¢ = %, y el negativo es 6 = m, ¢ = 5; las ecuaciones 0 =

cartesianas se tiene y/x2 + y2 + z2 = R, 0 sea x> + y* + z* = R°.

e Los puntos que satisfacen 6 = « (para algin « fijo, entre O y 2x), con p > 0y ¢ € [0, 7],

corresponden al semiplano vertical que “toca” al eje z y forma un dngulo « con el plano xz.

e Laecuacién ¢ = « (para algin « fijo, menor que 7/2) describe la superficie de medio cono

circular, en el semiespacio superior.

Consideremos por ejemplo el conjunto de puntos del espacio que distan del origen en 3 0 menos
unidades, esto se escribe como la desigualdad p < 3 y su representacién gréfica es una esfera de
radio 3 centrada en el origen.

Dé otros ejemplos y grafique.

m Ejemplo 1.8.4 Dibuje el sélido descripto por las desigualdades:

OSngz 0<p<secod

<0<
T 6

21N
S

En este ejemplo, el uso de valores negativos de 6 indica dngulos tomados respecto del
plano xz en sentido antihorario mirando desde +z. Otra forma de expresar la misma regién

T, L .
es:0<6< ) 6 %7‘( < 6 < 2n. Por el rango de variacion de las variables angulares, sabemos

'En fisica, es mds comun designar con “¢” al dngulo que estd en el plano xy, y con “6” al dngulo respecto del eje +z,
o sea, al revés de lo que hacemos aqui. Sin embargo, esto no afecta los cdlculos. Simplemente se debe tener cuidado de
estar usando la notacién adecuada en cada contexto.
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que esta region solida se encuentra en el semiespacio con x positivo, y que se encuentra
“cerca” del eje +z, a no mds de 30 grados de inclinacién, lo que sugiere que podria tratarse
de parte de una region conica.

Ademads, sospechamos que la region sélida es cerrada, ya que la variable radial p estd
limitada. Para identificar el limite superior para p, es conveniente transformar a coordenadas
cartesianas la relacién p < sec ¢, que se puede escribir como p < 1/cos ¢. Luego queda
pcos¢ < 1, pero pcos ¢ es z. Finalmente deducimos que debe ser z < 1.

Se trata de una parte de un cono “relleno” de dngulo % respecto de su eje, en el semiespacio

X positivo, hasta altura z = 1.

1.8.4 Ejercicios

1.

Muestre que la ecuacion de la circunferencia de radio 4 y centro en x = 1, y = 2, estd dada en
coordenadas polares por 7> — 2r(cos6 +2sen) — 11 = 0.
a) Exprese los siguientes puntos en coordenadas cilindricas:

A0,5,1), B(1,V3,4), C(2V2,-2V2,4), D(-3,2,-1.)
b) Exprese los siguientes puntos en coordenadas esféricas:
A(4,0,0), B(-2,2V3,4), C(2,2,4V2), D(-4,0,0).

Describa en coordenadas cilindricas: a) la semiesfera centrada en O de radio 2, por encima
del plano xy; b) la superficie esférica centrada en O de radio 3, en el primer octante; c) el
paraboloide circular con coeficientes a = b = 4 y vértice en V(0, 0, 9) que abre hacia abajo.

. Halle una ecuacién en coordenadas cartesianas que corresponda a las siguientes ecuaciones

3
en esféricas: a) p =2; b) 0 = Zﬂ'; c) o= g; d) p = 2sec ¢.
Escriba cada una de las ecuaciones siguientes en coordenadas cilindricas y en coordenadas

esféricas: a) x*> + y2 + 22 = 4; b) x> + y* = 4.

. Dibuje el sélido que consiste en todos los puntos con coordenadas esféricas tales que

OSHSg,OSqﬁS%,OSpSZCOMp.

1.9 Actividades integradoras y autoevaluacion

1.9.1 Actividades integradoras

1.

Una persona camina, a partir de cierta ubicacion inicial, sucesivamente 50 m hacia el este,
30 m hacia el sur, 20 m hacia el oeste y 10 m hacia el norte. Modele esta situacién en un
plano coordenado. Escriba los vectores desplazamiento asociados a cada uno de los trayectos.
Determine grifica y analiticamente el vector desplazamiento total, entre el punto inicial y
final del recorrido. ;Cual es la distancia total recorrida por la persona?
Pruebe que para cualesquiera i, v, w € V3, se verifica la propiedad de distributividad de los
productos escalar y vectorial respecto de la suma de vectores:

a) w-(U+V)=w-U+w-Vv

b) wXx(U+V)=wXU+wXV
Resuelva el Ejemplo 1.3.4, para i = (uy, uy) arbitrario (no nulo).
Halle un vector unitario i que sea perpendicular a las rectas cuyas ecuaciones son x =
4—t,y=3+2t,z=1+5ty x=-3+7s,y=-2+s,z=1+2s.
Obtenga ecuaciones paramétricas para la recta interseccion entre los planos cuyas ecuaciones
son3x+2y+z=12y x-4y+2z=0.

. Dos puntos determinan una recta, mientras que tres puntos no alineados determinan un

plano (;por qué?). Elija 3 puntos cualesquiera del espacio; verifique que no estén alineados y
explique de qué manera puede hallar una ecuacién del plano a partir de esos datos.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Estudie como se define la distancia entre un punto y una recta, y entre un punto y un plano.
Seleccione un ejercicio de cada tipo de la bibliografia disponible, y resuélvalos.

. Analice justificadamente si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: La ecuacién x> +y? = 4

corresponde a una circunferencia tanto en el plano coordenado xy como en el espacio.
Resuelva los Ejercicios 3 y 5 de la Seccién 1.2, para un sistema tridimensional. Asocie estas
respuestas con las soluciones encontradas en el caso bidimensional.
(,Qué regiones del espacio corresponden a cada una de las siguientes ecuaciones?
X2+ =002+ Y2+ 22 =000 +y + 22 =-1;d) x* —y? =0.
Discutan en pequeiios grupos los siguientes ejercicios:
a) Stewart, Conceptos y Contextos (3a ed.), pag. 683-684: Ejercicios 2 y 15 de la Seccién
9.6
b) Stewart, Trascendentes Tempranas (6a ed.), pag. 811: Ejercicios 21-28 de la Seccién
12.6
c) Larson—Hostetler—Edwards, Cdlculo Il (7a ed.), pag. 123: Ejercicios 1-6 de la Seccién
10.6
d) Larson-Hostetler—Edwards, Cdlculo II (7aed.), pag. 131: Ejercicios 81-86 de la Seccion
10.7
Muestre que un sector de corona circular “pequefio” tiene un drea aproximada R AR A,
siendo R = R, R, = R+ AR, 0, = «, 0, = a + A# los limites de la region.
(Cbémo describirfa matemdticamente un cucurucho con una bocha de helado arriba? (mas
adelante veremos como calcular el volumen, y por lo tanto sabremos cudnto helado contiene)
Grafique la superficie de “medio” cono circular de eje z, sabiendo que el vértice estd en
0(0,0,0) y que contiene al punto Py(1, 0, 1). Escriba ecuaciones para esta superficie, usando
coordenadas: a) cartesianas, b) cilindricas, y c) esféricas. ;Qué ecuaciones le parecen mas
sencillas?
Identifique la curva interseccion entre las superficies z = sen 8 y r = 1 (dadas en coordenadas
cilindricas). Grafique.
Identifique la curva interseccién entre las superficies p = 2sec¢ y p = 4 (dadas en
coordenadas esféricas). Grafique.

1.9.2 Autoevaluacion

Se propone que resuelva los siguientes ejercicios (del estilo de los que podrian plantearse en
un parcial de la materia), en forma individual y dedicando aproximadamente 30 minutos en total.
Justifique cada uno de los pasos en sus demostraciones tedricas; los cdlculos numéricos puede
dejarlos expresados (no es necesario el uso de la calculadora, a menos que necesite comparar valores
numéricos).

1.

3.

, . . .. .. X y Z
Sean a, b, c nimeros reales fijos, estrictamente positivos. La ecuaciéon — + A +-=1

a c
representa un plano en el espacio, del cual puede verse en el primer octante un tridngulo.
Encuentre los vértices de ese tridngulo. Muestre que la proyeccién de los puntos de dicho

triangulo en el plano xy es laregién {(x,y): 0 <x<a, 0 <y < -—x+b} C R%. Déun
a

ejemplo y grafique tanto el plano como su proyeccién en xy.
Clasifique y esboce las graficas de las siguientes superficies cuddricas:

S z=3-x*—y% Sr:t z=4/9-x2 )2 S3:  z=3—4/x2+y%

Escriba, en cada caso, las ecuaciones para las trazas horizontales que corresponden a
z =0,1,2,3. Proyecte en el plano xy las curvas obtenidas y compare.
a) Exprese en coordenadas cartesianas y en coordenadas polares, la ecuacién de la
circunferencia de radio 2 y centro en (0, 2).
b) Exprese en coordenadas cartesianas y en coordenadas cilindricas, la ecuacion de la
superficie de un cilindro circular recto de eje vertical, que corta al plano xy en la
circunferencia de radio 2 y centro en (0, 2).
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56 Seccién 2.1. Curvas paramétricas y funciones vectoriales de un pardmetro

Curvas paramétricas y funciones vectoriales de
un parametro

Con frecuencia consideramos una curva en el plano como una
linea trazada sobre un papel, tal como puede ser una linea recta,
una curva parabdlica o una circunferencia. Nos preguntamos ¥4
ahora, {c6mo podemos describir (analiticamente) una curva en - FaliaiN
el plano? Es evidente que debemos indicar de alguna manera los S |
puntos por donde pasa, los puntos que forman la curva. En algunos /
casos, podemos usar para ello las coordenadas cartesianas de los / LT
puntos P(x, y) de la curva, expresando a y como una funcién de S
x, por ejemploy =1 + cos’(x), 0a x como una funcién de v, x
por ejemplo x = y2, o dar una relacién entre x e y que defina
implicitamente a una variable en términos de la otra, por ejemplo
x? + y? = 166. Hay curvas que se representan mds facilmente
mediante otro sistema de coordenadas (por ejemplo, r = 2 cos 6
usando coordenadas polares). Algunas curvas se describen mejor
cuando las coordenadas x e y estdn dadas en términos de una
variable ¢ llamada pardmetro (como en el caso de las ecuaciones
paramétricas de una recta en el plano vistas en la Seccién 1.5.1
del Capitulo 1). Podemos, también, indicar cada punto de una
curva haciendo uso de la asociacién de P con el punto final del

- H . . sz 2z . Z.
vector ¥ = OP ubicado en posicién canénica. En este capitulo
discutiremos la forma paramétrica de describir curvas mediante
una representacion vectorial.

Curvas paramétricas

VA

Imaginemos un objeto que se mueve en un plano y, a
medida que transcurre el tiempo, describe un camino como el
representado por la curva de la Figura 2.1.1.

Si bien notamos que esta curva no puede ser descripta por
una ecuacion de la forma y = F(x) (;por qué?), sabemos que .~ 0 x
las coordenadas x e y de la posicién del objeto dependen del
instante de tiempo ¢. Por lo tanto existirdn funciones f y g de «
la variable (o pardmetro) t, tales que x = f(¢) e y = g(¢). Este
par de ecuaciones, que muchas veces es una forma conveniente
para describir una curva, se llama ecuaciones paramétricas de
la curva en el plano:

{ x f@)
y 8().

Cada valor de ¢ determina un tnico punto (x, y) en el plano. Cuando ¢ varia (en un intervalo de
ndmeros reales), el punto (x, y) = (f(¢), g(¢)) se mueve generando una curva en el plano.

Figura 2.1.1: Curva en el plano

En el siguiente recurso se pueden graficar curvas paramétricas en el plano ingresando las
expresiones para f(¢) y g(¢) que deseen.
https://ggbm.at/znWXYtud
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m Ejemplo

2.1.1 Las ecuaciones paramétricas

x = *-2
y r+1

con ¢t real, definen una curva plana. Describir y graficar la curva para los siguientes casos:

a) si

t € (—oo,+0); b)sit € [0,4].

En este ejemplo tenemos f(r) = 1> - 2¢, g(t) =1t + 1.

a) A cada valor del pardmetro ¢ € R, le corresponde un punto de la curva. Por ejemplo,

2
-1.2)§1
0
2 4 0D~

parat = 0 se tiene x = f(0) =0 e y = g(0) = 1, o sea que el punto de la curva
correspondiente ar = O es (0, 1). Podemos asi evaluar x e y para varios valores del
pardmetro, por ejemplo asignar a ¢ los valores -2, —1, 1, 2, 3, 4, y luego situar los
puntos (x, y) = (f(¢), g(¢)) en el plano. Si unimos estos puntos para producir una curva
continua obtenemos la Figura 2.1.2 a), en la que las flechas indican el sentido en el que
se van generando los puntos de la curva a medida que ¢ aumenta su valor (se indica el
valor de ¢ que corresponde a cada punto marcado en la curva).

y B (8,5)

4 (85) 4

(0,3)

(0’1)\'\’1 ~~N§“~~

(3N L *

8-1)

a) El pardmetro ¢ adopta cualquier valor real. b) El pardmetro ¢ varia en [0, 4].

Figura 2.1.2: Ecuaciones paramétricas: x = f(¢) = t* — 21, y=gt)=t+1.

b)

Observando la figura, parece que la curva trazada fuera una pardbola. ; Cémo podemos
comprobarlo? Una forma es reescribir las ecuaciones paramétricas de la curva usando
(s6lo) coordenadas cartesianas, esto es, buscar una relacién entre x e y, sin el
pardmetro ¢. Para ello debemos eliminar ¢ en las ecuaciones dadas. En este ejemplo es
posible hacerlo, por ejemplo despejando ¢ = y — 1 de la segunda ecuacién y luego
sustituyendo en la primera ecuacién. Esto da:

x=12-2=(y=-12=-2(y=1)=y* -4y +3
y asi vemos que la curva descripta por las ecuaciones paramétricas dadas es la pardbola
x+1=(y- 2)?,
de eje horizontal y vértice en (—1, 2), con las ramas que abren hacia la derecha.

Sit € [0,4], la curva paramétrica es ahora la parte de la pardbola x = y* — 4y + 3 que
empieza en el punto que corresponde al valor r = 0 del parametro, o sea A(0, 1),y
termina en el punto que corresponde a ¢t = 4, esto es en B(8,5), como se muestra
en la Figura 2.1.2 b). La flecha sefala el sentido de recorrido de la curva cuando el
pardmetro aumenta su valor desde ¢ = 0 hasta ¢ = 4.
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Consideremos ahora un objeto que se mueve en el espacio, describiendo un camino imaginario
representado por una curva en el espacio. Habrd entonces tres funciones del tiempo, f, g y 4, que
nos permitirdn escribir las coordenadas de la posicion del objeto en cada instante t mediante las
siguientes ecuaciones paramétricas:

x = f@)
y = g@)
z = h(r).

Observemos que para cada 7, el punto P(f(r), g(¢), h(t)) da la posicion del objeto en el tiempo 7.
Podemos definir el vector que va de O a P, para cada ¢ (ver Figura 2.1.3). Esto sugiere que una curva
paramétrica puede ser descripta mediante una funcién que a cada valor del pardmetro ¢ le asigna el

- - v v y . .. .
vector 7(t) = OP = f(¢t) i + g(t) j+ h(t) k, esto es, mediante una funcioén con valores vectoriales.
“I
B(f(b)lg(b).h(b))
A(f(a),g(il), h(a)) P(F(0), g(0), h(D))

=

Figura 2.1.3: A medida que el pardmetro ¢ varia en [a, b], el punto final del vector 7(¢) va generando
una curva en el espacio.

La asociacidén entre punto y vector posicion, en el caso de una curva en el plano, permite escribir
- _> ~ -4
F(t) = 0P = f()i + g(1)].

Ejercicio En la Figura 2.1.2 a) dibuje los vectores () = 0P correspondientes a t = -2, —1, 0,
1,2,3y4.

.. En el siguiente recurso pueden ver, en forma animada, cémo varia la ubicacién del punto

P(f(t)’ g(t)’ h(t)) con f:
https://ggbm.at/rfBDfd3d

Ahora bien, ;qué es una funcion con valores vectoriales? Sabemos que una funcién en general
es una regla que asigna a cada elemento del dominio un tnico elemento de su rango o imagen. El
caso de una funcion vectorial es uno de los temas de estudio en Andlisis Matematico II. Veremos
que esta representacion vectorial permite estudiar con facilidad el movimiento de un objeto en
funcién del tiempo, caracterizando la variacién temporal del desplazamiento, la velocidad y la
aceleracion.

Definicion Una funcion con valores vectoriales, o simplemente funcion vectorial, es una funcién
I cuyo rango o imagen es un conjunto de vectores.

En este capitulo trabajaremos con funciones vectoriales, que denotamos 7(z), cuyo dominio estd
en el conjunto de los nimeros reales (intervalo I cerrado, abierto o semiabierto o todo R) y cuyo
rango o imagen estd formado por vectores del espacio o del plano. Se tiene

F:ICcR—-YV, donde n =3 02.
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Decimos que a cada nimero real ¢ (pardmetro) del dominio, la funcion vectorial 7 le asigna
el vector 7(t) = f(r) i + g(t) j+ h(t) k en el espacio [6 F(t) = f(¢t) I+ g(¢) j en el plano]. Para
expresar una funcion vectorial usaremos también la notacion

F(1) = (x(1), (1), 2(1))

en el espacio o

(1) = (x(r), y(1))

en el plano. Notar que, estrictamente, la funcién vectorial asigna a cada valor ¢ el vector 7(r) en
posicién candnica, esto es, el vector con su punto inicial en el origen de coordenadas.

Algunas caracteristicas:

©

Las componentes f (1), g(t), h(t) (6 x(z), y(r), z(r) ) del vector F(z), son funciones escalares
de una variable real. Las llamamos funciones componentes de r(t).

A medida que el pardmetro ¢ varia en su dominio, el punto extremo o final del vector 7(z)
(ubicado en posicién canénica) va generando una curva C llamada curva paramétrica.

El sentido de la curva paramétrica C estd dado por el sentido en el que se van generando los
puntos de la curva cuando el pardmetro ¢ aumenta su valor en el dominio / C R.

El dominio paramétrico I de variacién del pardmetro ¢, puede estar restringido a un intervalo
finito [a, b] C R. Eneste caso, lacurva C tiene un punto inicial o de partida A(f(a), g(a), h(a))
(que es el punto extremo del vector 7(a) en posicién canénica) y un punto final o de llegada
B(f(b), g(b), k(b)) (que es el punto extremo del vector 7(b) en posicién candnica). Ver
Figura 2.1.3.

El pardmetro no siempre representa el tiempo y podriamos usar otra letra en lugar de ¢
para indicarlo. Existe un pardmetro especialmente “interesante” que representa, no ya el
tiempo transcurrido, sino la longitud de la porcién de curva recorrida desde su inicio; se suele
denotar a este pardmetro con la letra s, y se lo llama longitud de arco.

Decimos que una curva C, parametrizada por la funcién vectorial 7(¢), cona < t < b, es
cerrada si su punto final coincide con su punto inicial, esto es, si 7(a) = (D).

Segin vimos, una funcién vectorial de un pardmetro representa una regién del espacio o
del plano que no es una region sélida ni una superficie, sino que podriamos decir que es un
“objeto unidimensional”: 7(¢) representa una curva paramétrica en el espacio o en el plano
coordenado, dada en funcién de un pardmetro. De manera similar veremos mds adelante
que es posible definir una funcién vectorial que depende de dos pardmetros y que (podemos
aventurar) representard un “objeto bidimensional”, esto es, una superficie paramétrica en el
espacio; su estudio queda postergado hasta el Capitulo 5, cuando necesitemos parametrizar
superficies en el espacio.

m Ejemplo 2.1.2  a) El movimiento de cierto objeto en el plano estd definido por la siguiente

funcion vectorial:
71(t) = 4 cos(t)i + 4 sen(r)j, 0<t<2nm.

Graficar la trayectoria que describe el objeto al moverse, indicando los puntos inicial
y final asi como el sentido del recorrido.

b) Sipara otro objeto, el movimiento estd representado por 75(7) = —4 sen(2t)i+4 cos(2t)J,
con 0 <t < 2m, jcudl es la curva determinada? Compare con el caso a).
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Las funciones componentes son x(t) = 4cost e yi(tf) = 4sent. Si para algunos

valores de ¢ situamos en el plano los puntos P (xi(¢), y1(¢)), su ubicacién parece
n 3n

5, T, 7) Si
eliminamos el pardmetro ¢ entre las ecuaciones x = x((¢), y = y((¢), obtenemos la
ecuacion cartesiana de la curva. Para ello, en este caso conviene sumar las componentes

al cuadrado para eliminar el pardmetro, entonces queda:

.1 . . , S T
indicarnos que la curva es una circunferencia ( evalie ri(t)ent = T

X2+ 2 =[x + [yi1(0)]* = (4cos)* + (dsenr)? = 16cos’ ¢t + 16sen’t = 16

luego
x?+y? =42

Vemos asi que el punto P (x1(¢), y;(t)) estd en la circunferencia de radio 4 centrada en
el origen. Notar que en este ejemplo el pardmetro ¢ corresponde al dngulo entre el
—

semieje +x y el vector OP, como se ve en la Figura 2.1.4a).

El punto inicial de la curva es A;(4,0); a medida que el pardmetro aumenta desde
0 hasta 27, el punto P (4 cost,4sent) da una vuelta a la circunferencia en sentido
antihorario, esto es contrario al movimiento de las agujas de un reloj. El punto final es
el que corresponde a t = 27, luego el movimiento de este objeto finaliza en B;(4, 0).
La trayectoria, en este caso, es cerrada y es una vuelta a la circunferencia.

y B y

A2(0,4)
P(4cos t,4sen t) P(—4sen 2t,4cos 2t)

75(0)

& N
) SN 2t
N ¢
0 70)  JA(40) x 0 x

Figura 2.1.4: Curvas paramétricas definidas por: a) 7((t), b) i»(t), para t de 0 a 2.

&) Si eliminamos el pardmetro como hicimos en el inciso anterior, tenemos:

x4y = [ + [y200]° = [-4sen(20)]* + [4 cos(21)]?
= 16 sen’(2f) + 16 cos?(2t) = 16

luego
x?+y? =42

O sea que la gréfica de la curva es también la circunferencia de radio 4 centrada en el
origen. Notar que ahora el pardmetro ¢ corresponde a la mitad del dngulo entre el
semieje +y y el vector 55, como se ve en la Figura 2.1.4b).

La curva parametrizada por 7»(z) comienza en A;(0,4) y termina en ese mismo
punto después de haber girado el objeto dos veces sobre la circunferencia en sentido
antihorario. La trayectoria, en este caso, es cerrada y corresponde a dos vueltas
completas a la circunferencia.
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m Ejemplo 2.1.3 Supongamos que se desea estudiar la curva de la Figura 2.1.4a) pero desde una
perspectiva espacial (con el eje +z saliendo hacia arriba de la hoja). Es fécil ver que una
parametrizacion de la circunferencia de radio 4 centrada en el origen, horizontal y apoyada
en el plano xy, y recorrida una vez completa en sentido antihorario visto desde +z, es

7(t) = 4 cos(t)i + 4 sen(t)f + Ok, 0<t<2nm.

Imagine ahora que la circunferencia estd en ubicacion vertical, apoyada en el plano yz;
proponga una funcién vectorial que la describa.
Ahora imagine que se traslada la circunferencia original, manteniéndola siempre horizontal,
hasta que su centro estd en (0, 0, 3), ;qué funcidn vectorial daria? ;Y si el centro se traslada
al (1,2,3)?
Por otro lado, notamos que las funciones componentes de 7;(¢) del Ejemplo 2.1.2 @) son tales

xi(®)  yi()

que la suma de los cuadrados de e e resulta ser igual a cos® ¢ + sen® ¢ que tiene

el valor constante 1 para cualquier #, luego aquella combinacidn permite “deshacerse del
pardmetro”. Esto sugiere que para parametrizar una elipse de semiejes, por ejemplo, 3y 5

basta tomar
F(t) = 3costi+5sent J, 0<r<2rm
2 2
t t
ya que (?) + (%) = 1 para cualquier ¢.

@ Los Ejemplos 2.1.2a) y 2.1.2b) presentan funciones vectoriales distintas, que tienen la
misma grafica. Es necesario distinguir entre una curva, que es un conjunto de puntos, y una
curva paramétrica en la cual los puntos son obtenidos mediante una funcién vectorial, o sea
siguiendo un camino, una direccién y un sentido determinados. En esos ejemplos, aunque las
gréficas coinciden, las curvas paramétricas son diferentes. Si pensamos en la curva trazada
por el movimiento de un objeto, su representacion paramétrica nos dice en qué punto estd
el mévil en cada instante de tiempo, hacia dénde va, y con qué velocidad y aceleracion se
mueve; mientras que la grafica de la curva sélo da informacién de los puntos por los que pasa
el movil.

Hemos visto en estos ejemplos, dada una funcién vectorial, cudl es la curva paramétrica
correspondiente. Trataremos ahora de, dada una curva, hallar una parametrizacion adecuada.

m Ejemplo 2.1.4 Parametrizacién de una recta.
Sea L la recta en el espacio que pasa por los puntos P(3,2,1) y Q(-1,-2,3). Dar una
funcién vectorial que la parametrice.

En el Capitulo 1 aprendimos a construir ecuaciones paramétricas para una recta. Podemos

—
tomar a P(3,2, 1) como un punto perteneciente a L, y a PQ = (-4, —4,2) como un vector
director para L. Tenemos entonces, para ¢ real:

x = 3-4
y = 2-4¢
7z = 1+2t.

Luego
F)=0@-4)i+Q2-40)j+(1+20)k teR

es una representacion de L mediante una funcién vectorial.
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.. En el siguiente recurso se puede ver, en forma animada, cémo varia la ubicacién del punto

P(f(t)’ g(t)’ h(t)) con £
https://ggbm.at/cAd9tpU6

Grafique la curva paramétrica del Ejemplo 2.1.4 en GeoGebra. Elija 5 valores de ¢, e indique
en el gréafico a qué puntos sobre la recta corresponden, segin la parametrizaciéon dada. ;En
qué sentido es recorrida la recta, de acuerdo a esta parametrizacion?

Si se restringe el dominio de 7(#) al intervalo finito z € [0, 1], ;qué curva paramétrica queda
representada en este caso?

m Ejemplo 2.1.5 Parametrizacién de un segmento.

Determinar una funcién vectorial para el segmento rectilineo orientado que va desde el punto
Po(1,3,-2) hasta el punto P;(4,0, 3). Ver Figura 2.1.5.

[ W/

P,(40,3)

N Py(1,3,-2)

Figura 2.1.5: Segmento rectilineo orientado que va desde Py hasta P;.

Recordemos la deduccion de las ecuaciones para una recta que pasa por dos puntos

N e

dados. Una ecuacion vectorial para el segmento que une el punto final del vector rp = OPy
con el punto final del vector 7 = OP; estd dada por:

F)=(0-0t)ryg+t7r, 0<r<l.
Efectivamente, con esta parametrizacion se satisface que
F(t=0)=7 y Ft=1)=r,

y para valores de ¢ crecientes entre O y 1 se obtienen los puntos del segmento de Py a P;.
Notar que la parametrizacioén dada puede reescribir de la siguiente forma:

F@t) =7y +t(ri = 1p), 0<t<l,
donde reconocemos el punto de referencia Py por donde pasa la recta y el vector director
_— - -
P()P] =r —r.
Para este ejemplo, tenemos 7y = (1,3, -2) y r; = (4,0, 3). Luego una funcién vectorial para
el segmento orientado que va desde Py hasta P; es

F)=10-0(1,3,-2)+1(4,0,3) =(1,3,-2) +1[(4,0,3) — (1,3, -2)]
= (1+ 3,3 -3t,-2 + 5¢1), 0<r<1.
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m Ejemplo 2.1.6 Hélice circular.
Trazar la curva paramétrica determinada por la funcién vectorial

F(f)=2costi+2sent j+3tk, teR.

Las funciones componentes de 7(¢) son f(z) = 2cost, g(t) = 2sent, h(r) = 3t, y estdn
definidas para todos los valores reales de 7. La curva descripta por 7(z) es una hélice que
se desarrolla en la superficie del cilindro circular recto de eje z y radio 2: X%+ y2 =4.En
efecto, la curva estd sobre dicho cilindro ya que las componentes f(¢) y g(¢) satisfacen la
ecuacién de la superficie cilindrica: x> + y* = [f O] + [g(t)]2 = 4cos’t +4sen’t = 4.
Ademas, la curva “sube” sobre el cilindro a medida que la componente A(¢) = 3t aumenta
(ver Figura 2.1.6).

(T0.127)

Figura 2.1.6: Hélice circular de eje z, radio 2 y paso 6.

En este ejemplo, la periodicidad de las funciones componentes en x e y es de 27x;
entonces, cada vez que ¢t aumenta su valor en 27, la curva completa una vuelta alrededor
del cilindro. Pero no vuelve al mismo punto: la distancia (en este caso vertical) entre dos
puntos de una hélice que corresponden a una vuelta (en este caso por un cambio de 27 en el
parametro), se llama paso de la hélice. Aqui el paso es 3.27 = 67 ~ 18, 85.

(Coémo se podria parametrizar una hélice que se desarrolla en la superficie de un cilindro
recto de eje z, cuya seccion transversal es una elipse (digamos, de semiejes 3 y 5)? Suponga
que el paso es el mismo que en el ejemplo resuelto.

m Ejemplo 2.1.7 Parametrizacién de la curva determinada por la interseccion entre dos superficies.

Considerar la curva determinada por la interseccidn entre la superficie cilindrica dada

por la ecuacién x> + y? = 1 (cilindro circular de eje z y radio 1) y la superficie plana dada

por y + z = 2 (ver Figura 2.1.7). Encontrar una funcién vectorial que describa la curva
interseccion, e indicar el sentido asignado por la parametrizaciéon propuesta.
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y+z=2 (0,-1,3)
re 3
T2
{ t=m
N\ (-102)
1,0,2) :
102y

t=0 H

Figura 2.1.7: Elipse como interseccion entre un cilindro circular y un plano oblicuo.

A partir de la figura, observamos que la curva interseccion entre el cilindro y el plano es
una curva cerrada y tiene la forma de una elipse sobre el plano dado. Un punto cualquiera
P(x,y, z) que estd en la curva pertenece a ambas superficies a la vez, luego debe verificar
simultdneamente ambas ecuaciones:

x2+y2 = 1
y+2z = 2.

Buscamos expresar x, y, z en términos de un pardmetro ¢ de forma de verificar ambas
ecuaciones. Vemos que si tomamos x(¢) = cost, y(f) = sent se satisface la ecuacién del
cilindro x* + y2 = 1. Usando ahora la ecuacion del plano tenemos que z = 2 — y, luego
z(t) = 2 — y(¢). Asi, una parametrizacién de la curva interseccion es:

7(t) = cost i +sent j+ (2 —sent) K, 0<t<2nm.

(Por qué razén hemos restringido el intervalo paramétrico al [0, 27]?

Finalmente, el sentido en el cual se recorre la curva paramétrica a medida que aumenta
el pardmetro ¢, de acuerdo a la parametrizacion dada, es sentido antihorario visto desde el
semieje z positivo. |

Estudie el Ejemplo 2.1.7 mediante el siguiente recurso:

https://ggbm.at/C2cd6T4S

Parametrizacion trivial de una curva en el plano que es la grafica de una funcién

Dada una funcién escalar de una variable (como las de Analisis Matemadticol) F: I C R — R,
la grifica de F es, como ya sabemos, el conjunto de puntos {(x, v:xel,y=F (x)}, que ubicados
en el plano xy producen una curva. Podemos usar la variable x como pardmetro (“trivial”), es decir
que para ¢t € R definimos x(r) = t, luego y(¢) = F(¢). Y tenemos 7(z) = (¢, F(t)) como una funcién
vectorial que parametriza (trivialmente) la curva que es grifica de la funcién F. Notar que esa
funcién vectorial le asigna a la curva el sentido de recorrido de izquierda a derecha, pues es en el
sentido creciente del pardmetro.

Dado que el parametro es x (la abscisa de los puntos que forman la curva), es comun escribir:

F(x) = (x, F(x)), xel.

Discuta la siguiente afirmacién y dé un ejemplo: Tomando como pardmetro ¢ = —x (esto es,
definiendo que x(¢) = —t), se obtiene una parametrizacion de la misma grafica pero recorrida en
sentido inverso (de derecha a izquierda); se debe tener en cuenta que si x € I = [a, b], entonces
t =—x €[-b,—al.
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Otra caso trivial es cuando los puntos de una curva satisfacen una ecuacion de la forma x = G(y)
para y en cierto intervalo J C R, luego podemos parametrizarla trivialmente tomando ay como el
pardmetro:

7(y)=(G(y)y)., yelJ.

(Cuadl es el sentido de recorrido asignado por esta parametrizacién?

m Ejemplo 2.1.8 Dar una funcién vectorial que parametrice la grafica de: a) F(x) = 1 + x>, x € R
b) G(y) = cos’ y, y € R. Dibujar.
a) Para describir la curva y = 1 + x°, grifica de F, podemos usar la variable x como
pardmetro:
x(t) =t, luego y(t) =1+

Asi la funci6n vectorial 7(¢) = ¢ 7+ (1+1%) jcon € R, genera la curva correspondiente
a la gréfica de la funcion F(x) = 1 + x?%, recorrida en el sentido de x creciente (de
izquierda a derecha).
b) Para describir la curva x = cos?y, gréfica de G, podemos usar la variable y como
pardmetro:
y(t) =t, luego x(t) = cos’ .

Asf la funcién vectorial 7(f) = cos’ti+17 jcont € R, genera la curva correspondiente
a la gréfica de la funcién G(y) = cos? y, recorrida en sentido de y creciente (de abajo
a arriba).

Problemas de cruces y de encuentros

Cuando se estudia el movimiento de objetos, segtin vimos es posible describir sus trayectorias
por medio de funciones vectoriales en funcién del tiempo. Es de interés conocer si, dadas las
trayectorias de dos mdviles, éstos se encontrardn (en cierto instante) o si sus caminos se cruzan
(para instantes diferentes).

m Ejemplo 2.1.9 Graficar y parametrizar las siguientes curvas, y determinar si se cortan. En caso
afirmativo, indicar los valores de los parametros y los puntos de cruce y/o de encuentro.

2

a) Lapardbola y = T y la circunferencia de radio 4 centrada en el origen.

8

2

b) La pardbola y = — y la hipérbola xy = 8.
V8 2

o X
a) La pardbola puede parametrizarse trivialmente mediante 7,(x) = |x, 7) , x €R,
8

mientras que para la circunferencia podemos usar 7.(¢) = (4 cost,4sent), t € [0, 2x].
Gréficamente se puede ver que ambas curvas se cortan en dos puntos, ubicados en
el primer y segundo cuadrantes. Para hallarlos de manera analitica buscamos dénde
coinciden las coordenadas de los puntos de ambas curvas, planteando la igualdad:
Fp(x) = Fc(t), para algiin x y algtn ¢ (dentro de los dominios paramétricos respectivos).
Esto implica hallar, si existen, valores de los pardmetros x y f tales que

x =4cost
$2
— =4sent.
V8

4
. 7’ . 'x
Elevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumdndolas, se obtiene x? + i 16
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que puede llevarse a la forma (x? +4)? = 144, cuyas soluciones son x = +V8. Las
soluciones para t dentro del intervalo paramétrico son, respectivamente, ¢ = /4,37 /4.
Podemos verificar que por un lado 7p(\/§) = 7.(/4), y porel otro 7p(—\/§) =Tr.(3n/4).
Hallamos entonces los dos puntos donde la pardbola y la circunferencia se cruzan:

Ci(V8,V8) vy  Cu(—=V8,VB).

2
V8

o - 8 . 8
proponemos la parametrizacion trivial de la curva x =—, osea r,(u) = (-, u|, u €
y u

b) Para la pardbola usamos 7,(x) = (x, ), x € R, mientras que para la hipérbola

R — {0}. Gréficamente puede verse que ambas curvas se cortan en un punto del primer
cuadrante. Analiticamente, planteamos la igualdad entre las funciones vectoriales:
Fp(x) = Fp(u), para algin x y algin u. Esto implica hallar, si existen, valores de los
parametros x y u tales que

X =
x2

V8

que tiene como Unica solucion x = V8 y, correspondientemente, u = V8. Podemos
verificar que FP(\/g) = 7,(V/8). Hallamos entonces el punto donde la pardbola y la

hipérbola se cortan:

En este caso, observamos que en E el valor del pardmetro x es el mismo valor que
toma u, aproximadamente 2.83. Decimos que se trata de un problema de encuentro: si
un par de objetos se mueven a lo largo de la pardbola y la hipérbola, y si el pardmetro
representa el tiempo, ambos objetos se encuentran (y chocan) en el punto E, en el
instante x = u = V8 ~ 2.83 segundos.
Notamos, por el contrario, que en el caso @) no hay encuentro, sino simplemente las
trayectorias se cruzan. Si tanto x como ¢ representan el tiempo, ;cudl de los objetos
llega antes al punto Ci: el que va por la pardbola o el que va por la circunferencia?

[

< S|

2.1.2 Ejercicios

1.

bt

Coloque un l4dpiz (o lapicera) y una pulsera (o anillo) sobre su mesada. ;Podria dar funciones
vectoriales que los representen en el sistema de coordenadas del aula? Analice intervalo
paramétrico y sentido, inducido por la parametrizacién propuesta.
En grupo, consigan un reloj (de pulsera o de pared) con agujas. El conjunto de puntos
determinado por la punta de una aguja da origen a una circunferencia (imaginaria). ;Como la
describiria usando la nocién de funcién vectorial? Discutan cudl serfa un pardmetro adecuado
y su dominio (pensando que el reloj anda durante las 3 horas de clase); cudl es el vector
imagen; el sentido de recorrido de la circunferencia; si la curva tiene puntos inicial y final, si
es cerrada o no, si da una o varias vueltas. Escriban una funcién vectorial para cada aguja, si
el pardmetro es el tiempo medido en minutos.
Revea la Seccién 1.5.1, y describa cada recta por medio de una funcién vectorial.
Trace y describa con sus palabras las siguientes curvas paramétricas en el plano xy, indicando
el sentido del recorrido (a, b, xc, yc son constantes, a y b son positivas). En cada caso,
escriba la funcién vectorial y también la ecuacion cartesiana correspondiente.

2 { x(t) = asent

0<t<dn
y(t) = acost

b) x(t) = xc+acost <1<
y(t) = yc+asent
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5.

10.

11.

12.

13.

x(t) = acost

c){y(t) — bsent 0<t<2n

) x(t) = xc+acost 0<t<2n
y(t) = yc +bsent

a) Halle una funcién vectorial que describa el segmento en el plano xy que va de P(2,5) a

0(6,1).

b) Obtenga una parametrizacion para la recta que pasa por el punto A(1,0,0) y apunta en
el sentido del punto B(3, 6, -2).
Mencione cinco puntos que pertenezcan a la curva definida por la funcién vectorial: 7(¢) =
(1+1)i+3tj—1tk,con—1 <t < 2,eindique el valor correspondiente del pardmetro.
a) Trace la curva del plano xy dada por la siguiente funcion vectorial e indique el sentido
del recorrido: 7(t) = 5costi+2sentj,con0 <t < 3.

b) Sea F(T) = 5cos(3T) i+ 2sen(3T) j,con 0 < T < 2. Esta funcién vectorial, ;describe
la misma curva que en a)? De no ser asi, indique un intervalo de T para el cual se
obtenga la misma curva.

Dadas las siguientes funciones vectoriales, grafique las curvas que representan:

a) F(t)=ti+sentjcon0 <t <2rx

b) 7(t) = t7+ cos(2t) j+sen(2t) k,con 0 < 1 < 7
Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.1.6 de la hélice circular, analice qué hélices quedan descriptas
por las siguientes funciones vectoriales con ¢t € R:

a) 7i(r) =senti+costj+3rk

b) P(t) =4costi+5sent j+3tk
c) F3(t) =3ti+costj+sentk
d) 4(t) =2costi+2sentj—5tk

e) 7s(r) = (1 +cost)i+sentj+3tk
Analice las diferencias que hay entre las curvas descriptas por las tres maneras siguientes:
+yr =1
@) { x+z =3

b) 7(t)=costi+sent j+ (3 —cost)k,con0<r<n

x(t) = cost
¢) § y(t) = sent 0<t<3rm
z(t) = 3 —cost

Considere el movimiento de dos objetos en el espacio tales que, al tiempo ¢, uno de los
objetos estaen Pj(—1 +1t,4 —t,—1 + 2¢t) y el otro en P(=7 + 2t,—6 + 2t,—1 + t). Discuta:
a) (Se cruzan las trayectorias de estos objetos? Si es asi, indique en qué punto lo hacen.
b) (Chocan los objetos? Si es asi, indique donde (en qué punto del espacio) y cudndo (para
qué valor de 7) lo hacen.
Considere una situacién como la del Ejercicio 11 con la diferencia que el vector posicion
en funcién del tiempo estd dado por 7i(r) = 1> 7 + 3t j + (=3t + 2t*) k para una particula y
por 75(t) = (=1 + 20)T + (1 + 2¢) j+ (£ — 2) k para otra. ;Chocan? Si es asi, indique dénde y
cudndo.
Muestre que la funcién vectorial 7(f) = (sent,cost,sen>7), con ¢ € [0, 2], representa la
curva dada por la interseccién entre la superficie del cilindro parabélico z = x* y la
superficie del cilindro circular x? + y% = 1. Realice un esbozo de la curva que representa esa
funcién vectorial, indicando el sentido de recorrido. ;A qué se parece? Observando que la
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segunda componente al cuadrado mds la tercera componente suman 1, exprese la curva como
interseccion de otro par de superficies.

14. La curva con ecuaciones paramétricas x(¢) = tcost, y(t) = tsent, z(t) = t,para0 < r < 4,
(se encuentra en la superficie de un cono? Si es asi, realice un bosquejo de la curva.

15. ;En qué puntos del espacio la curva definida por 7(r) =t i + (2t — t?) k corta al paraboloide
2= x>+ y2? Esboce las grificas de la curva y del paraboloide, y sefiale los puntos de
interseccion.

16. En cada uno de los siguientes casos, halle una funcién vectorial que describa la curva
determinada por la interseccion entre las superficies dadas; sefiale el sentido de recorrido
asignado por su parametrizacion; grafique.

a) Elplano z =1+ y,y la superficie del semicono z = +4/x2 + y2.

b) El cilindro parabélico y = x*, y la mitad superior del elipsoide x> + 4y” + 42> = 16.
¢) El cilindro circular recto x> + y> = 4, y el paraboloide hiperbélico z = x> — y?.

2.2 Derivacion e integracion de funciones vectoriales

Para funciones vectoriales son vélidas todas las operaciones definidas para vectores: suma,
multiplicacién por un escalar, producto escalar y producto vectorial.

Veremos ahora de qué manera las ideas y conceptos desarrollados en Andlisis Matematico I,
como limite, continuidad, derivada e integral de una funcién con valores reales, pueden extenderse
a una clase mas amplia de funciones: las funciones con valores vectoriales.

2.2.1 Limite y continuidad

El limite de una funcion vectorial se define mediante los limites de sus funciones componentes,
suponiendo que éstos existan.

Definicion Si 7(t) = f(t) i + g(t) J+ h(t) k, el limite de la funcién vectorial 7(f) cuando ¢
tiende a 1y es

lim 7(r) = (h’m f(t)) i+ (h’m g(t)) J+ (lim h(t)) k
t—1y 1—1y t—1y =1
siempre que existan los limites de las funciones componentes.

Los limites de funciones vectoriales siguen las mismas reglas que los limites de funciones
escalares de una variable real.

m Ejemplo 2.2.1 Si7(f) = costi+sent j+1 k, cont € R, entonces

lim 7(r) = ( lim cost) i+( lim sent) j+( lim t) k=

t—n/4 t—n/4 t—n/4 t—n/4

La continuidad de una funcion vectorial se define de manera similar a la continuidad de una
funcién escalar.
Definicion Una funcion vectorial 7(¢) es continua en t = ty si:
1. existe 7(tp),
2. existe lim7(z),
t—ty

3. se verifica que 1im7(r) = F(1p).
t1—1
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Proposicién 2.2.1 Se prueba ficilmente que 7(¢) es continua en f si y sélo si todas sus funciones
componentes son continuas en f.

m Ejemplo 2.2.2 En el Ejemplo 2.2.1, dado que existe #(%§) = gi + ‘/gj + %7( y coincide con

T

lim 7(z¢), la funcién vectorial resulta continua en f = ) ; ademds, sabiendo que las funciones

t—n/4
trigonométricas seno y coseno, asi como las funciones polinomiales, son continuas para todo

valor real, podemos asegurar que la funcién 7(f) = cost i+ sent j + ¢ k es continua en R.
[

Una funcién vectorial continua define una curva paramétrica continua (esta propiedad nos
permitié en el Ejemplo 2.1.1 y otros, “unir los puntos para producir una curva continua”).

2.2.2 Derivacion

La derivada de una funcion vectorial se define de manera andloga a la derivada de una funcién
escalar, mediante un cociente incremental.
Definicion La derivada 7' de la funcién vectorial 7(¢) respecto del parametro en ¢ = £y estd
dada por

dr =, . F(to + At) = F(to)
—(ty)=7"(tr) = 1
dt (o) = 7*"(to) Atlgjo At

si este limite existe. Si existe 7 '(fy), se dice que la funcién vectorial 7(¢) es derivable en t.

Proposicién 2.2.2 Si las funciones componentes de 7(t) = f(¢) i + g(¢) j+ h(¢) k son derivables
para todo t( € (a, b), entonces 7(t) es derivable en ese intervalo paramétrico, y se satisface que:

Pt = )i+ g () J+ R () k, t € (a,b).

m Ejemplo 2.2.3 a) La funcién del Ejemplo 2.2.1 es derivable en todo su dominio. La derivada en

to=7%es7'(§)= —\/721“+ \/75]“+ 1k, y en cualquier t € R es 7 (f) = —cos i + sentk + 1k.
b) La funcién vectorial ﬁ(t) =ti+ |t|], t € Rno es derivable en t = 0O; justifique y grafique.
]

Proposicién 2.2.3 — Reglas de derivaciéon. Dado que la derivada de una funcién vectorial puede
calcularse derivando sus funciones componentes, las reglas de derivacion son similares a las de
funciones de valores reales. Supongamos que 71 y 7> son funciones vectoriales derivables, y a es
un escalar, entonces:

[Fi(6) + RO = 7(0) + 75(0)

[a7(0)] = a ()

[71(1) - ")) = F(2) - 7a(t) + Fa(e) - ()

[Fi(2) x Fa(0)]" = F (1) X Par) + F1(2) x 75(2)

Funciones compuestas y regla de la cadena

Sea 7(u) una funcién vectorial y sea u(¢) una funcién de valores reales, ambas derivables. Luego
se puede evaluar la composicion de estas funciones: 7 (u(z)) = R(¢) que depende de ¢. La derivada
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de la funcién vectorial compuesta (respecto de su variable, t) es

d - d d _ d
ER(t) =" (u(?)) = E"(“) Eu(t)

0 sea:
o [F(u(2))]’ = 7'(u) u'(t) (Regla de la cadena).
La composicion de una funcién vectorial con una funcién escalar es ttil para reparametrizar
una curva, esto es, describirla en términos de otro pardmetro (que tenga, por ejemplo, cierto dominio
o comportamiento deseado, inclusive para invertir el sentido de la curva).

m Ejemplo 2.2.4 En el Ejemplo 2.1.2b), compruebe 7>(¢) puede pensarse como la composicién
de la funcién vectorial 7(u) = (—4 senu, 4 cosu), u € [0,4n], con la funcién escalar u(z) =
2t, t €[0,2n]. La derivada de la funcién vectorial compuesta resulta 7(¢)" = [F(u(t))]" =
(=4 cosu,—4senu) 2 = (—8cos(2r), —8 sen(2¢)), donde al final dimos la expresién en
términos de la variable de la funcién compuesta, ¢.

Vector tangente

En la Figura 2.2.1 se ilustra el significado geométrico de la definicién dada para la derivada de
una funcién vectorial. Consideremos una funcién vectorial 7(¢) cuya representacion grafica es la
curva paramétrica de la figura. Los vectores 7(ty) y 7(fo + Ar) corresponden a los vectores de posicién
de los puntos Py y P, respectivamente, de la curva. Luego, el vector diferencia 7(ty + At) — F(to)
es igual al vector PyP que va de Py a P. Ver Figura 2.2.1a). Para Ar > 0 (es el caso mostrado en
las figuras), IW—’ /At apunta en el mismo sentido que Iﬁ)’; para At < 0, Iﬁ)’ apunta “hacia atrds”,
contra el sentido del movimiento (ya que entonces P estaria antes que Py), sin embargo el cociente
Im}) /At apuntara de nuevo “hacia adelante”, es decir en el sentido de la curva paramétrica.

) z) b) 7| Pty + At) — 7(to)

At >
F(to + At) —-F(ty) p

F(to + AL)

Figura 2.2.1: Derivada de una funcién vectorial.

Para explorar el comportamiento de 7~ (zg + Af), r(to) y r~ '(fo) es muy ttil el siguiente
recurso: https://ggbm.at/dMjwVta2

Dibuje lo que ocurre si se toma un At mds pequeiio, y observe cémo va cambiando la direccién
entre el punto Py y cada nuevo punto P, hasta llegar a ser tangencial. Efectivamente, cuando At — 0,
el vector [F(ty + At) — F(to)] /At tiende a un vector que es tangente a la curva en Po. Si 7 '(f) # 0
entonces se lo define como un vector tangente a la curva en Py. La recta tangente a la curva en Py
estéd definida como la recta que pasa por Py y tiene como vector director a 7 '(fp).

Para visualizar esta caracteristica, se dibuja el vector 7’(#y) con su punto inicial en Py.


https://ggbm.at/dMjwVta2
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Definicion Sea Py un punto perteneciente a la curva C dada por 7(¢) = (f(¢), g(¢), h(2)), ¢t €
I C R; por lo tanto Py es el punto final de 7(¢y), para algin #y € I. Entonces, si 7 '(fp) # 0, se
tiene que 7 '(fy) es un vector tangente a la curva C en Py.

Definicion Sea P( un punto perteneciente ala curva C dadapor 7(¢) = (f(¢), g(¢), h(z)),t € I C R;
por lo tanto Py es el punto final de 7(t), para algin ¢y € I. La recta tangente a la curva en el
punto Py, es la recta paralela a 7 '(p) que pasa por Py.

Notemos que para indicar la orientacién de la recta tangente, se puede dar cualquier vector
proporcional a 7 ’(y). En particular, es dtil muchas veces emplear el vector tangente unitario, que se
obtiene por normalizacién:

o _ 7'(1‘0)
0= )

si 7'(t) # 0. Notar que tanto 7’ como T apuntan en el mismo sentido que la curva paramétrica.

m Ejemplo 2.2.5 Dada la funcién vectorial 7(t) = (2 —1) i + Vt J, con ¢ > 0, determinar 7 '(f) e
indicar su dominio. Hallar vector posicion y vector tangente para ty = 4; graficar la curva
paramétrica indicando dichos vectores.

Derivando la funcién vectorial 7(z) por componentes (usando las reglas de derivacién
para funciones escalares aprendidas en Andlisis Matematico I), se obtiene
- Lo 1
F'ty=-1i+—1], t >0,

2Vt
y observamos que 7(¢) no es derivable en ¢t = 0. Para fy = 4 se tiene 7(4) = —2i + 2], y se

(4 + Ar) — 7(4
puede calcular 7’(4) “por definicién” como All'm0 r(A—t)r()
t—

- =/ N 1 v
7'(r) ent = 4 (;podria hacer 1o mismo para t = 0?, ;por qué?); resulta 7 '(4) = — I + 17

, 0 “por regla” evaluando

Para graficar la curva conviene obtener una expresion usando coordenadas cartesianas.
Al eliminar el pardmetro entre las ecuaciones x = 2 —f e y = Vr, se obtiene x = 2 — y2,
para y > 0 (observar que hemos tenido en cuenta que y = +Vr; luego al despejar  como
y?, se debe recordar que y no era negativa). Se trata de “la mitad” de una pardbola de eje
x, con vértice en V(2,0) y abierta hacia la izquierda; como curva paramétrica, tenemos
que decir también el sentido: la rama de la pardbola es recorrida de derecha a izquierda (o,
también, de abajo hacia arriba), pues cuando el pardmetro ¢ aumenta, la abscisa del punto
correspondiente de la curva disminuye mientras que la ordenada crece. La curva pasa, por

1
ejemplo, por Py(—2,2) (cuando ¢ = 4) y en dicho punto el vector — + Zj es tangente a la
curva apuntando (efectivamente) a la izquierda y arriba. Muéstrelos en un gréfico. ]

m Ejemplo 2.2.6 Inversién del sentido de una curva paramétrica. La ecuacién y> — x> = 1 describe
una hipérbola cuyas asintotas son y = +x. El tramo que va desde A(1, \/E) hasta B(3, V10)

se puede parametrizar mediante 7(z) = i + V1 + 2], con t € [1, 3]. Dar una parametrizacién
del tramo de hipérbola pero recorrida desde B hasta A.
Para resolver este problema de invertir el sentido de recorrido proponemos la parametriza-

cién 7 pero cambiando ¢ por —; esto es, la funcién vectorial —ti + V1 + 2], con t € [-3, —1].
Efectivamente, esta curva paramétrica empieza en (—(—3), V1+ (—3)2) = (3, v 10) y finaliza
t

en (—(—1), V1+ (—1)2) = (1, \/5) y el sentido estd dado por el vector tangente —i +

S~c

Vite2h
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m Ejemplo 2.2.7 Escribir una ecuacién para la recta tangente a la hélice circular dada por
(1) = 4costi+4sent j+ 3t k,cont € R en el punto Py de la hélice que corresponde a
fy = %

Si conseguimos un punto por donde pasa la recta y un vector director, podemos escribir
una ecuacion de la recta. El punto puede ser Py; buscamos entonces las coordenadas de Py,

calculando la funcién vectorial en #y = 7:
F(Z)=dcosZi+dsent j+3Z k=2V2i+2V2j+3nk

de donde se obtiene el punto PO(Z\/E, 2V2, %n).
Ahora bien, la direccién tangente a la hélice para un ¢ genérico estd dada por el vector

=7

7'(t)=—4senti+4cost j+3k teR.
(Cudl es la direccion tangente a la hélice en el punto Py? Es la direccién del vector
F/(%)=-4senZi+4dcosZ j+3k=-2V2i+2V2j+3 k.

Ya tenemos el punto de tangencia Py y un vector tangente en ese punto, 7 '(z), que podemos
usar como vector director; entonces

2\/5—2\/§u
2V2+2V2u  ueR

3
Zﬂ+3u

Z

son ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice en Py (donde denominamos u al
pardmetro en las ecuaciones de la recta, para diferenciarlo del pardmetro ¢ de la curva). =

m Ejemplo 2.2.8 Determinar un vector tangente en cada punto de la curva que se obtiene como
interseccion entre el plano IT cuya ecuacion es z = x y la superficie S dada por la ecuacion
y = 3x° - 2%, Verificar que, en cada punto de la curva, dicho vector es perpendicular al
vector normal al plano II. ;Por qué?
Llamemos C a la curva determinada por la interseccion entre ambas superficies. Las
ecuaciones cartesianas de C =II N S son

= X
y = 3x% - 22
Tomando a la variable x como pardmetro, se tiene “trivialmente” que
F(t)= (1, 36 =1 1)

con ¢ variando en R, es una funcién vectorial que parametriza a la curva C. Un vector tangente
a C en un punto cualquiera Py € C, correspondiente a un valor 7y dado del pardmetro, es

7'(to) = (1, 91 = 210, 1).

Un vector normal al plano —x + z =0 es 7 = (=1, 0, 1). Haciendo el producto escalar
F'(to) -7 = (1, 912 = 289, 1) - (=1, 0, 1) = 0, vemos que 7 ’(to) es perpendicular al vector
normal al plano dado, para cualquier g, 0 sea para cualquier punto Py de la curva C. Para
explicarlo, notemos que dado que C es interseccion de I1 y S, la curva pertenece tanto al
plano I1 como a la superficie S; en particular, C C II (lo que significa que la curva C es
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plana, tal como ocurria en el Ejemplo 2.1.7. En consecuencia, un vector tangente a C “debe
estar en el plano IT”; mds estrictamente, 7 '(¢) es paralelo al plano, luego es perpendicular a
un vector normal al plano. ]

Curva suave (a trozos)

Un objeto que se mueve en el espacio va trazando una curva imaginaria. El objeto no puede
desaparecer y volver a aparecer espontdneamente en otro punto del espacio; ni tampoco cambiar
repentinamente la velocidad de su movimiento: un objeto, en general, se mueve siguiendo una curva
(imaginaria) que es suave.

En general consideraremos funciones vectoriales 7(f) con ¢ € I, de clase C!, que son las
funciones derivables con continuidad (o sea, funciones con derivada primera continua) en el
intervalo I; pediremos ademds que se cumpla 7 ’(¢) # 0 para todo ¢ en /. Estas funciones se llaman
funciones vectoriales suaves.

Si una curva puede ser parametrizada por una funcién vectorial suave, se dice que es una curva

suave. Una curva suave admite vector tangente en cada punto, que varia con continuidad a lo largo
de la curva.

m Ejemplo 2.2.9 La hélice circular del Ejemplo 2.1.6 y la elipse del Ejemplo 2.1.7 son curvas
suaves en todo su recorrido. Justificar. [

Notemos que hay curvas que aunque estén definidas por funciones vectoriales 7(¢) de clase C',
presentan sin embargo esquinas puntiagudas o cambios bruscos de direccién. La condicién adicional
Fl(t) + 0 para todo ¢ € I, garantiza la existencia de recta tangente en cada punto de una curva suave
(suave a trozos).

En algunas situaciones encontraremos curvas que se forman con la unién sucesiva de varias curvas
suaves; la curva completa se llama precisamente suave por tramos o suave a trozos. Un ejemplo
es la curva frontera de un tridngulo, que estd formada por tres tramos (los lados del tridngulo)
suaves; para definir la curva completa hara falta una funcién vectorial diferente para cada tramo.
(Cémo podria parametrizar la frontera del tridngulo con vértices en (0, 0), (1,0) y (1, 1), recorridos
en ese orden? (Observe que el sentido de recorrido de la curva es tal que la region triangular que
encierra, queda siempre a la izquierda de la curva frontera; hablaremos un poco mds adelante de la
orientacién de una curva cerrada con respecto a la regién encerrada por ella).

Veamos el caso de una curva con picos; que resulta suave a trozos.

m Ejemplo 2.2.10 La Figura 2.2.2 muestra una curva conocida como hipocicloide de cuatro picos,
definida por 7(t) = (cos® £, sen’ ) para 0 < r < 2. ;La funcién vectorial 7() es de clase C'?
(Qué pasa en los cuatro picos del hipocicloide?

y
14 B

Figura 2.2.2: Hipocicloide de cuatro picos
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Seccién 2.2. Derivacién e integracion de funciones vectoriales

Derivando la funcién vectorial, vemos que 7 '(f) = (=3 cos’t sent, 3 sen’t cost) es
una funcién continua, por lo tanto 7(¢) es de clase C! en el intervalo de 0 a 27. A partir
del grafico, notamos que los picos se encuentran en los puntos A(1,0), B(0, 1), C(-1,0)
y D(0,—1) de la curva, que corresponden a los valores ¢t = 0, %, n,y %” del pardmetro,
respectivamente. Si calculamos 7 '(¢) para el valor de ¢ correspondiente a cada uno de los
puntos-pico, tenemos: 7 '(0) =7 (%) =7 '(n) = 7 ’(37”) = 0. La curva cambia bruscamente
de direccién en cada uno de los puntos-pico donde, como vemos, no hay recta tangente (ya
que el vector nulo no tiene direccién definida); tampoco se puede obtener el vector tangente

unitario en esos cuatro puntos. |

Hay curvas como el contorno del nimero “8” o la letra “¢” (letra phi griega), tales que se cruzan

a si mismas en uno o mas puntos. Veamos un ejemplo.

m Ejemplo 2.2.11 Considerar la curva C asociada a la funcién vectorial 7(r) = > ¥ + (> — 3t) J, con

—2 <t < 2. Mostrar que C tiene dos rectas tangentes en el punto P(3,0) y encontrar sus
ecuaciones.

Las funciones componentes son x(¢) = 2, y(f) = > — 3¢ . Buscamos el o los valores de
t que dan el punto P(3,0); luego hay que resolver el sistema de ecuaciones:

2 =3
-3t =0,

de donde surgen dos soluciones #; = -3 y B = V3 (notar que t3 = 0 es solucién de
la segunda ecuacion pero no de la primera). Esto indica que C se cruza a si misma en
P(3,0), siendo 7(—=V3) = 7(V/3) = 31. En coordenadas cartesianas, la curva se expresa como
y = +vx (x? = 3), que puede pensarse como la unién de dos curvas, una correspondiente a la
gréfica de la funcién F(x) = —Vx (x? - 3) y la otra a G(x) = Vx (x? — 3). Intente graficarlas
usando Geogebra (tiene aproximadamente la forma de una letra @, siendo P el punto de
cruce).

A partir de la parametrizacién dada, calculamos el vector 7 /(1) = (2¢, 31> —3) y evaluamos
ent; y f,. Se obtienen dos vectores diferentes: 7 (=V3) = (=2V3, 6)y 7'(V3) = (2V3, 6),
lo que indica que en P(3, 0) existen dos rectas tangentes, dependiendo del “instante” (si ¢
fuera el tiempo).

Para el valor #; = —V3 del parametro, las ecuaciones paramétricas de una de las rectas
tangentes a C en P(3,0) se pueden obtener como
x = 3-2V3u
, €
{ y = 0+6u ek,
cuya forma cartesiana es y = -V3 (x =3).

Procediendo de manera similar, para #, = V3 se obtiene la otra recta tangente a C en
P(3,0) mediante las ecuaciones

{x = 3+2V3y

y = 0+6v veR

que en cartesianas se expresa y = V3 (x =3).
Entonces, ambas rectas tangentes pasan por P pero tienen distinta pendiente. Visualice
graficamente. ]
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Integracion

La integral definida de una funcién vectorial continua 7(¢) en un intervalo [a, b] del pardmetro ¢,
se define de forma similar a la integral de una funcién con valores reales, pero teniendo en cuenta
que ahora el resultado es un vector. La integral de 7(¢) entre r = a y t = b se puede expresar en
términos de las integrales de sus funciones componentes.

Definicion La integral definida de una funcién vectorial 7(t) = f(r) i + g(t) j + h(z) k entre
t =ayt = bestd dada por:

/ab 7(t)dt = (/ab f(t)dt) i+ (/ab g(t)dt) J+ (/ab h(t)dt) k

si cada una de las integrales existe.

El Teorema Fundamental del Célculo y la Regla de Barrow se generalizan para funciones
vectoriales continuas, de la siguiente manera:

b Y N N
/ At di = R(o)| = Rb) - R(a)

donde R es una primitiva de 7, o sea R'(t) = 7).

/2
m Ejemplo 2.2.12 Si7(t) = 2cost i+ sent j+ 2t k, evaluar / 7(¢) dt.

0
Busquemos primero la familia de primitivas (o integral indefinida) de 7(z):

/F(t)dt (/ZCostdt) i+(/sentdt) j+(/2tdt) k

(2sent+cy) i+ (—cost+cp) j+ (t2 +C3) k

2senti—cost j+ 1> k+¢=R(@)

donde & = ¢; i+ ¢ j + c3 k es una constante de integracién vectorial. Aplicamos la regla de
Barrow:

/2 . x/2
/ F(t) dt = (ZSenti—costj+t2k+E)
0

0
2

2
:(2z+ /E+8)—(—j+8):2i+ j+%l€

g
4
(notar que el vector constante de integracion se cancela).
N Vs N 2
La integral definida de 7(r) de 0 a o) da como resultado el vector v = (2, 1, 7). [

Ejercicios
1. Calcule la derivada de las siguientes funciones vectoriales:
a) () =i+ j+e* k
b) 7(t) = tcos(3t) i +sen’t j+cos’ 1 k
2. En los siguientes casos grafique la curva plana generada por 7(¢), prestando atencién al
dominio natural de cada funcién vectorial. Halle 7 ’(¢). Ademads, para el valor dado de #,
dibuje el vector F(#y) en posicién candnica y el vector tangente 7 ’(fy) donde termina 7(fy).
a) 7= +0) i+t fh=1
b) Ft)y=e i+ €Y j, o =0
3. Halle el vector tangente unitario 7" a la curva dada por 7(f) en el punto correspondiente a f:
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a) 7(1)=2costi+2sent j+tgt k, fo =

N | —

b) Ft) =¥ i+ e j+re? k, o= =
4. En cada caso, determine ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva dada C en
el punto especificado P (asegtrese previamente de que el punto pertenezca a la curva):
a) C: Fi)= (1 +2Ve, 2 — 1,82 +1), P(3,0,2)
by C: F(t)=e"costi+e " sent j+e 'k, P(1,0,1)
5. Sea C : #(t) = sen(nt) i + 2sen(nt) j+ cos(nt) k, ¢t € R, una curva paramétrica. Para los

puntos de la curva correspondientes a t =0 y a ¢t = —, determine las rectas tangentes a C' y

encuentre el punto de interseccion entre dichas rectas (si existe). Grafique la curva y ambas
rectas, mostrando donde son tangentes a C y dénde se intersecan.

6. Se desea hallar la recta tangente a la curva dada por 7(r) = (t3 —41) T+ 1% yen el punto P(0, 4).
(Qué dificultad encuentra? Realice un bosquejo de la curva y explique qué ocurre en P.

7. Muestre que la curva definida por 7(t) = (cost, sent cost, 3) tiene dos rectas tangentes en el
punto (0, 0, 3).

8. (En qué punto (6 puntos) se intersecan las curvas Cy : 7(f) = (¢, 1 —1,3 + )y G Hu) =
(3 — u, u — 2, u*)? Halle el dngulo de intersecci6n entre las curvas en el punto donde se cortan.

9. Evalte las siguientes integrales:

4 2t
J + k|dt
a)/(1+t21 1+172 )

/2
b) / (3sen2tcosti+3sentcosztj+2sentcostk)dt
0

10. Encuentre 7(¢) si 7'(t) =ti+e' j+te' k,yseconoce 7(0) =7+ j+ k.

Longitud de una curva paramétrica

Consideremos una curva C suave en el plano, parametrizada por 7(z) = (f(t), g(t)) cont € [a, b],
de clase C'. Dividamos el intervalo paramétrico [a, b] en n subintervalos de igual longitud At

a z ~ .
(entonces At = ——, que serd pequefio si tomamos 7 muy grande).
n

Sea fy = a el parametro que corresponde al punto inicial Py = A de la curva, y ¢, = b el pardmetro
que corresponde al punto final P,, = B. Llamemos #y,...,t_1,t,...,1, (donde t; = t;_1 + At, para
cada i) a los valores de ¢ al final de cada subintervalo en la recta paramétrica. Para cada i: x; = f(¢;)
e y; = g(t;) son las coordenadas de un punto P;(x;, y;) que estd sobre la curva C. La poligonal con

vértices Py, Py, ..., Pi_1, P;, ..., P, aproxima a la curva C (ver Figura 2.3.1).
¥ A
c
—p- Py
7 P,
P
! L L P.=B
1 tl tl tl T b
a=ty 1 i-1 i t,= Py=A
----—0! xx

Figura 2.3.1: Aproximacion poligonal de C.

Se puede usar el siguiente recurso para visualizar los segmentos de la poligonal para una
curva en el espacio:

https://ggbm.at/TpEvgx73

Queremos medir la longitud de la curva, aproximandola con la longitud de la poligonal, que es
la suma de las longitudes de los n segmentos. Considerando que cuando n — oo, la poligonal se
aproxima cada vez “mejor” a la curva, definimos la longitud total de la curva C como


https://ggbm.at/TpEvgx73
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Lc = lim Pi_lPl-’
n—oo
i=1

donde P,-_lP,-’ = \/[f(t,-) — f(ti-))? + [g(t) — g(ti—1)]? es la longitud del i-ésimo segmento, que
une P;_; con P;.

El Teorema del Valor Medio establece: Sea f una funcidn continua en [a, b] y derivable en
(a, b); entonces existe (al menos) un ¢ € (a, b) tal que

f(b) - f(a)
b-a

= f"(c)

Apliquemos el teorema a las funciones f(¢) y g(¢) en cada subintervalo [#;_1,#;]: siendo fy g
continuas, existen valores ¢; y d; en el intervalo (#;_1, t;) tales que

fti) = f(tiz1) = f'(ci) Ar, g(ti) — g(tic1) = g'(dy) At

Entonces, la suma de las longitudes de los segmentos resulta

Le = lim > \[f(@)? + g/ A
i=1

Esta expresion nos recuerda a una suma de Riemann para la funcion escalar

V@ + g7 (1)%

pero no es exactamente una suma de Riemann porque en generalc; # d;. No obstante, teniendo en
cuenta que f’ y g’ son funciones continuas, se puede probar que el limite existe y que es igual a la

integral definida
b
Le= [ \ropegra

En el caso de una curva suave en el espacio, parametrizada por7(¢) = (f(¢), g(¢), h(¢)) de clase
C! cont € [a, b], el resultado anterior se generaliza a

b
Lc = / \/f’(t)2 +g/(1)? + h'(1)? dr.

El integrando es el médulo del vector tangente 7 (). Luego, la longitud total de una curva C
parametrizada por 7(t), con t € [a, b], estd dada por

b
LC:/ |7 /()| dt.

Esta expresion es védlida también para curvas suaves por tramos.

@ Ademds, si bien aqui se plantea el cdlculo usando una funcidn vectorial particular para describir
la curva, se puede probar que la longitud de una curva suave (a trozos) es independiente de la
parametrizacién usada. Notamos que el sentido de recorrido de la curva no afecta al valor de
Lc.

m Ejemplo 2.3.1 a) Calcular la longitud de la circunferencia del Ejemplo 2.1.2a). b) Idem para la
curva del Ejemplo 2.1.2b).
a) Vemos que |F{(t)| = | —4senti+4cost j| = Vi6sen?s + 16cos?t = 4. La longitud
de la curva es
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2 2
L :/ |7 "(1)| dt :/ 4dt = 8r.
0 0

b) Setiene |5 '(t)| = | — 8 cos(2t) i — 8 sen(2r) j| = 8. Entonces la longitud de esta curva

€s
2 2
L :/ |72 '(t)|dt:/ 8dr = 16r.
0 0

Notar que L; = 8 es lalongitud de una vuelta de la circunferencia de radio 4. Mientras
que L, es el doble, porque en este caso la circunferencia es recorrida dos veces por la
parametrizacién dada en el Ejemplo 2.1.20).

@ Este ejemplo muestra casos particulares de un resultado general. Una circunferencia de radio

R puede parametrizarse mediante 7(f) = (Rcost, Rsent), con t € [0,2n], que da en cada
2

punto vector tangente de modulo constante e igual a R. Luego L¢ = Rdt = 2nR, que es

0
un resultado ya conocido para la longitud de (una vuelta) de circunferencia.

Mencionamos algunos casos para los que es posible hallar una primitiva explicita de |7'| y
aplicar la regla de Barrow, a fin de obtener la longitud de una curva.

m Ejemplo2.3.2 Enel Ejemplo2.1.1a), lalongitud de la curva es infinita; mientras que en el Ejemplo
2.1.1b), la expresion para hallar la longitud de la porcién de la pardbola x + 1 = (y — 2)2

4
entre A(0, 1) y B(8,5), usando la parametrizacién dada, es L¢ = / V1 +4(t —1)2dt (que
0

dejamos aqui planteada).
En el Ejemplo 2.1.5 (compruebe que) la longitud del segmento es igual a la distancia entre
Py(1,3,-2) y P1(4,0,3).
En el Ejemplo 2.2.10, siendo una curva suave a trozos con 4 secciones de igual longitud (por
simetria), es conveniente calcular la longitud de un tramo y multiplicar por 4. Pruebe que se

4 . . . . 3
tiene |7'(¢)| = 3 sen(r) cos(t), y que cada arco del hipocicloide mide = (un poco més que V2,
que es la distancia entre dos picos sucesivos); luego la longitud total de ese hipocicloide de
cuatro picos es 6.

n
m Ejemplo 2.3.3 Calcular la longitud de una vuelta de la hélice circular del Ejemplo 2.1.6.
Vemos que |7 '(¢)| = |-senti+cost j+3 k| = \/sen2 t + cos2t + 9 = V10. Para calcular
la longitud de una vuelta podemos considerar ¢ en el intervalo [0, 2], luego
2n 2r
L= / 7(0)| dt = / V10dr = 2V10x.
0 0
[

2.3.1 Funcion longitud de arco

Pensemos en una persona que se encuentra caminando por un sendero en una montafia. El
movimiento del senderista puede ser representado por la curva suave C : 7(t) = (f(¢), g(¢), h(2))
en funcién del tiempo, habiendo partido de la posicién determinada por 7(a) en el instante ¢ = a.
Cuando la persona llegue al final del recorrido (la posicién 7(b) en el instante ¢ = b), habrd caminado
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L metros (suponiendo que las distancias se miden en esta unidad). En un instante intermedio ¢,
[cudntos metros habrd recorrido?

En el instante ¢ 1a persona llegé al punto del sendero P(f(¢), g(¢), h(¢)), habiendo comenzado
su recorrido en A(f(a), g(a), h(a)). Es decir que camind la porcién del sendero comprendida entre
los puntos A y P. Calculamos entonces la longitud de la porcidon de curva entre estos puntos.
Teniendo en cuenta que la longitud total de la curva (desde A para ¢t = a, hasta B parat = b) es

b
/ |F’(¢)| dt, 1a longitud de la porcién de curva entre los puntos que corresponden a los valores a

a
y t del pardmetro, estard dada por

M=/WWWM

que depende del instante ¢ (llamamos u a la variable muda de integraciéon). Queda asi definida una
funcidn, para ¢ entre a y b, da la medida de la porcion de la curva C desde el inicio hasta el instante
t. La funcién s : [a, b] — R se llama funcion longitud de arco o funcion longitud de curva.

Veamos algunas propiedades interesantes de la funcién longitud de arco s(¢):

Dom(s) = [a, b] e Im(s) = [0, L¢], siendo s(a) =0y s(b) = Lc.

s(r) es una funcién continua y derivable para t € (a, b), siendo s '(¢) = |F '(¢)].

s(¢) es una funcion estrictamente creciente y por lo tanto admite inversa en [a, b].

t(s), funcién inversa de s(¢), tiene dominio [0, Lc] e imagen [a, b]; es continua y derivable,

Sl N

siendo #'(s) = m
r

Las demostraciones de estas propiedades son sencillas:
a

1. Por definicién, s(a) = / |7 '(u)| du = 0 (la longitud de un punto es nula), mientras que

a

b
s(b) = / 7'(u)| du = L¢ (la longitud de toda la curva es L¢). Se tiene
a

s :[a,b] = [0, Lc].

2. Por el Teorema Fundamental del Cdlculo !, 1a derivada de s(¢) es igual al integrando evaluado
en t. Destacamos esta relacion, que usaremos mds adelante:

d o
=50 = [F '),

3. Dado que s’(¢) es el médulo de un vector, no puede ser negativa; ademds, como la curva es
suave, se tiene |7 ’(¢)| # 0 para todo ¢ € (a, b). Entonces s’(¢) > 0, de donde s(¢) resulta una
funcién estrictamente creciente. Efectivamente, la longitud de curva crece siempre, desde 0
ent=ahasta Lcent = b.

4. Recordamos de Anélisis Matematico I que si f(x) es invertible, sabemos que existe £~y
que la derivada de f ~! es la inversa (multiplicativa) de la derivada de f. Llamemos #(s) a la
funcién inversa de s(z). Vemos que expresa el tiempo transcurrido en funcién del camino
recorrido, que 7 : [0, Lc] — [a, b], y que su derivada estd dada por

di 1 1
di_L__1_
ds = 4 T (s

2.3.2 Ejercicios

1. Tomen un tubo de cartén y una cinta métrica. Enrollen la cinta alrededor del tubo en forma
helicoidal, eligiendo un paso que sea: a) la mitad, b) igual, c) el doble del didmetro del tubo.
En cada caso, midan la longitud de una vuelta de hélice y verifiquen la expresion analitica
hallada en el Ejemplo 2.1.6.

t
d
ITeorema Fundamental del Cdlculo: Sea f(x) continua en [a, b], y sea F(t) = / f(x) dx. Entonces EF(t) = f(2).
a
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2. (Cuadl es la longitud de la curva plana dada por 7(t) = e’ costi+ e’ sent j,con 0 <t < 1?

3. Calcule la longitud del arco definido por la funcién vectorial 7(t) = (e’ cost, e’ sent, e')
desde A(1,0, 1) hasta B(—¢”, 0, 7).

4. Considere una vuelta de hélice circular de radio 2 y paso 2xr. D€ alguna parametrizacion para
la curva y calcule su longitud.
Compare con los célculos hechos por otros compaifieros, que probablemente hayan usado otra
parametrizacion (inclusive pueden haber ubicado la hélice con un eje diferente), y verifique
que todos obtienen el mismo resultado para la longitud.

5. Una curva C estd descripta por 7(¢) = 3 cosh(2) i + 3 senh(2¢) j+ 61 k, con 0 < ¢ < 1. Halle
la funcién longitud de arco y verifique que cumple con las propiedades demostradas. Muestre,
en particular, que la derivada de s(¢) coincide con |7'(7)|.

2.4 Aplicacion: Movimiento en el espacio

Veamos cémo se pueden usar las ideas discutidas en este capitulo, para estudiar el movimiento
de un objeto que describe cierta trayectoria en el espacio (o en el plano).

Pensemos en un objeto que se mueve a lo largo de una curva (imaginaria) descripta por
F() = f()T+ g(t)j+ h(t) k, con t € [fo,tr]. Aqui 7 indica la posicién espacial del objeto y ¢
indica el tiempo. Las componentes de 7 tienen unidades de longitud (como el metro), y ¢ digamos
que se mide en segundos. En el instante ¢ el objeto se encuentra en el punto P de coordenadas
(f(2), 8(2), h(2)).

Las magnitudes vectoriales de interés fisico son las siguientes:

—_—
» El desplazamiento entre el instante inicial y el instante ¢ estd dado por el vector PoP =

F(t) = F(10).
= La velocidad del objeto en el instante ¢, estd dada por la funcién vectorial:

v(t) =7 '(1).

Para representar graficamente la velocidad, se ubica el vector ¥(¢) con su punto inicial (no en
posicién canénica sino) en el punto P(f (), g(¢), (¢)) donde se encuentra el objeto en ese
instante. De esta forma, el vector velocidad en el instante 7 es un vector tangente a la curva
en P, e indica el cambio instantdneo de posicion.

= La aceleracion del objeto en el instante ¢ estd dada por la funcién vectorial:

ait)y=v'(t)=r"().

También las siguientes magnitudes escalares son relevantes para estudiar objetos en movimiento:
» La rapidez con que se mueve el objeto en el instante ¢ es el mdédulo del vector velocidad:

v(t) = POl = [F '@l

Esta funcion escalar se mide en unidades de metros/segundo.
» La distancia recorrida por el objeto a lo largo de la trayectoria durante el intervalo de tiempo
[#0, 1], puede ser evaluada mediante la integral:

d(r) = / 1% (u)| du.

Es la longitud de la porcion de curva que estd entre el punto inicial Po(f(to), g(to), h(t)) y el
punto P(f (), g(¢), h(t)). La distancia total recorrida por el objeto serd entonces

L = d(t) :/F 7' ()| du.
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Supongamos ahora que para un mévil se conoce la aceleracién en funcién del tiempo. Integrando
esta funcion vectorial en un dado intervalo temporal, se obtiene el cambio de velocidad del mévil
en dicho intervalo:

/ ' ) du = 50) — 7(10)

de acuerdo a la regla de Barrow, siendo v(¢) una primitiva de a(z) pues, justamente, v'(¢) = d(t). De
aqui se obtiene entonces la velocidad al instante 7, conociendo la aceleracién:

t

5(0) = (1) + / ) du.
)
Notar que se necesita conocer el dato de la velocidad inicial.
De manera similar, integrando la velocidad en un intervalo temporal dado, y teniendo como dato la
posicion inicial, se obtiene el cambio de posicion (o desplazamiento) del mévil en dicho intervalo.
(Como se expresa entonces la posicion al instante ¢, conociendo la velocidad?

m Ejemplo 2.4.1 En el problema de encuentro del Ejemplo 2.1.95), las velocidades de los objetos

moviéndose a lo largo de una pardbola y una hipérbola son, respectivamente: v, () = i+ Ly

V2
y vu(t) = —t%i + J. {Con qué velocidades chocan? ;Cudl de los méviles iba mas rdpido en
ese instante?
|

m Ejemplo 2.4.2 Disparo de un proyectil ideal: tiro oblicuo.

T .

v(t) 7o

300 F(1)

S

o
bt
L)
=]
o]

a) Lanzamiento desde Py. b) Lanzamiento desde O.

Figura 2.4.1: Tiro Oblicuo.

Se lanza un proyectil en el instante #y desde el punto Py(xo, yo) con una velocidad inicial
Vo = Vol + voyJ (en m/s). Ver Figura 2.4.1 a). La tnica fuerza que actdia sobre el proyectil
durante su vuelo (despreciando la resistencia del aire) es el peso —mg j, donde m es la masa
del proyectil y g = 9.8 m/s? es la aceleracién de la gravedad. El movimiento del proyectil
estd dado por:

{ x(1)

Xo + vox (t = 19)
Yo + voy (t — 1) — 38 (t — 19)*

y(?)
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para todo t € [fy, tr], donde tF es el instante final en el cual el proyectil choca contra el piso.

a)

b)

a)

b)

Escribir una funcién vectorial para representar la posicion del proyectil. ;Cudles son
los vectores posicién inicial y final del movimiento? Dar las funciones vectoriales que
describen la velocidad y la aceleracion en funcion ¢, y mostrarlos en un grafico.
Suponer que el proyectil es lanzado desde el origen en el instante 5 = 0 s, con
una rapidez inicial de 10 m/s formando un dngulo de 30° con la horizontal. Ver
Figura 2.4.1 b). Escribir la funcién vectorial para la posicién, y mostrar que la
trayectoria es una pardbola. ;Cudl es el alcance R de este proyectil, y en qué momentos
toca el suelo?

La funcién vectorial que describe la posicion del proyectil en cada instante de su
movimiento es:

- . 1 .
F(t) = [xo + vox(t —t0)] T+ |yo + voy (t = t0) — 78 (t —10)*| J t € [to, tr].

En ¢t = 1y se tiene, por supuesto, 7(ty) = (xo, vo) = OPy. En t = tp resulta 7(tf) =
—

(xF,0) = OPF.

Derivando 7(¢) se obtiene:

V(1) = voxi + (voy — 81)J t € [to, tr],

y derivando v(¢) resulta:

at) = —-gj, t € [to,tF].

En la grafica dibujamos el vector v(z) = 7'(r) apoyado en el punto P y tangente a la
curva imaginaria parametrizada por 7(¢). Para el vector a(t) tenemos, en este ejemplo,
que apunta hacia abajo en todo momento y tienen médulo constante.

Si el proyectil es lanzado en fy = 0 segundos desde O, entonces xp = yp = 0 m.
Las componentes de la velocidad inicial son vg, = |Vg|cosfy = 5V3 m/s, vgy, =
[Vo| sen By = 5 m/s. Se obtiene entonces para este caso:

F()=5V31i+ (5t —4.9:%)J te[0tF],
lo que indica que al tiempo ¢ el proyectil se encuentra en el punto de coordenadas:

x = 5V3t
y = 5t-49¢.

Para hallar la trayectoria en coordenadas cartesianas, se elimina el pardmetro ¢ entre

, , 4.9 ,
estas ecuaciones, y se obtiene la curva y = —%xZ + —x, que es efectivamente una
3

parabola de eje vertical, con ramas hacia abajo y vértice en (4.4, 1.3).
Para determinar fz, planteamos que la altura del proyectil sea cero. La ecuacién
5t—4.91% = 0 tiene dos soluciones: # = 0's (instante inicial, el objeto parte del piso)

5
y t = — s~ 1.02 s (instante final, el objeto choca con el piso). Resulta entonces

49
5 ) 25V3

que el alcance del proyectiles R = xp —xp = x (E

Utilizar el siguiente recurso para determinar en forma animada la posicién final del proyectil
en un tiro oblicuo.
https://ggbm.at/v7FvglrS
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m Ejemplo 2.4.3 Vuelo de un planeador.

Un planeador vuela en espiral hacia arriba debido a una corriente de aire de rdpido
ascenso, de tal forma que su vector posicion es 7(t) = 3cost i+ 3sent j+ *k,t>0 La
trayectoria es similar a la de una hélice circular (aunque no es una hélice, ;por qué?). Esbozar
la grafica para O < ¢ < 4n. Determinar:

a) La velocidad y la aceleracion en el instante ¢.

b) Larapidez del planeador en el instante 7.

¢) El momento en el que la aceleracion del planeador es ortogonal a su velocidad, si es
que ello ocurre.

a) Derivando sucesivamente 7(¢) obtenemos la velocidad

V(t)=7"(t) = —3senti+3cost j+2t k

y la aceleracion

=

a(t)=7r"(t)=-3costi—3sent j+2k

como funciones vectoriales de ¢ > 0.
b) Larapidez, es el médulo del vector velocidad:

v(t) = [9(r)| = \/(—3 sent)> + (3cost)’ + (26)2 = V9 + 42, > 0.

c¢) Para determinar en qué momento(s) v y a son ortogonales, buscamos valores de ¢ para
los cuales
0=V-d=9sentcost —9costsent +4r = 4t.

Asi, en este caso, el inico instante en que el vector aceleracion es perpendicular al
vector velocidad es cuando ¢t = 0, esto es, en el punto inicial (3,0, 0).

2.4.1 Ejercicios

1. Encuentre la velocidad, aceleracién y rapidez de un objeto si la posicién estd dada por
F(t) = t T+ 1> j+ 2 k. Trace la trayectoria del objeto y dibuje los vectores velocidad y
aceleraciéon para ¢t = Isy f = 2s.

2. Determine para ¢t > 0 los vectores velocidad y posicién de un objeto que tiene aceleracién
dada por d@(t) = i+2 J, sabiendo que la velocidad y posicién iniciales son %(0) = k y #(0) = 0,
respectivamente.

3. Movimiento circular uniforme.

La funcién vectorial 7(t) = Acosti+ Asent J, cont € [0,2x] en segundos, describe la
posicion de un objeto que realiza un recorrido circular alrededor del origen, a una distancia A
del mismo. Considere A = 4 cm (recordar el Ejemplo 2.1.2).

a) (Cudles son los puntos inicial y final de la trayectoria? ;En qué lugar se encuentra el
objeto en los instantes 7, 7, 7y 37”? (Cudl es el sentido del recorrido? Grafique.

b) Calcule las funciones velocidad y aceleracién. Evalde dichas funciones en los instantes
dados en a). Grafique los vectores obtenidos, ubicdndolos en la posicién del objeto en
cada instante.

¢) Pruebe que en este caso ¥(t) es perpendicular al vector posicion7(z), y que a(t) apunta
hacia el centro de la circunferencia para todo . Muestre que la rapidez es constante.

4. En su recorrido, un objeto genera una curva C representada por la funcién vectorial
F(t) = (\/g senf, V5 cos t, 2 t), donde ¢t > 0 denota el tiempo en segundos.

a) Suponiendo que el trayecto que realiza el objeto es medido en metros y comienza en el
punto (0, V5, 0), encuentre el punto Q al que llega el objeto si recorrié 37 metros.

b) ;Cudl es la velocidad del objetoen Q ?
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2.5 Actividades integradoras y autoevaluacion

2.5.1 Actividades integradoras

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

(Cémo se puede cambiar la orientacién de una curva C : 7(¢) con t € [a, b]?

La funcién vectorial 7(r) = (t, 2t + 3), con —co < t < oo, parametriza una recta en el plano.
a) (1) = (3,27 + 3) también parametriza una recta en el plano. ;Qué diferencia hay?
b) La funcién 7 (¢) = (1%, 212 + 3), (qué curva representa?

. Tiro vertical.

Tome una pelotita de ping pong y arrdjela hacia arriba. Escriba una funcién vectorial que
represente la posicion del mévil, indicando las funciones componentes y su dominio (recuerde
el Ejemplo 8 sobre Tiro oblicuo, y addptelo a esta situacion). Obtenga luego las funciones
vectoriales que correspondan a velocidad y aceleracion.

. Encuentre ecuaciones paramétricas para las siguientes rectas:

a) La recta que pasa por los puntos P(2,3,-1) y Q(5,2,0).

b) La recta que apunta en la direccién del vector i = 37— 3 j+ k y pasa por el punto
R(1,2,3).

c) ¢Se intersecan las rectas dadas en los incisos a) y b)?

. Escriba la familia de todos los “caminos” rectos en el plano que pasan por O(0, 0). Idem

utilizando pardbolas de eje y y pardbolas de eje x, con vértice en O(0, 0).
a) Construya una hélice cénica utilizando, por ejemplo, un cucurucho como soporte y un
trozo de alambre de aluminio; luego retire el soporte y estudie la “curva” fabricada.
b) Aplaste la curva hasta hacerla plana, ;qué curva obtiene como proyeccién de la hélice
cOnica?

. Un tobogén con forma helicoidal de 1.5 m de radio, tiene 2 m de altura y da un giro completo

desde arriba hasta abajo. Halle una funcién vectorial que modele la linea central del tobogén.

. Si la aceleracién de un mévil estd dada por a(r) = i+ j+ kparat > 0con ¥(0) = 0 (el

movil parte del reposo) y 7(0) = i+ J, ;cudles son las funciones velocidad y posicién del
movil? ;Cudl es la posiciéonen t = 2 s?

. Halle el vector velocidad y la rapidez con que se mueve un objeto sobre una circunferencia

de radio R (en cm) parametrizada por la funcién vectorial 7(¢) = R cos(wt) I + R sen(wt) J,
donde w es la velocidad angular (en rad/s) constante. Compruebe que el vector velocidad es
ortogonal al vector posicidn, para cualquier instante. Halle el vector aceleracién y verifique
que apunta hacia el centro de la circunferencia. Calcule el médulo del vector aceleracion.
Grafique, indicando los vectores 7(z), v(r) y a(r) para 4 valores de 7 elegidos (tome R = 3 cm
y w = 67 rad/s).
Sea C una curva en el espacio y 7() una parametrizacién de la misma.

a) Halle 7(r)si 7'(t) = -3senti+3cost j+4ky 7(0)=3i+ j— k.

b) Obtenga una ecuacion para la recta tangente a C en el punto Py(3, 1, —1).

¢) Encuentre la funcién longitud de arco s(7) medida desde el punto en el cual 1 = 0 y en

la direccién creciente de ¢.

Halle una funcién vectorial que describa la frontera de la region del primer cuadrante limitada

1
por las curvas y = 4x, y = x, y = —, recorrida en sentido antihorario. Encuentre un vector
X

tangente a la curva en P(Z’ 5). (En qué puntos no se puede definir un vector tangente a la

curva dada? Justifique.

Parametrice el borde C del semicirculo de radio 1 centrado en el origen, en el semiplano
superior. Asigne sentido antihorario (o “sentido positivo™) a la curva paramétrica, de tal
forma que los puntos del semicirculo quedan a la izquierda de C.

14
Dada C : 7(t) = (2*/%, cos(2t), sen(2t)) cont € [5’ 5]’ calcule la longitud de C.

Dada una curva con ecuacion cartesiana Cy, : X%+ y2 = k (con k constante positiva, fija):
a) dé una parametrizacion para la curva Cy;
b) halle un vector normal a Cy, en el punto P(0, \/E);
c) grafique para distintos k.
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2.5.2 Autoevaluacion

Se propone que resuelva los siguientes ejercicios (del estilo de los que podrian plantearse en
un parcial de la materia), en forma individual y dedicando aproximadamente 30 minutos en total.
Justifique cada uno de los pasos en sus demostraciones tedricas; los cilculos numéricos puede
dejarlos expresados (no es necesario el uso de la calculadora, a menos que necesite comparar valores
numéricos).

1. Dadalahélice #(t) = (Rcost, Rsent, V1 — R%t),cont € [0, 2r], siendo R una constante fija
perteneciente al intervalo (0, 1):

a) halle una ecuacion de la recta tangente a la hélice, en el punto (0, R, % V1 - R? ),
b) calcule la longitud de una vuelta de esta hélice;
¢) halle la funcién longitud de arco s(¢).

2. Defina una funcién vectorial que represente a la curva del espacio determinada por la
interseccion de las superficies (x — 12 +z°=4 y z—1y = 0. Indique en un grifico el sentido
de recorrido asignado por la parametrizacion propuesta.

3. Considere el movimiento de un objeto descripto por la funcién vectorial

F(t) = 3cos (%) I+ 3sen (%) J
donde ¢ > 0 indica el tiempo transcurrido, en segundos.
a) (Qué tipo de movimiento describe este objeto? Grafique la curva paramétrica en el
plano.
b) Parat = %, calcule los vectores velocidad y aceleracion. Indique en el gréfico el
correspondiente vector de posicion y dibuje en su extremo la velocidad y la aceleracion

calculadas.
c) Calcule la rapidez con que se mueve el objeto. ; Depende del punto donde se encuentra?
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Funciones escalares de varias variables

En general, al estudiar fendmenos del mundo real es usual ETEEE AN
que una cantidad dependa de mds de una variable. Por ejem- PRIMERA DECADA DE MARZO DE 2018
plo, el servicio meteoroldgico (https://www.smn.gob.ar) .
informa el indice de sensacion térmica I que refleja el efecto  *° E%‘
del viento en la temperatura real del aire; este indice combina, - E§§
la velocidad v del viento y la temperatura real 7', mediante una =
funcion de dos variables: 1(v,T). o 5
Un objeto sélido puede estar hecho de un material no uniforme, ?E
de modo que la densidad p de masa por unidad de volumen  ¢°s ig
varia punto a punto, mediante una funcién de tres variables: i
p(x, y,2). [ =

Por otro lado, si en un laboratorio se quiere especificar .|z E%
la tasa de reaccién R de una soluciéon que consta de cuatro e E:lé
sustancias quimicas en proporciones a, b, c, d, se requiere una 53

75°0 ‘- 656 €60°0 550
funcion de cuatro variables: R(a, b, c, d).

Para encarar el estudio de este tipo de situaciones es necesario

ampliar las ideas del cédlculo de funciones de una variable, a funciones escalares de varias variables.
Una funcion real f de n variables es una regla que asigna a cada n-upla ordenada de niimeros
reales (x1, x, . . ., X»), un dnico nimero real f(xy, xo, ..., x,,). Se llama dominio de f, Dom (f), al
subconjunto de R” en el cual estd definida la funcién f. La imagen o rango de f, Im(f), es el
subconjunto de R formado por los valores que toma la funcién f. Escribimos f : D ¢ R" —» R
donde D indica el dominio de la funcién. Si no se aclara ninguna condicién especial sobre el
dominio de f, se entendera que Dom (f) es el “dominio natural”, es decir, el conjunto de todas
aquellas n-uplas de nimeros reales (xi, xp, . . ., X,) para las cuales la expresion que define a f es un
ndmero real bien definido.

En lineas generales, vamos a revisar conceptos dado en Andlisis Matematico I, pero extendiendo
ahora a mds de una variable. En este capitulo veremos, entre otras cosas, cOmo representar
graficamente una funcién con 2 o con 3 variables, y como describir los cambios parciales que
sufre una funcién cuando cambia alguna de sus variables (esto conduce a la nocién de “derivacion
parcial”). En el Capitulo 4 estudiaremos cémo caracterizar los puntos criticos en la busqueda de
valores mdximos y minimos de una funcién multivariable, y en el Capitulo 5 nos ocuparemos de
integracion de este tipo de funciones.

Nos concentraremos en el estudio de funciones de n = 2 o de n = 3 variables. La mayoria de
las aplicaciones que veremos se refieren a problemas que se pueden modelar en términos de 2 0 3
cantidades. Intentaremos en la medida de lo posible interpretar graficamente las situaciones que se
presenten, mediante dibujos en el plano y en el espacio.

3.1.1 Funciones escalares de dos variables

Definicion Una funcion real f de dos variables es una regla que asigna a cada par ordenado de
ndmeros reales (x, y), un dnico nimero real f(x, y).
El dominio de f es el subconjunto de R? en el cual estd definida la funcién; es decir que el
dominio de una funcién de dos variables se representa como una regién del plano. El dominio
natural de una funcién f de dos variables es el conjunto de todos aquellos puntos del plano para
los cuales f(x, y) es un niimero real bien definido.
La imagen de f es el subconjunto de R formado por los valores que toma la funcién f.
Escribimos:

f:DcR>5R
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Para (x, y) € D = Dom (f) se suele escribir z = f(x, y), donde queda explicitamente definido
que z es el valor que toma la funcién f al evaluarla en el par ordenado (x,y). Las variables
x e y son llamadas variables independientes, y z es la variable dependiente. Por ejemplo dada

f(x,y) = 7/y — x2, el resultado de evaluar fen(—=1,1)es f(-1,1) =0,y fen(1,2) vale £(1,2) = 1;
pero no es posible evaluar f en (2, 1), este punto no pertenece al dominio de f.
A continuacién mencionamos algunas funciones tipicas de dos variables:

m Ejemplo 3.1.1 La funcién nula f(x, y) = 0 estd definida para todo (x, y) € R?; su imagen es el
conjunto {0}. [

m Ejemplo 3.1.2 La funcion constante f(x,y) = c (siendo ¢ una constante real fija) tiene dominio
R? e imagen {c}. [

m Ejemplo 3.1.3 Una regla de la forma f(x,y) = a + b1x + byy (con a, by y b, constantes) se
denomina funcion lineal. Asi como las funciones lineales de una variable (de la forma general
F(x) = a + bx) son importantes en el cdlculo de una variable, veremos que las funciones
lineales de dos variables desempefian un papel central en el cdlculo de dos variables. u

Otros tipos de funciones incluyen las funciones polinomiales de dos variables (como, por ejemplo,
las funciones cuadrdticas cuya forma general es f(x,y) = a1x> + ary* + azxy + bix + byy + ¢);
funciones racionales, que son cocientes de polinomios en x e y; funciones trigonométricas; funciones
logaritmicas y exponenciales, etc. Dé ejemplos para cada tipo.

X
m Ejemplo 3.1.4 Describir el dominio y la imagen de f(x, y) = o Si es posible, evaluar f
X+ y

en (—4,0), (1,0), (1,1)y (0,0).

Observamos que la expresion racional estd bien definida siempre que el denomi-

x2 +y2
nador x? + y2 sea distinto de cero, lo que implica que x e y no pueden ser simultineamente
cero. Por lo tanto, el dominio natural es el conjunto Dom (f) = {(x,y) : x> + y> # 0} =
R? - {(0,0)}.

La imagen de f estd formada por los valores z = x2+y2 para todo (x,y) # (0,0).
Observamos que z puede adoptar cualquier valor real, por lo cual Im(f) = R.

Como (—%, 0), (1,0) y (1, 1) pertenecen al dominio de f, podemos evaluar f en estos

puntos:

(502

1 1 1

ST b L)=—5——=13.
12 +0? FLD) 12+12 2

=

f(-3,0) = = -2, f(1,0) =

Pero no se puede evaluar f en (0, 0) [en la Seccién 3.2 estudiaremos cémo se comporta
f cerca de (0, 0)].
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m Ejemplo 3.1.5 La funcién de dos variables f(x,y) = 4/y — x2, su dominio natural es el

conjunto de todos los pares (x,y) de R? para los cuales la expresién 4/y — x2 es un

ndmero real bien definido, luego el radicando y — x> no puede ser negativo, con lo cual
Dom (f) = {(x,y) : y > x*}. Enel plano coordenado xy, dicho conjunto corresponde a los
puntos de la pardbola y = x? y todos los puntos por encima de ésta. Por otro lado, a partir de
la expresion de f podemos deducir que esta funcién no toma nunca valores negativos, pero
si cero o cualquier valor positivo, o sea Im (f) = [0, +o0).

Representaciones graficas
Grafica de una funcién de 2 variables: representacion en el espacio
Una forma de visualizar el comportamiento de una funcién de dos variables f(x, y) es mediante
la representacion de su gréfica.
Definicion Se llama grdfica de una funcién f de dos variables al conjunto de todos aquellos
puntos del espacio con coordenadas (x, y, z) tales que (x, y) estd en el dominiode f,y z = f(x, ).

La gréfica de una funcién de dos variables se representa como una superficie en el espacio.
Escribimos:

Graf (f) = {(x,y.2) : (x,y) € Dom(f), z = f(x, y)} = {(x, 3. f(x,y)) : (x,y) € Dom(f)}

Para una funcién F(x) de una variable, recordemos que su grafica es una curva en el plano,
con ecuacion y = F(x); la grafica de una funcién f(x, y) de dos variables es una superficie en el
espacio, con ecuacién z = f(x, y).

1z =1(x2,52)
1z = f(x,01)

y2 = f(x2)

1= f(x),

/

X1 X2

a) Grafica de una funcién de 1 variable. b) Grafica de una funcién de 2 variables.

Figura 3.1.1: Comparacion de graficas para funciones de una y de dos variables.

Utilizar el siguiente recurso para visualizar la grafica de funciones de dos variables en el
espacio.
https://ggbm.at/UJECDp5d

m Ejemplo 3.1.6 La funcion nula f(x,y) = 0 tiene como gréfica el plano coordenado xy, cuya
ecuacién es z = 0.
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m Ejemplo 3.1.7 La funcion constante f(x,y) = c se representa graficamente como el plano
(horizontal) de ecuacion z = c.

m Ejemplo 3.1.8 Realizar la grafica de la funcioén lineal f(x,y) = x — y + 2.

Como no hay ninguna condicién particular para el dominio de f, consideraremos el
dominio natural. Para determinarlo, observamos que la expresiéon x — y + 2 es un ndmero
real bien definido para cualesquiera valores reales que adopten las variables x e y, por lo que
Dom (f) =
Para obtener la imagen de la funcién observamos que los valores que toma f sonz = x —y +2,
con (x, y) € R?. Vemos asi que z puede adoptar cualquier valor real, por lo que Im (f) =
Para trazar la gréfica de f, escribimos z = f(x, y) o sea

z=x—-y+2, con(x,y)eR>?

que corresponde a la ecuacién de un plano. Sabemos del Capitulo 1 que un vector normal al
plano —x + y + z — 2 = 0 estd dado por i = —i + J + k; ademds un punto contenido en el
plano es Py(0, 0, 2), pues f(0,0) = 2. Veamos cudles son las intersecciones de este plano con
los tres planos coordenados: con el plano xy (z = 0) es larecta y = x + 2, con el plano yz
(x=0)eslarectaz = —y + 2, y con el plano xz (y = 0) es z = x + 2. Con esta informacion
podemos esbozar la grafica de f como se ve en la Figura 3.1.2.
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Figura 3.1.2: La gréfica de la funcién lineal f(x,y) =x—y+2eselplanoz =x—y + 2.

La funcién del Ejemplo 3.1.8 es un caso particular de funcién lineal. La gréfica de la funcién
f(x,y) = aix + ay + b tiene ecuacion z = ajx + ary + b, que representa un plano con vector
normal 7i = —ail — a»] + k y que contiene a Py(0, 0, b), pues f(0,0) = b. Recordemos que para
una funcién lineal de una variable, F(x) = ax + b, su grifica en el plano es la recta de ecuacién
y = ax + b, con pendiente a y ordenada al origen b; esto es, con vector director v = (1,a) y que
pasa por el punto po(0, b), pues F(0) = b. Nos preguntamos: ;todo plano es grafica de una funcién
lineal de dos variables?
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m Ejemplo 3.1.9 Describir el dominio y la imagen de la funcién f(x, y) = /16 — x2 — y2. Sefialar
el dominio de f como una region en el plano xy, y representar la grifica de f como una

superficie en el espacio.

El dominio natural de f es
Dom (f) = {(x,y) : 16 = x* = y* 2 0} = {(x, ) : x* + y* < 16}

que corresponde al circulo con centro en el origen y radio 4, en el plano xy, como se ilustra
en la Figura 3.1.3 a); para puntos fuera de ese circulo, la funcién no estd definida.

La imagen de f es el conjunto de todos los valores que toma la funcién, en este caso entre 0
[cuando (x, y) pertenece a la circunferencia frontera del dominio] y 4 [cuando (x, y) = (0,0),
tinicamente].

¥
(0,4)

- y
(0,4,0)

a) Dominio de f. b) Superficie grafica de f.

Figura 3.1.3: Dominio y grifica de la funcién f(x, y) = 4/16 — x2 — y2.

La grafica de f es la superficie formada por los puntos (x, y, z) del espacio tales que

7=+4/16 = x2—y2  con (x,y) € Dom(f).

Para reconocer cudl es esta superficie, podemos elevar al cuadrado ambos miembros de la

igualdad, z> = 16 — x> — y2, teniendo en cuenta que z > 0, luego x* + y* + z> = 16, siendo

z2>0.

Identificamos entonces que la grafica de la funcién f(x, y) es una superficie cuddrica: la

mitad superior de la superficie esférica con centro en el origen y radio 4, como se muestra en

la Figura 3.1.3 b). Observe que s6lo hay grafica por encima del circulo de la Figura 3.1.3 a).
[

En relacién al Ejemplo 3.1.9, ;cudl es la funcidn de dos variables cuya grafica es la mitad
inferior de la superficie esférica? La superficie completa de una esfera, ;puede ser la grifica de
una funcién de dos variables? ;Por qué? Reflexione y explique cudles de las superficies cuddricas
vistas en el Capitulo 1 pueden ser la grafica de una funcién de dos variables; dé un criterio grafico
general para que una superficie en el espacio sea grafica de una funcion de dos variables (recuerde
el “criterio de la recta vertical” en Analisis Matematico I).

m Ejemplo 3.1.10 Trazar la gréfica de la funcién cuadrética f(x, y) = x> + 16y>.

Se tiene Dom (f) = R? e Im (f) = [0, +o0). La grafica de f es la superficie z = f(x, y),
o0 sea
z=x*+16y% con(x,y) € R

Para poder esbozar la superficie grafica consideramos sus trazas horizontales y verticales.
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Las trazas horizontales se obtienen haciendo z = k en la ecuacién de la superficie, tomando
distintos k € Im (f) (;por qué este rango para k?):

z:x2+16y2, z=k = x2+16y2:k, 7 =k.
Luego, i) si k = 0 da solamente el punto (0, 0) del dominio, ii) si k > 0 da una elipse de

semiejes Vk y Tk en el plano z = k.

Las trazas verticales x = a (tomando distintos @ € R) se obtienen reemplazando x por a en la
ecuacion de la superficie: para cadaa, las ecuaciones z = a+16y1x=a representan una
pardbola en el plano x = a. De manera similar las trazas verticales y = b dan: para cada b, la
pardbola z = x> +16b% enel plano y = b. A partir de esta informacién podemos reconocer
que la superficie grafica de f es un paraboloide eliptico de eje z.

m Ejemplo 3.1.11 Trazar la gréfica de f(x, y) = y>.

Observamos que esta funcion estd bien definida para cualquier valor real que adopten las

variables independientes (cualquier y, de hecho), por lo que Dom (f) = R%. Vemos también
que f toma s6lo valores mayores o iguales a 0, por lo que Im (f) = [0, +o0).
La grifica de f tiene ecuacién z = y* que, como sabemos, corresponde a un cilindro
parabdlico de eje x (ver Seccién 1.7 del Capitulo 1). Para ayudarnos a dibujar notamos que
la traza vertical x = a determina la pardbola z = y* en el plano x = @, como se puede ver en
la Figura 3.1.4. ;Cémo son las trazas verticales y = b? ;Y las horizontales z = k? Marquelas
en la figura.

Figura 3.1.4: La grafica de f(x,y) = y? es la superficie dada por el cilindro parabdlico
2
7=y

m Ejemplo 3.1.12 Estudiar la grafica de la funcion trigonométrica f(x, y) = sen x para x € [0, 4r],
y €[0,5].

El dominio natural de f(x, y) = senx es todo R? pero aqui el dominio estd expresamente
acotado; entonces Dom (f) = [0, 4x] X [0, 5]. Justifique que Im(f) =[-1,1].
La gréfica de esta funcion es la superficie de ecuacion z = sen x, que es un tipo de superficie
de las denominadas cilindricas (ver Seccién 1.7.2 del Capitulo 1). Dibuje esta superficie,
ayudandose en la forma de las trazas verticales y = constante. Tiene la forma de una chapa
acanalada, de dimensiones 4 por 5 de base. Visualice usando Geogebra.
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Curvas de nivel: representacion en el dominio de la funcién

Una manera alternativa de visualizar una funcién (no constante) de dos variables f(x, y) puede
obtenerse indicando en distintos puntos del dominio cudnto vale la funcién y “conectando” los
puntos (x, y) que dan el mismo valor de f. Realizando este procedimiento para distintos valores de
f, se obtiene un conjunto de curvas en el mismo plano en el que estd definida la funcién: cada una
de las curvas se genera uniendo puntos del dominio donde la funcién toma el mismo valor, se dice
que sobre esa curva la funcién “tiene el mismo nivel”.

Definicion — Curva de nivel. Se llama curva de nivel k de una funcién f de dos variables al
conjunto de todos los puntos del dominio de f con coordenadas (x, y) tales que f(x,y) = k,
siendo k una constante que pertenece a la imagen de f. Llamando Ci a la curva de nivel &,
entonces

Cr ={(x,y): (x,y) € Dom(f), f(x,y) =k} para cada k € Im (f).

La manera de representar a la funcién es mediante su mapa de niveles o mapa de contornos,
que se obtiene dibujando unas cuantas curvas de nivel, para distintos valores de k. Es comiin tomar
valores de k equiespaciados.

El siguiente recurso permite identificar curvas de nivel de una funcién de dos variables:
https://ggbm.at/Us7Y66Dx

m Ejemplo 3.1.13 Trazar varias curvas de nivel para las funciones de los siguientes ejemplos:
a) Ejemplo 3.1.8, b) Ejemplo 3.1.9, ¢) Ejemplo 3.1.11. En cada caso, a partir de las curvas
de nivel, extraer conclusiones sobre el comportamiento de las correspondientes funciones.

a) flxy)=x-y+2
Vimos que Dom (f) = R?, luego el mapa de contornos cubre todo el plano xy; y
vimos que Im (f) = R, por lo tanto consideramos las curvas de nivel correspondientes
a cualquier ndmero real k.
La curva de nivel k, que se obtiene haciendo f(x, y) = k, en este caso queda

x—-y+2=k

oseay = x +2 — k, que es una recta (en R?) de pendiente 1 y ordenada al origen
2 — k. Se muestran en la Figura 3.1.5 a) algunas curvas de nivel para distintos valores
de k; notamos que cuando k aumenta en una unidad (lo que significa que la funcién f
aumenta en uno, o sea que la altura de su grafica aumenta una unidad), la curva de
nivel estd desplazada hacia abajo en una unidad. Las curvas de nivel para distintos
valores de k equiespaciados (por ejemplo, k = -2, 0, 2, .. .) dan rectas paralelas entre
si, igualmente espaciadas. Se deduce que la superficie grafica tendrd siempre la misma
pendiente; de hecho vimos que la grafica es una superficie plana; ver Figura 3.1.2.

b) f(xy) =162~ y2:
Su dominio es Dom (f) = {(x,y) : x> + y> < 16} (ver Figura 3.1.3, y vimos que
Im (f) = [0, 4], luego los valores de k para las curvas de nivel k deben ser nimeros

reales entre 0 y 4; consideramos, por ejemplo, las curvas de nivel k =0, 1, 2, 3, 4.
Para obtener la curva de nivel k hacemos

16 —x2 —y2 = k.

Elevando al cuadrado y despejando queda x? + y? = 16 — k2, que reconocemos como

la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen y radio V16 — k2 (aqui
notamos que el radio queda bien definido ya que, como sabemos, k € [0, 4]).
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Si tomamos k£ = 0, la curva de nivel es la circunferencia de radio 4; para k = 1,
serd la circunferencia de radio V15, etc. Vemos en la Figura 3.1.5 b) que el mapa de
contornos consiste en una sucesion de circunferencias concéntricas, centradas en (0, 0)
y de radio decreciente a medida que k aumenta: las circunferencias van desde Cy dada
por x> + y* = 16 para k = 0 achicéndose hasta “degenerar en un punto”, el origen, ya
que para k = 4 la curva C4 dada por x* + y? = 0 corresponde al punto (0, 0).
Observamos también que el mapa de contornos en este ejemplo (a diferencia del
ejemplo anterior) ocupa solamente el circulo de radio 4, lo que se corresponde por
supuesto con el dominio de la funcién.
fley) =™
Su dominio es R? y su imagen son los nimeros reales mayores o iguales a 0. Luego
consideramos k > 0. La curva de nivel k estd dada por y*> = k en R2, lo que implica
ly| = Vk, esto es y = +Vk.
Las curvas de nivel son, para cada k, un par de rectas paralelas al eje x. Observamos
en la Figura 3.1.5 c¢) que para valores pequefios del nivel k las curvas estdn separadas,
y se van juntando a medida que k crece. Esto significa que la grafica tiene siempre la
misma altura a lo largo de rectas paralelas al eje x; ademds, que la superficie es cada
vez mds empinada a medida que crece en altura. Estas consideraciones son coherentes
con la grifica del cilindro parabélico en R? (Figura 3.1.4).

Yy

k=-2

\ 9
k= k=2

0

Q) fny)=x—y+2 b f(xy)=4/16—x2-y? c) f(x,y) =y

Figura 3.1.5: Curvas de nivel para funciones de dos variables.

Conexion entre grafica y mapa de curvas de nivel

Por construccidn, para los pares (x, y) del dominio que forman una dada curva de nivel, la
funcién f toma el mismo valor. Luego, la curva de nivel & muestra todos los pares del dominio
donde la gréfica de f tiene nivel o “altura” k. A partir de las curvas de nivel rotuladas con su nivel
o altura de funcién, se puede inferir la grafica de la funcién, elevando mentalmente cada curva de
nivel hasta la altura apropiada. Si se hiciera este procedimiento para todas las curvas de nivel Cy
con k € Im (f), juntas conformarian la grafica de f.

Tracemos las curvas de nivel 0, 16 y 64 de la funcién f(x, y) = x> + 16y? del Ejemplo 3.1.10,
cuya gréfica vimos que es un paraboloide eliptico.

Figura 3.1.6: Dos representaciones equivalentes de la funcién f(x, y) = X+ 16y2: mediante la
gréfica espacial (un paraboloide eliptico) y mediante curvas de nivel planas (elipses).
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La curva de nivel 0 estd formada por los puntos del plano xy donde
fx,y)=x>+16y> =0 0 sea (x,y) =(0,0)

es decir que Cy = {(0,0)}. La curva de nivel 16 es el conjunto de puntos del plano xy donde

2
f(xy) = x> +16y* = 16 o0 sea %+y2=1

2
es decir que Cig = {(x,y) : x_2 + y? = 1}, la representacion gréfica de Cy¢ en el plano xy es la

elipse con semiejes 4 y 1. Los puntos que pertenecen a la curva de nivel 64 cumplen

2 2

X y
flx,y)=x>+16y> =64  osea §+?=1

2 2
es decir que Cgq = {(x,y) : % + ;—2 = 1}, la representacién grafica de Cgq en el plano xy es la
elipse con semiejes 8 y 2. Ver Figura 3.1.6.

Veamos ahora cudl es la relacion entre las curvas de nivel de f y las trazas horizontales de su

grafica. La Figura 3.1.6 muestra la traza horizontal z = 64 de la grafica de f que es la superficie

dada por z = x> + 16y>. Notamos que esta traza estd directamente arriba de la elipse x8_2 + % =1,
que es la curva de nivel 64 de f, en el dominio de la funcién. Dicho de otra forma, la curva de nivel
f(x,y) = 64 es la traza de la superficie grafica para z = 64 proyectada en el plano xy.

El ejemplo que acabamos de analizar ilustra un resultado que es general:

La curva de nivel k de una funcién f(x, y) es precisamente la proyeccion en el plano xy de la

traza horizontal z = k de la superficie que es grifica de f. Ver Figura 3.1.7.

Grafica
z=f(xy)
I'4

Curvadenivel: f(x,y) =k

Figura 3.1.7: Relacion entre la curva de nivel k y la traza horizontal z = k de la grafica de f

Dicho de otra forma, si se dibujan curvas de nivel de una funcién y se visualizan como si se
elevaran hasta el nivel que indica k, es posible trazar mentalmente una grifica aproximada. Por
ejemplo: la superficie serd empinada donde las curvas de nivel se aproximan mucho y serd mas
plana donde estdn mds separadas. Analicemos el Ejemplo 3.1.130).

Conociendo las curvas de nivel dadas por x> + y? = 16 — k? para varios k, podemos imaginarnos

la grafica de la funcién dada por z = /16 — x2 — y? si “subimos” cada curva hasta la altura z = k
correspondiente. Asi notamos que, partiendo de k = 0 la grafica serd més “empinada” al principio
y se ird “aplanando” a medida que avanzamos en altura, lo que concuerda con la grifica de la

superficie esférica. Ver Figuras 3.1.3b) y 3.1.5 b).
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. Qué ejemplos conocemos de curvas de nivel?

En los mapas topogrdficos, por ejemplo, se trazan curvas de nivel de regiones montafiosas. En
este caso las curvas de nivel unen puntos de la regién que tienen la misma altura respecto del nivel
del mar.

Otro ejemplo son las isotermas correspondientes a una regién. Si pensamos en un mapa
meteoroldgico que indique por ejemplo las temperaturas promedio del mes de enero, las isotermas
son curvas imaginarias en un planisferio que van conectando los lugares del mundo que tienen
la misma temperatura promedio en ese mes. Del mismo modo, las isobaras conectan sitios de
igual presion. ;Qué otros ejemplos conoce? Es comiin en este tipo de mapas, utilizar una escala de
colores; interprete qué representa.

Evaluacion de una funcion de 2 variables a lo largo de una curva

Resaltamos el siguiente resultado: si evaluamos la funcién f(x, y) en los puntos de una curva
de nivel, la funcién toma un mismo valor: el valor del nivel correspondiente. Como vimos en
el Capitulo 2, podemos describir la curva dada por Cr = {(x,y) € Dom(f): f(x,y) =k} por
medio de una funcién vectorial de un pardmetro como 7 (¢) = (xx(¢), yx(¢)),t € I C R. Dicho de
otro modo, si evaluamos la funcién en cualquier punto de la curva de nivel, da el valor del nivel:
f(xr(t), yi(t)) = k, paratodo t € I.

Por ejemplo, la evaluacién de f(x,y) = /16 — x> — y? en los puntos de la curva dada por

F(t) = (cost,sent) da f (x = cost, y = sent) = \/16 —cos2t —sen? 7 = V15 = constante. Luego
la curva dada es la curva de nivel k = V15 de f.

Por tltimo, podemos preguntarnos cudnto vale una funcién si la evaluamos en los puntos de una
curva arbitraria contenida en el dominio de la funcién, aunque no sea necesariamente una curva de
nivel: Si 7(t) = (x(r), y(t)) con ¢ € I es una parametrizacién de una dada curva C ¢ Dom (f) c R?,
los valores que toma f(x, y) para puntos de la curva C se obtienen como f(x(t), y(¢)) o, usando
notacién vectorial, f(7(r)). Por ejemplo, la evaluacién de f(x,y) = y* en el segmento que va de
A(2,-1) a B(2, 1), parametrizado por (1) = (2,f) cont € [-1,1], da f(7#(1)) = f(x =2,y =1) = 1%,
(Cuanto da la evaluacién de f en los demds bordes del rectingulo [—1, 2] X [-1, 2] ? ; Alguno de
los bordes es una curva de nivel? Observe las Figuras 3.1.4 y 3.1.5 ¢).

Funciones escalares de tres variables

Definicion Una funcion real f de tres variables es una regla que asigna a cada terna ordenada
de ntimeros reales (x, y, z), un Gnico ndmero real f(x,y, z).

El dominio de f es el subconjunto de R3 en el cual estd definida la funcién; es decir que el
dominio de una funcién de tres variables se representa como una region sélida del espacio. El
dominio natural de una funcién f de tres variables es el conjunto de todos aquellos puntos del
espacio para los cuales f(x, y, z) es un nimero real bien definido.

Laimagen de f es el subconjunto de R formado por los valores que toma la funcién f. Escribimos:

f:EcCR)>R

Para (x, y,7z) € E = Dom (f) se puede escribir w = f(x, y, z), donde queda explicitamente
definido que w es el valor que toma f en la terna ordenada (x, y, z). Las variables x, y, z son
llamadas variables independientes, y w es la variable dependiente.

Por ejemplo, dada f(x,y,z) = 4x + &% In(x? + z%), el resultado de evaluar f en (1, 1,0) es
f(1,1,0) =4,y fen(0,—1,1) vale £(0,—1, 1) = 0; no es posible evaluar f en (0, 2, 0), este punto
no pertenece al dominio de f.

( Como se expresan la funcidén nula, una funcién constante y una funcién lineal de tres variables?
Dé otros ejemplos, y analice dominio e imagen.
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Representacion grafica

El concepto de gréafica para una funcién de tres variables no es titil, pues como vivimos en un
mundo tridimensional nos resulta dificil imaginar conjuntos en R*. Como alternativa, apelamos a
una representacion espacial que lleva a introducir la idea de superficie de nivel para una funcién de
tres variables, extendiendo el concepto de curva de nivel visto para funciones de dos variables.

Superficies de nivel: representacion en el dominio de la funcién

Definicion Se llama superficie de nivel k de una funcién f de tres variables al conjunto de
todos los puntos del dominio de f con coordenadas (x, y, z) tales que f(x,y, z) = k, siendo k
una constante que pertenece a la imagen de f. Llamando Si a la superficie de nivel k, entonces

Sk = {(x7y7 Z) : (X, Vs Z) € Dom(f), f(x9y9 Z) = k}
para cada k € Im(f).

Podemos interesarnos en los valores que toma una funcién de tres variables en los puntos de
una superficie arbitraria contenida en el dominio de la funcién, aunque no sea necesariamente una
superficie de nivel de la funcién. Dejamos esto pendiente para mds adelante, después de que veamos
como parametrizar superficies en el espacio.

El valor de una funcién f(x, y, z) en cualquier punto de una superficie de nivel S, es igual a k.

Supongamos que f(x,y,z) = x> + y*> + z%, cuyo dominio es todo R*. Una superficie de nivel
es un subconjunto de R? en donde f es constante. Por ejemplo, la superficie de nivel 1 para f es
el conjunto donde x? + y? + z2 = 1. A éste si lo podemos visualizar: es la superficie esférica con
centro en el origen y radio 1 en R?. Si buscamos todos los puntos para los cuales f vale 4, notamos
que corresponde a la superficie esférica x> + y* + z* = 4. Entender las superficies de nivel ayuda a
entender, en parte, la funcién en cuestion.

m Ejemplo 3.1.14 Describir las superficies de nivel de f(x, y,z) = x> + y* + 2%

Dado que Im(f) = [0,+c0), consideramos superficies de nivel con k > 0. Para
ello hacemos f(x,y,z) = k; reemplazando la funcién queda una superficie Sy dada por
x>+ y2 +72= k, que reconocemos facilmente: si k = 0 como el punto (0,0,0), 6si k > 0
como la ecuacién de la superficie esférica con centro en el origen de coordenadas y radio Vk.

(Ahora puede hacerse una idea grafica de f?

Con el siguiente recurso puede visualizarse las superficies de nivel asociadas a la funcién
de 3 variables f(x,y,z) = x* + y* + 2*:
https://ggbm.at/JktUn6h7

Evaluacion de una funcién de 3 variables a lo largo de una curva o sobre una superficie

Podemos preguntarnos cudnto vale una funcién si la evaluamos en los puntos de una curva
arbitraria contenida en el dominio de la funcién (por ejemplo, se quiere evaluar el potencial
eléctrico V que sufre una carga eléctrica cuando se mueve a lo largo de cierta trayectoria en
el espacio): Si 7(r) = (x(t), y(¢),z(t)) con t € I, es una parametrizaciéon de una dada curva
C c Dom (f) c R?, los valores que toma f(x, y, z) para puntos de la curva C se obtienen como
Ff(x(¢), y(t), z(¢)) o, usando notacién vectorial, f(F(z)).

@ Mencionamos, por dltimo, que en algunas aplicaciones serd conveniente identificar una
superficie que es grafica de una funcién de dos variables, con una superficie de nivel de una
funcion de tres variables. Esto se logra por ejemplo de la siguiente manera:

Dada f(x, y), su grifica es la superficie S de ecuacién z = f(x, y). Podemos definir una nueva


https://ggbm.at/JktUn6h7
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funcién de 3 variables
F(x,y,2) =z~ f(x,y)

donde ahora z entra como variable independiente de F. La superficie de nivel cero de F
satisface la ecuacién F(x,y,z) = 0, que coincide con la ecuacién de S (observar que si
queremos estudiar f y su grafica S, no nos interesan otras superficies de nivel de F' mas que
la de nivel £ = 0).

Por ejemplo, la graficade lafuncién f(x, y) = x*+16y%esel paraboloide eliptico z = x2+16y2,
que coincide con la superficie de nivel 0 de la funcién F(x,y,z) = 7 — x* - 16y?, dada por
z—-x*-16y* =0.

3.1.3 Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes funciones, estudie su grifica. Intente dibujarla y también
“fabricarla” con ayuda de papel grueso, cartén o un objeto con la forma apropiada.

a) f(x,y)=x b) f(x,y) = IJICI o) flxy)=1-x*
d) f(x,y)=seny Q) fxy) =35 £ flay) =y
(Qué puede concluir respecto de la grafica de una funcién f(x, y) que depende explicitamente
de una sola de sus variables: f(x,y) = X(x) 6 f(x,y)=Y(y)?
2. Considere una funcién f cuya gréfica es “medio” cono de eje z, y una funcién g cuya gréfica
es un paraboloide circular también de eje z; ambas superficies tienen vértice en el origen y
abren hacia arriba. Proponga expresiones para f y g. Elija varios niveles o alturas en ambas

graficas, y proyecte en el plano xy para formar curvas de nivel para f y para g.
3. Determine dominio e imagen de las siguientes funciones, y describa la forma de las curvas

de nivel:
a) flx,y)=x—-y b) g(x,y) = 4x* + 9y?
¢) h(x,y)=In(x+y-1) d) f(x,y)=x*-y*
e) g(x,y) = e £) h(x,y) =In(9 - x* = 9y?)

4. Una placa metdlica delgada estd ubicada en el plano xy, ocupando una regién plana D. La
temperatura en el punto de la placa con posicién (x, y) es T(x, y). Las curvas de nivel de
la funcién T son isotermas, pues en todos los puntos de una isoterma la temperatura es la
misma. Trace algunas isotermas si la funcion que indica la temperatura (en grados Celsius)

100

1+ x2+2y?

5. Si V(x, y) es el potencial eléctrico en un punto (x, y) del plano xy, entonces las curvas de
nivel de la funcién V se llaman curvas equipotenciales, pues en todos los puntos de una
curva equipotencial el potencial eléctrico es el mismo. Trace algunas curvas equipotenciales

siV(x,y) = ———.
/4 _ x2 _ y2

6. En grupos, consulten en el sitio web del Servicio Meteoroldgico Nacional cudles son los
mapas de contorno que se publican. Elijan uno y analizenlo en términos de una funcién de
dos variables. Intercambien el andlisis con otro grupo.

7. Describa, utilizando coordenadas polares, las curvas de nivel de la funcién

estd dada por T(x,y) = (x,¥) € D. ;{Dénde estd mas caliente la placa?

2xy
- ,y) # (0,0
fOay) =19 x2+y? (o3 = 0.0
0 (x.y) =(0,0)
8. Determine dominio e imagen, y describa las superficies de nivel de las siguientes funciones:
a) f(x.2)=In(x -y +2) b) g(x,y,2) = x> +3y* +52°

¢) h(x,y,2) = x* = y?
9. (Coémo debe ser la expresion de una funcién de tres variables, para que sus superficies de
nivel sean elipsoides concéntricos en R3, centrados en (0, 0, 0), de tal forma que el tamaifio de
los elipsoides: a) aumenta con el nivel; b) disminuye con el nivel?
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Limite y continuidad

El concepto de limite es una herramienta bésica y util para el andlisis de funciones; nos permite
estudiar derivadas y por lo tanto maximos y minimos de funciones.

Pensemos primero en una funcién F(x) de una variable, F : I ¢ R — R, y recordemos lo visto
en el curso de Andlisis Matematico 1. ;Qué quiere decir que el limite de F cuando x tiende (se
acerca) a xp, es igual a L? Intuitivamente esto significa que a medida que x se acerca mds y mds al
nimero Xy, los valores que va tomando F' se acercan mds y mds al valor L. Formalmente se expresa
asi:

lim F(x)=1L

X—X(0

si para cada nimero € > 0 existe un nimero ¢ > 0, tal que si x € Dom (F), entonces
O<|x—xo| <6 implica |F(x)-L| <e.

Ahora bien, nos preguntamos ;c6mo se acerca x al nimero xy? Al ser /' una funcién de una variable
(el dominio estd incluido en la recta real, es unidimensional), s6lo hay dos direcciones o caminos
posibles para llegar al nimero xy: desde la izquierda o desde la derecha de xy. Si el limite por la

izquierda, 1im F(x), es distinto del limite por la derecha, lim+ F(x), entonces el limite de la funcién
X—>X0 X—>XO

cuando x se acerca a xp no existe; mientras que si ambos limites laterales existen y coinciden,
entonces la funcion tiene ese limite.

En el siguiente recurso pueden explorar la relacion entre € y 6 en la definicion de limite
para funciones de una variable: https://ggbm.at/zfmrwsq9

Para funciones de varias variables, aunque el concepto de limite es similar al visto para una
variable, el cdlculo es un poco més elaborado.

Limite de una funcion de dos variables

Pensemos ahora en una funcién real f(x, y) de dos variables, f : D c R — R. Se dice que la
funcién de dos variables f(x, y) tiene limite L (nimero real fijo) cuando (x, y) tiende a (xg, yg), si
para todos los puntos de coordenadas (x, y) suficientemente cercanos al punto (xg, yo), los valores
f(x, y) son arbitrariamente préximos al nimero L. Notamos que la definicién es similar a la del
limite para una variable. Sin embargo, si tenemos en cuenta que f es una funcién de dos variables
(definida sobre un dominio bidimensional), entonces el punto (x, y) podra acercarse al punto (xo, yo)
desde muchas direcciones. De hecho, hay infinitas maneras de acercarse a un punto en el plano. La
direccion del acercamiento es muy importante, como veremos a continuacion.

Definicién Se dice que una funcién f(x, y) tiene limite L cuando (x, y) tiende a (xo, yo), que se
escribe

lim x,y) =1L,
(x,y)ﬁ(xo,yo)f( Y)

si para cada nimero € > 0 existe un nimero § > 0, tal que si (x, y) € Dom (f), entonces

0< \/(x—xo)2+(y—yo)2 ) implica |f(x,y)—L| <e.

La diferencia |f(x,y) — L| es la distancia entre los nimeros f(x,y) y L; mientras que

\/ (x — x0)* + (y — y0)? es la distancia entre el punto (x,y) en el dominio de la funcién y el
punto (xo, o). La definicion de limite dice, entonces, que la distancia entre f(x, y) y L es arbitraria-
mente pequeia siempre que la distancia entre (x, y) y (xo, yo) sea suficientemente pequefia. El punto
(x0, ¥0) puede no pertenecer al Dom (f); el Gnico requisito es que los (x, y) varien en el Dom (f).

[Recordar, por ejemplo, que la funcién F(x) = no contiene a xp = 0 en su dominio pero sin

X
embargo F' tiene limite cuando x — 0; ;cudnto vale este limite?]


https://ggbm.at/zfmrwsq9
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En el siguiente recurso se puede explorar la relacion entre € y ¢ para funciones de 2
variables: https://ggbm.at/j436nsBm

Como vemos, la definicidn se refiere sélo a la distancia entre (x, y) y (xo, o), y no dice nada
sobre la direccién de acercamiento. Por lo tanto, si existe el limite, f(x, y) debe acercarse al mismo
ndmero L independientemente de cémo (x, y) se acerque a (xo, yo). Obviamente, resulta imposible
analizar todos los caminos que llegan a(xo, yp) para ver a qué valor tiende f por cada uno de ellos.
Tendriamos que construir todas las curvas que pasan por (xg, yo) y evaluar f en los puntos de esas
curvas.

Abhora bien, si se intenta ver a qué valor tiende f siguiendo dos o tres caminos que lleven a
(x0, y0), y resulta que los valores obtenidos son distintos, se tiene un criterio sencillo para determinar
que el limite NO existe.

(Pero si se prueba por varios caminos y se obtiene el mismo valor? ;Significa que ese valor
es el limite? La respuesta es NO: no alcanza con que por algunos caminos dé lo mismo. Y aqui
encontramos una complicacién porque, como dijimos, no se puede analizar lo que ocurre con f
por todos los caminos posibles. Sin embargo, después de obtener el mismo valor L a lo largo de
varias trayectorias, se podria suponer que el limite existe y que toma el valor L. En este caso,

para asegurar que efectivamente ( )lir(n ) f(x,y) es igual a L, se debe satisfacer la definicion
X,¥)—(X0,Y0
dada previamente. A menudo esta condicién no resulta facil de comprobar, pero se pueden usar

herramientas alternativas que permitan asegurar si el limite existe y que en tal caso vale L.
Veremos algunas propiedades ttiles y varias técnicas para el cdlculo de limites.

Propiedades de los limites de funciones de dos variables
Las reglas de limites para funciones de una variable se extienden a funciones de dos variables.
Se tiene el siguiente criterio:

Proposicién 3.2.1 — Criterio del “sandwich”. Si existen funciones g(x, y) y h(x, y) tales que

g(x,y) < f(xy) < h(x,y)
para todo (x, y) # (xo, yo) en un disco con centro en (xo, yo), y si

lim X,y) = lim h(x,y) =1L,
(X,Y)H(xo,yo)g( Y) (2, y)—(x0,¥0) ()

entonces

lim x,y)=L.
(x’y)_)(-x()’y()) f( y)

1
m Ejemplo 3.2.1 Calcular lim y? sen (—)
(x,3)—(0,0) X

1
Considerando que —1 < sen (—) < 1 paratodo x # 0, se cumple la siguiente desigualdad:
X

1
—y2 < y2 sen (—) < yz.
X

2

Si definimos g(x, y) = —y*> y h(x, y) = y*> tenemos que

lim x,y)= Ilim h(x,y)=0,
(X,Y)H(O,O)g( ) (x,y)—(0,0) ()


https://ggbm.at/j436nsBm
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por lo tanto aplicando el criterio dado resulta

1
lim  y? sen (—) =0.
(x,¥)—(0,0) X

Teorema 3.2.2 Sea ¢ € R una constante, y f y g funciones reales de dos variables tales que
existen los siguientes limites

lim (x,y)=1L, Iim (x,y)=M.
(X,Y)*(xo,yo)f Y (X,Y)H(xo,yo)g Y

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
D lim  [f(xy)+gxy)]=L+M
(x,3)—(x0,0)

11) lim [cf(x,y)]=cL
(x’y)ﬁ(xo’y())

m)  lim 0)[f(x,y) g,y =LM

(o6, y)—(x0,y
L
im f(x,y):_ siM+#0
xy)—=xoy0) 8(x,y) M

V)

Ademds, si M = 0y L # 0, entonces Iim M no existe.

(x,y)=(x0.y0) 8 (%, ¥)

Aplicando estas propiedades a funciones polinomiales y racionales, obtenemos el util resultado
de que el limite cuando (x, y) — (xo, yo), puede calcularse evaluando directamente la funcién en
(x0, yo). El tnico requisito a tener en cuenta es que las funciones racionales estén definidas en
(x0, yo), esto es, que (xp, yo) pertenezca al dominio de la funcién racional.

2

m Ejemplo 3.2.2 a) Calcular, si existe, el limite de cuando (x,y) — (2,—1). b) Encontrar

x2 +y2
2
X —x
el limite de Y

¥ -y

a) Se trata de una funcion racional que estd bien definida en (2, —1). Por lo tanto podemos
calcular el limite aplicando la propiedad 1v) del Teorema 3.2.2, y por evaluacién
directa de los polinomios del numerador y denominador resulta:

cuando (x,y) — (0,0) y cuando (x, y) — (1, 1).

5x%y  52%(-1)

im = = 4.
(xy)—>2-Dx2 +y2 224 (-1)2

b) Como el denominador Vx — 4/y tiende a 0 cuando (x, y) — (0, 0) (yendo por caminos
en el primer cuadrante), no podemos usar la regla del cociente. El numerador también
se anula. Veamos como resolver esta indeterminacion. Si multiplicamos el numerador y
el denominador por Vx + +/y (que, fuera del origen, es distinto de cero), produciremos
una fraccidn equivalente cuyo limite si sabemos calcular:
i TR g 2T 0) (VXN
=00 VX = 1/y (x3)=(00) (Vx — /¥) (VX +/y)
L G- (VEEY)
(x.y)—(0,0) xX=y

lim x(\/;+\/§) - o

(x,y)—(0,0)
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Notar que el dominio de la funcién original —xx f/y_ esel conjunto {(x,y) : x >0,y >
0,con x # y}, porlocual el factor x — y es distinto dye cero, luego pudimos simplificarlo.
Notar, por otro lado, que el dominio de la funcién simplificada x(Vx + +/y) es el
conjunto {(x,y) : x > 0,y > 0}. Ambas funciones coinciden, salvo sobre la recta
y = x, donde la primera no estd definida. Lo interesante de la nocién de limite es
precisamente que “en el limite” se aproximan al mismo valor real, en este caso, 0.
Resolver el caso (x, y) — (1, 1), para lo cual se puede usar un razonamiento similar.
[

m Ejemplo 3.2.3 Determinar, si existe, el limite cuando (x,y) — (O 0) para cada una de las

siguientes funciones: a) f(x,y) = 2 , b) f(x,y)= 2 , ) fx,y) =

2 2 2

Notamos que en los tres casos el dominio es R? — {(0,0)}, y que tanto el polinomio del
numerador como el del denominador tienden a O al acercarse al origen. Veamos qué pasa
con cada funcién racional en el limite.

a)

b)

Analizaremos qué pasa cuando nos acercamos a (0, 0) por diferentes caminos. Por
ejemplo, si nos acercamos al origen por el eje x, o sea yendo por puntos con y = 0, la
funcién toma el valor f(x,0) = & = 1 (x no es cero). Si nos aproximamos por el eje y,

o sea con x = 0, se tiene f(0, y) = —2 = —1 (y no es cero). Por lo tanto, encontramos
dos trayectorias que llegan al origen, pero tales que a lo largo de cada una de ellas

f toma valores diferentes (1 6 —1). Esto es justificacion suficiente para afirmar que
o=y
Iim

NO existe.
(x,y)—(0,0)x% + y?

O
Observamos que alo largo de larecta x = 0 (el eje y), la funcién queda f(0, y) = =0
siempre que y # 0. De manera similar, a lo largo de larecta y = 0 (el eje x), la fun(:lon
queda f(x,0) = — = 0 siempre que x # 0. Pero si consideramos llegar al origen a lo
x?

largo de, por ejemplo, una recta de pendiente m arbitraria, y = mux, resulta que

xmx mx2 m

J(x,mx) = = =

2+ mx)?  (1+m®)x2  1+m?

siempre que x # 0 (y por lo tanto se tiene y = mx # 0). O sea que, a lo largo de la
m
recta y = mx, con una dada pendiente m, la funcion tiene el valor fijo ——; pero
para otra recta con distinta pendiente dara otro valor, ya que f(x, mx) depende de m.
X

Entonces, por distintos caminos toma distintos valores. Por lo tanto  lim 5
(x,¥)—(0,0) x~ + y

NO existe.

Analicemos qué pasa con la funcién a lo largo de una linea recta que pasa por el origen,
dada por y = mx, con m arbitraria. Vemos que

x (mx)? 3 m>x

x>+ (mx)* 1+ m*x?

f(x,mx) =

si x # 0. Esta expresion tiende a O cuando x — 0, para cualquier m (inclusive para
m = 0 o m infinitamente grande, que corresponden a los casos de acercamiento por
los ejes x e y, respectivamente).
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Probemos con otro tipo de camino, no recto, por ejemplo y = vx siendo x > 0. Luego

2.2 4
> v yy oy 1
f(y ,)’)— (y2)2+y4 y4+y4 2’

siy#0.
Entonces, por rectas la funcién tiende a 0, pero por otra curva (media pardbola

horizontal) vale 5 Este tipo de comportamiento no es ficil de imaginar graficamente,

2

. ) P Xy
pero ocurre en dos dimensiones. Por lo tanto  lim

NO existe.
(x,y)—(0,0)x% + y*

En los siguientes recursos se puede visualizar el comportamiento de las funciones del
Ejemplo 3.2.3. La eleccidn de distintos caminos hace que f(x, y) tienda a distintos valores.

2_ 2
flxy) = ; " iz https://ggbm.at/n3VK7zVP
flxy) = x2x.3}y2 https://ggbm.at/fatXWIpa
2 https://ggbm.at/t44£fV4W3

fy) = 52—

5 X2+ yt

3x% + 5xy? + 3y?
m Ejemplo 3.2.4 Calcular, si existe, lim 4 Y .
(x,)—(0,0) x2 +y?

5xy?

2+ 92

largo de la recta x = 0, la funcién siempre tiene el valor 3 cuando i)} # 0. De manera similar,

alo largo de la recta y = 0 la funcién siempre tiene el valor 3 cuando x # 0. Asfi, si el limite

existiese cuando (x, y) — (0, 0), el valor de ese limite deberia ser 3. Para comprobar si es asf,

podemos aplicar una de estas técnicas: a) la definicién de limite, o b) el criterio del sandwich.
a) Sea € > 0, queremos encontrar un valor ¢ > 0 tal que:

Fuera del origen, la funcién puede simplificarse como 3 + Observamos que a lo

3x% + Sxy? + 3y?

si 0<\/(x—0)2+(y—0)2<6 entonces 5 3| <e.
x2+y
Tenemos
3x% + 5xy? + 3y? 5xy? 5|x] y?
X ASxy 3y g | W S g s sy < 524 2 < 56
212 22| 212

donde se utilizé que y* < x* + y?, y que [ + y2 < 6.
€
Entonces si elegimos 6 = 3 resulta

3x% + 5xy? + 3y?
x2 +y2

3| <56 =¢€.

Esto significa que la diferencia entre la funcién y el valor 3 se puede hacer arbitraria-
mente pequefla, dentro de un pequefio disco alrededor de (0, 0). O sea que, mediante


https://ggbm.at/n3VK7zVP
https://ggbm.at/fatXWTpa
https://ggbm.at/t44fV4W3
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la definicién, demostramos que efectivamente

) 3x% + 5xy? + 3y? 3

im 3
(x,y)—(0,0) x2 +y?

tal como sospechamos a partir de dos caminos donde daba el mismo resultado.
3x% + 5xy? + 3y 3

b) Para aplicar el criterio del sandwich, buscamos acotar f(x, y) =

x2 +y2
5xy2 2 2 2 . ’
3+ ———, para(x,y) # (0,0). Como y“ < x“ + y~, se tiene que 0 < <l,y
X2+ y2 X2 +y2
entonces ) 5
5
| =Sl <5k
X2 +y x> +y
de donde 5
5
Slxl < S22 < 5.
X2 +y
Luego

3x2 + 5xy% + 3y

3-5|x] <
N e

<3+ 5]|x|.

Dado que 1lim (3 % 5|x|) = 3, comprobamos que efectivamente
(x,y)—(0,0)

3x% + 5xy? + 3y? _3

s

m
(x,y)—(0,0) x2 +y?

tal como sospechamos a partir de dos caminos donde daba el mismo resultado.

m Ejemplo 3.2.5 Calcular, si existe, lim x2 + y2In(x? + y?).
(x,y)—(0,0)
Calculamos el limite mediante un cambio a las coordenadas polares x = rcosé,
y = r sen @ considerando que

(x,y) — (0,0) esequivalente a r — O"para cualquier 6.

Por lo tanto,

lim  +/x2+y2In(x* + y*) = lim rIn(+*) = lim 2rIn(r) = 0.
(x,y)—(0,0) Y ( Y ) r—0*t ( ) r—0+t ( )

El dltimo limite es un caso de limite indeterminado de una variable que se ha estudiado en

Andlisis Matematico L. u

Resumen de estrategias:
Resumimos las distintas técnicas usadas para saber si una funcién f(x, y) tiene limite cuando
(x, y) se acerca a (xo, yo), y en tal caso hallarlo:
= Por evaluacion directa, para una funcién polinomial o racional (y, en general, para cualquier
funcién continua como veremos a continuacion): si (xg, yo) € Dom (f), entonces f tiene
limite L = f(xq, yo) [Ejemplo 3.2.2a)].
= Simplificando la expresion de f, de modo que se pueda evaluar directamente la expresion
simplificada en (xg, yo) [Ejemplo 3.2.2b)].
= Por comparacién (criterio del sandwich), acotando inferior y superiormente la funcién en un
disco alrededor de (xo, ¥o), si la funcion que acota inferiormente y la que acota superiormente
tienen ambas limite L, entonces f tiene limite L [Ejemplo 3.2.1].
= Planteando el acercamiento a (x, yo) por distintas curvas en el dominio de f que conducen a
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dicho punto. Dependiendo de los resultados que se obtienen:

* si por caminos distintos da valores diferentes, entonces se puede asegurar que f no
tiene limite [Ejemplo 3.2.3a),b),c)].

* si por los caminos propuestos da el mismo valor L, se puede sospechar que ese podria
ser el limite; en este caso se debe justificar que el limite es L usando, por ejemplo, la
definicion de limite [Ejemplo 3.2.4a)].

» Utilizando coordenadas polares para transformar el limite en términos de r y 6 [Ejemplo 3.2.5].

Continuidad de funciones de dos variables

Sabemos del curso de Andlisis Matematico I que el concepto de funcién continua de una
variable estd asociado a la idea intuitiva de una funcidn cuya grafica es una curva “sin romper”, esto
es, una curva sin saltos, el tipo de curva que generaria una particula en movimiento o al mover la
punta de un l4piz sin separarla del papel. Esta nocién de continuidad se generaliza a funciones de
varias variables. Asi, para funciones de dos variables el concepto de continuidad estd basado en la
idea intuitiva de una funcién cuya gréfica es una superficie sin huecos ni rupturas.

La continuidad de una funcién f(x, y) en un punto significa, intuitivamente, que si se cambian
las coordenadas de un punto en una pequefia cantidad, entonces el valor de f(x, y) cambia en una
pequeiia cantidad.

Definicion Una funcion real de dos variables f(x, y) es continua en (xo, yo) si:

a) existe f(xo, y0);

b) existe  lim  f(x,y);
(%,3)—(x0,0)

c) severificaque  lim  f(x,y) = f(xo, yo).
(x,¥)—(x0,0)

Decimos que f es continua en una region plana D, si es continua en todo punto (xo, y9) € D.

Usando las propiedades de los limites se puede mostrar que las sumas, productos y cocientes,
asi como la composicidn, de funciones continuas son continuas en sus dominios. Por ejemplo, una
funcién polinomial de dos variables es continua en todo R?; la funcién exponencial, seno o coseno
de cualquier polinomio en x e y también son funciones continuas en R?; In(x? + y?) es continua en
todo el plano salvo el origen (donde: a) no estd definida, y b) no tiene limite finito).

m Ejemplo 3.2.6 Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en todo R?:

5xy2 22— 2
Of =3+ 52 D8 y) = s
a) Dom(f) = {(x,y) : (x,y) # (0,0)} y observamos que f es continua en todos los
puntos de su dominio, puesto que es una funcién racional, bien definida en R - {(0, 0)}.
Podemos agregar que (0, 0) es un punto de discontinuidad evitable dado que, como
vimos en el Ejemplo 3.2.4 , existe el limite de f cuando (x, y) tiende a (0, 0).
b) La funci6n racional g es continua en R? — {(0, 0)}, su dominio natural. No estd definida
en el origen y, como vimos en el Ejemplo 3.2.3a), no existe el limite de g cuando
(x, y) tiende a (0, 0); esto caracteriza a (0, 0) como una discontinuidad esencial de g.
[

5 2
m Ejemplo 3.2.7 Dada f(x,y) =3+ % ,es posible redefinir la funcién de modo que resulte
ATty

continua en todo R?? Interpretar geométricamente.

Nos preguntamos si podemos extender esta funcién de manera tal de lograr una (nueva)
funcién f(x, y) que coincida con f(x, y) siempre salvo en el origen, pero que ademads incluya
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al (0,0) en su dominio y sea continua en dicho punto. Para ello lo que hace falta es dar un
valor apropiado para la funcién f en (0, 0): el valor apropiado es justamente el limite de f en
el origen, si existe.

5xy?

Vimos en el Ejemplo 3.2.4 que lim 3+ 5

=00 [ x4y )
podemos definir la nueva funcién f(x, y) asignando en (0, 0) dicho valor, o sea f(0,0) =
) Sxy?
lim —
(x,y)—(0,0) x2 +y2
origen. Entonces:

existe y vale 3. Por lo tanto,

3+ = 3; mientras que f(x,y) = f(x, y) para cualquier punto fuera del

5xy?

fy=13*t2r,z  eNFEOO
3 (x,y) = (0,0)

y resulta que f(x, y) es una funcién continua en todo R>.

En términos geométricos, la grifica de f es una superficie con un “hueco”, mientras que la

grifica de f es la misma superficie mds el punto (0, 0, £(0,0)) = (0, 0, 3) que rellena el hueco.
]

Limite y continuidad de funciones de tres o mas variables

Lo que hemos visto en las secciones anteriores se extiende de manera natural a funciones de
tres o mas variables. Asi,

lim fxy,z2)=L
(X,ysZ)H(XOa)’OsZO)
significa que los valores f(x, y, z) tienden al nimero L cuando el punto (x, y, z) se acerca a (xo, Yo, 20),
por cualquier camino dentro del dominio de f.

La funcién f(x, y, z) se dice continua en (xo, yo, zo) Si

lim J(x,,2) = f(x0, Yo, 20)-
(-xsysz)_)(x()sy()sz())
Notar que esta relacion comprende los tres puntos de la definicién de continuidad dada: existe la
funcién en el punto, existe el limite, y ambos valores coinciden.

Por ejemplo, la funcién
4xy

x2+y2+72-9

fx,y,2) =

es una funcién racional que resulta continua en todo punto de R? excepro en aquellos puntos para
los que se anula el denominador; en este caso, cuando 2+ y2 +72=9.Es decir, f es discontinua
en todos los puntos de la superficie esférica que tiene centro en el origen y radio 3, mientras que en
los puntos interiores y exteriores a dicha superficie, f resulta continua.

3.2.1 Ejercicios

1. Suponga que f(x, y) es una funcién tal que el ( l)in%l 3 f(x,y) =9. ;Qué puede decir del
xX,y)—(1,
valor f(1,3)? ;Qué pasa si f es continua?

2. Calcule los siguientes limites:

7x? - 2y?
a) lim (x*+5 by  lim
e Y ) o0 =T 1 y2-1
2 2
- 2xy + y
¢ lim 2TV & lim  CSnX

(x.y)—(2.2) xX=y (xy)—(00) X
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3. En los siguientes casos encuentre el limite, si existe, o demuestre que el limite no existe:

2
) lim 2 DR i —
(x,y)—(0,0) | x Y| (xy)—0,00x% — y
2 2.2
t +
6  lim X & lm ST+
(x3)—(0,0)x% + 2y? (xy)—(0,0)  x*+y?
4. ;Existe el limite en el origen para cada una de las siguientes funciones?
2 3
X X X
a) f(xy) = —— b) g(x,y) = —— ) h(x,y)=

(Para cudles de estas funciones podria extenderse la definicion al (0, 0) de manera que resulten
continuas? Justifique en cada caso.
5. Explique por qué cada una de las siguientes funciones es continua o discontinua:
a) La temperatura ambiente en una regién como funcién de la latitud, longitud y tiempo.
b) El costo de un viaje en taxi como funcién de la distancia recorrida y el tiempo de viaje.
6. En cada uno de los siguientes casos, determine y sefiale en el plano xy el dominio de
continuidad (el mayor conjunto en el que la funcién es continua):

a) f(x,y)= % b) g(x,y) =1n(2x + 3y)
¢) h(x,y) =arctg(x ++/y) d) p(x,y) =

2
X2 —
7. En cada uno de los siguientes casos, la funcién dada no esta definida en el origen. ;Se puede
extender la funcién con continuidad a todo R?, definiéndola de manera adecuada en (0, 0)?

En caso afirmativo, hagalo; en caso negativo, justifique por qué no.

2.2 2_ 2.2 2
o xT=y B 3x° —x°y” + 3y
a) f(x,y) —xym b) g(x,y)=In e
sen(x +
<) h(x,y):M
X+y

Derivadas parciales

Hemos visto algunos métodos para representar graficamente funciones de 2 6 3 variables,
pero en algunos casos estos métodos no serdn suficientes para comprender ain sus caracteristicas
mds bdésicas. Por lo visto en Andlisis Matemaético I sabemos que el concepto de derivada puede
brindarnos una gran ayuda en esta tarea. Por ejemplo, la derivada nos permite investigar zonas
de crecimiento y de decrecimiento de una funcion, localizar sus médximos y minimos, analizar la
concavidad, etc., siendo todas estas herramientas muy utiles a la hora de estudiar la grafica y el
comportamiento de una funcién. También conocemos otras aplicaciones de la derivada. Por ejemplo,
sabemos que la gréfica de una funcién continua no puede estar “quebrada”, pero ;qué pasa si la
funcioén es derivable?, ;qué caracteristicas adicionales tiene su grafica? La derivada se relaciona
con la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién. Por otro lado, la derivada de una
funcién en cierto valor de la variable se puede interpretar como la razén instantdnea de cambio de
la funcién cuando cambia la variable.

Nos preguntamos ahora ;cémo se extienden estos conceptos a funciones de mdas variables?
(Cémo podemos, por ejemplo, analizar el “cambio” de una funcién de 2 variables cuando éstas
cambian? En principio, podemos mirar cémo afecta a la funcién un “cambio parcial”, moviendo las
variables de a una. Introducimos entonces el concepto de derivacion parcial.

Sea f(x, y) una funcién de dos variables x e y en cierto dominio D de R2. Si asignamos un valor
numérico fijo a una de las variables, por ejemplo a y, y permitimos que la otra varie, la funcién f se
convierte de hecho en una funcién de una sola variable. Por ejemplo, asignemos a y un valor fijo
yo. { Como podemos representar graficamente la funcioén f(x, yg) de la tnica variable x? Para ello,
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trazamos en R> la curva C; dada por z = f(x, ), y = yo, que es precisamente la curva generada por
la interseccion de la grafica de f(x, y) con el plano y = yp, o sea, C; es la traza para y = yg de la
grifica de f, como se ilustra en la Figura 3.3.1.

;

Py(xg,¥0, [ (X0,¥0))

Grafica de

feey)

Figura 3.3.1: Py (xo, yo, f(x0, y0)) y las trazas para y = yg y para x = xg en la grafica de f(x, y).

Ubiquémonos en el plano y = yo. La curva que queda definida en este plano, corresponde
entonces a la grafica de la funcién Fi(x) = f(x, yo) de la variable x [por ejemplo si f(x, y) = x e*Y ,
para y = In2, queda Fi(x) = f(x,In2) = x e’ n2 _ x2x2].

Si Fj tiene derivada en x, entonces ésta se llama derivada parcial de f con respecto a x en (xo, Yo),

y se denota %(xo, vo). O sea que %(xo, vo) = F1 ’(xp). Recordando la definicién de derivada de

Fi(xo + h) = Fi(xo)
h

f(xo + h, yo0) = f(x0, yo)
- .

una funcién de una variable, F; '(xp) = lim , resulta
h—0

of )
8_x(x0’ yo) = }}L%

Notar que en este cociente incremental, la variable y se mantiene constante en el valor yg; el cociente
se construye evaluando la funcién en dos puntos préximos, con el mismo valor de y = yy y dos
valores de x proximos en torno a xp.

En la Figura 3.3.1 se muestra la curva C,, obtenida como la traza para x = x (fijo) de la grafica
de f. O sea, se genera la curva C; evaluando f(xo, y) para diferentes valores de y, lo que define una
funcién F>(y). Por ejemplo si f(x,y) = xexzy, para x = 1 queda F>(y) = f(1,y) = 1"y = e,

0
La derivada parcial de f con respecto a y en el punto (xo, yo), denotada por 6—(x0, Y0), se
Y

obtiene dejando x fijo (x = xp) y calculando, si existe, la derivada respecto de y en yq de la funcién
de una variable F>(y) = f(xo, y). Resulta

f(x0, yo + k) = f(x0, yo0)
p .

of )
E(Xo, yo) = ]ll_f)%

Si consideramos que el punto donde se evalian las derivadas parciales es un punto arbitrario
(x, ¥) del dominio, tenemos dos nuevas funciones de dos variables y podemos escribir lo siguiente:

Definicién Si f(x, y) es una funcién de dos variables, sus derivadas parciales respecto de x y
de y son las funciones definidas por:

OF . = i T+ 1Y) = )
ax oY = i
OF . — i LY +K) = )
ay oY =i X

si los limites existen.
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Frecuentemente también usaremos la siguiente notacién para las derivadas parciales:

0 0
Ban =gy pen =G

dF
(es una notacién mas compacta, como escribir F’(x) en lugar de — (x), pero ahora el apéstrofe no

sirve, ya que debemos indicar respecto de cudl de las dos variables se estd derivando parcialmente,
lo que se indica con un subindice x 6 y).
Se dice que una funcién es de clase C! en una regién cuando sus derivadas parciales son
continuas en todo punto de dicha region. Esto implica necesariamente que la funcién es también
continua en la region. ; Por qué?

Las derivadas se definen como el limite de un cociente incremental, que mide cudnto cambia
la funcién cuando cambian las variables; en definitiva compara el valor que toma la funcién en
un punto dado de su dominio con el valor de la funcién cuando se mueve el punto “una cantidad

af
pequeiia”. En el caso de funciones de dos variables: —— representa la razén instantdnea de cambio

de f con respecto a x cuando y estd fija, o sea cuando el punto se mueve en la direccién del versor 7;

andlogamente, Iy representa la razén instantdnea de cambio de f con respecto a y cuando x estd
y

fija, o sea cuando se mueve el punto en la direccién del versor j. Podemos decir entonces que las

derivadas parciales son derivadas de f en las direcciones dadas por los versores canénicos

0
ox J ay
(unitarios) 7 y J, respectivamente.

En los siguientes recursos se visualiza a las derivadas parciales en cada punto.
https://ggbm.at/gQVx7Xvt

https://ggbm.at/hQRz53xM

m Ejemplo 3.3.1 Evaluar, usando la definicién, las derivadas parciales de f(x, y) = xy* en (2, 3).

Para evaluar los cocientes incrementales necesitamos el valor de la funcién en el punto
(2,3) y en dos puntos préximos, uno con el mismo valor de y, otro con el mismo valor de x.
Tenemos

£(2,3)=18
fQ2+h3)=92+h)=18+9h
F(2,3+k) =203 +k)> =18 + 12k + 2k>.

Luego
of (18 +9h) — 18 9h
—~/23)=lim——~> = lim=—=1i =
8x(’) hlg%) h hli%h hlg%)g ?
y
0 18 + 12k +2k%) - 18 12k + 2k
—f(z, 3) = h’m( ) = lim ————— = lim(12 + 2k) = 12
ay k—0 k k—0 k k—0


https://ggbm.at/gQVx7Xvt
https://ggbm.at/hQRz53xM
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m Ejemplo 3.3.2 Determinar si existen las derivadas parciales de f(x,y) = x72 4+ y3/% en (0,0).

De acuerdo a la definicion, se necesita evaluar

. f0+h0)=f(0,00  (h2+0)-0 1
lim 7 = lim ; = lim — =+
I;l:)é) h—0 h—0 \/h
_ 3/2y _
tim @00 2SO0 _ g O+ =040 ve =0
k—0 k k—0 k k—0

k>0

En ambos casos, los limites s6lo se pueden evaluar por derecha (;por qué?). Decimos
que f no admite derivada parcial respecto de x en (0, 0) pero si respecto de y.
[

A los fines practicos para computar las derivadas parciales es posible, aplicar las reglas de
derivacion vélidas para funciones de una variable (manteniendo a la otra variable fija, considerandola
como si fuera una constante). Entonces, si f es de clase C Yen D c R? y (x0, Yo) € D, para obtener
fx(x0,¥0) y fy(x0, yo) se puede derivar por regla y luego evaluar las expresiones de f; y f, en el
punto (xo, Yo)-

0 0
m Ejemplo 3.3.3 Si f(x, y) = 3x%y + y>, calcular a—f(x, y)y a—f(x, y).
X y

Derivando por regla, se tiene

0 0
—f(x,y):3.2x.y+0:6xy, —f(x,y)=3x21 +3y?
ox dy

0
para todo (x, y) € R?. Para calcular 6_f’ se mantuvo a la variable y constante; mientras que
by

0
para hallar 8_f se penso a la variable x como una constante.
y

m Ejemplo 3.34 Si f(x,y) = x exzy, evaluar f,(1,In2)y £,(1,In2) si existen.
Para cualquier (x, y) € R? se tiene
f(x,y) =1 Y+ xexznyy = exzy(l +2x%y), flxy) = xe¥ Y xt = X35y

donde usamos la regla del producto y la regla de la cadena. Ambas funciones son continuas,
luego f es de clase C! en todo R2. Si ahora evaluamos las funciones derivadas parciales en
el punto (1,1n2), resulta

fx(1,In2) =2(1 +21n2), f(L,In2) =2.

En general, se tiene que el dominio de la funcién derivada estd incluido en (o como mucho

es igual) el dominio de la funcién dada. Por ejemplo, f(x,y) = +/x% + y? tiene como

.. X y
dominio todo R?, pero tanto fi(x, y) = ———— como f,(x, y) = ———
* x2 +y? y VX2 + y?

R? - {(0,0)}. En los Ejemplos 3.3.3 y 3.3.4, el dominio de f, fy y f, es R%.

son validas en
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Sabemos de Andlisis Matemadtico I que, en términos geométricos, una derivada se interpreta
como una pendiente. Observando la Figura 3.3.1, vemos que la derivada parcial f,(xo, yo) puede
interpretarse como la pendiente de la recta tangente en Py(xo, Yo, f(x0, Y0)) a la curva Cy, que es la
traza para y = yo de la superficie gréfica de f; también la derivada parcial f;(xo, yo) da la pendiente
de la recta tangente en Po(xo, Yo, f(x0, yo)) a la curva Cy, que es la traza para x = xo de la superficie
grifica de f [estas rectas, veremos, determinan un plano que es tangente a S : z = f(x, y) en Py].

m Ejemplo 3.3.5 Considerar el paraboloide del Ejemplo 3.1.10, que es la gréifica de la funcién de
af

dos variables f(x,y) = X%+ 16y2. Calcular ax
X

2, 1)y 8_(2’ 1), e interpretar estos nimeros
y

como pendientes.

Para cualquier (x, y) € R? se tiene g—f(x, y)=2x, g—f(x, y)=32y
X y

que son continuas en todo R2, luego en el punto indicado resulta
0 0
—f(2, 1)=4 —f(2, 1) =32.
ox ay

Ademds, f(2,1) = 20. El plano y = 1 corta al paraboloide generando la pardbola C; dada por
las ecuaciones z = x> + 16, y = 1 [que se puede parametrizar mediante la funcién vectorial
71(7) = (t,1,£* + 16), t € R]; la pendiente de la recta tangente a C; en el punto Py(2, 1,20) es
fx(2,1) = 4. De modo similar, la curva generada por la interseccion del plano x = 2 con el
paraboloide es la parabola C, dada por las ecuaciones z = 4 + 16y?, x = 2 [parametrizable
trivialmente mediante ©»(f) = (2,1,4 + 16t2), t € R]; la pendiente de la recta tangente a C,
en Py(2,1,20) es f,(2,1) = 32. [

Derivadas parciales de funciones de tres variables

Si f(x, y, z) es una funcién escalar de tres variables, sus derivadas parciales son las funciones
definidas por, siempre que existan los limites:

of . fx+hy ) - f(x,y,2)
i = 1

o o) = i h

of . Sy +kz) - f(xy,2)
et = 1

gy oD = k

6fk£)hz) _ lﬁnf(&3a1+l)—fix>ad
0z 1—0 l

0
La derivada a—f(x, ¥, 2), se calcula considerando a las variables y y a z constantes, y derivando
X

solamente con respecto a x; andlogamente para las otras dos. Por ejemplo, si f(x, y, z) = sen(4x+y>z),
entonces f(x,,z) = 4cos(4x +y%2), f,(x,y,2) = 2yzcos(dx +y%2),y fi(x,y,2) = y* cos(dx +
y?z), para todo (x, y, z) € R>.

Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Si f(x, y) es una funcion escalar de dos variables, sus derivadas parciales f y f, son también
funciones escalares de dos variables, de modo que podemos considerar las derivadas parciales
de éstas ultimas: (fx)x, (fx)y, (fy)x> ¥ (fy)y, que se denominan derivadas parciales segundas de

f(x,y).

Emplearemos la siguiente notacion:

‘9_f) _ 2

_ . _ 9 . _ 0 (of\_ &f
(fX)x_f”_a(ax T (f’C)y_f”_@y(ax)_ayax

2 2
<J3>x:fyx=5(5—f) 0 f 3(5_f)_0_f

ax \ay =8x6y ’ (fy)y=fyy=£ dy|  0y?
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Se leen “derivada segunda de f respecto de x dos veces”, “derivada segunda de f respecto de x
y de y”, etc.

Si las cuatro derivadas parciales segundas existen y son continuas en una regién D C R?, se
dice que f es de clase C? en D. Esto implica necesariamente que la funcién f y sus 2 derivadas
primeras también son continuas en la regién D. ;Por qué?

m Ejemplo 3.3.6 Calcular las derivadas parciales segundas de la funcién f(x, y) = cos(xy)+x cos y.
Empezamos calculando las derivadas parciales primeras de f:
fr(x,y) = —ysen(xy) + cos y, f(x,y) = —xsen(xy) — xseny.
Derivando f; respecto de x y de y, se obtiene:
fex(x,y) = =y cos(xy),  fiy(x,y) = —sen(xy) — xy cos(xy) — sen y,
mientras que derivando f, respecto de x y de y, se obtiene:
Sfx(x,y) = —sen(xy) — xy cos(xy) —sen y, fy(x,y) = —x%cos(xy) — x cos y.

Observamos el Ejemplo 3.3.6 que se repiten dos resultados. Si bien no ocurre siempre, para la
mayoria de las funciones que usaremos en la prictica las derivadas parciales mixtas (o cruzadas) fy
y fyx resultan iguales. El siguiente teorema nos dice bajo qué condiciones es valido quefyy, = fyx:

Teorema 3.3.1 — Teorema de Clairaut. Sea f(x, y) una funcién definida en una regién abierta
D c R? que contiene al punto (xo, yo). Si las funciones fxy ¥ fyx son continuas en D, entonces

TS o) = 2L (030
Dy0% 0> Y0 —axay 0, Y0)-

En el caso de una funcion escalar de tres variables, ;cudntas derivadas parciales segundas tiene?
Calculelas para el ejemplo f(x, y, z) = sen (4x + yz). ;Y una funcién de n variables?

Aplicacién: ecuaciones diferenciales parciales

Las derivadas parciales (primeras y segundas) juegan un rol importante en Fisica, por ejemplo,
donde a partir del planteo de una situacion se llega a una relacion entre distintas derivadas parciales
de una funcién desconocida. Entonces se trata de averiguar cudl (o cudles) funciones satisfacen
dicha ecuacion diferencial a derivadas parciales. No estudiaremos aqui las técnicas para resolver
ecuaciones diferenciales parciales pero si, a modo de practica, comprobaremos que una funcién
dada y sus derivadas parciales verifican cierta ecuacion diferencial.

Ejercicio Ecuacion de Laplace. Compruebe que la funcion u(x, y) = cos (x2 - yz) cosh (2xy)
satisface la ecuacion diferencial conocida como ecuacion de Laplace:

0’u  0%u

— L ==

0x2  0y?
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Seccidén 3.3. Derivadas parciales

3.3.1 Ejercicios

1.

7.

Utilice la definicién de derivada parcial para hallar f,(xo, y0)y fy(x0,yo), en los siguientes
casos:

a) f(x,y)=x*—xy+2y% (x0,%) = (-1,3)
b) f(x7y): V3x—y’ (XO,)’O):(ZI)

Encuentre, si existen, la o las derivadas parciales en (0, 0) de

xZ

floy) =1 ¥+
0, si (x,y) =(0,0).

si (x,y) # (0,0)

. Encuentre las derivadas parciales primeras de las siguientes funciones, indicando sus

dominios:
a) f(x,y)=xy*+2xy+7x b) f(x,y)=ylnx
) f(x,y)=e" +sen(x” +y) d) f(x,y)=x"
st? .
e) f(s,t)= —— ) f(x,y,z) =cos(ze™”) senx +arctg z
§2 412
) F(6y,2) = xyz 4 ——

X V,2)=x -

g »A)=YTE

1
[Recordatorio: (a*)" = a* Ina, siendo a una constante positiva; (arc tg x)" = o ]
+

. Calcule las derivadas parciales primeras de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(x,y) = x> +y2% (3.4) b) f(x,y) = x> +In(x* +y%), (0,1)
¢) f(x,y) =sen(2x + 3y), (-6,4) d) f(u,v,w) =wtg(uv), (2,0,3)

) f(ny,2) = ——, (3,21)
y+z

. Encuentre las derivadas parciales primeras para funciones de la forma: a) f(x, y) = M(x) +

N(y), b) f(x,y) = M(x) N(y), donde M(x) y N(y) son funciones reales de una variable con
las propiedades adecuadas. D€ un par de ejemplos.

. Calcule todas las derivadas parciales segundas para cada una de las siguientes funciones, y

verifique el teorema de Clairaut en el dominio que corresponda en cada caso:
@) f(xy)=e +> +xe” b) flny) = ey
X

a) Verifique que la funcién u(x, £) = e~ sen(4x) es una solucién de la ecuacién diferencial
llamada ecuacion de conduccion del calor:

ou 5 0%u
—_—=aq —
ot dx?

y determine cudl es el valor de la constante a.

b) Encuentre la constante de proporcionalidad entre u;; y uy, para la funcién u(x,t) =
Asen(kx — wt), siendo A, k, w constantes. Obtendra asi una ecuacién diferencial, la
ecuacion de onda, que modela las ondas transversales en una cuerda, donde u es la
altura de un elemento de cuerda como funcién de la posicién x del elemento y de la
variable temporal 7. Observe que si k tiene unidades de 1/m y w de 1/s, entonces la
constante de proporcionalidad se mide en (m/s)2 (y representa, de hecho, el cuadrado
de la velocidad de la onda).
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Diferenciabilidad, aproximacion lineal y plano
tangente

Pensemos en una funcién F(x) de una variable

y su aproximacion lineal alrededor de un valor xo A
de su dominio. Sabemos de Andlisis Matemético I
que al acercarnos suficientemente a un punto de

la grifica (en Rz) de una funcién derivable, la
curva y = F(x) no se distingue de la recta tangente .
en dicho punto y podemos aproximar localmente
la funcién F con una funcién lineal [justamente,
el polinomio de Taylor de primer orden: L(x) =
Pi(x) = F(xo) + F "(x0) (x — xo), que graficamente
corresponde a la recta tangente. .
Nos interesa ahora desarrollar ideas similares para
una funcién f(x, y) de dos variables. Esto es, que-
remos extender la idea de derivabilidad a un nuevo concepto (“diferenciabilidad”), que garantice la
aproximacion lineal de la funcién f. Dicho en términos geométricos, queremos que al acercarnos
suficientemente a un punto de la grifica (en R3) de una funcién diferenciable de dos variables,
la superficie z = f(x, y) no se distinga del plano tangente en dicho punto, y entonces podamos
aproximar localmente la funcién mediante una funcion lineal de dos variables (la que corresponde
graficamente al plano tangente).

o 05 1 15 2 25 3 EE 4 45

>

Diferenciabilidad

Para motivar la nocién de “diferenciabilidad” para funciones de dos variables, supondremos
primero que f(x, y) es una funcidn tal que su superficie grafica S, dada por z = f(x, y), admite
plano tangente en un punto Pg (xo, yo, f(x0, ¥0)), y analizaremos cémo debe ser la ecuacion de dicho
plano pensando en que queremos que sea una “buena” aproximacion de f cerca de (x, yo). Para
esto, recordemos que un plano (no vertical) tiene una ecuacion de la forma

Z=a+b1x+b2y.

Ahora bien, un plano que es tangente a S en un punto Py, deberd contener a las rectas tangentes
en Py a cada una de las curvas que estdn en Sy pasan por Py (ver Figura 3.3.1). En particular, las
trazas C1 y Cy paray = yo y X = Xo en S, respectivamente, son curvas que estdn en S y pasan por
Py; ademds, la recta que es tangente a cada una de estas curvas en Py tiene como pendiente una
derivada parcial de f. Por lo tanto, el plano tangente deberd contener a estas rectas tangentes, o sea

0
que en la ecuacion propuesta para el plano tangente debe ser by = a—f(xo, yo)y by = 6—f(x0, Y0)-
X Y

La constante a se determina facilmente teniendo en cuenta que el plano debe pasar por Py, 0 sea
que se debe satisfacer que a + b1xo + bayo = f(xo, yo). Asi, si hay plano tangente a la gréfica de f
en Py, obtenemos la siguiente ecuacién del plano:

£ = 30,30+ 2 (0,30) (= x0) + 2L (20, 30) (3 = o).
X dy

Ahora nos queda definir el concepto de diferenciabilidad, y lo haremos de manera tal que el
plano dado por la ecuacién anterior sea una “buena aproximacién™ a la grafica de f cerca del
punto (xo, yo, f(x0, ¥o)), cuando f sea diferenciable. Para tener una idea de lo que significa “buena
aproximacion” recordemos lo visto en Andlisis Matematico I: si F(x) es una funcién derivable en
Xo entonces existe el limite del cociente incremental y

- F@) = F(x)
X — Xp

Ii

X—X0

= F,(XO).
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F - F ’
Luego se tiene 1im M — F (xo) = 0, de donde resulta

X—X() X — _xO

lim F(x) = [F(xo) + F (x0)(x — xo)]
X=X X — Xo

=0.

Es decir que si F es derivable en xp, la recta tangente estd cerca de la grafica de F en el sentido
que la diferencia entre F(x)y L(x) = F(xp)+ F "(x0)(x = xo) se hace cero atin al dividirse por x — xp,
cuando x tiende a xo. Esta es la idea de “buena aproximacién” que queremos adaptar a funciones de
varias variables, reemplazando la nocién de recta tangente por la de plano tangente.

Definicion Sea f : D c R?> — R. Se dice que f es diferenciable en (xo, yo) € D si existen

0 0
—f X0, Y0)» —f(xo, y0), y ademas
(‘3x 8y
fxy) = [f(xo’ ¥0) + G (x0, yo)(x = x0) + S—J;(xo, yo)(y = ¥o)

lim
()= 00) V(x = x0)? + (3 = yo)?

Veamos la relacion entre continuidad, diferenciabilidad y derivabilidad (existencia de derivadas
parciales).

Recordemos, para una funcién F(x) de una variable, el teorema que asegura que si F' es derivable
(o sea, si existe F'”) en xo, entonces F es continua en xg. En el caso de una funcién f(x, y) de dos
variables se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1 Si f(x,y) : D ¢ R> — R es diferenciable en (x, yo) € D, entonces f es continua
en (X, Yo)-

Es importante resaltar que NO alcanza con que existan las derivadas parciales f, y f, en el
punto para que f sea diferenciable. El concepto de diferenciabilidad es “mdas fuerte” que el de
derivabilidad. Dicho de otra forma, la existencia de derivadas parciales es una condicion necesaria
(pero no suficiente) para que una funcién sea diferenciable. Veamos en un ejemplo que la sola
existencia de derivadas parciales NO implica continuidad ni diferenciabilidad de la funcion.

m Ejemplo 3.4.1 Sea la funcién

[ =25 silxy) #(0,0)
f(x,y)—{ 0 si(x, y) = (0,0)

Indicar si f posee derivadas parciales en (0, 0), y si f es continua y/o diferenciable en (0, 0).
Mediante célculo por definicién vemos que

h.0
O ooy e SO =00 FEE =0 0
5 %0 = lim h ab L
af £(0, k) - £(0,0) k-0 0
=2(0,0) = lim =7 — |im & — |im = = 0.
Jy k—0 k k—0 k k—0 k
Luego las derivadas parciales existen (y valen ambas cero) en (0, 0).
Pero f no es continua en (0, 0) porque no existe ( l)irr}O 0 f(x,y), como puede probarse
X,y)—(,

acercandose al origen por los ejes coordenados (donde f = 0) o por cualquier otro camino

7]
y:mx,mth,dondef:m # 0.

m
En resumen: i) la funcién dada admite derivadas parciales en el origen; ii) sin embargo, f no

es continua en (0, 0); iii) por lo tanto, no serd diferenciable en dicho punto.
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La dltima afirmacién del ejemplo anterior se justifica a través de la negacion 16gica de la
propiedad que dice que “diferenciabilidad implica continuidad”.

I Corolario 3.4.1.1 Si f no es continua en (xo, yo), entonces f no es diferenciable en (xo, yo).

Podemos observar que en general es facil decidir si existen o no las derivadas parciales de
una funcién. Sin embargo, la condicién de diferenciabilidad que figura en la definicién no es facil
de verificar en la mayoria de los casos. Afortunadamente existe un criterio sencillo, dado en el
siguiente teorema que nos brinda una condicién suficiente para que una funcién sea diferenciable:

Teorema 3.4.2 — Condicion suficiente para diferenciabilidad. Sea f : D C R®> > R, y sea

(x0, yo) € D. Si existen las derivadas parciales , y ademads éstas son continuas en un

f 0
ox 4 ay
entorno de (xg, yp), entonces f es diferenciable en (xg, yo).

3.4.2 Plano tangente

Habiendo definido el concepto de diferenciabilidad, podemos ahora dar una definicién precisa
de plano tangente a la grafica de una funcién diferenciable:

Definicion Sea f : D ¢ R? — R una funcién diferenciable en (x, yo) € D. Una ecuacién del
plano tangente a la grfica de f en el punto Pgy (xo, yo, f (X0, Y0)) €8

= £330 + 2 (30, 30) (6= 30) + S (x0,30) (v = o)
by ay

Figura 3.4.1: Plano tangente a la grafica de una funcién diferenciable.

m Ejemplo 3.4.2 Dar una ecuacién del plano tangente a la gréafica de f(x, y) = 2 +yt+eVenel
punto Py(1,0,2).

La funcién dada es diferenciable en todo R2. Luego su grafica admite plano tangente en
todo punto. Para (xg, yg) = (1,0) se tiene f(1,0) = 2, luego Py(1, 0, 2) pertenece a la gréafica
de f. Tiene sentido entonces buscar el plano tangente a la grafica de f en (1,0,2).
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Las derivadas parciales de f son

af
ox

af

—(x,y) = 4y3 + xe™”
dy

(x,y) =2x +ye*

y evaludandolas en (1, 0) dan

af
ox

af

—(1,0)=40+1e'=1.
dy

(1,0)=21+0e'"=2

Asi, una ecuacién del plano tangente a la superficie grafica de f dada por z = x* + v+ e,
en el punto Py(1,0,2) es
72=24+2(x-1)+1(y-0)

que puede simplificarse como 2x +y — z = 0.
[

Muestre que en el Ejemplo 3.3.5, el plano tangente a la grafica de f(x,y) = x> +16y?* (la gréfica
es un paraboloide eliptico) en el punto (2, 1, 20), tiene ecuacién z = 20 + 4(x — 2) + 32(y — 1), que
también puede escribirse como 4x + 32y — z — 20 = 0.

Aproximacion lineal

Vimos que si f(x, y) es diferenciable en un punto (xg, yp) de su dominio, entonces la grafica de
f admite plano tangente en el punto Py (xo, Yo, f (X0, yo)). Sabemos también que este plano tangente
I17 es localmente una “buena aproximacion” a la grafica de f cerca de Py. Ahora bien I1r, siendo
una superficie plana, puede interpretarse como la superficie grafica de otra funcién de dos variables,
yano de f (salvo que ésta sea lineal), sino de una funcién lineal.

Recordando la ecuacién para el plano tangente a la grafica de f en Py (xo, yo, f(x0, ¥0)),
deducimos que la funcién lineal de dos variables cuya gréfica es el plano Iy, se expresa como

0 0
L0 3) = Pi(s, ) = (00,30 + 220, 30) (3 = x0) + 22 (v, 30) (5 = o)
Yy

y se denomina linealizacion de f en (xg, yo), 0 también polinomio de Taylor de primer orden
alrededor de (xo, yo). Para poder obtener la linealizacion de una funcién f, ésta debe ser de clase
C' (por lo tanto, diferenciable) en el punto, lo que en términos geométricos significa que la gréfica
de la funcién f admite plano tangente.

Por medio de la linealizacion se puede obtener una estimacién aproximada de f cerca de (xg, yo),
como

f(x,y) = f(x0,y0) + g—f(xo, yo) (x = xo) + g—f(xo, yo) (¥ = Yo),
x y

que se llama aproximacion lineal de f centrada en (xo, yo).

Salvo que la funcién f sea lineal (o una funcién constante), existird una diferencia entre el
valor exacto de la funcion en un par (x, y) [distinto pero préximo a (x, yo) y el valor dado por
la aproximacion lineal en (x, y) (esa diferencia se conoce como residuo o resto de Taylor).
Tipicamente, cuanto mas cerca esté (x, y) de (xo, yo), tanto menor serd esa diferencia.

Por otro lado, una manera de mejorar la estimacién de f en (x,y) serfa mediante una
aproximacién de orden superior, por ejemplo con una aproximacién cuadrética o polinomio
de Taylor de segundo orden, que incluye en su definicion las derivadas parciales segundas de
f evaluadas en (x, yo).
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En el siguiente recurso se puede comparar la funcién y su linealizacion, calculando el error
relativo en forma dindmica: https://ggbm.at/hxEcrXwj

m Ejemplo 3.4.3 Considerar la funcién f(x, y) = x*> + y* cerca del punto (-1, 1) de su dominio.
Sabiendo que es diferenciable en dicho punto (por ser polinomial), hallar: a) una ecuacién
para el plano tangente a la grafica de f por el punto (-1, 1, f(—1, 1)); b) 1a linealizacién de f
centrada en (—1, 1); ¢) la aproximacion lineal para f en (-1, 1).

a) Para hallar la ecuacion del plano tangente debemos evaluar la funcién y sus deri-
0
vadas parciales primeras en (-1, 1). Tenemos que f(-1,1) = 2, 6_f(_1’ 1) = -2,
X
of
dy
(=1,1, f(~1,1)) es el plano dado por la ecuacién

(-=1,1) = 2. Por lo tanto, el plano tangente a la grafica de f por el punto

7=2-2(x+1)+2(-1)
b) Lalinealizacién de f centrada en (—1, 1) estd dada por la funcién
Lx,y)=2-2(x+1)+2(k-1)

cuya grafica es la superficie z = —2x + 2y — 4, precisamente el plano tangente a la
grificade fen (-1, 1,2).
¢) La aproximacion lineal de f centrada en (-1, 1) esta dada por la expresion

f,y)=2-2(x+1)+2((y-1)

Esto significa que si queremos “estimar” (sin calcular exactamente) cudnto vale la
funcion f en un punto del dominio cercano al (-1, 1), por ejemplo en (0.9, 1.05), un
valor aproximado razonable “a primer orden” es

£(=0.9, 1.05) ~ L(=0.9, 1.05) = 2—2(=0.9+1)+2(1.05-1) = 2-20.1+20.05 = 1.9

De hecho este es el valor aproximado “mds razonable a primer orden” para estimar
f(=0.9, 1.05).

Por curiosidad, halle el valor exacto de f en (—0.9, 1.05) y calcule la diferencia
que hay con el valor aproximado. ;Es muy grande la diferencia? ;Qué ocurrir si
realiza el cdlculo estimativo para un punto mds cercano a (—1, 1), por ejemplo para
(—1.001, 0.95)?
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3.44 Ejercicios

3.5

3.5.1

Xy

1. Analice la continuidad y la diferenciabilidad en R? de la funcién f(x, y) = L
X5 =y

2. Determine justificadamente el mayor subconjunto de R? en el que la funcién

Xy .
S E— (x,y) # (0,0)
24 xy+y? o
fyy =1 "
0 si (x,y) =(0,0)

es continua. ;Es diferenciable f en el origen? Justifique.

3. Considere la superficie S dada por z = 3x* — y? + 2x (;de qué cuddrica se trata?). Dé una
funcion de dos variables cuya grafica sea S. Si el punto (1, -2, 1) € S, encuentre una ecuacién
para el plano tangente a S en dicho punto. Obtenga ecuaciones para la recta que pasa por el
punto dado y es perpendicular al plano tangente hallado.

4. Determine justificadamente si las siguientes funciones son diferenciables en los puntos
indicados. En caso afirmativo, halle una ecuacién del plano tangente a la gréfica de la funcién
en dicho punto.

a) flx,y)=xy,  (0,0)

b) f(xy)=(*+y) In(x*+3%),  (0.1)
) f(x,y)=e cos(xy),  (0,0)

d) fey) =Nl O

5. Encuentre, si existe, la linealizacion L(x, y) de la funcién f en el punto indicado:
a) fx,y)=q1+x3*, (0,2
by f(x,y)=ylInx, (2, 1)
6. Encuentre la aproximacion lineal de la funcién f(x, y) = 4/20 — x2 — 7y% en (2, 1), y utilicela
para estimar aproximadamente f(1.95, 1.08).
7. Pruebe que las gréificas de f(x, y) = x> + y* y de g(x, y) = —x> — y> + xy?, tienen el mismo
plano tangente en el origen de coordenadas.
Encuentre la linealizacién de dichas funciones en (0, 0). ;Es la misma funcién? Justifique.

Composicion de funciones de varias variables. Re-
glas de la cadena.

En Analisis Matematico I se considerd la composicion de una funcién de 1 variable con otra

funcién también de 1 variable: la composicion de x(u) con f(x) da F(u) = (f o x)(u) = f (x(n)),

que depende de la variable u Para obtener la derivada de una funcién compuesta (siempre que las
funciones que se componen sean derivables), utilizamos la regla de la cadena:

dF 3 df dx
du  dx du
0, escrito de otra forma:
F'(u) = f'(x(u) x"(u).

En el contexto de las funciones de varias variables, también podemos hacer composiciones pero
ahora las opciones son diversas. Veamos diferentes formas de composicioén entre funciones de
varias variables, y las reglas de derivacién correspondientes en cada caso.

Composicion de funciones de varias variables.

Consideremos la siguiente situacién: en cierta regién plana, se conoce la temperatura en
funcién de la posicién, T'(x, y). Si una persona camina por esa region siguiendo una curva tal que
sus coordenadas son x(t) e y(¢), ;qué temperatura medird en funcién del tiempo? [recuerde el
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comentario al final de la Seccién 3.1.1, donde nos preguntamos cudnto vale una funcién f si la
evaluamos en los puntos de una curva arbitraria C parametrizada por 7(¢): lo denotamos f(F(z)).
La persona que quiere medir la temperatura a medida que se mueve por la regién debe calcular
T(x,y)para x = x(t) e y = y(1), esto es la funcion compuesta: T (t) = T(x(¢t), y(t)) = T(¥(¢)), que
resulta ser una (nueva) funcién 7~ de una sola variable independiente, t. A esta situaciéon (que
Ilamaremos “caso 2 X 17, ya que se combina una funcién de 2 variables con otras de 1 variable), la
podemos simbolizar mediante el siguiente diagrama que nos ayudard a identificar cudl es la variable
independiente en la composicion:

X

F(u) = Fx(u). y(w) f< >
y

donde cada linea se lee de izquierda a derecha como “depende de”.

m Ejemplo 3.5.1 Para f(x, y) = 5xy + x> + y*, donde x(u) = cosu, y(u) = senu, la composicién
da F(u) = f(cosu,senu) = 5cosusenu + 1 como funcién de u € R.
L]

Consideremos ahora el resultado de evaluar una funcién f(x, y, z) de 3 variables donde cada
variable depende a su vez de otra: x = x(u),y = y(u) y z = z(u). A esta situacién (que llamaremos
“caso 3 x 17), la simbolizamos diagramdticamente como

Fu) = flx(u), y(u), z(w) = f

VAR
N = =

NS
<

Vemos que la funciéon compuesta depende de 1 variable independiente, y tiene como dominio
natural todos los valores de # permitidos por la composicion.

m Ejemplo 3.5.2 Para f(x,y,z) = In(x — y + z), donde x(u) = u?, y(u) = 2u, zu) = 1, la
composicién da F(u) = f(u? 2u, 1) = In(u? = 2u + 1) = 2 In |u — 1| como funcién de u # 1.
]

Siguiendo la misma idea, genere un diagrama para el “caso nx 1” para algin n > 3. Ejemplifique.
Pasemos ahora a esta otra situacion: se quiere convertir a grados Fahrenheit, la temperatura

9
dada en grados Celsius en una placa bidimensional. Sabiendo que Tr(T¢) = 32 + =T¢ donde

Tc =Te(x, y), resulta Tr(x,y) = Tr(Tc(x, y)), que es una funcién de dos variables independientes.
A esta situacion (“caso 1 x 27), que resulta de evaluar una funcién f(x) de 1 variable que depende a
su vez de otras 2, x = x(u, v), la simbolizamos como

u

/
N

v

Fu,v) = f(x(u,v)) : f-x

Con la misma idea, ;como serd el “caso 1 X m” para algiin m > 2? Arme el diagrama, e
identifique la o las variables independientes de la funcién compuesta. Ejemplifique.

Una situacion mds general, el “caso n X m”, estd dada por el resultado de evaluar una funcién
f(x1,x2,...,x,) donde cada x; = x;(uy, up, . . ., uy,); la funciéon compuesta depende de m variables
independientes.

Hay otras combinaciones posibles, por supuesto: como ejemplo f(x, y, z) donde x = x(u, v, ),
y = y(v,w),y z = z(u, v, w) termina dando una funcién compuesta F (i, v, w, t) de 4 variables
independientes. Arme el diagrama para este caso.
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@ (Por qué insistir en cudles son las variables independientes de la funcion compuesta? Entre
otras cosas, porque vamos a calcular la variacion de la funcién compuesta, esto es, derivarla
“respecto de sus variables”.

Reglas de la cadena para derivar funciones compuestas de varias variables

Supondremos que todas las funciones involucradas a continuacién son diferenciables. Daremos
las reglas de derivacién como propiedades que pueden ser demostradas.

Para empezar, veamos el caso 2 X 1 de la funcién compuesta 7 (1) = f(x(u), y(u)).
Es claro que cuando la variable independiente u cambie, la funcién ¥ (u#) cambiard. ;Como?
Mirando la composicién notamos que un cambio en u provoca que la variable intermedia x cambie,
por lo que se va a producir un cambio (parcial) de f; y ademds el cambio en u provoca que la
variable intermedia y cambie, por lo que se va a producir otro cambio (parcial) de f. Entonces, de
manera similar a la regla de la cadena para una funcién de 1 variable, se puede probar en este caso:

Regla de la cadena Caso 2 X 1

X

/N

\y/

dF _9f dx _df dy

Si : = =L et
iFu: s du  0x du " 0y du

u, entonces

0, escrito de otra forma:

F () = fu(x(u), y)) x"(w) + fi,(x(w), y(u)) y'(u).

El diagrama que dibujamos nos ayuda a recordar la regla, si asignamos a cada linea la frase
“derivada respecto de”’; observamos que hay una contribucién “pasando” por x y otra “pasando”
por y, que se suman para dar el cambio global de 7. Notar que hemos tenido cuidado en escribir
derivadas parciales o totales, seglin corresponda.

m Ejemplo 3.5.3 Sea f(x, y) = 5xy+x*+y? la funcién que mide la temperatura en cada punto (x, y)
del plano. Supongamos que un objeto se mueve sobre la curva dada por7(r) = (cost, sent).
a) Derivar F(t) = f(x(¢), y(t)) respecto de ¢, aplicando la regla de la cadena.
b) Hallar explicitamente la funcién compuesta (¢), y derivarla.
¢) Discutir ambos resultados.

d
a) Aplicando la regla de la cadena, el resultado es: d—f = [5y(r) + 2 x(¢)] (—sent) +

[5x(t) + 2 y(t)] cost, donde al incorporar las funciones x(¢) e y(t) se obtiene la
expresion en términos de la variable independiente ¢.

b) La funcién compuesta resulta explicitamente F(r) = f(x(¢), y(f)) = 5 cost sent +
(cost)* + (sent)? = 5(cost)(sent) + 1. Derivando directamente esta expresion, se
tiene: F '(f) = 5(—sent) sent + 5cosfcost = 5(—sen’ ¢ + cos® ¢), para cualquier
teR.

¢) Se puede verificar (hdgalo) que si en el inciso a) se escriben las variables intermedias
x e y en términos de ¢, se obtiene exactamente el mismo resultado que en b).

La diferencia es que en a), usando la regla de la cadena, atn sin haber hallado la
expresion para ¥ (¢) fue posible obtener F ’(¢) (esto puede ser una ventaja para tratar
con algunos problemas).

[

Si bien en muchos casos la derivada de la funcién compuesta puede calcularse directamente a
partir de la expresidon que se obtiene luego de componer las funciones, hay casos en los que no se
conoce la expresion explicita de alguna de las funciones que se componen pero si sus derivadas,
como en el siguiente ejemplo.
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= Ejemplo 3.5.4 Supongamos que f(x,y) es una funcion diferenciable , cuya expresién no es
conocida, pero se sabe que su grifica tiene plano tangente en el punto (1,0, f(1,0)) de
ecuacién z =4x +3y - 1.Six =12+ ley =1 +1, se define F(t) = f(x(r), y(¢)). Hallar
F7(0).

Observamos que 7 (0) = f(x(0), y(0)) = f(1,0) y sabiendo que f es diferenciable y que
la ecuacion del plano tangente a la grafica de f en el punto (1,0, f(1,0)) es z = 4x + 3y — 1,
podemos deducir que f(1,0) = 3. Ademds,comoz =4x+3y—-1=4x-1)+3(y-0)+3
podemos también deducir que f,(1,0) =4y £,(1,0) = 3.

Usando la regla de la cadena, tenemos

F(0) = f(x(0), y(0)) x"(0) + £,(x(0), (0)) y'(0)
= fx(1,00x"(0) + £3(1,0)y(0)
=4-04+3-1=3.

De manera similar al caso anterior, la regla de la cadena para el caso 3 X 1 de la funcién
compuesta F (u) = f(x(u), y(u), z(n)) es:

Regla de la cadena Caso 3 X 1

/
SiFw): f -
AN

0, escrito de otra forma:

F () = feCr(u), y(u), 2(u)) x" () + fy(x(u), y(w), 2()) y' () + f(x(u), y(u), 2(u)) 2" (w).

dF _df dx df dy 9f dz

AN
- u, t —_— =
Y " entonees du 9x du 0y du 0z du

N =

Nuevamente, el diagrama que dibujamos nos ayuda a recordar la regla: ahora se deriva “pasando”
por x, por y y por z, y se suman las tres contribuciones.

Regla de la cadena Caso n X 1
Escriba la regla general para cualquier #n (tome algtn n > 3).

Pasemos ahora al “caso 1 x 2 de la funcion ¥ (4, v) = f(x(u, v)). Nos encontramos con una
situacion distinta a las anteriores, porque la funcién compuesta tiene 2 variables independientes, u y
v, y entonces se podra derivar # parcialmente respecto de cada una de ellas. Se puede probar la
siguiente regla.

Regla de la cadena Caso 1 X 2

o7 _df ox
ot ou  dx du

SiFuv): f-x , entonces
N o _df o
dv  dx dv

0, escrito de otra forma:
Fulu,v) = f'(x(u, v)) x,(u, v)
Fou,v) = f'(x(u,v)) x,(u, v)
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Observando el diagrama, vemos que ahora hay “dos vias independientes”: se varia u (lo que
hace variar a x y por consiguiente a f) o, por separado, se varia v (lo que hace variar a x y
por consiguiente a f). No daremos aqui la demostracién de esta propiedad (puede consultar la
bibliografia) pero veamos que es razonable: efectivamente, dado que “derivada parcial respecto de
u” significa “dejar la otra variable, v, fija”, la expresion F,, = f” x,, tiene la misma forma (para cada
v fija) que la que recordamos en la introduccién de esta seccidn para funciones de 1 variable; el
mismo andlisis vale para la otra expresion, #, = f’ x,,, con u fija ahora.

Notar dénde corresponden derivadas totales y dénde parciales (;estdn bien escritas?).

Regla de la cadena Caso 1 X m
Con la misma idea, ;cémo serd el “caso 1 X m” para algiin m > 27

m Ejemplo 3.5.5 Sea f(x) = x%, donde x = x(u, v, w) = ¢“*2"*3" a) Derivar la funcién compuesta

f(x(u, v, w)) respecto de sus variables independientes, aplicando la regla de la cadena. b)
(Cuanto valen, si existen, la funcién y sus derivadas parciales primeras en el origen?

a) Dado que la funcién compuesta, que llamaremos ¥, posee 3 variables independientes,
u, vy w, se podrdn calcular 3 derivadas parciales de 7. Por similitud con el caso 1 X 2,
podemos sospechar (de hecho, se puede probar) que la regla en el caso 1 X 3 es:

oF _ df ox
du  dx du
/S u
SiFwvw):  f-x - v , entonces oF _ df ox
Nw dv  dxdv
oF _df ox
dw  dx ow
En este ejemplo resulta

Ful,v,w) = 2x(u,v, w) 23w

Folu, v, w) = 2x(u, v, w) 2 e"T2+3W

Fou,v,w) = 2x(u,v,w)3 pUt2v3w

para cualquier (i, v, w) € R>.

b) En particular cuando (u, v, w) = (0,0,0), la variable intermedia vale x(0,0,0) = 1.
Entonces (0,0,0) = f(x(0,0,0)) = f(1) = 1> = 1; y se tiene 7,(0,0,0) = 2,
#.(0,0,0) = 4, #,(0,0,0) = 6.

Para funciones compuestas mds generales, ;como se aplica la regla de la cadena? Veamos
algunos ejemplos.

m Ejemplo 3.5.6 Supongamos que f(x, y) es una dada funcion diferenciable en R?, y que cada
punto (x, y) es expresado con otras variables (i, v) en la forma x = x(u,v) = u*> — 2,

y = y(u, v) = v> — u*. Hallar las derivadas parciales de la funcién compuesta

Para la funcion compuesta ¥ (u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) (haga el diagrama 2 x 2), la regla
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de la cadena tendra la forma

oF (9f(?x+(')f(')y
Qu  Ox du 0y du

oF _0fox  0f0y
dv  dx v dyov’

Luego, en este ejemplo resulta

OF _of

o oy
7 L oy 2,
A%

Ejercicio En relacion al Ejemplo 3.5.6. Verificar que para cualquier f se cumple la ecuacion
diferencial

m Ejemplo 3.5.7 Deducir la regla de la cadena que permite hallar todas las derivadas parciales de
una funcién compuesta de la forma F(u, v, w, 1) = f(x(u, v, t), y(v, w), z(u, v, w)).

Se puede deducir que las cuatro derivadas parciales estaran dadas por

Fu = faXu +fzzu
Fv = fixw +fyyv +fz2v
¢w = fyyw +fzzw
Fi = fix

3.5.3 Ejercicios

1. Utilice la regla de la cadena para derivar T donde x = re’ e y = rse'. Evalde cuando
y
r=1s=21t=0.

2. Dada la funcién f(x,y) = /x2 + y2, donde x(r,0) = rcosf e y(r,0) = rsen#, halle las
derivadas parciales de la funcién compuesta 7 (r, #) usando la regla de la cadena. Determine
explicitamente ¥ y verifique el resultado anterior.

3. La temperatura en un punto (x, y) de una placa es T(x, y), medida en grados Celsius. Un
gusanito se arrastra de modo que su posicion en el instante ¢ > 0 (en segundos) estd dada por

x(t) = V1 + ¢, y(t) = 2 + =t (en centimetros). La expresion analitica de la funcién T no es

conocida, pero se sabe que 7x(2,3) = 4y T,,(2,3) = 3 (ambas cantidades en °C/cm).
a) (A qué ritmo estd subiendo la temperatura en la trayectoria del gusano, en el instante
t = 35?7 ;En qué unidades se expresa este resultado?
b) Si se desea hallar la razén de cambio (ascenso o descenso) de la temperatura 3 segundos
mas tarde, ;le sirven los datos anteriores? ;Por qué? ; Qué informacion se necesita?
c) Pruebe que en el instante en que arranca su movimiento, el gusanito sentird mas calor
con la condicion de que la cantidad 37 + 27), evaluada en el punto inicial sea positiva.
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Consideremos T(x, y) = 5 que representa la temperatura (en grados Celsius) en

T+x2+2
funcién de la posicion (en kilémetros) zn una regién plana, tal que en el origen la temperatura
es de 40°C y va disminuyendo al alejarse del (0,0). Supongamos que nos interesa analizar los
cambios de temperatura de un punto a otro cercano. En cierto punto Py(xo, yo), la derivada
560 xg
(7 + x5 + 2yp)?
de T en Py en la direccién del eje x positivo (hacia el Este); mientras que la derivada parcial
(9_T ( )= 1120 yg
0.0 (7 +x3 +2y2)?
(hac1a el Norte). Para fijar ideas, parémonos en el punto (3,3), o seaa 3 km al E y 3 km al N del
origen, donde T'(3,3) = 140 °C; a partir de ese punto, la disminucién de temperatura yendo hacia el
E resulta de 60 °C/km mlentras que yendo hacia el N es de =5* 120 °C/km. Teniendo en cuenta que las
direcciones ha01a el E y hacia el N son las que corresponden, respectlvamente a las que indican los
versores +I'y +J, nos planteamos cdmo se podra definir y calcular la razén de cambio de T en Py en

oT
parcial a—(xo, yo) = — da la razén “instantdnea” de cambio (en grados Celsius/km)
X

da la razén de cambio de T en Py en la direccion del eje y positivo

una direccion arbitraria, por ejemplo en la direccién NE (indicada por el versor Tl + T ) 0 SSO,
o cualquier otra. Podemos, inclusive, preguntarnos en qué direccién habrd que moverse para que la
temperatura baje lo mds posible (ir a la zona més fresca). Estas inquietudes nos llevan al concepto
de “derivada direccional” de una funcién de varias variables en un punto, en la direccién de cierto

vector.

Derivadas direccionales

Sea f(x, y) una funcién de 2 variables, y sea Py(xo, yo) un punto en el dominio de f. Supongamos
que existen las derivadas parciales primeras de f en Py.

Por definicion, fy(xo, yo) se obtiene a partir de un cociente incremental dado por la variacion
relativa de f entre Po(xo, Yo) Y Pn(xo + h, yo), para h suficientemente pequefio. Si ubicamos ambos
puntos en el dominio de la funcién (que es una parte o todo el plano xy), podemos definir los

A 4 o o e o o e o o .
vectores posicion OPy = xgi + yoj y OPp = (xo + h)i + yoJ, entonces OP, = OPy + hi. El cociente
incremental que define a fy en Pg estd dado por

S(x0 + 1, yo) = f(x0, y0) _ f(a’;)) _f((—ﬁ;)o)
h h
f (OPo+ hi) - £ (OFY)

h—0
= ; — fx(x0, Yo) = Dy f(x0, yo0)

Si el limite existe, cuando 4 tiende a 0, obtenemos f (xo, ¥o) como la razén de cambio instantdnea
de f en (xo, y0) en la direccion dada por el versor i (que lo indicamos como subindice).
Andlogamente, fy(xo, yo) se obtiene a partir de la variacién relativa de f entre Py(xo, yo) y
Pr(xo, yo + k), para k suficientemente pequefio. Si ubicamos estos puntos en el plano, tenemos
L., T o o e o o —_— bl o
los vectores posicion OPy = xoi + yoj ¥ OPr = xol + (yo + k)J, entonces OP;, = OPy + kj. El
cociente incremental que define a f, en Py estd dado por

S (x0, yo + k) = f(x0, 0) _ f(O—Pk)) _f(O—)PO)
k h
f (0P +kj) - 1 (0Po)

k—0
= X — fy(x0,¥0) = Djf(x0, y0)
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Si el limite existe, cuando k tiende a 0, obtenemos fy,(xo, yo) como larazén de cambio instantdnea
de f en (xq, y0) en la direccion dada por el versor J.

Los versores 'y j sefialan dos direcciones particulares (al Este y al Norte de Py, respectivamente,
en el ejemplo dado antes). Pero nada impide moverse a partir de Py en cualquier otra direccién en el
plano. Extendamos el mecanismo anterior y calculemos la razén de cambio de f en (xo, yo), pero
ahora en la direcciéon dada por un vector cualquiera (fijo). Consideremos la direccién determinada
por cierto vector unitario i = ui + upJ, con u% + u% = 1. Al movernos por un camino recto desde el
punto Py a otro punto en la direccion de i, se llega al punto P;(xg + f uy, yo + t up) [recordar que
x(t) = xo + tuy, y(t) = yo + t up son las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por (xo, yo)
y tiene como vector director a & = u;7 + upj. La variacion relativa de f serd

f(0F)) - £ (o) 7 (0Po+ra)- f(OP)

_ S0 +tuy, yo + tua) — f(x0, yo)
t t t

Esto también da lugar, en el limite det muy pequefio, a una derivada de f en (xg, yo) pero no en la
direccion de los ejes x 6 y positivos, sino precisamente en la direccion del versor i dado.

I\y J\y I\y
P
yo+k-p---- ° ¢
| P,
. Yo +upt -p------------ —9
Y ~ -7
Py | Py, I] Py A
yo f---- —>-o yo +4---- : yo -f---- / |
| | |P0 | |
| | X | X | 1 X
: — : > : e
X0 xg+h X0 X0

Definicion — Derivada direccional. Sea f una funcion de 2 variables, y sea (xo, yo) € Dom (f).
La derivada direccional de f en (xo, yo) en la direccion del versor i = uji + uy j se define como

f(xo + tuy, yo + tuz) — f(xo0. yo)
t

Dy f(x0, yo) = }gr(l)

si este limite existe.

@ La derivada direccional de una funcién en un punto dado en la direccién de un versor dado, es
un escalar. Puede ser un nimero positivo o negativo, en este caso da una medida de cuédnto
aumenta o disminuye, respectivamente, la funcién al apartarse de ese punto en esa direccion;
o puede ser cero, lo que indica que la funcién no cambia en esa direccion. Esto dltimo ocurrird
en la direccién de la curva de nivel que pasa por el punto; discuta esta afirmacion.

A partir de la definicién dada, ;qué obtiene si toma i = +i? ;Y si i = +)? ;Qué significa
D_; f(xo, y0)?

Interpretacion geométrica de la derivada direccional

Una forma de interpretar la cantidad D; f(xo, yo) se obtiene siguiendo un razonamiento similar
al de la Seccién 3.3, cuando introdujimos las derivadas parciales.

En el siguiente recurso pueden visualizarse como varia en (xg, yo, f(x0, Yo)) la pendiente de
la recta tangente a la gréfica de f'en la direccién de un versor u”~ en cada direccion que se

desee: https://ggbm.at/jMayUqEn
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a) Derivada en la direccién del 7. b) Derivada en la direccién del versor j.

z=f(x)

c¢) Derivada en la direccién determinada por el versor

u.

Figura 3.6.1: Interpretacion de derivadas parciales y derivada direccional.

m Ejemplo 3.6.1 Sea f(x, y) = ¥/xy. Hallar en cada caso (si existe) la derivada direccional de f en
el punto indicado, en la direcciéon dada:
a) En el punto (0, 0) en las direcciones de los versores basicos.

. . R T
b) En el punto (0, 0) en la direccién del versor ii = VU

¢) En el punto (2, 0) en la direccion del vector v = 37 + 4. ;Y en otras direcciones?

a) De acuerdo a la definicidn, se tiene en el origen en la direccién del versor I:

fO+1h0+0h) - £(0,0) _ lim f(h,0)— £(0,0)

D;f(0,0) = I I
7.0 hli% h h—0 h
. 0-0_
SA T a0 0= 00

Por otro lado, resulta en el origen en la direccién del versor J:

f(O+0h0+1h)- £(0,0) £, h) - £(0,0)

1100) = i ; - iy S
. 0-0 .
= Jim =5 = fin0 =0 £0.0.

b) De acuerdo a la definicidn, la derivada direccional de f en el origen en la direccion del
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Versor i = —=i + %j debe ser el limite, si existe, del siguiente cociente incremental:

0.0 2t
YT

pero este cociente no tiene limite finito cuando 2 — 0. Luego, la funcién f(x, y) = vxy

\/LE
f(0+%h,0+\/l§h)—f(0,()) f(%%)
h B h

I+
no admite derivada direccional en (0, 0) en la direccion —].

a) Las rectas tangentes en (0, 0, 0) en las direc- b) La recta tangente en (0, 0, 0) la direccion i
ciones 'y j son horizontales. Las derivadas es vertical. La derivada direccional en (0, 0)
direccionales en (0, 0) dan 0. no existe.

¢) En este caso, debemos tener el cuidado de normalizar primero el vector v, ya que la
definicién de derivada direccional estd dada para un vector unitario. La normalizacién
devdav = %i + %j, luego Dy f(2,0), si existe, debe ser el limite cuando & — 0 de:

fC+3in0+Eh) - f(2.0)  f2+2hEh) - [(20)
A B h

3/ 8 N 12
h 5h2  25h

que no existe.

m Ejemplo 3.6.2 Dada la funcién f(x, y) = x +2y, indicar en qué direccién o direcciones se verifica
que la derivada direccional de f en (3, 4) vale 2. ;Y en qué direccién(es) vale 6?

En este ejemplo, tenemos la funcién y el punto donde hallar la derivada direccional, pero

no estd especificada la direccion. Esto lo debemos determinar con el dato de que el resultado
es 2. Planteamos entonces para un vector unitario i = u;I + up j, con uf + u% =1:

fB+hu,4+huy) - f(3,4)

Dy f(3,4) = lim

h
o B+ hu)+2(4+ huy)] - 11
= lim
h—0 h

:u1+2u2:2.
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Luego debemos hallar la o las soluciones, si existen, del sistema de ecuaciones:

w+2up =2, ui+us=1.
Existen dos soluciones: i es el versor j 6 es el vector unitario %i + %j.

Resolviendo el ejercicio para el otro dato, que la derivada direccional valga 6, se encuentra
que no hay solucién. ;Qué significa esto? Nos estd diciendo que no hay ninguna direccién
(ningun vector unitario en todo V,) para la cual la derivada direccional de f en el punto
(3,4) alcance el valor 6. Veremos, de hecho, que para funciones diferenciables las derivadas
direccionales tienen un valor mdximo (y un valor minimo también, en el sentido opuesto

al del maximo). Mostraremos que el valor es \/ f(3,4) + ,(3,4)? = V5, y como 6 supera
este valor, no hay solucion.
|

Podemos preguntarnos si se puede (o no) establecer una vinculacioén entre las dos derivadas
parciales y las (infinitas) derivadas direccionales de una funcién en un punto dado. Se puede, de
hecho, siempre y cuando la funcién sea diferenciable en ese punto, y la relacién estd dada por el
siguiente teorema, que nos provee una itil regla de derivacion direccional (que normalmente es mas
facil de utilizar que derivar por definicién). La demostracién del teorema es sencilla, y hace uso de
la regla de la cadena.

Teorema 3.6.1 Si f(x, y) es diferenciable en (xo, yo) € Dom (f), entonces:
i) f admite derivada direccional en la direccién de cualquier vector en V;;
ii) la derivada direccional de f en (xq, yo) en la direccion del versor it = uji + uyj vale

Dy f(x0, y0) = fx(x0, yo) u1 + fy(x0, yo) u2

Demostracién Para (xg, yo) y (u1, u2) dados, la expresion f(xg + fuy, yo + t up) resulta una
funcion de ¢, que llamaremos F'(¢). En particular para ¢ = 0 se tiene F(0) = f(xo, ¥o). Usando la
definicion de derivada direccional resulta entonces

f(xo +tus, yo +1ua) = f(x0, y0) _ lim

t t—0 =F (0)

Dy; f(x0, yo) = }1_{% F(1) —t F(0)

Por otro lado, notamos que F(¢) es la funcién compuesta entre la funcién diferenciable f(x, y)y
las funciones lineales x(¢) = xo + t uy, y(t) = yo + t uy:

X

F(r) = f(x(0), (1)) f< >t

y

Calculamos su derivada mediante la regla de la cadena, y luego la evaluamos en ¢ = 0:

F(1) = fe(x(@), y(@)) x"(1) + fy,(x(2), y(©)) y' (1)

= fe(xo + tuy, yo + tuz) uy + fy(xo + tug, yo +t uz) us.

Obtenemos F'(0) = fi(xo, yo) u1 + fy(xo0, yo) u2, lo que completa la demostracion.

Este teorema da una regla qtil, si la funcion es diferenciable, para calcular derivadas direcciones
en toda direccién. Por el contrario, 1a negacion 16gica (contrarreciproca) del teorema permite afirmar
que: “si (al menos) una derivada direccional no existe, entonces la funcién no es diferenciables”.

En el Ejemplo 3.6.1 vimos que la funcién f(x, y) = +/xy tiene ambas derivadas parciales en

0,0), pero la derivada direccional en (0, 0) en la direccién = no existe. Por lo tanto f no es
p

V2

diferenciable en el origen.
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Para una funcion escalar de 3 variables, la derivada direccional se define de manera similar al
caso de 2 variables; también, para funciones diferenciables de 3 variables, es vdlido un teorema
andlogo al anterior. Veamos un ejemplo.

m Ejemplo 3.6.3 Dada la funcién f(x, y, z) = % hallar la derivada direccional de f en el punto
y+z
(4,1,1) en la direccién del vector U = 27 + J + 3k.
Como la funcién es diferenciable en el punto (4, 1, 1) (por ser una funcién racional cuyo

dominio comprende al punto), podemos asegurar por teorema que la derivada direccional en
(4, 1, 1) existe para cualquier direccion. En particular para la direccién U se tiene

2 1 3

Dyf(4,1,1)= (4 L1)—+ (4 1,1)—=— + fz(41,1)—
|U| |UI |U|

_ 2+ (-D1+(-1)3 _ 3
V22 412 432 Vi4
.U .
(donde ii = ﬁ’ pues se deben usar las componentes del vector normalizado). ]
U

3.6.2 Vector gradiente

La expresion dada en el teorema anterior puede escribirse en forma compacta como un producto
escalar: entre el versor que indica la direccién de derivacidn, y el vector cuyas componentes son las
derivadas parciales de f evaluadas en el punto. Este vector es muy util y se conoce como vector
gradiente de f en (xo, yo). Se denota con el simbolo “nabla” o también como “grad”:

V £ (x0, ¥0) = (fe(x0, Y0)s £ (X0, ¥0)) = fic(x0, Y0) T + fi(x0, ¥0) T

Notar que si dejamos que el par (xg, yog) designe cualquier punto (x, y) del dominio de f donde la
funcién admita derivadas parciales, lo que se tiene es una relacién que a cada par ordenado de R?

le asigna un (tinico) vector de V,, o sea grad : D C R? - V,. Este es un nuevo tipo de funcién

llamado campo vectorial. Estudiaremos en detalle los campos vectoriales en el Capitulo 6.

m Ejemplo 3.6.4 El gradiente de f(x, y) = In(3x — y) en un punto (x, y) del dominio de f es el

3 1 >
,— . En particular, Vf(1,2) = (3,-1) = 3i—J.
3x—-y 3x-y

[

“campo vectorial” Y flx,y) =

Para funciones de 3 variables, se tiene

VI, 2) = (fe(x 3,2 (6 v, 2), o6 3, 2)) = fel + fy T+ £ K

definido para una terna en R? y da como resultado un vector de V3, si todas las derivadas parciales
existen.

m Ejemplo 3.6.5 Dada la funcién f(x,y,z) = x senh(y’z), se tiene Vv f(x,v,z) = senh(y?2)7 +
2xyzcosh(y?z) j + xy? cosh(y?z) k para cualquier terna (x, y, z) € R>. [

Volviendo al Teorema 3.6.1, podemos reescribirlo asi
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Teorema 3.6.2 Si f(x,y) es diferenciable en (xo,y9) € Dom(f), entonces Dy f(xp, yo) =
V f(xo, Yo) - ii, para cualquier i de V5.

Esta relacion nos permite expresar ficilmente la derivada direccional en la direccién de un
vector U (no nulo) que no estd normalizado. Escribiendo U = |U| = i, si f es diferenciable se tiene

—

Dy f(x0, y0) = V f(x0, ¥0) - g
|U|

Observamos que, a partir de un punto dado, la derivada direccional tomard distintos valores
dependiendo de la direccién que se elija. Podemos preguntarnos por ejemplo en qué direcciones a
partir de ese punto aumenta la funcién (lo que corresponde a derivada direccional positiva) y, en
particular, cudnto mds aumenta la funcién o, en otros términos, si la razén de cambio puede ser
arbitrariamente grande. Para funciones diferenciables, a partir del Teorema 3.6.2 podemos deducir
que la derivada direccional de f en (xq, yo) tiene un valor maximo finito, si recordamos una de
las propiedades vistas en el Capitulo | sobre el producto escalar entre vectores: V - i no puede ser
mayor que el producto de sus médulos, |v] |u].

En nuestro caso tenemos ¥ = V f(x0, o) que es un vector fijo, mientras que i es unitario, de donde
obtenemos que la derivada direccional no supera el valor del médulo del gradiente en el punto.
De manera andloga puede justificarse que la derivada direccional toma un valor minimo, que vale
menos el médulo del gradiente.

En el Capitulo 1 también discutimos cudl es la orientacidn relativa entre dos vectores para lograr
que su producto escalar sea maximo (o minimo): deben ser vectores colineales y de igual sentido
(o de sentidos opuestos, respectivamente). Resumimos este resultado en la siguiente interesante
propiedad:

Direccion de maximo crecimiento

Supongamos que f(x, y) es una funcién diferenciable en (xo, yo) tal que v f(xo0, y0) # 0.La
derivada direccional de f en el punto es mdxima (mdximo crecimiento) en la direccién del gradiente,

% y
esto es para iy = M; y ademds, el valor de dicha derivada direccional maxima es
i 19 £ (x0. y0)
[V £ (x0, yo)I.-
Por otro lado, el mdximo decrecimiento de f en (xg, yp) ocurre en la direccién opuesta al
V f(x0, yo)

gradiente, esto es para ii,, = — , y el valor es — |§ f(x0, yo)l.

IV f (x0, o)l

Demostracién Sea f(x, y) diferenciable en (xg, yo). Luego para ii € V;, aplicando el teorema da
D;; f(x0, y0) = %f(xo, yo) - i = ‘%f(xo, yo)| lii| cosa = |§f(xo, yo)’ cos a, siendo a el dngulo
entre el vector gradiente en el punto y el vector# de mdédulo 1. Usando que —1 < cosa < 1, se
tiene

~ %730, y0)| < [¥ £, y0)| cos e < [ 70, yo)
de donde
~[FrGo0)| < DafGoy) < +[FfC00)

El menor valor ocurre para ii en la direccién de —V f(xo, yp), mientras que el mayor valor se da
para ii en direccion de +V f(xo, yo).

Derivada direccional y curvas de nivel

Existe una relacién entre la direccién de méximo crecimiento y las curvas de nivel. Recordemos
que una forma de representar graficamente una funcién de 2 variables es mediante un mapa de
contornos, que consiste en un conjunto de curvas de nivel, donde cada curva une puntos del plano
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con igual valor de funcién. Sea Cy la curva de nivel &, esto es tal que f(x, y) = k donde k es algin
valor de la imagen de la funcién.

Consideremos la curva de nivel que pasa por el punto (xg, yg), en este caso entonces k = f(xg, o).
Pensemos en la derivada direccional de f en (xg, yp) en una direccién dada cualquiera. Claramente
si la direccion es la de la tangente a la curva de nivel, la derivada direccional se anula (porque la
funcién no cambia a lo largo de una curva de nivel), pero en cualquier otra direccién, salvo que se
trate de una funcién constante, cambiard: f aumenta o disminuye. Se prueba que hacia donde mas
aumenta es en la direccién perpendicular a la curva de nivel.

Proposicién 3.6.3 El vector gradiente de una funcién en un punto, v f(x0, yo), €s un vector
perpendicular ala curva de nivel de f que pasa por el punto (xg, yo).

Demostracién Se parametriza C; por medio de 7(t) = (x(¢), y(¢t)) con t € [a, b], tal que

F(tg) = (x0, yo). Sobre Cy. se tiene x = x(¢) e y = y(t), entonces vale f(x(¢), y(¢)) = k. El lado
d

izquierdo puede pensarse como una funcién compuesta (caso 2 x 1), luego d—J: = fix' + iy

Ahora evaluamos esta expresion para ¢ = fy, que corresponde al punto (xg, yg) sobre la curva
de nivel C. La derivada del lado izquierdo serd cero (sobre la curva de nivel la funcién NO
cambia, vale siempre k), mientras que el lado derecho sera el producto escalar entre Vv f(x0, yo)
y el vector 7 ’(tp) que es tangente a Cy en (xo, yo), luego

0 = Vf(x0, yo) - 7'(10)

Esto prueba que en cada punto el vector gradiente es perpendicular a la curva de nivel.

En el siguiente recurso se presentan distintos aspectos relacionados con la derivada
direccional de funciones de 2 variables: curvas de nivel, vector gradiente, maximo creci-
miento/decrecimiento.

https://ggbm.at/MvIAPFqV

Derivada direccional

f
)
'

-
,

)[R P
v

S

Figura 3.6.3: Derivada direccional.

m Ejemplo 3.6.6 Considerar la funcién f(x,y) = xy. Dada la recta L de ecuacién x + y = 2,
encontrar la curva de nivel de f que toca a la recta en forma tangente, e indicar el punto de
tangencia. Graficar.

Las curvas de nivel de f tienen ecuacién xy = k con k € R, luego si k = 0 se tiene un
par de rectas y si k # O se tienen hipérbolas. Efectivamente, Cy es el conjunto de puntos

tales que x = 0 (eje y) 6 y = 0 (eje x), mientras que Cgxo tiene ecuacién y = —.

X
Claramente, la recta L no es tangente a C en ningiin punto del plano, por lo que descartamos
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la curva de nivel k£ = 0. Entonces el problema se reduce a encontrar cudl (o cudles) de

las hipérbolas de la forma y = — (con k # 0) es tangente a la recta dada, en algtin punto
X

del primero, segundo o cuarto cuadrante, que es por donde pasa la recta. Un grafico de la
situacion nos da la pauta de que el punto de tangencia debe estar en el primer cuadrante
(grafique). Esto se traduce en que el valor de k buscado es un niimero positivo.
Como la recta dada debe ser tangente a la curva de nivel, un vector director de la recta serd
perpendicular al vector gradiente de la funcidn en el punto de tangencia. Buscamos (x, yo)
tal que .

Xo+yo=2 y  Vf(x,y) V=0

donde V f(x0, y0) = oI+ xojytomamos por ejemplo v = —i + j. Luego la segunda ecuacién
queda —yg + xp = 0, de donde xg = yg. El problema tiene solucién, tnica: xo = yo = 1.

Entonces el punto de tangencia pedido es (1, 1) y la curva de nivel es C| dada por y = —.
X
[

m Ejemplo 3.6.7 Para el ejemplo considerado al comienzo de la Seccién 3.6, graficar algunas
curvas de nivel, en particular la que pasa por (3, 3). a) Dar %T(f&, 3) e indicarlo sobre la figura,
verificando que es perpendicular en el punto a la curva de nivel correspondiente (;de qué
nivel?). b) Discutir qué ocurre en (0, 0).

a) Las curvas de nivel Cy estdn definidas para valores de k € Im (f) = (0,40], y tienen
la forma de elipses concéntricas, con k disminuyendo al alejarse del origen. Ver
Figura 3.6.4.

140 o

Vimos que 7'(3,3) = 45 °C, luego la curva de nivel que pasa por (3, 3) es

280 140

_ ) 2 _
m—v}—{(w)-x +2y* =27}

Cia0/17 = {(x, y):
El gradiente de T en (3, 3) es el vector §T(3, 3)= (—%, —%) (en °C/km).
Para verificar la perpendicularidad, necesitamos un vector que indique la direccién
de la curva de nivel. En el Capitulo 2 aprendimos a hacer esto: parametrizando la
curva mediante una funcién vectorial 7(¢) y evaluando 7 ’(r) para el valor de 7 que

corresponde al punto.
2 2

En este ejemplo, dado que > + m = 1 que representa una elipse de semiejes 3V3

y3 %, podemos tomar
F(t) = (3\@ cost, 3\/§ sen t) , cont € [0,2r),

que pasa por el punto (3, 3) cuando ¢ = t; es tal que costy = % y senfy = %

Luego 7'(t) = (—3\@ sent, 3\/§ cos t), que, evaluado en fy, da 7 '(tp) = (—3‘/5, \/%)

Se verifica efectivamente que
VT(3,3) - 7'(ty) = O,

esto es que ambos vectores son perpendiculares en el punto (3, 3).
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- ia0
T Ty = 7y

Figura 3.6.4: Mapa de contornos de la funcién T'(x, y) = 280/(7 + x* + 2y?) se observa que
VT (3, 3) es perpendicular a la curva de nivel de T que pasa por (3, 3).

b) T(0,0) =40°C y §T(O, 0) = 0. La curva de nivel 40 se reduce a un solo punto, el
origen. A partir del mapa de contornos o de la superficie gréfica de la funcién (hagala),
observamos que en el origen la funcién 7 toma el mayor valor posible. Es el punto
mds caliente de la region.

[

En la Figura 3.6.4 podemos ver el mapa de contornos de la funcién 7(x, y) = 280/(7 + x* +2y?)
junto con una gréafica de la misma. Podemos observar que, como mencionamos en el Ejemplo 3.6.7,
el %T(S, 3) es ortogonal a la curva de nivel de T que pasa por (3, 3) pero ademds sabemos que la
direccién de %T(3, 3) es una direccién de maximo crecimiento de la funcién en el punto. Observar
en el grafico que efectivamente la direccion de %T(S, 3) es una direccidn en la cual, a partir de (3, 3),
la funcién temperatura aumenta més rdpidamente.

Derivada direccional y superficies de nivel

Supongamos que f(x, y, z) es una funcién de tres variables diferenciable y sea (xo, yo, Zo) un punto
del dominio de f. Supongamos ademads que f(xo, o, z0) = ky sea Sx = {(x,v,2) : f(x,y,2) = k}
la superficie de nivel de f que pasa por (xo, Yo, 20)- De forma andloga a lo que sucede para funciones
de dos variables, se puede ver que si V es un vector tangente en ¢ = fy a una curva paramétrica r(t)
contenida en la superficie Sy tal que 7(fo) = (xo, yo, Z0), €ntonces v f(x0, y0,20) - v = 0.

Esto permite definir el plano tangente a la superficie de nivel en un punto (xo, yo, Z0) como el
plano de ecuacién

6f(xo, Y0, 20) - (X = X0,y = ¥0,2—20) = 0

o equivalentemente

0 0 0
2 (X0, Y0, 20)(x — Xo) + 91 (x0, Y0, 20)(y = Yo) + 91 (x0, Y0, 20)(z = 20) = 0.
0x dy 0z

Se puede ver que si f(x, y, z) es diferenciable entonces:

e la derivada direccional de f en un punto (xg, yo, zo) en una direccién sobre el plano tangente
a la superficie de nivel que pasa por dicho punto, es cero (pues la funcién no cambia sobre la
superficie de nivel);

esiV f(x0, yo, 20) # 6 la derivada direccional de f en el punto (xo, yo, zg) en una direccion
perpendicular al plano tangente a la superficie de nivel que pasa por el punto, es mdxima (o
minima). El mdximo crecimiento de f corresponde a la direccién en el sentido del gradiente
de f en el punto.
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2 2
. .. . L X Z
m Ejemplo 3.6.8 Determinar una ecuacion para el plano tangente al elipsoide T +y?+>= =3en

9
el punto (-2, 1, =3).

Una manera de resolver este problema, es pensar que la superficie del elipsoide es una

superficie de nivel de una funcién de 3 variables. Por ejemplo, si definimos f(x, y,z) =
2 2

T +y*+ < 3, resulta que su superficie de nivel 0, Sy, es justamente el elipsoide dado.

Verificamos que el punto (=2, 1, 3) pertenece a la superficie So pues f(-2,1,3) = 0, y
usamos la propiedad de que el gradiente de f en (-2, 1, —3) es perpendicular a Sy. Tenemos

v f(=2,1,-3) = (—1, 2, —%), que tomaremos como vector normal al plano buscado. Luego,
una ecuacion para el plano tangente es

—1(x+2)+2(y—1)—§(z+3)=0.
]

Veamos como obtener el plano tangente a la grafica de una funcién de 2 variables, usando la
propiedad del gradiente de una funcién de 3 variables.

Sea f(x, y) una funcidn de 2 variables cuya grafica es la superficie S dada por z = f(x, y), y sea
Po(x0, ¥0, f(x0, yo) un punto de S. Se puede pensar a S como una superficie de nivel de una funcién
de 3 variables. Por ejemplo, si definimos

F(x’y’z)zz_f(x’y)

resulta que la superficie de nivel 0, Sy, de la funcién F(x, y, z) es justamente la superficie S que
es grafica de la funcién f(x, y). El punto Py pertenece a S por definicién, y también es inmediato
ver que pertenece a Sy, con zg = f(xg, y9). La ventaja de haber definido la funcién auxiliar de 3
variables, es que su gradiente en Py nos provee de un vector normal al plano tangente a la superficie
(de nivel). Tenemos

VF(x0, Y0, 20) = (= f(x0, Y0), = fy (x0, Yo), +1)

de modo que el plano buscado tiene ecuacion

— fx(x0, yo) (x = x0) = fy(x0, y0) (y = y0) + 1 (z = 20) = 0,

que ya conociamos de la Seccién 3.4.2 de este Capitulo 3.

Derivacion parcial implicita

Estudiaremos por ultimo en este capitulo cémo hallar la derivada de una funcién cuando esta
dada en forma implicita. En Anélisis Matemdtico I se trabajaron ejercicios de derivacién implicita
como el siguiente:

Encontrar y'(x) sabiendo que cosy = 3x* + xy.

Vemos que no es posible despejar explicitamente y en funcién de x a partir de esta ecuacion,
pero se puede suponer que (al menos en una regién del plano xy) esa ecuacién permite definir a
y como una funcién “implicita” de x; luego se tendrd cos y(x) = 3x> + x y(x). Derivando cada
término de esta expresién respecto de x resulta una ecuacion que es lineal en y’(x), entonces
se puede despejar y’ para obtener el resultado deseado, atn sin conocer la forma explicita de y.
Efectivamente derivando se(: o)btiene —sen[y(x)] y'(x) = 6x + [y(x) + x y'(x)], de donde despejando

6x + y(x

se tiene y’(x) = — Seny(x) + X

, salvo que el denominador se anule.
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Veamos cémo podemos resolver el ejemplo anterior utilizando una funcién escalar de 2 variables
y la regla de la cadena. Si definimos

F(x,y) =cosy—3x> — xy

resulta que la curva de nivel 0, Cy de la funcién F(x, y) satisface justamente la ecuacién dada:
cosy = 3x2 + xy.

Las variables x e y que estdn sobre la curva de nivel Cy estdn vinculadas, y podemos suponer,
como antes, que y es una funcién (implicita) de x. Entonces, suponiendo que y = y(x) sobre Cy,
se tiene que F(x, y(x)), que es ahora una funcién de 1 variable, se anula: F(x, y(x)) = 0. El lado
izquierdo puede pensarse como una funcién compuesta (caso 2 X 1) y podemos derivar usando la
regla de la cadena. Diagramdticamente tenemos

G(x):F< , >x

luego, si las funciones involucradas F(x, y) e y(x) son diferenciables, se tiene

dG_BFdx+c')de
dx  dx dx Oy dx

osea, G'(x) = Fy + Fy y'(x).
Usamos ahora el hecho de que los pares (x, y(x)) estdn sobre una curva de nivel de F(x, y), lo
cual implica que la funcién compuesta G(x) es constante, de hecho vale 0. Y si G es constante, su
derivada es nula. Luego tenemos

0=Fy+Fy'(x)

-F
de donde se puede despejar finalmente y’(x) = F—y, aun sin conocer explicitamente y(x).

X
Para el ejemplo dado, la dltima ecuacion resulta (—6x — y) + (—seny — x)y’(x) = 0 y se obtiene el
resultado conocido para y’(x), salvo que sen y + x se anule.
El siguiente teorema resume la situacién planteada y las hipétesis para su utilizacion:

Teorema 3.6.4 — Teorema de la funcién implicita (n = 2). Sea F : D c R*> — R, con (xo, yo) € D
tal que F(xo, yo) = 0. Si:
1) F(x,y) esta definida en un disco abierto que contiene a (xg, yo),
) Fyy F, son continuas en el disco,
1) Fy(xo, yo) # 0,
entonces:
La ecuacion F(x, y) = 0 define implicitamente a y como una funcién derivable de x cerca
del punto (xo, yo), con
Fx(x, y(x))

Y& =~ @)

Imaginemos ahora otra situacion: dadas las variables x, y, z se tiene un vinculo entre ellas de la
forma xyz = cos(x + y + z). Siguiendo la misma idea que antes, podriamos definir la funcién de
3 variables F(x,y,z) = xyz — cos(x + y + z) de tal manera que la ecuacién dada corresponde a
la superficie de nivel 0, Sy, de F'. Suponiendo que sobre Sy se puede definir a z (implicitamente)
en funcién de x e y, la pregunta es como obtener la variacién de z respecto de sus 2 variables.
Usamos nuevamente la idea de funcién compuesta (caso 3 X 2) y la regla de la cadena, para
G(x,y) = F(x,y,2z(x,y)). Armar el diagrama correspondiente y calcular las derivadas parciales de
G respecto de sus dos variables independientes, x e y. Luego, recordando que los puntos estdn
sobre una superficie de nivel de F, resulta que G es constante y sus derivadas parciales se anulan,
de donde se obtendrédn expresiones para z, y zy. El siguiente teorema resume la situacion planteada
y las hipétesis para su utilizacion:
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Teorema 3.6.5 — Teorema de la funcién implicita (z = 3). SeaF : E C R?> — R, con (x0, y0, 20) € E
tal que F(xo, yo, 20) = 0. Si:
1) F(x,y,z) esta definida en una esfera abierta que contiene a (xg, Yo, 20),
) Fy, F, y F; son continuas en la esfera,
) F(xo, Yo, 20) # 0,
entonces:
La ecuacién F(x, y, z) = 0 define implicitamente a z como una funcién diferenciable de x e y
cerca del punto (xg, yo, 20), con

_ By, ()
F(x,y, 2(x, y))

x =

By z(xy)
F(x,y,2(x,y))

iy =

3.6.7 Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes funciones, halle la derivada direccional en el punto P en la
direccién que va de P a Q. Justifique el uso de la regla de derivacién (Teorema 3.6.1) en cada
caso.

@) f(x.y) = cos(x +), P(0.m),0(5.0)
b) g(x,y,z) = xye*, P(2,4,0),0(0,0,0)

2. Encuentre la o las direcciones en las que la derivada direccional de f(x, y) = x> + sen(xy)
en el punto (1, 0) tiene el valor 1.

3. Halle la direccion de maximo crecimiento de la funcion f(x, y) = In(3x —y) en el punto (1, 2).
(Cuanto vale la maxima razén de cambio de f en dicho punto? Explique por qué D;; f(1,2)
no puede superar dicho valor para ningtin versor i de V;.

4. Determine la médxima razén de cambio de g(x, y, z) = g + )Z} en el punto (4,2, 1). (Es esto

una magnitud escalar o vectorial?

5. Se representa la superficie de un lago por una regién en el plano xy. Su profundidad (en
metros) en el punto P(x, y) estd dada por la funcién A(x, y) = 400 — 3x2y?%. Si un baiiista
estd en el punto Py(1,—2), determine en qué direccion debe nadar para que la profundidad
aumente lo més rdpido posible. Si por el contrario, el baflista se encuentra en una situacién de
riesgo, ;hacia dénde debe nadar para llegar lo méas rapido posible a un lugar menos profundo?

6. Suponiendo que la ecuacién x> — xy + y> = 8 define a y implicitamente como funcién de x,

d
halle d—y (En qué puntos del plano no es posible aplicar el teorema?
X

7. Halle §z(x, y) donde se supone que z puede definirse implicitamente a partir de la ecuacién
xe¥ + yz + ze* = 0. ;Qué valor toma z cuando (x,y) = (=1,0)? Evaltie Vz(x, y) cuando
()C, )’) = (_1’ 0)

8. Dada la funcién F(x, y, z) = xz> — y sen z, escribir la ecuacién de la superficie de nivel de F

que pasa por el punto (0, 1, 27r). Verifique que en un entorno del punto dicha ecuacion permite
0
definir implicitamente a z como una funcién diferenciable de x e y. Determine 8—Z y 8—Z, y
X y
evalielas en el punto.

9. Dada la ecuacién x> + y> +z2° = 3x =3y +z+2=0:

a) verifique que define implicitamente a z = f(x, y) en todo punto de la superficie;

b) halle el gradiente de f en (1, 1);

¢) encuentre una ecuacién para el plano tangente a la superficie z = f(x, y)en (1, 1, 1).
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3.7 Anexo A. Derivadas de ordenes superiores para
funciones compuestas

Consideremos el calculo de derivadas segundas de funciones compuestas.
Analicemos, por ejemplo, el caso 2 X 1 con F(u) = f(x(u), y(u)). Vimos que su derivada primera
se expresa como la suma de dos términos, donde cada término contiene una derivada parcial de f

0
respecto de sus variables x e y (evaluadas en ). Ambas cantidades, a—f(x(u), y(u))y a—(x(u), y(u)),
X y

resultan ser nuevas funciones compuestas también del caso 2 X 1:

CISPTRN IS
ox] N\ S/ ’ vl N,/

u,

luego para derivar éstas aplicaremos la misma regla de la cadena que para 7.
Discuta la validez de la siguiente expresion:

d*F d[éf dx+6_fa’2_x _[6_f dy  Of d’ d%y
du? ~ du|dx| du ' Ox du? " duldy| du  dy du?
donde (mirar los diagramas dados)
b CCSR  Fr brAe id br
g d of| d 0
du[ f}( (00 = 55 a]yc] d_fﬁﬁ[%} au

Combine todas las expresiones y simplifique el resultado (use el teorema de Clairaut).

3.8 Actividades integradoras y autoevaluacion
3.8.1 Actividades integradoras

1. Dibuje la regiéon D del plano xy que corresponde al dominio natural de las siguientes
funciones. ;Cudl es la imagen en cada caso?

a) f(xy)=xy b) H(x,y) = e

) Vixy) = % d) G(x.y) = |4 — 1242 - 3652
e) h(x,y)=In(4—-x-y) f) F(x,y) =1In(y - x%)

g) S(x,y) = arcsen(x + ) h) T(x,y) = arcsen(x* + y?)

2. En el problema de tiro oblicuo del Ejemplo 2.4.2 del Capitulo 2, calcular la distancia (en
linea recta) desde el punto de lanzamiento hasta la posicién del objeto en cada instante, y

calcular su variacion para ¢ = 93 S.

3. La temperatura T, presién P y volumen V de n moles de un gas ideal estan relacionados por
medio de la ley PV = nRT, donde R es la constante universal de los gases, la presion se mide
en atmdsferas, el volumen en litros, y la temperatura en grados Kelvin (la temperatura medida
en la escala Kelvin se relaciona con la temperatura medida en la escala Celsius mediante
Tk =273.15+T¢).

Si se tienen n = 0, 123 mol de un gas ideal, la expresion para la temperatura en funcién
de volumen y presion resulta 7(V, P) = 100 VP. Dibuje en un plano VP las isotermas
T = 300,450, y 600 K.
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4.

8.

10.
11.

El siguiente texto es parte de la entrada de “isolinea” en Wikipediahttps://es.wikipedia.
org/wiki/Isolinea:

Una isolinea (también llamada isopleta, curva de nivel, isograma o isoritma) para una funcion
de varias variables, es una curva que conecta los puntos en que la funcion tiene un mismo valor
constante.

Las isolineas que se representan en un mapa son lineas, rectas o curvas, que describen la interseccion
de una superficie real o hipotética con uno o mds planos horizontales. La configuracion de estas
curvas permite a los lectores del mapa inferir el gradiente relativo de la variable o pardmetro y
estimar un valor en un lugar determinado. El gradiente de la funcion es siempre perpendicular a la
isolinea. Cuando las lineas estan muy cerca, la longitud del gradiente es grande: la variacion es
acentuada. Si las isolineas adyacentes tienen el mismo grosor de linea, la direccion del gradiente no
puede determinarse y por ello se emplean diferentes grosores o se rotulan o etiquetan numéricamente:
de este modo la direccion del gradiente puede ser facilmente apreciada.

El uso mds habitual de las isolineas es en cartografia y en meteorologia. Un mapa topogridfico (o
mapa de curvas de nivel) utiliza isolineas que unen puntos de igual altitud y muestra, asi, la forma de
los valles y las colinas, y la pendiente de las laderas.

Analice este texto. Busque diferentes tipos de isolineas, elija una e indique nombre, disciplina
dentro de la cual se utiliza, qué magnitud es la que se mantiene constante, y represente con
una imagen.

. El Servicio Meteorolégico Nacional provee informacién, entre otras, de contornos de

temperatura y humedad relativa de nuestro pais. Observe en el sitio web del SMN el dltimo
contorno disponible. Indique: cudles son las funciones que se representan, y de qué dependen;
cudles son aproximadamente la temperatura y la humedad en La Plata; en qué ciudades se
presentan las mayores y las menores temperaturas, y los mayores y los menores indices de
humedad. Estando en La Plata, ;hacia donde habria que dirigirse para pasar menos calor?

. Analice la continuidad de las siguientes funciones en todo R%:

sen(xy)
—= xy#0
o foey=1 x 7
1 xy=0
—x2 _ 2 2 2 <
b) f(x,y)= A1—x2—-4y x2+4y2_1
0 x“+4y->1
0 0
. Encuentre a—f y 8_f para la funcién f(x, y) = x cos(x) cos(y).
X y

a) El cambio entre coordenadas cartesianas y cilindricas para puntos del espacio se hace
mediante las funciones de 3 variables x(r, 6, z), y(r, 6, 2), z(r, 6, z) como se vio en el
Capitulo 1. Calcule las derivadas parciales de estas funciones, y luego evalde el siguiente
determinante (llamado Jacobiano):

or 00 0z
0 0 0
J(r,6,7) = a—f a—z a—z
or 00 0z

b) Pruebe que para la transformacion entre coordenadas cartesianas x, y, z y coordenadas
esféricas p, 6, ¢, el Jacobiano de la transformacién vale p* sen ¢.
Demuestre que si una funcion f(x, y) es diferenciable en (xo, yo) € Dom (f), entonces f(x, y)
es continua en (xg, o).
;Dénde cruza al eje z, el plano tangente a la superficie z = ¢* ™ en P(1, 1, 1)?

Sea f(x,y) = —y/1 — x2 — y2 definidaen D = {(x, y) : x> + y*> < 1}. Muestre que el plano

tangente a la grafica de f en Py(xo, yo, f(x0, ¥0)) para (xo, yo) € D es ortogonal al vector O—P(;.
Interprete graficamente.


https://es.wikipedia.org/wiki/Isolinea
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

10
Halle una ecuacion para el plano tangente a la superficie z = f(x,y) = — en el punto
Xy

P(1,2,5).
En cada uno de los siguientes casos, aproxime linealmente una funcién adecuada que permita
luego estimar el valor indicado:

a) (0.99 ¢%0%)8

b) (0.99)% +(2.01)* —60.99 2.01

¢) V(4.01)2 + (3.98)2 + (2.02)2
Cierta magnitud es funcién de la posicién en el plano. Se sabe que, respecto de las coordenadas
polares r y 6, la funcidn verifica la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

OF cos0 OF
send — + =

or r %_O'

Encuentre la ecuacion en derivadas parciales que verifica la funcion respecto de las coordena-
das cartesianas x e y.

sen(uv)
Dada la funcién G(u, v) = / g(t)dt, donde a es una constante real y g es una funcién
a

continua de una variable real, halle la oG y 8_G
ou = dv

Un objeto se mueve en el espacio siguiendo la trayectoria definida por 7(¢) = (x(z), y(z), z(t))
con

x(t) = te'™" =3t
y(t) = 5t -2t
(1) = g(x(@), y())
donde g(x, y) es una funcién escalar con derivadas parciales continuas; ¢t > 0 denota el

tiempo.

a) Halle el vector velocidad para el instante r = 1, sabiendo que §g(—2, 3)=(4,1).

b) (Cudl es la rapidez de la particula en el instante r = 1?
Sea T(x, y,z) = x> + y* + z* la temperatura en cada punto P(x, y, z) de un depésito en el
que se realiza una experiencia que dura 1 minuto. La experiencia comienza en el instante
t = 0 s cuando se introduce en el depdsito un objeto, que se desplaza dentro del habitaculo

t
describiendo una curva definida por 7(¢t) = (4 cos(nt), sen(nt), —), donde ¢ representa el

tiempo medido en segundos. ;A qué temperatura se encuentra la particula cuando transcurren
20 s? En ese momento, ¢cudl es la razén de cambio de la temperatura a la que se encuentra
la particula, respecto del tiempo? Y cudndo la particula se encuentra en el punto Py(4,0,7),
;cudl es la razén de cambio de T respecto del tiempo?

Un objeto se mueve en el espacio tridimensional de manera que sus coordenadas en funcién
del tiempo son x =4cost, y =4senty z = 5¢, parat > 0. Encuentre la razén de cambio de

la distancia de la particula al origen, d = /x% + y2 + 72, para t = 57 segundos.

Se componen varias funciones de modo que ¥ (u, v, w) = f(x(u, v, w), y(u, v, w)). Se tienen

los siguientes datos: x(-2,0,3) = -1, y(-2,0,3) = 1, %x(—2, 0,3) = (%, %, Alf), %y(—2, 0,3) =
%, %, %), y ﬁf(— 1,1)= (\/E, \/g); se sabe ademds que x ¢ y son diferenciables en (-2,0,3) y

que f es diferenciable en (—1, 1). ;Son suficientes estos datos para obtener F(-2,0,3)? ;Y

VF (=2,0,3)? En caso afirmativo, calcule.

Calcule la derivada direccional de f(x,y) = xseny en el punto (3,0), en la direccién del

vector tangente a la pardbola y = x% en (1, 1).

(Cuadnto vale la derivada direccional de una funcion diferenciable f(x, y), en el punto (xo, yo)

en la direccién tangente a la curva de nivel de f que pasa por dicho punto?

Considere la curva de nivel de f(x, y) = (x — 2)> + 3xy — 2(y + 1)* que pasa por el punto

Py(2, 1). Determine la recta tangente L a la curva en el punto Py(2, 1) y una ecuacion para la
recta perpendicular en el punto Py. ;Cudl es el valor de la méxima razén de cambio de f en
Py?
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23. En el centro de un ambiente grande se coloca una estufa sobre el piso. Tomando la ubicacién
de la estufa como oréil%en de coordenadas, la temperatura en un punto (x, y, z) estd dada por

Txy.2) = 1+ x2+2y2+3z2
direccién aumenta la temperatura con mds rapidez en el punto (1, 1,2)? ;Cudl es la maxima
razén de aumento de la temperatura en dicho punto?

24. Sea F(x,y,z) =4 —x — y*> + 2> — sen(xyz). Verifique que se cumplen las condiciones que
garantizan que la ecuacién F(x,y,z) = 0 define implicitamente a z = f(x, y) como una

en grados Celsius, dando las distancias en metros. ;En qué

funcidn diferenciable, en un entorno de (0, 1, —1) y calcule ?z(O, 1).
25. Verificar que la funcién

f(x,t) = A sen (kx — wt) + B cos (kx — wt)

con A, B, k, w constantes, representa una onda que se propaga en el tiempo en direccién x
. w . s o . . .
con velocidad v = = Para ello probar que f satisface la ecuacién diferencial a derivadas

parciales: f;; = v2 fex. Si x se da en metros y t en segundos, ;cudles serdn las unidades de k,

wyv?
26. Muestre que cualquier funcién con argumento x + vt es solucion de la ecuacion de ondas
unidimensional: 5 5
Of _ ,0°f
52 V52
ot ox

donde x indica la posicidn (unidimensional, en metros), ¢ indica el tiempo (en segundos), y v
es una constante con unidades de m/s (de hecho, es la velocidad de fase de la onda). Para
ello, considere la funcién f(x,t) = F(x + vt) siendo F de clase C?, arbitraria. [Recuerde el
Ejercicio 7b de la Seccién 3.3, donde se plante6 una solucion particular de la ecuacién de
onda, de la forma A sen(kx — wt).]
27. a) Verifique que la funcién u(x, 1) = e~ sen(4x) es una solucién de la ecuacién diferencial
llamada ecuacion de conduccion del calor:

ou 5 0%u

—_—=q- —

ot 0x?2
y determine cudl es el valor de la constante a.

b) Compruebe que la funcién u(x, y) = cos (x2 - yz) cosh (2xy) satisface la ecuacion

diferencial conocida como ecuacion de Laplace:

u  d*u
_ —— =
dx?  9y?

3.8.2 Autoevaluacion

Se propone que resuelva los siguientes ejercicios (del estilo de los que podrian plantearse en
un parcial de la materia), en forma individual y dedicando aproximadamente 30 minutos en total.
Justifique cada uno de los pasos en sus demostraciones tedricas; los cdlculos numéricos puede
dejarlos expresados (no es necesario el uso de la calculadora, a menos que necesite comparar valores
numéricos).

1. Sea la funcién

w2 yz 2 .
(ﬁ) S1 (X, y) * (O, 0)
floy)y=9 Y
1 si (x,y) =(0,0).

Analizar justificadamente:

a) la continuidad de la funcién en RZ;
b) la diferenciabilidad de la funcién en (0, 0);
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¢) la existencia de las derivadas parciales en (0, 0).
2. Hallar, si es posible, una ecuacién para el plano tangente al paraboloide eliptico dado por

X2+ 4y2

=1
£ 10

en cada uno de los siguientes puntos: a) (1, 1, %), b) (1, 1,33), ¢) (0,0,1). Si no es posible,
explicar el porqué. Esbozar un grafico de la superficie, indicando cada punto dado y el plano
tangente cuando corresponda.

3. Sea f(x, y) diferenciable, con x = u? — v?, y = v> — u*. Muestre que, para cualquier funci6n
f, se verifica la ecuacion diferencial
oF N oF 0
v— +u— =0,
ou av

donde ¥ es la funcién compuesta.
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4.1

4.1.1

146 Seccion 4.1. Optimizacién de funciones escalares de varias variables

Optimizacion de funciones escalares de varias va-
riables

Consideremos una funcién F(x) de una variable. Para estudiar su comportamiento, es conveniente
hallar sus mdximos y minimos locales y absolutos, si posee. ;Cémo procedemos para hallar los
extremos locales de F'? Teniendo en cuenta lo estudiado en Anédlisis Matematico I, primero debemos
buscar todos los puntos criticos de la funcién, es decir aquellos valores de la variable x para los
cuales la derivada primera de F se anula o no existe. Luego, inspeccionamos cémo cambia la
funcién alrededor de cada uno de los puntos criticos para ver si se trata de un extremo o no; en el
caso de que sea un extremo, analizamos si corresponde a un maximo o un minimo de F.

Pensemos ahora en una funcion f de varias variables. ;Cémo pueden determinarse los extremos
locales de f? ;Serd conveniente extender la nocién de punto critico? En una variable, como vimos,
juega un rol muy importante la derivada primera de la funcién. En varias variables, para analizar la
raz6n de cambio de una funcién se ha introducido en el capitulo anterior el concepto de derivadas
parciales y, mds atn, se han definido las derivadas direccionales. Veremos que la idea de punto critico
puede extenderse para funciones de varias variables, siendo las derivadas parciales una herramienta
muy til a la hora de localizar maximizadores y minimizadores de funciones multivariables.

Puntos criticos de una funcion de dos variables

Trabajaremos aqui con funciones de dos variables para funciones. Para funciones de tres o mas
variables, consultar el Anexo 4.5. Existen algunos conceptos ya conocidos del curso de Andlisis
Matematico I, que seran de utilidad en esta seccion, pero también hay nociones nuevas.

Definicion Sea f : D C R?> 5 R.
= Se dice que f tiene un mdximo local o relativo en (xpr, ypr) € D, si f(xar, ym) = f(x,y)
para todo punto (x, y) en algtin disco centrado en (xpz, yar). El punto (xaz, yar) se denomina
maximizador local de f. Si la desigualdad se verifica para todo punto del dominio de f, el
maximo es absoluto o global.
= Se dice que f tiene un minimo local o relativo en (X, yi) € D, si f(xm, ym) < f(x, y)
para todo punto (x, y) en algin disco centrado en (x;,, ¥;;). El punto (x,;, y,,) se denomina
minimizador local de f. Si la desigualdad se verifica para todo punto del dominio de f, el
minimo es absoluto o global.
Los méximos y minimos locales constituyen los extremos locales o relativos de la funcién f.

La definicidn expresa que: si f tiene un maximo relativo en (xyy, yar), entonces el valor de
la funcién en dicho punto es el mayor valor que toma f para cualquier punto en los alrededores
de (xas, yar); mientras que si f tiene un minimo relativo en (X, y), el valor de la funcién en
dicho punto es el menor valor que toma f para cualquier punto en los alrededores de (x;,, ). Ver
Figura 4.1.1.

(X, ym)j \

Figura 4.1.1: Gréfica de una funcién de 2 variables que presenta extremos.

Caan Ym)
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Nos abocaremos a la bisqueda de extremos. Recordemos distintas situaciones en el caso de
funciones de una variable. Por ejemplo Fj(x) = x? presenta solamente un minimo local (y también
absoluto), lo mismo ocurre con la funcién F>(x) = |x|; la funcién F3(x) = x* no posee ni mdximos
ni minimos locales, ni absolutos, por ende); mientras que Fy(x) = x> — x tiene un méximo local
(no absoluto) y un minimo local (no absoluto). En el caso de funciones de dos variables, pueden
tener uno o varios extremos locales, o ninguno. Es facil ver, por ejemplo, que fi(x,y) =3+ X%+ y2
presenta un minimo local (y absoluto), mientras que f>(x, y) = x + y no posee extremos locales
(ni absolutos).

Para determinar los extremos de una funcién escalar de dos variables, vamos a ubicar primera-
mente los puntos criticos de la funcién.

Definicion Sea f : D c R?> — R. Un punto (x., y.) perteneciente al dominio de f es un punto
critico de f si:
= las dos derivadas parciales primeras de f se anulan en (x, y.), 0
= al menos una de las derivadas parciales primeras de f no existe en (xc, y¢).
En el primer caso (o sea, cuando el gradiente de f en el punto es el vector nulo), se dice que
(x¢, Ye) €s un punto estacionario de f.

Por ejemplo  fi(x,y) = 3 + x> + y? presenta un (inico) punto estacionario, (0,0), donde
tanto f, como f, se anulan; la funcién f(x,y) = x + y no posee puntos criticos; mientras que
f3(x,¥) = x ++/y tiene (infinitos) puntos criticos, de la forma (a, 0), es decir todos los puntos del
€je x, pues no existe f, cuando y = 0.

El siguiente teorema asegura que todo extremo local es necesariamente un punto critico. Sin
embargo, no todo punto critico serd un extremo. Para hallar extremos de una funcidn, se deberd
buscar primero todos los puntos criticos; de esa forma, se tendrdn todos los “candidatos a extremos”,
luego habrd que clasificarlos (si son o no extremos, o si son otra cosa).

Teorema 4.1.1 Sea f : D C R?> > R, D un conjunto abierto. Si f tiene un maximo o minimo
local en (xp, o) € Dy si existen las derivadas parciales primeras de f en dicho punto, entonces

fe(x0,50) =0y fy(x0,y0) = 0.

De este teorema también se puede deducir que si la grafica de f admite plano tangente en un
maximo o minimo local, entonces dicho plano tangente es horizontal, dado por z = f(xo, yo)-

by

z=[f(xy) k
S |
/ ________________________________ ' y

% (%0, Yo

Figura 4.1.2: El plano tangente a la grafica de una funcién f de 2 variables en un extremo local de
f es horizontal.

Veamos algunos ejemplos tipicos de funciones de dos variables. Por ahora buscaremos extremos
de manera intuitiva, haciendo un andlisis cualitativo de la funcién y aplicando métodos graficos. En
la préxima seccién presentaremos un método analitico.
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m Ejemplo4.1.1 Hallar, si existen, los maximos y minimos locales de f(x, y) = X+ y2 —6x—-2y+12
usando procedimientos gréficos. Si f posee extremos calcular, si existen, f, y f, en cada
uno de ellos. Determinar una ecuacién del plano tangente a la grafica de f, en cada uno de
los extremos hallados.

Como la funcién polinomial dada esta bien definida para cualquier par (x, y) de nimeros
reales, el dominio de f es todo RZ. (Cudl es la imagen de f? Completando cuadrados,
podemos reescribir f(x,y) = (x — 3)? + (y — 1)* + 2, de donde observamos que la imagen
de f es el intervalo [2, +00).

Hagamos un andlisis grafico de la funcidn, por medio de: (i) su mapa de contornos, (ii) su
superficie grafica.

(i) Veamos algunas curvas de nivel, dadas por f(x, y) = k. La curva de nivel de valor
k (k > 2) es el conjunto de puntos del plano xy que satisface (x —3)>+(y —1)? = k —2. Asi,
para k = 2 consiste de un solo punto, el (3, 1), y para cada k > 2 es una circunferencia de
radio Vk — 2 con centro en (3, 1). Si observamos la Figura 4.1.3a), notamos que los valores
de f crecen indefinidamente a medida que nos alejamos (en circunferencias concéntricas) del
punto (3, 1). Este andlisis nos permite deducir que f tiene un minimizador local y absoluto
en (3, 1), donde la funcidn es igual a 2, y que f no posee un valor maximo.

(ii) Veamos la representacion de la funcién por medio de su grafica en el espacio, dada
por z = f(x, y). La ecuacién de la superficie grifica resulta z — 2 = (x — 3)* + (y — 1)?, que
nos recuerda a una de las cuddricas: un paraboloide de eje z con vértice en V(3,1,2) y que
abre hacia arriba. Observamos en la Figura 4.1.4b) que la funcién tiene un minimizador local
y absoluto en (3, 1) y que no posee maximos locales (entonces tampoco maximos absolutos);
ademds, se ve que el valor minimo que toma la funcién es f(3,1) = 2. Esto confirma lo
sugerido por las curvas de nivel.

a) A

Figura 4.1.3: Representacion de f(x,y) = x* + y2 — 6x — 2y + 12 mediante a) curvas de
nivel; b) gréifica de la funcién.

Veamos ahora, ;cudl es el valor de las derivadas parciales en (3, 1)? Tenemos que
fr(x,y) =2x -6, f,(x,y)=2y—2.Evaluando en (3, 1) resulta f,(3,1) =0, £,(3,1) = 0.
O sea que (3,1) es un punto estacionario de f, y es el tinico (ya que f y f, se anulan
simultdneamente sélo para x =3,y = 1).

Por otro lado, como f es diferenciable en todo su dominio, existe el plano tangente a la
superficie grafica de f en todo punto. En particular en (3, 1, 2), el vértice del paraboloide,
una ecuacion para el plano tangente es f¢(3,1) (x = 3) + £,(3,1) (y = 1) = (z = f(3,1)) = 0,
y reemplazando valores resulta z — 2 = 0, que es un plano horizontal.
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Si representamos graficamente al paraboloide y al plano tangente, notamos que para

(x, y) cercade (3, 1) los puntos (x, y, f(x, y)) del paraboloide se encuentran todos por arriba
del plano tangente, indicando que f(x,y) > 2. Como f(3,1) = 2, entonces f(x,y) > f(3,1),
confirmando que (3, 1) es un minimizador local. De hecho, esto ocurre no sélo en los
alrededores de (3, 1) sino en todo el dominio de f por lo que el minimo es, ademads, absoluto.
[

m Ejemplo 4.1.2 Analizar el comportamiento de f(x, y) = |x| para obtener sus extremos, si posee.

Esta funcién de dos variables estd definida en todo R?, y su imagen es [0, +0). La traza de
su superficie grafica con un plano vertical y = b es la curva quebrada que representa a la
funcién valor absoluto, para cualquier » € R. Resulta que la grafica de f es la superficie
z = |x|, dada por dos semiplanos que forman un dngulo o quiebre en todos los puntos del
eje y.

Analicemos ahora las derivadas parciales primeras de la funcién. La derivada parcial de f
respecto de y es cero para todo (x, y) € R, ya que la funcién no depende de y. Por otro
lado, sabemos que la funcién de una variable F(x) = |x| no tiene derivada en x = 0, lo
que nos permite deducir que en cualquier punto (0, b), con b € R, la derivada parcial de f
respecto de x no existe (compruébelo analiticamente, planteando la derivada parcial por
definicién en (0, b)). Precisamente esos son los (infinitos) puntos criticos de f. Conociendo
el comportamiento de la funcién valor absoluto de una variable, podemos deducir que los
puntos criticos hallados corresponden a minimos absolutos de f. El valor minimo de f es
f(0,b) = |0] = 0. Es facil ver que la funcién no posee maximo.

QLA

2 4

Figura 4.1.4: Representacion de f(x, y) = |x| mediante @) curvas de nivel; b) grafica de la
funcion.

m Ejemplo 4.1.3 Estudiar los valores extremos de f(x, y) = 4/x% + y2.

El dominio de la funcién es todo R?, y su imagen es [0, +o0). La traza de su superficie
grafica con el plano vertical y = 0 es la curva quebrada z = |x| en el plano xz; la traza con el
plano vertical x = 0 es la curva quebrada z = |y| en el plano yz. Deducimos que en (0, 0)
no existe ninguna de las dos derivadas parciales de f. Precisamente ése es el tnico punto

critico de esta funcién. Reconocemos a la superficie grafica z = /x2 + y2 como la mitad
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superior de un cono de eje z con vértice en el origen. El tinico punto critico de f resulta ser
un minimizador absoluto, donde la funcién vale 0; y f no posee maximo.
A partir del andlisis realizado, discutir: como se comportaran las funciones de la forma

g(x,y) = aj4/x* + y2 + ap, con a; # 0y ap constantes fijas (considerar por separado los
casosa; > 0ya; <0). n

Analizaremos ahora una situacién novedosa que encontramos para funciones de dos variables.
Comenzamos por el siguiente ejemplo.

m Ejemplo 4.1.4 Estudiar graficamente la funcién f(x,y) = x? - yz, analizando si tiene o no
extremos locales.

El dominio de f es todo R2. Para estudiar el comportamiento de la funcién trazaremos
primero algunas curvas de nivel. Es facil ver que la imagen de la funcién es todo R, por lo
que podemos considerar curvas de nivel para cualquier valor real de k.

Consideremos, a modo de ejemplo, k = 0, +1, +4. La curva de nivel de valor k es el
conjunto de puntos del plano xy que satisface x> — y> = k. Asi, para k = 0 tenemos y = +x,
o sea que la curva de nivel O consiste de dos rectas que pasan por el origen y tienen pendiente
+1 y —1 respectivamente. Para k = 1 la curva de nivel es una hipérbola que cruza al eje x en
los puntos (+1, 0); de manera andloga, para k = 4 la curva de nivel es una hipérbola que cruza
al eje x en los puntos (£2,0). Para k = —1, obtenemos la curva X2 - y2 = —1, esto es, una
hipérbola que cruza al eje y en los puntos (0, +1); para k = —4 se obtiene la hipérbola que
cruza al eje y en los puntos (0, £2). Se muestran varias curvas de nivel en la Figura 4.1.5a).
A partir del andlisis de las curvas de nivel, notamos un comportamiento particular de f en
torno al origen. Para ayudar a visualizar la situacién planteamos otra técnica: consideremos
la grafica de la funci6n en el espacio, dada por la superficie z = x> — y, que es una cuddrica
conocida (;cudl?), y miremos algunas trazas verticales. La traza con y = 0 es la pardbola
z = x> que abre hacia arriba en el plano xz, mientras que la traza con x = 0 es la paribola
z = —y? que abre hacia abajo en el plano yz. Las trazas verticales con y = b # 0 también
son pardbolas que abren hacia arriba, mientras que con x = a # 0 abren hacia abajo. Ahora
estamos en condiciones de visualizar la grafica: es la llamada silla de montar (técnicamente,
el paraboloide hiperbdlico del Capitulo 1) que se muestra en la Figura 4.1.55). Al observar
el gréfico notamos que la superficie z = x> — y? tiene cerca del origen un comportamiento
especial, que no corresponde a un maximo ni a un minimo.

b)

Figura 4.1.5: Representacion de f(x, y) = x% — y? mediante a) curvas de nivel; b) gréfica de
la funcioén.

Nos preguntamos, ;cudl es el valor de las derivadas parciales de f en (0, 0)? Tenemos
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que fx(x,y) =2xy fy(x,y) = —=2y. Por lo tanto, f,(0,0) =0, £,(0,0) = 0. O sea que (0, 0)
es un punto estacionario de f, y es el tinico.

La funcién en (0, 0) vale 0. Examinando los valores que toma en puntos cercanos al origen,
vemos que para puntos de la forma (a, 0), con a # 0, se tiene f(a,0) = a®> > 0 = £(0,0),
y para puntos de la forma (0, b), con b # 0, se tiene f(0,b) = —b*> < 0 = £(0,0). Estas
desigualdades son vélidas atn para valores de a y b muy pequeiios, por lo tanto (0, 0) no
puede ser ni un minimizador relativo ni un maximizador relativo: de hecho, es lo que se
denomina un “punto de ensilladura”. Concluimos que f no tiene extremos relativos (ni
absolutos, por ende), pero posee un punto de ensilladura.

[

Pensemos en la funcién de una variable F(x) = x>, para la cual x = 0 es su dnico punto critico
estacionario. F' no tiene ni mdximo ni minimo local en R. En x = 0 se anula la derivada primera
de F, pero no hay un extremo relativo de F. En una variable, un punto con estas caracteristicas se
Ilama punto de inflexién. Como vimos en el ejemplo, la situacién es mds rica para funciones de
varias variables, donde se define el llamado punto de ensilladura o punto silla.

Definicién — Puntos de ensilladura (o puntos silla). Sea f : D c R> — R. Se dice que f tiene
un punto de ensilladura o punto silla. en (xg, ys) si fc(xs, ys) = 0, f3(xs, y5) = 0 [estoes, (x5, ys)
es un punto estacionario de f] pero (xs, ys) no es un extremizador local de f, o sea que para
cada disco centrado en (xg, ys) existen en D puntos donde f(x,y) > f(xs, ys) y puntos donde

flxy) < f(xs vs).

4.1.2 Ejercicios

4.2

1. Halle todos los puntos criticos de las siguientes funciones, si poseen:

a) f(x,y)=1n[2 + sen(xy)] b) g(x,y) = x>+ y>+3xy+10
¢) h(x,y)=xy +xy’ + xy
2. Halle todos los puntos estacionarios de las siguientes funciones, si poseen, y decida por
inspeccion si cada uno de ellos es un médximo local, un minimo local o un punto silla:

@) fOoy)=e T b) glay) =R ¢) h(x,y) ="’

3. Revea los Ejemplos 3.1.11 y 3.1.12 del Capitulo 3 y responda para cada una de las funciones,
observando las curvas de nivel de la Figura 3.1.4 de ese mismo capitulo, ;posee extremos
locales? En caso afirmativo, ;cudles son?, y ;cudl es el valor de la funcién alli?

Clasificacion de puntos estacionarios de una fun-
cion de dos variables

Dada una funcién de dos variables hemos visto como hallar sus puntos criticos y, en algunos
casos, mediante inspeccion de la funcién o por métodos graficos hemos podido clasificarlos como
extremizador (maximizador o minimizador) o como punto de ensilladura. Veremos ahora, para
funciones de clase C2, un criterio analitico de clasificacién de puntos estacionarios, que hace uso
de las derivadas parciales segundas de la funcién evaluadas, en dichos puntos. Este criterio es una
extension de una propiedad anédloga vista en Andlisis Matemdtico I.

Repasemos la manera de obtener y clasificar puntos criticos para una funcién F(x) de una
variable. Primero se determinan todos los valores de x para los que F’(x) se anula o no existe; por
teorema, esos valores criticos de la variable son los tinicos candidatos a ser extremos de la funcién.
Una técnica que se puede utilizar es el criterio de la derivada primera que consiste en analizar el
signo de F’ en el entorno de cada valor critico (esto es, para x cercanos a x.). Sabemos que el
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crecimiento o decrecimiento de F indica si el punto critico corresponde a un extremo (maximo
o minimo) local, o a un punto de inflexién de F. En el caso de los puntos estacionarios, para los
cuales la derivada primera existe y es nula [esto es, cuando la funcién es derivable en x = x, con
F’(x.) = 0], una alternativa es utilizar el criterio de la derivada segunda. Este consiste en analizar
el signo de F"’ en el punto estacionario mismo (esto es, para x = x,). Se prueba que:

e Si F”(x.) > 0, entonces el punto estacionario x, es un minimizador local de F. Ejemplo:
F(x) = x? tiene un minimizador en x, = 0.

e Si F"(x.) < 0, entonces el punto estacionario x, es un maximizador local de F. Ejemplo:
F(x)=senx tiene un maximizador en x, = 7.

Ademds, si F'(x.) =0y F”(x.) = 0 este criterio no decide, y es necesario otro tipo de andlisis.

Ejemplos: Fi(x) = x> y F»(x) = x* tienen un punto estacionario en x, = 0, con derivada
primera y segunda nulas en dicho punto; pero en un caso es un punto de inflexion, en el otro un
extremo (minimizador).

En el Anexo 4.6 se da una justificacion de este criterio de la derivada segunda para una funcién
de una variable.

Una idea similar a ésta permite clasificar los puntos estacionarios de una funcién f(x, y) de
dos variables de clase C?, esto es, cuando la funcién es diferenciable en (xe, ye) con fi(xe, ye) = 0
y fy(xe, ye) = 0. El criterio involucra ahora las derivadas parciales segundas de f(x, y), que son
cuatro, combinadas convenientemente formando el llamado Hessiano de f, definido como:

frex(x,y) fxy(x’ y)
Hf(x, )’) = = fxx(x’ )’)fyy(x’ y)_ [fxy(x’ y)]2
Fx(6y) fiy(x,y)

donde se usé el Teorema de Clairaut en el dltimo término.

Criterio de las derivadas parciales segundas para clasificar puntos estacionarios de una
funcion de dos variables

Sea f: D C R? — R una funcién de clase C? (esto es, con derivadas parciales segundas
continuas) en un disco centrado en (x,, y.), siendo (x., ¥.) € D un punto estacionario de f (esto es,
Vf(xe, ye) = 0).

2 .
Sea D(xe, ye) = Hf(xe, ye) = fxx(xea ye) fyy(xe, ye) - [fxy(xe’ ye)] el valor del Hessiano de f
evaluado en el punto estacionario. Se tiene que:

= Si D(x,, y.) > 0, entonces (x, y.) es un extremizador local de f; ademads,
® Si fix(xe, ye) > 0, se trata de un minimizador local;

e si fix(xe, Ve) <0, se trata de un maximizador local.

= Si D(x,,y.) < 0, entonces (x,, y.) es un punto de ensilladura de f.
Ademds, si D(x., y.) = 0, este criterio no decide, y es necesario otro tipo de andlisis.

En el Anexo 4.6 se da una justificacién de este criterio de las derivadas parciales segundas
para una funcién de dos variables. Verifique el criterio para los ejemplos de la seccién anterior.
Preste atencién a que la funcién sea de clase C? para poder aplicar el criterio. En tal caso determine
todos los puntos estacionarios y arme el Hessiano de la funcién; luego para cada punto estacionario
evalie O y analice el signo.
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m Ejemplo 4.2.1 Hallar y clasificar todos los puntos estacionarios que posee la funcién f(x,y) =
2+ 93 = 3xy.

Por tratarse de una funcién polinomial, su dominio es todo R?; ademds es diferenciable y
de clase C? en todo su dominio. El vector gradiente es V f(x, y) = (3x> = 3y,3y> = 3x) y es
igual al vector nulo cuando ambas componentes se anulan simultineamente, esto es

3x2 - 3y
3y? —3x

0
0.

2

De la primera ecuacion se tiene x> — y = 0, 0 sea y = x°. Reemplazando y en la segunda

ecuacién, y> — x = 0, queda
xt-x=0 — x(*=-1)=0 = x=0 o x=1.

Entonces por un lado tenemos que cuando x = 0, resulta de la primera ecuacién que
y = 07 = 0, luego hay un punto estacionario en (0, 0). Por otro lado cuando x = 1, resulta
y = 12 = 1, luego hay un punto estacionario en (1, 1). El sistema de ecuaciones no presenta
otras soluciones. En conclusidn, la funcién f tiene dos puntos estacionarios: (0,0) y (1, 1),
Unicamente.

El siguiente paso es armar el Hessiano de f y evaluarlo en cada punto estacionario, por
separado, para clasificar el punto. Se tiene

6x -3
Hf(x,y) = = 6x 6y — (-3)> =36 xy — 9 = 9(4xy — 1).
-3 6y

Luego
D0,0)=Hf(0,00=0-9=-9<0,

por lo que f tiene en (0, 0) un punto silla, de valor £(0,0) = 0. Mientras que
DL, 1)=Hf(1,1)=36-9=27>0,

por lo que f tiene en (1, 1) un extremo relativo, de valor f(1, 1) = —1; ademas de acuerdo
al criterio este extremo es un minimizador local, pues f;x(1,1) > 0 (notar que también
fyy(1,1) > 0). Podemos agregar, por inspeccidn, que no se trata de un minimo absoluto pues,
por ejemplo, para puntos (x, y) sobre la recta y = x muy alejados del origen en el tercer
cuadrante, la funcién toma los valores f(x, x) = 2x> — 3x*> — —oo cuando x — —oo.

@ Para el caso de un extremo relativo: Cuando en el punto estacionario el Hessiano da positivo
y se quiere ver si el extremo es mdximo o minimo, es indistinto utilizar fyx 6 fy,. Claramente
ambas derivadas parciales deben tener el mismo signo, porque de otra forma el Hessiano no
podria dar un nimero positivo.

m Ejemplo 4.2.2 ;Posee extremos relativos la funcién f(x, y) = x* + y* = 2(x — y)? ? (De qué
tipo? {Donde? ; Qué valor toma f en dichos puntos?

La funcién f es de clase C? en todo R?, por ser polinomial. Esto significa que sus puntos
criticos, si posee, son todos puntos estacionarios, que se obtienen a partir de la anulacién
simultdnea de ambas derivadas parciales primeras. Busquemos los puntos estacionarios y
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clasifiquémoslos de acuerdo al criterio, si es posible. El cdlculo de las derivadas parciales
primeras de f da: fi(x,y) = 4x> —4(x—y) , Hlxy) = 4y3 +4(x —y), para todo (x, y) € R2.
Que ambas sean nulas implica resolver el sistema de ecuaciones:

¥-(x-y) = 0
Y+@x-y = 0

Sumando ambas ecuaciones se tiene x> + y* = 0, de donde y* = —x?, luego y = —x.
Reemplazando en la primera ecuacién da x> —2x = 0, o sea x(x>—2) = 0, cuyas soluciones
son: x =0 (luegoy=0) 6 x = +\2 (luego y = FV2, respectivamente). En conclusion, la
funcién f tiene tres puntos estacionarios: (0, 0), (V2, =V2), (= V2, V2).

El siguiente paso es armar el Hessiano de f y evaluarlo en cada punto estacionario, por
separado, para clasificar cada punto. Se tiene

12x% -4 4
Hf(x,y) = = (12x% = 4)(12y% — 4) — 4% = 48 (3x%y* — x? — y?).
4 12y? -4

Luego D(V2,-V2) > 0, por lo que f tiene en (V2, =V2) un extremo relativo, mds atn, se
trata de un minimizador local pues f; x(\/i —\/5) > 0; probar que lo mismo ocurre para el
punto estacionario (-=V2,V2). Mientras que D(0,0) = 0, entonces el criterio no permite
decidir si f tiene un extremo o un punto silla en (0, 0); en este caso debemos inspeccionar
la funcién para saber cémo se comporta cerca del origen: por ejemplo para puntos en la
recta y = x se tiene f(x,x) = 2x* > 0 = £(0,0), pero para puntos en el eje y se tiene
£(0,y) = y* —=2y* < 0 = £(0,0) cuando y es pequefio (de hecho, cuando |y| < V2). Este
analisis permite deducir que el punto estacionario (0, 0) es un punto silla.

Las respuestas al enunciado del ejercicio son entonces: si, la funcién f posee dos extremos
relativos, ambos minimos locales, en los puntos (\/5, —\5) y (—\5, \/5) para los que f = -8.
Grafique la funcién usando Geogebra y observe que los minimos son absolutos: la funcién
no toma valores por debajo de —8. Agregamos que f no posee maximos locales ni absolutos,
y que f presenta un punto silla en (0, 0). [

4.2.1 Ejercicios

4.3

1. Halle el valor de cada funcién en sus maximos y minimos locales y en sus puntos silla:
@) fxy)=9-2x+4y-x’ =4y’ b) flxy)=xy-2x-y

) flxy)=ev > d) h(x,y)=xseny
2. Encuentre los mdximos y minimos locales y los puntos silla de las siguientes funciones:

x2y? —8x+y
Xy

a) g(x,y) = yVx — y* — x + 6y b) f(x,y) =

3. Dada la funcién f(x, y) = x%y:
a) halle todos sus puntos estacionarios;
b) el criterio de las derivadas segundas, ;permite clasificar los puntos estacionarios de f?
¢) analice los puntos estacionarios.

Extremos de una funcion de dos variables en una
region cerrada y acotada

Hasta ahora hemos analizado para una funcién de dos variables, sus extremos relativos en
dominios abiertos. En ocasiones es necesario determinar los valores extremos de una funcién en
un dominio restringido a cierto subconjunto especial de R?, por ejemplo: un cuadrante (regién
semiabierta), un circulo, una region triangular o cuadrada cerrada, una curva, etc.
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Sabemos que si una funcién de una variable es continua en un intervalo cerrado, entonces
alcanza sus valores mdximo y minimo absolutos en el intervalo. Recordemos que un intervalo
cerrado de la recta real es aquel que contiene a sus puntos del borde. Efectivamente, para una
funcién continua F(x) de una variable, definida en un intervalo cerrado [a, b] C R, los extremos
absolutos pueden ocurrir o bien como puntos criticos de F' dentro del intervalo abierto (a, b), o bien
en los bordes del intervalo, a 6 b. Para determinar los extremos absolutos se debe entonces evaluar
la funcién no sélo en los puntos criticos, que caen en el interior del intervalo, sino ademads en la
frontera del segmento, esto es, en los puntos inicial y final del intervalo.

Ay

X
>

Minimo relativo

— 7 Y , 7
Minimo relativo Maximo absoluto
Méximo relativo Punto de inflexién Minimo absoluto

Figura 4.3.1: Clasificacion de puntos estacionarios de una funcién derivable de 1 variable en un
intervalo cerrado.

Una situacién similar ocurre para funciones de dos variables.

Definicion — Conjuntos cerrados y acotados. Un subconjunto D de R? se dice cerrado si
contiene a su frontera. La frontera de D, que suele anotarse como 9D, se define como el conjunto
de puntos (xz, yr) tales que todo disco centrado en (x¢, yr) contiene puntos que estdn en Dy
puntos que no estdn en D.

Por otro lado, un subconjunto D de R? se dice acotado si D estd contenido en algtn disco.

Por ejemplo, el conjunto {(x, y) : x> + y*> < 1} estd formado por todos los puntos del circulo de
radio 1 centrado en el origen: los interiores (x> + y*> < 1) mds los que estdn en la circunferencia
(x* + y* = 1) que es la frontera; entonces es un conjunto cerrado porque contiene a su frontera, y
estd acotado debido a que puede encerrarse con un circulo (de radio mayor que 1).

La region triangular con vértices (—1,0), (1,0) y (0,5) puede rodearse con una circunferencia
de radio 2; entonces es una regidn acotada porque estd contenida en un disco, y es cerrada porque
contiene a los lados del tridngulo que son su frontera.

Enunciamos el siguiente teorema para conjuntos cerrados y acotados de R? y funciones continuas
de dos variables:

Teorema 4.3.1 Sea D un conjunto cerrado y acotado de R?, ysea f : D — R una funcién de dos
variables, continua en D. Entonces f alcanza valores mdximo absoluto y minimo absoluto en D.

Dicho de otra forma, si f es una funcién continua en un conjunto cerrado y acotado D € R?,
existen puntos en D para los cuales f alcanza su mayor valor y puntos para los que alcanza su menor
valor. Dichos puntos estin en el interior de D (y son puntos criticos de f) y/o en la frontera dD.

La busqueda de los extremos absolutos de una funcién continua f(x, y) en una regioén D cerrada
y acotada del plano, se puede organizar de la siguiente forma:
(1) Hallar todos los puntos criticos de f(x, y) en el interior de D, e identificar entre éstos los que
son extremos relativos de f (si posee).
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(2) Hallar los puntos de la frontera de D donde f(x, y) tiene extremos locales.

(3) Los tnicos candidatos a ser extremos absolutos de la funcién son los puntos hallados en los
pasos (1) y (2). Evaluar f en los puntos hallados; comparar los valores que toma la funcién
en dichos puntos, y seleccionar el mayor y el menor de todos ellos.

m Ejemplo 4.3.1 Analizar los extremos absolutos de f(x, y) = x> + 2y +2 en el circulo de radio 1
centrado en el origen.

Se trata de una funcién continua por ser polinomial, definida en un circulo que es una
regién cerrada y acotada del plano. Luego, por el Teorema 4.3.1 presenta extremos absolutos;
ademds, ello ocurrird en un punto critico interior al circulo, o en un punto de la circunferencia
frontera.

Pensemos graficamente la situacién planteada: encontrar el maximo y el minimo absolutos de
f equivale a ubicar en la superficie graficade f los puntos mds alto y més bajo, respectivamente.
En este ejemplo la grafica estd dada por z = x> + 2y? + 2, que corresponde a la ecuacién
de un paraboloide eliptico que abre hacia arriba desde el vértice (0, 0, 2). Recordemos que
buscamos los extremos de f(x, y) cuando las variables independientes estdn en el circulo de
radio 1; por lo tanto, el dominio esté restringido al conjunto D = {(x, y) : x> + y> < 1} del
plano xy, cuya frontera es la curva C dada por x>+ y? = 1. Asi, del paraboloide s6lo debemos
mirar la parte que estd contenida por el cilindro circular recto de eje z y radio 1. Analizamos:
(1) la parte de la superficie grifica de f que corresponde al interior de D (x* + y? < 1), y
(2) la curva Cg que se obtiene como interseccion del paraboloide y la superficie cilindrica,
que corresponde a la frontera de D (x* + y* = 1), como se muestra en la Figura 4.3.2.

z=x2+2y2+2\

(0,-1,4)

Figura 4.3.2: Gréfica de f(x,y) = x> + 2y* + 2, para (x, y) tales que x> + y> < 1. En este
conjunto, la funcién tiene un minimo absoluto en (0, 0), y maximos absolutos en (0,—1) y
0, +1).

Al observar la figura notamos que f tiene un minimo en (0, 0) siendo f(0,0) = 2.
Efectivamente, (0, 0) es el tinico punto estacionario de f, que minimiza la funcién y pertenece
al interior de D. En la figura vemos que la curva por encima de la frontera de D tiene el
“punto mas alto” para (0, £1) y “el punto mas bajo” para (+1, 0). Efectivamente, como los
puntos de esta curva satisfacen simultaneamente: x> + y*> = 1 y z = 3 + y?, resulta que para
los puntos del borde de D, f toma los valores mdximo y minimo respectivamente paray = +1
con x =0, yparay = 0 con x = 1, respectivamente, siendo f(0,+1) =4y f(+1,0) = 3.
Alternativamente, los extremos de f sobre la circunferencia podrian determinarse mediante
una parametrizacién de la misma, por ejemplo 7(¢) = (cost,sent), con 0 < ¢ < 27. Ahora
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consideramos F(r) = f(#(t)) = f(cost,sent) = (cos)> + 2(sens)’> +2 = 3 + sen’t, y
buscamos los extremos de F(¢), como funcién continua de una variable en el intervalo
cerrado [0, 2r]. Consideramos los valores de ¢ que anulan F’(¢) = 2senzcost en el intervalo
0 < t < 27, mds los bordes de dicho intervalo; finalmente los candidatos a extremos de F(t)

son: t =0, g, I, 37”, 2n. Los puntos de la circunferencia correspondientes a esos valores de ¢

son: (1,0), (0,1), (-1,0), (0, —1), (1, 0), respectivamente.

En resumen, los (Gnicos) candidatos a extremos de f en D son los puntos: (0, 0), (1, 0), (0, 1),
(=1,0) y (0, —1). Los valores que toma la funcién en dichos puntos son, respectivamente: 2,
3,4, 3 y 4. Finalmente concluimos que f en el circulo unidad posee un minimo absoluto
en (0,0) y dos mdximos absolutos, uno en (0, 1) y otro en (0, —1); y se tiene Im (f) = [2,4]

para (x,y) € D.

4.3.1 Ejercicios

1. Encuentre intuitivamente los extremos absolutos de f(x, y) = x + y en el circulo de radio 1
centrado en el origen.

2. Imagine una caja de base triangular, que se cubre con una tapa semiesférica. ;Cudles son los
puntos mds altos y mas bajos de la tapa? Para fijar ideas, suponga que la base es el tridngulo

con vértices (~1,0), (1,0) y (0, ), y que la tapa es la superficie z = +4/9 — x2 — y2.

4.4 Resolucion de problemas con restricciones

En esta seccion veremos primeramente un procedimiento general para calcular extremos
o candidatos a extremos de una funcién de dos variables f(x, y) cuando los pares (x, y) estan
“condicionados” o “restringidos” por algin “vinculo”, “ligadura” o “restriccién” que relaciona las
variables x e y. Ejemplos tipicos de esta situacion son: hallar las dimensiones de un rectdngulo de
drea maxima con perimetro dado (digamos 120 cm), o determinar dos nimeros cuya diferencia sea
fija (digamos 100) y su producto sea minimo. En el primer caso las variables son los lados by & del
rectangulo, la funcién a maximizar es el drea A(b, h) = b h, y el vinculo entre las variables es que
2b + 2h = 120 siendo b y h positivos; en el segundo caso se pide minimizar la funcién producto
P(x,y) = xy donde x e y son dos variables reales sujetas a la condicion de que |x — y| = 100.
Analizaremos también un problema similar para una funcién de tres variables f(x, y, z) cuando las

ternas (x, y, z) para las cuales se busca conocer los extremos de f, estdn restringidas por uno o por
dos vinculos que relacionan las variables x, y, z.

El tipo de situaciones como el de calcular el 4rea maximo de un rectdngulo con perimetro dado,
que involucra 2 variables, ha sido tratado en Andlisis Matematico I apelando a una sustitucion: a
partir del vinculo entre las variables, despejar una de ellas en términos de la otra y reemplazar
en la expresion de la funcién, que entonces pasa a depender de una sola variable. Por ejemplo:
para hallar el drea maxima de un rectdngulo de perimetro 120 cm, lo que se hacia era despejar
h = h(b) = 60 — b a partir del vinculo, y luego optimizar A(b) = A(b, h(b)) = b(60 — b), en el
intervalo b € [0, 60]. Sin embargo, ese procedimiento requiere que se cumplan algunas hipétesis,
como que se pueda despejar explicitamente una variable en términos de la otra, lo que no siempre
es posible tal como se muestra en el siguiente caso.

m Ejemplo 4.4.1 ;Cudles son (si existen) los puntos de la curva plana y? = x — 1 que estdn mds
cerca y més lejos del origen de coordenadas? ;A qué distancia estdn?
Sea P(x, y) un punto de la curva. Se pide encontrar el minimo y el maximo de d(O, P) =

x2 + y2 cuando y* = x — 1. Podemos trabajar con f(x,y) = [d(O, P)]* = x* + y* (que,
por ser polinomial, es mds sencilla de manipular que la funcién d), dado que un punto
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estacionario de f corresponde al mismo punto estacionario para d.

La condiciéon que deben satisfacer las coordenadas de los puntos que buscamos es
y=x-1, luego si reemplazamos y? por x — 1 en f(x, y), habria que optimizar la funcién
F(x)=x>+x-1.

Analicemos F(x): tiene un (solo) punto critico pues F’(x) = 2x + 1 se anula para
x = —%; como F”(—%) =2 > 0, se trata de un minimo de F(x). Dicho minimo tiene el valor
F (—%) = —%, lo que resulta absurdo ya que habiamos partido de una funcién que era una
distancia al cuadrado.

Basta que grafique la pardbola x = v +1 para descubrir que el punto més cercano al
origen es el (1,0), a una unidad de distancia. Por otro lado, siempre se pueden encontrar
puntos de la curva arbitrariamente alejados del origen. En conclusion, d(O, P) es minima y
vale 1 para P(1,0), pero no tiene valor maximo.

[

La técnica gréfica dio la respuesta correcta en este caso. Pero, ;qué es lo que fall6 en el
tratamiento analitico? Entre otras cosas, no tuvimos en cuenta que y*> = x — 1 tiene sentido s6lo
para x > 1. Veremos una técnica analitica adecuada para resolver problemas de optimizacién con
vinculos (o condiciones, ligaduras, o restricciones), conocida como método de los multiplicadores
de Lagrange.

Figura 4.4.1: Grifica de la curva y*> = x — 1.

4.4.1 Método de los multiplicadores de Lagrange: funcién de 2 variables y 1 vinculo

Volvamos al Ejemplo 4.3.1 de la Seccién 4.3, donde se resolvié grafica e intuitivamente la
bisqueda de los extremos absolutos de f(x,y) = x% +2y? + 2 en el circulo de radio 1 centrado
en el origen. De acuerdo al teorema de extremos absolutos para funciones continuas en conjuntos
cerrados y acotados, y siguiendo el método indicado, la discusion se dividio en tres pasos:

(1) hallar y clasificar los puntos criticos de f en el interior del circulo,

(2) hallar extremos locales de f en la circunferencia borde, y

(3) comparar los valores de f en todos los candidatos a extremos.
Veamos ahora un método analitico para tratar el item (2).

La Figura 4.4.2 a) corresponde a la gréfica de la funcién f(x, y) = x> + 2y? + 2 en el espacio, y
fue util para discutir cudles son los puntos mas bajos y mds altos de la superficie grafica de f que
estdn justo por encima de la circunferencia C dada por x> + y* = 1.

La Figura 4.4.2 b) corresponde a un mapa de contornos de la misma funcién f en el plano,
y contiene varias curvas de nivel de f (elipses de ecuacién x> + 2y> +2 = k, con k > 2). Se
indica en el mismo grifico la curva “condicionante” (la circunferencia de ecuacién x>+ y2 =1).Es
claro que hay una curva de nivel que pasa también por puntos de la circunferencia y que tiene el
valor més chico de k = kni, = 3 (las curvas de nivel punteadas en rojo con k menores que 3 no
cortan a la circunferencia, indicando que no se satisface el vinculo en ningtin punto de las elipses
“mads chicas”); ademds es evidente que existe una curva de nivel que pasa también por puntos de
la circunferencia y que tiene el valor mds grande de k = kyx = 4 (las curvas de nivel punteadas
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en azul con k mayores no intersecan a la circunferencia, dando cuenta de que no se satisface la
restriccion en ningtin punto de las elipses “mds grandes”). Entre las curvas de nivel C3 y C4 se
muestran en la figura las curvas (en naranja) de nivel intermedio, que se ve que cortan a la curva C
en varios puntos.

Observemos con atencioén los puntos de interseccion de la curva de nivel C3 con la curva
vinculante C, y de la curva de nivel C4 con la curva vinculante C. Para fijar ideas tomemos por
ahora C4 y C: en los puntos de interseccion, que vemos que son M, (0, 1) y M_(0, —1), estas dos
curvas se tocan en forma tangente. Ello significa que si tomamos en M, un vector tangente a cada
curva, estos vectores serdn colineales entre si; lo mismo ocurre para M_. Deducimos entonces que,
en los puntos M., vectores perpendiculares a una y otra curva serdn colineales entre si.

vf

Vg Curvas de nivel

feuy) =k

(0,-1,4) =
-103) = (014

1,00) (0,1,0)

';'tO, -

a) Grafica de la funcién. b) Curvas de nivel de la funcién.

Figura4.4.2: La funci6n f(x, y) = x> +2y?+2 para (x, y) en la circunferencia C dada por x> +y? = 1,
tiene minimos de valor 1 en (%1, 0), y maximos de valor 2 en (0, +1). A modo de ejemplo, se
muestra V f enel punto M, (0, 1), que resulta perpendicular en dicho punto tanto a la curva de nivel
C; de f como a la curva condicionante C.

Sabemos como hallar un vector perpendicular a la curva de nivel C4 de f en un punto: usando
el gradiente de la funcién f, evaluado en el punto. Asi, tenemos que v f(0,1) = (0,4) es un vector
perpendicular a C4 en M, (0, 1). Si la curva C fuera una curva de nivel de alguna otra funcion,
podriamos hacer lo mismo. Definamos entonces una funcion auxiliar, dada por

gx,y)=x>+y -1,

de tal forma que la curva de nivel 0 de g reproduce la curva vinculante C (como funcién auxiliar
sirve también g(x, y) = x> + y2, pero entonces el vinculo corresponderia a la curva de nivel 1 de
£). Asi, tenemos que %g(O 1) = (0,2) es un vector perpendicular a C en M, (0, 1). Se confirma
entonces que el punto de interseccion M, entre C4 y C es un punto de tangencia, pues los vectores
gradiente hallados son colineales, siendo un vector muiltiplo del otro: v f(O,1)=24 Vg(O 1) con
A = 2. Mostrar que algo similar ocurre para el punto M_.

De igual manera, en cada punto de interseccion entre C3 y C los vectores Vv f(£1,0) = (£2,0) y
%g(il, 0) = (£2,0) son colineales. De hecho, se trata del mismo vector; en este caso el factor de
proporcionalidad o “multiplicador” es 4 = 1.

@ Se puede ver que las curvas de nivel entre C3 y Cy (esto es, para valores de k intermedios
entre 3 y 4) cortan también a la curva vinculante C pero NO de manera tangente. Esto es un
indicio de que ese k es intermedio, y no el menor o mayor posible compatible con el vinculo.
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Cuando hablamos de colinealidad entre los vectores gradiente, se debe tener cuidado de que
ninguno de ellos sea el vector nulo. Habrd que chequearlo en cada ejercicio. Para el ejemplo

tratado aqui, %g(x, y) = (2x,2y) se anula solamente en el punto (0, 0), pero como éste no
satisface el vinculo (la curva condicionante C no pasa por el origen), se puede proceder sin

problema. Por otro lado, Vv f(x,y) = (2x,4y) s6lo se anula en (0, 0); este es el unico punto
estacionario de f, queda dentro del circulo (se estudié aparte), pero no pertenece a la frontera.

Con el siguiente recurso se puede explorar una situacion similar al ejemplo anterior pero
para determinar los extremos de la funcién f(x, y) = (x — 1)*> + (y — 1)* + 1 sobre la elipse

—1)2
(x — 1)2 + % =1.
https://ggbm.at/g8 jhPVrE

Ejercicio Intente reproducir el mismo razonamiento (analizando curvas de nivel) para el problema
del drea maxima de un rectangulo con perimetro dado. Considere f(x,y) = xy, con el vinculo
g(x,y) = x+y—60 = 0. Tenga en cuenta que s6lo debe trabajar en el primer cuadrante, ya que x
e y deben ser positivos en este problema. ;Cudnto vale el multiplo entre los gradientes de ambas
funciones en el punto candidato a maximo?

En la discusion anterior hemos establecido una justificacion para el siguiente teorema, que da
una condicioén necesaria (aunque no suficiente) para la existencia de un extremo restringido de una
funcién:

Teorema 4.4.1 — Teorema de Lagrange (2 variables y 1 restriccion). Sean f(x, y)y g(x, y) funciones
de dos variables de clase C', y tales que f tiene un extremo en el punto (xz, yz) que pertenece a
la curva suave dada por g(x, y) = 0, o sea

g(xr,yL) =0.

Si §g(xL, yL) # 6, entonces existe un nimero real A (denominado multiplicador de Lagrange)
tal que

Vf(xe,yr) = A Ve(xr, yr).

Este teorema nos dice que los puntos (x, y) tales que g(x,y) =0y %g(x, y) # 0 que NO cumplen
el sistema de dos ecuaciones
{ Sx = A8
Jy =g

para algin nimero real A, NO tienen posibilidades de ser extremos de f(x, y) restringida al vinculo
g(x,y¥) = 0. Ver la Figura 4.4.2 b) que los vectores Vf y Vg dibujados en el primer y segundo
cuadrante, no son colineales; luego no puede haber ahi extremos condicionados.

En los siguientes recursos se puede explorar en forma genérica y dindmica cémo es la

relacién entre los vectores V fy ﬁg en cada punto de la curva g(x, y) = 0.
El primero es en un sistema 3D, el segundo es mediante la exploracion de las curvas de

nivel en 2D.
https://ggbm.at/GkgZG3Vm https://ggbm.at/DuHFRWgu
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Finalmente, damos el método para calcular en forma analitica los candidatos a valores extremos
de una funcién de dos variables sujeta a una restriccion:

Método de los multiplicadores de Lagrange (2 variables, 1 restriccion)

Suponiendo que f(x, y) tiene un extremo sujeto a la restriccion g(x, y) = 0, siendo fy g
de clase C!, para buscar los candidatos a extremos condicionados f se procede de la siguiente
forma:

1) encontrar la o las soluciones del sistema de 2 + 1 ecuaciones

fx(x, y) =41 gx(x’ y)
f(xy) = A gy(x,y)
g(x,y) =0

y verificar para cada punto solucién que %g es un vector no nulo;
1) encontrar, si existen, el o los puntos (x, y) que satisfacen g(x,y) = 0 y que cumplen
Ve(x,y) =0.

@ Se debe resolver en el paso 1) un sistema (no lineal, en general) de 3 ecuaciones con 3
indeterminadas, que puede tener una o mds soluciones. Sin embargo, no todas las soluciones
del sistema de ecuaciones corresponden a extremos restringidos de f (la colinealidad de los
gradientes es condicion necesaria pero no suficiente).

Cuando el vinculo determina una regién cerrada y acotada, es posible evaluar f en cada una
de las soluciones obtenidas y comparar los valores funcionales. El menor valor serd el minimo
condicionado y el mayor valor serd el maximo condicionado de f bajo la ligadura g(x, y) = 0. Por
otro lado, si la solucién consiste de un tinico punto o el vinculo no determina una regién cerrada
y acotada, se debe inspeccionar la funcién en puntos de su entorno (que satisfagan la ligadura)
para justificar si se trata localmente de un minimo o un maximo condicionado, o de un punto de
ensilladura.

Ejercicio Aplique el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los extremos de la
funcion del Ejemplo 4.3.1 de la Seccién 4.3 en la circunferencia unidad centrada en el origen, y
muestre analiticamente el resultado. ;Coincide con lo obtenido antes por métodos graficos?

4.4.2 Método de los multiplicadores de Lagrange: funcién de 3 variables y 1 vinculo

La técnica vista en la subseccién anterior también puede aplicarse a la optimizacién de una
funcién de tres variables f(x, y, z) sujeta a una restriccion o vinculo de la forma g(x, y, z) = 0.
Adapte el Teorema de Lagrange y el Método de los multiplicadores a este caso, planteando el
sistema de 3 + 1 ecuaciones a resolver ahora. Piense en la justificacion del teorema: la superficie de
nivel k para f y la superficie condicionante de nivel O para g se intersecan en un punto y lo hacen
ahi de manera tangencial. Esto se evidencia en la colinealidad de los vectores gradiente de f y de g
en el punto de tangencia (xz, yz, 71 ), entonces existe un multiplo A, si ﬁg # 0, tal que

V(e yrazr) = A Vg(xr, yr.z)

ademads del hecho de que g(xr, yr, zr.) = 0. Interprete graficamente.

m Ejemplo 4.4.2 Encuentre la distancia mds corta del punto A(2,-2,3) al plano de ecuacion
6x +4y—3z=2.

Sea P(x, y, z) un punto del plano dado. Se pide encontrar el menor valor de d(A, P) =

\/(x —2)2 + (y +2)* + (z — 3)? cuando 6x + 4y — 3z = 2. Antes de hacer ningtin célculo,
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conviene verificar que A no pertenece al plano, porque en tal caso la respuesta seria trivial
(verifique)
Para facilitar el computo definimos la funcién

oy, =(x =2+ +27+(z-3)

que es el cuadrado de la distancia d(A, P) , pues un minimo de f también es un minimo de d.
Las coordenadas del punto P deben satisfacer la ecuacion del plano, dicho de otra forma
estdn vinculadas por la ecuacién 6x + 4y — 3z — 2 = 0, por lo cual definimos la funcién
auxiliar

glx,y,z) =6x+4y—-3z-2.

El gradiente de g es no nulo en todo R3. La superficie de nivel 0 de g es justamente el
plano dado. Como funcién auxiliar sirve también g(x, y, z) = 6x + 4y — 3z, pero entonces el
vinculo corresponderia a la superficie de nivel 2 de 2.

Tenemos entonces todos los elementos para aplicar el método de los multiplicadores de

Lagrange:
2(x-2)=A16
2(y+2)=214
2(z-3)=4(-3)

6x+4y-3z-2=0

Para resolver este sistema, es conveniente en este caso despejar x, y, z de las 3 primeras
ecuaciones en términos de A, y ponerlos en la cuarta ecuacién, que quedard solamente en

3
funcién del multiplicador de Lagrange. Se tiene: x =31+2, y=21-2, z = _E/l + 3,

respectivamente; luego reemplazando en la cuarta ecuacion queda
3
6(31+2)+4(21-2)-3 —5/1+3 -2=0

14
que tiene solucién (tinica) A = o Luego el punto buscado es PL(%, —%, %) (verifique

V62941

que efectivamente pertenece al plano), y estd a una distancia dy, = Gl

A.

La respuesta al ejercicio no estd completa atin: falta justificar que Py, que es la tinica
solucion hallada, es efectivamente el punto del plano mas cercano (a menor distancia), y no
el mas lejano, a A. Un gréifico nos convencerd de ello (o elegir otro punto cualquiera que
satisfaga el vinculo, o sea que esté sobre el plano dado, y ver que su distancia a A es mayor
que dp). (]

=~ 4.11 del punto

4.4.3 Método de los multiplicadores de Lagrange: funcion de 3 variables y 2 vinculos

La técnica de Lagrange se puede extender a la optimizacion restringida de funciones de n
variables con m vinculos (siendo m < n).

Mencionaremos aqui el caso de tener que optimizar una funcién f de tres variables x, y, z las
cuales no pueden variar libremente sobre todo el dominio de f sino que estdn vinculadas por dos
restricciones, que escribiremos de manera genérica como g(x,y,z) =0 y h(x, y,z) = 0. Se puede
mostrar que la condicién necesaria que da el Teorema de Lagrange en este caso, es que el vector
gradiente de f pertenezca al plano determinado por los gradientes de g y de % (siendo éstos dos
vectores no nulos, ni colineales entre si). Esto se escribe como una combinacién lineal, donde los
coeficientes son ahora dos multiplicadores de Lagrange.
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Método de los multiplicadores de Lagrange (3 variables, 2 restricciones)
Suponiendo que f(x,y,z) tiene un extremo condicionados de f sujeto a las restricciones
g(x,v,2) =0y h(x,y,z) =0,siendo f, gy h de clase C', para buscar los candidatos a extremos
se procede de la siguiente forma:

1) encontrar la o las soluciones del sistema de 3 + 2 ecuaciones

f(,9,2) = A gx(x, 3, 2) + p hx(x, 9, 2)
fy(y,2) = A gy(x, ¥, 2) + p hy(x, y,2)
f(x6,y,2) = A g2(x, ¥, 2) + p by (%, y, 2)
g(x,y,2)=0
h(x,y,z)=0

y verificar para cada punto solucién que %g y Vh son vectores no nulos y no colineales
entre si;

1) encontrar, si existen, el o los puntos (x, y, z) que satisfacen g(x,y,z) = 0, h(x, y,z) =0y
que cumplen ﬁg(x, v,2) = 0o ﬁh(x, y,2) = 00 ﬁg x Vh =0.

Un ejemplo tipico de optimizacién con dos vinculos es el siguiente:

Ejercicio La funcién T(x, y, z) = 100 + x* + y? representa la temperatura en cada punto de la
superficie esférica x> + y> + z> = 50. Hallar la temperatura maxima en la curva interseccién de
dicha superficie esférica con el plano x = z.

Estudie el problema, definiendo funciones auxiliares g y & convenientes, y plantee el sistema de
ecuaciones a resolver.

En el siguiente recurso se puede explorar la relacion entre los gradientes de las funciones
intervinientes del ejercicio anterior.

https://ggbm.at/TZkNndXA

4.4.4 Aplicacion al calculo de extremos en una region cerrada y acotada

Concluimos este capitulo presentando la solucién completa al problema de hallar los extremos
absolutos de una funcién continua de dos variables en un recinto cerrado y acotado, como vimos
en la Seccién 4.3 utilizando ahora el método de los multiplicadores de Lagrange. La existencia
de extremos absolutos estd garantizada por el Teorema 4.3.1. Combinaremos lo estudiado sobre
candidatos a extremos libres en el interior de la regién y a extremos condicionados en la frontera
del recinto.

m Ejemplo 4.4.3 Encontrar los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = 3x + 4y enel
circulo de radio 1 centrado en el origen.

De acuerdo al teorema de extremos absolutos para funciones continuas en conjuntos cerrados
y acotados, y siguiendo el método indicado en la Seccién 4.1.1, dividimos la resolucién en
tres pasos: (1) hallar y clasificar los puntos criticos (estacionarios o no ) de f en el interior
del circulo, (2) hallar extremos locales de f en la circunferencia borde, y (3) comparar los
valores de f en todos los candidatos a extremo.

1) Alser f diferenciable, los Unicos puntos criticos deben ser puntos estacionarios, en

0
los que se anulan ambas derivadas parciales simultdneamente. Pero a—f(x, y)=3y
X

0
a—f(x, y) = 4, para todo (x, y) dentro del circulo unidad. Esto significa que f no tiene
y

puntos criticos (no los tiene, de hecho en todo R?), que por supuesto era lo esperado
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ya que la gréifica de f es un plano no horizontal. En consecuencia, los extremizadores
de f estardn necesariamente en la frontera de la regién circular.

1) La curva frontera, la circunferencia de radio 1 centrada en (0, 0), establece un vinculo
entre las variables x e y. Aplicamos entonces el método de los multiplicadores de
Lagrange para determinar los candidatos a extremos locales de f en la circunferencia
borde. O sea, buscamos los extremos de f(x,y) = 3x + 4y sujetos a g(x,y) =
x> +y?-1=0.Para aplicar el método verificamos que §g = (2x, 2y) sdlo se anula
en (0,0), que no pertenece a la circunferencia borde. Podemos entonces proceder,
resolviendo el siguiente sistema de 2 + 1 ecuaciones:

3=212x
4 =42y
x2+y2—1:0.

Andlogamente a como hicimos en el Ejemplo 4.4.2, despejamos x e y en funcion de A
de las primeras dos ecuaciones, y lo llevamos a la tercera. Dado que A no puede ser 0,

: 3 2 . e . :
setiene x = —, y = T Si reemplazamos en la dltima ecuacién del sistema, queda

21
3\2 [2)?
= Zl —1=0.
[5) +(3) -1=0

Resolviendo para A obtenemos

5
A=+—.
2
5 3 4 5 3 4
Conlo cual, si A = +§ se tiene x = g,y = g; ysid= ) se tiene x = —g,y =-3

Por lo tanto, los puntos buscados son (%, %) y (—g, —‘5—‘).

1) Para finalizar calculamos el valor de f(x, y) en todos los puntos candidatos a extremos
absolutos de f. En este caso, como f no tiene puntos criticos y por ende tampoco
extremos locales en el interior del circulo, s6lo debemos mirar los valores de f en los
posibles extremos locales sobre la circunferencia borde, es decir:

34 3 4
f(g’g):i f(‘g"g):”

Por lo tanto, en el circulo unidad la funcién f alcanza su valor maximo absoluto en el

4
punto (%, g) donde f vale 5 y su valor minimo absoluto en el punto (—%, —tg) donde

f vale -5.

Desarrolle el método gréfico, tanto por medio de la grifica de f en el espacio como
por medio de un mapa de contornos en el plano, y compruebe el resultado analitico
hallado.

Veamos cémo proceder cuando la regién estd delimitada por una curva suave a trozos:

m Ejemplo 4.4.4 Supongamos que queremos encontrar los valores maximo y minimo de la funcién
f(x,¥) = 3x + 4y pero esta vez en cierta porcion del circulo de radio 1 centrado en el origen.
Consideramos D, el sector circular del primer cuadrante, que estd comprendido entre el eje
xylarectay = V3 x, incluyendo sus bordes.

Como ya analizamos en el ejemplo anterior, f no tiene puntos criticos, por lo que no
tendra extremos locales en el interior de D. Buscamos ahora los extremos locales en la
frontera D. En este caso la frontera es una curva suave a trozos, que consta de tres tramos
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suaves. Analicemos cada tramo por separado:

a) la porcién del eje x que va desde el origen al punto (1, 0);

b) el arco de circunferencia que va desde el punto (1,0) hasta el punto en el que la
rectay = V3 x corta en el primer cuadrante a la circunferencia, que sale de resolver
+y?=1,y= \/gxconx,y > (, esto es (%,\/73);

c) el segmento de recta comprendido entre dicho punto y el origen. A los puntos inicial y
final de cada tramo los trataremos por separado (como se hacia con los bordes de un
intervalo cerrado en Analisis Matematico I).

La funcién f sobre el tramo a) se reduce a f(x,0) = 3x,con0 < x < 1, que no tiene extremos

locales. Sobre el tramo ¢), f adopta la forma f(x, V3x) = (3 +4V3)x, con 0 < x < %,
que tampoco presenta extremos locales. Falta ver si f tiene extremos locales en el arco de
circunferencia b), para lo cual usamos el método de Lagrange.

Segtn vimos en el ejemplo anterior la funcién f tiene extremos locales sujetos al vinculo
dado por la circunferencia, en (33, %) y —%, —g). Como este dltimo punto no estd en D, nos
queda solamente (%, ‘5—‘) como un candidato a ser extremo de f en este problema.

Finalmente incluimos también como candidatos a ser extremos de f a los puntos inicial
y final de cada tramo de la curva frontera de D.

Por lo tanto, debemos debemos comparar los valores que tome f en: (%, %), (0,0), (1,0)

y (%, g) Los valores de f en estos puntos son f(%, ‘5—‘) =5, f(0,0) = 0, f(1,0) = 3,
f(%, ‘/75) = % +2V3 = 4.96. Por lo tanto, (%, ‘5—‘) es el maximo absoluto de f en D y (0,0) es
el minimo absoluto de f en D. ]

4.4.5 Ejercicios

1. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular los valores maximo y
minimo de la funcién f(x, y) = *”, con la restriccién x* + y* = 16.
2. Halle los puntos de la superficie esférica x> + y* + z> = 1 que estdn a mayor y menor distancia
del punto (\/§, 0,1).
1 1 1
3. Encuentre los puntos sobre la superficie — + — + — = 1, donde la funcién f(x, y,z) = x+y+z

Xy z
toma los valores mdximo y minimo.

4. Considere la funcién del Ejemplo 4.1.4 f(x,y) = x? -y, que no posee extremos en R
(Ocurre lo mismo si el dominio se restringe a una regién cerrada y acotada del plano,
digamos a un circulo centrado en el origen? Presente argumentos gréficos. Luego formalice
analiticamente planteando las ecuaciones a resolver y comente cudl es la respuesta que espera
obtener.

5. Determine analiticamente todos los extremos absolutos de la funcién f(x, y) = x> —2xy + 2y
en la region rectangular D = {(x,y):0<x <3, 0 <y <2}

4.5 Anexo A. Puntos criticos y estacionarios de una
funcion de n variables

Damos a continuacion la definicién de punto critico y punto estacionario de una funcién escalar
de n variables, que extiende el concepto visto para funciones de 2 variables.

Definicion Sea f : U c R" — R. Un punto (x1, X, . . ., X,,) perteneciente al dominio de f es un
punto critico de f si:

= las m derivadas parciales primeras de f se anulan en (xy, X, . . ., X,), 0

= al menos una de las derivadas parciales primeras de f no existe en (x, X, . . ., Xp).

En el primer caso (o sea, cuando el gradiente de f en el punto es el vector nulo), se dice que
(x1, X2, ..., Xn) €s un punto estacionario de f.
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m Ejemplo 4.5.1 La funcién f(x,y,z) = x> + 1y + sen z tiene (infinitos) puntos criticos, de la
0
forma (x., 0, z.), esto es, todos los puntos del plano xz pues no existe 6_f paray = 0.
y

La funcién f(x, y,z, 1) = x> + y> + z> + 1> tiene un (tnico) punto estacionario, el (0, 0, 0, 0),
donde las 4 derivadas parciales se anulan.

Anexo B. Justificacion de criterios de las deriva-
das segundas

Criterio de la derivada segunda para una funcién de una variable

Sea F(x) una funcién dos veces derivable en xp, y xp un punto estacionario de F, esto es:
F’(x0) = 0. Aproximando la funcién alrededor de xy mediante polinomios de Taylor, de segundo
orden se tiene: F(x) ~ P(x) = F(xp) + 0(x — xo) + %F"(xo) (x — x0)* para x préximos a xy.
Gréaficamente la expresion de la derecha corresponde, en el caso en que el coeficiente del término
cuadrdtico sea distinto de 0, a una pardbola con ramas hacia arriba o hacia abajo dependiendo
del signo de ese coeficiente. Dado que el polinomio de Taylor es una buena aproximacién de la
funcién en el entorno del punto donde estd centrado, podemos confiar en que la grifica de F serd
localmente muy parecida a una pardbola e inmediatamente identificamos de qué tipo de extremo se
trata conociendo el signo de la derivada segunda en el punto estacionario: si F"(xp) > 0, xo es un
minimo local de F; mientras que si F"'(xg) < 0, xo es un méaximo local de F. ;Qué se puede decir
en el caso en que el coeficiente del término cuadrético es igual a 0? A este orden de aproximacion
no mucho, salvo que localmente la grafica de la funcién es “muy chata”, lo que no permite decidir
si se trata de un extremo maximo o minimo, o de un punto de inflexién; habria que “ir mds alld” de
la derivada segunda (aproximar F con Pz 6 P4), o inspeccionar con otro método la funcién para
clasificar ese punto estacionario.

Criterio de las derivadas parciales segundas para una funcién de dos variables

La justificacién se basa también en el desarrollo de Taylor de la funcién. La aproximacion
cuadrética de una funcién de dos variables agrega términos de orden 2 a la aproximacion lineal
(o linealizacién) de la funcién que vimos en el Capitulo 3; se puede probar que esos términos
tienen como coeficientes las derivadas parciales segundas de la funcion, evaluadas en el centro
del desarrollo. Sea f : D c R*> — R una funcién de clase C? en (xo, yo) € D, y (xo, yo) un punto
estacionario de f, esto es: v f(xo0, y0) = 0. A segundo orden se tiene para (x, y) proximos a (xg, yo):

f(x,y) = Pa(x,y) = f(x0, y0) + [0(x — x0) + 0(y — yo)| +

3 [0, 30) (6 = 20 + 2y (20, 30) (5 = 20)(y = 30) + o0 0) (5 = 30)°]

Por simplicidad supongamos que el punto estacionario es (xo, yo) = (0,0) y que f(0,0) = 0,
luego la expresion anterior queda en la forma

1
f(x,y) = Py(x,y) =0+ [0+ 0] + 5 [sz +2Bxy + Cyz]

donde llamamos A = f,x(0,0), B = f,,(0,0) = £,x(0,0), C = f,,(0,0) a los coeficientes del
polinomio de segundo orden. Supongamos que A # 0, entonces el lado derecho se puede reescribir,
completando cuadrados, como
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LB > (B 2+C2
TR AV T A

LB 2+ AC - B\ ,
T )7

Abhora bien, dado que sabemos que P, es una buena aproximacién a f cerca del centro del
desarrollo, en este caso el punto estacionario (0, 0), las graficas de P(x, y) y de f(x, y) estaran
bastante “pegadas” para puntos cercanos a (0, 0). Y entonces la pregunta es: ;qué forma tiene la
superficie grafica del polinomio P;, o sea, z = P»(x, y)? Tomando la dltima expresion, resulta

z B \* (AC-B?)\ ,
et (552

que tiene la forma de una superficie cuddrica (aunque no estd puesta exactamente como en las
formas canénicas que vimos en el Capitulo 1 para las cuddricas, donde aparecian las variables solas
al cuadrado, lo que significaba que los ejes principales de la figura eran los ejes coordenadas x e
y; aqui la figura aparecerd girada respecto de esos ejes coordenados, pero lo que importa para la
clasificacion del punto estacionario es su forma). Puede verse que, de hecho, la superficie grafica
del polinomio de Taylor P, centrado en el origen (localmente muy parecida a la superficie grafica
de la funcién f) corresponde a un paraboloide eliptico cuando AC — B> > 0 (en este caso, los dos
términos del lado derecho tienen igual signo), o a un paraboloide hiperbélico cuando AC — B> < 0
(en este caso, los términos cuadrdticos tienen distinto signo). En el primer caso podemos agregar
todavia que si A > 0 el paraboloide eliptico abre hacia arriba, mientras que si A < 0 abre hacia abajo.
Por ultimo, si fuera A = 0, en la expresion de P»(x, y) mds arriba se puede hacer un tratamiento
similar sacando C factor comun en lugar de A y completar cuadrados para y; se muestra también
que la gréfica de P, es una cuddrica.

Finalmente, notando que AC — B? no es mis que el Hessiano de f evaluado en el punto
estacionario, y que A es la derivada segunda de f respecto de x dos veces en el punto estacionario,
se completa la justificacion del criterio cuando D # 0.

A
2
A
2

Actividades integradoras y autoevaluacion

4.7.1 Actividades integradoras

1. Analice cudl de las dos afirmaciones siguientes es una condicion necesaria y cudl es una
condicion suficiente para la existencia de un extremo relativo:

» Sea f : D ¢ R*> — R una funcién de dos variables. Sea (xo, yo) € D un maximo o
minimo local de f. Luego: a) si existen las derivadas parciales primeras de f en dicho
punto, entonces v f(x0, y0) = 0; 6 b) al menos una de las derivadas parciales de f en
(x0, yo) no existe.

» Sea f: D c R?> — R una funcién de dos variables de clase C? en un disco centrado en
(Xe, ye), siendo (xe, y.) un punto estacionario de f dentro de D, tal que Vv f(Xe, ye) = 0.
Sea D(xe, ye) = H f(xe, ye) el valor del Hessiano de f en el punto critico. Luego: si
D(x., ye) > 0, entonces (x,., y.) es un extremo local de f.

2. Discutan en pequefios grupos los siguientes ejercicios:
a) Stewart, Calculo: Trascendentes Tempranas, pag. 947: Seccién 14.7 — Ejercicios 3 y 4
b) Stewart, Cdlculo: Trascendentes Tempranas, pag. 956: Seccién 14.8 — Ejercicio 1
3. Utilizando computadora, analice la grafica y algunas curvas de nivel para estimar los valores
méximos y minimos locales y los puntos silla de la funcion f(x, y) = X - 3xy4 — 2y2. Luego
utilice los métodos analiticos vistos para hallar estos valores en forma precisa.
4. Encuentre el valor de la funcién f(x, y) = (x* + y) €’/? en todos sus puntos de ensilladura y
extremos locales, si posee.
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10.

Clasifique los puntos estacionarios de f(x, y) = y*> — x> — 6xy.

Determine los puntos de la region triangular con vértices en (0, 0), (0,6) y (6,0), para los
cuales h(x, y) = 4xy? — x*y? — xy® toma sus valores maximo y minimo absolutos.
Utilizando computadora, grafique la circunferencia C de ecuacion x4yt =1 junto con
varias curvas de la forma C; de ecuaciones y = k — x2 para distintos valores de k € R.
Sefiale las curvas Cy que cortan en algtin punto a la circunferencia. Distinga las Cy que tocan
tangencialmente a C y estime a partir del grafico los valores de k correspondientes, asi como
los puntos de contacto.

Por dltimo, resuelva analiticamente el problema de hallar los extremos de la funcién
f(x,y) = x> + y sujetos a la restriccién x> + y*> = 1. Compare con la resolucién grafica.

. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los valores miximo y

minimo de f sujetos a la restriccién dada:

a) f(x,y)= xzy parawc2 + y2 =1
1 1
b) f(x,y,z2)=x+y+z para—+—+— =1
Xy z
Un paquete en forma de caja rectangular se puede enviar por correo con un costo dado, si la

suma de su longitud y el perimetro de una seccién transversal perpendicular a la longitud es
de 84 cm a lo sumo. Encuentre las dimensiones del paquete con mdximo volumen que se
puede enviar por correo a ese costo. (Averigiie cudles son las categorias actualmente para
envio de paquetes por correspondencia)

Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, halle los valores mdximo y minimo
de f(x,y,z) = x* + 2y + 3z, sujetos a las restricciones x +y+z=1, x —y+2z = 2.

4.7.2 Autoevaluacion

. Defina extremo relativo para una funcién de dos variables.
. Sea f(x,y) = ax® + 2bxy + y* (con a y b fijos).

a) Suponiendo que a # b?, verifique que (0,0) es un punto estacionario y clasifiquelo
segun los valoresde a y b.
b) En el caso en que a = b?, determine todos los puntos estacionarios de f.

. Sea T(x,y,z) = 273 + 2+ y2 + 7% la funcién que da la temperatura en cada punto de

una regién sélida, en grados Kelvin. Sea C la curva interseccién del elipsoide S dado por
2x% +y* + 22 =2, conel plano z = y.
a) Plantee y resuelva el problema de optimizacién de T para los puntos del elipsoide.
b) Plantee el método de los multiplicadores de Lagrange, que permita obtener los candidatos
a extremo de 7 restringidos a la curva C.
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Integracion multiple

En este capitulo estudiaremos la integral definida de una funcién de varias variables. Comen-
zaremos por la integral doble de una funcién de dos variables en una regién en el plano, y la
integral triple de una funcién de tres variables en una regién sélida en el espacio. También vamos a
considerar la integral de linea de una funcién de varias variables a lo largo de una curva en el plano
o en el espacio, y por ultimo la integral de superficie de una funcién de tres variables sobre una
superficie en el espacio.

Antes de introducir los distintos tipos de integrales miiltiples, recordemos la nocién de integral
b

definida de una funcién F (continua) de una variable en un intervalo [a, b]: F(x) dx. Cuando

a
F(x) > 0 para todo x € [a, b], esta integral da el valor del area bajo la curva y = F(x) arriba
del intervalo [a, b]. La integral puede definirse sin recurrir al concepto de drea, mediante las
sumas de Riemann. Para ello, comenzamos por dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos que,

. .. . —a .
por simplicidad, tomamos de igual ancho Ax = —— y los numeramos con i = 1,2,...,n; en

n
cada subintervalo elegimos un valor x; de la variable x, y formamos la suma de Riemann como
n
Sy = Z F(x;) Ax. Notar que, cuando F es positiva, esta expresion provee un valor aproximado
i=1
para el drea mencionada, usando rectdngulos de base Ax y alturas F(x;).

Tomando el limite de las sumas de Riemann para un ndmero n de subintervalos arbitrariamente
grande (luego Ax se hace infinitesimalmente pequefio), se obtiene la integral definida de F en el
intervalo [a, b]:

b n
F(x)dx = lim » F(x])Ax.

Se prueba que el limite existe con la condicién de que F sea continua en todo el intervalo, y
que el resultado no depende de los valores x; elegidos. Esta definicién de integral es valida para
funciones positivas o negativas. Extenderemos esta idea a funciones de varias variables.

Integrales dobles

En esta seccién vamos a trabajar con integrales definidas para funciones de dos variables en
regiones planas, llamadas integrales dobles.

Integral doble en un rectangulo

Pensemos en una funcién de dos variables f : R ¢ R> - R cuyo dominio es un rectdngulo R
con lados paralelos a los ejes coordenados. El rectdngulo puede describirse como

R={(x,y)eR*>:a<x<bh c<y<d}

o simplemente: R = [a, b] X [c, d].
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Supongamos por ahora que f(x,y) > 0 para todo (x, y) € R, de manera que la grificade f es
una superficie en R3 que estd arriba del rectdngulo R. Consideremos la region sélida de R? limitada
por: el rectingulo R (como “piso”), los cuatro planos verticales x = a, x =b,y=c e y=d
(como “paredes”), y la superficie gréfica de f (como “techo”). Queremos hallar el volumen bajo la
superficie z = f(x, y), arriba del rectangulo R.

y
d
7 ———————————————————————————

Yii1 Ay R;j
c i .
—Ax—

|

a x{j b x

Podemos obtener una aproximacién al volumen, procediendo de la siguiente forma. Comenzamos
por dividir el rectdngulo R en subrectdngulos, para lo cual dividimos los intervalos de cada variable:

—-a
el intervalo [a, b] en n subintervalos numerados coni = 1,...,n de igual ancho Ax = ——, y el

-c
intervalo [c, d] en m subintervalos numerados con j = 1,...,m de ancho Ay = ——; luego R

queda dividido en n m subrectdngulos, que llamaremos R;;, cada uno de drea AA = Ax Ay. En cada

subrectdngulo elegimos un punto (x;."j, y;}), y formamos la suma doble de Riemann

nom

i=1 j=1

Notar que, cuando f es positiva, esta expresion provee un valor aproximado para el volumen

*

mencionado, usando prismas de base AA y alturas f(x;, y;‘j).

En el siguiente recurso se puede visualizar como son los subintervalos que serviran para la
definicion de integral doble.
https://ggbm.at/uCcBQvzz

m Ejemplo 5.1.1 Estimar el volumen del sélido que se encuentra arriba del rectdngulo R =
[0,2] x [-1, 1] y debajo del paraboloide eliptico z = 16 — x> — 2y, Para ello, dividir R
en cuatro subrectdngulos iguales y elegir el punto “de muestra” como la esquina superior
derecha de cada subrectdngulo R;;. Graficar.
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Para aproximar el volumen, dividimos el rectingulo R dividiendo los intervalos [0, 2] para
xy [—1, 1] para y, en dos subintervalos cada uno del mismo ancho. R queda asi dividido en 4
subrectdngulos: Ry1, Ry, Ro1 y Ry, cada uno de drea AA = 1. Luego, elegimos como punto
“de muestra” la esquina superior derecha de cada subrectingulo, esto es: (x|}, yj;) = (1,0),

yl\
L R S
Ryq i Ry i x
2z
Rll i R12 i
_1 _______ he e e ]

Figura 5.1.1: Puntos de “muestra” tomados en la esquina superior derecha de cada subrectdn-
gulo.

Verificamos que la funcién f(x, y) = 16 — x> — 2y? (cuya grifica es un paraboloide)
es positiva para todo punto de R, y finalmente calculamos la suma doble de Riemann con
cuatro términos:

2 2
DTN fg i) AA

i=1 j=1
F(LOAA+ fF(2,00AA+ f(ILL1)AA+ f(2,1)AA
= 15+12+13+10=50.

AYY)

Con cuatro subrectdngulos (y la eleccién hecha de puntos de muestra), entonces, la aproxi-
macién al volumen del s6lido da: V =~ 50. Al aumentar el nimero de subdivisiones, tomando
n'y m cada vez mds grandes, se espera que la aproximacién mejore. Pruebe con n = 4, m = 4.
(Qué aproximacién al volumen del sélido obtuvo? (compare con el valor exacto del volumen,
que es V = 56).

En este ejemplo, si tenemos en cuenta la simetria de la funcién, dado que f(x,y) =
f(x,—y) para todo (x, y) € R?, observamos que el volumen del s6lido sobre [0,2] x [-1,1]
es el doble del volumen del sélido sobre [0, 2] X [0, 1]. Podriamos haber trabajado entonces
con este ultimo rectangulo y luego hacer Vjo2)x(-1,1] = 2 V[0,2)x[0,1]- Utilice este resultado y
aproxime el volumen pedido, calculando la suma de Riemann para f sobre [0,2] X [0, 1] con
cuatro subrectdngulos.

[

Consideremos nimeros n y m arbitrariamente grandes de subintervalos (luego Ax y Ay se
hacen infinitesimalmente pequeiios). Tomando el limite de las sumas dobles de Riemann se obtiene,
cuando f es positiva, el volumen del s6lido que se encuentra bajo la grafica de f y arriba del

rectdngulo R:
n m
V= lim Z Z Fx, yi) DA

n,m—oo

i=1 j=1

Esta expresion induce la siguiente definicion de integral doble de una funcién de dos variables en
un rectangulo:
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Definicion La integral doble de una funcién de dos variables f en el rectangulo R se define

como nom
J| renan= g 323 o5

i=1 j=1
si este limite existe.

Se puede demostrar que si f es una funcion continua en todo el rectdngulo R, el limite existe
y que el resultado no depende de los puntos de muestra elegidos. Esta definicién es valida para
funciones positivas o negativas. El resultado es un ndimero real.

Integrales iteradas

Por lo visto en Anélisis Matemdtico I, sabemos que evaluar una integral de una funcién de
una variable utilizando la definicién en base a sumas de Riemann es una tarea ardua y, en este
sentido, el Teorema Fundamental del Calculo proporciona un método mas simple para calcularla.
La evaluacién de integrales dobles a partir de su definicién es incluso més tediosa. Veamos una
forma préictica que nos permitira calcularlas.

Supongamos que f(x, y) es una funcién continua de dos variables, definida en el rectangulo
d

R = [a, b] X [c, d]. Pensemos ahora en la siguiente integral / f(x,y)dy. {Qué significa? Esta

notacion expresa que la variable x queda fija cuando f(x, y) se ?ntegra con respecto a la variable y,

que varia desde y = ¢ hasta y = d. Observemos que / f(x,y)dy daentonces una expresion que

depende (solamente) de x. Si ahora integramos este (E)rimer resultado con respecto a la variable

x, desde x = a hasta x = b, se obtiene un nlimero que escribimos asf: / ’ ( / ‘ f(x,y) dy) dx,
a c

donde se interpreta que el cdlculo que figura entre paréntesis se realiza para x fijo. Esta expresion se
conoce como integral iterada (iterar significa repetir, volver a hacer un proceso: en este caso la
iteracion consiste en hacer dos integrales simples sucesivas, integrando una vez y luego volviendo a

integrar). Escribimos:
b pd b pd
[ [ renava= [T [ o) a

donde queda indicado que primero integramos con respecto a y, desde ¢ hasta d, y luego integramos
con respecto a x, desde a hasta b.
De manera similar, tenemos la integral iterada

/Cd/abﬂx,y)dxdw/Cd(/abﬂx,y)dx) dy

indicando que primero integramos con respecto a x, desde a hasta b, y luego integramos la expresion
resultante con respecto a y, desde ¢ hasta d.

m Ejemplo 5.1.2 Evaluar las siguientes integrales iteradas:

2/ p3 3 p2
a)/ (/ x2y dy) dx; b)/ (/ x%y dx) dy.
0 1 1 0

3
a) En este caso, primero resolvemos / x% ydy, o sea que la variable x queda fija
1

cuando x?y se integra con respecto a la variable y, desde y = 1 hasta y = 3. Para ello,
buscamos una primitiva y aplicamos la regla de Barrow:

3 2 y=3 2 2
3 1
/ xzy dy = x2 _)’2 2 2
1

=x* = —x’— = 4x%

y=1
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Ahora integramos esta expresion con respecto a la variable x, desde x = 0 hasta x = 2:

2 3
/ 4x* dx = 4x_
0 3

2 p3
32
/ / x*ydydx = =.
o Ji 3
2

b) En este caso, primero resolvemos / x%y dx, y después integramos la expresién

x=2 3 3
2 0 32

=4— —4— = —.

=0 3 3 3

Luego resulta

0
resultante con respecto a y de 1 a 3. Escribimos ambos cdlculos juntos:

3 2 3 3 x=2 3 2 y=3
X 8 y 2 2
/(/ xzydx)dy:/ —y dy:/ (—y)dy:%— :%37_217
1 \Jo 1\ 3 7 ko 1 \3 2 |yo
Luego resulta
3 p2
32
/ / Xydxdy = =.
1 Jo 3
[

Notamos que, en este ejemplo, se obtuvo la misma respuesta cuando integramos primero
con respecto a y, que cuando integramos primero con respecto a x. El siguiente teorema indica
efectivamente que, bajo ciertas condiciones, las integrales iteradas dan el mismo valor numérico
en uno u otro sentido; es decir que el orden de integracion no altera el resultado. Este teorema
proporciona ademds un método para evaluar una integral doble expresdndola como integral iterada
(en cualquiera de los dos 6rdenes):

Teorema 5.1.1 — Teorema de Fubini para integrales dobles. Si f : R C R?> — R es una funcién
continua en el rectingulo R = {(x,y) € R>: a < x < b, ¢ < y < d}, entonces

//Rf(x,y)dA=/ab/Cd f(X,y)dydx:/Cd/ab e e

En general el teorema de Fubini se satisface ain bajo condiciones mds débiles: basta con suponer
que la funcidén f estd acotada en R, que f es continua salvo quizds en un ndmero finito de curvas
suaves, y que existen las integrales iteradas.

El teorema de Fubini permite, entonces, calcular la integral doble de una funcién continua sobre
un rectdngulo mediante integrales iteradas, esto es, integrando con respecto a una variable cada vez,
y ademds en cualquier orden de integracion, lo que es muy conveniente como veremos en algunos
ejemplos.

m Ejemplo 5.1.3 Calcular // (16 — x> — 2y?)dA, donde R = [0,2] x [-1, 1].
R

Para calcular la integral doble de la funcién continua f(x,y) = 16 — x*—2y*enel
rectangulo R utilizamos el teorema de Fubini, pudiendo elegir el orden de integracién.
Elegimos calcular las siguientes integrales iteradas:
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Calcule integrando primero respecto de la variable x, y verifique que se obtiene el mismo
resultado, previsto por el Teorema 5.1.1.

Notamos que, dado que la funcidn del integrando es positiva para todo (x, y) € [0,2] x[-1, 1],
la integral hallada da el volumen del s6lido debajo de la gréifica de f y arriba de R. Ver
Ejemplo 5.1.1.

m Ejemplo 5.1.4 Calcular // ysen(xy)dA,donde R = {(x,y): 1 <x <2, 0<y<n}.
R

Si integramos primero con respecto a la variable x, obtenemos

T 2
// ysen(xy) dA / / ysen(xy)dxdy
R 0o Ji

/0 [ cos(ey)'=2 dy

/07r [ cos(2y) + cos(y)] dy
0.

Notar que para evaluar la integral en x, se considera fija a y; luego, necesitamos una
primitiva para una funcién del tipo K sen(Kx). En cambio, si hubiéramos integrado primero
con respecto a la variable y, necesitdbamos una primitiva para ysen(Cy), es decir una
funcién de la forma polinomio por funcién trigonométrica, que requiere integracién por
partes. Claramente en este ejemplo conviene integrar primero con respecto a x.

y=r

sen(2y) + sen(y)]

| —

y=0

m Ejemplo 5.1.5 Calcular el volumen del sélido en el primer octante encerrado por los planos
coordenados, el plano x = 3, y el cilindro parabélico z = 4 — y?. Esbozar el grifico del
sélido, e identificar la regién de integracion.

La base del sélido es el rectangulo delimitado por: 0 < x < 3,0 < y < 2 (esta ultima
desigualdad sale de imponer z > 0). El volumen puede obtenerse como la integral doble de
la funcién f(x, y) = 4 — y* que resulta positiva en el rectangulo R = [0, 3] x [0, 2].
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Figura 5.1.2: Sélido encerrado por los planos coordenados, el plano x = 3 y el cilindro
z=4-y%

Si integramos primero con respecto a x, obtenemos
2 p3
V://(4—y2)dA / / (4 - y*)dx dy
R 0 Jo
2 2 x=3
‘A (4-y)x[ _, dy
2
‘/ (4-y")3dy =
0
31Y=2
3 [4y - y—]
3 y=0

= 16.

Evalde el volumen integrando primero con respecto a y. ;Obtuvo el mismo valor? En este
ejemplo, ambas integrales iteradas tienen el mismo grado de dificultad. ]

5.1.2 Integral doble en una region plana general

En el caso de la integral definida de una funcién de una variable, la region de integracién es un
intervalo de la recta real; pero para integrales dobles la situacion es mds rica y hay mayor variedad
de regiones de integracion para considerar. Hasta ahora estudiamos integracién en un rectingulo R
de R?; en esta subseccién definiremos la integral doble en un conjunto plano D cualquiera.

Supongamos que D es una regién acotada, luego existe un rectangulo R tal que D C R. Sea f
una funcién con dominio D; construimos entonces una nueva funcién ?, con dominio en todo el
rectangulo R, de la siguiente forma:

v _ f(x’y) Si(x’y)ED
ﬂ&”‘{o si(x,y) e R—D

Entonces, si la integral doble de f en R existe, definimos la integral de f en D como

//D f(xy) dA = //R Flx,y) dA.

El lado derecho es una integral doble en un rectdngulo, que ya sabemos calcular. Esta definicion
resulta razonable ya que f(x, y) = 0 cuando (x, y) se encuentra fuera de D, y por lo tanto la integral
sobre R — D “no aporta nada”. Notemos que no importa el rectdngulo R que consideremos, el inico
requisito es que R contenga a D.
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Analicemos qué pasa cuando f(x, y) > 0 para todo (x, y) € D. La integral doble // f(x,y)dA,

D
¢es el volumen del s6lido E que se encuentra arriba de D y debajo de la grafica de f? Es facil
darse cuenta que si. Observemos que f(x,y) > 0 en D implica que f(x,y) > 0 en R. Luego

// f(x, ) dA (integral de una funcién positiva, en un rectdngulo) se interpreta como el volumen
R

del sélido E que se encuentra arriba de R y debajo de la grafica de f. Pero ambos sélidos tienen el
mismo volumen: V(E) = V(E).

En general, es posible que f tenga discontinuidades en los puntos de la frontera de D (;cuando
esto no ocurrirfa?, ;cémo seria f en ese caso?). Sin embargo, si f es continua en D y ademds la
frontera de D es una curva “bien comportada”, se puede demostrar que la integral doble de fenR

existe y por lo tanto “// f(x,y)dA existe. Estudiaremos a continuacion regiones de integracién
D

D que tienen este “buen comportamiento”: las clasificaremos en regiones de tipo I y regiones de
tipo II. Hay regiones del plano que son de ambos tipos o de un solo tipo, y otras que no son de
ninguno de estos dos tipos. Veremos como proceder en cada caso.

Regiones planas de tipo I y de tipo IT

a) Una region plana es de tipo I si se encuentra entre dos curvas que son grifica de sendas
funciones continuas de la variable x, esto es:

Dr={(x,y): a<x<bh Yi(x) <y <hx)}

donde Y e > son funciones continuas para todo x € [a, b]. Ver Figura 5.1.3.

Por ejemplo, la regién del plano xy limitada por las curvas y = x, y = x° y las rectas
verticales x = 3y x = 4, es unaregion de tipo I; ;en qué intervalo de x? Un circulo de radio 1
centrado en el origen, es una region de tipo I en el intervalo [—1, 1]; ;cudles son las funciones
Y1(x) e Y2(x)? La region encerrada entre dos circunferencias concéntricas centradas en el
origen con radios 1 y 2, respectivamente, no es una regioén de tipo I; ;por qué? La regién
encerrada entre el eje x y la funcién Y (x) = [x] (funcién “parte entera”) en el intervalo [1, 3],
no es de tipo I, pero si es unién de dos regiones de tipo I, ;cudles son? Dibuje las regiones

dadas.
AY y =Y5(x) y y
Dy
y =F(x) \/\
vy=Y(x
Y =Y, (x) D; ()
: bx TE bx e b

y =Y (x)

Figura 5.1.3: Algunos ejemplos de regiones planas de tipo 1.

Supongamos que D es una regién de tipo I, ;como encaramos en este caso el cdlculo
de la integral doble en la regién D? Siguiendo la definicién, elegimos un rectiangulo
R = [a, b] X [c, d] que contenga a D y luego definimos f, que coincidird con f en Dy se

anulard fuera de D. Por la definicién, tenemos f(x,y)dA = F(x,y)dA. Si aplicamos
D R

en el lado derecho el Teorema de Fubini, queda

//R?(x,y)dA:/ab /Cdﬂx,y)dydx.
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Ahora, tomando en cuenta que para cada x fijo del intervalo [a, b] se tiene f(x,y) = O si
y < Yi(x) osi y > Y»(x), podemos escribir:

d__ (x) _ Ya(x)
/C f(x,y)dy=/yl f(x,y)dy=/ flx y)dy

(€9 Yi(x)

donde usamos que f(x,y) = f(x,y) en D, o sea cuando Y;(x) < y < ¥»(x), cona < x < b.
Finalmente, una integral doble en una regién de tipo I se puede escribir, usando integrales
iteradas, de la siguiente manera:

Definicion — Integral doble en una region de tipo I. Sea f : D; C R? — R una funcién
continua en una regién Dy de tipo I,

Dr={(x.y):a<x<bh Y(x) <y <h(x)}

donde Y; e ¥> son funciones continuas para todo x € [a, b], entonces

fx,y)dA = ’ YZ(X)f(x,y)dy dx.
Dy a v

b) Una regién plana es de tipo II si se encuentra entre dos curvas que son gréfica de sendas
funciones continuas de la variable y, esto es:

Dip={(x,y):c<y=<d Xi(y) <x < X2(y) }

donde X; y X, son funciones continuas para todo y € [c, d]. Ver Figura 5.1.4.

y y y

d d 1 d
=X x=X; (y)
- Pu  x=X,() 50 =X (y)
x=X;(y) Dy
x=X,(y)
C I C
x x X

Figura 5.1.4: Algunos ejemplos de regiones planas de tipo II.

Procediendo de manera similar a como hicimos para una regién de tipo I, en el caso de una
region de tipo II se muestra lo siguiente:

Definicion — Integral doble en una regién de tipo I. Sea f : D;; ¢ R> — R una funcién
continua en una regién Dy de tipo II,

Dip={(x,y):c<y<d Xi(y) £x < Xao(y) }

donde X y X, son funciones continuas para todo y € [c, d], entonces

J seman= | ’ / i x| ay

Xi1(y)
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5.1.3 Propiedades de las integrales dobles

Sean f y g funciones de dos variables y supongamos que existen las integrales dobles

//D f(x,y)dA y //D g(x,y)dA

donde D es una region plana general. Entonces se cumple:

1. // cf(x,y)dA =c '// f(x,y)dA, donde ¢ es una constante real.
D D

2 f/D £ ) + g(x, )] dA = //D Fxy)dA + //D ¢(x,y) dA

3. Si D = Dy U D, donde Dy y D; no se intersecan salvo quizas en sus fronteras, entonces

//DIUDZ f(x’y)"A://Dl fxy)dA + //D f(x.y)dA

D,

Dy

4. a) Laintegral doble de la funcién constante f(x, y) = 1 en una regién D, da el valor del
area de la region plana D:
A(D) = // 1dA
D

b) También se puede interpretar // 1 dA como el valor del volumen del s6lido Epyo,1)
D

con base D y altura 1.

a) Ay b)

5. Si f(x,y) = g(x, y) para todo (x, y) € D, entonces:

J[ rwnar = [ stxnaa

6. Sif estd acotadaen D, conm < f(x,y) < M para todo (x, y) € D, entonces

m < A(D) < ‘/‘/D f(x,y)dA < M A(D)
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7. a) Si f(x,y) = 0 paratodo (x, y) € D, entonces el volumen del s6lido que se encuentra
arriba de D y debajo de la superficie grifica de f(x, y) se obtiene como:

V=//Df(x,y)dA

b) Si f(x,y) > g(x, y) para todo (x, y) € D, entonces el volumen del sélido E por encima
de la superficie grafica de g y por debajo de la superficie grafica de f, con (x,y) € D,
estd dado por

V(E) = //D [ (e y) - g(x.y)] dA

Veamos algunos ejemplos de resolucién de integrales dobles.

m Ejemplo 5.1.6 Hallar ‘/‘/ (x3 y + cos x) dA, donde D es el tridngulo en el plano xy con vértices

D
0,0), (%.00y (3. %)
Observemos que el tridngulo D es una region de tipo I

D=D;={(xy):0<x<-,0<y<x}

S

y también es una regién de tipo II

g /s
D:DII:{(X,)/)OS)’SE,)’SXSE}

Entonces, podemos calcular la integral doble integrando primero con respecto ay (D = Dy
como regién de tipo I) o primero con respecto a x (D = Dy como regién de tipo II). Para

ilustrar el procedimiento, lo haremos de las dos formas.

Consideremos D = Dy:
/2 X /2 x3y2 y=x
/ / (x3y + cos x)dy dx = / [— + (cos x)y] dx
0 0 0 2 y=0

//D(x3y + cos x) dA

/2 (S 617/2 /2
= — +xcosx| dx =|— +/ (xcos x)dx
I R
6 6
g x2 T by
= ——+ + =——+=--1
12 [x sen x + cos x|, i

Consideremos D = Dyy:

“//L;(x3y + cos x) dA

SIE}

n/2 pr/2 % 4 x=
3 _ X'y
/ / (x’y +cosx)dxdy = / [T + sen x] dy
0 y 0 x=y

% 4 5 71'4y2 y6 /2
- "y Y —
= ‘/0 (W+1—T—seny)dy—[m+y—ﬁ+cosy]o
6 6 6

T T T T T

—_—t - —— 1=+ - -
(128)(22) 2 (24)(29 768 2

Como era de esperar, considerando a D como region de tipo I o de tipo II, llegamos al
mismo resultado, como asegura el Teorema de Fubini. En cuanto al grado de dificultad de los
célculos, si bien fue semejante en ambos casos, notamos que cuando consideramos D = Dy
fue necesario aplicar la técnica de “integracion por partes” para hallar una primitiva de
X COS X.
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Este ejercicio muestra la conveniencia de observar el problema antes de decidir el orden de
las integrales iteradas. Esta observacién comprende tanto la region a integrar, como el integrando.

Por ejemplo, es sencillo ver que el resultado de [/ x dA sobre un circulo D centrado en el origen,

da O por consideraciones de simetria. Efectivamglte f(x,y) = x es una funcién impar de x, ya
que f(—x,y) = —f(x,y), y laregion de integracién es la unién de un semicirculo en el semiplano
derecho (x > 0) y otro en el izquierdo (x < 0); asi, pensando a la integral en términos de sumas de
Riemann, el aporte de un lado se cancela con el aporte del otro. En los siguientes dos ejemplos
usaremos una integral doble para calcular el volumen de un sélido.

m Ejemplo 5.1.7 Hallar el volumen del tetraedro limitado por los planos x +2y +z =2, x =2y,
x =0y z=0. Ver Figura 5.1.5.
Comenzamos haciendo una representacién gréfica del sélido en R?. La base del tetraedro es
un tridngulo en el plano xy, ;cudles son las rectas que lo limitan? Son las rectas del plano
xy determinadas cuando los planos de las “paredes” y el plano del “techo” cortan el plano
del “piso”, esto es, i) el plano xz corta al xy en el eje y, o sea en larecta x = 0, ii) el plano
x = 2y corta al xy en la recta x = 2y, iii) el plano x + 2y + z = 2 corta al xy en la recta
x +2y =2.0seaque D es el tridngulo limitado por las rectas x =2y, x +2y =2y x = 0.

) AN b)

x+2y+z=2 o x

x=2
y-\

Figura 5.1.5: a) Tetraedro limitado por los planos x + 2y + z =2, x =2y, x =0y z=0.b)
Regién de integracion D en el plano xy.

Lo escribimos como regién de tipo I:
X X
D=D;={(x,y):0<x < I’ESySI_E}'

Vemos que el sélido se encuentra por arriba del tridngulo D y por debajo del plano
7 =2—x —2y. Luego, usamos la Propiedad 7a), para la funcion f(x,y) =2 — x — 2y:

1 1-
V://(2—x—2y)dA: / "2 —x—2y)dydx
D 0o Jx

1 -_—
:/0 [2y—xy—y2]§;
1 ) 2 2
X X X X X
/0 [ 2) VT3 2) DTG

1

[1H

dx

[S1E

dx

1 x3
=/(x2—2x+1)dx=[——x2+x
0 3 0
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m Ejemplo 5.1.8 Determinar el volumen del sélido limitado por los cilindros parabdlicos z = x y

z= gx por encima de la regién D del plano xy encerrada por la pardbola y =2 — x> y la
rectay = x.

RIS DR
-
=

Figura 5.1.6: Region del plano encerrada por la pardbola y = 2 — x* y larecta y = x

Usaremos la Propiedad 7b), para las funciones f(x,y) = x*> > g(x, y) = ‘5—‘x2. Veamos
qué tipo de region es D: si observamos la Figura 5.1.6 notamos que D es una regién de tipo
I; pero también puede verse como unién de dos regiones de tipo II. En este caso, por ser
mds simple, consideraremos a D como regién de tipo 1. Necesitamos ubicar los puntos de
interseccion entre la recta y la pardbola dadas. Buscamos los pares (x, y) que resuelven

y =x
y =2 X%

Reemplazando y = x en la ecuacién de la pardbola, queda x = 2 — x? que tiene 2 soluciones:
x =-2yx=1.Como y = x, los puntos de interseccién entre las dos curvas son(-2, -2) y
(1, 1). Entonces

D=D;={(x,y): 2<x<1l,x<y<2-x*}

y evaluamos las integrales iteradas:

efpe-ias [[[ e
—5/_ P2 -x-x)dx = ¢ /(Zx x* = x%) dx

P_L(3L_17 ) _ 63
L, 5 ~ 100

dx

5 4

El volumen del sélido es entonces 0.37 cm?, suponiendo que las longitudes se miden en cm.
[

Como ya hemos mencionado, en algunos casos puede ser conveniente invertir el orden de
integracién; por ejemplo, cuando la integral es muy dificil, intentamos ver si en el orden inverso la
dificultad es menor. ;Cémo invertir el orden de integracién? Mostraremos un ejemplo:
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2 2x
m Ejemplo 5.1.9 Dada la integral doble / / (4x +2) dy dx ,
0 Jx2

a) Graficar la region de integracion para la integral;
b) Escribir una integral equivalente con el orden de integracion inverso;
¢) Hallar el valor del area de la region de integracién.

a) Laregion de integracién estd dadacomo D = Dy = {(x,y): 0 < x <2, x> <y < 2x}.
Al dibujar la regién D, vemos que estd limitada por las curvas y = x% ey = 2x, entre
x =0y x = 2. Grafique.

b) Para encontrar los limites de integracion en el orden inverso, es decir para integrar
primero respecto de x y luego respecto de y, viendo a la regién como D = Dyy,
podemos hacer lo siguiente: imaginamos una recta horizontal que “atraviese” la regién
de izquierda a derecha. Notamos que la recta “entra” en x = Y y “sale” en x = /y.

Luego hacemos que y varie desde y = 0 hasta y = 4. La integral entonces queda:

4 prVy
/ / (4x +2) dx dy,
0 J3

donde D = Dy; ={(x,y): 00 < y <4, 5 < x <y}
Muestre que el valor comin de las dos integrales es 8.
c) Elarea de D estd dada por

2 p2x 4 4
A(D) = / / ldydx = / / ldxdy = =.
0 Jx o Jyp 3

El drea de D es entonces 1.33 cm?, suponiendo que las longitudes se miden en cm.
[

En el Ejemplo 5.1.9, la regién de integracion es de tipo I y también de tipo 11, por lo cual resulté
relativamente sencillo expresar la region al invertir el orden de integracion. Discutan en grupo cémo
expresar D en los Ejemplos 5.1.7 y 5.1.8 si se desea cambiar el orden de integracion.

Cambio de variables en integrales dobles

Supongamos que se pretende calcular // (x% + y»)*2 dA, donde D es la porcidn, en el primer

cuadrante, de la corona circular de radio intel;ior 2 y radio exterior 5. Algunas regiones del plano
son descriptas mas facilmente usando coordenadas polares en lugar de coordenadas cartesianas. Por
otro lado, algunas funciones de dos variables pueden también tener una expresion mds simple si
se escriben x e y en términos de r y 6. En uno y/o en otro caso, conviene operar en otro sistema
de coordenadas diferente del sistema cartesiano. Esto sugiere que puede ser mds facil resolver la
integral mediante un “cambio de variables”.

Sean Dy D* dos regiones del plano R?, y sea T : D* — D una funcién tal que T(u, v) = (x, y)
siendo x = x(u,v),y = y(u, v) para todo (u, v) € D*. Suponemos que las funciones x(u, v), y(u, v)
son diferenciables, y que la funcién T es biyectiva. La funcién T es llamada transformacion en el
plano. Un ejemplo conocido de transformacion es la funcién T'(r, 8) = (x, y) donde x(r, 8) = r cos 6,
y(r, 6) = r sen 6, que permite transformar de coordenadas polares a coordenadas cartesianas.
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Teorema 5.1.2 — Teorema de cambio de variables para integrales dobles. Sean Dy D* dos regiones
de R?ysea T : D* — D una transformacién biyectiva dada por T(u,v) = (x,y) siendo
x = x(u,v),y = y(u,v) para todo (u,v) € D*, con x(u, v), y(u, v) de clase C'. Entonces, para
cualquier funcién continua f : D — R se tiene

5 d(x,y)
'/'/L;f(x, y)dxdy = /‘/L)* fx@,v), y(u, v)) ‘8(u, v dudy

donde
ox ox
o(x,y) Ou v 0xdy O0xdy
= B A )
o(u,v) dy dy oudv 9dvou
du v

es denominado Jacobiano de la transformacion 7.

El principal propésito de este teorema es proporcionar un método mediante el cual se puedan
simplificar algunas integrales dobles. En ciertas ocasiones esta transformacion facilita los célculos,
ya sea porque simplifica la funcién a integrar, o porque resulta mds sencilla la regién de integracion,
o por ambos motivos. Busque algin ejemplo en la bibliografia y estddielo.

Recordemos de Andlisis Matematico I que para una funcién de una variable, la técnica
b u(b)
de integracién por sustitucion dice que / F(x)dx = / F(x(u)) x’(u) du. Esto es,
a u(a)

X

cuando se escribe x en términos de u, aparece un factor x’(u) = T Este factor es andlogo
u

0x 0 0x 0
aJ(u,v) = g2gy _ZY (en valor absoluto). Recordar ademas que la sustitucién (o

Qudv  dvou . -
transformacién) implica redefinir el intervalo de integracion.

@ El Jacobiano de la transformacién de coordenadas polares (r, ) en coordenadas cartesianas

(x,y)es
ox 0x
or 06 _
J(r,0) = 9x,y) = = cosz rsen@& =r
a(r,0) O_y a_y sen r oS
or 06

En la integral doble, el factor que aparece al cambiar de variables es el valor absoluto del
Jacobiano: |J(r, 8)| = r. No se debe olvidar el valor absoluto.

En coordenadas polares es aplicable la nocién de integrales iteradas, y también se puede definir
la integral doble para regiones polares generales en el plano. En este caso, hablamos de regiones
polares de tipo I o de tipo II, cuando se dan entre valores fijos del radio o del dngulo, respectivamente.
(Como definiria estas regiones? Observe la Figura 5.1.7.

ayty Aty
R

L A 0,
0,(r) L x ST\ x

Figura 5.1.7: Regiones planas en coordenadas polares: a) de tipo I; b) de tipo II.
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En el siguiente ejemplo resumimos los pasos a seguir para calcular una integral doble usando
coordenadas polares.

m Ejemplo 5.1.10 Calcular / xy dA donde D es la porcidn, en el primer cuadrante, de la corona

circular de radio interiorD 2 y radio exterior 5.
El célculo de la integral doble en coordenadas polares involucra tres pasos:

1) Expresamos la regién de integracion en coordenadas polares. Usando que x = r cos 8,
y = rsen®, la desigualdad 4 < x* + y? < 25 implica 4 < r? < 25, luego r € [2,5];
mientras que x > 0, y > 0 implican 6 € [0, 7]. Luego D* = R,9 = [2,5] X [0, 5] que
es un “rectangulo polar”.

1) Expresamos la funcién a integrar, en coordenadas polares. La funcién f(x,y) =
xy compuesta con x(rf) = rcosé, y(r,0) = rsenf resulta f(rcosf,rsenf) =
rcos6 rsend = r*senf cos 6.

) Calculamos el Jacobiano de la transformacion:

Luego |J| =r.
Finalmente, armamos la integral doble en términos de las variables transformadas:

/2 5
// xXydA = / / (r2 sen 6 cos 9) (r dr d9)
D 0 2
5 /2
=(/ r3dr) (/ sen@cos@dQ).
2 0
609

Complete el calculo y compruebe que el resultado de la integral es .

@ En el dltimo paso del Ejemplo 5.1.10 usamos la propiedad de factorizacion: dado que el
integrando es un producto de la forma g(r)h(0) y los limites de integracién son fijos, se pueden
hallar las dos integrales por separado. Esta propiedad NO se puede aplicar si el integrando

combina las variables, por ejemplo In(r> + r 6), o cuando los limites de integracién varian.

m Ejemplo 5.1.11 Hallar el volumen del sélido E delimitado por la superficie conica z = 4/x? + y2

y la superficie esférica z = /1 — x2 — y2.

El sélido E tiene la forma de “un cucurucho con una bocha de helado” (grafique). La

coordenada z de los puntos del solido satisface 4/ x2 + y2 < z < 4/1 — x2 — y2, lo que indica
que el “techo” de E es una parte de la superficie de la esfera, la cual puede verse como la

gréfica de la funcion de dos variables f(x,y) = 4/1 — x2 — y2, mientras que el “piso” de E
es una parte de la superficie del cono, la cual puede verse como la gréfica de la funcién de

dos variables g(x, y) = 4/x2 + y2. El volumen de E se expresa, Propiedad 7b), como

V://D \/l—xz—yz—\/x2+y2

dA
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Nos falta determinar la region de integracién D. Sospechamos (por el dibujo realizado) que
se trata de un circulo. La frontera de la region de integracion D es, de hecho, la proyeccion
en el plano xy de la curva interseccién C entre las superficies del cono y de la esfera. La

curva interseccion se expresa como
7 = Alx2+ 2

z =4/l —x2 -2

Igualamos las expresiones para z: \/ x2+y?= \/ 1 — x2 — 2, de donde se obtiene x> +y* =

1
2
con z = \/; (esto es, la curva interseccion C también se puede ver como la interseccién de
una superficie cilindrica con un plano horizontal). Proyectando en el plano xy, deducimos
que la ecuacién x* + y> = % (en z = 0) es la frontera de la regién de integracion, esto es,
— . 2 2 1

D={(xy):0<x"+y <5}

Vemos que tanto la funcién a integrar f(x, y) — g(x, y) como la region de integraciéon D se
describen muy facilmente si trabajamos en coordenadas polares. Efectivamente, se tiene

V= “//D*[m — r|(r dr d9)

donde D+ = {(r,0) : 0 <r < \/g,O < 0 < 2n}. Elresultadoes V = n(% - \/75) ~197. =m

En este ejemplo podriamos haber utilizado una simetria del problema: el volumen total de E
es igual a 4 veces el volumen del s6lido contenido en el primer octante. Este cdlculo alternativo
corresponde a la region de integracién dada por un cuarto del circulo D+, s6lo en el primer cuadrante,
o sea el mismo intervalo para r pero con 6 € [0, 7].

Aplicaciones de las integrales dobles

Valor promedio de una funciéon de dos variables en una region plana

Si x1, X2, . . ., X son nimeros reales, su promedio estd definido como
N
(x1+x+---+xy) 1
[x]prom = N = N Z Xi

i=1

donde N es la cantidad de nimeros que consideramos; de esta forma se calcula por ejemplo la
altura promedio de los alumnos del curso. Este concepto nos lleva a definir el valor promedio de
una funcién de una variable F en el intervalo [a, b] como

1 b
Fprom = m/ F(x)dx,
a

donde b — a es la longitud del intervalo de integracién. Se utiliza por ejemplo para calcular la
velocidad promedio de un mévil en un dado intervalo de tiempo.
Asimismo para funciones de dos variables, f : D ¢ R? — R, decimos que el valor promedio

de f en D es:
1

=— ,y) dA

forom =55 [[L 765

donde A(D) es el drea de D. Teniendo en cuenta que A(D) = ”// dA, podemos escribir el valor
D

promedio como

P I, f(x.y)dA
P I, dA

Se utiliza por ejemplo para calcular la temperatura promedio en una placa bidimensional.
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A partir de la Propiedad 6, Seccién 5.1.3, deduzca que, si m < f(x,y) < M para todo
(x,y) € D, entonces
m< fprom <M

m Ejemplo 5.1.12 Hallar el valor promedio de f(x, y) = xsen?(xy) en D = [0, 7] x [0, 7].

/ / x sen’(xy)dydx
o Jo
/” ’/” 1 — cos(2xy)
x —————=dy
o LJo 2

/” [xy  sen(2xy)]”™"
AR 2
0o |2 4

Primero calculamos

[ s

dx

y=0
/ ™ rx sen(27rx)]
= — - ——| dx
0o |2 4
B ax?  cosQux) " B s N cos(2m?) — 1
|4 8r |, 4 8m

También obtenemos

T T e
[/ 1dA = / / 1dxdy = / x|gdy = y|6r = .
D 0 Jo 0

El valor promedio de f en D resulta

forom = [l f(x.y) dA _ 74+ eos2r?) ~11/8n _ 7w cos@nd) =1 oo

//D dA 2 4 813

Calculo de 1a masa total y de las coordenadas del centro de masa de una placa

El célculo con integrales dobles nos permite considerar una placa con densidad de masa variable.
Supongamos que la placa ocupa una regién D del plano xy y que su densidad superficial en un
punto (x, y) € D estd dada por p(x, y), donde p(x, y) es una funcién continua y positiva en D. Se
demuestra que la masa total de la placa es:

e [

en kilogramos, si p estd dada en kg/m? y las longitudes en metros.
Podemos también encontrar el centro de masa de una placa con densidad p(x, y) en una regién
plana D. Las coordenadas (xcas, Yeoar) del centro de masa son:

%//Dxp(x,y)dA
%//Dyp(x,y)dA

(en metros) donde m es la masa total de la placa.

XcMm

ycm
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m Ejemplo 5.1.13 Hallar el centro de masa de una placa que ocupa el cuadrado [0, 1] X [0, 1], si la
densidad de masa es p(x, y) = ¢*™ en kg/m°.

Calculemos primero la masa total:

1 1 1
[/ et dA = / / e dxdy = / [e“y]i:(l) dy
D 0 0 0

1
/ ('Y —e)dy = [e“y—ey](l) =’ —2e+1=(e—-1)>
0

3
[

luego m = 2.95 kg. Ahora calculamos la integral:

1 pl 1
// x eV dA / / xe*Vdxdy = / [xe* - e“y]:(l) d
D 0 Jo 0 B

1 1
/ [el+y—e]+y+ey]dy:/ e dy=e-1
0 0

de modo que:

e—1 1
= = ~ (0.582 m.
M= TR T e m
1
Se pueden intercambiar los papeles de y y x en estos cdlculos, por lo que ycps = T
e —

igual que xcpy.

En Fisica I se estudia que el movimiento de traslacién de la placa de 1mx1m con
densidad ¢** se puede representar como el de una masa puntual de casi 3 kg concentrada
aproximadamente en el punto de coordenadas (0.6 m, 0.6 m). |

Ejercicios

1. Evalge las 51gulentes integrales iteradas:

/2 1
a)//(x y+y%) dy dx b)/ /(ycosx+2)dydx

c) / / xye ™ dy dx d) / /( xIny) dy dx
2. Evalde las integrales del Ejercicio 1 integrando primero respecto dex y luego respecto de y.
3. Calcule las siguientes integrales dobles, donde R = [0, 2] X [-1,0]:

a) [/(xzy2 +x) dy dx b) /] |yl cos(Fx) dy dx
R R
4. Halle el volumen del sélido encerrado por la grafica de f(x,y) = 1 + 2x + 3y, el rectangulo
[1,2] x [0, 1] en el plano xy y los planos verticales x = 1, x =2,y =0,y = 1.
5. Halle el volumen del sélido sobre el rectangulo [—1, 1] X [-3, —2] en el plano xy y debajo de
la gréifica de f(x,y) = x* + y2.

1 pl
6. Trace el sélido cuyo volumen estd dado por la integral / / (4—x—-2y)dxdy
0 Jo

7. Halle el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico z = 1 + (x — 1) + 4y, los
planos x = 3 e y = 2, y los planos coordenados.
8. Evalde las integrales iteradas:

1 /2 cos 6
a)// (x+2y)dydx b) / / uv du dv c)/ / e dr do
0

9. Evalte la integral doble:
a) ﬂ x*y?dA, D={(x,y):0<x<2-x<y<x}
D

b) // (x +y)dA, D es laregi6n limitada por las curvas y = Vx, y = x?
D
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19) // y2 dA, D es la region triangular con vértices (0,2), (1, 1), (3,2)

10. Halle eleolumen del s6lido dado en los siguientes casos:
a) El sélido bajo el paraboloide z = x> + y? y sobre la regién del plano xy limitada por
y=x>, x=y%
b) El sélido limitado por el cilindro y? + z2> = 4 y los planos x =2y, x =0, z =0, enel
primer octante.
¢) El tetraedro limitado por los planos x =0,y =0,z=0, x+y+z=15
11. En los siguientes ejercicios, trace la regién de integracion y escriba una expresion para cada
integral cambiando el orden de la integracion:

o [ [ renavas o [T renava o /0]/;_y fx ) dvdy

1 p3
12. Evalde la integral / / e dx dy invirtiendo el orden de integracion.
0 3y

13. Calcule el volumen del sélido encerrado entre el paraboloide z = 4 — x> — y? y el plano z = 0.

14. Determine el 4rea de la regién encerrada por la curva r> = 4 cos(26).

15. Calcule el volumen del sélido que estd arriba del disco x? +y? < 4 del plano xy y debajo del
paraboloide z = 3x° + 3y,

16. Para el Ejercicio 9, en cada caso trace la regién D. Justifique que se puede interpretar la
integral doble como el célculo de la masa de una placa, y determine la funcién densidad de
masa correspondiente. ;Cudl de las 3 placas tiene mayor masa?

17. Encuentre la masa y el centro de masa de la placa que ocupa la region D = {(x,y) : =1 <
x < 1,0 <y < 1}y tiene funcién de densidad p(x, y) = x> g/cm?.

18. Halle el promedio de f(x,y) = ysen(xy) en D = [0, ] X [0, 7].

19. Halle el promedio de f(x,y) = ¢** en el tridngulo con vértices (0, 0), (0, 1), (1,0).

Integrales triples

En esta seccién vamos a estudiar integrales definidas para funciones de tres variables en regiones
s6lidas, llamadas integrales triples.

Integral triple en un prisma

Asi como comenzamos el estudio de integrales dobles, integrando funciones de dos variables
definidas en un rectangulo, para estudiar integrales triples comenzaremos integrando funciones de
tres variables con dominio en una caja, prisma rectangular, o paralelepipedo B con caras paralelas a
los planos coordenados.

Una caja rectangular B puede describirse en términos de tres intervalos cerrados [a, b], [c, d] y
[s, ], que representan a sus aristas a lo largo de los ejes x, y, z, respectivamente. Esto es,

B={(x,y,2)eR’:a<x<bhc<y<ds<z<t}

6 B = [a, b] X [c, d] X [s, t]. Dibuje la caja B.

Para definir la integral triple usamos la idea de sumas de Riemann. Para ello, el primer paso es
dividir B en cajas mas pequefias. De manera semejante a lo que hicimos para integrales dobles,
dividimos los intervalos [a, b], [c, d] y [s, t], respectivamente, en n subintervalos de ancho Ax, m
subintervalos de ancho Ay, y [ subintervalos de ancho Az. Luego B queda dividido en nm [ cajas
mds pequefias, que denominamos B;ji. ;Cudl es el volumen AV de cada caja pequefia?

Tomamos un punto “de muestra” cualquiera, que llamamos (x;.kjk, Vi e z:.fl.k), en cada Bjjk, y
formamos la suma triple de Riemann:

n
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Por analogia con la definicién de integral doble, definimos la integral triple como el limite de
las sumas de Riemann:
Definicion La infegral triple de una funcién de tres variables f en la caja B es

n m 1
,,//B f(x’ Y, Z) dv = nr}lf?—lwo ZZ f l]k’ y?jk’ Z:(jk)AV

1 j=1 k=1
si el limite existe.
Se puede demostrar que el limite de la definicién anterior existe si f es una funcién continua

en B, y el resultado es un ndmero real.

Integrales iteradas

Del mismo modo que para las integrales dobles, las integrales triples pueden expresarse en
forma de integrales iteradas, lo que brinda un método practico para calcularlas:

Teorema 5.2.1 — Teorema de Fubini para integrales triples. Si f : B ¢ R® — R es una funcién
continua en la caja B = {(x, y,z) € RP:a<x<bh c< y <d, s < z < t}, entonces:

'//Bf(x,y,z)dV:[tld'Lb f(x,y,2)dx dydz.

Las integrales iteradas de este enunciado indican que integramos primero con respecto a la
variable x desde a hasta b (manteniendo fijas y y z), luego integramos la expresién que queda, con
respecto a y desde ¢ hasta d (manteniendo z fija), y por tltimo integramos con respecto a z desde s
hasta 7. Hay otros cinco posibles 6rdenes en los que podemos integrar, y todos dan el mismo valor
si f es continua en B. Por ejemplo, si integramos primero con respecto a z desde s hasta ¢, luego
con respecto a x desde a hasta b y finalmente con respecto a y desde ¢ hasta d, escribimos:

//Bf(x,y,z)dv=/cd[/ab(/st f(x,y,z)dz) dx} dy.

En general el teorema de Fubini se cumple si suponemos que f estd acotada en B, es continua
excepto quizds en un nimero finito de superficies suaves, y existen las integrales iteradas.

Asi vemos que al igual que la integral doble, la integral triple puede calcularse integrando con
respecto a una variable a la vez en cualquier orden de integracién, lo que muchas veces es muy
conveniente, como veremos en los siguientes ejemplos:

m Ejemplo 5.2.1 Evaluar // 2x+3y+27)dV,donde B =[1,2] x[-1,1] X [0, 1].
B
Comenzamos graficando la region sélida B. Notamos que en este ejemplo cualquier orden

en el que realicemos las integrales iteradas demandard, en principio, un trabajo similar. Por
lo tanto elegiremos uno cualquiera de los 6rdenes posibles:

//B(2x+3y+z)dv /[/ (/ (2x+3y+z)zdz) dx} dy
L]
/_1/1 (2x+3y+%) dxdyz/_l [x2+(3y+%)x]ijdy

: 7 A N bt 3.7y _(3_1
/1(3y+§)dy=[37+§y]y:_1=(z+§)—(§—§)=7'

1
(2x+3y)z+ — dxdy
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m Ejemplo 5.2.2 Integrar f(x,y,z) = ze** sobre B = [0, 1] x [0, 1] X [0, 1].

Elegimos uno de los seis 6rdenes de integracion para iterar:

1

1 pl opl Loplp2 z=
/// ze¥Vdv = / / / ze*V dzdydx = / / [— e”y} dy dx
B o Jo Jo o Jo [2 2=0
1 1 x+y 1 x+y 1y=1
/ / ¢ dydx = / [e } dx
o Jo 2 o | 2 o
/1 Xt _ X (e — 1)])‘:1 (e — 1)2
£ "0 = | 2
0 2

2
Notar que como integramos sobre un rectdngulo, los limites de las integrales iteradas son
ndmeros fijos y ademads la funcién f se puede escribir f(x, y,z) = ¢* ¢” z. Por lo tanto, en
este ejemplo, la integral triple también se puede calcular de la siguiente forma:

///BzeX+y av /OI/OIfOIZeXey dx dy dz
(/Olexdx) (/Oleydy) (/Olzdz) =(e—1)(e_1)% - @'

x=0 2

Podemos aprovechar la propiedad de factorizacion, como en el Ejemplo 5.2.2, cuando el
integrando es un producto de la forma fi(x) f2(y) f3(z) y ademds la regién de integracion es
una caja [a, b] X [c, d] X [s, t].

Notar que esta propiedad NO es aplicable en el caso general; por ejemplo, no es valida si la
funcién es f(x, v, z) = cos(ze**) o si los limites de integracién varian.

5.2.2 Integral triple en una region sélida general

Definiremos, siguiendo una idea similar a la que empleamos para integrales dobles, la integral
triple de una funcién continua f : E € R?> — R en una regién sélida acotada E. Consideramos una
caja B tal que E C B. A continuacién definimos una funcién auxiliar f : B C R* — R de modo
que coincida con f en E y que sea 0 en los puntos de B que no estdn en E. Definimos entonces la
integral triple de f en E como:

//E flx,y,2)dV = //Bf(x,y,z)dV.

Esta integral existe si f es una funcién continua en E y la frontera de E es una superficie “suave”.

@ Las Propiedades 1, 2, 3y 5, de la Seccién 5.1.3 que vimos para integrales dobles se extienden
facilmente a integrales triples. Redactelas.

Ademds, la integral triple de la funcién constante f(x, y, z) = 1 en un sélido E, da el valor del

volumen de la regién sélida E: V(E) = 1 dV. Piensen en las sumas triples de Riemann:

E
en este caso se estd asignando valor 1 a cada caja pequefia de volumen AV. Discuta cémo
extender la Propiedad 6 de la Seccién 5.1.3 a integrales triples.

A continuacién, clasificaremos las regiones de integracion E en regiones de tipo 1, 2 y 3.
Destaquemos que habrd sélidos que son de los tres tipos, de dos o de un tipo, y otros que no son de
ninguno de estos tipos. Vemos cémo se procede en cada caso.
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Regiones sélidas de tipos 1,2y 3

a) Una regidn sélida es de tipo 1 si se encuentra entre las superficies graficas de dos funciones
continuas de las variables x e y, esto es:

E, = {(.X, Ys Z) : (X, y) € ny, Zl(x7 )’) <z< ZQ(.X, y)}

donde Z; y Z, son funciones continuas para todo (x, y) € Dy, siendo Dy, la proyeccion de
E; en el plano xy, como se muestra en la Figura 5.2.1. Notar que la frontera superior del
s6lido E es la superficie con ecuacion z = Z,(x, y), mientras que la frontera inferior es la
superficie dada por z = Z(x, y).

z z

A A
z=75(x,y) Z5(x,y)

Y-.;‘--Z:Z]_(x;_y)

y=Y1(x) y=Ya(x)

i szz (6]

Figura 5.2.1: Algunos ejemplos de regiones solidas de tipo 1

Por ejemplo:
e [a region solida del primer octante limitada por los planos x = 0, y = 0, z = 0,
X +y+z=1,esunaregion de tipo 1. ;Cudl es su proyeccion Dy, en el plano xy?
e Una esfera sélida de radio 1 centrada en el origen, es una region de tipo 1 cuya proyeccién
en el plano xy es x?+y?<1l,enz=0. (Cudles son las funciones Zi(x, y) y Za(x, y)?
e Laregion s6lida encerrada entre dos superficies esféricas concéntricas centradas en el
origen con radios 1 y 2, respectivamente, no es una region de tipo 1 (;por qué?).
La integral triple en una regién de tipo 1 se escribe, usando integrales iteradas, asi:

I re0av = ffD [ i Z((y)y) f(x.y.2)dz | da.

Ahora bien, la proyeccion Dy, en el plano xy es una region plana que a su vez puede ser de
tipo I 6 II. Entonces el sélido E; podra describirse como:

EII ={(x,»,2):a<x<b Y(x)<y<Thkx), Zi(x,y) <z< Z(x,y)}

EIU ={(x,y,2):c<y<d X1(3) <x < X(y), Z1(x,y) <z < Zr(x,y)}

seglin D, sea una region plana de tipo I o de tipo II, respectivamente. La integral triple
podrd escribirse entonces como

b pYa(x) pZo(x.y)
// f(x,y,2)dV =/ / / f(x,y,z)dzdy dx
El a JYi(x) JZi(xy)
d pX(y) pZa(xy)
// f(x,y,2)dV =/ / / f(x, y,z)dzdx dy.
EMN c JXi(y) JZi(xy)
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b) Una regidn sélida es de tipo 2 si se encuentra entre las superficies graficas de dos funciones
continuas de las variables y y z, esto es:

Ey = {(x,¥,2) : (y,2) € Dyz, Xi(y,2) < x < Xo(y, 2)}

donde X; y X, son funciones continuas para todo (y, z) € Dy, siendo Dy, la proyeccién de
E; en el plano yz. Ver Figura 5.2.2. Propongan ejemplos de s6lidos de tipo 2.
La integral triple en una regién de tipo 2 usando integrales iteradas, de la siguiente forma:

[ resaav= [ 1. t:y)) fx.3.2)de| dA,

La proyeccion de E; en el plano yz puede ser, a su vez, una region plana de tipo I o II, 1o que
conducird a una descripcién Ez{ 0 E21 I respectivamente.

¢) Una regioén sélida es de tipo 3 si se encuentra entre las superficies graficas de dos funciones
continuas de las variables x y z, esto es:

E3 = {(.X, Y, Z) : (X, Z) € DXZ’ Y](X, Z) <y< YZ(X’ Z)}

donde Y; y ¥» son funciones continuas para todo (x,z) € Dy, siendo D, la proyeccién
de E3 en el plano xz. Ver Figura 5.2.2b. Tomen objetos s6lidos que estén a su alrededor y
ubiquenlos en un sistema de referencia de tal forma que queden de tipo 3.

y=Y,(x,2)

y

Figura 5.2.2: Regiones sdlidas: a) de tipo 2 y b) de tipo 3.

La integral triple en una regién de tipo 3 se escribe, usando integrales iteradas, de la siguiente

forma:
Y2(x,2)
// f(x,y,z)dV:'// [/ f(x,v,2)dy| dA.
Ej D, LJYi(x,2)

La proyeccion de E3 en el plano xz puede ser, a su vez, una regién plana de tipo I o I, lo que
conducird a una descripcién E3I 6 E3I I respectivamente.

Veamos ahora algunos ejemplos de evaluacion de integrales triples. Cuando planteamos una
integral triple es conveniente trazar dos diagramas: i) uno de la region sélida E, que es la region de
integracion, y ii) otro de la proyeccién de E sobre alguno de los planos coordenados (el que sea
mads conveniente). Observando los graficos, determinamos si £ es un sélido de tipo 1,2 6 3; y si su
proyeccion sobre el plano coordenado elegido es a su vez una regién plana de tipo I 6 II. Puede
ocurrir, también, que E no sea de ninguno de estos tipos; en ese caso serd necesario subdividir el
s6lido en otros de un tipo dado.

m Ejemplo 5.2.3 Evaluar ‘[[/ x%cos zdV, donde E es la regi6n encerrada entre los planos x = 0,
E

y=0,x+y=1,z=0,z= %, utilizando dos 6rdenes de integracion diferentes.

Tracemos primero los dos diagramas: i) la regién sélida E; ii) su proyeccién sobre el
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plano coordenado que sea mds conveniente para integrar.

a) Lostres planos verticales (x = 0; y = 0; x+y = 1) ylos dos horizontales (z = 0; z = g),
encierran al cortarse entre si al s6lido E que tiene forma de prisma recto con base
triangular, como se ve en la Figura 5.2.3a. Vemos que el “piso” del s6lido estd en el
plano z = 0; y el “techo” estd en z = 7. Esto nos permite pensar a £ como un sélido
de tipo 1.

X

Figura 5.2.3: a) S¢lido E limitado por los planos: x =0,y =0, x+y=1,z2=0,z = g
b) Proyeccion de E sobre el plano xy

b) Proyectamos al plano xy: la “sombra” del sélido en el plano xy determina una regién
plana triangular delimitada por x = 0,y = 0, x+y = 1 (en z = 0). Ver la Figura 5.2.3b).
El sélido E es entonces una region sdlida de tipo 1, y su proyeccion Dy, en el plano
xy es una regién plana triangular de tipos I y II a la vez. Luego:
1) el tridngulo en el plano xy lo describimos como una regién plana de tipo I:

El ={(x,y,2):0<x<1,0<y< I—X,OSZS%T}; 0
1) el tridgngulo en el plano xy lo describimos como una regién plana de tipo II:
1 _ ] i
Eff ={(xy2):0<y<10<x<1-y0<z<7}

Finalmente, calculamos la integral triple de la funcién continua f(x, y, z) = x> cos z,
de ambas formas:

D)
1 l-x p%
/// x’coszdV = // / x? cos z dz dy dx
El 0 Jo 0
1 I-x 5 .y
= x“senz|__} dydx
‘/O“/O' [ ]z_O Yy
Loplex Lo el
= // X dydxzf [x y]y=0 dx
0 Jo 0
1 3 411
2 x7 X 1
= l-x)dx=|—-—| =—.
/Ox( *) dx [3 4]0 12
II)

L pl-y p%
// / x? cos z dz dx dy
0 Jo 0
1 pl-y 17,3 x=1-y
[ ewa [[3] 0
0 Jo 0o 13 l=0

_ /1<1—y>3d _[_a—y)“]l_i
~ 3 7T |, T

“/‘// x2coszdV
EN
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También podriamos haber proyectado el s6lido E sobre el plano xz o sobre el plano yz.
Calcule nuevamente la integral triple, proyectando ahora sobre yz. ;Encontré alguna ventaja
al realizar los célculos de esta manera? [

m Ejemplo 5.2.4 Calcular el volumen del sélido E encerrado por las superficies S; dada por
z = x> +3y* y S, dada por z = 8 — x? — y°. Graficar.

El volumen del s6lido E puede calcularse mediante la integral triple:

V(E) = ///E 1dv.

Para evaluar esta integral triple, primero hacemos un esbozo de las gréficas de las dos
superficies que limitan al s6lido E. Luego, observando el grafico, determinamos sobre qué
plano nos conviene proyectar E y hacemos un diagrama de la proyeccion.

Notemos que ambas superficies corresponden a paraboloides elipticos de eje z: uno de
ellos se abre hacia arriba en el semiespacio z positivo, con vértice en el origen, y el otro
se abre hacia abajo desarrollandose por debajo del plano horizontal z = 8, con vértice en
(0,0, 8) (dibuje ambos paraboloides).

Ambas superficies se cortan en una curva de R® que satisface ambas ecuaciones a la vez:

7z = x> +3y?
7 =8-x2—y?

,luego x? + 3y? = 8 — x2 — y%; 0 sea que la curva interseccion esté en el cilindro de ecuacién
x% +2y? = 4. Vemos, ademds que (“dentro” del cilindro) la superficie S estd por debajo de

la superficie S;; esto implica que los valores de z de los puntos que forman el sélido E van

desde z =0, X2+ 3y2 hastaz =0, 8 — x2 - yz.

Si proyectamos el s6lido E en el plano xy (E7 es un sélido de tipo 1), la proyeccién es la

X
misma que surgiria de proyectar el cilindro: obtenemos la elipse de ecuacion T + == 1

en el plano xy. La elipse encierra una regién plana de tipo I y II; elegimos por ejemplo,
considerarla de tipo I, entonces:

EI ={(x,y,2): 2<x<2, \/2—x—2 < S\/Z—x;, X +3y? <z<8-x*—y%}
Ahora ya podemos evaluar la integral triple para obtener el volumen de E:
2 \/2—7*72 8—x2—y?
V(E):./..//El’ 1dv [2'[\/2_7/)(2{”2 1dzdydx

[j/g(z;—zxz—@z)dydx

2
/ [(8 _2x?)y— 4L
. 3

= —2(2_%)”

42 [?
T\/_/ (4 - x> dx = 87V2
-2
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donde para hacer la integral de una variable del dltimo paso se utilizé la sustitucién x = 2 sen u
(hacer el célculo completo). Finalmente, el volumen de E vale aproximadamente 35.5 cm?
(si las longitudes se miden en cm). [

Cambio de variables en integrales triples

Supongamos que se pretende calcular /// xyzdV,donde E es el s6lido formado por los puntos

del primer octante que distan entre 3y 5 urllgidades del eje z, y cuya altura va de 1 a 4. Algunas
regiones del espacio son descriptas més ficilmente usando coordenadas cilindricas en lugar de
coordenadas cartesianas. Por otro lado, algunas funciones de tres variables pueden también tener
una expresion mds simple si se escriben x, y, z en términos de r, 8, z. En uno y/o en otro caso,
conviene operar en otro sistema de coordenadas diferente del sistema cartesiano. Veamos entonces
c6mo se calcula una integral triple haciendo un “cambio de variables”.

Sean E y E* dos regiones sélidas en R?, y sea T : E* — E una funcién tal que T'(u, v, w) =
(x,y,z) siendo x = x(u,v,w),y = y(u,v,w),z = z(u, v, w) para todo (u,v,w) € E*. Suponemos
que las funciones x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) son diferenciables y que la funcién T es biyectiva.
La funcién T es llamada transformacion en el espacio. Un ejemplo conocido de transformacién
es la funcién T'(r, 6, z) = (x, v, z) donde x(r,0,z) = rcos @, y(r,0,z) = rsené, z(r,6,z) = z, que
transforma las coordenadas cilindricas en cartesianas.

Teorema 5.2.2 — Teorema de cambio de variables para integrales triples. Sean E y E* dos regiones
sélidas en R® y sea T : E* — E una transformacién biyectiva dada por T(u, v, w) = (x, y, z)
siendo x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) funciones de clase C' para todo (1, v, w) € E*.
Entonces, para cualquier funcion continua f : E — R se tiene

// f(x v,z )dxdydz—// *f(x(uvw) y(u, v, w), z(uvw))’g((x’ y”Z) du dv dw
donde
ox Odx Ox
du v aw

ox,y,z) | dy dy dy

- D o — =J s Vs
duwv,w) | 3u 3y aw (v, w)

0z 0z 0z
ou Jdv Jow
es denominado Jacobiano de la transformacion 7.

@ El Jacobiano de la transformacién de coordenadas cilindricas (7,6, z) en coordenadas
cartesianas (x, y, z) estd dado por

or 00 0z
cosd -—rsenf O
J(r,G,Z)Ea(x’—y’Z)z 9y oy 9y =|senf rcosf® O |=r.
o(r,0,z2) or 00 0z 0 0 1
0: 0z 0
or 00 0z

En la integral triple, el factor que aparece al cambiar de variables es el valor absoluto del
Jacobiano: |J(r,0,7)| = r.
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Ejercicio Demostrar que el Jacobiano de la transformacién de coordenadas esféricas a cartesianas
estd dado, en valor absoluto, por |J(p, 6, ¢)| = p* sen ¢.

En los siguientes ejemplos resumimos los pasos a seguir para calcular una integral triple usando
coordenadas cilindricas o esféricas.

m Ejemplo 5.2.5 Calcular /// xyzdV donde E es laregion del primer octante entre las superficies
E

cilindricas x> + y? = 9y x* + y? = 25, con altura entre 1 y 4.

a) Expresamos laregion de integracion en coordenadas cilindricas, usando que x = r cos 6,
y = rsen#, z = z. La desigualdad 9 < x? + y? < 25 implica 9 < r? < 25, luego
r € [3,5]; mientras que x > 0, y > 0 implican 8 € [0, g]; por ultimo z € [1,4]. Luego
E* = B9, =[3,5] X [0, g] X [1,4] que es una “caja cilindrica”. Grafiquela.

b) Expresamos la funcién a integrar, en coordenadas cilindricas. La funcién f(x, y, z) =
xyz resulta f(rcosf,rsen6,z) =rcosfrsenf z = r?senfcosf z.

¢) Calculamos el Jacobiano de la transformacion: J(r, 6, z) = r.Luego |J| = r. Finalmente,
armamos la integral triple en términos de las variables transformadas:

4 /2 5
/// xyzdV / / / (r2 sen @ cos @ z) (r dr dO dz)
E 1 Jo 3
5 /2 4
(/ r3dr) (/ senHCosedG) (/ zdz).
3 0 1

Complete el cilculo y compruebe que el resultado de la integral es 510.

Veamos el célculo de un volumen usando integrales triples en coordenadas cilindricas.

m Ejemplo 5.2.6 Hallar el volumen del sélido E delimitado por la superficie conica S; dada por

7 = 4/x? + y2 y la superficie esférica S, dada por z = 4/1 — x2 — y2, usando coordenadas
cilindricas.

Sabemos que V(E) = /// 1 dV. Los pasos a seguir son:
E
a) Escribamos la region de integracion en términos de r, 6, z: es el conjunto de puntos

por arriba de S| dada en coordenadas cilindricas por z = r, y por debajo de S, dada
por z = V1 — r2. La interseccion entre ambas superficies se obtiene de

zZ =r

z =Vl-r%
luego r = V1 — r2, o sea la curva interseccion es la circunferencia de radio r = % a
la altura z = % Entonces

El. ={(n6,2):0<r<¥0<0<2mr<z<VI-r2.

b) La funcidn a integrar es f(x, y,z) = 1, que es constante.
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¢) El Jacobiano, en valor absoluto, es |J| = r. Luego tenemos:

V(E):///E ldV:///E* 1 (rdzdrd0).

Realizando la primera integral con respecto a z, queda atin por resolver una integral
doble, que es la misma que la dada al final del Ejemplo 5.1.11. Termine el ejercicio.
Compare los planteos y procedimientos realizados en ambos ejemplos.

m Ejemplo 5.2.7 Calcular /// 297 gy donde E es la esfera unitaria dada por la ecuacién
E
X2+ y2 +z22 < 1.
a) Sabemos que la esfera unitaria en coordenadas esféricas se expresa:

0<p<l, 0<6<2nr, 0<¢<nm.

.z . 3 o
b) Por otro lado, la funcidn a integrar es e~ en coordenadas esféricas.
¢) El Jacobiano de la transformacién entre coordenadas esféricas y cartesianas es, en
valor absoluto, |J| = p* sen ¢. Luego:

/f/ e gy /// e’ (p* sen ¢ dp d6 d¢).
E Eyy

4
Complete el cilculo y compruebe que el valor de la integral es: §7r(e - 1).

4
Ejercicio Comprobar que el volumen de una esfera de radio a dado, es gna3.

Observamos que el uso de las coordenadas cilindricas para resolver integrales triples es muy
conveniente cuando la regién de integracion es un sélido del tipo 1 y su proyeccién en el planoxy
es una region plana ficilmente expresable en coordenadas polares. Por otro lado, la transformacién
a coordenadas esféricas se justifica cuando el sélido tiene la “simetria de la esfera”.

5.2.4 Aplicaciones de las integrales triples
Todas las aplicaciones que vimos para integrales dobles en la seccién anterior, se extienden a

integrales triples.

Valor promedio de una funcién de tres variables en una region sélida

Asi como para funciones de dos variables vimos que el valor promedio de F : D ¢ R — Ren

1
D estd dado por: Fprom = m // F(x,y)dA donde A(D) es el drea de D, para una funcién de
D

tres variables, f : E ¢ R? — R, el valor promedio de f en E se define como

forom =755 [ e v

donde V(E) es el volumen de E. Teniendo en cuenta que V(E) = // / dV, podemos escribir el
E
valor promedio de f en E como

o M fey,2)av
P JII av
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m Ejemplo 5.2.8 La temperatura (en °C) en cada punto del cubo E = [-2,2] X [-2,2] X [-2,2] es
proporcional al cuadrado de su distancia al origen. @) ;Cudl es la temperatura promedio en
el cubo E? b) {En qué puntos del cubo E la temperatura es igual a la temperatura promedio?

a) Llamemos c a la constante de proporcionalidad, de modo que
T(x,y,2) = ¢ (x* + y* + 2°).

Como V(E) = 4% = 64, para calcular la temperatura promedio s6lo falta evaluar la
integral triple:

2 2 2
ﬁ c (x2+y2+z2)dV=/ / / c(x?+y*+ ) dxdydz =
E 2J2J2
2 2 p2 2 2 2
= c [///xzdxdydz+/// y*dx dy dz
2J2J2 2J2J2

2 p2 g2
+/ / / zzdxdydz.}
-2J-2J-2
Por la simetria de las integrales, se tiene que

2 2 p2
/[/ c(x®>+y*+ %) av 3¢ / / / Zdxdy dz
E 2J2J=2
2 2 2
30/ e (/ / dxdy) dz = 256¢
-2 2J2

2 p2
donde usamos que / / dxdy = 16. Finalmente
-2J-2

. [lpe@@+y?+dv_osec _, ..
rom = = = 4cC .
prom V(E) 64

b) Supongamos que en un punto (x, y, z) la temperatura es igual a la temperatura promedio
del cubo, entonces: ¢ (x> + y* + z%) = Tyrom = 4c. Esta ecuacion es, justamente, la de
la superficie de nivel que corresponde al nivel 7},,,,,. Luego, la temperatura es igual a
la temperatura promedio en todos los puntos de la superficie esférica x> + y? + 2% = 4,
que es interior al cubo E (estd inscripta en el cubo).

Calculo de 1a masa total y de las coordenadas del centro de masa de un cuerpo

Sea un cuerpo sélido que ocupa la regién E C R3, tal que la densidad volumétrica de masa
en un punto (x, y, z) € E estd dada por la funcién p(x, y, z), que es continua y positiva en E. Se
demuestra que la masa total del cuerpo es

m= ///E p(x,y,z)dV

en kilogramos, si p(x, y, z) estd dada en kg/m? y las longitudes en metros.
Podemos también encontrar el centro de masa de un cuerpo con densidad p(x, y, z) que ocupa
una regién sélida E. Las coordenadas (xcas, Yo, Zem) del centro de masa son:

Xcem = %///E x p(x,y,z)dV
yem = %///E yp(x,y.2)dV

1
cM = — '/// zp(x,y,2)dV (en metros donde m es la masa total del cuerpo).
m E
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m Ejemplo 5.2.9 Elcubo E = [1,2]x[1,2]x[1, 2] estd fabricado con un material que tiene densidad
de masa p(x, y, z) = (1 + x)ye® kg/m>. Hallar la masa total del cubo.

Tenemos que evaluar la integral triple de p en E, eligiendo cualquiera de los 6 6rdenes de
integracion posibles:

://'/E(l+x)yede = ‘/12/12/12(1+x)yezdxdydz
/2/2 (x+x—2)yezrj dydz

z 5 22y=2
—ye dydz = YR dz
y=1

[ Z} ——(e —e)~ 17.5kg.
4 |,

Pensemos ahora en una regién sélida E con densidad de masa constante y que ademads es
simétrica respecto de algiin plano. Entonces, el centro de masa estd en ese plano. Por ejemplo,
supongamos que la region E es simétrica con respecto al plano yz; si la densidad es constante, el
integrando para calcular xcps es impar y como E es simétrica, entonces xcps = 0. Por lo tanto el
centro de masa estd en el plano yz. (Lo mismo ocurrird si la densidad es una funcion simétrica o
par en x, como por ejemplo p(x, v, z) = x2g(y, z), y si es simétrica la regién que ocupa el objeto.)
Las simetrias de la regién y de la funcién a integrar son siempre muy ttiles para simplificar los
célculos y conviene aprovecharlas. Veamos un ejemplo:

m Ejemplo 5.2.10 Hallar el centro de masa del cuerpo que ocupa la regién semiesférica E definida
por x4+ y2 +72<1,2>0, suponiendo que el material tiene una densidad p(x, y, z7) = 2 kg/m3.

Por las simetrias de la semiesfera unitaria (con respecto a los planos xz e yz),y por ser
la densidad de masa p constante, el centro de masa debe estar en el eje z. Efectivamente,
xcm = Yem = 0 (verifiquelo). Calculemos entonces

1
icM = —///ZP(X,y,Z)dV
m E

donde m es la masa total de la semiesfera. Consideremos al sélido como una regién de tipo 2,
esto es proyectemos sobre el plano yz; luego

“///EZp(x,y,z)dV ‘//W/\/ll:_:2zdxdydz
1-y2-z
/ (/ \/ly__zdxdy) dz.

Notemos que la expresion entre paréntesis es una integral doble que representa el drea del

circulo de radio V1 — z2 (donde z estd fijo). Por lo que podemos decir (sin hacer el cédlculo)
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que el valor de dicha integral doble es: 7 (1 — z%). Usando este resultado queda

“/‘//Ez,o(x,y,z)dv 2/01zn(1—z2)dz

1
2ﬂ[£—i] =X
0

2 4 2

Como la densidad de masa es constante e igual a 2, 1a masa total es:

m:///E2dV:2V(E)= gﬂkg

1 (4 2
donde hemos usado que el volumen de la semiesfera unitaria es > (—7r13) =Zrm’.

3 3
Entonces
_nr/2 3 m
M= 42378
Luego 7cm = (0,0, %) y la masa total es casi 4.2 kg. [

5.2.5 Ejercicios

1. Evalte las siguientes integrales iteradas:

1 1 1 e e e 1
a)///(x2+y2+22)dzdydx b)/// —dxdydz
0.J0 Jo 1 J1 J1 XYZ
1 pz py 5
c) / // ze™ dxdydz
o Jo Jo

2. Evalde las siguientes integrales triples:

a)///2de,dondeE:{(x,y,z):O$ySZ,OSXS 4-y2,0<z<y}
E

b) /// zdV,donde E es laregion en el primer octante limitada por la superficie cilindrica
E

y* + 72 =9y los planos x = 0, y = 3x, z = 0 en el primer octante.
<) /f/ xzdV, donde E es el tetraedro con vértices (0, 0,0), (0, 1,0), (1,1,0) y (0, 1, 1).

3. Calcule e? volumen de la region sélida E, en cada uno de los siguientes casos:
a) E es el tetraedro encerrado por el plano 6x + 3y + 2z = 6 y los planos x = 0, y = 0,
z=0
b) E es la regioén encerrada por la superficie cilindricax® + y* = 4, entre el planoz = 0 y
elplanox +z =3
¢) E es laregion sélida que estd entre la superficie z = y? y el plano xy, acotada por los
planos x =0, x =1,y =-1,y =1
4. Sea E la region limitada por el paraboloide z = x* + y* y el plano z = 2y. Escriba integrales
iteradas triples en el orden dz dx dy y en el orden dz dy dx, que den el volumen del sélido E.
5. Trace el sélido cuyo volumen estd dado por la integral iterada que figura en cada uno de los
siguientes casos:

1 pl-x p2-22 2 P2y pdy?
a) / / / dydzdx b) / / / dxdzdy
0o Jo 0 0 Jo 0

6. En cada uno de los siguientes casos, describa y grafique la regién sélida cuyo volumen esté
dado por la integral que se menciona y luego calcule el volumen de la regién:

2 p2 pd-r? n2 prl2 p2
a) / / / rdzdrdf b) / / / p?sen ¢ dp do d¢
0 0 JO 0 0 0

7. Utilice coordenadas cilindricas para evaluar las siguientes integrales:

a) /// \Jx2 +y2dV, donde E es la regién que estd “dentro” del cilindro x* + y* = 16 y
E

entre los planos z = -5y z=4
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b) /// x%dV, donde E es el s6lido que esté dentro del cilindro x> + y> = 1, arriba del
E
plano z = 0 y abajo del cono z? = 4x? + 4y>

c) “/‘// (x> + xy?)dV, donde E es el sélido del primer octante que estd debajo del
E

paraboloide z = 1 — x* — y?

8. Utilice coordenadas esféricas para evaluar las siguientes integrales:

a) [// (x*> + y? + z%)dV, donde E es la esfera unitaria centrada en el origen
E

b) ”/'// zdV, donde E es la regién que estd entre las superficies esféricas x* + y* + 2% = 1
E

y X+ y2 +z2=4,enel primer octante.
9. Para calcular la integral de f(x,y,z) = x>+ (z =2y’ en E = {(x,y,2) : 2<x <3,0<

y < 1,2y < z <2y + 1}, se propone transformar a las variables: u = y, v = z — 2y, w = x°.

a(x,y,z)

Encuentre el Jacobiano J(u, v,w) = ———=
o(u, v, w)

de la transformacion, y la expresion para fy

E en términos de (u, v, w).
10. Halle la masa y las coordenadas del centro de masa del sélido E, con densidad p(x, y,z) =y
(en g/cm3), si E es el tetraedro limitado por los planos x =0,y =0,z=0,x +y+z = 1.
11. Calcule la densidad de masa promedio para el s6lido E del Ejercicio 10 en g/cm® ;En qué
parte del tetraedro la densidad es mayor que p,,om? Relacione con la ubicacion del CM.
12. Considere un cono circular de altura 4 = 0.3 m y radio de la base a = 0.1 m, hecho en madera
de quebracho colorado de densidad constante p = 1200 kg/m3. Halle Ia masa del cono (en

kg).

Integrales de linea

En la Seccién 2.3 del Capitulo 2 vimos cémo calcular la longitud de una curva C en el plano o
en el espacio. Si 7(¢) con t € [a, b], es una parametrizacién de la curva, su longitud estd dada por

b
LC:/ |7 /()| dt.
a

Para ello, aproximamos la curva por una poligonal (ver Figura 2.3.1 del Capitulo 2), esto es,

. - . Le .
una sucesion de n “pequefios segmentos” de longitud As = — = |7 '(r)| At, construimos la suma
n
n

de Riemann Z As, y tomamos el limite para n» muy grande, de modo que los segmentos son

1
infinitesimalmente pequefios, de largo ds. Escribimos simbdlicamente

LC=/ds=/lds
Cc c

donde, en la dltima expresion, indicamos que cada término de la suma de Riemann contribuyen
con valor igual a 1 a lo largo de cada tramo de la curva C. Podemos pensar que tenemos definida
una funcién escalar de varias variables, tal que en cada tramo o punto de la curva toma el valor
constante 1.

Ahora supongamos que la curva traza un camino en una regién del plano o del espacio donde
estd definida una funcién f no necesariamente igual a 1, ni siquiera constante. Podemos ir sumando
el valor f de la funcién a medida que se sigue la trayectoria. Para ilustrar esto, pensemos en el
clésico juego de pacman en el que se van acumulando, a lo largo del recorrido, los puntajes que se
encuentran en distintas ubicaciones (x, y) de la pantalla, por donde va pasando el pacman. ;Cémo se
calcula el puntaje total acumulado en una partida? El resultado del juego clasico es una sumatoria
de valores discretos de puntajes: 100, 200, 250, o el que se indique en cada posicién. Imaginen un
juego de pacman a “valores continuos”.
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Esta analogia nos lleva a la nocién de integral de una funcién escalar de varias variables a lo
largo de una trayectoria, conocida como integral de linea, de camino, o de curva.
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5.3.1 Integral de linea de una funcién escalar de dos o tres variables

La integral de una funcién f de dos o de tres variables a lo largo de una curva C del plano o del
espacio, respectivamente, se denomina infegral de linea o de camino o de curva, con respecto a la
longitud de arco. Se denota simbdlicamente como

/Cfds

y se define formalmente como el limite de las sumas de Riemann de la funcién f evaluada en puntos
de la curva C multiplicada por la longitud As del elemento de arco de la curva. Recordemos que As
puede expresarse como |7 '(¢)|At siendo 7(¢) una parametrizacién suave de C.

Definicion Sea f(x,y) : D ¢ R> — R una funcién escalar de dos variables, y sea C C D una
curva suave en el plano. Sea 7(¢) con 7 € [a, b], una parametrizacién de C. Se define la integral
de linea de f (con respecto a la longitud de arco) en C como

b b
[ras= [Craoriona= [ a0 Jirop b op.

Ejercicio Escriba una definicion andloga para una funcién de tres variables y una curva en el
espacio.

Se puede probar que si f es continua en C y si la curva C es suave (a trozos), entonces la
integral de linea de f a lo largo de C existe.

Observe que en la definicion se da una “receta” concreta para hacer la cuenta: la integral de
linea se expresa y se calcula como una integral simple en el pardmetro ¢, que es una integral definida
entret =ayt = b,y por lo tanto da como resultado un nimero.

Veamos algunos ejemplos de cdlculo de integral de linea de una funcién escalar. A partir de
estos ejemplos, aprovechamos para mencionar algunas propiedades de este tipo de integrales, y
daremos una interpretacion geométrica.

m Ejemplo 5.3.1 Determinar el valor de / fds, donde f(x,y) = xy* y C es la porcién en

el semiplano derecho de la circunfefencia de radio 4 alrededor del origen, con sentido
antihorario.

Una parametrizacién posible para la curva es 7(t) = 4costi+4sent j,cont € [-5, 7],
que le asigna sentido antihorario. Ver Figura 5.3.1. Los dos ingredientes necesarios para el
célculo son: i) la funcién evaluada en los puntos de la curva, esto es, la cantidad xy* cuando

x = x(t) =4cost,ey = y(t) = 4sent parat € [-7, 7]; ii) el médulo del vector tangente a
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la curva, esto es, el médulo de 7 '(r) = —4 sent i+ 4 cost j en cada punto. Luego

/2

/2
/ xytds = / [4 cos (4 sen t)4] V(~4sent)? + (4cost)? dt = 46/ cost sen* ¢ dr
c —n)2 -n/2

2
que se resuelve por el método de sustitucién, con u = sent, y da / fds =4° 5= 1638, 4.
c

-4

Figura 5.3.1: Curva C correspondiente a la parametrizacion 7(t) = 4 costi + 4sent j, con
re [_%’ %]

Ejercicio Calcule la integral de linea de f(x, y) = xy*:
1) utilizando otra parametrizacion para la misma curva C del Ejemplo 5.3.1;
1) a lo largo del cuarto de circunferencia en el IV cuadrante y del cuarto de circunferencia en
el I cuadrante, y luego sume ambos resultados;
1) a lo largo de la curva C = —C, que corresponde a la misma semicircunferencia pero
recorrida en sentido horario.
Verifique que en todos los casos obtiene el mismo resultado.

Teorema 5.3.1 Se pueden demostrar las siguientes propiedades, vélidas tanto para funciones de 2
variables y curvas en el plano, como para funciones de 3 variables y curvas en el espacio:
1. El valor de la integral de linea de una funcién escalar no depende de la parametrizacién
utilizada para la curva, siempre que ésta sea recorrida una sola vez.
2. La integral de linea de una funcién escalar en una curva formada por dos tramos, es
igual a la suma de las integrales de linea de dicha funcién a lo largo de cada tramo.

Simbdlicamente,
/ fds = fds+ fds.
C UG Ci C

3. Laintegral de linea de una funcién escalar es independiente del sentido de recorrido de la

curva. Simbdlicamente,
/ fds = / fds
-C Cc

donde —C indica la misma curva que C pero en sentido opuesto.

Puede ocurrir que una curva C en el plano sea la frontera de una regién plana D; esto se denota
C=0D.

Entonces C es una curva cerrada (fijando el inicio en algtn punto de C, se tiene que el punto
inicial y el punto final de la curva coinciden). Es comun usar una notacién especial para la integral

de linea en estos casos:
‘7{ fds
c
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para indicar explicitamente que C es cerrada. Si no se especifica el sentido del recorrido, supondremos
que es “antihorario” (o sea, dejando a la regién D a su izquierda), y anotaremos: C = dD™; se dice
que dicha curva estd “orientada positivamente” en relacién a D.

m Ejemplo 5.3.2 ) Calcular la integral de linea de la funcién f(x, y) = y alo largo de la curva
frontera de un circulo D en el plano xy, centrado en el origen. b) Hallar ‘75 vy ds, donde C
c

estd parametrizada por 7(r) = 2costi+ 2(1 + sent)j, cont € [0, x].

a) La frontera de la regién D es una curva cerrada. Suponiendo que el radio del
circulo es R (fijo), una parametrizacién de la circunferencia frontera es por ejemplo
F(t) = Rcosti+ Rsent J, con t € [0,2r], que recorre la curva una vez y le asigna
sentido antihorario. Luego

2 2
jf yds = (Rsent)(Rdt)zRZ/ sentdt =0
oD 0 0

cualquiera sea el radio.

b) En este caso, la curva C es una circunferencia de radio 2 centrada en (0, 2), es cerrada
y tiene sentido antihorario. Grafique. La integral de linea de f(x, y) = y a lo largo de
C resulta:

%yds = ‘/07r [2+ (1 +sent)](2dt) = 4n.

En la Seccién 5.1 comentamos que la integral doble ”// x dA en un circulo D centrado en el

origen, se anula por simetria. Aqui también podemos aplicar plr)opiedades de simetria, que simplifican
célculos. En el Ejemplo 5.3.2a), la integral de linea de una funcién impar en y e independiente de
x, a lo largo de una curva simétrica respecto del eje x, da O (pensar en las sumas de Riemann: a
cada elemento de arco As se lo multiplica por el valor de y, y hay tantos aportes positivos como
negativos, que se cancelan). ;Es aplicable el mismo razonamiento en el Ejemplo 5.3.25)? ;Por qué?

m Ejemplo 5.3.3 Evaluar la integral de linea de una funcién positiva f(x, y) a lo largo de la curva
L que es el segmento de recta sobre el eje x desde el punto A(a, 0) hasta el punto B(b, 0),
con a y b fijos. Interpretar graficamente el resultado.

Una parametrizacion (trivial) para la curva dada es 7(¢f) = t1, con t € [a, b]. Luego
7'(t) =1, y su médulo es 1. Luego ds = 1dt = dx. Por otro lado debemos evaluar la
funcién en puntos de la curva, para los cuales x = x(tf) =t ¢ y = y(t) = 0; esto da
f(x(1), y(t)) = f(¢,0). Luego podemos definir F(x) = f(x,0) para x € [a, b], y tenemos

/Lfds=/abf(t,0)1dt=/abF(x)dx.

La dltima integral, siendo F(x) positiva, sabemos que puede interpretarse graficamente como
el drea bajo la gréfica de esta funcién de una variable. u

La interpretacién dada en el Ejemplo 5.3.3 recuerda algo andlogo para integrales dobles: cuando
f(x, y) es positiva, la integral doble de f en una regién D del plano, da el volumen del s6lido
encerrado debajo de la superficie grafica de dicha funcién de dos variables.

Ahora bien, nos preguntamos: ;qué interpretacion podemos darle a / f(x,y)ds para una

c
f(x, y) positiva y C una curva arbitraria del plano? Volviendo a la nocién de sumas de Riemann,
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esto es una suma de la longitud de un pequefio tramo As secantes a C multiplicados por el valor de la
funcién en algin punto elegido de dicho segmento. Pensemos en la superficie grafica de la funcién
f(x,y) para (x,y) en C, y como si ésta es positiva, observamos que cada término en la suma de
Riemann corresponde al drea de un rectdngulo ubicado verticalmente, cuya base es el segmento As
y su altura es el valor de f en el punto elegido del segmento. Luego la integral de linea de f(x, y) a
lo largo de una curva C del plano xy, da el valor del 4rea de la “pared sinuosa” que sigue la forma
de C en la base y tiene altura dada por el valor de f en los puntos de la curva. Ver Figura 5.3.2.

¥4

|| WM“H gy,
HIWN“““N"NH“WHVWNHHII iui

Figura 5.3.2: Integral de linea como drea de la pared sinuosa con base C en el plano xy y altura

f(x ).

Imaginen un tinglado cuyo techo tiene forma de cilindro parabdlico. Las paredes laterales (los
lados hacia donde el techo cae) son rectangulares y su drea es facil de calcular. Pero la pared del
frente y del fondo no son rectdngulos: realice un dibujo de la situacién, luego proponga una funcién
y una curva adecuadas de modo que la integral de linea dé el area de una de estas paredes.

En el caso particular de tomar la funcién constante 1, dimos otra interpretacion para la integral
de linea, como la longitud de la curva C. Ambas interpretaciones son vélidas: / 1 ds da el valor

numérico L¢ de la longitud de la curva C, y también da el valor numérico delcairea de la pared
sinuosa con base C y altura 1; s6lo cambian las unidades de medida.

Veamos ahora un ejemplo de integral de linea para una curva en el espacio y una funcién de
tres variables.

m Ejemplo 5.3.4 Hallar / xe”* ds, donde C es el segmento de recta que une el origen con el punto

C
(1,2,3).

El segmento C pertenece a la recta L que pasa por el origen y tiene vector director
v = (1,2,3). Luego un conjunto de ecuaciones paramétricas para L es

x=0+1¢
y=0+2¢
z =0+ 31,

con ¢t € R. Recordemos que si queremos describir solamente el segmento C, basta con

restringir el pardmetro: ¢ € [0, 1]. Asi, una parametrizacién para C es 7(f) = i + 2¢] + 3tk,
cont € [0, 1]. El vector 7 ’(¢) (cuyo médulo necesitamos) no es mas que v, que tiene norma

constante igual a V14, Luego

‘/Cxeyz ds = ./0] ([€2t3t) (V14 dr)

cuyo valor es V14 (e® - 1)/12 (compruébelo, integrando por sustitucion).
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@ Discutan cudnto vale la integral de linea de una funcién de dos variables a lo largo de una

curva de nivel de dicha funcién; apliquenlo a la funcién f(x, y) = X%+ 2y2, grafique.
LY si se trata de una funcién de tres variables, y la curva se encuentra sobre una superficie de
nivel determinada? Den ejemplos.

Completamos esta seccion definiendo otras integrales de linea que utilizaremos mds adelante.

Definicion Sea f(x,y) : D ¢ R> — R una funcién escalar de dos variables, y sea C C D una
curva suave en el plano. Sea 7(r) con ¢ € [a, b], una parametrizacion de C. Se definen la integral
de linea de f con respecto a la variable x a lo largo de C como

b
/ Fdx = / F (0 y(0) €0 d,
C a

y la integral de linea de f con respecto a la variable y a lo largo de C como

b
/ Fdy = / £ G0 y(0) ¥ (0 dt.
C a

Escriba definiciones andlogas para una funcién de tres variables y una curva en el espacio.

m Ejemplo 5.3.5 Evaluar / (xy + Iny) dy, donde C es el arco de la pardbola y = x? que va desde

A(1, 1) hasta B(3, 9).C

En primer lugar, notemos que la funcién a integrar, f(x,y) = xy + Iny, tiene como
dominio de continuidad todo el semiplano superior, sin el eje x; entonces f es continua a lo
largo de la curva C, ya que ésta no contiene ningtin punto (x, y) con y < 0. Luego, podemos
asegurar que la integral existe.
Para calcularla, consideremos la parametrizacion trivial para la curva: 7(r) = ri+ 1% j, con
t € [1, 3]. En este caso, necesitamos solamente la derivada de la segunda componente de la
funcién vectorial, que da y’(r) = 2¢. Luego

3
/ (xy +Iny)dy = / [t1* + In(t?)](2¢ dt).
C 1

Completar la cuenta y verificar que / fdy= % — 181n 3. Repetir el cdlculo para la curva

C
—C, o sea el arco de pardbola que va desde B hasta A. ;Qué observa?

A !
9 Y B

8

B
X

] 3
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.3.3: Arco de paribola y = x2, desde (1, 1) hasta (3,9).
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Es importante notar que en el caso de las integrales de linea con respecto a una variable (y no
con respecto a la longitud de arco), el sentido de recorrido de la curva si afecta el resultado.

Proposiciéon 5.3.2 La integral de linea de una funcién escalar a lo largo de una curva con respecto
a una variable, depende del sentido de recorrido de la curva. Simbdlicamente,

‘/_Cfdxz—‘/cfdx, [cfdy:—/cfdy.

Esto se desprende de la definicién, donde aparecen los factores x’(¢) € y’(¢), cuyo signo se invierte
cuando cambia el sentido de recorrido de la curva.

m Ejemplo 5.3.6 Se desea calcular la diferencia entre las integrales jf ydxy jl{ xdy, donde C
c c

es la curva frontera de un rectdngulo en el plano con uno de sus vértices en el origen y el
vértice opuesto en (3, 5), recorrida en sentido antihorario.

Antes de hacer ningtin cdlculo, conviene analizar qué tramos de la curva contribuyen a
cada una de las integrales. Empezando del origen, llamemos C;, C,, C3 y C4 respectivamente,
a los lados del rectdngulo recorrido en sentido antihorario. Ver Figura 5.3.4.

Tomemos C; y C3 que son dos tramos horizontales: se parametrizan por medio de funciones
vectoriales con segunda componente constante, luego y’ = 0 en ambos casos y por lo tanto
la integral de linea de la funcién x respecto de y se anula para los tramos C; y Cs.

Algo similar ocurre con la integral de linea de la funcién y respecto de x para los tramos C
y Cy.

Tampoco contribuyen /

ydx puesy =0en Cy, ni / xdy pues x = 0en Cy.
Cy

Cy
De las 8 integrales de linea que se debian resolver, s6lo quedan 2: / ydxy / xdy, que
C3 C

valen —15 y 15, respectivamente (muéstrelo sin hacer cdlculos de integrales). Finalmente

}{ydx—‘?{ xdy=}{(ydx—xdy)=—30.
C C C

1o

‘WC4 CZ

0 €1
1 0 172

Figura 5.3.4: Curva a trozos, frontera del rectangulo [0, 3] x [0, 5].
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Aplicaciones de las integrales de linea

Hemos mencionado que una integral de linea permite obtener la longitud de una curva en el
plano o en el espacio, integrando la funcién constante 1. También discutimos el cdlculo del 4rea de
una pared sinuosa base es una curva plana y su altura estd dada por una funcién positiva de dos
variables.

Masa total y coordenadas del centro de masa de un alambre

Sabemos que teniendo la densidad de masa, podemos calcular la masa total y el centro de masa
de una ldmina plana delgada mediante integrales dobles, o de un cuerpo sélido usando integrales
triples. Andlogamente, las integrales de linea permiten calcular la masa total y el centro de masa de
un alambre delgado, si se conoce la densidad lineal de masa (masa por unidad de longitud).

Consideremos un alambre que toma la forma de una curva C en el plano y tiene densidad lineal
de masa en un punto (x, y) € C dada por p(x, y), donde p(x, y) es una funcién continua (y positiva).
La masa total del alambre estd dada por

m = / p(x, y)ds,
C

mientras que las coordenadas del centro de masa del alambre son

1

Xcm = —/XP(X, y)ds,
mJc
1

yem = — [ yp(x,y)ds.
mJc

Si la densidad tiene unidades de kg/m, la masa se da en kilogramos y las coordenadas delCM
se dan en metros.

Escriba las ecuaciones que permiten calcular la masa total y las coordenadas del centro de masa
para un alambre que toma la forma de una curva C en el espacio y tiene una densidad lineal de
masa p(x, y, z) en cada punto (x, y, z) € C.

m Ejemplo 5.3.7 Un alambre de metal con forma de arco, mds denso en sus extremos que en la
parte media, se encuentra ubicado a lo largo de la semicircunferencia X%+ y2 =1,y>0,en
el plano xy. Determinar la masa y el centro de masa del alambre, si la densidad en el punto

(x,y)es p(x,y) =(2-y) glem.

Utilizamos la parametrizacion de la semicircunferencia dada por 7(r) = cost I+ sent J,
t € [0,7]. Luego 7 '(t) = —sent I + cost j, que tiene médulo 1. La masa total del alambre
resulta

m:‘/cpds:/0 (2—sent)(1dt)=2(n—-1) g.

Notamos que xcas = 0 cm, ya que la densidad es una funcién par de x (o sea, p(—x, y) =
p(x,y)) y el arco es simétrico con respecto al eje y. Para obtener ycys, calculamos primero

T 1 1 T 8-n
/ yp(x,y)ds = / (sent)(2 —sent) (1dt) = |-2cost — =t + —sen2t| = ——,
c 0 2 4 0 2
g _
luego ycm = 4(ﬂ—_ﬂ1) ~ 0.57 cm.
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Ejercicios
1. Evalde las siguientes integrales de linea donde C es la curva dada:

a) / ye* ds, C es el segmento de recta que une A(1,2) con B(4,7)
c
b) / x%zds, C es el segmento de recta que va de (0,6,—1) a (4, 1, 5)

C
c)/xzds, Cestédadaporx:6t,y:3\/§t2,z:2t3,con0£ts1
c

2. Encuentre la integral de linea de f(x, y) = 5x2+5 y2 a lo largo de la circunferencia de radio
3 centrada en el origen (utilice alguna de las propiedades estudiadas).
3. Calcule las siguientes integrales de linea:

a) / sen x dx, donde C es el arco de la curva x = y4 que vade (1,-1)a(1,1)
C

b) / (x+/y dx+2y+vx dy), donde C estd formada por el arco ms corto de la circunferencia
C
X2+ y2 = 1de Py(1,0) a P1(0, 1), seguido del segmento de recta de P;(0, 1) a P»(4, 3)
19) / (yzdy + xydz), donde C estdadadaporx = Vi,y=1t,z=1>,con0 <1< 1
c

4. Determine ‘7{ [xydx + x? dy], siendo C el borde orientado positivamente del tridngulo con

vértices en (O,CO), (1,0)y (1,2).

5. Un alambre se dobla en forma de semicircunferencia x> + y*> = 4, x > 0. Si la densidad
lineal de masa es una constante p(x, y) = k g/cm, encuentre la masa y el centro de masa del
alambre.

6. Halle la masa y centro de masa de un alambre helicoidal 7(f) = 2sent i+ 2cost j+ 3t k,
con 0 < ¢ < 2n, si el material con que estd hecho tiene densidad constante.

Integrales de superficie

Hasta aqui hemos trabajado la integracién de funciones escalares de dos y de tres variables,

cuando la regién de integracién es una regién del plano [integral doble], una regién sélida del
espacio [integral triple], o una curva [integral de linea]. En esta seccion introducimos la nocién de
integral de superficie que, pensando en términos de sumas de Riemann, consiste en dividir una
porcién de superficie en pequefios “parches” y acumular el valor de una funcién (de tres variables)
en cada parche multiplicado por el drea de cada elemento de superficie.
Para integrales de linea vimos que, a los fines practicos, se busca una parametrizacién para la curva
a lo largo de la cual se va a integrar, por medio de una funcién vectorial 7(¢), con el pardmetro
t en cierto intervalo; esto permite evaluar la funcién en puntos de la curva y ademads calcular la
longitud del elemento de arco. Para integrales de superficie se procede de manera andloga. Como
primer paso, entonces, buscamos una descripcién paramétrica para la superficie sobre la cual se va
a integrar. Veremos que esto se logra por medio de una funcién vectorial de dos pardmetros 7 (u, v),
con u y v en cierta regién. Debemos encontrar también el drea de un elemento de superficie.

Superficies paramétricas y funciones vectoriales de dos parametros

(Cémo se puede describir una superficie en el espacio? Una opcién es usar coordenadas
cartesianas y expresar z como una funcién de x e y (como z = x% + %), 0 x como una funcién de y
y z, 0 y en términos de x y z. O podriamos dar una relacién entre las variables x, y, z que defina
implicitamente a una de las variables como funcién de las otras dos (como x? y+ zy2 -3xz° = 0).
Algunas superficies se describen mejor cuando las coordenadas x, y, z estdn dadas en términos de
dos pardmetros, de manera andloga a las curvas paramétricas que se describen dando x, y 'y z en
funcién de un pardmetro en cierto intervalo paramétrico.



212 Seccion 5.4. Integrales de superficie

Veamos la forma paramétrica de describir una superficie en el espacio, por medio de una funcion
vectorial o de valores vectoriales, cuyo rango es un conjunto de vectores en V3, y cuyo dominio es un
conjunto de pares ordenados en cierta regién del plano de paramétrico. Una superficie paramétrica
(o parametrizable) S queda dada por una funcién vectorial de dos pardmetros en la forma

P, v) = x(u, V)T + y(u, v)j + z(u, v)k,

con (u,v) € Dy,.

=4

b

| u X

Figura 5.4.1: F(u, v) es un vector en V3 para cada (u, v) € Dy,.

Presentamos algunos ejemplos. Primero, dada una funcidn vectorial de dos pardmetros, queremos
encontrar la forma cartesiana de la superficie que representa. Luego haremos la tarea inversa: dada
una superficie encontrar alguna funcién vectorial que la parametrice.

m Ejemplo 5.4.1 ;Qué superficie S en el espacio representa la funcién vectorial F(u,v) =
2senucosvi+3senusenv j+4cosuk,con (u,v) € [0, 7] X[0,27]?

Las componentes cartesianas de un punto (x, y, z) de la superficie S estdn relacionadas
entre si a través de los pardmetros u y v, de la siguiente manera

x =x(u,v) =2senucosv y=y(u,v) =3senusenv z = z(u,v) = 4cosu.

Para obtener la forma cartesiana de S, que vincula solamente x, y, z, es necesario eliminar
los pardmetros u, v entre estas tres ecuaciones.

Observamos primero que las componentes de la funcién vectorial tienen expresiones, en
términos de senos y cosenos, similares a la transformacién entre coordenadas cartesianas y
esféricas asociando los pardmetros u y v con ¢ y 6 respectivamente. Hacemos el siguiente

célculo:
2 2 2
x(u,v u,v z(u, v
u + Y, v) + @ v) = sen® ucos’ v + sen’ usen® v + cos” u = |
2 3 4
de forma que logramos eliminar los parametros. Obtenemos entonces la siguiente relacion
entre x, y, z:
2Lor. 2
4 9 16

de donde deducimos que S es un elipsoide de semiejes 2, 3, 4 centrado en el origen. La
funcién vectorial con u € [0, 7] y v € [0, 2x] cubre toda la superficie de este elipsoide, una
sola vez.
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Veamos qué ocurre si cambiamos el dominio paramétrico para u# y v. ;A qué superficie
corresponde la misma funcién vectorial 7(u, v), pero con dominio paramétrico {(u,v) : 0 <

u< % 0 < v < 4r}? La forma de la superficie es como la del elipsoide, ya que se llega a la
misma ecuacion cartesiana, pero no estd cubierto por completo todo el elipsoide, y se pasa
mds de una vez por cada punto cubierto. Efectivamente, por un lado, el pardmetro u entre 0 y
g corresponde a puntos del semiespacio superior (pues z = 4 cosu > 0 para esos valores de
u); por el otro, dada la periodicidad de las funciones seno y coseno, el pardmetro v entre 27 y
47 repite los mismos puntos que entre 0 y 2. O sea, se trata en este caso de la mitad superior
de la superficie del elipsoide de semiejes 2, 3, 4, centrado en el origen, cubierta dos veces. m

m Ejemplo 5.4.2 Hallar una funcién vectorial apropiada que parametrice la superficie esférica S de
radio 3 centrada en el origen.

Conocemos la ecuacién cartesiana de esta superficie cuadrica
X%+ y2 +72=09.

También sabemos que en coordenadas esféricas se escribe simplemente como p = 3. De la
transformacion entre coordenadas esféricas y cartesianas, en este caso con p fijo, se tiene

x =3sen¢cosb
y =3sen¢send
z =3cos¢.

Vemos que las coordenadas (x,y, z) de un punto P cualquiera de la superficie esférica
quedan bien determinadas dando el valor de dos cantidades: ¢ y 6, que toman valores en
los intervalos [0, 7] y [0, 27], respectivamente. Entonces S puede ser descripta mediante
una funcién que a cada par de valores de los pardmetros ¢ y 6 le asigne el vector OP =
3sengcosfi+3sengsend j+ 3cosd k, es decir, mediante la funcién vectorial.

F(u,v) = 3senucosvi+3senusenv j+ 3cosuk, conu € [0,x],v € [0,2n]

Grafique el dominio paramétrico D,,,, = [0, 7] X [0, 2] en un plano cuyos ejes son u y v.
(Coémo describiria paramétricamente la parte de S con z positivo? ;Y la porcién de S

en el primer octante? ;Qué parte de la superficie esférica estd representada por 7(u, v) con

dominio paramétrico [7, %] x [0, 27]?

Por dltimo, discutimos otra parametrizacién para S. Sabiendo que z = +4/9 — x2 — 2,

podriamos elegir por ejemplo x € y como pardmetros, y luego z queda expresado en términos

de ellos. Pero debemos dar dos funciones vectoriales:

Fo(x,y)=xi+yj+ \/9—x2—y27<

para la semiesfera superior, y

F(x,y)=xT+yJ—/9—x2—y2k

para la semiesfera inferior, en ambos casos con dominio paramétrico Dy, = {(x,y) : 0 <
x4+ y2 < 9}. Grafique el dominio paramétrico; observe que para esta eleccién de pardmetros
(la “parametrizacion trivial”), Dy, es la proyeccion de la superficie en el plano xy. Finalmente,

S:S+US_. .
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m Ejemplo 5.4.3 a) Describir mediante una funcién vectorial el plano que contiene al punto
Po(x0, y0,20) y €es paralelo a dos vectores a = (ay,az,a3) y b = (b1, by, b3) dados (no
paralelos entre si). b) Resolver para Py(1,2,-3,a = (1,1,-1)y b =(1,-1,1).

a) En la Seccién 1.5 del Capitulo 1, vimos que la recta que pasa por Py y tiene vector
director d, se puede describir mediante ecuaciones paramétricas considerando que si

—_ R
P es un punto de la recta, entonces el vector PyP es un miltiplo del vector a. Esto
- - z
es: PP = ta para algin ¢ € R. Andlogamente, para el plano que pasa por Py y
- 7 . g
contiene a los vectores d y b, si P es un punto del plano, entonces el vector PyP es una

combinacion lineal de los vectores d y b: 1‘—’0?’> —ud+vb para algtin u € R y algin
v €R.

_— = =
Escribiendo PoP = OP — OPy = r — 1y, obtenemos finalmente

Fu,v) =7y +ud+vb,
con u, v reales, de donde el plano queda parametrizado por
P(u, v) = (xo+uay +vbh))i+(yo+uas+vhy) j+(zo+uaz+vbz)k con (u,v) € R%.

b) Si Py(1,2,-3),a=(1,1,-1)y b= (1, -1, 1), una funcién vectorial que parametriza
este plano es

Fu,v) =1 +u+ i+ Q+u—-v)j+ =3 -u+v)k, con Dy, = R%.

Este mismo plano se puede escribir apelando a la “parametrizacion trivial” del siguiente
modo. Sabiendo que a x b = (0, -2, —2) es un vector normal al plano, armamos la
ecuacion lineal

Ox-1)+(-2)y-2)+(-2)(z+3) =0,

osea,y+z+1=0,dedonde z = -y — 1. Luego una parametrizacion del plano es:

Flx,y)=xi+yJj+(-y- Dk, (x,y) € R%.

Plano tangente

Dada una superficie S parametrizada por medio de la funcién 7(u,v), con (u,v) € Dy,
consideremos el conjunto de puntos que se obtiene fijando uno de los pardmetros. Al quedar una
funcién vectorial en términos del otro pardmetro (el que no se ha fijado), observamos que de esta
forma queda descripta una curva en el espacio. Las curvas asi obtenidas se denominan curvas
reticulares. Sus ecuaciones son

Fl(u) =7r(u,vo)  Fa(v) = F(ug, v)

donde se ha fijado v = vy y u = ug, respectivamente, siendo v y ug valores en el dominio paramétrico
(de hecho se tiene un conjunto infinito de curvas reticulares).

Para la superficie del Ejemplo 5.4.2, las curvas reticulares determinadas por 7(u, v) son los
paralelos (fijando u, o sea el dngulo ¢) y los meridianos (fijando v, esto es, 8) de la superficie
esférica. En el caso del plano del Ejemplo 5.4.3b), son por un lado rectas paralelas entre si, unas
con vector director d@, y otras con vector director b.

Ejercicio Estudie el las curvas reticulares del paraboloide eliptico parametrizado por 7(u, v) =
ucosvi+usenvj+u’k,conu>0,v e [0,2x].

Claramente, las curvas reticulares dadas por 71 (u) y 7>(v) pasan por el punto Py de coordenadas
F(up, vo) (recordemos que identificamos el punto final de este vector ubicado en posicién candnica,
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con el punto Py). La derivada de 7 (u) respecto de u evaluada en u [ que es igual a a—r(uo, vo)] es
u

un vector tangente a la curva 7y en Py, mientras que la derivada de 75(v) respecto de v evaluada en

or
av . . .

generan un par de rectas que son tangentes, respectivamente, a las curvas reticulares fijadas. Estas

rectas por lo general determinan un plano que, por construccion, resulta ser fangente a la superficie S

Vo [ que es igual a — (uo, vo)] es un vector tangente a la curva 7, en Py. Estos dos vectores permiten

- ) oF o7
en Py, siempre que 6—r(uo, vg) X —r(uo, vo) # 0. El producto vectorial ng = a—r(uo, Vo) X 6—r(uo, Vo)
u u v

resulta ser un vector normal a la superficie S y al plano tangente en Py.

a) b)

SN

Figura 5.4.2: Vectores tangentes en Py. a) Curvas v = vg y u = ug en el plano uv; b) Vectores

—( )y —( )
uo, Up, Vo)-

57 0> V0 y 5y U0, VO

Definicién Sea S una superficie parametrizada por la funcién vectorial diferenciable 7(u, v), con
(u,v) € Dy, y sea Py(xo, Yo, zo) € S un punto en la superficie correspondiente al vector posicion
F(ug, vo). Si 7y (g, vo) X 1y(uo, vo) # 0 entonces los vectores 7, (1o, vo) y 7y (ug, vo) determinan el
plano tangente a la superficie S en Py, con vector normal dado por

fig = 1, (uo, vo) X 7y, (uo, vo).
Luego, una ecuacién para el plano tangente a S en Py estd dada por

(X_XO,)’_)’Oaz—ZO)‘ﬁO :0'

7, (g, )
Ny = Ty (g, vo) X T, (U, vg)

Figura 5.4.3: Vector normal a la superficie en P, calculado como el producto vectorial 7
7u(tto, vo) X 73, (tto, vo).

En el Ejemplo 5.4.3b), tomando (ug, vp) = (0,0) se tiene ?(O, 0)=(,1,-1)y g—r(O, 0)
u %

(1,-1, 1); luego 7y = (0, =2, —2) es un vector normal al plano tangente a la superficie paramética S
dada por 7(u, v) en el punto Py(1,2,—3). En este caso se trata por supuesto del mismo plano S.
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(Cudl es el plano tangente a la superficie esférica del Ejemplo 5.4.2 en el punto (0, 0, 3)? Halle el
vector 7 y una ecuacion del plano tangente, utilizando las dos representaciones vistas en el ejemplo,
F(u,v) y 7(x, y).

Definicion — Superficie suave. Se dice que S dada por 7(u, v) con (u, v) € D,,,, es una superficie

suave si 7, X 7, # 0 para todo (i, v) € Dy,

Una superficie suave admite plano tangente en cada uno sus puntos. No posee esquinas ni saltos.

Orientacion de una superficie

Introducimos ahora la nocién de “sentido” u orientacion de una superficie, cuando esto sea
posible.

En los Ejemplos 5.4.2 y 5.4.1, las funciones vectoriales dadas 7(u, v), con dominio paramétrico
(u,v) € [0, 7] X [0, 27], corresponden a sendas superficies que encierran regiones sélidas del espacio.
Son por lo tanto superficies cerradas y claramente tienen dos caras o lados, una orientada hacia
afuera del sélido y otra que mira hacia adentro. Por convencion, la cara de una superficie cerrada
cuyos vectores normales apuntan hacia afuera se dice que tiene orientacion positiva. Podriamos
“pintar” una cara de un color y la otra cara de un color diferente, y los colores no se mezclan ni
juntan. O podriamos pensar en un objeto moviéndose sobre la superficie: si empieza de un lado, no
pasard nunca del otro lado. Ver Figura 5.4.4.

2 2 2
b) Elipsoide XZ PR 1.

a) Superficie esférica. 9 16

Figura 5.4.4: Dos superficies cerradas orientadas con sus vectores normales hacia afuera

Si consideramos la mitad superior de una superficie esférica, por ejemplo z = +4/9 — x2 — y2,
también podemos distinguir dos orientaciones o caras: la que mira hacia arriba y la que mira hacia
abajo; 1a superficie es entonces orientable. Es abierta y tiene una curva frontera (la circunferencia
en el plano xy dada por x> + y?> = 9, z = 0). En el caso del plano del Ejemplo 5.4.3, también
es orientable: una cara da para arriba y la otra para abajo, o para la derecha y para la izquierda
(depende desde donde se mire); es una superficie abierta, pero si pensamos en todo el plano, no
tiene borde o frontera.

a) Plano orientado con vectores hacia arriba. b) Plano orientado con vectores hacia abajo.

Figura 5.4.5: Un plano con sus dos orientaciones.
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Definicion Sea § una superficie que admite con plano tangente en todo punto. Para cada
(x,y,z) € S, existen dos vectores normales unitarios iy y 7iy; siendo 7i;; = —#iy. Si es posible
elegir un vector normal unitario de modo que varie continuamente sobre S, se dice que la
superficie es orientable o que esté orientada. Una orientacion estd determinada por 7i; y la otra
por iyg.

Sea S dada por F(u, v) una superficie suave y orientable. Entonces la orientacion inducida
por la parametrizacion estd determinada por el vector normal unitario

L FuXFy
n= —o——s—.
[P X 7y

En particular, para una superficie que es grafica de una funcién de dos variables, es natural
usar la parametrizacion trivial. Sea g : D C R?> - R: su gréfica es la superficie S, dada por
z = g(x, y) que, como vimos, se puede parametrizar trivialmente como 7(x, y) = xi+y J+ g(x, y)k
con (x,y) € D. Dado que resulta 7i = 7y X 7, = —gxi — gyk + k, con tercera componente positiva,
entonces la parametrizacion trivial induce la orientacion hacia arriba.

Integral de superficie de una funcion escalar de tres variables

El objetivo aqui es definir y dar un método practico para calcular la integral de una funcién
escalar de tres variables en una superficie paramétrica, lo que se conoce como integral de superficie.

(donde dS indica un elemento de superficie) y se define formalmente como el limite de las sumas
dobles de Riemann de la funcién f evaluada en puntos de la superficie S multiplicada por el drea
AS del elemento de superficie.

Sea F(u,v) con (u,v) € D,,, una parametrizacién para la superficie S. Imaginemos que el
dominio paramétrico en el plano de parametros uv, se subdivide en rectangulos de ancho Au y
altura Av, cuya drea es AA = Au Av. Barriendo todos los valores de los pardmetros dentro de un
rectangulo dado en D,,,, se genera un “parche” o elemento AS en la superficie S. Se puede mostrar

que el area de este parche de la superficie S en el espacio estd vinculada con el area del rectangulo
en la regién D, del plano de pardmetros, a través de la siguiente relacion:

AS = |F(u,v) X 7o (u, v)| Au Av,

esto es, a través de un factor de proporcionalidad dado por el médulo del vector normal a la
superficie.

Observar la analogia con la relacién hallada en el caso de una curva paramétrica C dada por 7(z),
donde la longitud As ! de un elemento de arco de la curva C y la longitud del intervalo paramétrico
At estdn relacionados por As = |F'(t)| At, esto es, a través del médulo del vector velocidad (que es
tangente a la curva).

Definiciéon Sea f(x, y,z) : E ¢ R* — R una funcién escalar de tres variables, y seaS C E una
superficie suave en el espacio. Sea 7(u, v) con (u, v) € Dy, una parametrizacion de S. Se define
la integral de superficie de f en S, como

Joras = | @)l ) )] dud

Se puede probar que si f es continua en S y si la superficie S es suave (a trozos), entonces la
integral de superficie de f en § existe.

Observe que en la definicion se da una “receta” concreta para hacer la cuenta: la integral de
superficie se expresa y se calcula como una integral doble en los pardmetros u, v, que es una integral
definida en el dominio paramétrico D, y por lo tanto da como resultado un nimero.

INotar que usamos ds para un elemento de curva, y dS para un elemento de superficie.
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Teorema 5.4.1 Se pueden demostrar las siguientes propiedades:
1. El valor de la integral de superficie de una funcién escalar no depende de la parametrizacién
utilizada para la superficie, siempre que ésta sea cubierta una sola vez.
2. La integral de superficie de una funcién escalar en una superficie formada por dos
trozos, es igual a la suma de las integrales de superficie de dicha funcién en cada trozo.

Simbdlicamente,
// de:/ de+/ £4ds.
S1US2 S1 S»

3. La integral de superficie de una funcién escalar es independiente de la orientacién de la

-S S

donde —S indica la misma superficie que S pero con orientacién opuesta.

Veamos algunos ejemplos de célculo de integral de superficie de una funcién escalar.

m Ejemplo 5.4.4 Calcule // (x + z) dS, siendo S la superficie cilindrica de eje z y radio 3, entre
s
z=0yz=5.

La funcién a integrar es f(x, y,z) = x + z, que es continua en todo R>.
La superficie puede parametrizarse mediante la funcién vectorial 7(a,z) = 3cosai +
3senaj+ zk con @ € [0,2x], z € [0,5]; la superficie es suave, orientable y queda
cubierta una sola vez por la parametrizacién dada. ;Cudl es la orientacion inducida por esta
parametrizacién?
Luego la funcidn evaluada en puntos de la superficie da: f(x(a, z), (@, z), z(@, 2)) = x(a, 2)+
72(a,z) =3cosa + z.
El vector normal a la superficie paramétrica resulta

v v 1%

; ik
i=Fyxi, =| -3sena 3cosa 0 |=3cosai+3senavj+0k
0 0 1

cuyo médulo es |7y X7, | = 3 paratodo (a, z) € [0, 2] %[0, 5]. Luego la integral de superficie
resulta en la siguiente integral doble:

5 p2n 2713
_ _ 2r Z_ —
“//S(x+z)dS—/0/0 (3cosa +2) Bdadz) =0+ 3]a]; [2}0 75n.

Puede ocurrir que una superficie S sea la frontera de una regién sélida Es. Esto se denota
S =0E.

Entonces S es una superficie cerrada. Es comtn usar una notacién especial para la integral de

superficie en estos casos:
fro
s

para indicar explicitamente que S es cerrada. Si no se especifica la orientacion de la superficie,
supondremos que es “hacia afuera” (o sea, dejando al sélido E adentro), y anotaremos:

S=0E";

se dice que dicha superficie estd “orientada positivamente” en relacién a E.
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m Ejemplo 5.4.5 Determine la integral de superficie de la funcién x + z en la superficie frontera
del cilindro de radio 3, eje z y altura 5 apoyado en el plano xy.

Se pide la integral de superficie en una superficie cerrada, que es la union de tres partes:
S, S1y 8. Ver Figura 5.4.60). Calculamos entonces las integrales de superficie por tramos:
en el Ejemplo 5.4.4 obtuvimos la integral en la superficie cilindrica lateral S, falta evaluar la
integral en las tapas inferior S y superior S>. Observamos que para la base, s6lo contribuye
la integral del primer término de la funcién, x, ya que en esa tapa se tiene z = 0. Por otro
lado para la tapa superior contribuyen ambos términos de la funcién, siendo el segundo
constante e igual a 5. Las parametrizaciones triviales para las tapas son: 7i(x,y) = xi+y J
para la tapa inferior, y 7»(x, y) = x{ + y j + 5 k para la tapa superior, con 0 < x> + y> < 9,
luego el dominio paramétrico es el circulo de radio 3 centrado en el origen. Sabemos que los
vectores normales a Sy y S; deben tener la direccidn del eje z (;por qué?), debemos averiguar
el médulo. Dado que en ambos casos 7, X 7, = (1,0,0) x (0, 1,0) = % J =k, sumédulo es
1 (es razonable que con esta parametrizacion, la relacion entre el elemento de superficieAS
y el elemento de drea paramétrica AA sea un factor constante e igual a 1).

Entonces para la base se tiene la integral doble

/51 fds = --//ny(x+0)(1 dx dy).

La integral doble resultante se puede calcular en coordenadas polares (en el plano paramétrico,
que en este caso se llama xy); completar este cdlculo. Repetir para la tapa superior (aprovechar
el hecho de que contribuye el término z dS, pero dado que z = 5 y el médulo del vector
normal es 1, esta parte da 5 veces el 4rea del circulo de radio 3; ademds el término x dS da lo
mismo que para la base). Finalmente, sumar las 3 contribuciones para obtener la integral de
superficie total, en toda la superficie cerrada que es frontera del cilindro.

Figura 5.4.6: a) Superficie cilindrica S con eje z y radio 3, entre z = 0y z = 5; b) Superficie cerrada
que es la unién de tres partes S, S1 y Sz.

Aplicaciones de las integrales de superficie

Area de una superficie paramétrica

Es fécil deducir que la integral de superficie de la funcién constante f(x,y,z) = 1 en una
superficie S, da como resultado el valor numérico del drea de dicha superficie:

A(S)://ldS:// 117, X Foldudy.
S Dy,

Observar que, en particular, si la superficie es plana y se encuentra apoyada en el plano xy (o en otro
plano horizontal), este cdlculo se reduce al drea de una regién plana, A(D), siendo D el dominio
paramétrico.
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En el caso de una superficie S, que es gréfica de una funcién de dos variables dada por

z=2g(xy),

usando la parametrizacién trivial se tiene 7(x,y) = xi+ y j+ g(x, y)k, con (x, y) en el dominio de

la funcién g. El médulo del vector normal es |7y X 7| = \/ 1+ (gx)* + (gy)? luego

A(Sg)=//s ldSz‘//Dx I+ (8P + (g)? dx dy.

m Ejemplo 5.4.6 Determine el drea de la superficie S parametrizada por 7(u, v) = ui+v j+ (u+ 5)k,

conu® +v? < 4.

Puede verse que S es una elipse, apoyada sobre el plano z = x + 5, cuya proyeccion en el
plano xy es el circulo de radio 2 alrededor del origen. Para determinar el 4rea de la elipse S,
necesitamos calcular el médulo de

- -
Fu X1y, =

O = =~
—_ O ~c¢
O =

1l

i)

+

S

luego |7, X 7,| = V2. Finalmente

A(S) = //S 1dS = //D 1.(V2dudv) = V2 //D 1 dudv = V2A(D)) = V2x2% = 4\2n,

donde usamos el area del circulo D de radio 2. (]

5.4.4 Ejercicios

1.

Considerar los ejercicios de la Seccién 1.6.2 del Capitulo 1 Dar funciones vectoriales que
parametricen los planos de los Ejercicios 1, 5y 6.

Considerar las superficies cuddricas vistas en la Seccién 1.7.1 del Capitulo 1. Discutir para
cudles se puede utilizar la parametrizacion trivial. En esos casos, tomar un ejemplo concreto
y escribir la funcién vectorial correspondiente, indicando el dominio paramétrico.
Parametrizar las superficies cilindricas dadas en la Seccién 1.7.2 del Capitulo 1.

Construir una cinta de Moebius con una tira de papel. ;Es orientable esta superficie? ;Por
qué?

. Sea S la parte de la superficie del cono circular z = r (en coordenadas cilindricas) para z

entre 0y \/g , $> una porcidn de la superficie esférica p = 1 (en coordenadas esféricas) para

2 \/;, y S5 el disco (plano) 0 < x? + y? < % alaaltura z = %

a) Las tres superficies son abiertas. Verificar que tienen como curva frontera a la misma
. . ) 2 1 1
circunferencia, de ecuaciéon x~ + y~ = > z= 7
b) Hallar funciones vectoriales que parametricen cada una de las superficies.
c) Para cada superficie, si es orientable sefialar sus dos caras; y dar las coordenadas de dos
puntos préximos a la superficie pero uno de cada lado.
Hallar un vector normal unitario en el punto (1, 0, 1) para el paraboloide eliptico parametrizado
por 7(u, v) = ucos vi+usenv j+u’k. {Es orientable la superficie? En caso afirmativo, ;cudl

es la orientacién inducida por la parametrizacién dada?

Calcule //de, donde § es la superficie z = x + y2,con0<x<1,0<y<2.
S

. Determine la integral de superficie de la funcién x? a través de la superficie frontera de la

esfera unitaria centrada en el origen.
Halle el 4rea de la parte de la superficie z = X%+ 2y que se encuentra arriba de la regién
triangular T del plano xy con vértices (0, 0), (1,0), (1, 1).
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Anexo A. Tabla de primitivas

A continuacién presentamos una tabla con las integrales mds usuales que pueden ser Utiles para
todo el capitulo. En todos los casos, debe ser a > 0.

n+1 d
-/x"dxzx +C (m#-1) -/—x=1n|x|+C
n+1 X

ax
" efdx=e"+C -/a dx=—+C
Ina

cosxdx =senx +C

dx =tgx+C senh x dx = coshx + C

cos2

coshxdx =senhx +C tgh x dx = In(cosh x) + C

/senxdx— —cosx+C

dx = arc sen (f) +C L]
a

o=

1 1 1
] /coszxdx:§x+zsen(2x)+C . /sen xdx——x—zsen(2x)+C

1
_— = 2 2 ]
/ a2+x2dx ln(x+\/a +x)+C

/ a?+ x2dx =

/Vaz—xzdx:

Ve s Cinfer Vi) se

2

a X
Va? — x2 + — arcsen (—) +C
2 a

= N =

Anexo B. Integrales dobles y triples en otros sis-
temas de coordenadas

Integral doble en coordenadas polares

Aplicaremos la nocién de suma de Riemann para obtener la integral definida de una funcién de 2
variables en una regién del plano con forma de “rectdngulo polar”. Recordemos que un “rectangulo
polar” o sector de corona circular. Ver Seccién 1.8.1 del Capitulo 1.

R={(r,0):a<r<b a<0<p}

para0 < a < b,0 < @ < B < 2m, cuya drea estd dada por A(R) = %(b2 - a®)(B - a).

Como ejemplo, el sector de corona circular entre los radios 2 'y 3, y entre los dngulos § y £ es
el conjunto R, 9 = {(r,6) : 2 <r <3, £ < 6 < %}; notar que, en coordenadas cartesianas, esta
misma regién se escribe Ry, = {(x, y) 4 <x?+y? <9, %x < %\@x, x > 0}. Grafique e

indique si se trata de una regién en el plano xy de tipo I, o de tipo II, o de tipos I y Il a la vez, o ni I
ni IL
Una funcién f(x, y) puede darse en términos de las coordenadas polares, a través de la composicion

f(x(r,0),y(r,0)) = f(rcos6,rsen0).
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Como ejemplo, la funcién que indica la distancia de un punto al origen, f(x, y) = 4/x2 + y2, resulta

simplemente f(r cos 6, r sen ) = \/(r cos )2 + (rsen )2 = r.

Con estos ingredientes, aplicamos la idea de sumas de Riemann al cdlculo de una integral
definida de una funcién f(x,y), en una regién R del plano con forma de “rectangulo polar”
(r,0) € [a, b] X [a, B]. Para ello, dividimos la regiéon R en nm “subrectdngulos polares” dando una
subdivision del radio en n tramos iguales de largo Ar = b%“, y una subdivisién del dngulo en m

subdngulos iguales cada un de los cuales subtiende un arco de A9 = 'B%' Ver Figura 5.6.1.

Y

6=p Ar

Figura 5.6.1: Subdivision del sector de corona circular determinado por r € [a, b], 6 € [, B].

(Cudl es el drea de cada subsector de corona circular R;;, entre r; y r; + Ar, y entre 6; y
6: + AG? Aplicando la expresion dada para el area de un sector de corona, tenemos
J p p p

AAij = 3 [(ri + Ar)* = r71[(6; + A8) = 6] = 3[2r: Ar + (Ar)*] A6.

Dado que Ar es muy pequefio (tomando » suficientemente grande), se puede despreciar el término
cuadrdtico, y resulta AA;; = r; Ar Af. Observar que es razonable que aparezca el factor r;, pues
para Ar y A4 fijos los subsectores R;; mds alejados del origen tienen drea mayor.
Dentro de cada subsector R;;, elegimos un punto de muestra, que esta caracterizado por un radio rl*J
y un dngulo 9;‘]-. Luego, la suma de Riemann doble en coordenadas polares queda

n m
— * * 3k * *
Snm = E E f(r;;cos 8,1 sen ;) ri; Ar Af
i=1 j=1

que, en el limite para n y m tendiendo a +oo, da la integral buscada.

Definicion La integral doble de f en coordenadas polares en el sector de corona circular R es

//R f(xy) (dx dy) = //R . f(x(r,0), y(r,0)) (r dr db)

n m
_ z LS * 3k * *
= n}yllrgw E E f(rij cos 0}, r;; sen Qij) ri; Ar A8

i=1 j=1
si el limite existe.

La definicién se extiende para regiones arbitrarias del plano. Notamos que, al integrar en
coordenadas polares, aparece un factor r que multiplica a los diferenciales dr y d6 para formar el
elemento de drea: dA = r dr df. Ese factor no es otra cosa que el valor absoluto del Jacobiano de la
transformacion de coordenadas coordenadas polares (r, ) en coordenadas cartesianas (x, y).
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Anexo: Integral triple en coordenadas cilindricas

Aplicaremos ahora la nocién de sumas de Riemann para obtener la integral definida de una
funcién de 3 variables en una regién del espacio con forma de “caja cilindrica”, que consiste en el
solido entre valores fijos de las coordenadas cilindricas: B = {(r,0,z) :a <r < bja <0 < B,z1 <
7 < 72}, cuyo volumen estd dado por V(8B) = %(b2 - a®)(B-a)zm - 21).

Como ejemplo tomemos el sélido: B = {(r,0,z) : 3 <r <50<0 < %, 1 <z<4}su
volumen es V(8B) = [%(52 - 32)%](4 — 1), donde el factor entre corchetes es el drea de la base, y
el otro factor es la altura. Notar que, en coordenadas cartesianas, esta misma region se representa
como By, = {(x,,2) 19 < x*+y?> <25 x>0,y >0, 1<z <4} Grafique e indique si se trata
de una regidn sélida de tipo 1, 2 6 3, o de varios tipos a la vez, o ninguno.

Un elemento de volumen dV con esta forma tiene la base que es un “rectdngulo polar” (o sector de
corona circular) de drea dA = r dr d, y tiene altura dz; entonces dV = r dr df dz.

Una funcién f(x, y, z) de tres variables puede darse en términos de las coordenadas cilindricas,
a través de la composicién

f(x(r,0,2),y(r,0,2),z(r,0,2)) = f(rcosf,rsenb,z).

Como ejemplo, la funcién que indica la distancia de un punto al origen, f(x,y,z) = \/x% + y2 + 22,
resulta f(r cos 6, 7 sen 6, z) = Y(r cos 0)2 + (rsen0)? + 22 = Vr2 + z2.

Con estos ingredientes, aplicamos la idea de sumas de Riemann al cédlculo de una integral
definida de una funcién f(x, y, z), en una regién del espacio con forma de “caja cilindrica”. Ver
Figura 5.6.2. Podemos extender las ideas desarrolladas para integrales dobles en coordenadas
polares, agregando aqui la coordenada z apropiadamente.

ZA

dV =rdrdfdz ,f)
| )dz

de

Figura 5.6.2: “Caja cilindrica” que determina dV = r dr df dz.

Definicién La integral triple de f en coordenadas cilindricas en el s6lido B es

// f(x,y,2)(dxdydz) = // f(x(r,6,2),y(r,0,2),2(r, 6,2)) (r dr d8 dz)
Bxyz Brez

n m [
_ 7. * * * Ed * £
= nlgrlm Z Z Z f(rl.jk 08 05, 77y Sen 6y, Zijk) ri Ar A8 Az.

i=1 j=1 k=1
si el limite existe.

La definicién se extiende para regiones solidas arbitrarias. Notar que el factor r es el valor
absoluto del Jacobiano de la transformacidn entre coordenadas cilindricas y cartesianas.
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Anexo: Integral triple en coordenadas esféricas

En algunos problemas, serd conveniente utilizar las coordenadas esféricas: p (distancia de un
punto P al origen de coordenadas), 8 (el mismo dngulo que en coordenadas cilindricas), y ¢ (el
dngulo entre el semieje z positivo y la direccién del vector 07).

Puede probarse que el elemento de volumen se escribe dV = p? sen ¢ dp df d¢, donde el factor
p? sen ¢ es el valor absoluto del Jacobiano de la transformacién entre coordenadas cartesianas y
esféricas.

Una integral triple en coordenadas esféricas, en una regioén sdlida arbitraria E, se calcula
mediante la siguiente expresion:

ﬂ f(x,v,2)(dxdydz) = ”// f(psen ¢ cos b, psen dsend, pcosd) (p* sen ¢ dp do dg).
E

Epo9

xyz

dV=p? sen¢dldpdp

.....

de

Figura 5.6.3: “Caja esférica” que determina dV = p? sen ¢ dpd6 d¢.

5.7 Actividades integradoras y autoevaluacion

5.7.1 Actividades integradoras

1. Demuestre que si R = [a, b] X [c, d] entonces // k dA = k(b - a)(d - c), siendo k € R.
R

2. Trace el sdlido cuyo volumen estd representado por la integral // 9 — y2dA, donde
R
R =1[0,4] x[0,2] en el plano xy.
3. Halle el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico z = 1 + (x — 1D? + 2, los

planos x = 3, e y = 2, y los planos coordenados.
4. Evalie las siguientes integrales dobles:

2
a)[/ 2y dA,SiendOD:{(X,y):Ostl;Ogyg\/}}
D X +1

b) ”// (2x — y) dA, siendo D el circulo de radio 2 centrado en el origen
D

c) // y* dA, siendo D la region triangular de vértices (0, 2), (1,1) y (3,2)

5. Halle ellzlolumen de las siguientes regiones sélidas:
a) El sélido se encuentra debajo de la superficie z = xy y arriba del tridngulo cuyos
vértices son (1, 1), (4,1) y (1, 2).
b) El sélido estd limitado por los cilindros x> + y?> = R? e y? + z> = R?, para R fijo.
6. Halle el volumen del s6lido que se encuentra debajo del paraboloide z = x* + y?, arriba del
plano xy y dentro del cilindro x? + y* = 2x.
7. Esboce la region de integracion y evalde las siguientes integrales iteradas:

Vs 3senx 4 y3
a) / / x(1+ y)dydx b) / / 3dxdy
0 sen x 2 Jy?-1
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8. Trace la region de integracién y cambie el orden de integracion:

1 /4 /2 psenx
0) / / f(x.y) dydx b) / / f(xy) dydx
0 arctg x 0 0

1 /2
9. Evalde la integral / / cos(x) V1 + cos? x dxdy invirtiendo el orden de la integracion.
0 arcseny

10. Utilice integrales dobles para hallar el drea de las siguientes regiones planas:
a) Laregion interior al circulo r = 4 sen 8 y exterior al circulo r = 2
b) La region comprendida entre las curvas y = 3 — 2|x| e y = |x|.
11. Una ldmina ocupa parte del circulo x> + y? < 1 en el primer cuadrante. Halle el centro de
masa, si la densidad de masa en cualquier punto es proporcional a su distancia al eje x.
12. Calcule, mediante integrales triples en el sistema de coordenadas conveniente en cada caso,
el volumen de los siguientes solidos:
a) E={(xy.2): x> +y +2" < liz > }}

b) E es el sélido determinado por z > 4/x> +y> y z <6 - x? - yz.
c) E es el s6lido comprendido entre dos superficies esféricas concéntricas de radios a 'y b
(con0 < a < b).

13. Un tanque de agua tiene forma de semiesfera de radio R, la base es la cara plana y el agua
llega hasta una altura H. Calcular el volumen de agua que hay en el tanque.

14. Calcular la masa del s6lido ubicado arriba del plano xy, limitado por el plano y = 9y por el
cono y = V9x2 + 72, si la densidad en cualquier punto (x, y, z) del sélido es proporcional a la
medida de la distancia de dicho punto al plano xy.

15. Halle el 4rea de la superficie construida del siguiente modo: sobre cada punto de la curva
x?+y2=4,x >0,z =0, se coloca un segmento vertical de longitud x (es decir el segmento
nace en (x, y, 7) y se eleva verticalmente)

16. Evalde la integral de linea / 36x> ds, donde C es el arco de cibica y = x> que une los
c
puntos A(0,0) y B(1, 1). ; Depende el resultado del sentido de la curva? Justificar.

17. Evalde la integral de superficie // yzdS, donde S es la parte del plano x + y + z = 1 que se
S
encuentra en el primer octante.

18. Evalde // (x*z + y*2) dS, donde S es la superficie semiesférica x> + y> + z2 = 4, z > 0.
S

19. Proponga una integral adecuada que exprese el area superficial de:
a) Una parte del paraboloide eliptico z = 2x? + y2, con (x, y) € [-2, 2] x [-3, 3].

b) Una parte del paraboloide hiperbdlico z = 2 + x% — y2, con (x, y) tales que x24y?r=1

i

Autoevaluacion
1. Evalte: # z dS donde S es la superficie cuyos lado S; estd sobre el cilindro x* + y> = 1, el
S

fondo S, es el disco x> + y? < 1 del plano z = 0, y su tapa S3 es la parte del planoz = x + 1
que estd arriba de S.
2.Una ciudad esté construida a la orilla del mar en forma de region semicircular plana de 3 km
de radio. Haga un bosquejo de la situacién en un sistema de coordenadas, y encuentre la
distancia promedio desde cualquier punto de la ciudad al océano.
3. Se desea construir dos sélidos de igual volumen. El s6lido E; es una semiesfera de radio 1, y

el s6lido E, es tal que su volumen estd dado por la integral doble // [a — \Jx2 + y2]dA
D,

con D, = {(x,y) : x> + y> < a*}.
a) Identifique el sélido E; y grafique ambos cuerpos, apoyados sobre el plano xy y tomando
a z como eje de simetria.
b) Halle el volumen de E; resolviendo la integral doble dada.
c) Calcule el volumen de E| proponiendo una integral triple adecuada.
d) Determine a de modo que los volimenes sean iguales.
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228 Seccién 6.1. Campos vectoriales

Campos vectoriales

Hasta aqui hemos estudiado distintos tipos de funciones. Trabajamos con funciones vectoriales de
una variable 7(z) : R — V,,, asociadas con curvas paramétricas y que permiten por ejemplo describir
el movimiento de objetos; también usamos funciones vectoriales de dos variables 7(u, v) : R? - Vi,
asociadas con superficies paramétricas. Estas funciones asocian un vector a cada punto en el
dominio. Estudiamos funciones escalares de varias variables f : R" — Ry las utilizamos para
describir por ejemplo la temperatura en una placa o en un ambiente, o la densidad de la sustancia
con que estd hecho algin objeto; estas asocian un escalar a cada punto en el dominio.

Imaginemos ahora que pretendemos estudiar el movimiento de un fluido por una caiieria. No
es para nada practico estudiar cémo se mueve cada molécula que constituye el fluido; en cambio
la descripcion que se adopta consiste en indicar, en cada punto (x, y, z) de la cafieria, con qué
velocidad Vv = vy i+ vy j+ v, k pasa un elemento de fluido. Otra situacién de interés es el estudio
de la fuerza producida por una carga eléctrica, que sentird otra carga dependiendo de donde esté
situada: ﬁe(x, ¥, z). Introducimos un tipo de funcién llamada campo vectorial F:R" >V, que es
una funcién que a cada punto del espacio de n dimensiones le asigna un vector de n componentes.
En este capitulo estudiaremos (para n = 2 y n = 3) el dominio y rango de un campo vectorial, su
representacion grafica, continuidad y limites, asi como las derivadas e integrales que involucran
campos vectoriales.

Definiciéon de campo vectorial

Nos concentraremos en el estudio de campos vectoriales definidos en regiones sélidas en
el espacio que para cada punto asignan un vector de V3, y en campos vectoriales definidos en
regiones planas que para cada punto del dominio tienen asociado un vector de V,. Veamos las
correspondientes definiciones, algunos ejemplos y la forma de representarlos graficamente.

Definicion Un campo vectorial en E C R? es una funcién F : E — V3 que a cada punto
(x,y,z) € E le asigna un (lnico) vector de tres componentes F (x,y,z2) € Va.

Para cada terna ordenada (x, y, z) del dominio, se tiene asociado un vector tridimensional
F (x, ¥, z); luego podemos escribirlo en términos de sus tres componentes, que son funciones
escalares de tres variables a las que llamaremos P(x, y, z), Q(x, y, z) y R(x, y, z). Escribimos en
notacién vectorial:

F(x,y,2) = TP(x,7,2) + JO(x, ¥, 2) + k R(x, ¥, 2)
o también como terna ordenada:

F(x,y,2) = (P(x, ,2), Q(x, ¥, 2), R(x, , 2)) .

m Ejemplo 6.1.1 El campo vectorial F (x,y,2) =iz + je* + k(x> + z%) asigna al punto (xo, yo, 20)
del espacio, el vector con primera componente 7y, segunda componente e %y tercera
componente xg + zé. Por ejemplo ﬁ(3, 0,2) = 2+j* 2+ k(3> +2%) = 2+ j+k31 = (2,1,31),
mientras que F —%, -1,2) =12+ je + I;(—% +4)=(2, e, %). (Por qué punto(s) de R3 es
nula la primer componente de F? ]
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Definicion Un campo vectorial en D c R* es una funcién F:D—->VW que a cada punto
(x,y) € D le asigna un (Ginico) vector de dos componentes F (x,y) € V.

Para cada para ordenado (x, y) del dominio, se tiene asociado un vector bidimensional
F (x, y), cuya primera componente llamamos P(x, y) y cuya segunda componente denominamos
Q(x,y). Py Q son funciones escalares de dos variables. Escribimos en notacién vectorial:

F(x,y) =1 P(x,y) + ] O(x,)

o también como par ordenado:

F(x,y) = (P(x,y), 0(x,y)).

= Ejemplo 6.1.2 El campo vectorial F (x,y) = i}T(xz -y -1+ j% asigna al punto (xo, yo) del
plano, el vector con primera componente %(xg - yé — 1) y segunda componente %xoyo. Por
ejemplo f(O, 1) = Z}‘(O2 -12-1)+j0 = —%Z = (—%, 0), mientras que ﬁ(%, %) = —i% +j%.

[

Definicion — Dominio e imagen. El dominio de un campo vectorial en el espacio es un
subconjunto de R3, y el de un campo vectorial en el plano es un subconjunto de R2. El “dominio
natural” del campo estd dado por la interseccion de los dominios naturales de sus funciones
componentes. La imagen de un campo vectorial en el espacio consiste en un conjunto de vectores
de 3 componentes, y la de un campo vectorial en el plano son vectores de 2 componentes.

m Ejemplo 6.1.3 F (x,y) =IIn(xy) + jcos(x + y) tiene como dominio natural todos los puntos del
primer y tercer cuadrante del plano, excepto los ejes coordenados. Justifique. ]

Representacion grafica de un campo vectorial

Una manera de representar graficamente un campo vectorial en el espacio es mediante un
conjunto de flechas donde cada una corresponde al vector F (x,y,z), con su origen en el punto
(x, y, z) del espacio; andlogamente para un campo vectorial en el plano. Otras representaciones
graficas utilizan conjuntos de curvas o de superficies, como las llamadas lineas de flujo, y las
denominadas superficies o curvas equipotenciales.

MRS
et

Le -
\‘\ = g" <y
3 Py
oy

Figura 6.1.1: Representacion gréfica del campo del Ejemplo 6.1.1: F (x,y,2) = Iz+je + k(x> + 7).
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Pueden usar el siguiente recurso para visualizar diferentes campos vectoriales en R?,
cambiando las funciones componentes. Explorar las vistas y cambiar la escala de los
vectores para una mejor visualizacion.

https://ggbm.at/Tn5epr9C

Pueden usar el siguiente recurso para visualizar distintos campos vectoriales en R?,
cambiando las funciones componentes. Explorar, al cambiar la escala de los vectores, la
densidad de vectores y el dominio de visualizacién.

https://ggbm.at/zDZHQhxv
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Figura 6.1.2: Representacion grafica del campo vectorial del Ejemplo 6.1.2: F (x,y) = i%(x2 —y? -

v Xy
Continuidad de un campo vectorial

Un campo vectorial es continuo en una region si y sélo si todas sus funciones componentes son
continuas en dicha region.

Ejemplo6.1.4 F(x, y, 2) = 1Y s cos(ery)+k ! f
m Ejemplo 6.1. X,y,z) = ————+jcos(x es continuo
jemp Y 7z T T+ - 12+ (2= 1)

en todos los puntos del primer octante del espacio, excepto en los planos coordenados y en

el punto (1, 1, 1). Justifique.

Veamos otros ejemplos:

m Ejemplo 6.1.5 Describa el campo vectorial F (x,y,z) = (x,0,0), trazando algunos vectores de su
imagen.

F esta definido y es continuo para todo punto de R®. Observamos que el campo es
siempre un mdltiplo escalar del versor #; efectivamente F (x,¥,z) = x(1,0,0) = i x. Entonces,
se representa mediante flechas paralelas al eje x, con sentido alejdndose del plano yz, de
moédulo creciente a medida que aumenta x en valor absoluto.

(Cudndo se anula este campo vectorial? Siempre que la coordenada x del punto sea cero, o
sea F =0 para todos los puntos de la forma (0, y, z), esto es, para los puntos del plano yz.
Esboce una representacion gréfica de este campo. Ver Figura 6.1.3 b).


https://ggbm.at/Tn5epr9C
https://ggbm.at/zDZHQhxv
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m Ejemplo 6.1.6 Describa el campo vectorial F (x,y) = =iy + jx, trazando algunos vectores de su

imagen.

a) Campo vectorial en el espacio. Ejemplo 6.1.5. b) Campo vectorial en el plano. Ejemplo 6.1.6

©

El dominio natural y de continuidad de este campo vectorial es todo R2. Evaluemos el
campo en algunos puntos del plano, por ejemplo F(1,0) = j, F(0,1) = —i, F(-1,0) = —J,
F(0,-1) = i. Estos vectores tienen médulo 1, y los puntos donde se aplican estdn a 1 unidad
de distancia del origen. Evalde F en (2,0), (0,2), (=2,0), y (0, —2); ;qué observa?

El médulo de F para un par (x,y) es |F(x,y)| = +/(=y)2 + x2 = |d|, donde @ denota el
vector posicion OA del punto A de coordenadas (x, y). Observamos que para todos los puntos
en una circunferencia dada centrada en el origen, el campo tiene el mismo mdédulo; a medida

que aumenta el radio de la circunferencia, el médulo del campo es mayor

Por otro lado, en este ejemplo se tiene a - F= (x,y) - (—y,x) =0, lo que significa que en
cada punto del plano el campo es perpendicular al vector posicién.

Podemos analizar también los puntos del plano donde el campo dael Vector nulo: esto ocurre
siysolosi —y =0y x =0, o sea solamente para el origen: F (0,0) =

Se muestra una representacion grafica de este campo en la Figura 6.1 .3 a)
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Figura 6.1.3: Representacion grafica de campos vectoriales.

En algunos célculos o aplicaciones puede resultar 1til considerar un campo vectorial en
el plano como caso particular de campo vectorial en el espacio para el cual la primera y
segunda funciones componentes no dependen de la variable z, la tercera componente es la
funcién nula, y el dominio es un conjunto de puntos en el plano xy. Esto es, identificaremos

a F(x,y) = (P(x,y),0(xy) en D Cc R’ con F(x,y,z) = (P(x,y),0(x,y),0) en E
{(x,y,2): (x,y) € D,z = 0}.

6.1.2 Aplicaciones

Campo de velocidades

Cuando se pretende describir un fluido es conveniente
indicar la velocidad con que pasa un elemento de fluido por
un dado punto del espacio. En el caso de flujo estacionario
(no depende del tiempo), se usa un campo vectorial de
velocidades V(x, y, 7).

Una linea de flujo de un campo de velocidades marca
la trayectoria seguida por una particula del fluido mo-
viéndose en dicho campo, de forma que los vectores que
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representan al campo de velocidades son tangentes a las lineas de flujo. La representacién por
medio de lineas de flujo es usada, por ejemplo, para mostrar el movimiento de un fluido alrededor
de un objeto (como el ala de un avién); las corrientes ocednicas también se representan en mapas
mediante lineas de flujo, asi como las térmicas que son columnas de aire ascendente utilizadas por
las aves para planear, y también para vuelos de aladeltas, parapentes y planeadores sin motor.

El siguiente recurso permite simular el movimiento de varias particulas en un fluido
multicolor. La imagen que se forma con las lineas de flujo puede ser muy atrayente.

https://ggbm.at/xkgBVmr6

Campo de fuerzas

La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos objetos de masas M y m acttia a lo largo de la recta
(imaginaria) que los une y estd dada en mddulo por

> Mm
|Fe| = Gr_2

donde r es la distancia entre los objetos, y G = 6,67 X 107" N—m2/1<g2 es la llamada constante de
gravitacion, de acuerdo a la ley de gravitacion universal de Newton.
Supongamos que el objeto de masa M estd ubicado en el origen y el objeto de masa m estd en el

punto (x, y, z). La distancia entre ellos es entonces r = 4/x? + y? + z? y la recta de accion estd
ix+Jy+kz

VX2 +y2 + 72

gravitatoria que sufre la masa m debido a la masa M, en términos de sus funciones componentes
como

determinada por el vector (unitario) 7 = . Podemos escribir el campo de fuerza

y v z
—kGMm
(xz + y2 + Z2)3/2 (xz + y2 + Z2)3/2

ﬁg(x, v,2)=—IGMm - jGMm

X
(xz + y2 + Z2)3/2
donde el signo — indica que la fuerza es atractiva (hacia el origen, que es donde estd M).
Este campo de fuerzas se representa graficamente mediante flechas en direccion radial apuntando
hacia el origen de coordenadas, de longitud cada vez menor a medida que el objeto m se ubica mds
alejado del objeto M.

Otro ejemplo es la fuerza peso (fuerza de atraccién gravitatoria que sufre una masa m muy
cerca de la superficie terrestre), que da lugar a un campo vectorial con una tinica componente no
nula, de valor constante:

donde g = 9.8 m/s? es la aceleracién de la gravedad. ;Como se representa graficamente?

La fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales Q (ubicada en el origen) y ¢ (ubicada en el punto
(x,y,z) ) puede ser atractiva (cuando ambas cargas tienen signos opuestos) o repulsiva (cuando
tienen el mismo signo). Segtn la ley de Coulomb, la fuerza que sufre la carga ¢ debido a la carga Q
es el campo vectorial

ix + jy + kz
q (x2 + y2 + 72)3/2

Fo(x,y,2) = sQ—zqf =&
r

donde € es una constante. ;Cudl es la diferencia con la representacion grafica de la fuerza gravitatoria?


https://ggbm.at/xkqBVmr6
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Figura 6.1.4: a) Lineas del campo eléctrico producido por un dipolo. b) Lineas del campo magnético
terrestre.

Campo gradiente

En el Capitulo 3 hemos usado campos vectoriales: efectivamente dada una funcién escalar f,
su gradiente estd definido para cada punto dando como resultado un vector.

Si f(x, y, z) es una funcién escalar dada en E C R?, que admite derivadas parciales primeras,
se define el vector gradiente de f en cada punto (x, y, z) € E como

VI3, 2) = (X, 3, 2) + Jfy (% 3 2) + k£ (%, 3, 2)

Vemos que Fy = V f es un campo vectorial en E C R3, que se denomina campo vectorial gradiente.
Si f(x, y) es una funcién escalar definida en D C R?, entonces

VI(xy) = tf(xy) + (% y)

es un campo vectorial gradiente en D C R>.
Recordemos que definimos el “operador diferencial vectorial” (nabla) como

> 0 0 .0
V=i—+j—+k—
! x+J8y+ 0z

Representacion grafica de un campo gradiente

Discuta el siguiente enunciado:
La representacion grafica de un campo gradiente en el espacio
(o en el plano) puede darse por medio de vectores que son per-
pendiculares a las superficies (o curvas) de nivel de la funcién
escalar f de la cual deriva el campo.
La funcién f recibe el nombre de funcion potencial y sus super-
ficies (o curvas) de nivel se llaman, precisamente, superficies
(o curvas) equipotenciales, y brindan una representacién gréfica
alternativa para el campo vectorial. Si la funcién es diferenciable,
su gradiente posee la propiedad, ya vista, de que los vectores
seran perpendiculares a las superficies (o las curvas) de nivel.
El sentido de cada vector estard determinado por las direccién
en la que crece la funcién f Figura 6.1.5: Curvas de nivel de
la funcién f(x,y) = —x> — y?
En la Figura 6.1.5 se representan en forma simultdnea varias 'y su campo gradiente asociado
curvas de nivel de la funcién escalar f(x, y) = —x*>—y?, juntocon F(x,y) = —i2x — j2y.
varios vectores correspondientes a su campo vectorial gradiente
ﬁ(x, y) = —i2x — j2y.
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m Ejemplo 6.1.7 Para cada una de las siguientes funciones escalares, obtenga el campo vectorial
gradiente: @) f(x,y) = In(x +2y); b) g(x,y,z) = xcos 2
Z

a) El dominio de la funcién f (y de sus derivadas parciales) es la regién del plano
D = {(x,y) : x+2y > 0}, esto es, por encima de la recta y = —%x (grafique el
dominio). Calculando las derivadas parciales, se tiene el campo vectorial gradiente de

f en D dado por
1 2

17“, -V Ly) =1 +J .
(x,y) =Vf(xy) lx+2y Jx+2y

b) La funcién g estd definida en laregion E = {(x,y,z) : x € R,y € R,z # 0}, o sea, en
todo el espacio excepto el plano xy. El campo vectorial gradiente que deriva de esta
funcién escalar es

o - X o X
G(x,y,2) =Vg(x,y,2) =7 cos2 -j- sen 2 + k—g sen X, (x,y,z) € E.
Z b4 z z b4

Campo vectorial conservativo y funciéon potencial

Estudiaremos una clase particular de campos vectoriales, que tiene importancia en aplicaciones
fisicas: los llamados campos vectoriales conservativos. Damos ahora su definicién y mds adelante
veremos un teorema que da una condicién suficiente para determinar si un dado campo vectorial es
conservativo o no.

Definiciéon Un campo vectorial F se dice conservativo en E si es el gradiente de alguna funcién
escalar, es decir, si existe una funcién f tal que F' = V f para todo punto de E. En tal caso, f se
llama funcion potencial de F.

@ Observamos que si f(x,y) es una funcién potencial del campo vectorial conservativo
F(x y) =iP(x,y) + jO(x, y) en el plano, entonces:

af(x.y) 0(x.y) = af(x.y)

Plxy) = ox dy

Ejercicio Escriba relaciones similares para el caso de un campo vectorial conservativo en el
espacio.

Un campo gradiente es conservativo por definicion, y la funcién de la cual derivan es una
funcién potencial (notar que ésta queda definida a menos de una constante, o sea que en realidad se
tiene una familia de funciones potenciales).

Se puede probar que los campos de fuerza gravitatoria 1’3‘g y eléctrica fe son ambos conservativos, y

K
que la funcién potencial en estos casos es de la forma f(x, y, 7) =——— + ¢, donde K es
VX2 +y2 + 22

GMm 6 —eQq de acuerdo al problema, y la constante ¢ es arbitraria. En fisica, para campos de
fuerza conservativos, se define una cantidad llamada energia potencial U de manera que F — VU
(entonces —U juega el papel de la funcién potencial f dada aqui).

m Ejemplo 6.1.8 La fuerza de restitucion eldstica (en 1 dimensién) F (x) — kxi es conservativa. En
“lenguaje fisico”, se dice que existe una funcién U(x) = 1kx (energia potencial eldstica) tal
que F=-VU. Aqui usamos el “lenguaje matematlco y diremos que existe una funcién
f(x)= ——kx (funcidén potencial) tal que F=V f. [
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m Ejemplo 6.1.9 Determine si F (x,y) =1iye™ + jxe™ es un campo vectorial conservativo en
todo R2.

De acuerdo a la definicion, deberfamos encontrar una funcién escalar f(x, y) tal que su
gradiente es el campo dado. Por simple inspeccién, notamos que las derivadas parciales de la
funcién exponencial ¢*” dan las dos componentes del campo. Luego la familia de funciones
potenciales de Fes

fx,y)=eY +C

pues, efectivamente, v f(x,y) = (ye*?, xe™) = F(x, y) para todo (x, y) € R?.
]

Veremos mas adelante un método practico para hallar una funcién potencial de un campo
vectorial conservativo.

6.1.3 Derivadas de un campo vectorial

Un campo vectorial F (x, v, z) en el espacio posee tres funciones componentes, cada una de las
cuales depende de tres variables: P(x, y, z), Q(x, ¥, 2), ¥y R(x, y, z). Si queremos estudiar cambios
del campo vectorial, notamos que debemos evaluar la variacion de cada una de las funciones
componentes respecto de cada una de las variables. En total tenemos nueve derivadas parciales
primeras:

0
v
oo
(=]
“

i)
b

=)
]

o
L?U
o

Resulta conveniente combinar estas derivadas en dos grupos: con tres de ellas se genera una
magnitud escalar llamada divergencia, mientras que con las otras seis se genera una magnitud
llamado rotor del campo.

Definicion Dado un campo vectorial en el espacio, F (x,y,2) = iP(x,y,2) + JO(x,y,2) +
kR(x,y, z), se define la divergencia de F como la funcién escalar de tres variables dada por

div(F) = P, + 0Oy + R,
si las tres derivadas parciales existen.

Definicion Dado un campo vectorial en el espa01o F (x,y,2) = iP(x,y,2) + jO(x,y,2) +
kR(x,y, z), se define el rotor (o rotacional) de F como el nuevo campo vectorial en el espacio
dado por

rot(F) = i(Ry — Q;) — J(Ry — P,) + k(Qx — Py),

si las seis derivadas parciales existen.

Veamos algunos ejemplos y propiedades de la divergencia y el rotor de un campo vectorial.

@ Notacion para la divergencia: Usando el operador diferencial vectorial (nabla), se puede
escribir simbdlicamente la divergencia de un campo vectorial como un “producto escalar

entre el operador nabla y el campo”. Se denota la divergencia de F' como:

W o - p R
diV(F)=V-F=i%+a— -(iP + JQ + kR) = ‘9 ‘Zf ZZ
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m Ejemplo 6.1.10 Calcule la divergencia del campo vectorial F(x, y,z) = ie*zseny + Je“zcos y +
k x*y?22.

Se tiene que, para todo (x, y, z) € R, la divergencia del campo Fesla siguiente funcién
escalar de 3 variables:

d(e*zseny) N d(e*zcosy) N d(x*y*z?)
oy 0z

-

div(F)=V-F =
ox

= e¥zseny — e¥zseny + 2x2y%z = 2x%y%z.
[

Definicion — Campo vectorial incompresible. Si F:ECR>> Vsesun campo vectorial tal
que div(F) = 0 para todo (x, y, z) € E, se dice que F' es un campo vectorial incompresible en E.

Ejercicio Dé un ejemplo de campo incompresible en R3.

Notacion para el rotor: Usando el operador diferencial vectorial (nabla), se puede escribir
simbdlicamente el rotor de un campo vectorial como un “producto vectorial entre el operador

©

nabla y el campo”. Se denota el rotor de F como:

() o) a2 )

= F|

rot(ﬁ):%xﬁ:

s3le~
(Qx?l%\<

= Ejemplo 6.1. alcule el rotor del campo vectorial F(x,y,z) = fe“zseny + je¥zcosy +
Ejemplo 6.1.11 Calcule el del p ial F(x,y . y+je* y

k x*y?22.
Se tiene que, para todo (x, y, z) € R>, el rotor del campo Fesel siguiente nuevo campo

vectorial de 3 componentes:
0(x*y?Z2%)  d(e¥zcosy))  _[0(x*y?z%)  O(e¥zseny)
; — - -
) 0x 0z

0z

rot(ﬁ) =VxF =
dy
i d(e*zcosy) B d(e*zseny)
ox ady

1(2x%yz? — ¥ cosy) + J(—2xy*z> + e“ seny) + k 0.

Definicion — Campo vectorial irrotacional. Si F:EcCR' > V3 es un campo vectorial tal que

I rot(lE ) = 0 para todo (x, y, z) € E, se dice que Fesun campo vectorial irrotacional en E.

Ejercicio Dé un ejemplo de campo irrotacional en R>.
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En el caso de un campo vectorial F (x,y) =1P(x,y) + jO(x, y) en el plano, la divergencia y el
rotor se definen de manera similar, a partir de las cuatro derivadas parciales primeras:

<0

fm——— fm——— —
I'4 \‘l 1 i r/ ™
1 1

l\Px); :Qx. IQ}‘J
S [ B [— e’

Se define la divergencia de Fenel plano como la funcién escalar de dos variables dada por
div(F) = Py + Oy,

y se define el rotor de Fenel plano como el nuevo campo vectorial en el espacio a lo largo del
eje z dado por
rot(F) = k(Qx — Py).

Ejercicio Discuta estas definiciones teniendo en cuenta el comentario de la Seccién 6.1.1 sobre

identificar campos en R? como caso particular de campos vectoriales en R,

Busque entre los recursos en linea de GeoGebra, alguna actividad que permita calcular y
visualizar la divergencia y el rotor de un campo vectorial en el plano.

m Ejemplo 6.1.12 Dado el campo vectorial F (x,y) = Iln(x> + y*) + j(% + 8xy), definido para todo
ﬁ 2 S 4y3
(x,¥) # (0,0), resulta que div(F) = . 8x, mientras que rot(F) = k [8y — A
X2+ y 24yt
para todos los puntos del plano excepto el origen. ]

Ejercicio Dé ejemplos de campos incompresibles y/o irrotacionales en R?.

Teorema 6.1.1 — Propiedades para un campo vectorial gradiente. Sea f(x, y, z) una funcion escalar
de clase C 2, entonces:
a) la divergencia del campo gradiente de f da como resultado el laplaciano de f:

V- (V)= V2f = fax + iy + fozs
b) el rotor del campo gradiente de f da como resultado el vector nulo:

Vx(Vf)=0.

Ejercicio Pruebe ambos resultados. ;Qué teorema utiliza para la demostracion?

Campo vectorial conservativo y rotor

Teorema 6.1.2 — Condicién necesaria. Sea F' = (P, Q, R) un campo vectorial de clase C Uen el
dominio E c R>. Si F es conservativo en E , entonces F es irrotacional en E. Simbdlicamente:

Siﬁ=§fenECR3, entonces VXF =0enE c R?.

@ La contrarreciproca de este teorema es muy Uutil para determinar cudndo un campo vectorial
no es conservativo: siVxX F #0en E C ]R3, entonces F no es conservativo en E ¢ R3.

El teorema anterior afirma que: una condicién necesaria para que un campo vectorial sea
conservativo en una region, es que sea irrotacional en dicha region. El siguiente teorema da
condiciones suficientes, sobre todo R3:
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Teorema 6.1.3 — Condiciones suficientes. Sea F' = (P, O, R) un campo vectorial. Si F es irrotacional

enR? y ademds sus funciones componentes son de clase C! en todo R?, entonces F es conservativo
3

en R.

@ Mais adelante veremos un teorema similar, vdlido para campos vectoriales de dos componentes
en regiones planas.

6.1.4 Ejercicios

1. Describa el campo vectorial dado, y grafique trazando algunos vectores representativos en el

plano:
a) F(x,y)=1x+]Jy by F(x,y)=1ly+]
> =y + jx
) F(x,y) = con (x, y) # (0,0)

VX2 + y?

2. Describa el campo vectorial F (x,y,7) = ix + jz + ky en el espacio, y grafique trazando
algunos vectores representativos.

3. Proporcione una expresion F (x,y) =1 P(x,y)+ jQO(x, y) para un campo vectorial en el plano
con la propiedad de que F apunte hacia el origen con una magnitud inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia de (x, y) al (0, 0). El campo no esta definido en el origen.

4. Encuentre el campo vectorial gradiente que se obtiene a partir de la funcién escalar dada en
cada caso:

a) f(x,y) = cosh(x +2y) b) f(x,v,2) =[x+ y2+ 72

1
o) f(x,y,2) =xyz+ 522 + e cosy
5. Halle la divergencia y el rotor de los siguientes campos vectoriales:
S 1 .
a) F(x,y,2) = g(xi+yj+ z k)

b) F(x,y,2) = xyzi—x*y k

= X o y o < o
¢) F(x,y,2) = i+ J k
x2+y2+722 x2+yr+ 2 x2+y2 422

> 1 . 1
d) F(x,y)=—§yz+§x1

6. Determine si el campo vectorial dado es o no conservativo en R>.
a) F(x,y,2) = yzi+xzj+xyk
b) ﬁ(x, y,2) =2xy i+ (x> +2yz2) J+ 2 k
) ﬁ(x,y,z) =i+l j+ ek
d) F(x,y,2) = (xz,xy2,-y%)
7. Muestre que cualquier campo vectorial de la forma

F(x,y,2) = p(y,2) T+ q(x,2) J+r(xy) k

donde p, g y r son funciones diferenciables, es incompresible.
8. Muestre que cualquier campo vectorial de la forma

F(x,y,2) = p(x) i+ q(y) J+r(2) k

donde p, ¢ y r son funciones derivables en R, es irrotacional en R>.
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Integral de linea de un campo vectorial. Teorema
Fundamental

Un concepto muy utilizado en Fisica es el de trabajo de una fuerza al mover un objeto de un
punto a otro del espacio. Sabemos que, en el caso particular en que la fuerza F es constante yel
movimiento es en linea recta con un desplazamiento j el trabajo se calcula como el producto
escalar F - d. Veamos c6mo se define y calcula el trabajo en el caso general de un campo de fuerzas
variable, cuando el objeto se mueve siguiendo una trayectoria arbitraria. Para ello, introduciremos
la nocién de integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una curva.

Consideremos una curva suave C (en el espacio), parametrizada por la funcién vectorial 7(7) que
es continua en [a, b] y tal que 7 '(¢) # 0 para todo t € [a, b]. Tal como hicimos para definir integral
de linea de una funcién escalar, dividimos la curva C en subarcos y aproximamos la curva por
una poligonal formada por pequefios segmentos de longitud As. Si As es muy pequefio, entonces
cuando el objeto se mueve de un extremo al otro del i-€simo subarco, avanza aproximadamente
)
|7 /()|
fuerza F para mover el objeto, a lo largo del subarco? Es aproximadamente el producto escalar de
la fuerza por el vector desplazamiento en ese tramo:

en la direccién tangente a la curva, dada por T'(t;) = (Cudl es el trabajo realizado por la

= l(tl /(tl)
s Yis <i) " A Xis Yis Zi) *
Pz s = [P oy

Esto puede interpretarse como el valor de la componente tangencial del campoﬁ - T, multiplicada
por la longitud As del elemento de arco.

F@(t))

7'(t;)

~~~~~~~ F(tis1)

Figura 6.2.1: Cada elemento de arco aporta al trabajo una cantidad dada por el valor de la componente
tangencial del campo multiplicada por la longitud del elemento de arco.

El trabajo total del campo para mover el objeto a lo largo de la curva puede aproximarse
mediante la suma de Riemann sobre todos los subarcos. Luego, el trabajo W realizado por el campo
de fuerzas F a lo largo de la curva C, se define como el 1imite de las sumas de Riemann. Escribimos
simbdlicamente:

w:/ﬁ@%@imxww
C

donde F (x,,z) es el campo vectorial y T(x, y, z) es el vector tangente unitario en el punto (x, y, 7)
de C. Notemos que esta expresion indica que el trabajo de una fuerza es la integral de linea con
respecto a la longitud de arco, de la componente tangencial de la fuerza. Usando que As = |7 '()| At
podemos escribir:

F'(t)

W= /ab 7 0)

Llegamos a la definicion de integral de linea de un campo vectorial:

- b->
F(F(1)) - hvvmm=/'nm»7wMa




240 Seccion 6.2. Integral de linea de un campo vectorial. Teorema Fundamental

Definicién Sea F un campo vectorial continuo, y sea C una curva suave. Sea 7(f) con t € [a, b],
una parametrizacion de C. Se define la integral de linea de F a lo largo de C como

b
/C F-dF = /a F(F@) - 7'(t) dt

Notar que F(7(r)) = F(x(¢), y(t), z(1)).

Los siguientes recursos permiten calcular la integral de linea de un campo vectorial a lo
largo de una curva, en el plano y en el espacio. Ademds, muestran de manera interesante,
los vectores que representan al campo y los vectores tangentes a la curva, punto a punto, y
el dngulo que forman.

nfegral de linea de un campo vectorial en R3

1% /
AN . )
X e

https://ggbm.at/v7{faA84Z

m Ejemplo 6.2.1 Evalie / F-drf para el campo vectorial F (x,y,2) =xi+zj+yk, alolargo
c
del tramo de hélice C dado por 7(t) = costi+sent j+1 k,cont € [0,7/2].

Para aplicar la definicion de integral de linea, calculamos

F(7(1)
0

Luego tenemos
S m/z
/F-d? = / F(F@))-7'(¢) dt
c 0

/2
/ [cost(—sent)+t cost + sent] dtz[
0

x()i+z(t) j+ y(t)k =costi+1 j+sentk,

—senti+cost j+ k.

COSzl

2

=

m Ejemplo 6.2.2 Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (xyz)=0- xz) I+
(z — y?) j+ (x = 2%) k, para mover un objeto desde (0,0,0) hasta (1,1, 1) a lo largo de la
curva paramétrica C definida por 7(t) = ¢7+ rj+r k.

El trabajo de una fuerza Falo largo de una curva C esta definido como
W = / F-dr
c

=i+ [ =)+t - k= -th j+ -1k,
T+2t j+36% k.

para lo cual calculamos

F(7(1)
F(1)


https://ggbm.at/trPAcTjS
https://ggbm.at/v7faA84Z
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Notamos que el punto inicial de la curva corresponde a ¢t = 0 y el punto final a t = 1. Luego
resulta

W:/ﬁ-d?
C

1 1
/ F(R@t)) - 7'(1) dt :/ [ = £2)2t + (¢ — 1°)3¢?] dt
0 0

1
2
/ (2t4 -2 +38 - 3t8) dt = 2
0 60

expresado en Joules (1 J=1 N'm) en el sistema MKS de unidades.

@ Puede ocurrir que la curva C sea cerrada (por ejemplo, una curva en el plano que sea la frontera
de una region plana). En estos casos, la integral de linea recibe el nombre de circulacion del
campo vectorial, y es comtin usar una notacién especial:

j{ﬁ.d?
C

para indicar explicitamente que C es cerrada.

Con el siguiente recurso se puede calcular la integral de linea de cualquier campo en R%a
lo largo de cualquier segmento recto, semicircunferencia o circunferencia.

. . WY/ Play)=y
)y

https://ggbm.at/bspB37mm

Teorema 6.2.1 Se pueden demostrar las siguientes propiedades, vdlidas tanto para campos

vectoriales de 2 variables y curvas en el plano, como para campos vectoriales de 3 variables y
curvas en el espacio:

1. El valor de la integral de linea de un campo vectorial no depende de la parametrizacién
utilizada para la curva, siempre que ésta sea recorrida una sola vez.

2. Laintegral de linea de un campo vectorial en una curva formada por dos tramos, es igual a la
suma de las integrales de linea de dicha funcién a lo largo de cada tramo. Simbdlicamente,

/ ﬁ-d?:/ ﬁ-d?+/ F - dF.
CIUCZ C Cy

3. Laintegral de linea de un campo vectorial depende del sentido de recorrido de la curva.

Simbdlicamente,
/ ﬁ-d?:—/ﬁ-d?
-C c

donde —C indica la misma curva que C pero en sentido opuesto.

@ Justifique que la propiedad dada se cumple para cualquier campo vectorial.
Proponga algunos ejemplos particulares y, usando el recurso https://ggbm.at/bspB37mm,
observe como cambia el signo de la integral al invertir el sentido de recorrido de la curva.


https://ggbm.at/bspB37mm
https://ggbm.at/bspB37mm
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Ejercicios
1. Calcule la integral de linea de Falo largo de la curva C definida por la funcién vectorial 7(¢)
indicada en cada caso. Chequee sus resultados usando Geogebra.
a) F(x,y,2)=xyi+yj—yzk, Ft)=ti+t> j+tk,con0<t<1
b) F(x,y,z) =2yi+3xj+(x+y)k F(t) = costi+sent j+ ét k,con0 <t <2n

2. Evalde / F-dr para el campo vectorial F = yi—xj alolargo del tramo C de la
c

circunferencia unitaria x> + y> = 1 desde (1, 0) hasta (0, 1), en el sentido contrario a las
agujas del reloj.
3. Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (x,y,2) =3y T +2x j+4z k desde
(0,0,0) hasta (1, 1, 1), a 1o largo de cada una de las siguientes curvas (grafique cada una):
a) lalinea recta Cy dada por 7(f) = ti+t j+tk,con0 <t <1
b) lacurva C, dadapor A(t) =t i+ 1> j+1* k,con0 <7< 1
¢) latrayectoria C3 U Cy4, formada por el segmento de recta Cs desde (0, 0, 0) hasta (1, 1,0)
seguido por el segmento Cy4 desde (1, 1,0) hasta (1, 1, 1).

4. Calcule la circulacién [x 7+ y j]-dr, donde C es la elipse parametrizada por 7(t) =

Cc
costi+4sent j, con0 <t < 2.

Teorema fundamental para integrales de linea

El Teorema Fundamental del Célculo estudiado en Andlisis Matematico I, aplicado a una
funcién g : [a, b] — R, con derivada continua en el intervalo [a, b], se escribe como:

b
/ ¢'(x) dx = g(b) - g(a).

Este resultado afirma que el valor de la integral de g’(x) depende sélo del valor de g en los puntos
extremos del intervalo de integracion, quedando completamente determinado por g(a) y g(b).
Pensemos ahora en una funcién f de dos o tres variables, de clase C'. El gradiente de f se
forma con sus derivadas parciales y da lugar a un campo vectorial: el campo de gradientes de f
que, de alguna manera generaliza el concepto de derivada para el caso de funciones de mds de una
variable. A partir de esto, uno se podria preguntar si el Teorema Fundamental del Calculo también
se puede generalizar, esto es: ;queda determinado el valor de la integral de linea de v f alolargode
una curva C, en el plano o en el espacio, sélo por el valor de f en los puntos extremos de la curva C?
Expresemos mds formalmente la situacion para el caso de una funcion de tres variables. SeaC
una curva determinada por la funcién vectorial 7(¢) : [a, b] — R>, que va desde el punto inicial
F(a) hasta el punto final 7(b). Sea f(x, y, z) una funcién con gradiente continuo (esto es, f es de
clase Cl) para todos los puntos de C. Entonces, ;el valor de la integral de linea Vv f -dr queda

c
completamente determinado por f(F(a))y f(7(b))?

La respuesta estd contenida en el siguiente teorema fundamental para integrales de linea:

Teorema 6.2.2 — Teorema Fundamental para integrales de linea. Sea C una curva suave (a trozos)
determinada por la funcién vectorial 7(7), con a < t < b. Sea f una funcién diferenciable de dos
o de tres variables, cuyo vector gradiente V f es continuo en C. Entonces

/C Vf-d7 = £ F®) - f (@)

Demostraciéon Lo demostraremos para funciones de tres variables f(x,y,z) y curvas en el
espacio 7(t) = x(¢)7 + y(z) j + z(¢) k, siendo similar la prueba para funciones de dos variables y
curvas en el plano. Aplicando la definicion de integral de linea para campos vectoriales, tenemos
que:
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b b
. o of dv of dy Of dz
Vroar= | Vf- - [ (9Ldx ol Ay O) dz)
/c fodr / S /a(axdt+0ydt+azdt di

Recordando la regla de la cadena, notamos que la expresion entre paréntesis es la derivada
respecto de ¢ de la funciéon compuesta f(x(¢), y(¢), z(t)). Luego, la integral puede escribirse

b
d
como / o [f(F(z))] dt. Por lo tanto

[¥rai=| "L e = 500 - 1)
| Vpedi= [ L UGO) di = [G0) - [Ga)

donde, en el dltimo paso, aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo para una funcién de
una variable.

Entonces, si f : E C R3 > ResClen E,yC = Cypesuna
curva suave en E que comienza en el punto A dado por 7(a) = B
(xa, ya, z4) y finaliza en el punto B dado por 7(b) = (xB, yB, ZB),
el Teorema Fundamental sefiala que:

b

/c VI(xy,2)-dF = f(xB, Y8, 28) — [(Xa Yas 24)-

Similarmente, supongamos que C = C4p €s una curva suave
en D c R?, con extremo inicial A dado por 7(a) = (xa, ya) y
extremo final B dado por 7(b) = (xg, yg), y que f : D c R*? —
R es una funcién con campo gradiente continuo en C. Entonces,
el Teorema Fundamental da el valor de la integral de linea muy facilmente:

Figura 6.2.2: Curva con extremo
inicial A y extremo final B

/c VF(x,y)-dF = f(xg, vB) — f(xa, ya).

Notamos que este Teorema Fundamental da un método préctico para obtener el valor de la
integral de linea de ciertos campos vectoriales es, sin tener que calcular la integral de linea del
campo por definicién. Esto ocurre en el caso particular en que el campo vectorial es conservativo:
cuando el campo es el gradiente de alguna funcidn escalar (que es funcion potencial del campo).

Proposicién 6.2.3 Si un campo vectorial F de clase C! es conservativo en una regién que contiene
a una curva suave (a trozos) C que va de (x4, ya, z4) a (x, ¥B, ZB), €ntonces

/ ﬁ‘d7=/ 6f‘d7=f()CB,yB,ZB)—JC()CA,)’A,ZA),
C C

donde f es una funcién potencial de F.

Luego podemos afirmar que: el trabajo de un campo de fuerzas conservativo se obtiene —sin
necesidad de resolver la integral- conociendo solamente el valor de la funcién potencial f en los
puntos extremos de la curva C.

En Fisica, verdn que el trabajo sobre un objeto cuando es influenciado solamente por fuerzas
conservativas, resulta igual a la disminucién de energia potencial. Y que en estas situaciones la
energia mecénica total se conserva a lo largo de la trayectoria.

m Ejemplo 6.2.3 Determinar el trabajo realizado por el campo conservativo F= yzi+xzj+xyk
a lo largo de una curva suave C4p que une los puntos A(—1,3,9) y B(1,6,—-4),de A a B.

El trabajo realizado por el campo de fuerzas F estd definido por la integral de linea / F-dF.
Cag
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Como ya sabemos que el campo F es conservativo, podemos aplicar el Teorema Fundamental
para integrales de linea y evaluar el trabajo mediante los valores de la funcién potencial
del campo F en los extremos de la curva C Ap- Tenemos que calcular primero la funcién
potencial, esto es la funcién f tal que v f= F. En este caso es facil darse cuenta (casi sin
hacer calculos) que f(x, y,z) = xyz (a menos de una constante arbitraria), ya que:

of _ of _ af

ax _yZ’ ay —XZ, a_Z ZX)’,

que son justamente las funciones componentes del campo F, con lo cual tenemos que Vf = F
en todo R*. Ya estamos en condiciones entonces de obtener el trabajo:

W= ﬁ-d?:/ Vr-di= f(B) - f(A) = £(1,6,—4) - f(=1,3,9) = 3.
Cag CaB

6.2.3 Independencia de la trayectoria

Vimos que la integral de linea de un campo vectorial conservativo en una regién D, a lo
largo de una curva C, depende s6lo del punto inicial y del punto final de la curva, sin importar
la trayectoria o camino que conecta ambos puntos extremos de C. Con respecto a esto, daremos
algunas definiciones:

Definicion — Independencia de la trayectoria. Si Fesun campo vectorial continuo definido en
una region D, diremos que la integral de linea de F es independiente de la trayectoria en D, si

/ F.di = F.dF para cualquier par de trayectorias C; y C; en D, que tengan el mismo
C] C2

punto inicial y el mismo punto final.

Ejercicio Justifique la siguiente propiedad: Si F esun campo vectorial conservativo en una
regién D, entonces la integral de linea de F es independiente de la trayectoria en D.

Recordemos que se dice que una curva C en D, parametrizada por la funcién vectorial 7(¢), con
a <t < b, es cerrada si su punto final coincide con su punto inicial, esto es, si F(a) = F(b).

Supongamos que F es un campo vectorial continuo en una regién D y que la integral de linea
de F es independiente de la trayectoria en D, nos preguntamos ;qué valor toma -7{ F-dr siCes

c
una curva cerrada en D?

Para analizar el valor de la integral de linea, elijamos dos puntos cualquiera A y B en la curva
cerrada C y consideremos los dos trozos de curva en los que queda dividida C: la trayectoria C; que
va desde A hasta B, y a continuacién la trayectoria C; que va desde B hasta A. Teniendo en cuenta
queC=Cy U G5, se tiene:

fﬁ-d?:/ ﬁ-d?+/ ﬁ.d?:/ ﬁ-d?-/ Fod
C Cy G C -G,

Notemos que la trayectoria -G, (o sea, G, recorrida en sentido inverso) va desde A hasta B, es decir
que tiene punto inicial A y punto final B. Como hemos supuesto que las integrales de linea de F' son

independientes de la trayectoria, se tiene / i F.di = / F - d7. Resulta entonces:
Cy C

fﬁ-d?:/ ﬁ-d?—/ F-dF =0.
C C C

O sea que si la integral de linea de Fes independiente de la trayectoria en D, entonces el valor de la
integral de linea de F en cualquier curva cerrada en D, es cero.
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Ahora veamos la situacion reciproca: supongamos que f F-
drF = 0 para cualquier curva cerrada C C D, nos preguntafnos
(serd la integral de linea de F independiente de la trayectoria
en D?

Tomemos dos trayectorias cualquiera, C; y C; en la regién
D, que vayan ambas desde A hasta B, y llamemos C a la curva
formada por C; (desde A hasta B) seguida por —C; (desde B
hasta A). Como C = C; U (—=(»), se tiene:

‘}{ﬁ-dF:/ ﬁ-d7+/ ﬁ-d?:/ ﬁ-d?—/ F-drf
C Cl —C2 Cl C2

Figura 6.2.3: La curva cerrada
C puede dividirse en dos tramos

complementarios.
pero como C es una curva cerrada en D, se tiene jlé‘ F.dr = 0,
c
por lo que resulta
/ ﬁ-d?:/ F-dF,
Ci C
donde C; y C; son un par de trayectorias cualesquiera de A a B.
B
A
Gu(=G)=C

Figura 6.2.4: Dos caminos que comienzan en A y terminan en B, permiten obtener la curva cerrada

C.

De esta forma hemos demostrado el siguiente teorema:

curva cerrada C en D.

Teorema 6.2.4 Supongamos que Fesun campo vectorial continuo en una regién D. La integral

de linea de F es independiente de la trayectoria en D si y s6lo si % F-di=0 para cualquier

Ejercicio Justifique el siguiente corolario: Si F' es un campo vectorial conservativo en una region
D, entonces la circulacion de F a lo largo de cualquier curva cerrada C en D se anula. Es decir:

jfﬁ-d?zo.
C

Nos preguntamos ahora si existen otros campos vectoriales, distintos de los campos conservativos,
tales que sus integrales de linea sean independientes de la trayectoria.

Enunciaremos el siguiente teorema, que afirma que los Gnicos campos vectoriales que son
independientes de la trayectoria son los conservativos. En este teorema se supone que el campo F
estd definido en una regién D abierta y conexa. Decimos que una regién abierta D es conexa si
cualquier par de puntos de D se puede unir mediante una curva suave que se encuentra en D.
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Teorema 6.2.5 Supongamos que F’ es un campo vectorial continuo en una regién abierta conexa D.
Si la integral de linea de F es independiente de la trayectoria en D, entonces F' es un campo
vectorial conservativo en D, es decir, existe una funcién potencial f tal que Vf = F en D.

Supongamos que F es un campo vectorial continuo en una regién abierta y conexa D puede ser
D = R?, entonces el siguiente diagrama resume los resultados de los dos iltimos teoremas:

/ F-dies independiente de la trayectoria en D
c
siy sélo si
f F-di=0 para cualquier curva cerrada C en D
c

siy sélo si

F es conservativo en D (existe f tal que F=V )

@ Dada la importancia que tienen los campos conservativos y observando la conveniencia
y facilidad de evaluar integrales de linea de campos conservativos, nos formulamos dos
preguntas:

a) En la préctica, ;cémo podemos determinar si un campo F es conservativo o no?
b) SiF esun campo conservativo, ;cémo encontramos una funcién potencial, es decir una
funcién f tal que F = V £?

Supongamos que se sabe que F (x,y) = P(x,y) I+ Q(x, y) jes conservativo en D C R?, donde
Py Q tienen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces existe una funcién f, tal que
F =V f. Igualando componente a componente, resulta:

_of
©ox’

_f

P Q—ay.

Por lo tanto, aplicando el teorema de Clairaut a la funcién potencial f, se tiene:

op_ B _ Ff _00
dy  dydx Oxdy Ox’

Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 6.2.6 — Condicién necesaria. Supongamos que F (x,y) = P(x,y) I + O(x,y) jes un
campo vectorial conservativo en una regién abierta D ¢ R?, donde sus funciones componentes
P(x,y)y O(x, y) son de clase C'. Entonces se cumple que:

oP, 0
E(x’y) - e (X,y)

para todo (x, y) € D.

Este resultado expresa una condicién necesaria para que un campo vectorial de 2 componentes
sea conservativo. Sirve, por ejemplo, para demostrar cuando que un campo no es conservativo.

Buscamos ahora condiciones suficientes. Para ello necesitamos dos nuevos conceptos: curva
simple y region simplemente conexa.
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Definicion — Curvas simples y regiones simplemente conexas. Una curva simple es una curva
que no se corta a s{ misma en ningiin lugar. Una region simplemente conexa del plano es una
region D conexa tal que toda curva cerrada simple en D puede contraerse a un punto sin salir de
D. Intuitivamente, las regiones simplemente conexas son regiones sin agujeros que puedan ser
atrapados por una curva cerrada, y no puede estar formada por piezas separadas. Por ejemplo,
todo el plano es una regién simplemente conexa.

Simplemente conexa

/Simple e
No simple—_, No simplemente
conexa
a) Curvas. b) Regiones.

Figura 6.2.5: Curvas simples y regiones simplemente conexas.

Enunciamos entonces un teorema para regiones D simplemente conexas, que da un método
adecuado para comprobar si un campo vectorial en una regién de R? es conservativo:

Teorema 6.2.7 — Condiciones suficientes. Sea F (x,y) = P(x,y) i+ Q(x,y) jun campo vectorial
definido en una regién plana D abierta y simplemente conexa del plano. Si sus funciones

oP 0
componentes P(x, y) y O(x, y) son de clase C! en D y satisfacen a—(x, y) = a—Q(x, y) para todo
y X

(x,y) € D, entonces F es un campo conservativo en D.

Notar que las hipétesis de este teorema de condiciones suficientes son: las componentesP y Q
del campo deben ser de clase C', con O, = Py, y ademds, la region donde estd definido el campo
debe ser abierta y simplemente conexa.

m Ejemplo 6.2.4 Determinar si el campo vectorial F(x,y) = ¢ I+ " jes 0 no un campo
conservativo en su dominio.

F es un campo vectorial definido y continuo en todo el plano, por lo que su dominio es
D = R?. Las funciones componentes de F son: P(x, y) = ¢ y O(x, y) = ¢**”, con derivadas

parciales continuas en D. En primer lugar calculamos , porque en el caso de que

— y —
dy ° Ox
ambas derivadas parciales no coincidan en D, el campo no serd conservativo (justificar).

BQ _x+y
ox ¢
00

. P .

Si F fuera conservativo, se deberia cumplir: 3 " Fx en todo D. Por lo tanto, F' no es
y X

conservativo en D. n

oP

— =xev,
dy

En el siguiente ejemplo, mostramos un método llamado técnica de integraciones parciales para
hallar una funcién potencial para un campo conservativo en el plano.

m Ejemplo 6.2.5 Considerar el campo vectorial F(x, y) = 2xcosy I — x>seny J.
a) Determinar si F' es un campo conservativo en su dominio D.
b) Si F es un campo conservativo en D, encontrar una funcién potencial para F.
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¢) Obtener / F - d7, donde C es la curva definida por 7(t) = ¢ i + sen(7) J, con
c
te[l,2].

a) Fesun campo vectorial continuo en todo el plano, por lo que su dominio es D = R2.
Las funciones componentes de F son: P(x,y) =2xcosy y Q(x,y) = —x’sen y, que

0

tienen derivadas parciales continuas en R%. En primer lugar calculamos e y G_Q
y by

oP 00
— = -2xseny, — = -2xseny.
ady Ox

Al ser D = R? una region abierta y simplemente conexa, se puede aplicar el teorema
0 >
“de suficiencia” 6.2.7: teniendo en cuenta que 3 O_Q en R? deducimos que F es un
y X
campo vectorial conservativo en R2. O sea que F tiene funcién potencial f, de modo
que F = VfenR2.
b) Para encontrar la funcién potencial vamos a desarrollar los siguientes pasos:
1) Partimos de la igualdad: Vf = F, es decir,

fx(x,y) = P(x,y) = 2x cos y, (% y) = 0(x,y) = —x*sen y.

1) Integrando la primera de estas relaciones con respecto a x, obtenemos:

f(x,y) = x2 cosy + h(y).

Notar que la “constante de integracién” es constante con respecto a x, es decir es
alguna expresion que depende solamente de y, a la que llamamos A(y).

) A continuacién derivamos esta expresion con respecto a y (para comparar con la
expresion que ya tenemos de fy):

fHx,y) = —x%seny + h'(y).

1v) Comparando, resulta que /4’(y) = 0; por lo tanto A(y) = ¢, donde ¢ es un valor
constante.
v) Reemplazando en f(x, y) tenemos que,

f(x,y) = x*cosy+c

es una funcién potencial de F en R?. Verificar que el gradiente de f da el
campo F.
¢) Como F=V f esun campo vectorial continuo, podemos aplicar el teorema fundamental
para integrales de linea. Es decir que,

/C F-dF = f(F2)) - f(F(1))

donde hemos usado el hecho que la curva C comienza en 7(1) y termina en 7(2). Ahora
calculamos:

F(l) = (el_l,sen@)) =(1,0), y F(2) = (ez_l, sen(%)) = (e, 1).
Con lo cual:
/ﬁ~d7= fe, 1) — £(1,0) = e cos(1) — 1
C
[

Evidentemente, para obtener el valor de la integral de linea de un campo vectorial conservativo,
es mds sencillo resolver por teorema que por definicion de integral de linea.
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Supongamos que F (x,v,2) = P(x,y,2) I + Q(x,y,2) J+ R(x, y,2) k es un campo vectorial
conservativo en una regién sélida £ C R3. (Cudl es el método para hallar una funcién potencial
de F? El siguiente ejemplo muestra que la técnica para encontrar la funcién potencial es muy
semejante a la utilizada para campos vectoriales conservativos de R2.

m Ejemplo 6.2.6 Determinar una funcion potencial para el campo vectorial conservativo F (x,y,2) =
(e¥cosy+yz)i+ (xz—eseny) j+ (xy +z) k.

Las funciones componentes de F son:
P(x,y,2) = e*cosy + yz, Q(x,y,z) =xz—e“seny  R(x,y,2) = xy +2.

1) Como F es un campo conservativo, entonces existe una funcién potencial f que
satisface: Vf = F. Esto significa que:

fx(x,v,2) =€ cosy + yz, f(x,y,2) = xz— e  seny, fo(x,y,2) = xy + 2.

m) Integrando f, con respecto a x, obtenemos

f(x,y,z) =e"cosy + yzx + g(y,2)

donde la “constante de integracién” es constante con respecto a x, pero es alguna
expresion que depende sélo de las variables y y z, a la que hemos llamado g(y, z).
1) Derivando la dltima ecuacién con respecto a y, obtenemos:

fy(x,y,2) = —e*seny + zx + gy(y, 2).

1v) La comparacién con la f; que ya tenfamos da: g,(y, z) = 0; por lo tanto g(y, z) = h(2).
v) Reemplazando en f(x, y, z) tenemos ahora

f(x,y,2) = e“cosy+ yzx + h(z).

vi) Derivando ahora esta expresion con respecto a z y comparando con la f, que ya

. z
tenfamos, obtenemos h’(z) = z y por lo tanto h(z) = 5 + ¢, donde ¢ es un valor
constante.
vir) Asi, una funcién potencial de F en R es:

2
Z
f(x,y,z):excosy+yzx+5+c.

Verificar que el gradiente de f da el campo F.

6.2.4 Ejercicios

1. En los siguientes casos, determine si Fesun campo vectorial conservativo en todo el plano:
a) F(x,y) = (< +4xy) T+ (4xy =) ] b) Fx,y)=—yi+x]
¢) F(x,y) = (ye* +seny) T+ (e* + xcosy) J
2. Determine si los siguientes campos vectoriales son conservativos en su dominio, y en caso
afirmativo halle una funcién potencial:
a) Flx,y)=yi+x] b) Flx,y)=yi+]
¢) F(x,y) = (x =201+ (" =27 d) F(x.y.2) = @x=2)i+By+2) J+ (=) k
3. Muestre que el campo vectorial F (x,y) = (1 + xy)e™ 7+ (¢¥ + x*¢™) Jes conservativo en
todo R?, y halle la familia de funciones potenciales para F.
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4. Encuentre la familia de funciones potenciales para los siguientes campos vectoriales conser-
vativos y evalde / F - dF en cada caso justifique.
c
a) Flx,y)=yi+(x+2y)J
C es un arco de circunferencia que comienza en (0, 1) y termina en (2, 1).
b) F(x,y,z) =2xy° 24 1+ 3x2y2 2 j+4x*y3 3 &k
Cestadadapor x(t) =1, y(t1)=1% z(t)=1,con0<tr<2
5. Demuestre que la integral de linea [ [2x sen ydx + (x? cos y — 3y?)dy], es independiente de
c

la trayectoria en R? y evalie la integral, siendo C una curva suave, cerrada y simple arbitraria
que va desde (-1, 0) hasta (5, 1).
2
- 2
6. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x, y) = y_2 i— _y J al mover un objeto
X
desde A(1, 1) hasta B(3, 2) por alguna trayectoria en el primer cuadrante
7. Dado el campo Vector1a1 F(x y,2) = zcos(xz) T+ € J+ xcos(xz) k:
a) Determine si F es conservativo en todo R?.
b) En caso afirmativo, halle una funcién potencial para F.
c) Obtenga la integral de linea de F a lo largo de un tramo de hélice que va desde (%, 0,7)

hasta (%, 0,3m).

Integral de superficie de un campo vectorial

En la Seccién 5.4 definimos la integral de superficie de una funcién escalar f en una superficie

paramétrica S en el espacio, denotada simbélicamente por / f dS, donde dS indica un elemento de
s

superficie. Si 7(u, v), con (u, v) € D,,, es una parametrizacion de la superficie S, se calcula mediante

la siguiente integral doble (en el plano paramétrico uv): ‘/‘/ f (Fu,v)) |F(u, v) X 7y (u, v)| dudv.
Duv

Por otro lado, en la Seccién 6.2 definimos la integral de linea de un campo vectorial Falo largo de

una curva C, denotada simbélicamente por / F - d¥. Buscamos una parametrizacion de la curva
c

b
C, dada por 7(t) con t € [a, b]; luego la integral se calcula mediante: / F () -7'(r) dt.

a
Es el turno ahora de definir la integral de superficie de un campo vectorial, también conocida como
flujo del campo a través de la superficie.

Definicién Sea F (x,,2) : E ¢ R* - R un campo vectorial, y sea S C E una superficie suave
en el espacio. Sea F(u, v) con (u, v) € Dy, una parametrizacién de S. Se define la integral de
superficie (o flujo) de F a través de S como

//S Fods - //D F(Fv) - (Rl v) X 7o (1, v) du .

En la definicién, dS = i dS representa un vector de médulo dS (elemento de superficie) y
con direccion perpendicular al mismo dada por el vector normal inducido por la parametrizacion,
7. X 1. Luego, dado que se tiene el producto escalar F -, podemos interpretar la integral del
campo vectorial a través de la superficie como el flujo de la componente del campo que es normal a
la superficie !. Ver Figura 6.3.1.

IRecordar, de la Seccién 6.2, que en el caso de la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una curva,
podemos interpretarla como la integral de la componente del campo que es tangencial a la curva, dado que allf se tiene el
producto escalar F' - T, siendo 7" un vector tangente a la curva.
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Figura 6.3.1: La integral de superficie del campo vectorial F através de la superficie paramétrica S
orientada segin 71 acumula, para cada punto de la superficie, el valor de la componente normal del
campo multiplicado por el drea del elemento de superficie. Ver Figura 6.2.1.

En el siguiente recurso se modeliza el paso de un fluido a través de una superficie plana
esquematizando el campo de velocidades.
http://ggbm.at/smaREQkh

La integral de superficie de un campo vectorial da como resultado un nimero real (el resultado
es un escalar). Se pueden probar las siguientes propiedades:

Teorema 6.3.1 — Propiedades de las integrales de superficie.
a) El valor de la integral de superficie de un campo vectorial no depende de la parametrizacion
utilizada para la superficie, siempre que ésta sea cubierta una sola vez.
b) La integral de superficie de un campo vectorial a través de una superficie formada por dos
trozos, es igual a la suma de las integrales de superficie de dicho campo a través de cada
trozo. Simbdlicamente,

// ﬁ-dS‘:// ﬁ.d§+/f F.ds
SIUSZ S1 S»

c) Laintegral de superficie de un campo vectorial depende de la orientacién de la superficie,

// ﬁ-d§:—//ﬁ-d§
-S S

donde —S§ indica la misma superficie S pero con orientacién opuesta.

Puede ocurrir que la superficie S sea la frontera de una region sélida E, lo que denotaremos
como

S=0E.

Entonces S es una superficie cerrada. En estos casos, la integral de superficie recibe el nombre de
flujo neto del campo vectorial, y es comtin usar una notacién especial:

#ﬁ.dﬁ
S

para indicar explicitamente que S es cerrada. Llamaremos flujo neto saliente o entrante, de acuerdo
a que consideremos la cara externa o la interna, respectivamente, de S.

Ejercicio Compare estas propiedades con las que corresponden a la integral de superficie de una
funcion escalar. ;Qué similitudes y diferencias observa?
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= Ejemplo 6.3.1 Calcular // F - dS, siendo F (x,y,2) = xi+y J+cosh®(xyz)k y S la superficie
S

cilindrica de eje z y radio 3, entre z = 0y z = 5, con orientacién alejandose del eje z.
Notar primero que, dado que cualquier elemento de superficie de un cilindro circular recto
de eje z tiene vector normal perpendicular a dicho eje, se tiene que la tercera componente
del vector dS es nula. Una parametrizacion suave y que cubre S una sola vez, estd dada por
la funcién vectorial (e, z) = 3cos @i+ 3sena j+ zk con @ € [0,2x], z € [0, 5], y el vector
normal a esta superficie paramétrica resulta

v

i ik
n(a,z) =7y X7, =| —3sena 3cosa 0 |=3cosai+3senaf
0 0 1

con tercera componente nula, esto es, 7 es un vector horizontal en todo punto de la superficie.
Es importante verificar, antes de calcular el flujo del campo vectorial, que la parametrizacion
utilizada asigne la orientacidn correcta de la superficie. Variando « de 0 a 27 (para cualquier
pardmetro z) se verifica que el vector 7 hallado apunta siempre alejandose del eje del cilindro,
luego la parametrizacién dada induce la orientacidn correcta (sino, era necesario tomar
el vector opuesto). Al hacer el producto escalar entre el campo dado y 7, s6lo sobreviven
las dos primeras componentes. La integral de superficie de F a través de S se calcula
reemplazando las variables x, y, z de F por el valor que toman en la superficie: 3 cos «,
3sen«, z, respectivamente. Entonces queda por resolver la siguiente integral doble en los
parametros («, z) pertenecientes D, = [0, 2] X [0, 5]:

//ﬁ.d§
S

// (3 cos @, 3 sen a, cosh(9z cos @ sen a)) -(3cosa,3senq,0) da dz
D

az

[/ (9cos2a+9sen2a+0) da dz
[0,27]%[0,5]

5 p2n
/0/0 9dadz =9 alf” z|8:907r.

m Ejemplo 6.3.2 Calcular la integral de superficie del campo vectorial F (x,y,2) =15 +)3+ l;f—l a

través de la superficie dada por la porcién del paraboloide 4 — z = x* + y? con z > 0y con
orientacion “hacia arriba”.

En este caso la superficie tiene una representacion explicita de la forma z = g(x,y);
dicho de otro modo, S es la parte en el semiespacio superior de la gréfica de la funcién
glx,y)=4- x? - y2. Adoptaremos la parametrizacion trivial, dada por la funcion vectorial
F(x,y) = xi+yj+ (4 — x> = y*)k, con los pardmetros x, y en el circulo Dyy = {(x,y):
X+ y2 < 4}. Luego el vector normal a esta superficie paramétrica resulta:

9%

iy k
nx,y) =rexiy=1 0 —2x =2xi+2yj+k
0 1 -2y

con tercera componente +1, lo que asegura que es un vector que apunta ‘“hacia arriba” en
todo punto de la superficie dada, esto es, para cualquier par de pardmetros (x, y). O sea que
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la parametrizacién utilizada asigna la orientacion correcta a la superficie.
La integral de superficie de F a través de S resulta en la integral doble en el dominio
paramétrico Dyy:

//ﬁ-d§=
S

//ny (% %#) “(2x,2y,1) dx dy = ‘]T,/,/D (x2 +y2+4) dx dy

Xy

2 p2
= i/ (r2+4)(r drdf) = o6n.
0 0

En la dltima linea, resolvimos la integral doble por medio de una transformacién a coordenadas
polares, que facilita el cdlculo en este caso. ]

= Ejemplo 6.3.3 Hallar el flujo neto saliente de F (x,,2) = zi + yj + xk a través de la superficie
de la esfera unitaria centrada en el origen.

La superficie S de la esfera de radio 1 centrada en (0, 0, 0) tiene una representacion sencilla
en coordenadas esféricas, siendo p = 1 para todo par de valores de las variables angulares
¢ v 6. Haciendo p = 1 en las ecuaciones de transformacion de coordenadas esféricas a
cartesianas, obtenemos

x = 1sen¢ cosb, y = 1sen¢ senb, z =1cos ¢.

Luego logramos expresar a x, y, z en términos de ¢, #, de modo que podemos tomar a
estos dos angulos como parametros. Una funcién vectorial que parametriza la superficie es
entonces 7(¢,0) = sen ¢ cos 07+ sen¢ senf j+cospk con ¢ € [0,7],y con 8 € [0,2x].
El vector normal a esta superficie paramétrica resulta

%

i b k
1(¢,0) =7y XT9g=| cos¢cosf cos¢sent —seng
—sen¢ senf sen¢ cos b 0

= senqu cosOi+ sen2¢ senf j+ sen ¢ cos¢l§

que tiene orientacién saliendo de la esfera, tal como se pide. Notar que en este ejemplo S es
una superficie cerrada (es la frontera de una regién sélida); luego es orientable, y las dos
orientaciones posibles son “hacia afuera” o “hacia adentro” del s6lido. El producto escalar
entre el campo vectorial (evaluado en la superficie) y el vector normal en cada punto da:

F(7(8,0)) - (¢, 0)

(cos ¢, sen ¢ sen 6, sen ¢ cos ) - (sen® ¢ cos 6, sen’ ¢ sen 6, sen ¢ cos 0)
c

F-n

0s ¢ sen’ ¢ cos @ + sen’ ¢ sen” @ + sen’ ¢ cos 6 cos ¢.

Por lo tanto, el flujo neto saliente de F através de S es:
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2w pw
#F-dS:/ / (2sen2¢cos¢ cos 6 + sen’ ¢ senZH) d¢ do
s 0 Jo
b/g 2n b/g 2
:2/ sen2¢cos¢d¢/ cos@d6’+/ sen3¢d¢/ sen” @ do
0 0 0 0

=4
(Cudnto vale el flujo neto entrante del mismo campo a través de la superficie esférica unidad
en el origen? |

6.3.1 Ejercicios

1. Calcule la integral de superficie // F-dS, para el campo vectorial F (x, y, z) y la superficie
s
orientada S dados:

a) ﬁ(x, y,2) = xyl + yzj + zxk; S es la parte del paraboloide z = 4 — x> — y? que se
encuentra arriba del cuadrado 0 < x < 1,0 < y < 1, con orientacién “hacia arriba”.

b) F(x,y,z) = xze'i — xze J + zk; S es la parte del plano x + y + z = 1 que estd en el
primer octante, con orientacién “hacia abajo”.

) F (x,,2) = x — yj+ 2*k; S es la parte del cono z = \/x% + ¥2 que estd entre los planos

z =2y z = 3, con orientacién alejdndose del eje del cono.
2. Halle el flujo neto saliente del campo vectorial F (x,y, z) dado, a través de la superficie S:

a) F (x,y,2) = yj— zk; S estd formada por parte del paraboloide y = x? + z2, con
0<y< 1,ye1discox2+z2 <l,cony=1.

b) F‘(x, y,7) = xi + 2yj + 3zk; S es la frontera del cubo de vértices (£1, £1, £1).

c) F (x,y,20)=xi+yj+ 5k; S es la frontera de la region cilindrica 0 < x>+ 7% < lentre
el planoy =0 yelplano x + y = 2.

6.4 Teorema de Green

El Teorema de Green relaciona una integral de linea a lo largo de una curva cerrada en el
plano, con una integral doble en la region encerrada por dicha curva. Podemos pensarlo como una
extension del teorema fundamental del célculo, para integrales dobles.

Una curva C, cerrada y simple en el plano puede estar orientada en sentido contrario al que
giran las agujas del reloj (orientacion positiva), o en el mismo sentido en el que giran las agujas
del reloj (orientacion negativa). Cuando C esté orientada en sentido antihorario, la llamaremos
C™; y si esta orientada en sentido horario la llamaremos C~. Una curva plana cerrada delimita una
region del plano. La orientacién positiva para la curva frontera de una region del plano se puede
recordar mediante este recurso: si “caminamos’ a lo largo de la curva frontera en el sentido de la
orientacion positiva, la regién quedard siempre a nuestra izquierda (trace una curva cerrada en el
piso y recérrala en sentido positivo). Para la curva frontera o borde orientado positivamente de una
regién plana D C R?, usaremos la notacién C* = D*. El teorema de Green se refiere a una curva
cerrada con orientacion positiva y la regién encerrada por ella. Ver figura 6.4.1.

Teorema 6.4.1 — Teorema de Green. Sea C* una curva suave a trozos, cerrada, simple y positiva-
mente orientada (con sentido antihorario) del plano. Sea D c R? la regi6n plana limitada por

dicha curva. Si P(x, y) y O(x, y) son funciones escalares de dos variables que tienen derivadas

parciales continuas en una region abierta del plano que contiene a D y a C*, entonces:

_ [ (%2 _2F
$ trenasownan= [ (-5 a
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Figura 6.4.1: Teorema de Green: la suma de las integrales de P y Q respecto de x y de y,
respectivamente, a lo largo de C equivale a la integral doble de O — Py en D. La orientacion de la
curva C es en sentido antihorario (dejando a D a la izquierda).

No incluimos aqui la demostracién de este importante teorema del andlisis vectorial, pero si
discutimos varios ejemplos y aplicaciones, analizando sus hipdtesis y sus consecuencias. Ver Figura
6.4.1.

Haremos la comprobacion de que se cumple el teorema de Green para “un” ejemplo particular.
Por supuesto, analizar un solo caso no demuestra la validez de una propiedad o teorema, pero
nos servira para ver cémo funciona y los elementos que intervienen. Realizaremos la verificacién
evaluando las dos integrales del teorema de Green: por un lado la integral doble (como vimos en
la Seccién 5.2 del Capitulo 5 y por el otro la integral de linea (como vimos en la Seccién 5.4 del
Capitulo 5), y comprobaremos que dan el mismo resultado.

m Ejemplo 6.4.1 Verificar el teorema de Green para el par de funciones P(x, y) = x, O(x, y) = xy?,
donde la regién D es el disco unitario.

Antes de utilizar el teorema debemos asegurarnos de que se cumplen todas las hipétesis para
la region de integracion, para la curva frontera, y para las funciones intervinientes:
a) Region: D = {(x,y) : x> + y? < 1} es una regién del plano. OK v/
b) Curva: C* = dD* = {(x, y) : x> + y* = 1, antihoraria} es la frontera de D, es suave,
cerrada y simple, y se toma en sentido antihorario, que es el sentido positivo respecto
de laregién D. OK v/
¢) Funciones: P(x, y) = x, Q(x, y) = xy” son de clase C' en todo R?. OK v/
La frontera de D es la circunferencia de radio 1 con sentido antihorario, y admite la
parametrizacién 7(r) = cost I + sent j, con ¢ € [0,2x]. Por un lado, la integral de linea
resulta:

‘7{ (de+Qdy):7§ (xdx+xy2dy)
D+ oD+

27
= / [(cos 1)(—sent dt) + (cos t)(sent)*(cos t dt)]
0

B cos’t N 1 , sen(4t) o o
2 8 4 ), 4
donde usamos identidades trigonométricas para escribir
2
1 11— cos(4r)
2 2
t t=|=sen(2t)|] = ————.
sen” t cos (2 sen( )) 1 >

Por otro lado, la integral doble es:
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00 0P\ ) _[r 2
//D (a—a)dA_/D(y —O)dA—/O [ (rsene? rar do)

1 p sen(26) T 1_71
b=, 15l -5

donde usamos cambio de variables a coordenadas polares. ]

@ El teorema de Green es muy titil, ya que relaciona una integral de linea a lo largo de la curva
frontera de una regién, con una integral doble en el interior de la regién. En muchos casos es
mds facil evaluar la integral de linea que la integral doble, usando la igualdad:

90 0P\ 1y -
//D (ax 2y ) aa yﬂmmx, y)dx +Q(x. y) dy]

Por ejemplo si sabemos que P(x, y) se anula en la frontera de D y que Q(x,y) = O es la

P
funcién nula, podemos concluir de inmediato que / e dA = 0 aunque 3 no se anule
D 0y y

en el interior de D. Es el caso, por ejemplo, de P(x,y) = 1 — x* - y2 en el circulo unidad.
Resaltamos que NO hicimos el cdlculo de la integral doble, sino el de la integral de linea
equivalente. Usaremos este resultado como aplicacion del teorema de Green para calcular el
drea de una region plana.

Ahora supongamos que C es una curva cerrada y suave a trozos, que se obtiene uniendo varias
curvas por sus extremos; entonces el proceso de evaluacion de la integral de linea a lo largo de C
de una funcién escalar puede ser muy laborioso porque se deben parametrizar todos los tramos y
evaluar las integrales de linea a lo largo de cada tramo. Sin embargo, si C encierra una regién D
para la que se aplica el teorema de Green, podemos usar este teorema para obtener la integral de
linea a lo largo de C mediante la evaluacién de una integral doble en D, como se muestra en los
siguientes ejemplos:

(xy dy — y? dx),
donde C* es el borde del cuadrado D limitado por las rectas x =0, x = 1,y =1, y =1,
recorrido en sentido positivo.

mEjemplo 6.4.2 Usando el teorema de Green, hallar el valor de laintegral de linea ‘7{

+

El enunciado sugiere NO hacer el célculo de la integral de linea, sino el de la integral doble.
Debemos asegurarnos que las hipdtesis del teorema de Green se cumplen para la region,
para la curva frontera, y para las funciones que intervienen en esta cuenta (asegurese).
Vemos que P(x, y) = —y*, Q(x,y) = xy, entonces:

f (P acena)- [[ (L2
- [[ o+2ran- // 3y dx dy
=/0 [3yX]x:ody—/0 3ydy—§
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m Ejemplo 6.4.3 Evaluar ‘7{ [(2x® = y*) dx + (x> + y*) dy], donde C es la curva frontera, orientada

c
positivamente, de laregién D del semiplano superior que se encuentra entre las circunferencias

x2+y2:1 y x2+y2:4.

La curva cerrada C es la frontera de la regién D = {(x,y) : 1 < x*>+y> <4,y > 0}, yestd
constituida por dos tramos rectos y dos tramos en forma de semicircunferencia. Podemos
evaluar la integral de linea aplicando el teorema de Green, con lo cual pasamos a evaluar un
integral doble en D en lugar de cuatro integrales de linea. Haga un grafico de D y sefiale los
4 tramos que forman C.

Para el cémputo de la integral doble, conviene describir la regién D en coordenadas polares:
D={(6):1<r <20<860 < rx}. Entonces,

//D (;_x(x3 +y7) = 6%(2’“3 - y3)) dA
//D (3x2+3y2) dA:/OH /12(3r2)(rdrd8)
0

1P 45
= 31[019F [—] = —r.
=0 14|~ 4

35[(2x3—-y3)dx-+(x3+-y3)dy]
C

Se puede probar que el Teorema de Green es vilido también en regiones planas con agujeros.
Vemos este resultado en el siguiente ejemplo:

m Ejemplo 6.4.4 Verificar el teorema de Green para el anillo D comprendido entre las circunferencias
X
y Ox,y) =

de radios 1y 2, y las funciones P(x,y) = —

X2+ 2 X2+ y2°

En este caso la regién D no es simple, porque tiene un agujero. En coordenadas polares
estd dadapor D = {(r,6) : 1 <r <2,0 <6 <2n}. La frontera de D estd formada por dos
curvas que, para poder aplicar el teorema de Green, debemos considerar con orientacion
positiva respecto de D. Entonces la circunferencia interior C; debe ser recorrida en el
sentido de las agujas del reloj, de manera de dejar a la regién D a su izquierda, mientras
que la circunferencia exterior C, se recorre en contra de las agujas del reloj. De esta forma,
dD" = C* = C| U C; es la curva frontera de D orientada positivamente. Consideramos las
parametrizaciones 71(t) = cost i —sent j, cont € [0,2r], y r>(t) = 2cost i + 2sent J, con
t € [0,2n], para C; y C;, respectivamente. Calculamos las derivadas parciales de P y Q que
necesitaremos:

orP y? - x? _ 00

dy (P4 y)? o ox
Las funciones P y Q y sus derivadas parciales de primer orden son continuas en D (que no
incluye al origen). Ya podemos aplicar el teorema de Green.
Por un lado la integral doble en D es

//D(Z_g‘g_i) dA://DOdA:O,

Por otro lado, la integral de linea a lo largo de dD™ es
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y X
75 Pdx+Qd - dx + d
aD+( *Hody) }{cl( x2 +y? * x2+y? y)

y X
+ - dx + d
ﬁz( X2 +y? ) X2 +y? y)

2
= / (— (- slen t)(— sent dt) + %St(— cos? dl))
0

2
+/O (_(2sznt)( 2 entdt)+

2 2
/ 04n+/° dt = 0.
0 0

Luego, hemos verificado que ambas integrales son iguales (en esto caso, ambas dan cero).
[

(2c St dt))

Aplicacion del Teorema de Green al calculo del 4rea de una region plana

Podemos usar el teorema de Green para obtener una férmula alternativa para calcular el 4rea de
una regién simple del plano, acotada por una curva cerrada simple y suave a trozos. Hemos visto en
el Capitulo 5 que la siguiente integral doble permite obtener el drea de una regién D:

I«D)=l%;1¢x

Para vincular con el teorema de Green, tendriamos que buscar un par de funciones P y Q tales
que el integrando de la integral doble del teorema tenga un valor constante (igual 1) dentro de D.
Buscamos entonces Py Q tales que:

90 9P\
(5x By)_

A los fines précticos, es conveniente que P y Q tengan expresiones sencillas, al menos en la curva
frontera de D. De esa forma, sera facil (en principio) evaluar la integral de linea correspondiente a
lo largo de C* = D™ (orientada positivamente), y obtendremos una férmula alternativa para el
célculo del area.

Una eleccion posible es, por ejemplo, tomar P(x, y) = —y con Q(x, y) = g(y), siendo lo més
sencillo tomar Q(x, y) = 0 (al menos en la frontera de D), de tal forma que

A(D) = —ng+ ydx.

Otra opcion es tomar Q(x, y) = x con P(x, y) = f(x), en particular la eleccién trivial P(x, y) =0

luego
A(D) ='}£ xdy.
aD+*

También es util elegir P(x,y) = —y, Q(x,y) = x, pero en este caso obtendremos el doble del
drea de D, luego

A(D) = % jély[—y dx + x dy].

Demostremos este tltimo resultado:
Dado que se verifican las hip6tesis del teorema de Green para la regiéon D, para su curva frontera
= 0D, y para las funciones P = —y, Q = x, se tiene

$ lrdrexa- //(ax o y))dA JLn-cma=z [[ a=240,
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Por supuesto, hay una infinidad de opciones para elegir P y Q de manera adecuada para calcular

el drea de una region plana usando una integral de linea. Las 3 formas que discutimos arriba son

0 oP
las més sencillas. Proponga otras elecciones adecuadas para P y Q, que satisfagan que a—Q y — 3
y

difieran en una constante.

Teorema de Green y campos vectoriales

No hemos mencionado en esta seccion, hasta ahora, ninglin campo vectorial: el teorema de
Green, tal como lo enunciamos, vincula una integral de linea y una integral doble para un par de
funciones escalares de 2 variables. Veamos que si las funciones P y Q que intervienen en el teorema
se consideran como funciones componentes de un campo vectorial, se puede expresar el teorema de
Green “en forma vectorial”, en términos de la divergencia o el rotor de un campo vectorial.

= Si consideramos un campo vectorial en el plano de la forma F (x,y) =1P(x,y) + jO(x,y),

entonces la integral de linea de funciones escalares que aparece en el teorema de Green no es
mds que la integral de linea de dicho campo vectorial a lo largo de la curva C, esto es, la
integral de linea de la componente tangencial del campo:

%(de+Qdy):‘7§ﬁ-Tds
c c

donde F = (P,Q), Tds = (dx,dy) = d7, siendo T el vector tangente unitario en cada punto
de C, orientada positivamente respecto de la regiéon D que encierra.

Del otro lado de la igualdad en el teorema, el integrando en la integral doble no es mds que la
tercera componente del rotor de F:

ﬂ)(fl_g_fg_]y)) dA://D(%XI?)-I;dA

donde k dA = dS representa el elemento de drea y apunta en direccion normal al plano xy
que contiene a D. Tomando a D como una superficie (plana) en el espacio, la expresion de la
derecha recuerda la definicion de integral de superficie, en este caso de un campo vectorial.
Luego, el Teorema de Green se puede expresar alternativamente de la siguiente manera:

La circulacién de la componente tangencial de un campo vectorial a lo largo de la curva
C, frontera positivamente orientada de la region D, es igual a la integral doble en D de la
componente del rotor de dicho campo que es normal al plano que contiene a D (dicho més
concretamente, es igual a la integral de superficie o flujo del rotor del campo a través de la

superficie D) !
j[ I?-Tds:/(ﬁxﬁ)-l;dA.
C=8D* D

= Observemos la integral doble en el teorema de Green: el integrando puede interpretarse como
la divergencia de un campo vectorial en el plano de la forma G(x, y) =iQ(x,y) — jP(x, y):

//D(?i_g_(zl_i) //(6Q ~ P))dA /(V G) dA

Del otro lado de la igualdad en el teorema, la integral de linea de funciones escalares puede
interpretarse como la integral de linea de la componente de dicho campo vectorial que es
normal a la curva C:

?i(de+Qdy): -7§C(Qdy+(—P)(—dx)) = jliG-Nds,

donde G = (Q,—P),y Nds = (dy,—dx), siendo N el vector normal unitario en cada punto
de C, apuntando hacia afuera de la regién D.

'Este resultado se extiende a R3 para curvas y superficies no necesariamente planas en el espacio, dando lugar al
llamado Teorema de Stokes o del rotor. Seccién 6.5
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Luego, el Teorema de Green se puede expresar alternativamente de la siguiente manera:

La integral de linea de la componente normal de un campo vectorial a lo largo de la curva
cerrada C, frontera positivamente orientada de la regién plana D, es igual a la integral doble
en D de la divergencia de dicho campo ? Escribimos:

% ﬁ-Ndssz(vﬁ)dA
C=0D* D

(donde renombramos el campo vectorial como F).

6.4.2 Ejercicios
1. Evalde la siguiente integral de linea por método directo y usando el teorema de Green:
75‘ (xy dx + x%y* dy), donde C* es el borde orientado positivamente del tridgngulo con

C
vértices (0, 0), (1,0), (1,2).
2. Utilice el Teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo largo de la curva dada,
positivamente orientada:

a) jl{ [(y+ e‘/;) dx + (2x + cos(y?) ) dy], donde C es la frontera de la regién delimitada
c

por las pardbolas y = x* y x = y?

b) jlg F - dF, donde F(x,y) = 1y® + jxy’ y C es laelipse 4x> + y* = 1

c
3. Usando el Teorema de Green, halle el drea de la regién limitada por la curva parametrizada
por (1) = costi+sen’t J, t € [0,2x].

6.5 Teorema de Stokes o Teorema del rotor

El Teorema de Stokes relaciona una integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una
curva cerrada en el espacio, con cierta integral de superficie a través de una superficie que tiene a
dicha curva como frontera.

En la Seccién 6.4 se vimos el Teorema de Green y discutimos “formas vectoriales” de expresar
este teorema. Una de ellas es la siguiente:

La circulacién de la componente tangencial de un campo vectorial a lo largo de una curvaC C R?,
frontera positivamente orientada de la region plana D, es igual a la integral a través de la superficie D
(con orientacién hacia arriba) del rotor del campo vectorial.

Y adelantamos que este resultado (que involucra una regién D y su frontera C en R?) se extiende
a R? para una superficie y su frontera no necesariamente planas, dando lugar al llamado Teorema de
Stokes o del rotor.

Teorema 6.5.1 — Teorema de Stokes (o Teorema del rotor). Sea S C R> una superficie suave a
trozos, simple y orientable del espacio. Sea C = S™ la curva cerrada que es frontera de dicha
superficie, con orientacion positiva respecto de S. Si F (x, ¥, z) es un campo vectorial en el espacio
cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta del espacio que

contiene a S y a C, entonces
¢ Frai= [[@xF)-as
c s

Usando la notacién di = T ds y dS = i1 dS, donde ds indica el elemento de arco de la curva y
dS el elemento de 4rea de la superficie, el Teorema de Stokes se escribe:

}(ﬁ-fds://(%xﬁ)-ﬁd&
C S

2Este resultado se extiende a R? para una superficie cerrada y la region sélida encerrada, dando lugar al llamado
Teorema de Gauss o de la divergencia. Seccién 6.6
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Escrito asi observamos que el Teorema de Stokes establece una equivalencia entre:

laintegral de la componente tangen-
cial de F a lo largo de la frontera
C de S, estando la curva positi-
vamente orientada respecto de la
superficie

la integral de la componente
normal del rotor de un campo
vectorial F a través de una
superficie orientable S

@ Notar que para aplicar el teorema es necesario elegir una orientacion para la curva (cerrada,
simple, suave a trozos) que sea compatible con la orientacién de la superficie (orientable,
simple, suave a trozos). Por otro lado, es imprescindible que el campo vectorial sea de clase
C', de manera que el rotor queda bien definido. Ver Figura 6.5.1.

C=0S"

Figura 6.5.1: Teorema de Stokes: la integral de F tang @ lo largo de C = 9S™ equivale a la integral

de (6 x F )norm @ través de S. La orientacién de la curva C es en sentido positivo respecto a la
superficie S.

No incluimos aqui la demostracién de este importante teorema del andlisis vectorial, pero si
discutimos ejemplos y aplicaciones, analizando sus hipétesis y sus consecuencias.

Haremos la comprobacién de que se cumple el Teorema de Stokes para “un” ejemplo particular.
Como ya hemos dicho, analizar un solo caso no demuestra la validez de una propiedad o teorema,
pero nos servird para ver como funciona y los elementos que intervienen. Realizaremos la verificacién
evaluando las dos integrales del Teorema de Stokes: por un lado la integral de superficie y por el
otro la integral de linea, y comprobaremos que dan el mismo resultado.

m Ejemplo 6.5.1 Verificar el Teorema de Stokes para el campo vectorial F (x,y,2) = 3yi+4zj—6xk,
y la superficie S que es la parte del paraboloide z = 9 — x* — y* que se encuentra por encima
del plano xy, orientada “hacia arriba”.

Antes de utilizar el teorema debemos asegurarnos de que se cumplen todas las hipétesis para
la superficie de integracidn, para su curva frontera, y para el campo vectorial interviniente:
a) Superficie: S :z =9 - x%—y?, con z > 0, es una superficie orientable del espacio;
eligiendo la cara que se ve desde +z, en todo punto de S el vector normal apunta hacia
arriba (esto es, la tercera componente de 7 debe ser siempre positiva). OK v/

b) Curva: C = 0S'. Es la frontera de S, es suave, cerrada y simple; elegimos el
sentido antihorario mirando desde +z, que es el sentido “positivo” respecto de la
superficie S. OK v/

¢) Campo vectorial: F (x,,2) = 3yi+4zj— 6x k tiene sus tres funciones componentes
de clase C! en todo R®. OK v/
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Calculamos por un lado la integral de linea

b
f;F-dr=‘/a F(t)) -7 '(t)dt,

considerando la siguiente parametrizacién de la curva C dada por 7(r) = 3 cos ti+3 sentj+0 k,
con 0 <t < 2x. Para aplicar la definicién de integral de linea, debemos evaluar F en los
puntos 7(r) de la curva, y hallar también la derivada de la funcién vectorial, 7 ’(f), que es un
vector tangente a la curva:

F(7(t)) =3(3sens)i+4(0) j—6(3cost) k=9 senti+0j—18 coss k
7'(t)=-3senti+3cost j+0k

Entonces la integral de linea de Falo largo de C da

fﬁ-d?
C

2
/ (9sent,0,—18cost) - (-3 sent,3cost,0)dt
0

2r 2
1 = cos(2t
/ (—27 sen’ ;) dt = —27 / 1-cos@)
0 0 2

2
o7 o sen(2t)
2 4

= =27

0

Calculamos por otro lado la integral de superficie

// (VX F)-dS = / (VX F)#(x,y)) - (Fe X 7y)dx dy,

s Dy

considerando la siguiente parametrizacion trivial de la superficie S dada por 7(x,y) =
xi+yj+(9—x*—y?)k, con los pardmetros x e y en el circulo Dyy ={(x,y): x?+y* <9},
Para aplicar la definicion de integral de superficie, debemos obtener el rotor de F y evaluarlo
en puntos 7(x, y) de la superficie, y hallar también el vector normal a la superficie inducido
por la parametrizacion, 7 (x, y) X 7y(x, y). Tenemos

iJ k
= = , o 4 9 y
VXF=1o(F) =] - % o = —4i+ 6 - 3k,
3y 4z —6x

que resulta un vector constante en cualquier punto de la superficie S, mientras que el vector
normal a la superficie paramétrica resulta:

iy ok
n=rcxry=|1 0 —2x|=2xi+2yj+k,
0 1 -2y

con tercera componente +1, esto es, la parametrizacion corresponde a la cara del paraboloide
que mira hacia arriba, tal como se deseaba. Sugerencia: grafique la superficie S y marque
sobre ella varios “parches”; en cada parche dibuje el vector normal y el rotor del campo
vectorial.

Entonces la integral de superficie de V x F através de S da



263

//(6 X F)-dS = // (=4,6,-3) - (2x,2y, 1) dx dy = // (=8x + 12y — 3) dx dy
S ny DX)’

-3 // Ldxdy = -3 A(Dyy) = ~27x
D

Xy

donde en la dltima linea, en lugar de hacer los cédlculos explicitamente, hemos aprovechado
el hecho de que las integrales // xdxdy y // y dx dy se anulan por simetria, y
D

ny xy

que // 1 dx dy es igual al 4rea A del circulo de radio 3.
D

Xy
Ambos resultados coinciden. Verificamos, entonces, el Teorema de Stokes en este ejemplo

particular.
[

El Teorema de Stokes es muy util, ya que relaciona una integral de linea a lo largo de la curva
frontera de una superficie en el espacio, con una integral de superficie a través de ésta. En algunos
casos es mds fAcil evaluar la integral de linea que la integral de superficie, en otros al revés:

u Ejemplo 6.5.2 Aplicar el Teorema de Stokes para evaluar la integral de superficie del rotor de
F (x,yv,2)=yi—-xj+ek, a traves de la mitad superior de la superficie esférica que corta
al plano z = 0 en la circunferencia x*> + y? = 1. La superficie est4 orientada en el sentido de
la normal hacia arriba.

El enunciado propone la resolucién de la integral de linea de F, en vez de computar
directamente el flujo de su rotor. Es facil ver que tanto el campo como las regiones (superficie
y su curva frontera) satisfacen las condiciones del teorema. La curva C sobre la cual debemos
integrar estd dada por, en coordenadas cartesianas, x*+ y2 =1, z = 0, y debemos asignarle
sentido antihorario mirando desde +z para que sea coherente con la orientacién hacia arriba
de la superficie dada. Grafique la superficie y la curva, indicando la orientacién de S y el
sentido de C. En forma paramétrica la curva puede expresarse como 7(f) = cos ¢ i+sent j+0k,
cont € [0,2n].

Necesitaremos el campo vectorial evaluado en puntos de la curva: F (x(2), y(2), z(2)) =
senti—costj+k,yel vector 7'(f) = —senti+ cost j. Luego la integral de superficie
pedida se puede calcular por teorema como la siguiente integral de linea:

2
/(VxF)-dS:jlé‘ F-dr = (sent,—cost, 1) - (—sent,cost,0) dt
s C=s+ 0
2
= / (— sen’t — cos> 1 + O) dt = -2nm.
0

Observar que no fue necesario evaluar el rotor del campo vectorial.
[

Dos resultados importantes que se derivan del Teorema de Stokes para campos vectoriales de
clase C! son los siguientes (justifique):

e Si S es una superficie cerrada, entones (% x F ) - ds = 0.
Sc
e Si S; y S, son dos superficies con la misma curva frontera y toma la misma orientacién
respecto de dicha curva, entonces / (6 X ﬁ) .dS = / (6 X ﬁ) - dS.
S[ S2

( Como aplicaria la segunda propiedad para facilitar el cémputo de la integral de superficie del
Ejemplo 6.3.27?
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6.5.1 Ejercicios
1. Obtenga el Teorema de Green como caso particular del Teorema de Stokes.
2. Utilice el Teorema de Stokes para evaluar ﬂ rot(ﬁ ) ds:
S

a) F(x,y,z) = x2e¥i+y*e* j+ 72 k, y S es la superficie de la semiesfera x%+y?+z> = 4,

z > 0, orientada “hacia arriba”.
b) F(x,y,z) = xyzi+xyj+ x2yzk, y S estd formada por la cara superior y las cuatro caras
laterales, pero no la base, del cubo de vértices (+1, 1, £1), orientada “hacia afuera”.

3. Utilice el Teorema de Stokes para evaluar ‘7{ F - d7. En cada caso C estd orientada en sentido

contrario al giro de las agujas del reloj, vistco desde “arriba”:
a) ﬁ(x, y,2) = (x + )i+ (y + 22)j + (z + xDk, y C es el tridngulo con vértices (1, 0, 0),
0,1,0)y (0,0,1).
b) ﬁ(x, y,2) = 2zi + 4xj + 5yk, y C es la curva interseccién del plano z = x + 4 y el
cilindro x> + y? = 4.
4. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (6, y,2) = (x> + 2N+ O+ 2D+
(22 + y*)k, al mover una particula alrededor del borde de la parte de la esfera x>+y*+72 =4
que estd en el primer octante, en sentido antihorario (visto desde “arriba”).

6.6 Teorema de Gauss o Teorema de la divergencia

El Teorema de Gauss relaciona una integral de superficie de un campo vectorial a través de
una superficie cerrada en el espacio, con cierta integral triple en la regién sélida que tiene a dicha
superficie como frontera.

Al discutir en la Seccién 6.4 el Teorema de Green y sus “formas vectoriales”, vimos que podia
expresarse de la siguiente manera:

La integral de linea de la componente normal de un campo vectorial a lo largo de una curva cerrada
C c R?, frontera positivamente orientada de la regién plana D, es igual a la integral doble en D de
la divergencia del campo vectorial.

Y mencionamos que este resultado (que involucra una curva cerrada C y la regién plana D que
ella encierra, en R?) se extiende a R?, pero ahora para el caso de una superficie cerrada y la regién
s6lida que ella encierra, dando lugar al llamado Teorema de Gauss o de la divergencia.

Teorema 6.6.1 — Teorema de Gauss (0 Teorema de la divergencia). Sea E C R> una region sélida
simple del espacio. Sea S = OE™ la superficie cerrada, suave a trozos y orientable que es frontera
de dicha regidn, con orientacién hacia afuera del sélido. Si F (x, y, z) es un campo vectorial en
el espacio cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta del
espacio que contiene a E y a S, entonces:

jéiﬁ-dg*://E(%-ﬁ)dv.

Empleando la notacién dS = 7idS, donde dS indica el elemento de 4rea de la superficie, el

Teorema de Gauss se escribe:
#ﬁ-ﬁdS:/// (ﬁ-ﬁ) dv.
S E

Puesto asi notamos que el Teorema de Gauss establece una equivalencia entre:

la integral de la componente nor-

laintegral de la divergfncia de mal de F a través de la frontera
un campo vectorial F dentro = S de E, estando la superficie po-
de una regioén sdlida E sitivamente orientada respecto del

solido.
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@ Notar que para aplicar el teorema es necesario que la orientacioén de la superficie (cerrada,
orientable, suave a trozos) sea hacia afuera de la regién sélida (simple). Por otro lado, es

imprescindible que el campo vectorial sea de clase C', de forma que la divergencia queda
bien definida. Ver Figura 6.6.1.

Figura 6.6.1: Teorema de Gauss: la integral de From a través de S = OE™, equivale a la integral de
V - F dentro de E. La orientacién de la superficie S es hacia afuera del sélido E.

No incluimos aqui la demostracién de este importante teorema del andlisis vectorial, pero si
discutimos ejemplos y aplicaciones, analizando sus hipétesis y sus consecuencias.

Haremos la comprobacién de que se cumple el Teorema de Gauss para “un” ejemplo particular.
Es sabido que, analizar un solo caso no demuestra la validez de una propiedad o teorema, pero
nos servird para ver cémo funciona y los elementos que intervienen. Realizaremos la verificacién
evaluando las dos integrales del Teorema de Gauss: por un lado la integral de superficie (flujo neto)
y por el otro la integral triple, y comprobaremos que dan el mismo resultado.

m Ejemplo 6.6.1 Verificar el Teorema de Gauss para el campo vectorial F (x,y,2)=xi+yj+zk,
y la esfera s6lida E dada por x> + y? + z> < a?, siendo a un nimero real fijo.

Antes de utilizar el teorema debemos asegurarnos de que se cumplen todas las hipétesis para
la region sélida para su superficie frontera, y para el campo vectorial interviniente:
a) Region sélida: E = {(x, y,z) : x> + y> + 22 < a*} es una regién simple del espacio.
OK v
b) Superficie: S = AE™ estd dada por x> + y* + z> = a”. Es una superficie cerrada, suave
y orientable del espacio; elegimos la cara exterior (esto es, el vector normal debe
apuntar hacia afuera del sélido E). OK v/
¢) Campo vectorial: F (x,y,2) = xi + yJ + zk tiene sus tres funciones componentes de
clase C! en todo R*. OK v/
Calculamos la integral de superficie,

#ﬁ-d§=ﬂ F (F(u,v)) - P X P, dudv
S Dy

Como vimos en el Ejemplo 5.4.2 de la Seccién 5.4.1, una parametrizacion para S es
F(u,v) = acosusenvi+asenusenv j+ acosvk, con (u,v) € [0,2r] x [0, x]. El vector
normal resulta:

2 2

P, X Ty = —a’cosusen’vi—a’

2

senusen’ v j—a’cosvsenvk

y es hacia adentro de la esfera. Por lo tanto su vector opuesto 7, X 7, = —F, X I, porque
se desea que apunte hacia fuera. Ademds, el campo en puntos de la superficie vale:
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F (7(1)) = acosusenvi+asenusenv j+acosv k. Calculamos primero F (F(u, v)) - Py X 7y
que queda

(acosusenv,asenusenv,acosv) - (a2 cosusen’ v, a’ senusen’ v, a’ cosv sen v)

= 613 COS2 vsenvy + a3 COS2 u sen3 v+ 613 sen2 u sen3 1%

= a3 COS2 vsenv + 613 sen3 1% (COS2 u SCI’I2 M)

= a3 COS2 vsenv + a3 SCH3 V= a3 senvy (0082 v+ sen2 V) = 613 senvy

Entonces la integral de superficie de F através de S da

# F-dS=”// F (F(u,v)) - 7y X 1, dudv
S [0,27]x[0, 7]
2 T
/ / a® senv dudv
0 0
2
3

2
a / [—cosv]j du = a3/ 2du = 4nd®
0 0

Por otro lado calculamos la integral triple // (6 - F )dV. La divergencia de Fes:
E
5> s > 0 0 0
V- F=div(F) = —x)+ —U)+ —(2) =3,
V(F) = 5100+ 700+ ()

//E(%-ﬁ)dx/:///EstVﬂ(gnf)=47m3.

Ambos resultados coinciden (para cualquier « fijo). Verificamos, entonces, el Teorema
de Gauss en este ejemplo particular. ]

de modo que

El Teorema de Gauss es muy ttil, ya que relaciona una integral de superficie a través de la
frontera de una region sélida en el espacio, con una integral triple dentro de dicho sélido. En algunos
casos es mds facil evaluar la integral de superficie que la integral triple, en otros al revés:

m Ejemplo 6.6.2 Aplicar el Teorema de Gauss para evaluar la integral de superficie de F (x,y,2) =
xy> 7+ x%y J+ y k), a través de la superficie S del bloque cilindrico E dado por x> + y> < 1
acotado por los planos z = +1.

El enunciado propone la resolucién de la integral triple de la divergencia de F,en vez de
computar directamente el flujo neto del campo (que, en este caso, estd dado por la suma
de tres integrales de superficie: una para la pared lateral cilindrica, y dos para las tapas
inferior y superior del cilindro). Tanto el campo como las regiones (sélido y su superficie
frontera) satisfacen las condiciones del teorema. Tener en cuenta que el enunciado no plantea
si se trata del flujo neto entrante o saliente; dado que la orientacién que impone el teorema
de Gauss es hacia afuera del cilindro, nuestra respuesta sera el flujo saliente (para el flujo
entrante, bastard dar el valor opuesto al obtenido). Grafique el sdlido y su superficie frontera,
indicando el vector normal para cada una de las 3 porciones que la componen.

> - 0 0 0
Necesitamos la divergencia del campo vectorial: V- F = 6—(xy2) + 8_(x2y) + G—(y) =
X y z

y? + x2.
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Luego, la integral de superficie (hacia afuera) se puede calcular por teorema como la siguiente
integral triple:

# ﬁ-d§=///_E%-ﬁdv
S=0E*
1 2 1
://(x2+y2)dV:// /rz(rdrdﬁdz)
E -1J0 0
1

4

2
015" z|', =,
0

donde hemos utilizado transformacioén a coordenadas cilindricas para el cémputo de la
integral triple.

Un resultado importante que se deriva del Teorema de Gauss para campos vectoriales de clase
C?esel siguiente (justifique):
e Si Sc es una superficie suave (o suave a trozos), cerrada y orientable, y F' es un campo

vectorial de clase C 2, entonces
#(ﬁxﬁ)-a@:o.
S

6.6.1 Ejercicios

1. Verifique que se cumple el Teorema de la divergencia para el campo F (x,v,2) =3xi+ xyj +
2xzk , en la regioén sélida E que es el cubo limitado por los planos x =0, x =1,y =0,y =1,
z=0yz=1.

2. Utilice el Teorema de Gauss para evaluar en cada uno de los casos siguientes , la integral de

superficie ‘# F - dS:
N
2 )

a) ﬁ(x, y,2) = —xzi— yzj + 22k , S es el elipsoide x_2 MR

a? b2 2

b) F (x,v,2) = 3xy, y% —x*y*), S es la superficie del tetraedro con vértices (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

3. Sea F (x, v, z) = zarctan(y?)i + 2> In(x? + 1)j + zk . Encuentre el flujo de F que atraviesa la
parte del paraboloide x> + y> + z = 2 que estd arriba del plano z = 1 y estd orientado hacia
arriba.

4. Pruebe las siguientes identidades, suponiendo que S y R satisfacen las correspondientes
condiciones del Teorema de Gauss y las funciones escalares y componentes de los campos
vectoriales tienen derivadas parciales continuas de segundo orden.

a) # (a-n) dS =0, donde d es un vector constante.
S

=1

1 - - - .
b) V(R) = 5#17 - d§. donde F(x. y.2) = 2T+ yJ+ oK.
S
) #rot(ﬁ)-d§: 0
S
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Seccién 6.7. Actividades integradoras y autoevaluacion

6.7 Actividades integradoras y autoevaluacion

6.7.1 Actividades integradoras

1.

10.

11.

12.

13.

Dado el campo vectorial F(x, y,2) = zcos(xz) i + € j+ xcos(xz) k :
a) determinar si F es conservativo en todo R3:
b) en caso afirmativo, obtener una funcién potencial para F mediante la técnica de
integraciones parciales;

- 1
¢) hallar la integral de linea de F a lo largo del tramo de hélice que va desde A( > 0, )

1
hasta B(E, 0,3m).

. Verificar que el campo F (x,y,2) = (2xy, x> + z°,2zy) es conservativo en todo R>. Hallar

la integral de linea a lo largo de una curva que une el punto A(1, 1,0) con B(0, 2, 3). ;Qué
teorema utiliza? Enunciar y demostrar.

. ¢Cudnto vale la circulacién de un campo vectorial F'(x, y) conservativo, a lo largo de cualquier

curva cerrada, suave y simple del plano? Justificar la respuesta.

. Dada la funcidn escalar f(x, y, z), suponiendo que todas las derivadas parciales requeridas

son continuas, verificar la siguiente propiedad:

> 0*f 9*f 9*f
div(Vf) = — + — + —
iv(Vf) 92 + 9y + 522

a) Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F=zi—x j+z k,alolargo de
la curva C determinada por la interseccién de la superficie z = (x — 1)> + y> y el plano
Z = 4, en sentido contrario a las agujas del reloj mirando desde el semieje z positivo.
b) Idem a) pero a lo largo de —C.
Calcular la integral de linea / F - d7, donde F (x,y,2) =2 -y, x, 0)y Ceslacurva

c
interseccion de las superficies z = x> + y* y z = 4y, con C recorrida en sentido antihorario

mirando desde el semieje z positivo.

. Utilizando una integral de linea, calcular el 4rea de la region del primer cuadrante limitada

por larecta x + y = 5 y la circunferencia x> + y* = 25.
Calcular utilizando una funcién potencial, si es posible, / [y2zdx + 2xyzdy + xy* dz]

siendo C una curva en el espacio que va desde A(0, 1, 1) hastg B(2,5,2).

Evaluar la circulacién del campo vectorial F (x,y,2) = y2 i—yj+3z2kalo largo de la curva
en la que el plano 2x + 6y — 3z = 6 corta al cilindro x*> + y? = 1, en el sentido antihorario
visto desde arriba.

Verificar el teorema de Green, siend20 F (x,y) = (y% x*) y C el borde de 1a regién comprendida
entre las grdficasde y =xey = x_'

Considerar una regién plana de tipo I, D = {(x,y) : a < x < b, g1(x) £ y < g(x)}.
Sean P(x,y) = f(y)y Q(x,y) = 0en D, con f’ continua. Aplicar el teorema de Green,

planteando la integral de linea y la integral doble; probar que en ambos casos se llega a
b

/ [f(61(0) - f(ga(t)] dr.

aa) Desarrolle la expresion del Teorema de Stokes en términos de las componentes del
campo vectorial F (x,y,2) = (P(x,y,2),0(x, v, z), R(x, y, 2)), de clase C!, para una
superficie que es la gréfica de la funcién g(x, y) apuntando hacia arriba, esto es S dada
por z = g(x, y) con (x, y) € [0,a] X [0, a], siendo a > 0, fijo.

b) Desarrolle la expresion del Teorema de Gauss en términos de las componentes del
campo vectorial F (x,y,2) = (P(x,y,2),0(x, ¥, 2), R(x, y, 7)), de clase C ! para la regién
sélida R = [0, a] x [0, a] X [0, a], siendo a > 0, fijo.

a) (Coémo emplearia el Teorema de Green para calcular el drea de una regién plana en R?
(sin resolver una integral doble)?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

b) Describa como se podria emplear el Teorema de Stokes para calcular el drea superficial
de una superficie abierta y orientable en R? (sin resolver una integral de superficie).
¢) (Cémo emplearia el Teorema de Gauss para calcular el volumen de una region sélida
en R? (sin resolver una integral triple)?
Verifique que se cumple el Teorema de Stokes para el campo vectorial F (x,y,2) = X2 +
y2j + 722k siendo S la parte del paraboloide z = 1 — x? - y2 que estd arriba del plano xy, con
orientacion hacia arriba.
Evalte la integral de superficie o flujo para el campo vectorial F (x,y,2) = (x% xy, 2), a través
de la superficie S que es la parte del paraboloide z = x* + y* abajo del plano z = 1 con
orientacién hacia arriba.

Aplique el Teorema de Stokes para evaluar jé‘ F - dF donde F (x,y,2) = xyi + yzJ + zxk y

C
C es el tridngulo con vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), orientado en sentido antihorario,
visto desde arriba.

Utilice el Teorema de Gauss para calcular la integral de superficie # (% X é) - dS, donde
s

F (x,v,2) = x 1+ y3j+ 22k y S es la superficie del sélido limitado por el cilindro x% +y? = 1
ylosplanos z=0y z=2.

a) Dado el campo de velocidades de un fluido V= yi — xJ + zk, halle cudntos m>/seg
fluyen a través de la superficie S del cilindro X+ (y - 1)? = 4 limitada por los planos
z=0y z=1

b) Si ala superficie del inciso anterior se agrega la parte sobre el plano z = 0 y la parte
sobre z = 1, calcule el flujo total hacia afuera del sélido encerrado por esas superficies.

Sean S7 y > dos superficies orientables con la misma curva frontera y Fun campo vectorial
diferenciable con continuidad en R>. ;Qué relacién hay entre los flujos del rot(ﬁ ) a través de
estas superficies?

6.7.2 Autoevaluacion

1.

Usando el teorema de Green, hallar el drea de la region encerrada por la elipse parametrizada
por 7(t) = a costi+ b sent jcont € [0, 2x].

Utilice el Teorema de Stokes para evaluar // rot(ﬁ ) dS siendo F (x,y,z) = (x+arctan(yz))i+
S

y?zj + zk,y S es la parte de la semiesfera x = 1/9 — y2 — z2, que se encuentra dentro del
cilindro y* + z* = 4, orientada en el sentido positivo del eje x.

. Utilice el Teorema de Gauss para evaluar en cada uno de los casos siguientes la integral de

superficie # F - dS siendo F (x,y,2) = xzyi - x’z Jj+ z2y12 , S es la superficie de la caja

S
rectangular limitada por los planos x =0, x =3,y=0,y=2,z=0,z=1.
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