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PERTURBACIONES SECULARES DE PLUTON

Por REYNALDO P. CESCO

1. Introduccion. — La solucion del problema capital de la mecdnica celeste depende, como es
sabido, de la integracion rigurosa, hasta ahora no lograda sino en conlados casos particulares, de un
sistema de seis ecuaciones diferenciales simultineas de segundo orden, del cual se conocen cuatro inte-
arales.

Se ha conseguido, sin embargo, integrar dicho sistema por el método de las aproximaciones suce-
sivas, llegandose a expresar los elementos (coordenadas) de cada planeta, en series de potencias de las
masas. Y estas series dan, por resullar convergentes durante muchos siglos, gracias a la pequeifiez de las
masas planetarias con respectoa la del sol, una solucion de aquel gran problema con aproximacion
suficiente para establecer las leorias de los planetas.

Para lograr esta solucion aproximada se procede ordinariamente asi: tomando, por ejemplo, como
elemento infinitesimal, una elipse kepleriana, se transforma, con el auxilio del método de variacion de
las conslanles arbitrarias, el sislema de seis ecuaciones dilerenciales de segundo orden en las coordenadas
(ecuaciones que resultan de aplicar el principio de masa, en coordenadas velativas, a dos cuerpos Py 17
que giran en torno del sol, teniendo en cuenla sus acciones muluas) en un sistema de doce ecuaciones
diferenciales lineales simultineas en los elementos eliptlicos, en cuyos segundos miembros aparvecen las
derivadas parciales con respecto a dichos elementos, de cierla funcion, la funcion perturbadora, que

estando definida en las seis ecuaciones corvespondientes al movimiento de P por la expresion

/ vep? ] I

I’h) 1= oml | —— - )
=7 (5 e

v en las seis reslantes por

A

: 1 ax’ - yy + 22
“11):/./” (3-— e )7

<!

donde A es la distancia entee P (we, v, 2) y P/ (a7, ¥, ) v ry 7 los radios vecloves correspondientes, debe
expresarse en funcion de los elementos v del tiempo por medio de las (Ormulas del movimiento eliptico,

lo cual es imposible sin algoritmos infinitos.
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Por tal motivo se recurre a un adecuado desarrollo en serie de dicha [uncion, cuya convergencia
pueda asegurarse al menos durante cierto liempo, y previo el cilculo de las derivadas, que no ofrece, en
general, dificultad, pues debido a la pequeniez de las excentricidades e inclinaciones de las orbitas, basta
considerar los primeros términos de dicho desarrollo, se caleulan por simples cuadraturas, las perturba-
ciones de los elementos en Jas primeras aproximaciones con respeclo a las masas.

He aqui el esquema del desarrollo clisico de la funcion perturbadora: con la nomenclatura del

parrafo 2 se liene :

1 1
i ! 5 o ( — 5 , 5
1= [ -=r?—arr’cos(v—v 7 — )] *(1d4-x) =
donde
ot sen (0 — ) senv’ — ')
P r =
1?2 —arr cos (v — v -7 —2)
A puesto que
I rondd
P A2r ’
| ¥ |—(’.___’J)'.3
J

v que. en general, esy =sen — pequeiio Yy » y // son notablemente diferentes, es posible desarrollar
. s AR,

1
(1 o) 2, por la formula del binomio, en serie absoluta y rapidamente convergente segun potencias

de 7. Ilecho esto, se desarrolla cada término de —en serie de Taylor, segiin potencias y productos de las

-
excentricidades ¢ v ¢/, v se obtiene, finalmenle, agregando los desarrollos de las segundas partes, que no
ofrecen dificullad :
a'Ry,1 = INete'g¥ cos D

'Ry, g == INe"e™ ¥ cos D
donde
D =on-- 2l 4 jo-- &’ — 2v7.

Este desarrollo ha bastado para estudiar el movimiento de los grandes planetas, pero habiéndose
mosirado insuficiente para dav cuenla de algunos problemas especiales, como por ejemplo del caso
Jipiter-Pallas, han debido los astronomos ingeniarse para descubrir otros. La principal dificultad con-
siste siempre en demostrar la convergencia absoluta de las series de partida, para poder asegurar la del
desarrollo final, y en dar la expresion analitica hasta el grado requerido por las excentricidades corrien-

tes; pero esta ultima es mis bien de carvicler prictico.
Demostrada la posibilidad de desarrollar J on serie convergente segiin los mualtiplos de las longitu-
des medias £y I/, o 1o que es lo mismo, de las anomalias medias 2 y 2/, es decir,

l Al . " .
:‘_—_L\H cos (& -+ J¢' -+ 4),

¥ teniendo en cuenta que las segundas partes de las funciones perturbadoras cavecen de terminos inde
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pendientes de ' 6 {, esto es del tiempo, —— términos seculares —, se tendri como parte secular tnica,
para todas las ecuaciones, la siguiente :

) e

1 ] IO L S
= ton =, 5 ==

lista parte secular da origen en los elementos, como se sabe, salvo en los semi didmetros mayores,
al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales por aproximaciones sucesivas, a ciertos términos de la
forma ¢,/ en la primera aproximacton con respecto a las masas, 5 en la segunda, etc., es decir, a las
perturbaciones seculares del elemento 5, cuya importancia astrondmica y cosmogbnica es excepcional.

L.os métodos conocidos para oblener estas perturbaciones seculares, es decir para determinar las
derivadas de Ag o, son el clasico de las series, que consisle en derivar los érminos seculares de un des-
arrollo cualquiera de la funcion perturbadora, y el muy exacto de Gauss, ttil empero solamente para el
calculo de 51, que reduce el cilculo de las derivadas de Ay o al de fa atraccion ejercida sobre el planela
perturbado, en cada una de sus posiciones (generalmente basta considerar un ntimero de éstas inferior a
veinte para oblener gran precision) por la masa del planeta perturbador supuesta distribuida sobre su
orbita con densidad proporcional a su velocidad.

El objeto de esta memoria es el estudio de las perturbaciones seculares de Pluton, planeta transnep-
tuniano recientemente descubierto, tema que nos ha sido propuesto por nuestro eminente protesor doctor
\. Wilkens, vy que hemos desatrrollado bajo su inteligente y benévola direccion, por todo lo cual le esta-
mos vivamenle agradecidos, palrocinados por el Observatorio Astronomico de la Universidad Nacional de
La Plata, cuyo Director, el ingeniero D. Félix Aguilar ha comprometido muchisimo nuestra gratitud
por habernos comisionado para iniciarlo y alentado tanto para proseguirlo.

La dificultad del problema consiste en calcular las perturbaciones de Pluton debidas a la accion
de Nepluno, cuya oOrbita se cruza con la de aquél, pues es ficil hallar, para cada posicion de Plutén

convenienlemente proxima a su perihelio, una de Neptuno, tal que sea x> 1, resultando por tanto
divergente el desarrollo clasico de la funcion 3 o obstante ser A = 2 u. a., segin el calculo del astro-

nomo [rancés G. Fayet publicado en las Comp. Rend. de Paris (193), piginas 144-146.

Xl método de Gauss debe descartarse, puesto que se estd aproximadamente en el caso de Orbitas que
se corlan, de manera que, o bien su aplicacion es practicamente imposible, o lo es en extremo laboriosa,
aparte de que, como los demis métodos numéricos que puedan ulilizarse, solo se presta para el cileulo

de las perturbaciones seculares en la primera aproximacion con respecto a las masas.
, . . [ ; .
He aqui los resultados obtenidos : en el capitulo 1 damos un desarrvollo de 3 segun potencias de e,

¢ v 2, formalmente igual al clasico de Laplace-Le Verrier, ampliado con el octavo orden por Boguet,
pero con coeficientes esencialmente dislintos, v cuva convergencia demostramos atin en el caso tan desfa-
vorable del par de planetas mencionados; y ademis, la expresion general de la parte secular de la funcion
perturbadora vy las formulas para calcular, con independencia del desarvollo periddico, esto es, de las
operaciones con las clasicas series auxiliares, los términos de cualquier orden con respecto a las excen-
tricidades e inclinaciones de las Orbitas.

Iin el capitulo 11 se dan las formulas para calcular los coeficientes y sus devivadas, primero para un
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valor particular de la inclinacion mutua de las orbitas y luego en general, tal como aparecen en el des-
arrollo de la funcién perturbadora.

Finalmente, en el capitulo IlI, recurriendo a la representacion por integrales dobles (Gauss) de la
funcion perturbadora y de sus derivadas, logramos establecer, mediante una conveniente aplicaciéon de la
teoria de aproximacion por polinomios, un método para calcular perturbaciones seculares, con una apro-
ximacion prefijada, al menos en la primera aproximacion con respecto a las masas. aplicandole en el
capitulo 1V al caso de Neptuno-Pluton.

Falta estudiar todavia las perturbaciones seculares en la segunda aproximacion con respecto a las
masas y las importantes desigualdades a largos periodos debidas a las conmensurabilidades aproxima-
das de los movimientos medios de Urano v Neptuno con el de Pluton, anotadas desde hace tiempo por
\. Wilkens en su Nota: Bemerkungen iiber den transneplunischen Planeten Pluto, Astr. Nachr. (240),

paginas 85-88.



CAPITULO 1

2. Indiquemos cona. e, 9, ¢, o,z y «, ¢, 0V, ¢/, o, ¢ los elementos elipticos de los planetas P v P/,
v sean 7, 1’ los radios veclores, v, ¢’ las longitudes en las Orbi-
tas v m, m’ las masas.

Tomemos como plano fundamental el de la ecliptica vy
sea (i el nodo ascendente de P’ repecto a P. Si denominamos

con 7 y 7 respectivamente, las longitudes de G en las Orbitas de

Py P’ ycon J la inclinacion mutua de dichas orbitas, resulla,
por las formulas de Gauss :
sen J sen (z — ) = sen ¢’ sen (h — ¢)

sen J sen (v —#') =sen gsen (§ —§') ;

Figura 1

v ademas

cos ¢’ —— sen o sen ¢/ cos (H — 6').

3

cos.J = cos -

wn

3. Essabido que la parte principal Ry de la funcion perturbadora correspondiente a la accion de P

sobre P’, se obliene multiplicando por /. m la expresion siguiente :

1
Iy = = = (¥ - 12— a2’ cos V) ®
A
donde \ es el angulo formado por los radios vecloves r v 1.
Es
cos V=cos (v — 1) cos (v — ') -{ -sen (0 — z)sen (0 — )y cos )
=cos(0— ' -7 —<7)—agsen (v — ) sen (v — 77)
donde
; "
T = sS¢n- —;
9

v si se reemplaza el doble producto de senos del segundo miembro por diferencia de cosenos, resultara
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cos V=1?cos (v — v 4-t' — 1) =% cos (v - V' — : —7'),

donde v =1 — %*; ¥ si hacemos

A2=r:-r?—arrvcos (v —v' -7 —=2)

‘_.)f""'f‘: COs ('\ | p' —_— T")

A

la funcion Ry podra escribirse asi :
1

Ih:A;’(:m_\}'i-

Ahora bien, para todo v, e. d., cualquiera sea la inclinacion mutua de las orbitas, se tiene

i

1
=3, ’./)2 _{__ 21'}"‘q2 <1,

X<

s1 7 ==1"; v si la diferencia » — 7 alcanza el valor cero, como ocurre en el caso de Neptuno-Pluton, la
expresion
7° COoS (2 — %)
(—\,]r=r' —— ‘ : - ?

1 —v2cos(x— ')

donde x=1v—< vy 2’=1v"— </, cuyo valor absoluto se conserva < 1, no puede alcanzar el valor - 1 a
menos que exista choque, e. d., que sea simulldneamente

a—+ 2 =2k%

Dby k) =0, 4 142, ...

o — 2/.'-_-‘:

ni tampoco el valor — 1, pues para esto deberia ser

!{1:

[l
i
n

x4«
I4

|

o= 2]1'2'._. )

Il
+
n

de donde resulia, por ser

0 =W -
vV=w -,
s=w+o—=(hk --2k) - =—4n "
2 = 2
7 =w - & — =k — 2ks)

0 sea

cosw == sen (& — 3)

cos ' = - sen (& — 7’)
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lo cual es incompatible con =17, en el caso mencionado, como es ficil comprobar numéricamente con

los datos v resultados del §14.
Podremos, pues, desarrollar Ry por la formula del binomio en serie absoluta y uniformemente

convergente, obteniéndose :

2— oy cos (v — v - — 1)

[ g

’

Ry =[r-+r

. _ rr’ ‘1.2 __}_ ,./:3 LB 2,.’./,"2 cos (L‘ — _T_ - T)J

w2 W

I 3 ,
e—eapicos(v v —1—7)
2 ,

—> 1.3

AR — 2 cos (0 — v - P —1)] 2 hit cos? (v + v/ — 71 —7)

[

2.4

4. Para desarrollar ahora R; en serie de Taylor, segiin polencias y productos de las excentricidades
e y ¢, calcularemos el valor Ry de R; para ¢=¢ =o.
Puesto que para e=¢ =0 resulta r

medias, se lendra :
Ry = [@® + @? — 2aa’?cos ({ — ' -7 — )] 2

|

+ aad’ [a® + a® — 2aa™? cos (I —V < —=<)] 2.q4*cos({ -1 —=<—7)

L a2a” [a? + a’? — 2aav?cos (I — ' 7 —=3)] 2. 7 t.2cos (U —<—7)

Veremos mas adelante que las expresiones

1

§—— -5

(aa’)  Z|a* - a* — 2aa’v7 cos ] =

pueden desarrollarse en series convergentes de cosenos, pudiéndose por tanto escribir:

. _ . —= | S , . . .
|a? - a”? — 2a¢’ (1 —n?)cosd] *=— § AOcosuw, A\ = At=D
i 5 o
5 ) , 2 5 ¥ B0 eos i () — B—0
aa' [a? - @? — 2aad’ (1 — ) cos Y] *=— Y BUcosuy, BO =B
, o &
,,'.,' i > ) : .
ata’? [a? - a”? — 2aa’ (1 —g2)cosy] 2=— Y G cosuy, CO = (=9
: . y &
,,.7 y >
« . 9 B F: ] ~ . a : o
ada’® ja? -- a” — 2ad’ (1 — ) cosy| T=—F DOcosu, D® = D9
4 —>
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0
ol . == : (O ol i Ly '
ata [a? - a? — 2aa’ (1 — ) cosy] 2=— F LOcosy, E = 9
; . :
, ¥ en general,
Pogs o L g - i 0 ‘ i) (—i)
(ad’) *[a® - a® — 200’ (1 — ) cosdy] =- Y A cosi, A=A "
P) = s i s s

Sireemplazamos en Ro, poniendo ademas, en vez de las potencias de cos (! - I/ — 7 —7') sus expre-
siones en funcion de los cosenos de los multiplos del argumento, e. d.,

2 cos? x =C0s 24 -}- I
2% cos? x = cos 3z -+ 3 cos a

2% cos? a = cos fja - J cos 2a 3

v para simplificar, » = [~ —=, con lo cual

[— - —r=—(I'—)

resultara

1 .
Ro= 52 Acosi(I'—7)

LS %CJ E BO cos i (/ — %) cos (l/ S — 27

),

I D ~ . ~ 2 -
+y 7 LGP cosi(t =) [eos s (£ — 2¥) 1]

I 5 . :
s 78 Y DO cos i (I

n)fcos 3 (I +-n—27) 3 cos (! -~ n — 27))

13D

+ e B0 cosi(r

nleos Al 1 —a7)y+heosa(V A-3—27) -3

() sea

A ’ 13 . 330 A
Ro==YA0cosi(l/ —2) =14 YCOcosi(! —N)+=-—18YEOcosi(l—?
{ 22 ) -1 24 [ 21 % ( ) 2 64 [ }4 ( )+

L 00RO ane f (J 30 . S o . )
;'{;'UB «-(»sz(/——/\)~{~;gr"21)<"cnsz([—/.)- feos (U =N — a2

& S o . :
- YEOcosi(V—2)4-...

) _ ) )
5 /; 7hd E CWcosi (It — ’) -

ri
35
64

cos 2 (I’ -+ n — 27')

CRF=N
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13
Lh ] D(i) 1 ([/ %Y . MRl A
’WL‘T)(Q'AE cosi(l' —n) 4 ...[cos 3 (' -0 —27)
L1239 e amn il —) [ B
—;'-;.,‘GZE cosi(I'—n) -~ ...{cos 4 (I' -0 —27)
Transformando los productos de cosenos en sumas, mediante la formula
2cosi(I'—n)cosj(I' -n—2)y=cos{(i - ) —(i— j)n—2j7|
L-cos (i — ) I'— (i -+ )7 - 2/7]
v reemplazando, tendremos :
1 . . o 3, . S 10d . e o
Ro=-YA0cosi(l!' —70) <L COcosi (' —n)+ —#3 T EOcosi(I'— )+ ...
2 3 ' 128 '
o, . . . . . ; . o R .
Fon? i IBOcos[(i - 1)l — (i —1)A— 2] - F B cos [({ — 1) ! — (i 4+ 1) A + 27|
i
. l:—) . - 1 N A g + - 1
A== T DOcos[ (i 1)l — (i — 1) n— 2] - Y DO cos[(i — 1) ! — (i =~ 1) 7. - 27}
39 ‘ i
3 . . .
T'rf]'EC(”COS[(I»—{«z)l’———(l—))/\——| -3 CPcos (i —2) ! — (i - 2) n - 4]
16
| 3:) (l) l’ . —i— l< (‘ , o . - [AAN]
5 84 EO cos[(i -~ 2) (t—2)n—"1= y cos[(i—2) !/ —(i--2)7— 47
S ) 4 o - . Qv oy . .
3 W I DY cos (-4 3) I — (i = 3) h — 6 - T DO cos [(i = 3) ' — (i - 5) 7 - 6]
)
35 . " ST . - . '}
4 S8 DB cos [(i- ) — (i — h)h— 8] -1 T EO cos[(i— A) & — (i~ 4) i - 87
200
Podemos cambiar respectivamente en la 4*, 5%, ..., 13*, sumatoria de la expresion anterior, ¢ en

[— X, i1, i—0, i, i—2, (42, i—2, i+2 (—3, i3, i—4, (44, con lo que resultara

100 - . .
5 S EO cos i (I —7) -
I l".l\ -l

[ . B : S,
Ry=-3A0Ocosi(l'—u) -+ q'r“ Y GO cosi(
2 ¢

L2 S Bt—Vcosfull — ({—2)%—27] - LBV o8 [l — (61 2) & - 29§
A

A S Y D= cos [l — (i — 2y n— 2] - DD cos [l — (i -=2) k- 27
J2-
03
D) \Wal § . . - 1 A8 1 i [ . - i 7
4-—7-043}_A(J‘“-"cos‘tl’——(t——’;)/,——1-.’}—1-}:(“‘--’))Lﬂs‘l/’—(l - D=4
16
of

8 L EC=2 cos [ill — (i — 4) . — 4] - TECHD cos [l — (i 4 4) A - 4]
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260 Y D=3 cos [ilf — (i — 6) h— 67] - $DE+ cos [ill — (i - 6) n - 6] |

aETARP
L3O S EG9 cos it — (i — 8) % — 8v'] - TECHY cos [l — (i - 8) -+ 8]} + ..
220

Y si ahora cambiamos { en — ¢ en las sumas 5°, 7%, 9%, 11, 13%, 13" y observamos que
B—i+D — Bi-1: DEi+D —=D6—D; Ci+d = C—2; E—i+d =FE(—2; DEi+8)—=]i-3

cos |— il —(—i+2)h vl =cos[il — (i —2)% —27]; ...,

tendremos
I S . .":4 ! mor 1().'18 gy TR
Ro==YA®cosi(! —")*‘g'ﬁ YCOcosi(I'—n) -+ & YEOcosi(l! —un) ...
4 4

=it Y B D eos [ilf — (i — 2) h — 27]

SOTE s , : X " .
—;—T-@"El)(‘—”cos[zl’——(h——2)/\——2-.’J
16
3 iy - . . :
’*ST'J'E(A(I—Q)COSJ[,_([—/I)/\_—“,I-.,J
o)
395
e — 8 Y EC— Y cos [l — (i — h) n— 47
32
! [ D 6N i—2) SNk , R-!
e — 8 ¥ DE=3 cos [l — (1 — 6) h — 6]
16
o 3D . : . ,
G+ — i SECYcos [l — (i —8)n— 8] ...,
L age = :

o lodavia

Ro =3 M@ cos i (' —7)

L Y NOcos|i(l' — %) + 2n — 27

— YPWcos [i{l' — )+ hn— 4]

¥ QWcos[i (' — ) 61— 67

= Y ROcos i (I — ) -~ 8) — 87
0 mis simplemente

Ro =3 K@M cos [t — W — (i — h) 7],

en cuyas expresiones hemos puesto para abreviar

MO — 2 g0 *E'G*C“’ 199 spe

9 o) 128
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1)
. , A 0] . (
\.(') = .r'_’“(u -1) . !7 _..qfi|)(: - 1)
2 16
3 35
PO == " b~ 4 VB — 1
AL - 39 "
s ) ‘
OO — S 'I}GI)("_ B
b 10 '
RO — —éj— T‘QI‘:“‘ =) L
128" ‘
REH =M®O para h=1
— \O h — [—— P
— P h:l—-——’]
— (O h=i{—6
:l{(f) /L:l———(\)
5. Para obtener ahora Ry basta reemplazar en Ry las magnitudes a, o/, n=1[-1-<—< v I respec-

tivamenle por a (1 --x), @/ (1 + '), A}~y v U4

Para que esla substitucion no altere la convergencia de la serie final de Ry, debemos demostrar que
las expresiones
& &

I 98 === —9 —9 —9 seey
2 2 2

|12 =12 — 211’ {1 —*) cos

=

son desarrollables en series convergentes de IFourier, aun cuando no sea constantemente »» <7’ puesto
que para obtener dicha serie de Ry hemos supuesto desarrolladas en series convergentes del mismo tipo
las expresiones
4 - y 5 e = i o o
|u— —I- a’-—2aa’(1 *'r,')t.‘ﬂﬁ '.';| IRt e M B L
- 2 2 9

Se tiene

s T1—s
|’.'.' | g2 arr (1 _rlg} COS ,J| = . e
[ \ T Py — .r'-)s

/& !

I i i
— - --) — 2C0s Y

2 ’ 3 s
I —7 /

v poniendo con Le Verrvier (Annales de ' Obs. de Parws, U1, pig. 399),

de donde

resulta
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Ambas raices son posilivas v si 7 == 0 una, la que corresponde al signo menos, es siempre menor

que la unidad.
Siose toma la raiz menor, se liene

3
5 X . s
2 o2 app 3 3 —_ e [ | oy —
rElpt—apr' (1 —77)cosy —_— (1 2 27 COS 1Y)
[ 7 ] PSps ( 1 .r‘.’)s ( ! i

v el segundo miembro se puede desarrolar en serie de Fourier de cosenos, convergenle, porser 0 <2< 1,

.
1 9 J « 0
PAtA § == —s —y —3 «oos ¥ CUAlCSUICTA ue sean 7 v 77,
' D29 '
La serie que oblendremos para Ry electuando el reemplazo indicado, expresada por medio de los

coeflicientes K& o de Tos MO NO PO " es formalmente ignal a la de Le Vervier ampliada con el

aclavo orden por Boquet: pero dichos coeficientes M@ N® " tienen expresiones esencialmente dis-

tintas.
Recordemos que si se pone

5

P —9 r— ¥ 5 11

T cos hy ..."( uy hy g COS G
n

e
pP—isemhy =738, i, . sennt

J SUR
n=1
N1/ <& S oo
P\ x'7costy o * -
— 1)t N W oS
: (/ o ri 2, Ui 05 25
)\ ' sen iy’ o %
(— 1)7 ([ it 08 =V S . sen 'Y,
\g/ (x " p+L 2 ke )

3/4‘ h,p,q == (‘n‘ f.,!.,:/ o bu,h,p,r/

L | v
’:n,fx_,u_ q e (‘n, ""I" /A 'Hn, fr,'rn, 4

o * Q*
“nlyiypyg = ‘uii.p,q = e iWp.q
::.'_n,’,.,rf — "u’,i,‘n,r/ = h‘-."i_'n,f',

donde y e v son las ecuaciones del centro v 7 v 2 las anomalias medias, resulta

S AL - T * : ~
hi=- 3 & l\" Y ¥ 1%kt ipqCOS (LAY —(h—n)h—nw— e’ — ({1 — )<
li=—oc p=0 q=0 (n,n")=0
- Gu, h, p, ¢, i, p, ¢ COB [((— Yl — (h -~ nYn - new =& — (L — h) =+
* g L 1 ~ .
= S g o i g COS [(L~—= 1)U — (h— )% — nw - e/ — ({ — h) 7]
~ Su, b, T, i py g COS [(E 4=V — (W= n) 3+ nw — &’ — ([ — h) ¢ .
donde

i, h h
l\(L ): I\("")
0
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(i, h) aP PR 6 H

P 177 dap

N

w=a -+ —3
v h debe tomar los valores ¢, i—a, i — 4, i —G, ...
Para hallar ahora la parte secular —[Ri] — de Ry, e. d., los términos de Ry independientes de las
longitudes medias [ y I/, haremos sucesivamente en la formula anterior, h=1, i— 2, (— 4, ...; busca-
remos para cada h los valores de n y n” que ignalan los coeficientes de I y 7.y en el término correspon-

diente

\n.n‘.l,p,q COS [3 (i) (/, — )\) i 1210 :t /l,(:‘),'—' 2/{‘.]

daremos a ¢ el valor deducido de la ecuacion 3 (1) = o.

St observamos que para h=1i—2ak, k=o0, 1, 2, ..., el argumento del coseno de la primera linea

de términos que componen Ry es

(L)l —(—n'— k) — ny —n'ey — 2/

v que la igualdad
= =1i— (n--2k)

exige que sea k= n=n’=o0, la suma parcial que corresponde a dicha linea no dard mas términos secu-
lares que éstos :

I s *

/

X 0, 0) .
77 E l\p E 50,0,[),7:0,(),[),/]
p=0 fl—.u

-—

I argumento del coseno de la segunda linea es
({— YV — (- n—2k)7-1-no |- e —2ks

y por consiguiente serd i — ' =1{--n—ak, si n =1k —n.
Si damos a ¢ el valor n/, de donde h=n'— 2/, oblendremos los signientes términos seculaves

correspondientes a la suma parcial de dicha segunda linea :

:\: :',-'E \: (n’, n* —2k) c‘ ¥ r ’ o , \
L L 2' I\ Ik —nt; — (I ”I)Yp‘[/:”’,"l.pyf] COS 7( ‘)4/!‘ — 1! )(0) ARG e ‘),/1'-. ] 2

o
=0 nw=0 \p=0 I g=0

I
(p
Analogamente resulta para la lercera, con el argumento

(i—nm)lI —(—n—2k)s—nw -~ n'&’ — 2k n=n"—2k, i==nr 3 h—=—n'— 2k,

obteniéndose por tanto,

I ": a“:‘ l‘\‘- . (n*, n' —2L) f’, - .\* ’ | )~ / ’
} k=0 n'=2% p=u ¥ q=u

Finalmente, de la suma parcial covrespondiente a la cuarta linea resultan los siguientes términos

seculares :
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I st (—n—nt—2%) L * ’ T ’
2 I3 K Sk, — @K+ w), prgOur, — wy p, g €OS [(2h 4 1) 0 — W& — 2h+']
| k=0 n=0 p=0 r q=0

por ser el argumento del coseno

(i~=ay ¥ —{i -} h——ak)3 - o —08 — 3k,
\ | |

luego
n=-ak-}+n, i =—n' v h=—n"—2k.
\hora bien, se tiene
Gl = h,p.q = Cn, fn,j'u, 7 _i- bn, s 'r"l“ q == au, hypyygs ll- Z O
* ¥ K o —
:n'. — i, P S (‘u', Pt _f_ '\n'. — 4,09 = :re', L P ? l > 05
v ademis
I\(—— wy— n'—2k) I—(lt’+2’\'y ")
P =Py ?
pues recordando que
. (i—h (1—4)
( 9 a0 < 1 o |
Rbi—24) — X (0 — In‘f,')i'.-\ = 21‘!‘,“+{\ 5 + R
""+3 k+ 3
resulla
. ) (n" + k)
[\|7,‘ s = —20) \(—ﬂ} e iu‘r")k‘\ 4 + N T X(ur_g_‘l};] = [\(u‘ + 2k, n')

Sustituyendo v agrupando se tendrd

. 1 ;‘ 0,0 4 L %
i“ll — ’; 2z I\ }‘ :U<“'P"I:U'U.f"-'i"
p=0 r/:"
ES YL oc
I rt -t nt=—2k) P *
ERSOROE ROy i SR b
' ) Cok —un, Wk —w, p, g%nt, 0%, p, g COS (2 —N")w +— N’ — 2k
l.'.‘.‘dlln";(]".u,n ! ,[,:0 (P = 15 D 7\ I( ) L ; I
iR s vy ron!— 2k R ¥* ;
s \’\ v \ \1 Iv{ﬂ.l 2k) {‘ < . l ‘ ‘
) A 3 T . o0R .l (=Y !
A St — 2k, ' — 2k, p.gow,w, p.g ¢ €OS [(2h — ') w - & — 2ks
PR & 2k — 2k, g €08 | o J
' I o2 g o9 (n* ok n' P
4o F V) HFREEEO B 2 [ | "
/ ; \ (1) | ’ € - p . P 0 ’ P~y -
A ) / “2Uk n', 2k 4 n', p, gen’, n COS .J.l =1 )(j 1] —— l,
I k=20 w0 1-:11 : V‘:tl N TP GEIL LD G ( “ o ' » x5 J
Siponemos
5(“ . (‘ % ¥
'm.n o) ’”i-l”‘li.l""‘-'l,",").l'l
g=0
se tendra
IS 004
Inll——-—T S l\ .\I
I p=0 r 0,
1 D{x :1 l\-l'.’h.un\‘{,-.,- o ;
] h COS TR A ol
Il ’.:’ll.”:‘ll P 0,2k 05(2‘“ 2R7)
1 oo o o> o .
SE\Y \\ \ N i (n', n "““\‘(.“) (
\ ) ~fOS . ! IRy "
/ Diag_ o . 2 COS 2/.-._ o 3 — g e
o4 ’x':‘U M :U ',‘:‘“ P 2k nl,n ‘ “ n )(IJ | nw ..’,\. !



Reysxarpo P. Cesco, Perturbaciones seeulares de Pluton 19

I ‘\\ “; \ A; (n' 4 2k, n’) (p) "
e b YR S ms{(zl Yy o — ' — a2k
| k=0 n'=0 ) pr(\ R ‘A-I nyn' \

v sumando con respecto a k e introduciendo los coeficientes M@, Nt Pe) - endremos finalmente :

{

) B
J 0) ~(p) 2) ‘I‘
[Rl]' 24 I Sn 0 ‘11 E \, 0.9 COS (20 — 27')
b p=0

) o (p) "
2‘ P S‘,’4CO~(/|M’— A=)

| p=0

I S @alp)
e o S,IO(‘ON(‘)())—)‘)
I

p=0 !
T () S (p)
Sz ) \ SN
—{—/ngol,p 008 (o —47)
—t—- .
g = () o (p) .
++ T I MS,, cos(nw — ni')
M =i s l);ﬂ '
I oc >0

N n ( | =
SRR N( \ “p+) LCos[(n - 2)w — ne' — 27|
| n=—o0 p=0

I >0 oc

N D P("H’S D a0 [(n = 4) w—ni’ — 47]
'I n ,

=— 00 I):O

*
Ahora bien, las cantidades 2, . , .

v

N . (p) K -
3 gque aparecen en las 8™ del desarrollo anterior, son
n,n,p,q m,n

diferencias de coeficientes de series de Fourier y pueden, por tanto, expresarse de la siguiente manera

e

\ P —9d?
U]

) 1
€0,0. pog — —

~
~
“

2 = ( . 24 L4
mym, p, g = _ g xP—17(cos my cos m;— senmy sen mz) d?

41 y
= j P =1 cos mwd?
0

‘

"= /e
* 1 4 fo ' )
e —_‘tﬁn‘f(l \ s
0,0,p,q = r[ plE ==& yp+

- . 1) ) 17'/1/ i o , - -
3 = (—1)¢ ‘ —————— (cos ny’ cos nl — sen ny’sen ng )
o, p,q - U‘l - .l‘,)ll+ v . .

™ q

7

l

o) N 10
= (—1)¢ [ ‘ — cos nu'dy’
T q) Jo (1 = x)p Tl

donde y es la ecuacion del centro v por definicion w =y -- { la anomalia verdadera de P, y andloga-
mente w' =y - ¥ la de P’.



OBSERVATORIO x\S'l‘RO.\'(')A\[lCO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

20
Se tendrd pues, haciendo
'\0,0 =1, \m,l] = 3\0,11 =2 Am,n = ,I
. I L ) dzd?
7 e St \ \ 3 1) P).rf’—qgc"i GOSN COS N ————rry
Z = JoJog=0 ; (F —& )P

>\Iﬂ n ": ": ':’: e w/ I) i - / { :{[;,
———— N COS MU GOSN ————
T+«

o 772 olo\I — e
Recordando que
/ ’
13______ . M= #_.
I+ & cosuw’

It
—

I ——ecosw

v que las derivadas de w v w’ con respecto a { v 7 son lunciones conocidas de » y 17, respectivamente, en

virtud del principio de las areas ; eslo es

»\ 2 7\ 2

" 1 r\e . 1 1\=

dt = ; (— dw : ll,’ v dw’
J1—e*\a : J1—e?\a
tendremos
() :\ bkt = (= fa'r rp 2 » ) i
<l —_— —) =] cos mw cos nw'dwdw
m, n 7272 Vo 1o \ar”’ al \a’

’

( I)q ((/) lm,p——(/‘ I"~P_'/

q=0
donde
1 SR p—q+2 ;
lnp—g=—1\ (= cos mwdw, =1 — ¢
7% lo \a
I (= P\—((p—q9—1) ;
I =—\ |5 cos nw'dw’, W =1 —e?
mp—q  #'m o \a

El caleulo de estas integrales no ofrece dificultad, resultando como puede verse en Tisserand (Méc.
?-l.

W |

-2)(p—¢+3) ... (p—g+m4an I)('e‘) :

a fa\m oe
r'"’)ﬁ--~v;+ﬁ—f(‘) y P—q¢T
i “ w!(p-t-m)!

Cél., t. 1, pag. 243 v 258) :

e

2

w=0

lm,[;—q :(_ 14T

- 1 af\ n l;l; ‘PAV*"W]J} / [ D
] =] 8'3)_(."*'f'.‘,}(i ~ ) (I’__'l_l) =1 22 (€Y
P ' ) ,2 ;,Li'u N -f‘" 24, j 1 ) 2 b P ﬂ': (1
1 [al\n oo L. A W\ 2u
I =(—1)( p"-')i("_) 5 (“4: 3.") (i .
.2, a=0 R / | 2

"

A continuacion escribiremos el desarrollo de [Ry| considerando solamente los términos de orden
Y . S - - g . R L 0o N .
menor o 1gual al octavo con respecto a s == z’:;yr‘s dejindolo expresado por medio de los coefi-

como conviene para los casos en que 4 no es muy pequeiio (Le Verrier):

cientes M@ No_po
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“‘1’ — MO S <O __3_ -\I(“)S(l) e el “(t»S(N)

10,0 & 0,0
I 5 (U} {l) 5(1) (1) ., (8)
g™ L - . /e 208 (6 —
25 41 “1 g e \I'_“ 51 : COSs () ")
) G (2) 4 (8) .
-~ ’w 28, + MEST - MISE ] cos (26 — am)
1 () 0 ) ) (%
-+ — [N€@ 48, \ b g+ oo N 'S | cos (26 — 27)
9 30,2
I o (0) 2. (1) -(2) o (8)
N8 NS L U NYSY ] cos (9 — 27
: . NS, _ \“ I cos (200 — 27)
1 (V) (l) m (1) ®) T
- \“)S -t A o NS 208 (0 - w— 27
] . b]'l i + e cOs (o 0] 2% )
I lnama® B () (3) . () Ve o
L IMOS - M7S T - - LMTST [ cos (36— 3
AL 53 M| bgy,5 i S, | 08 (36 — Su)
1 ) (3 (1) -(3) o (¥) =
4 [Nes® L N®W N 08 { B =ty 2y
7 b La T NS A - N, b],:sj cos (30 — w — 27')
| { - (0) - (3) o (1) (3) . (8) ’
—_— \( \ _\ - iy — \ s ~OS ‘1 —7’_‘)-"
m o ‘r,lb:“{— F‘R’3,1 cos (v — &' — 27)
I ) (1) | (4) - (3) .
B hlms + M8 MOS8 Teos (4 — ho)
92| 4,4 4,4 B 4,4
I [.- (0) a1y - (4) < (8) &
S LN o = s(he — 20— 27
i ,l _\ )82,4—]—\1 52’4 '-{ -\8 b_l,4 08 (1o 20 2=7)
17 0) 4) (1) () o (®) ~
e ( 2 _ i H R ’ o ' B |
- A \ 34 )—{— \1 S4,2—+ \8 S4,2 cos (4w — 26 9<")
1 (0 ) = (1) 4 1 5 ’
+—[Pws® L PPSY L PUS | cos (haf — o)
2 0,4 3 4§
| 0) 4.1 1) (8
-+~ I’“’S( -+ pPsY 4 PYSY | cos (A& — 47)
9 10,4 O T
! () (4} &) )
- |[PWS ™ - |’ - PSS cos (dw— 47)
2 1,0 1,0 3 4,0
1 ,0 8) (I ) (3) .. (8) 0 | ’
- l"" ) I’ W PYSY | cos (3w 4 & — 47)
I A I i 8 3,1 y
L i l’(2’ (0 I’( 2 th) 1,1 )SW)J cos (2w 2% — he')
] e ) L ]
| L ’
—{— —l I’(”S(o’ e l)mﬁm o I't ’|.w Cos (w == o5 — ’1? )
fl 1,80 & I I g 1,8 -

21
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22
(1))
~ —
0.0
1 | : 9,72 204 N T Byt 17 (S [Pl
G TR e o i gl i sl g T e

L R S0yt 98y2y - 18y - 156%™ 100y/8 |- 760y%% - fgoy"®

T 0,0

S = 6yt 4 4822 - 18y - 72" + 576y A 20057 Shoyty - 4320y%/8 - 147048
S = (it - iy Oyt Syt - grayy - 2000 - hnhoytyt o 11600y <= 250y
S = 2078 - hpoyyt <= 660yt - 100y - Gooy Sy - 1170074 - 170007 - 2450y

7 = 20,8 - 180y - 180y -+ 200 4 2980y - 13660yt - 1holioy®yS + 1470
\:uio = 70" - 2800y%/* -- 10080y*y"* 4 6160y>/"® -- 4g0oy™ (')

(1) Correcciones al desarrollo de M. F. Boguet :

Pdgina B. =3, en vez de

x'7 cos iy’ ) - il )
———g =+ 500y'8 + 2 (357'7) cos ' 4 2 (448%/8) cos 22 -+ 2 (2177 cos 35’ + 2 (224,'8) cos fz’
1+ 7'
4+ 2 (74 Ticos 5z + 2 (64'8) cos 65" -} 247 cos 72’ -+ 2 (8'8) cos 8
debe leerse
'7 cos iy

- = 490y’ 4 2 (357'T)cos 2! + 2 (4207'8) cos 2z’ 4 2 (214'7) cos 33" + 2 (2524'8) cos 42’

(14 '8
+ 2 (54'7) cos 32" + 2 (92y'8) cos 65" - 24’7 cos 72" + 2 (1578 cos 8%’

L consecuencia, las formulas 159, 166, 186, 209 v 228, deben corregirse de la siguiente manera :

Pég. B. 32, renglén 4°: en vez de 280 l(fli), léase  a4h l\:“;
Pég. B. 34, renglén 7°: en vez de s %(896 -+ 560) K;i’ léase - %(b‘.’;o —+ 36i) l\i” :
Pag. B. fo, renglon viltimo : en vez de ii "48 4 56i) I\f” léase ‘l;(;')o’; + 561 K:i);
Pig. B. 49, renglon altimo : en vez de (64 + 1:;i}|iil“ I¢ase (93 + 1210) l\"_lh
Pag. B. 58, renglon 13 : en vez de (8 + ai) l\;“ léase (1D 4 a1) l\i“;
Pag. B. 36, (6rmula (173), en vez de :7 213500 L 1foi) — |ﬁuh: I\:” Wise : _5(3500 + 1i0i) — =oh : l\.;n.
Pag. B. 68, en vez de .;_“_);_ ’:: == D-—a} (1370 4 5228 — 728) #'° 1 6 | cos ' 4 ... debe leerse
cos r'.‘-" : - - . . 5
T D+ a2} (1370 — baai* + 72i") " : 6 { cos ' + ...

Por tanto han de corregirse lus formulas 172 v 200 de la sigutente manera :
v . o . . .
Pig. B. 36 v B. 46, renglones 72 v a4° respectivamente 5 en vez del pavéntesis

(1370 — 321i 4 3328 + 678 — 72i* — 168) debe leerse (— 1370 — 1317 4 333i* + 67 — 72i* — 168)
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\(6) 0 - | v ‘] 1

o= 70y - 11 20982 - 2da0ytyt -1 1 1209%/% 4 70,8
\‘((n_g.‘l([>'_.12 |- gyt 3476

“1'1_([/.» L i /. -‘I—'l)

S1.1 = — 8y (1 + 5?24 + 5/

& Nore 7 g 2 Sy, 2l R 4L ByepZaid Ul -5.,6
-\]'1 = — Sy (1 -} 2y 10y - 12y%/? -1 38 - 6oyt + 2754%)
\'(3)—-—\‘\\: 2 ] wEerd | A2y /2 | =gy | Reay2y L 1965y
) =—0XX"(9X® -+ 10X - 114X 172y 4 870% 2%/ 4 1265%"°)
~ (4)

= — 8N (6%* - 6% 4 18)* 4 282y 2x2 4 218yt + 270 %2 + 3720321 4+ 2725%9)

Pag. B. 35, formula 170, renglones 4° y 7°: en vez del parénlesis

()
(1 4 gh =+ 150 4 B — foht — 16h?) debe lcerse (1 4 gh 4 15h* — I* — 4oh* 4 16h%)

Pag. B. 6g, en vez de

6.r'? cos iy!
- A A 3 72 Ay .16 (1~ -2 3735 16 + £} '
T ‘r,)__i_l)—{-uzoo Orie +16¢J>/ —}-2311,020——198,L — 168) ¢ SOt e0s 250 o

debe leerse

62" cos iy'

m:]) + (’]200 —6[152 + Iﬁi‘l)zm—}— 2 S ( l6520 = ]QSTLZ—‘ IGi‘!Z’? . .'l SCOQ 2,” I s

Por consiguiente, las formulas 163 v 195 debe corregirse asi :

Pags. B. 33 v B. 44, renglones 23° v 26° respectivamente : en vez del paréntesis

(17520 4 3382i — 1987i* — S208® — 164*) debe leerse (16530 4 3382i — 19875:* — H200° — 1G4

. sen ty' ) ; . .
Pig. B. 67 : en vez de —-_—1_.——,—3 =D — 29380t + 139:* — 5g2:") /°: 48 {sen 2y — .. debe leerse
(14 a'y : i

sen ty'

. y - J 3 R Y6 AR L ap wl
”-%-—I-")"‘—D— 2} (— 7000 4 139 -— 5920 4 0 48 Usen 2z

Es pues necesario corregir las [6rmulas 163 y 195 aun mis, de la manera siguiente :

Piags. B. 33 v B. 44, renglones 17° y 20° respectivamente, ¢n vez del paréntesis
(6768 — q380i — 41322 — .. debe feerse (6768 ++ 7000 — 4132 — ..)
Finalmente, las fSrmulas 184, 213 v 232 deben corregirse asi :
Pigs. B. 4o, B. 51 vy B. 6o, renglones 8, 21° ¥ 11° respectivamente : en vez del pavéntesis
(1232 4 4340 + 204 + 8¢ corresponde eseribir (1232 4 868 + 204* 4+ 16")

ha' sen iy

pues la formula — ——— = ... 4 2 (43N 83 { sen 4z

que figura en el tomo I de los Annales de L'Obs de Paris, pag. 352, debe corregivse asi:

ha! sen iy!

— s = o (R 820 3 fen 4y

Pag. B. 43, formula 192, renglin 130, en vez del parénlesis

(03 — h16i — 7hui* — 3440 + 48" léase (93 — §16i — 741t — 34i — 48
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3 =t 2 2 p b 3 g 73 - 24 o 2a ! Ny
87 = — 8y’ (Box* + 270X°x" + 130x™ - 1390x X + 738oYK" +- 3295%")
1.

e Sy v’ (30y* - 9oy -+ 3oy -1 100y 4 3210y 4y - 7()'207_'3)(“ -+ 2305%’%)
04 4 4 {

o = L o=y a2 o2 | Qe 6
Y= — Sy (240" - 2730y 2 - 3990y 2! - 870%7Y)

g™ — — 8y’ (1h0%® + Bhoxy - Rhox 2 - 140y®)

115
S_',U'__ = A3 4 ay? -0 4 It - A2 4 15%)

(1) T T R oy Py Qi 2 -
S, ,=— 4”3+ 2¢* + 6% - 3%+ Ay 4 19

& 272 (D | ot *r 2 | Qb | fe
S, , = AX* (3 + 2% - 6X™ 4 3x* 44X

2

X2 4= 15¢%)

B

= A2 (12 - 8 144y — 3% -F 96y - 1035%)

\,.t::;
.4 0 2 » Yoyt 2 P ‘ | D00, 0 N -
S = A2 (6 - 882 -1 288y -1 3yt - 1368y2%’2 - 3753%%Y)

S” = Ay (1hoy2 - 220y 4 1656%* h720%2%"% + 6075)")

S, = 4777 (6oy? 4 60y - 795yt - 680072 -~ 5203%")

B
9 .

S N SN L ¥ - SR 1 S 4
S, , = W7 (1030} - B0y 1 ® - 2310%)

L (F) Gl ‘ e ‘
S.,.__, == ’l/_-/"-( |2g_)7‘4 + 1 12”/--/‘,3 e ,IIQO/"{)

L (0) > 5 =
8 ==y (r -2y oy

0.
S =— a2 (1 2y 4 by?)

. — 2 L. a2 | Rard
b“.,_ﬁ_u (1 1 2= - o)

Sy, = 20 (12)® - 82 - 6yt - 120717 + 65%4)

J(4) D o 5 v g | ap .. 29 .
S, o =2X"* (127 - 4% 4 66 * + 360%%x"* 4 103%"*)

L A5)

— 272 {160y L ABav2y2 | GFe
S, o= 217 (1007} - 360%2y? - 65y"%)

. A6)

.\u.: == %" (goy* 120)%%"* - 10%4)
L(0) & 2 .
h:l‘\:gy_-(.r- - 2)° —— YY)

52‘” = 2 (3 —ay® 4 1oy — 3y¢ -+ 36%")

S'_‘,u = .)"/-:t I+ 2. + ‘;()7’: ) :‘/_l ““{* 2'437"4)

3,0 = 2X* (8)* + 36 — 3x* +- 120)% -+ 558y"4)
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5”
2,0
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S
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ol
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= ax? (42 - 1ax” - 34 - 360x 2K 4 666x4)

22 (20)* 4 360x 2?2 4+ 3goy™)

21 (37 30x - gon)

A (4 + 62 - 12%7?)

T 1}{:{1’:‘ ( fl

=0y -

= o1a)™)

fl)(g)(’:‘ {!' : (ix'_’ "l" I.,‘Xr_')

=750 Ly = D+ e

— AN (02 + 29 - 772X7)

— 4% (6o - 370%° + 2140%"?)

— AP (20 - ggoy® - 24603

= — A3 (grox?® - 1330%)

—— ’l)lﬁy:ﬁ (230-/‘2 + !23‘_’X,:)

A3y (4 - Oy,

Vo6

- - ,IX,:!}

— 3 (A = 632 4 An)

— 474 (16 — 6> - 116Y5)

— Ay (1h - 6% - 344%7)

— A3 (b - 780 - A36%7?)

— AN (9ox® - 260%")

— A3y (30y° 4+ boy™)

1277
— 12U

Ly

==t
i —_ '2()141/2 ;

e vy 72
_'—Z(DA)( .

S =AM (2 - 6y
S:]l:; = — A% (2 -+ 62
,(2) p o
S, 3= 0xx"?(2 + 6x7)

51,3 e !'XX.'.'S(._,‘ + “./‘r'_])

S = — hyx” (h -+ 3632 - 78%7)
\-(‘-” Yioars 2 g
S, 'i::_ |/‘x (.10"[.- -— t}(_l/‘ “)
L (6) s i8R =is D 5o
S, =— 41y (6oy* - 30y
< (0
S == 20} dy 4
T4t 7K
S = — oy y

4,4_ A4S
S e 20y 4y
‘ 4,4 T ~ I

3) .
S" = —20yiy"

1,4 A

4

7 7%
==120

4,4 L7

<) .
S =80y 1

1t :

. (6) o to 4
b4 = LoNOY Y

(7)
S =1 F20 Y

5 (%)
S — 980y iyt
i oK

(1)

—— oyl . - ol

= 24" S, = 10X
()

= —ay"; S4,u:')'"7\l

=3 S oy

S/ s . 1.0 ) 4

(&)

o
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Jdogst 3) ) 3)
= 260%'%"; S, ,=— 2" S, , = toy?
9 Q) <)
— 1} asdag 22 . - 0 o
— Ry AT 504—2A'*, 4“)_2)(\4

|

200y ;

= Goy*y?;



CAPITULO 1

6. Primeramente nos ocuparemos del caleulo de los coeficientes A, B, € ... v de sus derivadas
sucesivas respeclo a a, las que aparecen en el desarrollo de la funcion perturbadora expresada algoritmi-
camenle asi :

\ al DP.\“"_ 3o ar Dl'|3‘»i’_

0 o 0

rooplodar ppldar’ ’

para un valor particular 7 de v, para poder expresar luego dichos coeficientes v sus derivadas sucesivas
en funcion de 4 v de los valores particulares calculados.

g a
St se pone 1 = —;
. a
1 S AT N ] 9 2] 9 g
— Y I0cosiy =1 2>—2x(1 —n?)cosd] =%
2 —_—x s
resulta de la 1gualdad
1 1
NS T3r 9 2] 7 9 . . fTar | 2 2 11—s
(aa’)  *[a®--a? — 2aa’ (1 —®)cosy] = =— =2 *[1-2>—22(1 —rn’)cost
‘ . = ; : ,
la siguiente relacion entre los coeficientes
(1) Sip=h= (i’_ i
@' s (o) == 21" (1)

En las tablas de Brown-Brouwer, estda explicado cOmo se pueden caleular los coeficientes '@ en funcion

s

de los B, de Laplace : basta eseribir

r | 9 o ) 1 1 "%‘- 2 & N
Ll'.'z-_21“—f,u')(‘”“'"{l S eE TV = —— 4 COS
af (I — o) | 2(1 — 107)
\ poner
) SRR } fmi®
(1 — 1) a

de donde se deduce 2y = 2 (x, 7o), haciendo por ejemplo, 2 =1g 20 v 2 =12 31 v despejando 2, de la

ecuacion que se obtiene al substituir, o sea

(1 —ro)sen 2 5 =sen2 5,
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con lo que resulta

5 v a’ " -
[1 -~ —2x(1—wp?)cosd| = —o (1 - 2" — 27 CO5Y)*
a2’ (1 —no°)
NG} 2’ > ()
l = v DAY " (21)'
s 16 ( 1 _~_.’;U- ).\ s
I 30
St damos a s los valores — = —s «ooy tendremos las siguientes expresiones para el calculo deI . ¥ por
39 3 '
tanto de A (o), B (n), C“WnoL
0 ; ——
Al { - . 1
'y =09 = B @)
- “» L - o
; il — ot e 3
(@ NG}
i
I'; :C('): ;R:; {11)

[Nl

—
3
(&4 ST

(0) '
: :0(0— -( ) :BS (tl)
: lu~m’ i

Derivando sucesivamente la formula (1) se halla

(1) i (,)
[a?\, () ) ol o G tEdl
l — :(!\______ % B B == (2)
\‘l B(L 2 8 ' I ({_Z
/ ( \ (r ) - ) I ] 1 f!l‘(” e i [21‘“)
(l, h!" 0 ) I 3 1) s—_—’ I,(f-) ‘ 1 PR - P YL 5 - .—,}
e e e e A I e 2 Al Fa¥ra 3
al 2@ 9 2) 2) % Mt o 2) o i a1 o (
233 A W ()
’ a? 2 '\, (T"}) I/ ) L 1 ! (i) I 3N if 1 . 2'11‘5
Cl\ay —V——|==|8 —— (a‘—-— (.\'~7 i AR S (=g (xm 7
31 dd (l( 2) '1) 2l s 2 it Tk
apa() 5
1( 1) ‘.:;”1, . 15"‘5'”< )
- (8 ——Ja*+3 + = —73
2 )] da T3 o 2 ()

Fodo se reduce pues a calcular las derivadas sucesivas respecto a x de los coelicientes l'“ (2: 10). lo
cnal puede hacerse usando el mismo método adoptado por Tisserand para el cilculo de las derivadas de

los coeficientes de Laplace.

Sien la expresion

L o 0
Al . . S .
= 5 D cosiy=[1 = ot~ 2a (1 — ?) cosy]~*

se pone =¢l—1 ¢ gen
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o . $hale g+t
2HCOSII=a === \ CcOS 1Yy — ———,
s : L 9
resulta
I = = s ; o
:}‘ Uod=l1+4 & —2(1 —1) :---—_) :
e Z

Derivando respecto a = :

D& o , $2(1— o> 2 .0
= E II‘ :lw—l:— -\'I(I—TNJ’——'————;.‘—*‘ E I A
2 —_ N 9 &5 ol s+1
v por comparacion de coeficientes :
| 2 Ji—1) Ji+1)
N =s2(1 —ee)) | — | .
B % U] )' el i
Pero también se puede escribir dicha derivada asi :
= = = & A -
B I I ( il
AP WV R AR eny O R TN ') I RN SR T O NS
E_fols _'Hl |- Z(1 r,o)(- } :)—?.\/.(I 0°) | 2 ‘-)2“[‘ .
de donde
P _ ! + 2 i — b - if+s—2 gy
— R s 3 1 e |
8 1(141}03) [—§ s — $
v cambiando s ens--1eieni -1 resnlla
: 2 N . ; o ; 3
‘(1—}—1)_ I 4 /” NQ 17 8 Lli—1)
s4+1 1(1___.002) | —§ s+1 [ — 8 s+1
Introduciendo este valor en la (\), v simplificando se tiene
o Tat—1) [ oy 0
. 92 (1 —— 1y — {7 L= &*
" — ” r'””s+1 \I 1)l~+1
s I —&
y cambiando i en i -1
oyl o, gl 1)
— 2x(1 —mnp°) I’ — (1t +ahl
l\“'?'l'__ g T s+ 1 "
§ i_ L=

29

(C)

(D)

(E)

y . Ji—T1) Ji4h b 0 " y
Substituvendo en (B) los valores de M LN I . obtenidos respectivamente de (C) v (D), se deduce
- s - Lt $ J
‘ 0 A1) g o - i+
" 1+ ()T —22 (1 — ) (i —s4+1)
s+1 8 (1 *"1')]'!'—’11”(1 —'f'u')"

v cambiando { en — i — 1 resulla

P . N P s i Ji+1)
irn . 12—l T — (1 o) (f—a1)]

l —_ - i IS S S

s+ 1 § (l"-22}:—"11:(1"’“'@"’):

f

(F)
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Derivando la expresion (3) con respecto a x se obtiene

i L
I <= : s Il : o R ¢ :, L) o
-y L= |—asats(1—n’)s+s(1 =)= & g
2 . dx 2 ARl L
v comparando los coeficientes resulla
)
dl o
s A gy fpi—D | wli+D] ’
- _— —— 98 - 8 [ p—— - R FPE . (
5, 21]“_1 ( f,u)l{lﬂpI o SN (G)

., (i—1) . (1)
si ahora se reemplaza en esta expresion el valor del” obteniendo de lTa (\) v Tuego los valoves de I‘s

s+41 +

t41) e ~ N ’
o ki por los de las formulas () v (I7) se tendra
S 5

& ‘i l’ | oyD L3 94\ 9D 9 . | g\ 4o
Jart I (1 222 — Aia (1 — o) — 22 (1 F-a2) (i - 8) - 4 (1 —50?) (s 's)z:‘
s ¢ fn
dr (1 4 22> — 4% (1 — 5o*)?
E‘“H};’]zfu—'r‘(f-‘J(i—R—Ji—l)—:‘:.(l—'r,u'-')(l ) (i — s -} 1)

G =l I = (I

)

(T st P (X —= v
Cambiando en la formula (G) ¢ en ( — 2, se obtiene

dl

s 8)

gy

1 b (i_ g ‘f!.—]}
D =) =T

(i
=8 —21]j
s -1 ' s+1

oy

v por substraccion v aplicacion de la velacion (\) resulta

(D) (i—2)
dr dr
s L

: (i—2 b——"1 Ji—=1) (D)
aloi e L e 0 Oy g Dt ] %,
] dx dx ] s ) I — p° N :

Derivando sucesivamente respecto a 2 se tendra

e eli—2) Mi—2) (9
it dr' dr'
A= —_— | = — (i —3) : — ([0 T
52 52 dx 1) dx
(t—1)
” dr
. ) . s Ji—=1)
- Silibe=—4T ] 12 ; #+ 1
T — (x ’
ar (D) (i—2)7 s i—2) A i)
ey e a1 !
X|— — — ,—-—-[——-/ —°~—-~——f-!f'}]— .
da3 d 43 ( ') dx* K dy?
aya(t —1) (=]
9 . t{'l . 11[‘5
:— ~(l— 1) |« = 2
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S
7 A2 A ) N dr—11"
P o dsr :_—“—P“—”~f/;r.-"’ T — = dyp 1
: ,[j'"*‘]"’liil r[,“ ___,l‘i—]-
e = (i— D) | P A —_— R e i
: 1 —'f;q)."( ) 5 ([;Ji ~1 +(l) & I’,jﬂ"_: :

Mediante esta formula de recurrencia se obtendrin, haciendo pava cadavalorde s, p =12, i=12, 3, 4

(]

: ; : 5 (i ; :
s p=3, =2, 3,4, ...; ..., lodas las derivadas sucesivas de I' " suponiendo calculadas previamente
(1)
dr . . NOR( , o
las — " v las derivadas sucesivas de I" 7 v 7 ;v éstas se caleulan del siguiente modo.
da - A =
o . . . .
De la expresion (H) se obliene, haciendo s =~ ¢ i =0, (= —
2
()
(¢
. 1/) S {l!l““ . /LI)“)
o ’
dbm
t = pbt) L ybHh
oy :
donde

JS=1—22[2(1 — )P — ]t
g=2x[2(1 —7®) — 1] —d

h = (1 '——‘!]02)(12“ 1)

t=a—222[2(1 —73°)P — 1]+ 2
N .

":(""Tm')(l—l")

w=1_(1— fry’ vty 22— 1

v derivando sucesivamente se calculan

200 (2000 (BLO (B
— —

——
d5*

—

=5 1 .
(l2? > dxs

De las expresiones (E) y (I') se deduce

l“‘.,l(!‘——:— 5) — l.l"' ;—-1!{{-_.\._ 1)

_l_‘l,m ot ”J -

9 s+ 1 ' s 1 ‘)\“I ___1)'-' =i u_)_l.n”‘.'i
() (i+1)
; . Rl I B | l— 8 —1)
R 1) s $
— l ) __.l ‘ J:: o =)
2 1 &=l 8ol 28 (I &) — 2avo

. i =
v haciendo s = — e (=0, resulla
: 2

')_u-—(e
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donde ) )
W= 1(1—2)* 4 224"
1 Dl 9
0= (1 4+ x)* — 2a79".
) de®  de®  J2e®  J2c0
Dervivando sucesivamente se caleulan  ——, —+y  —— oy e
iz el s (d%*
3
Andlogamente resulta, haciendo s =-— e i=o0:
2
o
2h . — (e L o) = Je® L ¢
D) '
I a9
2 Il' N {l’(l” — (’(“} — 30 — ot
9
donde

h=3[(1 — 2)* + 2010?|

fo= ¢ [( 12> —09 ng],

obteniéndose para las derivadas sucesivas las férmulas :

1 [de®  de® de® e P 1
oh—|—— 4 — 34—+ ———2h —(e©® | )
alda " da dy dy “«9 ‘
1 [de®®  de® S de® (e C 1
3 iy PSR e TR (D ) —(('(0)-—0“))
2| dx iy oy 5 “ 9
) ! (2@ e d2e® d2e™ L [de® | de® k.
2h—|—— =3y e — Ak [T T 2k — (e L o)
9| dy? e da? ' dy? vl dy ' dy “ 9 ‘
1 [d2e®  (2e() 200 (2e0) 1 Lde® e 5 a2
LY PO il P it SR AR g A e SR - 17 L)
DENGEE dx? dy? dx? v | dy s “

3y - N ol ’ N » 'y (‘)
7. Teniendo ya las formulas para el cilculo de \O(gy), BO(ry), CO(rg), ..., v en general de A" (np)

i)

v de sus derivadas sucesivas respecto a a, nos proponemos expresar AO(r), BO(r). Caln), ..., \ ', ... en

)

funcion de v v de A7), BO(+y), CO(y), ..., A\U)(-r,“), ‘\'+ (o) oo

Se tiene

(i) . 1. . .
A (n) cos iy = (aa’)*—3} a? - a® — 2aa’ [T — e — (> —ne?)| cos g |

N | -
$t~4x

1
- . D] B \ i .
= (aa’)* 73 |a® -} @’ — 2aa’ (1 — 14%) cOs ¥ —- 2aa’ (2 — 1y?) cOs U



Revvarno P. Cesco, Perturbaciones seculares de Pluton 33

200’ (47 — 19%) cos 1y -

1 €
= (aa’)* =5 [a® - ' — 2aa’ (1 — %) cos Y= = - L .
a* -+ a” — 2aa’ (1 — re?) cos

Ahora bien, es

' (2 2 APt I 2
. 2aad’ (° — 0°) COS Y o 2ad |y, — 2 }_:r‘~_-r‘09 _

; - 3 | S 3 - ———
a? @ —2aa’ (1 —p?) cosy | — (a— ') L 2aarn? !

N J
v puesto que la variacion de > = sen® — es en general muy pequeiia, se puede desarrollar el Gltimo miem-
o I,. v

bro de aquella expresion en serte rapidamente convergente, obteniéndose

I X .0 : 1 ol :
= ¥ A(g)cosiy=(aa’) =3 {[a?-- @' — 2aa’ (1 — p?) cos |~ —
— asaa’ (2 — 40?) [@® - a? — 2ad’ (1 — p?) cos Y]~ 6+ D cosy L
s(s+1) . : : oy @b ;s 2\ ,
+ 4 =7 [a? - a? — 2a0’ (1 — 6p?) cos Y|~ ¢+ a®? (12— 1?)2cos*y — ... }
0 sea
IS () » ( , 1 9 I Iy 9
— 3 AV (g)cosiy=(ad’)*~3 [a®-- a? — 2aa’ (1 —y?) cos Y| ¢
9 .7 ‘ ‘ g

1 , , .
— 25 (72 —1o?) (ad’ ) TV =5 [a? |- a’? — 2aa’ (1 —o?) cos Y]~ + D cosy |-

) 1 ,
2 2,2 AR T T 2 . I TR T B
“l_l o1 ('ﬁ"—'ﬁu')' (fi(!-’)( +2) -_l|"f' -!~ ol = 2!!(!’([ — 707 ) ()‘s":)] 12 (9 cos .!J)_.,“ )
o todavia
S0 - 0 SN )
5 -‘\s (p)cosiy = X .:\s (10) COS 1Y — 28 (7 —1p°) X A\sﬂ(r‘o)ms Iy cos Y
—_ —_—0 —_—0

s(s+1) ., svg s A0 . ‘
- 9 (___! )(-,o‘-’_-'u-)—‘ 2 A (ro)cosub(cos ab——1) — ...

' 21 i AE2
() a ) 5 (t—1) (i+41) g
— ¥ ;\s (ro) cOS iy — s (7 —m0®) T [\ l -+ A 5 (o) | cos vy
— o0 — A o 3
SIS =k gy ) . i = (E—2 (i) (i +2) ] .
F R g —a 3 A N A )] cosiy—
2 ! o b a2 s +2 s 42 |
y por comparacion de coeficientes se deduce que
(i) (i) (i—1) | (i41) : 9 &
J\s {'{‘)::_\’ ('qo)—s '\s-+—1 (T,n‘l-j‘.\}_+1 l'!',n’ ('f] —'f,u-]
s(s+1)r, (-2 ; ) |2 B 1T
+_—;T— ‘\',+-J ('I',Ullf"—)--\ __,l'ﬁu)‘?‘-\,_;__, (f,u} (" — "o ) — ...

}

2

-

el=—=0,1,...;...,resulla

0 I .
En particular, paras=—ei=o0,1, ...;s =
‘2
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AO () = AO (9) — BV (1) (7? — %) - 7! [CO (0) + CO (10)] (° - T T

3

AW () = AW () — é (B () -+ B® (50)] (62 — 70%) -~ 73C“’ (0) + C® (ro)] (2 — 5’ — ...

I')fl)(")('t}o) - D® (50)] (* — 1)’ — ...,

B (r) = BO (0) — 3CO (1) (5* — ) = -

BD () = BY () — : [CO (1) -1~ CO (0)] (%* — %0?) - [ 3DD (1) 4 DO (40)] (72 — 40?2 — ...;

Se ve que no hay dificultad en expresar también, derivando las series anteriores, las cantidades

AY (4), B[')(-r,), o (r), .... en funcion de ¢ v de A\:)("Gol), Bl() (o), (J (o) ---

r u [) n U

8. Para obtener las perturbaciones seculares de Pluton debidas a las acciones de Neptuno, Urano,
Saturno v Jipiter, consideraremos aisladamente la accion de cada uno de eslos planetas sobre Pluton; v
lograremos dichas perturbaciones seculares, en la primera aproximacion con respecto a las masas, si
integramos el siguiente sistlema de ecuaciones diferenciales simultaneas, en el cual J v ¥ estdn definidos
por las expresiones e =sen & v ¢ =sen/, dando en los segundos miembros a las incognilas valores

conslanles correspondientes a una época delerminada :

J
; m'naly —sen (7 —10)
dh m'nasen (z—0) Iy ] ~ g ( [lil |
dE T ( . -~ /) sen z cosysin b (1 == m)sen g cos «p dw
, ( 6) J
m’'nacos (s — 6)cos— ;
| 2 9 i].‘”
" 2(1-Fm)sengcosdy 2
de m’'na [ Ry]
AL (- mylgy de
dé m'na ARy 2 0
e ——————— . lg = sene¢
dt - (v mytgy e 2 Tt
. J ( 0)
, nnaty —cos (x— 0
d m'nacos (z—10)  A[Ry] © 9 ‘ d[ R,y
dt (1 mycosysenld (1 -}-m)cosy dw
m'nda cos = sen (v —0)
2 d Llilj
2 (1 ——m)cosd o,
d= am'na® (R, | m'na Yy Y[Ry ¢ do

— S eros) g Ls -
dt 1 ne da 1 n CS0) s DY dt
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J
mn'a’ lg —sen (7" —6')
-9

de’ mn'a’ sen (7 — 6') d[Ry] 9 ARy
dt (r-——m)senz/ cosdy'send 7 ' (1 - m')senc cos Y .
J
mn'a cos (" — b')cos —
= SCILL
2(1 —-m')senz’ cosy
de’ mn'a’ [ Ry]
At (-m)gy
dey mn'a’ d[Ry] ¢ dty
—_— = - . - -lg - .sen ¢’ .
dt (v m)rgy e 2 .t
mn'a’ g 1 cos (7/ —6')
! Lyl X7 ’ = AP N [
([i: mu'a’ cos (' —0) d[Ry] 5 A[R]
dt (1 m)cos¥send 7 (r - m’)cosy Y
mn'a’ cos —l sen (= — )
2 d[R,]
2 (1 - m’)ycosy o1,
ds’ amn'a? d[Ry] | manw " v d[Ry] o ? Loy
— . e i ~vCO.\‘lJ 0 L = n‘;..;"‘h”_—’fﬂ.
dt I T A 14 R T 7o ot

9. Debemos calcular previamente las derivadas de [R,] con respecto a =/, o’ ¢/, n v «; las restantes,

pueden calcularse analogamente.
Podemos escribir, de acuerdo a lo desarrollado en 5,

@' [Ry] == SNetemrr cos 1)

D=k -}~ liey -:—J". —}——J"./,

donde

. . .y . v . o o o o0 (1) o
v N\ es una combinacion lineal con coeficientes numéricos de la funcion A (4) v de sus derivadas con

respecto a «, admitiendo por consiguiente un desarrollo convergente segiin potencias de (1> —7o?), e. d.

(i) 24 ()
J HOPL (i) (i) , a aA’\s (f;) : i) ’41'-'b A\s (f.)
e A W B B e
s ! o < 2 on

= 1 (10) -1~ v (o) (0 ~— %0") - W (10) (° —?) — ...

Resulta pues, derivando con respeclo a 7, o, ¢/ v 1,

d(R e g .

a’ s [“{_,]’l . ZJI (1t (o) - - v (1) (r? — .’.'02) _{_ J eMec¥ sen B
R . ‘ S .

a (_I_IJ S .\_, [ [t (o) —+ v (10) ('r,") — 0 ) ... ] eyt sen D

0w



30 ORSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

‘ URC L T T BT oy B
a’ 3o = Y H'[u (%) + © (40} (v° — %0°) 5 e o8 JD
B l‘ 5 f 5 / ~ < | 7w
a —L——r 3. S { Fu(ro) -+ 262 (o) 4 [Fo (50) - 457w (r0)] (5 —70?) - ... { eHe™r¥—1cos D
>

Y finalmente, derivando con respecto a @’ la expresion

a' [Ry] =X Net'e™'v¥F cos D

02 o [Rl] . ( a L CHGIH’T‘F cos D
da’ o’

se deduce

(i) " . a ,
Pero por ser @'\ (rg) v sus derivadas, funciones homogéneas de grado cero de a y a’, como se ve

en seguida mediante las formulas (1), (2), ..., cuyos segundos miembros resultan no depender sino de

a i . .
2= —,también lo es N; v por tanto se liene

il
N
il s
da’ ot
Luego
d ) N :
W2 ‘[_[ﬂ TR (q e el \\ efe¥ cos D
B,[' \ Bﬂ, : /

v a — se calcula derivando la (6), multiplicando por a v observando que

it
a ar " (i) & a® iy ‘ an—}—l bu-«i—l :
*"—{‘ l(‘c):n~—'-—[ § ('r,)}-‘ (n-+1)- ’ | [ ® .‘}
dan ! darl s n!darl s ‘ (n-+1)!dar+1!
El resultado es que
@ 7 () )
N a O\, (1) : i D\ () a? ¥ A G
vy =t 7y 42:--4
N da 1!  2a ] X! W oy -
i ! g (l A2 btl
(1) i (f)
. L2 2N () a PN (4)
4V ' loa'— - -+ 3a’ — -
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10. En los parrafos 3-6 hemos vislo que la funcion

== 2 apr [P
J 1 [’

=

cos (1 —w' -~ — &) 4= cos (w0 - w @' — 27)]| T2
es desarrollable en serie de Fourier, convergente aun en el caso de los planetas Neptuno vy Pluton, segin

los maltiplos de las longitndes medias { ¥ I/, o lo que es lo mismo, de las anomalias medias { =1/ — &
V=l —a, es decir

I . W
Hl:K:E'\i-JCOS(‘:"J:"I“’l)

Y por consiguiente la parte secular de R, estara dada por la expresion

)

|Ri] = = \‘0 ‘0“—-(1 dy’

“w

0, si tomamos como variables de integracion las anomalias verdaderas, por la siguiente

"= (2= 9 N D
. 1 =% g p\2 [p\2
R = +—— —(~ —) dwdw’
[Ri] A=%2! Jo Jo A\a) \@,
Si s

- es uno de los elementos a, ', w, &', 7, 7, se lendra

=l b 3525 ) () e
ETH =2 ~\ v\') A3 _Ab':‘) (’—l) (;’) dwdu

v st se trata de ¢ (0, andlogamente, de ¢), resulta

(R 1 l (/""-” Ll
= = \ \ \T[K : 'l_/) ‘ ((—1) dwcw’.

\hora bien, si ponemos

cos NV = s =vZcos(w —u’ w— o) 67 cos (w0 - w' - w o — 277)
v recordamos que
hYAd 1 n’ phL s )
= ) o=l 05w 2
it ' ‘ de o th 1)
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resulta
— A DV_\ =/ /" E
Q' o’
A pJAY , 9
e — =T —
Pl o
— A E — .f“l" ?1\;
o, G
A i ,
g
a (t
A Tk it !
— e — (' — rs) (— cos ' —- 2 ")
o P a’ ‘
d [1 1t (\? 1 % g 1w frk?
C x ¢ n ¢
— = (—\ = | (" —rs) (‘, cosw’ - 2¢' ) — A2 (:z —cosw' + 3¢ |1 | 5
¢ 1A 2 \a’) A a T a ‘ |23 \a

v andlogas expresiones para las derivadas respecto a v, «, ...

Si ponemos

! !

== — o' = —=

A =senasen 2 - (v — 1) cos x cos ¥

B— —senacosa - (42 —r?)cos xsen a
] i

(= —cosasen s - (v2—?) sen zcos %'

D = cos zcos 2" - (42 — 7?) senasen

es facil ver que resulta

s =senw (A sen w’ - B cosw’) 4 cos w (Csenw’ -~ D cos u)

Se ve pues que se oblendra, reemplazando,

3R] I (2= 2= 1
1] g ’ / (114
o o S — 2, (W, W) dwdw
o5 .'i;'.""o 'o 3 ( ' )

donde ahora es s un elemento cualquiera, y la funcion -, (w0, 10’) esta constituida por una suma de térmi-

nos de la forma

\ (a,d, e, e, ..0)r07T sen™w sen” w’ cos™ i cos™ i’ (\)
Ahora bien ; si
P.(A%) =ay+ a;A% - ... -+ a, A%
es un polinomio tal que
I 2 ‘
F"“ [ n (A_) I < g, O < -\ll — Amiu < A '<_ Anuia:: AI

la integral

1 2z Mo
— \ \ P, (A%) 2, (w, w’) dwdu’
I=7 Jo lo
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: _— d[Ry . ) :
Hegara a diferiv de la [b— J, en valor absoluto, en menos de 2 M, siendo M > | 2, (w, w’) |, es decir, tan
5

poco como se quiera, pudiéndose por tanto escribir, con una aproximacion prefijada,

2[Ry

- - :'IUI“.‘T 'i*”ll]yq’_ "E— ”relll,ﬂ'y
J

donde las integrales

"2 (2=

1 (* L

Lo = 7= j A2, (w, w'ydwdw’, n=o0,1,2, ...,
0 0

D
=2
pueden resolverse sin diticultad descomponiendo previamente los integrandos en términos de la forma
(\) v desarrollando 77 v 177 por la [ormula del binomio.

. . I . . _
En cuanto al problema de aproximar 33 Con un polinomio P, (A7) de tal modo que

<:n A <A<,

. I
||*,.u2 —

n
2

es equivalente al de aproximar uniformemente la [uncion continua (—) mediante un polinomio

o
ag - ayx - ... -~ a,xz" en un intervalo Ay* <ax < A2 0 sea
4 3
1 _ e : 2
(-—_) — (@t x4 ... Fax) <z, n>n, Ar<a<AF
fx
\£2

siendo = arbitrario, y este problema (el de determinav n.), al menos tedricamente, esta perfectamente
resuello.
Basta en eleclo, como puede verse en C. de la Vallée Poussin, Lecons sur Fapprosimation des

o, 88 resolver el sislema

fonclions d’une variable réelle, Paris, (1919), pig

N &

| ! [ . n
(-::) = ((to —i= Ay —f— a0 == fl,,.:'{ ) —i— ¢ = ())
/.l?, )
| : 0>0,i=0,1,2, u; A}
.‘; 1 \P n—1 \
L == ) = (lll —1= 203X —-!— o e U G ) =0
2\ :

con respecto a las 2 (n- = 2) Incognulas Lo, Ly, ooy Logor, doy Ay -os Y 2 prefijando el valor de n; 0y

aumenliandolo Tuego, si es necesario, hasta conseguir (ue 5 <7 =.

W

I
11. Porconsiderar este método de mlerés para casos en que, nuentras que el desarrvollo de 3 conver-
Ry o r - . s e o N . - 4 o
ve muy lentamente, la diferencia entre los valores mdximo v minimo de A es pequena con respecto a 77,
siendo suliciente tomar polinomios de teccero o cuarto crado en A* para oblener una aproximacton muy

grande, daremos a continuacion el conjunto de fOrmulas necesarias para aplicarlo.
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Baste, por ejemplo, con tomar

1
R 280 4 1] 6
3—(10+01A -l—(l‘_»A —,—(13_\

Si definimos 1, ,, , por la expresion

1 (= [r\1
Lyma = ——\ —) cos "uw sen "wdw

v analogamente | , v se tiene en cuenta que I, .., == 0, si n es impar, resullara,
3 , . b

m, n

Si 7 es uno cualquiera de los elementos v, o',7. 1,

e ) ¥/
) 5 dwdu

g \& _(ft' a7

aa’ "'_’: \"2: /,-')3 (,.1\3 3.’\‘
- ll -

fal)
=aa' —-1 1
P ot 3,1,0 3,1,0
aa’ (%= (1\3 [r’\3ds
= \ \ (12 12— rr's) w) —| = dwdw’
A"l o al \a’'} ds
2D . '
:fjﬂf’#[(l"’ " 1 S| 1 )
('\: 51,0 3,1,0 ! 3,1,0 5,71,0/
e y 2 5 \ / 7
A2 B2 . | 3C2 . 3DE .
PR - G G T (L R R R
| 4,0,2 B: 4,0,%2 B: 4,2,0 4.:2,0 a-: 4,0,2 a:' 4.0,'2
aa’ [2=[2=] [;\7 [p'\8 1\3 [p\T A\ (3] ds
I, = 2,0 ‘ \ : at (7 7) +atl-] |=] + 24%7|- . a—
174" Jo Jo (| \a) \a a) \a’ a (1’} 3
T[S (4 P\* (\6] s P\3 g0
—faa ? (——, (—-, —+ a? |- [—;\ s— -} haa? (— —\\
-\’ \a aj \a’} | s a/ \a'/
2D :
= qa’ — l a4 Loog?a”
d3 l Tl 08,10 I:; 1,0 7,1,0 s I.‘». 1.ul.'-. 1,0)
—aata”? |l (B\j - ?B' 1 | bl I L \
6.0,2\ 35 4,02 T 3 74,20 62,0\ 35 T 20,2 7 g &% n)
dN? B b, B ?
— aaa4 ] (tm_ i b | ] ‘i‘_ o D_ll
4,0, 210 3~ “6,0,2 3 6,200 U 4,20\ 35 60,2 ' 7 76,20
Ve ; ;
.f|”1i”f::| (')D(_.\_l_)(‘_) _._B(\)I),,),\ | . ,D,(,Ijzl)) |
91,2 a: A ‘\-J- ) 5,1,2 a: 5,30
: g d(G2Dy 1 o3
= II(("ll’dI;,‘ ;;,(]l ) l ‘ ‘ l ‘

o3 .1,2 ' 3 3 "6.8,0
J

(23]

sdu' duw’
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aa’ l?"' ?e\ ".‘- 6 r\4 /p? 2 A 2 rr\4 P\ /p\3 1/\3 s
I3, =7—5—| : (16(—) -+ 3ata?|-) | =] -+ 3a?a ~) —| - a’" (— - (—4 i
% ’1:2-/.-/"‘0 ‘\10 "\ al \a’) ' al \a’] ') |\a) \a’) ¥
T [\ 4 \2 2 M\ (r\S (A ds
= Gaadlati= a’a? |- (— 4 atf- (—- (— G
7 (u) + al \a’) “\a a) \a’ >3
r\2 r\2] [ r\5 /pr\B ds p\6 /pr\6 "
- 12a%a? |a® (“ “+a®i=]11=] |=] ¥ < Sadas (— (~ & g dwdw’
' X al | \a) \@ 5 ) \a’ 25
2] D , ' ‘
= an’ = (] | J- Jata’? I L Jaa’l y a | )
d; L 9,1,081,0 7,1,0 5,1,0 1,0°7,1,0 3,1,00,1,0
d! -’ (,l'-’ : W
— 6q L o | I
Sa’a ( 4,02 1 3- 4. ’,n) o Is, u \ s !4,0,@ - 14._1‘”)’
? 3 - aB? DC9 : B2
— data |1 ( i ) — 1 1 )
h 0, 8,0,2 ! B'J ] G, 2, 37 G,0,2 ds 6,20
\-’ BB'2 G2 dD?
g 6 - 1 -
3a’a ( 37 ) Li,20 ¥ 80,2 d; 8,2 u)
. s | (. 3(ABC)  2(AD) d(BD) -
—+ 12838l |2 — - - ) I - I
l,],.’ a: 37 .1,|,3 b;‘ 0,3,0
- A(CD) 19D)?
- 12a°a’®]_ ’(—) 1 -5 1
; 7,3, 0 37 9,1,2 ' o DT 3, 3,0
- [ d(ABC d(ADN d(BD
— 12a%a] hz A )—{— ( ))1_ 19 )l
O,I,Q \ a: 37 Tl i a-_‘— s L
; d(C*D 19D3
+ 12a%a”l_ ——LA—) Ll ’
53,0 5 7,1,2 T 3737 7,30
; PG .o (AZB? B+
— 2a’a’®] [ | S Al | 8- |
6,0,4] )5 6,04 ! 5 6, 2,2 35 6,4,0
(AC ) d , : (BH) ’) ;
— 1303 SR S _L_ 2 ) IS
12a’a”l 22| 33 lh h aT(l 2C? 4+ AD? 4- 1ABCD) lo.-?,-z S5 IU_' ol
A0 d(CD?) D¢
- ] L geAE il
2a%a I 4,0 d7 ]ﬁ. 0,4 ! 0 )5 Ics, 2,2 07 lti.l.ll
: WW ] ey [p) N2 T /p\2 [\ 2
ly, o = — ‘ a (— -8 —a’ (—) (— (—) dwdw’
: W=l Yo Jo | \a) \@ ') | \a) \a
== —a] abl
3 3,1,0 8, 1,0
I I (*2n (N2 A2 A4T [\ 2 [\ 2
] 1(’ — \ — l/ l (-_ (77' rae l/‘ A) ( (—- )
" hrtvir! )0 0 “1\a a + ¢ i al \a

(
/ \ /
\ 9 N2 N\ S /p\3 { o\ 4
/A 1"\~ ! / . 5 (1!
a’ ~) -4 3a?{— ( —] — 2«!-’(t’.\'3(~-) (j) dwdu’
a ' a Xt « al \a
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. ' 42 ‘ i '
s o ('i l4,(uqnl4,1p.n i % lﬁ.H,lJ
< i o ‘
+aD ({l L e ||IJ 1,0 | ke A T
R o (\2 R )u (('2' D2 )
s [ |4, 0,2 ( \ |4, 0,2 ! b '4, 2,0 |4, 2,0 I;, 0,2 I |4, 2,0,

Y- 'D

AR e

2
’I ':"I.'/.’ 0 ) ,

(M2 (A

al \a’

] Fe\od N2 [ 2 7\ 4
/ Pt RN ! /
atl-]1 < aa%a? |-} (=} 4 o™~
1 7 | 4
" a 7 i1

.

s
- B!
1

'-’C:)_L_'n"-) L’z(’_/4li\ = asa’? sl
: ((1) g4 (u’)} \u’) a B ,’lu g

"/‘)3 (/"\3
) \_a’/)

— Aalw's?

_— — fl’tﬂ‘] —[—' 2a-a= = ”l )
\"" 76,0,0 4,0,0 . 4,0,0 6,0,0 80,0
o ) 4 - Ba2n’2 ' = a4 ‘
- ab (a I, 1, nl-:,L.. ba“a ];1.1,nl.-.,1,uhr""r j::.1,@17.1,0)
— hata U] a1’ '8 DT
L |‘_w__){\ LB, ) Toee(CL 4D IM'“‘)}

_Rela ‘ :( \J] i I{“’l )_._ |4 2.0 (G‘l -{— I)*Ih 5 ll)J

6,6,2 ! 6,2,0 6, 0,

fm:z”r:’
5,3,0 ! 5, 1,2

..... y Ly

LI (D3L_ . 4 3G )—{—blm.)(I;-.’i)l:_““fj—f\(\I)—]-:,el:’.(l)l:_”.__))]

y

o -
1 2= (2 \ /" 6 ] 4 /.\'2 (! 4 ,,-/\\6 2 ’,.r
Iy == = \ ‘ (-—u’ u‘"’(—) T ( - 3ada f) —] 4+ w® ( f) 7) (-)
1= o Jo - \a al \a \a al \a
1\ 6 »\ 4 \2 /p/\ 4 (12\ 6] /p\3 /)”\ 3
: / . / _ / ! Sl B s
—=as tlﬁ(— = t)a*a"(— —| -+ 15a%et (—) (— - ~q/® —) —) ~)
a al \a’) al \a’ 4 w) | \a) \a’
.\ 4 SNOR AN W\ 4] /p) [v2\ 4
I te |t ml ) / / / !
— @a's* |6a® (-] -+ 2402 (- —-) 18a —) — —)
; « 2] a \a a a’
[\ 2 DT e B LN B G /7 60)
. ) 0 5 [ Sl ! ! } TR\ A
- @%a"%s® | 1247 () -+ 20a? (—,) (—) { ,\l — Sata’st —, (—) Coioduy
\a, a al ') al \a’] \
i g D] . | . 4 i — \
= =il ”'l I | -)w’f"fl!") = .;’ =l i
( 50,0 4,0,0 = 6, 0, nln:,n, (I e l4 0 uls 0.0 ! @ I1n, 0, n]
= aD (a1 | arda’l | Ba2an ‘ R
l 9,.1,0 3.1.0 " 7, 105,10 LOG G l.'v,l.ul.'.l.n - ‘” I::,l,n '.Ll.li)
— Gaba’ |1 \?] 4 B ar’ Ly
| r‘.ﬂ.:‘( 1,0, 2 I ' Il.'.'. n) I.ﬁ.;’.n(“ l:.n. e I) |4,-2.n]
N '
— 2qata’® || \l 13° - ( Pl ®
[ 6 n.:( 6,0,2 | Iﬁ_?,u) I In.?,u L Iu,u,? b Iﬁ.?.nl
— aSata {1 (A2 B ) ! 2]
l 4,0 2 R, 0,09 8,2.0 i 1,-3,ul * 8.0,2 - 8,2, n]
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|:m"‘a"-"ITl::l“(I)EI:_I! w0 2G4 31 (BDLN, | - A (AD- vgl-}(lyl:_"l‘.__]]

’ 4

|
3.0 !
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- xuw-““ (A --GA2BA  J-BI )L (G 4-6CD2 L DA
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461 (A2 (A2 4ABCD - C2BHT 4 BD? |
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o afl i o (! - / 3k
da=| - -a= =) | —|2a° (=] 4 a?|{= — ) cos
1, ' al a a

\ L]
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AN (P (o T \ ) [r\2 [r\®
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/
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— o B) s () (5) e (5] (5) eos
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A

ﬁ.'?,'.’)

—
=N

ARG (BE | e, | ) (ASDP - AABCD - B (31,
B3 el )

— 48atai
6, 2, ¥ i
1y D,

a) Sy e

v expresiones analogas para Iy o, 1 4, Lo lgas oo, It e, o ee 1y ..
En cuanto a las cantidades I ,, , que figuran en las formulas anteriores, se pueden expresar en series

de potencias de e pues se tiene
1. q :
=5 = o i
’2 3 % -;( i e
ln;.m.r.:([ =t ) =l {__ I)' L"l:.u,m,n
w=10 i
donde
. x [
A \ cos "t senmedw
' 2% Jo
siendo, como se sabe,
b =0, 0O @=m impar
. 1\% (25
lymo=—\|T Yhm4-p=2p
: 2 el
)
o2k —1 .
wym,2k—2y M = = 23

"-'\_ ., :)/I - E e LG I

o 5 (k- 0)
12. En caso de que sea imposible oblener con polinomios de grado inferior al cnarto o quinto en
A%, una aproximacion salisfactoria de la funcion —» es mas conveniente proceder en la forma que se indica
27), mediante el trazado de las lineas

a conlinuacion.
Supongamos dividido el rectangulo R: (o <w <az, o <w <
2v, (stimplemente conexos o no), tales que

de nivel de la superficie A? = f(w, w’), cn N recintos 2y, 39,
en el 2; se verifique que Azl;, siendo /; un intervalo parcial del (A, Ay) en el cual sea posible oblener, con
I .
Ad

parabolas de sequndo grado en A2, por ejemplo, una aproximacion suficiente de la funcion — ; es decir

B 4. ui” A? - rr;“ _\*) &g, Azl

U

Se tendra entonces, con la aproximacion del parrafo ¢ :

B[H]l o 1) (i) (1) (0 i) ()

= Y 1k |

= ¥ |« 1

7 "::1(10 0.5 1 N %9 l_) ':)
donde
(1) I (( B
L =73 \ A%, (i, w’) dwdu
' (i
bYl

\hora bien ; hemos visto que estas integrales pueden descomponerse, salvo factores dependientes de

los elementos, en una suma de otras del tipo
Pl ra N : l 3 m R Q ’ ’ ’
(2i) == ;— | sen™w cos™w senPu’ cos? wdwdu,

m.n |
v

LY
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cuya resolucion analitica no ofrece dificultad, si los recintos 2, se delerminan de la manera siguiente :
Caleulado Ay == Dy sea Dy un valor de A tal que [, == (D,_D,) ; si ahora determinamos un D, <D,

de tal modo que sea posible limitar, en la forma que puede verse en la fig. 2, mediante pares de segmen-

tos de rectas interiores a la zona comprendida entre las lineas de nivel correspondientes a Dy y Dy, un

primer vecinto 2y, ¢éste podrd ser descompuesto en varios definidos pora <w<a ymuw -z <
S ) L J

w < n A== :jj- Siendo ahora Dy otro valor de A tal que [, = (D, Dy) v estando determinado un D3 < D,

w' v ()
w=aly . .. P
i ()
w:m‘;)1u'+ ag
D)
A
(1) .+ (1)
w=mPw'+ ay’..
w'=a‘z’)_
I
1
w=mw+ o
1
) “
.___w':all_\‘,_ —————— I
S L
. E
~ e
e W
0O w

Figura 2
en forma anialoga a Dy, se podra determinar un segundo recinto 35, limitado interiormente por 2y, el cual
podra a su vez descomponerse en otros limitados exteriormente por rectas tales como w’' = o =a, ¥

»

w=m_ - apW=n w-——§w=ayw=a yw=mw |-y, w=nw -5 ;;y asi sucesiva-

1
mente.

He aqui el grupo de [Ormulas necesarias para aplicar este método, en las cuales hemos puesto para

abreviar

I ;
£ 1 NG (AL ,
| =72, \ —| ] sen™w cos™w senrw’ costuw’dwdw’ :
mon.p.iy UTERS ) ‘” ’l,

4 N

/ & ;
( QN 3.8 B 2y o€ 3.3 D a8 )

Y ./—v A | - | ~ I \

0.0 B PERS HUS KR PR RS B R B N PR KR
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“ . LN & T ’
En cuanto a las integrales 1 e ’/(:;) es ficil ver que se obtendrin substrayendo de una suma de
integrales de la forma

o .,
P IR
(—,) sen”w’ costie’ \

) sen™w cos"wehw | du’

( (i) (i)
[ 2, Jm w1 5 \a,
! ] )
la
[ (8 4 Bad ooy L8 )
mon, p,g 1 CRESE ses S
. . - ! (1) (@) (3)
Pero si ponemos i,,, N, p, QO =1 2 g -
I e "I ! m. N, p, ) ' m.\',p,Q ' t/u.\',p,(‘l—{.— °oey (lﬂl](lf‘
(1) ) (i) O
@ ,-r'n',+ . en w1
() J ‘
. =1 senPuy costw’ | 1 ! senmi cosNwdw | du’
m,N,p,Q (1) (i) o 1)
Ja. m.w -z
i J J

r\s [r\* g . . oy
v desarrollamos —) v —,) por la [drmula del binomio, es ficil ver que resulta
al v \a

a4

.t . R Ly . N -
IHI.A'LF.(,' (:;)‘ fm— W J !’m,u_,u_:'; — . (& lm,n‘/).rl—{—l i . € -[m,n,p.// A= il
L
Yo i — (" ei EECaa WY
I mn+1,p,q I mor+41,p,4-+1 7] 9 > tmon4-1,p,qg+2 = <+
' (1)
» | 7
+ el 2, p g —= : e't 9 S pn 2. pg s —
9 m,n+4-2,p,q I my,n+42,p,q+1 7| I m,n+42,p,q+4+2
o W YU I N I -
R Im.n.,';.';'(dl I~ =% - “ﬁl)
Ahora bien ; puesto que
m— 1 n —:1 !
. o D a4+ N1
) 2 cos?*+t wo, .
sen™w coswwdiwn = ¥ (— 1)++1 /I — ————  SLMm es mpat
u=0 \ ® 24, -= N -- 1
sen™—1ip cos™ 1 o — 1 .
— L NS N S estpan,
nm ——~ N\ " m4-NT [
se tendrd para i, v , o una combinacion de integrales de la forma
(1) (1)
(4 e
5 1 . /T
T SenPu cosQuy sen® (muw’ - x) cosS (muw’ - x) dw’ o ” W’ senPu’ cosQu’dw’
(1) : t
dlik; “,
A I
cuva resolucion analitica no ofrece dificullad.
o o . . . s, ¢
A continuacion escribiremos todas las integrales ¢, v , ¢ necesarias para calcular las 1 2)

m,n,p,q
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despreciando el segundo orden en ¢ y el séplimo en ¢, aproximacion muy ficil de mejorar en caso
necesario.

Poniendo para abreviar

) I oyl R ) (i) 0 -\ O (i)
¢ = ————sen ’(:un, =n)a. pa| —sen |(um. - A) a. x|t
T J J+1 J J /1 Ji
3 ] I 2
() I (N (i) (8 C() . (1) (0N
N — :\(‘n l(;;n_ / )IL , 0G| —sen [(;m, S+ anfa op |
M A A B e d i1
1‘ J'
(n 1 (i) <\ O 0] 0 5 <\ @ (0
b = 1 cos (;),m_ + /\) @, [ Cos“;uu, SR I Xy
_Jmm‘ . i J 0 i [N J !
| J =
2()) i ' /0 ) @ L@ (] S (0
"= }cos [(;;.u_ +n)a. b, ] — oS {(;m_ +nja” 4+ up. [
R { J J+1 J J J \
it
ex fictl ver que resulta
(i) (IO . ()
i S i I (. () (i ) (j
] i+ . i J ) ()
A7 =177 sentw' . \ _ _sen gwdw . dw! = — —(®" —@" —w' L PV )
P g ”lu H.l'“ i (1) 25 T — k5 lop I U
Jm, w -z :
! ! !
(i) @ 0 0
. L e, w5 5 _ _
i i . J () ( ( ) =
B~ = cos nu’ . : ! sen pwdw .dw=—[¢" 42" —¢7 —¢" )i >0
Lo '”w '/nm o (0 Qg \ Tk T — "y Py )
. . . . —— z. \
J i fa
(1) (1) (¢)
) i (W 1
i J+ . J b - ) ; : :
G’ = ‘ CUsen e’ , —cos yawdwe . duw' = (;_’ 0 $ g b >0
hid r,(l) /nm w ym Dip N i P Than B S
/ J b
(1) @G, L0
p ~(1 1 on N —— ,3. ;
/) JT . J B mn () ) i
D 5= \ o COos AT , _cos waedw . dw' = — (Rl'_ e P e i __ g ”_ ), A0, W= O
by Al a ] . ”l(" ”J ki 1(') 29, TS —= Ky i — R u — !
d J J
7 3 o () . () < o o y
v en particular, eludiendo los casos P A ==00Y pi -1 =0, para no multiplicar las formulas,
se tiene
~(J) 1 (6 () (1) (i) () (1) D)
G e ' a, 5 — (In_ ¢ N eos .
2y alod J JJ j b ]
| (W (1) pa(t (1 () . (i) .
=12 i = = (m a et ) COs ra.
g et /o I
! (sen 7 a? en rm) (7 % U')
- —sen 7. —senxsa |(n, —m
L Je] FN J
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Segin la formula (1), para obtener las |
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(0 ()
-, a.
AL T T
. LD
=l GOS8 /A
Hsaleosie
(1) I, ®
D = ~ln, —Imn
0,0 9\

calcular las integrales siguientes :

es decir

pero por ser

£2,8.p,Q

tm.n,p,/]; l

[Hl.fl-{-l.p.-‘[; !rn,ua'-

' 5 N “< 2
L 'o < n

b, N, 2, Q= U, X, 0, Q "m, N,0,Q

( L1 ¢
l)_J)Iz—IH, a
[

(0
I

(

g (mm !
* - = . T . ( .
1T A

;
I

m,n,p,q

myn,p, g1 5

Lpg+1

e ’l.‘_ﬂ.’),r,l — f|||x _ﬁ‘. ?'f" q 5

25

basta con escribir las formulas para caleular ¢stas

1) (¥)
B, — (m, i
1

.y
— Cos N, ) (u A
I

(12

1 +1

’:i.:\‘,p,r/ — ’l..\.,n.-f

b, %, 8,@ = lm,x, 1,q

=i [m,n,jr,rfa—

(1) | (1) . (n
- a. ) Sen Al
1 ] J+
(1) (1) (i
S - a, )| senna
! ! !
(1) (1)
—m. |
j i
()2 (1) @y 0 (1)
o )-;-(3 — ( o—a )
j ] AN E J

4]

. lm,nﬁ-l,p,?#ﬁ

\OSXSS

hLE0Q | 20 < 10

} yo < N3
R

\O<.‘\<I

B304 3 2 Q ; 10

) \llg_\_‘(_l
l3.%,1, ) 2 < Q<Y

\t_'l_<\§l
3,5,2,0 ) 1 <(‘)<'\;

o< N= |

1.. . -
3,8,8,Q '“<(.,)<_7

!

— 1% 9 pig

— b %, .-+ 2

con la aproximacion recién establecida es necesario
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: \US\S’I
Lo, x,0,q ; ()SQS 10

yo<N<A

. yOo<NL3
L0950 <10

\US.\-£3

’o,x,l,q? 0SQ<7 {)

Mo<Q<y

Ahora bien, puesto que si n es impar se liene

B o n ‘ 0 e
2" cos" @ = CcOos na —- ) cos(n—2)a—4+ ... Cos @
!
—~ (R —1)
2 /
v sl nes par
i . (n ; AL
270 Cos" a = cos na - COSI =2 )il —= o =

1 DT
' —n

2

v que, ademas, es

2"l cos"a =cos na -- a,,» cos"*a—a, scos"ta-} ...

2" lsen acos"ta=senna b, ysenacos"3a —b, ssenacos"a-- ...

donde

resulla, como es facil ver,

in,n,n‘n: I)n_u
. I\N—1T N N '
o, x, 0,0 = (5) Du.\' *;“ <1) I)n,.\' -2 -l = I “o.l ) \ ill)pill‘
o <N —1)
/1= /N " \
b (_) Dy, 5 -j( ) Do, x—24 ... - - Dyols N par
. i |
24 1 2 1y
9
l,0,0,1 = I)l,n
; L= AN \ ,
o, 5,01 (j)) Dy, p(l)“:.\ § = i =] . Diyly N impar
' ks - (N—1)



Rexyxavpo P. Cesco, Perturbaciones seculares de Pluton

Ll N . 1/ N i .
:(;) ])I.N """" (A')I)LX,_Q-—... _‘—5(1 \)[)I.U 4 \ pEll
\o N

9 /

L |
i — (1) [Dqo - aq_si 4 Bi)
0,0,0,Q — Y Q0T Q—200,0,0,Qq—2 g, 40,0,0,0—4 |~ -

. f\e—1, /i\x=1r /N | _ N '
rli_N.ﬂ_(‘!:(;) :(2) I)c\:..\'"(l")l)(q,s—‘."‘, ‘“:“(it\__”)DQ‘l
2

- (g, 200, 5,0, —2 — fqalo.x,0,q—4 = -+ §» N impar

;I,\le .l N1 | \ I ‘ I \ B
=) "'e-x‘i'(,)"q--‘--ff---;(, _)“Q~°
7/ ’ Y \ :N

- tq,2l0,%,0,q—2 — fq.4lo,x,0,—4 = -+ | N Pl

\R=1 \ N Na T s

lo w10 = ! Crx—+ ( Cix_o4 ...+ Ci,1|»  Nimpar
. ’ I ’ | l(,.\’—1)

L 3,

N\ )
S \Ciols N opar
IN

\NT N i N ! .
it = () [Cant (})Casma o Carly N impar
2 ! —(N—1)
\2 . / -
_ . N : :
o (i) CQVN""J <\) (j:)'x'*'l“{— Y 1_1( )(1?” ’ \ I);ll~
2 1 2 {
N 3
. Q N—lp Ny L ' - N N 1
lu,s,l.(‘.:(i \<£ (‘Q il,x""( ("te:l-u\'"‘»’ [ B (“*“I'l
2/ 2 I —(N—1)
/- 2

e
~ ] L
——
2
|
==
@
=
oz
|
—
- 2
SN
~
P
1
(0]
1
1
-
N |-
P

“":‘I'ca 1,80, 8 1,q—2— I'() FLstox LQ—d4 T e )

. . ¢ e
[,Q CLslox Lg—2° —/rQ, 1ato x, gt e X N pau

11,0,1),0———'““‘1

. R
i 1,0.0=— — Dy, 2
2

{ Nimpar

I

et
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. .
I, 50,0 = (—) [Bo,x+1 by +1,511,5—2,00— ---]

! I : .
w0, = (5) [Bixo1—bxo130,5-9201—-:-.]

(0=l \NT [N — 2 i
: ST (I IR
1. 5,0, (5) ,(5) [BQ,\ O e \5’1 l‘Nfl.BBl}.X-~1 )

‘ . » . | . "
1 4Q,UN 0,0 — 2 O, 4l N 00— T .. $ N _< 2

—

.0,1,0=27\11

, 1
0,1,1;0= —Aj1,2

2
N
. 1 .
{,5,1,0 = (;) [N ve1 by 1 siix—210— -]
. 1
{1,0,1,1 :5»\2.1

. 1
1141.1,1=71»\'3.-2

: gl
N1 1= —) —Agxi1-f-byy1aN—91,1—
2/ |2
/(\Q N[ P\ N=2
R G e T A W S by \
LN 0 = i\ AQ+1,N+1 IN+1,33Q+1,N—1
R 5 2 ) 2
b1, 50,81, 1,50,N,1,0—4 - N<3
d|Ry]
13. A continuacion expondremos un método mucho mas breve para calcular las — ¥ por tanto
[

las perturbaciones seculaves de los clementos, preferible al anterior al menos en la primera aproximacion
con respecto a las masas.
Supongamos (lig. 3) dividido el rectangulo R definido por las desigualdades o <w <oz v o <w’ <oz,

mediante el trazado de las lineas de nivel de la superlicic A= f(1e, w’), en N recintos 3y, 2a, ...,

l\l

Ny

-

simplemente conexos o no, lales que en el 2; se cumpla la condicion D, <A <D, y que en el intervalo

li—=(Di_y Di) sea posible obtener con paribolas de segundo grado en A, por ejemplo, una aproximacion

salisfacloria de la luncion A es decir

CA?)| <z, para lodo A de
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Se tendra entonces con una aproximacion prefijada

d[R] X a0 @ (0
~~~~~~~~~ :._.(u [ a1’ a1 )
a: i=1 0 0,5 ! 1 LT 2 2,0
donde
(i) 1 .. ..
II.. = || AF o, (w0, 0’y dewduy
ARty

Ahora bien, si 5 es uno de los elementos o, o, 7/ 0 7. es

; aa’ (r\2 (1"\3[ AN , B ‘ 2C 1)) g
2q (W, W) = — |- -] [senw (—sen w’' -- — cos w’'| -~ cos w sen w’ -+ — cos w )
v \a) \a o] 37 37 o3 /]
w' y
0 w 0
Figuva 3

v por consiguiente serd

0 aa’ [dA 535 OB 3.3.%. 3C 3.3k, D 3.3,
[7 — — |22 it 22 ] o
kya Aw2ys2 135 1.001,0 d; L.0,0,1 5 0,1,1,0 ds o L0

donde
sl ki ’
I ¥—— \

m n,p,q

//. s /./ t
) ( ) sen™ e cos" w sen? w’ cos? w’ dwduw’
a

Stz =a’ (o analogamente st se lrala de a), es

1
oty )=
‘ 7.7 \a

[\ 2 [\ 3
/ / ‘ 3 ,
) ( ) [Fsenawe (Nsenw’ - Bceosw’)-1-rcosw (Csenw’ = Dcosw’)y— 1’

v por consiguiente resulta

¥ M ’ \
(i) "l 8.3 & S B Rty (‘l:;.:;.k,. I)I:;. 3, ki - '/7 20 |
1,0.0,1 0,1,0,1 q 0.0,0.0

' :.
kou hva!

1,0,1,0



o8 OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NAGIONAL DE LA PLATA

Y por ultimo, st s =¢"es

: o [r\?[17\*\ Al N AT - ’
ze (W, w)y=—|{- ( ) y—€ (Or° —- 1'-)—(7(21'- = r'*yeos w

Ly '
—= 11" {3 — cosw’ - /w’) [senw (X sen w’ - - Bcos u)

a :

~cosw (Gsenw’ -~ D cos u)] :

luego
’ . » - .
(1) ad y S ok T <SP TS SRR 1 T SR 3,4, k1t
I |=-————{3Al L B L 30l D) |
ke RAmyyl 1,0,1,1 1,0,0,2 | 0,1,1,1 0,1,0,2
Q% Wi L
4.8,k i SaupE 3.3,k i 3,3, k, i
- AAT - 4BI - 4CI =t
1,0.1,0 1,001 0,1.1,0 0,1,0,1
a 4,3k @ 254 o, ,0 4.2k o, @ 2,4k
—2— — — —Jel — — Sl —
a’ 0,001 a 0,0,0,1 a’ 0,0,0.0 a 0,0,0,0

v analogamente si es 5 = e¢.

Ahora bien, segun un teorema de Catalan (ver E. Goursat, Cours d'Analyse Mathématique, IV éd.,
T. 1, p. 503), si se indica con \ un recinto limitado por la curva de nivel genérica D, de la superficie
:=f(r,y), con Dyel minimo de z en \ y con A; un recinto cualquiera limitado por la curva de nivel Dy,
se tiene
i ; = o oS
W f(z, ¥) ¢ (2, y) dedy = D,F (D) — \D I (D) dD
A, S
donde

F(D)y={{z(x, y)dedy
i
St ahora consideramos la integral
)
L=\ f(x, ¥) o (i, y) dedy
Al

2

¢ indicamos con D* = (., ¥)" la curva de nivel genérica que limita al recinto \*, resulta, suponiendo
por sencillez Dy > o,
2 2 i P
[ =D F (D |—\" F (D*)dD*
IIIJ(IJ) .\”;]l(l )l

o

=D F(D)—2|"DFD)dD

donde
I (DY) = j[ P (x,y) Ji.i'r[l\‘
A

pues es, evidentemente I3 (D)= F D) v al mismo resultado se llega aplicando reiteradamente la
(ormula de Catalan.

. o ’ 5 50 R . vy o
\plicando dichas [ormulas a las integrales | se obtiene escribiendo
m,u,p,q
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e o= (fa(l)

myn,p, 17}

,,,/‘ t
(—,) sen™ 1w cos™ w sen? ' cos? w’ dwdw’,
a

o /

A

de donde resulta
s, L, &k

Sk il
| — ] (I)_)—l (I)_ ]
m,n, p,q m,n,p, 4 i m.on,p,q i—1
las formulas siguientes :
s, 1,1 s, 0,0 Dyt 0
| =Dl (D)—1\ "1 (D) dD
myn,p,q tomyn,p,q 1 D, myn,p,q

20— (D) —a "D (D) dD.
m,n,p, tom,n,p,q [ JD, myn, py,q

. s, 0k o ., e
Para obtener todas las integrales 1 con la aproximacion que se desee, es pues suficiente calcular

m,n,p,q

las 17, en los recintos \ = 31 -8 4 ...4-% yen algunos intermedios, convenientemente elegidos;
m,'’n.p.q i 2 g >

v esto es relativamente simple porque es posible efectuar analiticamente una inlegracion.
Sidefinimos A por las desigualdades ay <’ < ay v oy (10') <10 < 25 (10') 0 bien por éstas : by < < by
Voo () < w' < Z9(w), ¥ suponemos (ue cs ¢<_ ¢ pequeiia, resulta, st r () indica el valor de r para

w=ux Yy A\ sen px=sen yxy— scn .,

: L2 Cay [t .
H4,0 7. N = g .
I (D) =— \ I—,} r(a) — r(21) sen? w’ cos?w'dw’
1.0.p.q 2ea” ), \d'/ -
9 b ol
3,300 AL TR —y o
]‘0 1,1 (>(D) — Sa” ‘ (fl) M (Ba) — 7 (B1) cosaedw
: 2 (b X3
3,1.0 b s\ ! . =
0,1.1.1(”):W , Ag) pLr (Pa) cos o —17(§a) cos b
o 2 N
12!
7 ) =]
< | PP Ba) — " (P1) :vnr- wdw
ne
€ 4,0 g (BT A
| (D):r:’"‘ (”,) l*( )v_\sonx
00,4 . fl' 1
1{s--1 1t
" ( ) e* (2 (a9 — 21} 4= A sen 2z) — ... ‘t‘“-‘-” w'dhw
| )
400 ) '(IJ ".J i 1 "\-
| (I)}:-/_"\ (ﬁ,) A sen z — ,-( )(2{1.3——11) Asenagx)e
0,1.p.q Zana (Y

senf ' cost 'dw’

: (.\' l)(g)_\s:'nz Asen dz) e — ...
124 &

v estas integrales pueden caleularse muy exactamente con cualquiera de Tos métodos numéricos o grabi-

cos de cuadratura.



CAPITULO IV

14. En este capitulo aplicaremos el método establecido en el parrafo anterior, al calculo de las
perturbaciones seculares de Plulon, en fa primera aproximacion con respecto a las masas, debidas a la
accion de Neptuno.

Para la determinacion por puntos de las lineas de nivel, en esle caso especial en que e es tan peque-
no, conviene dar a la funcion

A?=r?— 2 —2rr [v? cos (1w — w’ -~ U} + 2 cos (w —+ w’ - V)]
donde
l=0v—0o,V=0-1& —27¢
la forma
M senw —- N cos w =
stendo
M =sen (v’ — U)— Csen (' - V)

Be

N =cos(w — U) - C cos (v’ - V) -+ Ape

P=Ap-L l—) —= Ape? (costw
)

ecosdw -+ ...)

A

242
3= A “.f-_? o _\2)
2

7

G

v, fijado A segin el criterio establecido al principio del pirrafo 12 6 13, caleular, para cada valor de w”
los correspondientes de w despreciando en P el segundo orden en ¢; v corrigiéndolos luego, dando a w
en P sucesivamente los valores hallados. Procediendo de esta forma hemos determinado los recintos 2,
que especificaremos mas adelante.

~ . . . . . . .y . . . “r | :;
X0 cuanto a los polinomios de mejor aproximacion (aproximacion minima) de la funcion (-—. )

\foe/
de cuya determinacion analitica va hemos hablado en el pirrafo g, los subslituiremos, a causa de no
haber dado con un criterio practico para calcularlos, por polinomios que aproximen a la funcion dada

con un error medio cuadratico integral minimo.
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s decir, st nos limitamos a considerar parabolas de segundo grado en A2, determinaremos los

" NORCRO) : . .,., T ;
coelicientes a s a "ya, del polinomio de aproximacion de la funciom Kt el intervalo I; = (Dy; _4, D))

por la condicion de hacer minima la integral

. . ) i () | Qi 2n
de donde se deduce, anulando las primeras derivadas v poniendo para abreviar 2" =— (D" — D" ),
n n <t Zt—3

el siguiente sistema de ecuaciones de condicion,

@y, D) () RU)
% i ” . i~ ——
LTI L T PR )
(1) (1) () 1) () ()
i o -0 & - e =95
2 17 27y 1/2
() (1) (OO (1) () N
a 'z -3 ae —=
) T4 . 174 95 32
cuvo determinante
| 0 (i) I I
2 z z 1
‘ 1 2 ) 2 D
NI L0 NU 2 2 9 1 I 1
:h) “ :4 o ([)-r—“ ])) ) 2 4
z 0 2 2i— 13 » D |
|
i
RU) 0 A0 I 1 1
. (o] T Y [ =
| 2 i b g : 2

es distinto de cero, admitiendo, por lanto, exactamente una solucion, v anidlogamente si se trala de otra
funcion integrable cualquiera.
Pero en la prictica es preferible seguir el método siguiente : Se trate, por ejemplo, de representar

la funcion A=2, en el intervalo ;= (D;_;, D;), mediante pardbolas de segundo grado en \.

" ) I ) I . ) ‘
Si ponemos A = . - 3;, donde ::;(I),— D._ 1)y & :;(l); D, 1), el intervalo [, se trans-
forma en el (— 1, 1) ¥ la funcion dada en ¢ (x) = (a4 &)~

- . S o () (i (i) . . A ; I
Sioahora determinamos los coelicientes 1;“ . /;1 l;') de un trinomio de segundo grado en @, por la

condicion de hacer minima la integral

@ (x)— (/':ii. - b‘l['..:' /;“)‘:_") dre (1)

0 =

E (b, b )=

obtendremos una representacion de la funcion ¢ () que se transforma mediante la sustitucion mversa
A —

= —"¢nladela A

i
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Ahora bien, igualando a cero las derivadas de (1) vesulta el sistema

(@ , 2,
?,II v = ]} :
(] ey < 0

2 i
— b =1
o 1
2 IR
-_1]1() ":h(}:I
30 n 2 2
donde
‘1 =] i =)
Jg == .\71 p (x) de =D.— l)r__l) (E)'___] — I).' ]
L rwisyd 2 N YD 4D
|1:_\4—l.rl‘r("'I)’J’::‘l(I)J_I)iﬁl) { )iﬁl* ! )*‘( e ;,,]) ( )EAI - | ]
L e (@ ar—8{D—D. Y Yloea —4{p.—D Y% 4D
I?‘___.\fl'l-?"'f)r":' [ S i—l) ”gl)i_l_l( E_ '-71) ( ,71’ ¢ )
1 3 —3
-—(I);—l)i_ ) ([)._1“1); J
cuva solucton es
(1) ’]:) .l I ‘ (i) 3 (i) /|:) { 1
by = (5|.,_‘_-;1..,.); W= hy b =2(k—z1)
v en definitiva
\ 2 (i) Q) (i)
: ; - C3 b 5 b, b
l‘f“; 2:]!“’—*’!1“] i J [l(l), ”(I) == ——“i)i‘: (l((): a L
1l 0 1 1 2 2 2
a, 2, 1 2 x

\ continuacion escribiremos los elementos de las Orbilas planelarias para enero o, o" sidérea, 1940,
tomados del Berliner-Astronomisches Jahrbuch, referidos a la ecliptica y equinoccio medio de 1950 ; y
aunque para Plutén los elementos estan relacionados al barvicentro del sistema Sol (mas las masas de los
cuatro planetas internos), Japiter, Saturno, Urano y Neptuno, no efectuaremos la pequena correccion a

heliocéntricos por la incertidumbre que exisle sobre los mismos.

Elementos Nepluno Plutén

Longitud media, = . ... ... ... .. L. 172°%24’11” TRy
Longitud del nodo ascendente, . .............. ... 131 710 109 37 99
Inclinacion de la orbita, ¢ ..o o 0 L 1 4630 17 838
Longitad del perihelio, o. ... ... ... ... ... ... .. h7 1749 223 10 30
Excentricidad, e . ... ..o o o 0,00900 0,248644
Semi-didmetro mayor en unidades astronomicas. . . . . . 30,1095+ 39,3174
Semi-didimetro mayor, tomando como unidad la distan

cia media entre el Sol y Juipiter, a........ ... ... 5,778314 2.592798
Movimiento medio en segundos por aiio juliano, n. . .. 7366 3247

Masa con respecto al Sol, m. . ... .. ... ... .. ... 1/19314 1 3300000
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\plicando las [ormulas del parvafo 2 se liene :
-t 9 .
J = 15%3c’20" ; %t =0,0181977 ; == §07° 1904 ; %, B2 1050 199"

\demas resulta

& — 0 1 —7=170°083}" = — U
» o —1—<= 05°0823"= ¥
»2 ),===846: \ r - o I
p=a (t—e) = b,777846; A= - =0,000207 . -
a2 2 D
2
pP=da(t—e?*)=7,123363; C= L =—0,018035
o2

Hemos hallado, aproximaciones sucesivas, que la funcion A? = f(w, w’) alcanza el valor minimo

_\:,:n,rz ix en el punto de coordenadas w=1230° v w’ = 33°40’. El valor miximo exacto no nos

interesa pues no creemos necesario levar el caleulo mas alla de 15 unidades astrondomicas.
\ continuacion especificaremos los diez primeros recintos Z; que hemos determinado. como asi

00 0 . v (1) (1) (1) . . o
también los intervalos [; y los correspondientes coeficientes a va .y a, delos polinomios que pueden uli-

lizarse en cada 2; como expresion aproximada de la funcion A

Recintos A;—o + 4, + ... 4+ 5

‘ |
A; | q:‘l} ,{i) ﬂgn ”(41') I 0 1:;, ”1,-, | 13.'.,
; | | |

Ay, i 0,807500 0,872665 0,077384% ! 1,0570693! 0.623010 3,3664%1 1,320429 2,83956+
Apoi i, 0,700767 0,872665 1,047198 | 140282 1 0,723210 | 3,204065 1,239279 | 2,048490
Ageii | 0,634136 849394 1,08210% 1 1,198459 | 0,505400 3,22050) 1,202701 3,0043206
Ay, i o,9701h1 | 0,7450/ 1,008833 i 1,243002 0, 386666 3, 286401 1,409007 2,888638
Ay . 0,%00004 o, $14487 | 1,134404 | 204453 | 0, 719048 3172021 1,204560 3,03190%
AT ! 0,411887¢9 0,8450,6 1,163553 . 1,338086 | 0,780821 3,102)11 1, 164383 3,101825
Ao ... 0,212348 ©)n 770N 119920 | 1,130807 0,74960668 3,042248 1,203388 3, 130401
Agon.. .o 0,639954 1,163553 1 0 o070 0,7300Q0 | 3,0100693 1,218182 i 3. 150682
L 4,6574825] 6,28318) 1,018109 | 1,388250 0,0336g0 ;——3,266013 1,085143 i-—3,539857
4,372050 6,283183 1,018109 ‘ 1,762783 0,033313 |---3,136573 1,060883 |--3,297238

— _— R . e l . 1

| | | | !
A ! mii) o(;’.) uLi) ( fj;i) ' m:‘i) n:‘“ {1:“”
l ' l
| i

Ay 0,9%0004 3,082829 | 0,08889% 3 lgqjﬁq [, 190092 |2 ,849735 0,073907 3,4137622
Apoi il ' 1,033332 2,074333 ! 0,(00002 3,344565 1,200882 | 2,698343 0,349098 | 3,6||088
S P , 1,051233 2,044237 : 0,037502 3, 229585 1,312301 | 2,600719 0, 4235001 3 =84164
AR | 0,944445 3,020065 | 0,962905 3,221531 | 1,312490 | 2,630361 0,621999 } 8.5z q&*o
AL ,056302 2,914173 § 0,8000909 3,300127 1,381814 | 2,322950 | 0,304544 1 3,092033
Al 1,036364 2,8398%42 | 0,872725 | 3,347861 1,383332 | 2,486126 | 0,500003 | 3,781343
Moo g0 ha0ac 0,962¢64 2,921270 | 0,0481hg | 3,316017 1, 300000 2,043817  0,636361 ‘ 3,665194
Ag ... 0,97777 2,870742 | 0,901111 ! 3,335195 1, 328000 | 2,403242  0,5067999 ( 3.592603
Y580 008 874280 2,914700 | 1,085714 3,278310 1,200183 2,073738 | 0,0032606 ! 3,708408
3 O 0,065714 2,740167 | 1,088372 | 3,368485 | 1, 226362 | 2,474595 | o,bggaig | 3,704 88y
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Intervalos i Coeficientes « ., «a ', «

1 Dai .3 < A < Dy;en 3 :\‘3 ; ’l:'l) e "(1“-32 4 “,(2”"\4 el
ci el {;
| Pa—3 | Du (@) | (i (@)
| i “ ' 1 "y
|
o ... 0yhgo | 0,566 . ‘
... 0,518 | 0,088 AT 30,2896  —131,1367 | 168,0335
,;; 0,648 0,807 lgires 4= no | |9,I’|7(’) — (3(?,(387? 5(’),{3622
... 0,734 0,893 Ioaneosst | 11,08?? — 20,2839 | 17,0829
% ....| 0,807 1.000 by “%’2?':3 — 14,9186 | ‘7v98'f
% ....| 0,85 ! 1,110 leov s b,oa(_)x — 8,9218 | §,85062
b ....| 1,000 | 1,342 oo | AA3%0 | — 35,3078 | 1,8733
5. 1,224 | 1,580 i A S 2,8220 | — 92,4736 0,06346
S ....| 1,400 | 2,000 g oo 1,63038 | — 0,99671‘ 0,179030
i I 5500 | 3,450 1F fe ek 0,93747 | — o,3go1al 0,04710
1o 0 m 06 o ¢ 0,578¢56 | — o,17179/  0,014636
Lineas de nivel (1);) de la superficie A — f(w, w')
.. = 0,5655 | b, = 0.6480 DI ="0L=31i85
i
w! | "w " 1" w w w! l w "
| | | | |
15022" | 2220 o = l ho°48" o 215934/ — 3634 o 213928" | —
48 3 I 222 36 | 2206°32' | 43 51 1) 217 S0 223° a2’ 39 44 36 ! 213 32 | ali{(S kil
50 44 234 36 | 229 %o | 46 54 30 290 2 220 52 A2 35 12 | 213 30 223
98129 225 4 | 232 a6 | 4y 57 45 222 32 230 10 A6 5 48 218 4 22
56 6 229 A8 234 d2 B 0@ 195 20 233 20 hg 16 24 | 220 44 130
58 4+ 232 50 | a3 o 56 4 1 298 a8 | 236 16 52 97 o | 223 36 233
61 28 = 23~ 206 dg 7 3o | 230 44 238 48 55 87 36 L oaab 48 | 237
62 10 45 | 235 3o 2ho 58 | B8 48 1a | 230 6 | adg
65 17 o 2kt o 61 o8 4N 233 "

A2 Aa
65 g 2% 23= 44 244
T

| 68 20 o — )
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D, == 0806220 ‘ Dy = 0.86443 | 0, = 05
: k _— :
' ! i H I w! 1" " ] w! | it
| | | |
33°|7'm”; 210¢16' o — 209213 45" 206°30" o" — ‘ Mo11' 40" 201920 o
24 8 210 h D6 | 216°23"44"] 32 22 47 | 205 55 5 | 212°40'50"] 27 53 g | 200 4 3o
SN | ar 57 48 | 220 35 55 35 81 4y | 207 43 4o | 217 1 fo SIS SN f 203 13 %o
38 5 214 13 ho | 224 24 32 38 4o S0 | 200 35 10 | 221 0 3o 35 22 6 1 203 52 3o
45 3 | 216 43 A1 | 227 36 B0 Av g 52 | 212 20 3o | 224 43 ad | 39 5 34 208 44 10
52 2 arg 2d o | 2301738 A 58 54 | 214 56 10 238 14 Ho b2 49 3 | 201 45 Bo
59 o | 222 a6 24 | 234 27 27 A8 = 50 | 217 Av o | 231 36 25 A6 32 30 a1h 1 35
5 B8 i 22d 17 54 | 237 26 3o | Hr 16 51y | 920 34 20 | 234 418 30 50 16 o 218 25 3o
2l B i 3228 30 25 | 240 14 D 54 3d 59 | 223 3G 15 | 237 dioao 53 59 29 | 231 47 D
19 85 | 231 56 o | 242 18 20 ! 57 35 1« 226 47 3o | 240 A oro a7 42 57 | 225 44 20
206 53 ) 23D 38 Ho | 245 5 2 Go 44 3 230 ¢ 30 243 24 Ho Gr 26 26 | 229 41 55 !
33 52 | 239 Ho 10 246 53 12 6353 5 | 233 44 o | 29 54 3o 65 ¢ 5% | 233 35 5 51
4o b0 | — 246 20 0 67 =2 6 237 37 25 | 248 5 0 68 53 23 | 238 a9 3o
l =011 8| 242 o 5 | 249 46. D -2 36 57 243 39 3o
, ‘ =3 20 10 | — | 248 fo o -6 20 20
N |
D) == Homelly B} 1o
|
! " w | w! " "
‘ |
| | {
12915/ 35" | 18g°30’ o' | — o010t 5" (772000l
16 g o ! 189 g 10 | 197121 b a8 (59 (8 &), 1842467 o
20 2 20 191 22 55 | 202 46 55 8 D 159 34 20 1o 24 So
23 55 O 1gh 0 20 | 207 D4 1) (T (15 182 1D 9D g0 4t 4o
27 hg 16 196 Ht 10 212 4 4D 1h 33 38 183 6 ) 200 4D 35
3t 42 A | 199 b1 Do L2079 1) 19 g S I8 4 o 200 ho o
SIS G 203 0 35 | 221 54 do 23 415 24 gt 8 o 210 26 o
39 29 32 206 10 4o : 220 14 30 | 27 36 17 1gh 1d ad 214 38 20
43 22 57 200 ho 35 [ 230 24 A5 | 31 32 a0 1g7 27 20 210 29 O
A 16 23 213 11 Do 234 206 10 35 28 4 200 47 O 2123 D2 2d
S A8 b o 35 238 18 3o 30 23 57 204 120D 2328 & 3o
SIS NI 290 38 Jo 2% 1D A3 1y do 207 42 ho 132 10 Do
58 D6 3 294 35 Do Na) B O A7 1D 43 2010 1 30 236 15 ad
62 Do 4 a8 hh 20 248 54 Jo a1 36 S I X)) 2h0 g 9d
66 43 2g 233 5 Jo 90w 1 4D HORNE' 218 D) 20 243 53 55
~0 .36 A 287031 8D 954 D2 4D g 3 23 292 DY ho 247 28 45
~h 30 20 242 40 o 257 20 50 Gz Do 1t 2=l S 230 33 33
=883 (D 248 26 1) 209 ¢ Y0 (VI ) 231 22 D0 g )
82 17 10 - 107 3o o =0 b1 2 233 J6 20 25
~h 46005 240 47 a0 259 Jo 48
=8 42 Ag 200 2 20 202 10 H0o
82 38 4a 231 Dy 20 263 S0 D
| S0 39 85 a1 fo o
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A = — 0.989564
B=  0,0338:i8
C = — 0.083¢82
D = —o0,969198

Intervalos 7 — (D; _1, D)

o'

Sg
Ol

Di—1<A<Djenzi

TT——

Di 1

m—

D;

0,909
0,5657
0,6480
0,73485
0,800622
0,8¢443
I

1,224

0,5657
0,6480
0,73485
0,80622
0.89443
0y
1,2247
1,h0

g = | 1

' i
A :
:— —B B &G | 0,118158
)B i L
S D--A | 0,242335
J5 ’
e
G —D ! == &\ 0,204,668
hE; ! |
D | '
3? ' --B—C | o,420107

(@) (i)

. (i)
Coeficientes « . « . «
0 1 2

L -
(VL]

::ri”~+(4”A—+rfOAzen li

2

|
(&) ‘
. i

=

68,54110
45,15563
30,72788
21,206240
16,24908
12,03798

104,90031 i I
eI, 74750
66,0311
40,06680
28,62564
19,22391
10,01421
D,11924

13,43976
8,16¢18
3,60231
1,50009
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5 L0
Integrales !

LU LI L/

(l),’j
1

" 1 o
Integrales I'- (D;) — —; \L

e (e, ) du do!
j

D, f-la'h'. 3,8, 0 »_IH,K,H T 3,4, 0 3, 4.0
1,0,1,0 | 1,0,0,1 0,1.1,0 0, 1,0, 1 1o 1,1 1.0.0,2
|

D50 n o 0,0000908 | 0,003053 0,005077h | 0,004300 | 0,00331 0,002451
Dy 0,013599 0,011383 0,015021 0,000018 0,0075404 0,003543
Dyl 0,026075 0,013887 0,021691 0,016939 0,012187 0,00023 1
| RPN 0,033794 | 0,023758 0,029003 0,0230671 0,016493 0,012626
Dy .00 0,048811 0,034824 0,040138 0,03320/ 0,022098 0,015143
Deooooo. 0,000913 | 0,046434 0,0336-8 0,04h6415 0,020020 | 0,022088
Do 0,107793 | o,052912 | 0,0831¢93 0,28344q 0,00h171 0,03640%
Do | 0,143300 | 0,093118 o,110465 | 0,124307 0,055407 0,045983

————— ——— | — —

I)i o 34,0 o 3, 4,0 ! 4, 3,0 Iz, 5,0 ’ $.2,0 2, 4,0
0,1.1,1 0,1,0,2 | 0,001 0.0,0,1 0.0,0,0 0, 0. 0.0

| | | |
Dy ‘ 0,0027498 | 0,002107 0,000689 | 0,004415 1 0,013817 | 0,009136
Dy oo 0,000(332 | 0,004045 0,015209 | 0,010000 | 0,031495 0,020823
(DS | 0,010571 0,008608 0,023737 | 0,016888 | 0,033040 0,035006¢
Moo oo e 0,014438 0,01223) 0,035606¢ ‘ 0,023332 | 0,073441 0,048552
Dg.. .. 0,019663 0,01755) ’ 0,049248 | 0,03208/ 0,101100 0,0660%2
DS 0,026594% 0,020203 | 0,007725 | 0,04387g 0, 138944 0,001819
D.. .. . 0,042091 f 0,048185 0,116424 0.074336 0,23724%0 0,136002
Dg......| 0,034457 0,073h23 0,166541 | 0,10483) 0,335580 0,220055

D; 103155 — 108l 1021, ; — 103, 10l
| |
Dy 0,197 | 0,103 0,0247 0,110 0,4198
b, ... f 0,360 0,374 0,060g 0,709 0,947
D,. . 0,260 ; 0,032  o0,1330 00,4618 1,008¢
Wncoooce 0,817 0,874 loo,2143 ‘ 0,651 2, 2190
D.. 1,118 ; 1,212 0,3%06 | 0,004 i 3, 0b00
D" ... Cn,B9d 1,66 0,577 | 1,2743 h, 178y
Dpooool I T S R PO E R B PR BX L 2, 2667 7,0733
Dg.ooool | 3,845 1,034 | a,7808 3,282 | 9,9130

-

iles
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~ 'I),
Integrales G, (D;)— \

Dy

[",;\|)j(”)

D; 104Gy — 104G | — 108G, — 104Gy | 106G,
| { |
S T
Pies abioc 0,007 3 0,09¢) 0,008/ 0,043 | 0,0133
DS 0,212 | 0,21Q 0,0364 0,101 0.0960
Dy, ... 0,308 ‘ 0,434 0,0836 0,318 o,1106
Do s s ola e 0,591 : 0,530 0,1232 0,397 0,1362
Der s 1 0,850 | 0,917 | 90,2438 0,085 0,2323
(DS I aD | 1,314 0,482 1,144 \ 0,3809
Do ... 4,830 [ 5,012 i 2,100 3.919 1520
Dt 5,709 | 6,003 | 3,386 | 4,833 | 1,48
Integrales 1, (D) — 2 \:"' DF, (D) dD
F =1
N rid B ___T_ EE 5 I
D; ro3Hs 1 —103H» | —103H, l — 103H,, , 1011,
| | | |
K e b o
Do o0 o,0062 | o0,0064 | o0,0002 | 0,0023 0,0160
(D 0,0260 | 0,0268 | 0,0446 L 0,0198 0,0080
e o 6o 0,0354 | 0,0604 0,1193 | 0,044 0,1338
Wnslos & o c 0,0560 0,0828 | 0,190) | 0.0614 0,210
1D 0,1450 0,1564 | 0,498 | o0,1169 0,3qgbo
Dg-. . ... 0,2708 0,2875 0,91068 0,2174 0,72306
Do, 1,08)2 ! 1,1250 o707 0,8801 12,8048
Dg...... 1,516 11,5816 8,000 1.2738 | 3,029
(1) . \
Integrales l“ ; I (D == B i) —
1 1091 m:‘l(' |0'—’|“  — a8l 1ol
0, 0, = O, 0, a’ 0, e
B0 o0 n 0,157 0,103 0,0247 0,11y 0,198
D 0,203 Gy 2Lt 0,0h22 0,108 0,3349
1)) 0,300 0,228 0,0081 0,18) 0,0341
Dy... .. 0,21 0,202 0,0793 0,193 0,0107
Do 0,301 0,338 0,1363 0,209 0,8%04
10 0,477 0L 488 0,227 0,370 1,118
b.. 1, 1hy 1,087 0,876 0,002 2,804
eSS 1,101 1,189 11,3206 1,010 49,8403
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Integrales I1 !

7

= Dl (D) — Dy 118, (D= 1) — Gy (D

) oy (0 oy (0) ] (i)
)y @I L — 108 1021 , 1031 10l
Loa e v | l.a 1, e
{ 1
| | |
| {
Dy | 0,083 0,080 0,013 ! 0,063 0.2222
Dyl 0,123 0,128 0,0238 | 0,090 0,3252
Dy 0,143 0,170 0,0472 0,128 0,4530
Dyoooo. 0,194 0,18 0,0613 | 0,149 0,4710
Do, 0,236 0,288 0,116 0,113 0,71952
[ 0,40z 0,430 0,21671 0,301 11,0011
Do 1,283 1,337 0,9025 | ) 3,2338
[ C ‘ 1,047 ; 1,354 [l 7ra) 1 o) 3,7364
i) G e \
Integrales 1~ — D1 (D) — D iI'f.tl);.fj‘-— H, D;)
R Rirer ‘
= — ————————— i
ap () (@) o o) (i)
D 1031 = 103l 102[ | — 103l 10]
2, 2y Der 2 @ 2, 6¢
: .
1 E \
Dy .. 0,044 0,010 I o0,0050 | 0,036 0,11758
- | | - - :
D300 0006 0,079 0,078 0,0137 0,038 0,1980
Dyl 0,00 0,124 0,0329 0,08y 0,3141
[Dnoeoooe 0,140 0,144 0,0474 0,110 0,3635
Do .. 0,218 04240 0,0001 0,180 0,6003
Do L. 0,430 0.408 0,2030 0,334 1,0071
Do 1,430 1,188 1,167 1,240 33,6235
DR 1,900 | 2,047 . 2,3738 1,760 b1 80
(i) (L), (+ 1, () (O () 1
Valores de I —« Fa 1" +al,
T i, » .7 S
. oy () aplt) ) i) (1)
( 103P — 103P | -—10%P 03P 10P
- " a’ e’
| l
1
|
0o oc0o000 1,080 1,202 1,038 1,103 2, 8033
D yaosooc 0,947 0,071 ‘ 1,792 0,680 2, 4000
p 5 o | g | a = -
3., 0,600 | 0,765 | 2,117 0, 575 1,986
b 0,53 0,91 (5579 K6) 0. 4o [h6)ai7 ]
Dooooooo 0,498 0,00 2,218 0,368 11,3700
G....... 0,973 0,928 2,024 0,422 1,3202
TN 0,83 0,860 G, 42 Ohi2 apliom
S 0,441 | o,090 5,004 0,447 1,232

l’ 3 . ] H 1
T /17: A A

",,Tl{l"lllﬁl"

b

10 )
| D41, (D dD

L)

(e) oy . o . . . . .
U Los valores de P pueden verificarse por edio de la formula siguiente, cuva deduceion es immediata
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