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TEORIA

Biblioteca de obras traducidas de autores no latinos SOBRE CIENCIA Y FILOSOFÍA CONTEMPORANEAS

VOLUMENES PUBLICADOS

I. — Filosofía de la sociedad y de la historia,  por Alfredo Vierkandt, con prólogo de Ricardo Levene (1934). 

II.  y III.— Teoría del desarrollo biológico,  por Luis Bertalanffy, con prólogo de Max Mirabén (1934). 

IV y V.— La sociedad primitiva,  por Luis E. Morgan, con prólogo de Alfredo L. Palacios (1935). 

VI. — Fundamentos pedagógicos del siglo XX, La enseñanza pública en Prusia,  por Otto Boelitz y Jorge Grunwald, con prólogo de Adolfo Korn Villafañe (1935). 

VII. — Crisis y reconstrucción de las ciencias exactas,  por Germán Mark, Juan Thirring, Juan Hahn, Jorge Nóbeling y Carlos Menger, con prólogo de Julio R. Castiñeiras (1936). 

EN PRENSA:

VIII. — La ley causal y sus límites,  por Felipe Franck. 
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La Plata, enero 11 de 1933. 

Atenta la nota del profesor de la Universidad de Berlín, doctor Max Dessoir, autorizando la traducción y publicación del trabajo de Alfredo Vierkandt “Filosofía de la Sociedad y de la Historia”, y asignando el valor que le corresponde a la función de la Universidad para hacer traducir y difundir en los centros de estudios las más altas expresiones de la teoría o ciencia pura, El Consejo Superior, 

Ordena :

l9 Iniciar con el citado trabajo del profesor Vierkandt la publicación. de una  Biblioteca de obras traducidas de autores no latines, que versarán sobre los problemas de ciencia y la filosofía contemporáneas y que se llamará TEORIA. 

2^ Comuniqúese, tómese razón, publíquese y archívese. 

RICARDO LEVENE. 

S. M. Amaral, 

 Secretario General y del 

 Consejo Superior. 
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PROLOGO

 Con el título general de “Crisis y reconstrucción de las ciencias exactas” contiene esta publicación cinco conferencias de índole científico filosófica, que se refieren a los descubrimientos modernos en el campo de la física y a cuestiones relativas a la intuición, a la teoría de la relatividad, a la geometría de n  dimensiones, noción de la cuadratura del espacio, crisis y evolución de la lógica, etc. 

 La primera conferencia de Hermán Mark trata de 

 “La crisis de la física clásica por obra del experimento”, tema cuya importancia ha dado origen a numerosas publicaciones y conferencias de los hombres de ciencia a partir del 14 de diciembre de 1900, en que Max Planck, profesor de la Universidad de Berlín lanzó su famosa teoría de los cuanta, en una conferencia dada en la sociedad alemana de física de la misma ciudad. 

 Analiza Hermán Mark la transformación operada en los conceptos de espacio y{ tiempo según la manera de ver clásica — juicios sintéticos a priori, según Kant — principalmente por los resultados de la experiencia iniciada por Michelson en el año 1881, proseguida por Morley y Miller en 1904 y 1905 y posteriormente por Miller 

 — de 1921 a 1926 — en el observatorio norteamericano 
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 de Mount Wilson, Tommarchek en 1924 y Kennedy en 1926, Dichas experiencias demostraron la imposibilidad de probar la existencia del movimiento uniforme de un cuerpo en el éter, supuesto inmóvil, y dieron origen a las llamadas fórmulas de transformación de Lorentz, a la hipótesis de la contracción de los cuerpos de Fitzgerald y a la teoría especial de la relatividad enunciada por Einstein en el año 1905, 

 Se detiene particularmente Mark en su conferencia en el estudio del fenómeno de la radiación del cuerpo absolutamente negro, que dió origen a una revolución en la física. Bien sabido es que la intensidad de radiación de frecuencia v en el cuerpo negro es función de la temperatura absoluta y de la frecuencia y que, por mediciones experimentales se había llegado a obtener para distintas temperaturas las curvas de intensidades de radiación, sin haberse podido determinar la ecuación de las curvas. Las ecuaciones de Wien y de Rayleigh, obtenidas con la mecánica estadística y electrodinámica clásica, dieron resultados distintos a los encontrados experimentalmente por Lummer y Pringsheim para pequeñas y grandes frecuencias respectivamente. La contradicción fué eliminada en forma genial por Max Planck con su hipótesis de los cuanta (1900) según la cual la radiación del cuerpo negro no era continua sino múltiple de una energía elemental llamada cuanta de energía  proporcional a la frecuencia, obteniéndose con la ayuda de la teoría de la relatividad (1905) la fórmula que da la intensidad de la radiación en función de la temperatura y frecuencia, fórmula que arroja resultados concordantes con los de la 
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 experiencia. Esta fórmula permitió, aplicando los conceptos de densidad espacial de radiación y los dos principios fundamentales de la termodinámica, establecer teóricamente la fórmula de la radiación integral del cuerpo negro, y de otros cuerpos — combinándola con las leyes de Kirchhoff -— ya obtenida experimentalmente por Ste-fan (1870) y Boltzmann. La comprobación experimental en la radiación de la hipótesis de los cuanta, inicia una era revolucionaria de la física al comenzar el siglo actual.  

 Esta revolución avanza en forma sorprendente en este momento. 

 Continúa Mark con el fenómeno fotoeléctrico cuya explicación se tuvo a raíz de la hipótesis de Einstein (1905), quien consideró la luz homogénea como la emisión de fotones o corpúsculos similares — hasta cierto punto — 

 a los de la teoría de la emisión de Newton, portadores de energía proporcional a la frecuencia. 

 En forma sintética se refiere al efecto Compton, a la difracción de los rayos X, a la mecánica de De Broglie, a la dualidad de la luz y a las mecánicas ondulatoria y cuántica, respectivamente, de Schródinger y Heisenberg, temas que son expuestos con más detalle más adelante. 

 La segunda conferencia de Hans Thirring tiene por título: “La transformación del sistema conceptual de la física". Analiza Thirring, el modo de operar de la física como filosofía natural o ciencia de la naturaleza con ejemplos sencillos, pero de profundo concepto, llegando a la conclusión de que ella — ciencia eminentemente humana y de rasgos antropomórficos — trata de establecer relaciones entre ciertos conceptos primitivos o básicos 
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 elementales con el objeto de explicar los fenómenos naturales para lo cual es mcesario crear, a su vez, otros conceptos derivados, cada vez más complicados, de significado incomprensible para los profanos. 

 Estudia rápidamente las consecuencias del descubrimiento de los rayos Róntgen (1895) y de los cuerpos radioactivos, sales de uranio por Becqueral y radio por los esposos Curie (1898) sobre las teorías relativas a la constitución de la materia. 

 En forma sencilla considera la teoría especial de la relatividad, tratada someramente en la conferencia de Mark, explicando el significado del espacio o mundo de Minkowski, definiendo los conceptos suceso, intervalo entre sucesos o  espacio - temporal y el carácter de invariante 

 — análogo al de distancia entre dos puntos que trata la geometría euclídea de dos y tres dimensiones — de dicho intervalo para toda transformación lineal de las coordenadas que lo determinan. Esboza, también, una explicación sobre el significado de la curvatura del espacio según la teoría de la relatividad. 

 No nos parece muy clara y ordenada, especialmente para las personas que no han profundizado estos estudios, la forma en que el conferenciante trata el modelo de Bohr sobre la constitución del átomo de hidrógeno y su relación con los rayos espectrales y la teoría de los cuanta, para ocuparse después de los isótopos y de la mecánica de De Broglie, la mecánica ondulatoria de Schródinger (1925) y la cuántica de Heisenberg (1925). 

 El modelo de Bohr, requiere una explicación más profunda sobre la característica de las órbitas estacionarias 
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 circulares, las relaciones entre los radios de las mismas, la relación entre la emisión de fotones y los pasos de una órbita a otra, los estados de excitación y de ionización de los átomos, la relación con las series espectrales, la corrección por la posición real del centro de gravedad, la introducción de las órbitas elípticas y la aplicación de la teoría de la relatividad por Sommerfeld para estudiar el movimiento de los electrones, etc,, etc. La mención de los isótopos en una conferencia de vulgarización científica requiere una exposición previa sobre la constitución del núcleo de los átomos. 

 Pasa rápidamente el conferenciante por la teoría corpuscular ondulatoria de los fenómenos materiales establecida por De Broglie con el intento de explicar el dualismo corpuscular-ondulatorio de los fenómenos luminosos que vincula a longitud de onda material con la constante h de Planck y la cantidad de movimiento (1924). 

 Nos parece muy bien explicada la relación de indeterminación de Heisenberg que se traduce por una desigualdad, cuyo límite determina el grado de exactitud que puede esperarse para el producto de la cantidad de movimiento de una partícula por la coordenada correspondiente y las consideraciones finales sobre la imposibilidad de establecer el sujeto del predicado vibra. 

 En la tercera conferencia de Hans Hahn, intitulada 

 “La crisis de la intuición", se trata el tema con gran claridad y su lectura ha de ser de mucha utilidad para los que no conocen bien la matemática. Analiza Hahn primeramente los conceptos establecidos por Kant en su “Crítica de la razón pura" y la conmoción que produjo en 
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 los de espacio y tiempo, considerados por este filósofo como juicios sintéticos a priori e independientes entre si, la teoría de la relatividad y el descubrimiento, en el campo de la geometría, de curvas que carecen de tangente en todos sus puntos, atribuido al matemático alemán Weierstrass en 1861. 

 Para ello expone primero en forma elemental y clara, con ejemplos sencillos, el concepto de derivada  considerándola como velocidad en un punto en la cinemática y como pendiente en un punto en la geometría analítica y hace conocer el objeto del cálculo diferencial e integral, ideado casi simultáneamente por Leibnitz y Newton. Después de dar ejemplos de curvas sin tangentes, como las de Weierstrars, toma otros mecánicos que, como los primeros, demuestran los resultados falsos a que lleva la intuición pura. 

 Demuestra también cómo la noción intuitiva de que las líneas son engendradas por el movimiento de un punto, es falsa con los ejemplos dados por el matemático italiano Peano, quien demostró que también las superficies pueden considerarse engendradas por el movimiento de un punto. 

 Fija Hahn el concepto de conexión local, analiza la noción de conjuntos uni y pluridimensionales e insiste sobre la crisis de la intuición que da proposiciones que parecen seguras, siendo, por lo contrario, falsas, para llegar a la conclusión de que “todo nuevo concepto matemático que se introduzca debe ser definido en forma puramente lógica y que toda demostración matemática debe llevarse a cabo con medios puramente lógicos". 
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 Agrega: la intuición no es — como quería Kant — un medio de conocimiento puro y apriorístico. Engéndrase con la fuerza de la costumbre que, a su vez, tiene por madre a la pereza mental. 

 La cuarta conferencia, de Georg Nobelin tiene por título “La cuarta dimensión y el espacio curvo” y trata un tema ya estudiado por otros autores, especialmente por Henry Poincaré en su libro “La Ciencia y la hipótesis”. 

 Empieza por definir el espacio euclídeo bidimensional para seguir al poli dimensional caracterizados por la invariante distancia entre dos puntos, cuando se efectúa una transformación lineal de las coordenadas. Considera Nobelin esta cuestión bajo el punto de vista de la geometría analítica pura, sin vincular los problemas de posición con los cambios de estado físico. Considerando el espacio tetradimensional, p. ej., lo define como una construcción lógica independiente de toda experiencia y a la geometría euclídea correspondiente, como sistema de consecuencia lógica de ciertas definiciones: hiperplanos, caracterizados por una ecuación lineal de cuatro coordenadas variables que definen la posición variable del punto; planos, que tienen por ecuación la que resulta de la anulación de una de las coordenadas en la ecuación del hiperplano; rectas y puntos, determinados por dos y tres planos respectivamente. 

 Demuestra que la geometría es simplemente un sistema de consecuencias lógicas que se obtiene previa definición de ciertos entes (p. ej. puntos, rectas y planos) y de ciertos axiomas sin contradicción. Depende de la naturaleza de estos axiomas el carácter de la geometría, que,  
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 puede ser independiente de toda experiencia. Variando solamente en la geometría de Euclides el llamado axioma de las paralelas, p. ej. se obtienen las geometrías que los sabios húngaro Bolyai y ruso Lobatchefski establecieron a principios de este siglo, geometrías que reciben el nombre de noeuclídeas. Lobatchefski, p. ej., sustituye el postulado de las paralelas de Euclides por uno contrario: por un punto se puede trazar varias paralelas a una recta dada.  

 En las geometrías no euclídeas la suma de los ángulos de un triángulo es diferente de 180°, mayor en la geometría elíptica y menor en la geometría hiperbólica o de Bolyai-Lobatchefski. 

 Aborda Nobelin la geometría diferencial de las superficies, considerando la fórmula general que da la distancia entre dos puntos infinitamente próximos en una superficie y dando los valores particulares que toman los llamados potenciales, sin entrar a considerar las relaciones que deben existir entre éstos y las derivadas parciales cruzadas para representar una superficie determinada, porque eso conduciría a fórmulas más complicadas cuyo desarrollo lo sitúa fuera del objeto de la conferencia. 

 Define Nobelin las líneas geodésicas, las superficies lisas, la curvatura del espacio, la geometría de Riemann para el espacio de curvatura constante y las seis potenciales que con las coordenadas en este espacio permiten establecer sus relaciones métricas; es decir calcular distancias, ángulos, superficies, volúmenes de cuerpos, etc. 

 Analiza Nobelin las relaciones de la teoría de la rela-latividad general con una geometría de Riemann para el espacio tetradimensional (espacio tiempo) curvo, en el cual 
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 las líneas geodésicas son las trayectorias de los rayos luminosos y los potenciales dependen de las masas que se encuentran en el espacio y termina aclarando qué debe entenderse por atribuir a nuestro espacio la cualidad de ser cerrado, es decir ilimitado y finito. 

 La quinta conferencia de Karl Meriger sobre el tema 

 “La nueva lógica" es la más extensa y, por esto mismo, estudia el tema con gran profundidad. Constituye una síntesis interesantísima de la evolución de la lógica desde su fundación, atribuida a Aristóteles, hasta nuestros días.  

 Analiza rápidamente la transformación de la lógica, desde la formación aristotélica de los silogismos, las ampliaciones en la Edad media y los principios fundamentales de identidad, contradicción y tercero excluso. 

 Analiza las ideas de Leibnitz y Kant y señala el carácter de la crisis que experimentó la lógica como consecuencia del progreso en el conocimiento matemático, dando origen a la llamada logística que emprendió la reconstrucción de la lógica. Estudia las diferentes fases de esta reconstrucción mediante los cálculos llamados de clases, de proposiciones y de funciones, que no alteran sustancialmente la lógica antigua y la ampliación fundamental que la altera, de estudiar relaciones entre las proposiciones y clases de clases, clases de clases de clases, etc., conceptos que tienen netamente su origen en la matemática. 

 Estudia Menger la profunda crisis sufrida por la logística, a principios del siglo actual, al descubrirse numerosas paradojas, como consecuencia de sus estudios, dando ejemplos claros de ellas, y las establecidas por el célebre 
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 matemático italiano Burali Forti y por Bertrand Rusell en 1901. 

 Analiza el procedimiento formalista o metalógico de Hilbert para descubrir paradojas, enunciando claramente los conceptos y métodos de la metateoría en general, que aplicada a la lógica recibe el nombre de metalógica y estudia las lógicas polivalentes de Lukasiewicz y Post. 

 Al considerar el problema cardinal que se presenta a la matemática y la lógica, que consiste en demostrar la falta de contradicciones valiéndose de una parte de ellas estudia extremadamente, el descubrimiento del célebre matemático vienés Kurt Gódel quien demostró la imposibilidad de probar dicha falta de contradicciones, es decir, solucionó el problema en sentido negativo valiéndose de la teoría de los números naturales. Se detiene especialmente en otras cuestiones estudiadas por Gódel y sobre el rol del ¿ntuicionismo matemático y su posición con respecto a la matemática clásica, terminando su conferencia sobre el goce estético de la matemática, vedado, desgraciadamente, a la mayoría de las personas, pero comparable según el conferenciante al goce estético musical. 

 La exposición sintética y comentada del contenido de este libro, que edita la Universidad nacional de La Plata, formando parte de su colección “Teoría”, revela su importancia y valor no sólo para los que cultivan los estudios físico matemáticos sino, también, para los que poseyendo un conocimiento general sobre los problemas de la física y matemática moderna, que a la luz de los nuevos descubrimientos experimentales aparecen estrecha
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 mente vinculados, desean profundizar las relaciones entre los mismos con el criterio de la filosofía científica. Una información bibliográfica, moderna y bien seleccionada, acompaña a cada una de las conferencias escritas, a la cual se hace referencia al tratar cada cuestión de importancia. 

Julio R. Castiñeiras. 
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CRISIS Y RECONSTRUCCION 

DE LAS CIENCIAS EXACTAS


PALABRAS PRELIMINARES

El interés creciente que círculos cada vez más amplios demuestran por las ciencias exactas, tiene su raíz principalmente en el anhelo de encontrar un campo científico en que no se hagan sentir los fenómenos críticos que aquejan a otros campos. Y esta corriente de simpatía hacia la lógica, las matemáticas y la física sería probablemente aún más intensa, si no fuera por la falsa creencia en boga de que los resultados de las ciencias exactas son inaccesibles a la comprensión del común de los hombres. 

Sin embargo, si hemos de decir verdad, las ciencias exactas distan muchísimo de hallarse a cubierto del riesgo mentado. Precisamente en los últimos decenios todas ellas — desde la física teórica hasta la lógica — han sido sacudidas por fuertes crisis. A muchas de las cosas que antes pasaban por exactas sólo podemos atribuirles hoy en día un valor aproximativo o estadístico; muchas cosas que antes eran tenidas por de carácter apriorístico, esto es, independientes de toda experiencia, se ha venido
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a reconocer que necesitan de prueba empírica o han sido calificadas de hipótesis convencionales; en muchos casos en que antes se buscaba lo cierto e indudable, nos contentamos hoy con lo verosímil; muchas cosas que antes se procuraba explicar, se ha visto hoy que sólo son susceptibles de descripción; muchas cosas que se consideraban como evidentes o fundadas en la intuición, se ha descubierto que son falsas, o ciertas tan sólo bajo determinados presupuestos; más: en muchas de las cosas que se creían demostradas no podemos ver ahora sino la transformación de ciertas premisas en ciertas proposiciones, y tanto estas premisas como las reglas aplicadas para transformarlas cabe modificarlas. 

Por dicha los trabajos de reconstrucción ya se han iniciado con éxito en todos los sectores. Cierto que en más de un punto hemos debido rebajar nuestras pretensiones. Frecuentemente nos vemos reducidos a no salimos de la esfera de lo aproximativo, lo estadístico, lo convencional y probable, conocidos como lo convencional y probable; de la esfera en que rigen la prueba empírica y la descripción, o en que se pasa de unas proposiciones a otras por mera transformación. Y sin embargo, en esfera tan limitada hay terreno suficiente para levantar, en lugar de los derruidos palacios, edificios más sencillos sin duda que estos últimos, pero asentados sobre cimientos más firmes. 

Nuestros métodos experimentales han logrado un alto grado de precisión, con lo cual han aumentado extraordinariamente el alcance y la exactitud de nuestras descripciones. Observaciones y descubrimientos de toda ín- 
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dolé han hecho que se formen nuevos y gigantescos campos de investigación. Las relaciones impensadas que se han llegado a descubrir entre los conceptos antiguos, han conducido a conceptos nuevos y a nuevos sistemas conceptuales. Las argumentaciones matemáticas han alcanzado pleno rigor lógico: más allá de la intuición se han desarrollado, por vía puramente deductiva, sistemas matemáticos completamente nuevos, que es dable aplicar a menudo en la física. Y, finalmente, por primera vez desde tiempos remotísimos, se han obtenido nuevas y esenciales luces sobre el mecanismo mismo de la deducción. No hay campo de las ciencias exactas en que los esfuerzos reconstructivos no se hayan visto coronados de éxito. 

No negaremos, claro está, que más de una cuestión de detalle se le haya de escapar al profano. El prodigioso ensanchamiento experimentado en nuestros días por los diversos campos objeto de la labor científica, no consiente que siquiera al hombre de ciencia le sean corrientes, uno por uno, los pormenores de todas las ramas de la que él cultiva. Pero los problemas capitales — punto de partida del investigador — y lo esencial de las más importantes soluciones teóricas, eso sí que puede comprenderlo cualquiera; y, hasta cierto punto, a cualquiera puede resultarle interesante, siempre que se le expliquen estas cosas con claridad. Si a pesar de lo que afirmamos, abundan tanto los que se consideran, equivocadamente, en absoluto incapaces de llegar a entender algo de los resultados de las ciencias exactas, débese ello, sobre todo, a lo mal que se les han enseñado los primeros elementos 
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de dichas ciencias. Por eso en los días que corremos no era empresa inútil poner en contacto más íntimo con la investigación de las ciencias exactas a gentes cuya actividad intelectual se desenvuelve en zonas diferentes. Y 

tarea que se imponía realizar también, por ser muchos los que, extraviados, han caído en un escepticismo absoluto en cuanto al valor de la ciencia. 

Con este propósito se pronunciaron las cinco conferencias que siguen. 
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LA CRISIS DE LA FISICA CLASICA

POR OBRA DEL EXPERIMENTO


Por GERMAN MARK

En los últimos cuarenta años se ha ampliado y profundizado con extraordinaria rapidez nuestro conocimiento de los hechos en la física y en la química. Hemos descubierto grandes territorios completamente nuevos, como la radioactividad, los rayos X, los rayos corpusculares, etc.; y en los territorios ya cultivados hemos logrado una precisión insospechada en las medidas. En la óptica y en la espectroscopia, en la determinación de los pesos atómicos y en la analítica ha sido dado determinar con seguridad efectos que nadie hubiera podido pensar antes en observar. Pero este rápido progreso del arte de experimentar tenía en su contra el que no viniese acompañado de una clara discriminación de los nuevos hechos descubiertos. Estos últimos se presentaban un poco confundidos; de ahí que la física teórica tuviese que aplicarse a la ardua tarea de seleccionarlos, ordenarlos y establecer conexiones entre ellos. No tardaron, sin embargo, en darse cuenta los físicos de que estos últimos resultados experimentales era imposible exponerlos, 
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en forma satisfactoria y unitaria, con los conceptos bien fundados e internamente coherentes de la física clásica. 

Había que transformar las teorías para adaptarlas en lo posible a los nuevos hechos. 

Pero a fin de poner de relieve como es debido las dificultades suscitadas por cada una de dichas experiencias básicas, es preciso reseñar primero muy a la ligera el estado de la física clásica en la época en que empezaron a realizarse. Eso nos servirá para poner en plena luz sus fundamentos y peculiaridades. 

La mecánica de Newton y la electrodinámica de Maxwell-Hertz fueron apropiadas por mucho tiempo para dar cuenta, con gran aproximación en los cálculos, de los fenómenos naturales accesibles a nuestra observación, desde el movimiento de las estrellas en la esfera celeste hasta el de los electrones en los tubos en que se ha hecho el vacío. Considerémoslas por tal motivo aquí a título de teorías representativas de la física clásica. 

He aquí sus características particularmente salientes: l9 El espacio y el tiempo se consideran en ellas como formas separadas de la intuición dadas a priori, en el sentido kantiano. 

29 Frente a la materia se halla el campo, portadores una y otro de los fenómenos. Hay partículas pequeñísimas de materia y electricidad — los electrones, los iones, los átomos y las moléculas — cuyas cargas constituyen la fuente de las líneas de fuerza del campo, y cuyos movimientos se rigen por las leyes de la mecánica. Está también el campo electromagnético, portador 
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de todos los fenómenos magnéticos y ópticos, sometido a las ecuaciones diferenciales de Maxwell-Hertz. 

39 Las ecuaciones fundamentales de la mecánica y de la electrodinámica pueden aplicarse sin modificación alguna a los fenómenos de dimensiones atómicas. 

Así, por ejemplo, el modelo molecular de una fuente luminosa puede construirse y calcularse de acuerdo con las leyes básicas susomentadas, descubiertas y verificadas en el campo macroscópico. 

A estos tres principios, particularmente característicos de la física clásica, cabría agregar aún toda una serie de proposiciones tan importantes y generales como ellos. 

Pero dado el objeto que nos guía en la conferencia de hoy, hemos destacado justamente estos tres, porque el examen de ellos da ocasión, mejor que el de cualesquiera otros, de mostrar cómo el creciente aumento de nuestro material experimental va abriendo brechas cada vez más grandes y profundas en el edificio de la física clásica. 

El alcance y eficiencia de los tres principios mentados se consideraban tan grandes,, que por los años de 1890 

se miraba a la física como una ciencia punto menos que perfecta. 

En tal concepto la tenía el holandés H. A. Lorentz, en quien puede verse uno de los más eminentes representantes de la física clásica. “Por el año 1895 la física era para mí una ciencia perfecta; por eso su estudio no ofrecía mayor interés”, se expresó en una excursión que realizaron los asistentes al gran congreso de física de 1928, reunido en Como en homenaje a Alejandro Volta. Precisamente por aquel entonces había logrado Lorentz in
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terpretar cuantitativamente, con ayuda de la teoría electrónica, el efecto de Zeemann; y por el mismo tiempo había incorporado, valiéndose de una genial hipótesis ad hoc, al edificio de la física clásica el experimento de Michelson, sobre el que volveremos a continuación en detalle. De este modo todos los fenómenos de que se tenía conocimiento cierto a la sazón quedaban enmarcados, en forma unitaria, dentro del sistema conceptual y las ecuaciones de las teorías clásicas. La empiria y la teoría se daban la mano de una manera muy satisfactoria. 

Y sin embargo, justamente en los últimos años del siglo pasado se colocó la piedra fundamental de los nuevos métodos experimentales: los rayos X, los catódicos, etc., llamados a demostrar que en física no cabe separar con una línea tan simple y clara el espacio del tiempo, la materia del campo. Un experimento que desde hacía años daba bastante que hacer a la física clásica, y que obligó a introducir una modificación muy esencial en el primer principio citado más arriba, era el de Michelson, que trataba de demostrar la existencia del éter. Pasamos a ocuparnos de él, entrando así en el tema principal de este primer informe. 

Este experimento tenía por objeto someter a prueba una consecuencia teórica de la electrodinámica clásica. 

Según ésta, en efecto, los fenómenos electromagnéticos y ópticos se realizan en el éter inmóvil, postulado por ella. De ser así, debería soplar un viento *‘etéreo” por sobre la superficie de la tierra, en dirección contraria al del movimiento de ésta, al atravesar el universo el éter; y los efectos de este viento deberían poder observarse en 
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los fenómenos ópticos. La física clásica se inclinaba a creer que la velocidad de la propagación de la luz se modifica, bajo la acción del éter, en sentido paralelo y perpendicular al del movimiento de la tierra. 

A. A. Michelson, investigador norteamericano, emprendió en 1881, con ayuda del interferómetro, aparato de alta precisión construido por él, experiencias destinadas a comprobar la existencia de tal viento “etéreo”. El experimento, en que se apuraron todos los recursos experimentales de que se disponía en aquella época, no reveló el menor rastro del efecto esperado, contradiciendo así las exigencias de la electrodinámica clásica. Y tampoco fué más feliz el resultado al repetirse, seis años más tarde, la experiencia por Michelson y Morley. Lo único que se logró fué acentuar aún más, por la mayor precisión de las medidas, su carácter negativo. 

Las experiencias negativas nunca satisfacen al experimentador, pues siempre le queda la duda de que haciéndolas con más esmero, o de otro modo, el efecto esperado no dejaría de producirse. En el experimento de Michelson, empero, el límite del error sólo alcanzó a un centesimo del corrimiento esperado de las rayas de manera que en este caso también el resultado negativo podía considerarse como seguro. 

H. A. Lorentz se esforzó, mediante una hipótesis genial inventada ad hoc, de obviar las dificultades que le planteaba a la teoría clásica el resultado negativo del experimento de Michelson. Sin embargo, él mismo se daba perfecta cuenta que su solución no habría de ser acogida 
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como del todo satisfactoria. Sólo Einstein, en 1905, halló una salida inesperada de estas dificultades con ayuda de la  Teoría de la relatividad especial,  de que se hablará en la siguiente conferencia del presente ciclo (x). Aquí consignaremos tan sólo que gracias a las ideas, de amplia repercusión, de Einstein, el interés por el experimento de Michelson se acrecentó y renovó. 

En los años siguientes a la formulación de la teoría de Einstein, se lo repitió varias veces, cada vez con mayor precisión en las medidas. Por primera vez lo repitieron Morley y Miller en 1904 y 1905, quienes confirmaron nuevamente el resultado negativo. Con todo eso, en 1926 pareció como si realizando el experimento bajo circunstancias particularmente propicias cupiera que el resultado fuese también positivo. En efecto, desde 1921 

hasta 1926, Miller repitió el experimento en el laboratorio del observatorio astronómico de Mount Wilson a 1800 metros sobre el nivel del mar, obteniendo efectos positivos. Dada la gran importancia del problema, Kennedy y Tommaschek en los años siguientes — el primero en 1926 y el segundo en 1924 —, volvieron a repetir el experimento de Michelson, tanto en laboratorios situados al nivel del mar como en laboratorios a 1800 metros sobre dicho nivel, utilizando fuentes luminosas terrestres y luz estelar. 

Lo que se desprende sin lugar a dudas de todas las experiencias llevadas a cabo hasta la fecha, es que con los métodos experimentales modernos no hay modo de verificar un influjo del éter sobre los fenómenos ópticos. 
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Y si es que éste existe, no concuerda cuantitativamente con los postulados de la electrodinámica clásica. Verdad que no queda aclarado en todos sus pormenores a qué se deben los resultados divergentes arrojados por las experiencias de Miller. Pero eso no es de extrañar. A menudo no resulta cosa fácil, al repetir un experimento, descubrir con absoluta seguridad las fuentes del error de los que han realizado antes el mismo experimento, o dar sin asomo de duda con las ilusiones padecidas por ellos. 

Para los principios de la física clásica el resultado negativo del experimento de Michelson entraña la renuncia inevitable — como se expondrá en la siguiente conferencia — a concebir el espacio y el tiempo como formas separadas de la intuición dadas a priori (Primer principio de la física clásica). Sin embargo, la teoría de la relatividad no deja de presentar muchos puntos y muy íntimos de contacto con la teoría del campo de la física clásica, por lo cual, de ser esta teoría la única que se hubiese forjado en los últimos tiempos, no se justificaría el título general de nuestro ciclo  Crisis de las ciencias exactas,  elegido por nosotros por conceptuarlo el más apropiado para caracterizar el estado actual de la física. 

La justificación se halla en otros resultados experimentales que no en los que sirven de apoyo a la teoría relativista; resultados que han producido en los conceptos físicos una modificación mucho más radical que aquélla. 

Pasamos a discurrir sobre ellos a renglón seguido. 

A fines del siglo pasado el interés de la física experimental gravitaba en forma muy señalada hacia el problema de la radiación del llamado  cuerpo negro.  Desíg
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nase con este nombre a una substancia que tiene la propiedad de absorber y de volver a emitir la energía radiante que incide sobre ella, pero no de reflejarla ni de difundirla. Combinando diversos principios de la electrodinámica, se obtuvieron determinadas leyes para las propiedades de estos rayos negros. Estas leyes permitieron trazar la curva de la intensidad de la radiación, considerada como  función de la longitud 

 de onda y de la temperatura. 

El método más 

indicado para efectuar las experiencias 

era, según se pudo 

verificarlo, utilizar 

un recinto evacuado 

provisto de un pequeño agujero sometido a la acción del calor, el cual va emitiendo un espectro, 

continuo, cuya intensidad cabe medir 

con relativa facilidad. Dicha intensidad tratábase, en primer término, de 


Fig. i. 

Distribución de la energía en el espec

expresarla en función 

tro del radiador negro, según Lummer 

de la longitud de on


y Pringsheim. 
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da y de la temperatura, es decir, determinar la función: I = F (X, T)

y, en segundo término, de calcularla mediante las leyes de la termodinámica y de la electrodinámica. 

En 1897 los físicos alemanes Lummer y Pringsheim hallaron para la distribución de la energía del cuerpo negro, en las mediciones que efectuaron para el efecto, los valores reproducidos en la Fig. 1. (2)

Estos valores concuerdan en parte con las leyes del límite que Jeans y W. Wien, trabajando independientemente el uno del otro, sentaron combinando los principios de la termodinámica y de la electrodinámica. (*

)

Sin embargo, la concordancia cesa entre los 4 y 12 /x de longitud de onda  W y R. Cierto que las divergencias que aparecen en dicho intervalo no son grandes, y probablemente no hubieran sido apreciadas con exactitud por físicos menos duchos en el arte de la experimentación que Lummer y Pringsheim. Estos últimos, en cambio, les atribuyeron importancia suma. Negaron toda posibilidad de poder  explicarlas  en  el terreno  de la física clásica, no 

cejando en su  posición ni aun

cuando, poco tiempo después de sus mediciones, Planck deducía con mayor  rigor la ley del  límite, de  Wien, y Paschen efectuaba  experiencias  que  al parecer armonizaban con las leyes del límite de la física clásica. 

Y nuevas mediciones, realizadas en condiciones más favorables los llevaron a persistir resueltamente en su afirmación: la experiencia contradice los postulados de las (♦) Son las leyes a que nos referíamos líneas más arriba. 
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leyes de la física clásica, y no será modificando los resultados experimentales como se salvará la contradicción: lo que se ha de modificar son los fundamentos teóricos mismos. Así le fueron creando la base a la teoría de los  quanta,  ideada por Planck en 1900, la cual, colocándose en franca oposición con la física clásica, admite que la absorción y emisión de los rayos se efectúa de manera discontinua; esto es, que las leyes de la electrodinámica descubiertas y corroboradas en el campo macroscópico, no conservan su validez en el campo microscópico, y que, por tanto, tienen que ser reemplazadas en éste por otras nuevas. Tesis esta última en abierta contradicción con lo que hemos llamado el tercer principio de la física clásica. 

Como tanto en el caso del problemático influjo del éter sobre los fenómenos ópticos, que apuntamos más arriba, como en el de absorción de la energía radiante, de que vamos tratando, lo único que puede orientar las teorías en uno u otro sentido es el experimento, se ha acudido reiteradamente a él, procurando en cada nueva repetición que el grado de exactitud fuera en constante aumento. 

Rubens, Kurlbaum, Paschen y, por último, Warburg, han estudiado, en condiciones experimentales cada vez mejores, la distribución de la energía del espectro calorífico del  cuerpo negro,  y demostrado cómo armonizan los datos experimentales con los postulados de la teoría de Planck. 

Una prueba aun más directa de la insuficiencia de los puntos de vista clásicos para penetrar en la naturaleza de la absorción y emisión de la energía radiante la
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proporcionaron las experiencias llevadas a cabo en los primeros años del siglo en curso por un nutrido núcleo de distinguidos investigadores alemanes sobre los  efectos fotoeléctricos. 

Una de las cosas que más se estudiaba por ese entonces, era cómo cabe provocar el .desprendimiento de electrones de la materia mediante el influjo de la luz. Después de los primeros experimentos cualitativos de H. Hertz, se dedicaron con especial ahinco a elaborar, en lo tocante a su terminación cuantitativa, los hechos que caen dentro de este campo, Hallwachs, Lenard, Pohl, Pringsheim, y otros. Que la luz, en su calidad de energía ondulatoria, pudiera actuar sobre la materia, provocar la oscilación de los electrones que se encuentran en ella y, bajo determinadas circunstancias, desprenderlos del complejo atómico, no contradecía desde luego los puntos de vista clásicos. Lo malo que de éstos se sigue como consecuencia necesaria que la energía cinética de los electrones desprendidos de una parte de la superficie de un cuerpo sometida a la acción de los rayos luminosos es proporcional a la intensidad de la luz incidente. Y esto sí que no se verificó en los experimentos, que dieron un resultado completamente diferente. Investigando los efectos fotoeléctricos en función de la longitud de onda y de la intensidad de la luz incidente, no cabe observar al principio, y ni aun con iluminación intensiva, hasta una determinada frecuencia crítica, absolutamente ninguna emisión de electrones. En la figura 2 se ha señalado la energía cinética de los electrones desprendidos por segundo y por unidad de superficie 
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sobre el eje de las ordenadas, y la frecuencia de la luz empleada, sobre el de las abscisas. Se echa fácilmente de ver que en el intervalo de frecuencia comprendido entre 0 y 1,6 no tiene lugar ningún desprendimiento de electrones. Pero cuando v llega a valer 1,6, éste se inicia de repente. Y la energía cinética de los electrones desprendidos resulta estrictamente proporcional a la frecuencia de la luz incidente. En el primer intervalo el efecto es en absoluto independiente 

de la intensidad; en el 

siguiente segundo el 

número de los electrones desprendidos aúna e n t a proporcionalmente a la intensidad de la luz incidente. 

Estudiando la figura 2, a uno se le ocu


Fig. 2. 

rre que al despren

La energía cinética  V de los fotoelectrones como función de la fre

derse un electrón del 


cuencia de la luz incidente. 

complejo atómico, ha 

de concentrarse en el contorno inmediato al átomo una energía completamente sui géneris, dependiente tan sólo de la frecuencia de la luz incidente. Einstein, en su teoría de los fenómenos fotoeléctricos, ha adoptado precisamente esta hipótesis como punto de partida de sus reflexiones. Los electrones se desprenden de la materia — 

afirma — sólo en el caso de que la frecuencia de la luz empleada multiplicada por la constante de Planck sea mayor que el grado de cohesión A de aquéllos en el 
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átomo. El límite fotoeléctrico — el punto de inflexión de la curva de la Fig. 2 — se halla en el sitio para el que se verifica:

 h v — A. 

Contrariamente a lo postulado por la teoría ondulatoria — la distribución proporcional de la energía en el campo ondulatorio —, el estudio de los efectos fotoeléctricos demuestra que la energía se concentra en partes completamente determinadas del espacio. Pareciera que hubiese dos especies de acción recíproca entre el campo ondulatorio y la materia:

l9 Una  débil,  por la cual experimentan un movimiento oscilatorio los electrones de  todos los átomos sometidos al influjo de la luz, y emiten, de acuerdo con el esquema de la teoría de la radiación, ondas esféricas secundarias, las cuales se reunen para formar las ondas secundarias, características de los fenómenos de difracción e interferencia (Teoría clásica de la acción recíproca) . 

29 Otra  intensiva,  por la cual la energía luminosa obra como si estuviera concentrada en un solo punto, siendo escaso el número de los átomos que absorben la radiación y emiten simultáneamente un fotoelectrón. 

A consecuencia de estas observaciones sobre la acción intensiva de la energía luminosa, la teoría ondulatoria de la luz pasa por entero a segundo plano. Se ve obligada a cederle su puesto a la de los cuanta, que renueva, sutilizándola y profundizándola, la teoría corpuscular de la luz de Newton. 

Los fenómenos fotoeléctricos conducen, pues, a apli
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car dos puntos de vista diversos en el problema de la acción recíproca, entre la energía radiante y la materia, según que se trate de dar cuenta de la  dispersión, difracción e  interferencia de la luz, o de los procesos de absorción de la misma y de  emisión de electrones. Para los fenómenos del primer tipo da la pauta la teoría clásica; para los del segundo, la de los cuanta. 

Fundándose en el crecido número de fenómenos de interferencia y difracción conocidos, pudo en un principio incurrirse en el error de estimar en más de lo justo la amplitud de la esfera en que tiene aplicación la teoría clásica, y no ver en el fotoefecto nada más que una excepción, de no muy excesiva importancia. No tardó, empero, en observarse un segundo fenómeno, que ponía de manifiesto cómo también en ciertos procesos de dispersión desempeña papel relevante el carácter corpuscular de los rayos luminosos. 

Bañando con rayos X cuerpos cristalizados, se observan fenómenos de interferencia como en la dispersión de la luz. Ese efecto fué descubierto en 1912 por el gran físico alemán M. v. Laue, y ha llegado a convertirse en uno de los experimentos más importantes de la física moderna. La longitud de onda o, respectivamente, la frecuencia de la luz con que se bañan los cuerpos cristalizados concuerdan, como en la óptica normal, con las de los rayos primarios, puesto que, según las leyes de la física clásica, al provocar artificialmente la oscilación de los electrones, la frecuencia no puede modificarse. Por tanto, a fin de explicar esta parte de la física de los rayos X, lo mismo que para los fenómenos de ínter- 
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ferencia óptica, no tenemos para qué salimos en lo más mínimo de la teoría ondulatoria de los rayos X. No hay ninguna razón para sospechar en este campo la existencia de efectos cuánticos. 

No obstante, hacia 1920 le llamó la atención a A. H. Compton, que cuando se baña con rayos X un cuerpo por muy breve tiempo no logran atravesarlo. 

Probablemente, pues, y contraviniendo los postulados de la electrodinámica, en este breve espacio de tiempo, se produce un cambio en la frecuencia. 


Fig. 3. 

Esquema del modo de disponer la experiencia para investigar el efecto de Compton. 

Compton se percató desde el primer momento que sus observaciones, de índole puramente cualitativa, no autorizaban a hacer ninguna especie de afirmaciones ter-
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minantes. Las conclusiones de amplio alcance sólo podrían sacarse después, cuando se lograse determinar cuantitativamente el cambio sufrido por la longitud de onda de los rayos con que se bañan los cuerpos. Para obtener esta determinación cuantitativa hubo de acudirse al estudio espectroscópico de los rayos, llevado a efecto mediante el aparato reproducido esquemáticamente en la figura 3.  (3)

Del anticátodo A de un tubo de rayos X parten rayos de una longitud de onda perfectamente determinada, se los conduce paralelamente por un sistema de diafragmas y se los hace incidir sobre un cuerpo irradiador S. 

Los rayos irradiados por este último según el ángulo 8 

van a parar a un espectrógrafo de rayos X, donde se estudia su longitud de onda. 

De atenernos a la electrodinámica clásica, habría que esperar — lo hemos subrayado ya — que los .rayos incidentes tengan igual longitud de onda que los primarios. 

Compton, sin embargo, halló que la radiación incidente presenta al lado de esta frecuencia otra, netamente separada de ella, y que la distancia entre ambas líneas 

— no desplazadas o desplazadas — depende del ángulo que forme la línea de observación del segundo espectrógrafo con el rayo incidente. La figura 4 reproduce una fotografía de este interesante e importante efecto. 

Este efecto contradice nuevamente la teoría ondulatoria de la luz, y muestra que no es posible seguir manteniendo en pie los dos tipos de explicación diferentes que expusimos páginas atrás: el clásico para los fenómenos de dispersión de la luz y el de los cuanta para 
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los de absorción de la misma. Se dan también procesos de dispersión en que resulta inaplicable la teoría ondulatoria. En cambio, el efecto observado podía explicarse perfectamente por la hipótesis de los  cuanta,  como lo pusieron en plena evidencia A. H. Compton mismo y Debye, cada uno de ellos investigando por su cuenta. 

Con este descubrimiento el campo de aplicación de la teoría clásica volvía a estrecharse de nuevo. Para dar cuenta de ciertos procesos de difusión nos veíamos precisados a acogernos a la teoría de los cuanta. 

Algunos años 

más tarde, y en 

un campo que deriva igualmente 

de la física de los 

rayos X, se comprobó que no ca


Fig. 4. 

be en absoluto 


Líneas no desplazadas (arriba) y despla

separar con una 

zadas (abajo) en el efecto de Compton

línea divisoria clara  los átomos difusores de los absorbentes, y que, antes bien, existe un estrecho parentesco entre los procesos ondulatorios de difusión y los corpusculares de absorción. 

Ya hicimos notar que al incidir rayos X en sustancias cristalizadas sólidas, se producen fenómenos de interferencia muy marcados. Nos referimos a las rayas del espectro. La figura 5 podrá dar una idea de lo pronunciadas y fuertes que son. Este carácter tan pronun
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ciado del fenómeno de interferencia nos pone en estado de precisar cuántos de los átomos sometidos a la acción de los rayos toman parte en el proceso de difusión.  Todos los átomos del objeto sometido a la acción de los rayos contribuyen — según se demuestra — a la difusión coherente y, por consiguiente, al fenómeno de interferencia (4). 

Lo mismo que la luz visible, también los rayos X 

presentan un  índice de refracción determinado; índice que no por pequeño deja de poder medirse con toda exactitud, gracias al alto grado de precisión que han alcanzado los modernos métodos de la espectroscopia de los rayos X, sobre todo por obra de Siegbahn. Y, al Fig. 5. 

Diagramas de difracción de los rayos X en un polvo cristalino. 

igual que lo que ocurre con la luz visible, el índice de refracción de los rayos X es una función determinada de la longitud de onda: cuanto más grande es la longitud de onda, tanto más pronunciada es, generalmente, la refracción. 

Todos los fenómenos de difracción e interferencia 
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guardan estrechísima conexión con tal índice, el cual puede determinarse también experimentalmente, si la medición se efectúa por la situación de los puntos de interferencia, siempre que las medidas se hagan con la suficiente exactitud. 

Si la frecuencia del rayo incidente se aproxima a 1,6, queremos decir, al punto en que, de acuerdo con la figura 2, el cuerpo absorbe de repente los rayos y empieza a emitir fotoelectrones, el índice de refracción presenta anomalías parecidas a las que suelen observarse en la luz visible. No obstante, mientras que de estas últimas cabe dar cabal razón sin necesidad de traspasar los linderos de la teoría ondulatoria, en el caso de los rayos X tropezamos con el escollo — ya lo hicimos notar más arriba — de que los procesos de absorción son aquí de índole  cuántica. 

Con ser pocos los átomos que absorben los rayos, y con estar regulada seguramente en ellos esta absorción por un mecanismo  cuántico,  no deja, con todo, de influir aquélla en los fenómenos de dispersión admitidos por la teoría clásica; dispersión que tiene lugar no solamente en los pocos átomos que absorben los rayos, sino, como lo patentiza el pronunciado carácter de los fenómenos de interferencia, en  todos los átomos. 

Quiere decir entonces que los procesos de dispersión, estudiados por la teoría clásica, y los de absorción, objeto de la teoría de los  cuanta,  no son independientes entre sí; antes por el contrario, media entre ellos estrechísimo lazo de parentesco. A despecho de la aparente diversidad de sus naturalezas, ejercen manifiestamente mutuo influjo 
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los unos sobre los otros. Esta mutua penetración se deja advertir especialmente en los fenómenos de dispersión anómala. Verdad que por ser estos efectos levísimos no resulta tarea fácil el medirlos exactamente. Muchas y fatigosas son las experiencias que ha habido que hacer para lograr un conocimiento seguro acerca de este influjo mutuo, entre las cuales merecen destacarse como dignas de confianza, por el cuidado que se ha puesto en su realización, las efectuadas por Larsson, en el laboratorio Siegbahn de Upsala. 

El estudio de los efectos de la dispersión ha conducido a forjar una nueva teoría acerca de la estructura del átomo, la cual en manos de los investigadores alemanes Heisenberg y Schródinger se ha convertido en estos últimos años en una mecánica racional de los  cuanta.  Sobre ella les informará también el Sr. Thirring en la segunda conferencia. Digamos tan sólo aquí que la observación de los hechos hubo de llevar irresistiblemente al ánimo de los hombres de ciencias la convicción de que para lograr el conocimiento acabado de un átomo no basta atenerse a su estado presente, antes hay que prolongar la investigación a la de todos sus estados posibles. 

Como que estos estados posibles — virtuales —, sin embargo de no haberse asomado para nada en el área de lo real, deciden absolutamente del modo de ser actual del átomo de referencia. 

En suma, las numerosas experiencias efectuadas a objeto de decidirse por una u otra de las concepciones en pugna: la óptica clásica y la de los  cuanta,  han ido cavando un abismo cada vez más hondo entre ambas, 
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Los procesos de dispersión, que estudia la primera, y los de admisión y dispersión, que estudia la segunda, no cabe reducirlos a una misma raíz, si bien entre ambas especies de fenómenos median conexiones estrechísimas. 

Todas las tentativas hechas para borrar este dualismo y dejar triunfante una u otra de las concepciones en litigio han resultado estériles. 

Pero mientras los hombres de ciencia citados se afanaban empeñosamente de este modo en salvar el dualismo surgido en el campo de los fenómenos de radiación, he aquí que el francés L. De Broglie concibe el atrevido pensamiento de encararlo como indesarraigable, como algo esencial y dado por la naturaleza misma, y que es preciso trasladarlo al seno mismo de la materia. Las experiencias descritas más arriba nos imponen la convicción de que no hay movimiento ondulatorio en que no se acuse un cierto carácter corpuscular. De Broglie, inversamente, postulaba que toda partícula en movimiento tiene su tanto de naturaleza ondulatoria. En consecuencia, se esforzó en precisar con mayor rigor las relaciones entre el campo ondulatorio y los corpúsculos. Mientras que antes de De Broglie era costumbre arraigada estudiar las pequeñas partículas errantes dentro de la mecánica corpuscular, nuestro autor, y más tarde Schródinger, idearon para el caso una mecánica ondulatoria. De ser justo este punto de vista, el contraste que establece la teoría clásica entre campo y materia quedaría borrado definitivamente. A uno y otra habría que encararlos tanto con el criterio corpuscular como con el ondulatorio. 

La corroboración experimental de las ideas de De Bro-
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ghe no se hizo esperar mucho tiempo. Ya en 1926 los físicos Davisson y Germer lograron observar, en los laboratorios de la Bell Telephon Co., fenómenos típicos de refracción e interferencia en corpúsculos en movimiento. Comprobaron que los electrones provenientes de superficies cristalinas se dispersaban preferentemente en determinadas direcciones; y que, por tanto, se produce aquí un efecto parecido al predicho por v. Laue para los rayos X (efecto que descubriera el mismo v. 

Laue trabajando conjuntamente con Friedrich y Knip-ping). La fotografía de la figura 6, tomada por R. 

Wierl, muestra cómo tiene lugar la difracción en los electrones en rápido 

movimiento de una 

lámina de cobre. 

Vense muy claramente en esta figura numerosos anillos de interferencia de nítido dibujo. 

Por estos anillos 

puede calcularse tan 

bien como por las 

radiografías las dimensiones de las mallas del material que Fig- 6-se emplea para las

experiencias. Dado lo intenso y pronunciado de estos fenómenos de interferencia — en cuanto a eso nada dejan que desear —, queda fuera de toda duda el carácter ondú- 

[image: Image 54]

LA CRISIS DE LA FÍSICA CLÁSICA 

45

latorio de los electrones sometidos a un rápido movimiento (5). 

Tal es el más reciente de los pasos hacia adelante dados por la física experimental en estos últimos años. Y no se ha dejado por cierto de elaborarlo en las más variadas direcciones. Se ha venido a comprobar que no sólo los electrones susceptibles de rápido movimiento tienen carácter ondulatorio, sino también los iones y hasta los átomos y moléculas. Utilizando para el estudio de la acción recíproca cristales, y hasta simples mallas de vidrio o de metal rajadas, los iones, átomos y moléculas dan lugar a fenómenos de interferencia. 

Merced a estas investigaciones, que a veces ofrecen graves dificultades, llevadas a cabo sobre todo por Kirch-ner, Rupp, Thomson, Trillat y sus colaboradores, así como O. Stern, se le ha abierto definitivamente camino a la teoría ondulatoria para que pueda penetrar en el seno de la mecánica corpuscular. Merced a ellas también el dualismo que Einstein introdujera en la óptica, se ha extendido a la mecánica de los puntos de masa en movimiento. 

Para terminar, resumamos en dos palabras lo que hemos ido exponiendo a lo largo de nuestra disertación. 

Los conceptos y sistemas de ecuaciones forjados por la física clásica para interpretar cuantitativamente los resultados de las experiencias no hallan aplicación en una serie de casos que han dado como fruto las recientes observaciones. El experimento de Michelson, y otros por el mismo orden que no hemos mencionado, entran holgadamente en el marco de la teoría de la relatividad restringida y en el de la general, estrechamente enlazada a la primera. Sin 
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duda que para alcanzar tal resultado ha habido que luchar de recio y por largo tiempo; pero a la hora presente ya podemos dar la lucha por terminada. No ocurre, por desgracia, lo mismo con las experiencias tendientes a poner al descubierto la estructura de la materia o la de la radiación, y que han mostrado el carácter doble de todos los fenómenos de propagación de energía. Ni aun hoy hemos llegado a reducirlas a un sistema claro y al abrigo de contradicciones. 

Pero sobre los esfuerzos hechos por la física teórica en esta dirección, así como sobre los conceptos y métodos de cálculo que, en su constante afán por acercarse más a los hechos, ha ido excogitando a raíz de cada nuevo descubrimiento, va a informarles a Vds. en la siguiente conferencia el Sr. Thirring, a quien cedo la palabra. 
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(!) Cfr., p. e., H. THIRRING:  Die idee der Relativitátstheorie, 29 ed., Berlín, Julius Springer, 1922. Para una bibliografía más extensa cfr. la lista del apéndice a la 2^ conferencia. 
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Para mayores detalles remitimos al lector a los trabajos originales de estos físicos, así como a las siguientes obras: F. REICHE, Quantentheorie,  Springer, 1921; y sobre todo M. PLANCK,  Theorie der Warmestrahlung,  Barth, Leipzig. Ver también MÜLLER-POUI-LLET,  Lehrbuch der Physik,  29 tomo, Vieweg, Leipzig. 

(3) 

Una exposición más detallada puede leerse en los  Ergeb-nissen der exaklen Naturiuissenschaften,  l. 5, p. 267, 1 926. 

(4) 

Una exposición más a fondo en MÜLLER-POUILLJET, Lehrbuch der Physik,  t. II, o en el  Handbuch der "Physik (Springer), t. 22, así como en el  Handbuch der Experinientalphysik.  AVG., t. 24. 
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Para una exposición más a fondo v., p. ej.. los  Fortschritte der Physik, Chemie und physikalischen Chemie editados por A. 

Euckcn, t. 21, p. 1 83, 1932. 
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SISTEMA CONCEPTUAL DE LA FISICA


Por JUAN THIRRING

En los últimos decenios la física ha ido sacando a luz el rico material de nuevos hechos — en parte inesperados — acerca de los cuales les ha informado a Vds. 

el Sr. Mark en la primera conferencia de este ciclo. Lo que nos proponemos indagar en la de hoy, es qué modificaciones ha sido preciso introducir en el sistema conceptual de la física, a fin de capacitarlo para dar razón de estos nuevos hechos. Verdad que por ser tema éste de tan vastas proporciones tendremos que circunscribirnos a una exposición llena de lagunas. Lo que, en el mejor de los casos, podré ofrecerles a Vds. será como un esquema salido de manos de hábil dibujante: cuatro trazos que señalen los rasgos más pronunciados del asunto. Los matices habrán de perderse por fuerza. 

Unas palabras ante todo sobre el significado de sí'stema conceptual de la física. 

Damos este nombre al conjunto de los términos de que hace uso la física teórica: fuerza, impulso, velocidad, 
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temperatura, entropía, energía del campo, superficie ondulatoria, cociente de refracción, inducción, etc. Vocabulario éste tan imprescindible para el físico para describir exactamente los fenómenos del campo de su especialidad, como lo son para nosotros las palabras del idioma común para hablar sobre cualquier asunto de la vida diaria. 

Y si vamos al caso, el objeto último de la física no consiste sino en llegar a establecer relaciones entre estos diversos conceptos. Así, por ejemplo, la ley fundamental de la mecánica — la de Galileo-Newton — cabe expresarla del modo siguiente: El producto de la masa de un cuerpo por su aceleración es igual a la fuerza que actúa sobre él. Y el principio de conservación de la energía de la mecánica: La suma de las energía cinética y potencial es constante en un sistema aislado, etc. Por consiguiente, lo que se llama leyes naturales, no son más que fórmulas que expresan el enlace de los diversos conceptos físicos. Y 

es deber del físico elegir tales fórmulas de manera que traduzcan lo más correcta y exactamente posible los fenómenos, y a la vez que sean las más simples. Por lo demás, al elegir los conceptos que intervienen en tal descripción el físico no se ve obligado a sujetarse a alguna regla que le sea prescripta de antemano. Y digamos más: hasta está en su derecho de forjárselos como se le antoje. 

Si la experiencia confirma sus conceptos y las leyes formuladas con su ayuda, unos y otras se incorporarán al acervo de los conocimientos seguros. En caso contrario, ya se encargará el tiempo de ir desarraigándolos paulatinamente del campo científico. 

[image: Image 58]

LA TRANSFORMACIÓN DEL SISTEMA CONCEPTUAL 49

Este amplísimo margen de libertad de que goza la física en la elección de sus sistemas conceptuales trae consigo la siguiente notable situación, que habría que tener más presente de lo que en realidad se tiene. La física — que se ocupa de los fenómenos de la naturaleza inanimada; de las interacciones de la fuerza, la materia, la radiación, etc., — es, por su objeto, una especie de ciencia universal. En igualdad de circunstancias un mismo fenómeno físico debe verificarse, no sólo en América como en Europa, sino también, en cualquiera de los más remotos astros que pueblan el universo y exactamente de la misma manera que en la Tierra. P'ero esta universalidad, esta validez cósmica, se refiere a los fenómenos naturales, y no a la ciencia de ellos; a los objetos que estudia la física, y no a ésta como cuerpo de doctrinas. 

La física como cuerpo de doctrinas es ciencia eminentemente humana, de rasgos antropomórficos. Cabe perfectamente en lo posible que su validez no se extienda a todo el universo. Si hay otros planetas habitables fuera de la tierra — hipótesis bastante plausible, dadas los 1023, más o menos, de estrellas fijas diseminadas en el universo —, y hay en ellos seres vivos cuyo desarrollo espiritual sea parecido al del hombre, es probable que cada uno de estos mundos se haya forjado su propia física, muy distinta de la nuestra. Tan distinta que ni imaginarla podemos, ya que nunca lograremos desprendernos del todo de las nociones primordiales que se nos van inculcando desde la infancia, y que acaban por tomar firme arraigo en nuestro espíritu. A lo sumo, 
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de las ramas más alejadas del tronco primitivo de nuestras ideas podrán ir brotando nuevos conceptos. Pero no serán esas modificaciones en la periferia de nuestra física las que nos acerquen a la de los supuestos habitantes de otros planetas. Esta puede muy bien discrepar de la forjada por nosotros por los fundamentos mismos sobre los que se la ha levantado. 

Siendo así, se equivocan un poco los que creen que la labor del físico consiste en indagar las leyes, al modo como la del geógrafo en explorar tierras desconocidas. 

No se dan cuenta que no es lo mismo. Porque las tierras que va a explorar el geógrafo, digamos, por ejemplo, las que rodean el polo antártico, ya están allí, desde siempre, independientemente de la voluntad del hombre, con su constitución determinada y fija — prescindamos de los cambios que puede sufrir su clima —, la cual se revelará por modo inequívoco al hombre de ciencia no bien logre penetrar hasta ellas. Las leyes naturales, en cambio, no están dadas y fijadas de una vez por todas: es el físico quien las crea. Lo único que nos muestra de una manera inequívoca la naturaleza son los fenómenos, y hacia éstos se endereza la labor investigadora del físico experimental, quien, desentendiéndose enteramente de las cuestiones de teoría, se limita a estudiar cómo transcurren ciertos fenómenos físicos bajo determinadas condiciones experimentales. Diferente es el proceder del teórico. Hay en su labor, sin duda, su parte de pura observación; pero hay, asimismo, otra cosa que habría que comparar más bien con lo que hacen el inventor, el poeta o el compositor. Su fantasía despliega su actividad
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de los fenómenos (piénsese, por ejemplo, en el modelo del átomo de Bohr). Y por otro lado, va creando o inventando los conceptos con cuyo auxilio es dable describir los fenómenos naturales: en otros términos, va acuñando los vocablos en que han de formularse las leyes que presiden aquéllos. 

Recordaré a título de ejemplo que en tiempos de Faraday y Maxwell al lado de los conceptos, perfectamente inteligibles, de la energía eléctrica y magnética del campo se habían introducido otros de orden más abstracto, como ser: desplazamiento eléctrico, inducción magnética, tensiones de Maxwell, que, sin embargo, para los físicos de hoy, han llegado a constituir una ayuda muy necesaria, como que sobre ellos versan las ecuaciones diferenciales de Maxwell acerca del campo electromagnético. Sin estos nuevos conceptos  nosotros nos veríamos en grandes apuros para describir los fenómenos electromagnéticos. Subrayo expresamente  nosotros.  La física de los habitantes de uno de los planetas del sistema de Sirio podría pasarse perfectamente sin tales conceptos. 

La física teórica es, pues, fruto exclusivo del espíritu humano; y fruto accidental, en igual sentido que lo es todo el mundo de los seres vivos de nuestro planeta. 

Pues también el sistema conceptual de la física teórica 

— lo recalca reiteradamente Mach — se ha ido formando por una especie de selección natural. La ciencia va adoptando los conceptos que resultan útiles; los demás van a parar al gran canasto de los papeles de desperdicio, 
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y con el andar del tiempo van cayendo en el olvido. 

Claro está que no hay seguridad alguna que semejante selección acierte siempre con lo justo. Es muy posible que pase ante más de una idea buena sin prestarle atención. Puede, asimismo, que muchos conceptos los vayamos arrastrando con nosotros sólo por rutina como conservamos en nuestras casas muebles fuera de uso, porque estamos acostumbrados a tenerlos siempre ante los ojos. 

En resumidas cuentas, el tino en la selección queda librado al buen instinto que ha de poseer todo científico. Y de los conceptos y teorías elegidos se mantendrán en pie por largo tiempo los que realmente se presten para describir los fenómenos naturales. 

Pero sea como quiera, aciértese o no en la elección de los conceptos, el sistema integrado por éstos últimos se halla en constante evolución. A medida que se va ensanchando la esfera de nuestros conocimientos sobre los fenómenos naturales, deben ir poniéndose al servicio de la teoría nuevos conceptos cada vez más amplios. 

Más amplios y, también, más abstractos; puesto que la experiencia enseña que la complicación de las teorías marcha de la mano con el creciente grado de abstracción de los conceptos. Estos tienden a hacerse cada vez menos intuitivos. 

En los comienzos de la física teórica, en los tiempos de Galileo y Newton, hacíase uso preponderantemente de conceptos derivados de la intuición y percepción sensitiva inmediatas. Citemos tan sólo los conceptos de: velocidad, inercia, fuerza, masa, peso, trabajo, tcmperatu-
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ra, y otros por el mismo estilo. Conceptos éstos a los que puede asignarles, sin más, un sentido aún el hombre ajeno a las especulaciones del físico. Pero con la marcha ascendente del grado de sutileza de los métodos matemáticos de la física se fué viendo la conveniencia de acudir a otros conceptos derivados de los conceptos básicos elementales por operaciones matemáticas: producto de abstracción, pues. En el cuadro adjunto agrupamos algunos ejemplos, tomados al azar, de conceptos físicos pertenecientes a los dominios parciales de la mecánica, electricidad y la teoría del calor. Arriba están los conceptos básicos elementales y yendo hacia abajo los derivados por una abstracción ulterior de los mismos. A los términos por encima de la línea aun el profano podrá darles algún sentido; pero los colocados debajo de ella, les resultarán vacíos de significación aun a muchos que siendo cultísimos en otras materias no tengan igual versación en la física. 

MECÁNICA

ELECTRICIDAD

TEORÍA DEL CALOR

Velocidad 

Carga

Temperatura 

Masa 

Energía del campo 

Cantidad de calor 

Fuerza 

Tensión

Calor específico 

Densidad 

Corriente

Volumen específico 

Energía

Resistencia

Presión

Momento de inercia

Anticonductibilidad 

Politropismo

Tensor tcnsoral 

Operador de resistencia  Adiabatismo

Función de Lagrange  Potencial vectorial 

Coeficiente termodinámico

Función de Hamilton  Vector de radiación 

Entropía

Integral de la acción 

Tensiones de Maxwell 

Energía libre

Variable canónica

Impulso del campo

Potenciales de la materia
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Tal ramificación y sutilización del sistema conceptual de la física, que se ha cumplido gracias a que progresivamente ha ido abandonándose el terreno de la empiria Y 

remontándose a abstracciones cada vez más altas, no tiene nada que ver con la crisis de que venimos hablando. En las demás ciencias no ha dejado de verificarse idéntico proceso. En las matemáticas, en las otras ramas de las ciencias naturales fuera de la física, en la biología y no menos en las ciencias del espíritu — la filosofía, el derecho, la sociología — el sistema conceptual se va ampliando y sutilizando de más o menos igual manera. 

A cada una de estas ciencias cabría compararla con un arbolillo que siempre estuviese produciendo nuevas yemas y ramas: con su crecimiento váse así complicando más y más su ramazón. Y tampoco faltan en el árbol de nuestro símil las ramas secas: son los conceptos e hipótesis reconocidos como inútiles: a golpes se los separa del tronco y se los echa en el olvido. 

El crecimiento orgánico del sistema conceptual de una ciencia es un fenómeno por entero normal, y que se prosigue aun en tiempos no críticos. Pero lo notable en el desarrollo de la física en los últimos decenios, es que el arbolillo se ha revestido de repente de formas raras, y que ya no continúa creciendo conforme a la misma línea de antes: apartándose de ésta ha orientado su crecimiento por una nueva vía. 

El desenvolvimiento de la física por este nuevo camino se abre, en cuanto toca a la física experimental, hacia el año noventa y tantos del siglo pasado. Alrededor de 1895 — como ya lo señaló el Sr. Mark en la
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conferencia anterior — los físicos hallábanse firmemente persuadidos de que, en lo esencial, su ciencia ya había alcanzado el término de su perfección. Difícilmente quedaba aún a sus ojos algo de importancia capital por aprender. Solamente para los retoques de pormenor dejaban el campo abierto. Pero la realidad no es una novela. 

En la realidad, harto a menudo, cuando ya creemos tocar el feliz desenlace, sobreviene de repente algún contratiempo con el que no contábamos y que nos agua el contenido final. Esto mismo hubo de acontecerles a nuestros físicos. En el momento en que ya se consideraban al fin de la carrera, las cosas tomaron de súbito un giro por entero inesperado. Surgieron nuevas e imprevistas complicaciones. Una fuerte ansiedad invadió a los hombres de ciencia por las cuestiones embarazosas que se veían llamados a resolver. Y lo peor que ni aun hoy vemos ninguna perspectiva de salida de este estado de cosas. 

La hora decisiva para los destinos de la física suena en 1895, como que en este año se realiza, por C. W. Róntgen, de Würzburg, el memorable descubrimiento de los rayos X. Las radiaciones secundarias producidas por los rayos catódicos son capaces de atravesar los cuerpos opacos y de iluminar una pantalla fluorescente colocada detrás de ellos. Lo que este descubrimiento ha significado para la medicina, huelga decirlo. Para la física ha sido algo más que un descubrimiento de valor decisivo. Instaura en ella — gracias al impulso que imprime a la investigación física ulterior — una época completamente nueva. En efecto, el descubrimiento de Róntgen despierta 
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el interés del físico por las substancias cuyas radiaciones provocan la fluorescencia en los cuerpos en que penetran. 

El físico francés Becquerel, de París, encuentra que las sales de urano emiten, en forma enteramente espontánea, radiaciones de ese tipo. Y continuando estrictamente las experiencias de aquel, los esposos Curie llegan a descubrir en 1898 esa substancia prodigiosa que es el radio. 

Las ulteriores conquistas en este terreno se las debemos a los ingleses, en primera línea a Rutherford. Este último y Soddy ponen en claro la composición del átomo. 

Las experiencias efectuadas con rayos radioactivos lo llevan a Rutherford a su concepción del modelo nuclear del átomo. Apoyado en éste y en la hipótesis de los cuanta,  de Planck, Bohr se lanza a descifrar los misterios del espectro, empresa en que el éxito le sonríe. Entretanto, Laue descubre las interferencias de los rayos X, aportando así nuevo material empírico en que habría de ejercitarse la sagacidad de los teóricos. Se muestra, especialmente por Sommerfeld, que estos espectros producidos por los rayos X se ajustan a maravilla a las leyes espectrales formuladas por Bohr. A partir de entonces, es decir, desde más o menos 1913, empieza la lluvia de observaciones, especulaciones, teorías, experimentos, etc., desencadenada por la llamada teoría de los cuanta;  impetuosa corriente que van alimentando con sus continuos aportes los físicos y, en parte, los químicos. Y paralelamente a esta corriente se desarrolla la teoría de la relatividad, que asoma a la vida en 1905, y a la que 10 años más tarde su mismo creador, Eins-
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tein, ya le coloca en cierto modo su broche final, al formular la teoría de la relatividad general. 

Resumamos. Sea cual fuere el valor de estos descubrimientos y teorías, lo cierto es que lo que llevamos corrido desde 1895 acá, ha sido para los físicos — como, por lo demás, también para los químicos y técnicos — 

una época fecundísima en sorpresas y sugestiones. Nos ha ido trayendo descubrimiento tras descubrimiento, a cual más pasmoso. Y ni aún hoy es posible prever cuándo llegará a agotarse su vitalidad. 

Juzgados tan sólo por el grado de novedad revolucionaria que encierran, y sin contraernos al campo especial de la física, los descubrimientos hechos en el período de investigación comprendido por los 3 ó 4 últimos decenios, pueden dividirse quizás en tres clases. Pero antes de entrar a tratar de ellos, subrayemos un fenómeno notable. 

De los nuevos descubrimientos los que más abiertamente parecen contradecir los dogmas de la llamada física clásica, tan abiertamente que hasta al profano le salta a la vista la contradicción, resultan ser — si nos atenemos en ellos a nada más que a los conceptos que les sirven de base — de lo menos revolucionarios que imaginar quepa; a un análisis más detenido se revelan más bien como de todo punto inocuos. Contemplada desde este aspecto, la teoría de la relatividad especial y general, que el profano considera a menudo como el colmo del absurdo y el término último a que pueda atreverse en su temeridad el pensamiento, tiene que descender algunos peldaños de la reputación de revolucionaria que se le ha ido labrando. 

En verdad, nada más que a medias lo es. En cambio, 
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muchos de los fenómenos de cuya consideración parte la física de los  cuanta,  no obstante su apariencia por entero insignificante y salirse apenas de la esfera de lo observable, han obrado una completa revolución en nuestro sistema conceptual y llevado a la física a una especie de callejón sin salida, en que se encuentra todavía actualmente, y del que no saben cómo salir ni los más grandes cerebros de nuestra ciencia. 

Como ejemplos de los conocimientos de la primera clase consideremos las interesantísimas teorías que hemos obtenido mediante el estudio de los fenómenos radioactivos. Las conquistas logradas en este terreno han conmovido y precipitado en el absurdo uno de los dogmas angulares de la física y la química, objeto de fe tan sólida hasta fines del siglo pasado, que el que hubiese osado dudar de él, habría atraído sobre sí el ridículo. “Los elementos químicos — así reza tal dogma — son substancias simples de peso atómico determinado; y, en principio, no cabe transformarlos los unos en los otros”. Por lo que sabemos hoy ambos asertos de esta ley son falsos. 

En primer lugar, cabe transformar unos elementos en otros; actualmente se conocen, fuera de las tres series transformativas radioactivas, otros tipos de transformación, que es dable suscitar artificialmente. En segundo lugar, dista muchísimo de ser cierto que los elementos sean substancias simples; la mayoría de ellos son más bien mezclas isotópicas;  constan de componentes de distinto peso atómico pero de igual número de cargas nucleares. 

Uno de los dogmas cardinales de la química del siglo XIX 

queda, pues, tan rotundamente desmentido por las nue-
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vas luces que hemos alcanzado sobre el particular, como lo queda una falsa versión en los diarios al hacerse la rectificación de rigor, fundada en los hechos, a que obliga la ley de prensa. 

Así y todo, lo que hemos ido conociendo últimamente acerca de la isotopía y la transformación de los elementos es, en el respecto puramente conceptual, de lo más inocuo que haya aportado la física en los últimos decenios. Sin duda que ahora sabemos sobre la estructura de la materia  más que antes; pero en cuanto a nuestra manera de pensar seguimos en las mismas; estos recientes descubrimientos no han producido un desquiciamiento en nuestras ideas. ¿Qué nos enseñan, efectivamente, en el fondo? Pues que los átomos no son los últimos componentes indivisibles de la materia. ¿Y eso no cabía ya inferirlo de la teoría de los iones? No para revolucionar nuestra concepción sobre la estructura de la materia, sino para simplificarla, es para lo que han servido los descubrimientos de que hablamos. En último análisis, los elementos originarios de que se componen todos los cuerpos materiales son los electrones y los protones: éste es el esquema simple que nos ponen ante los ojos. 

Seguimos, pues, avanzando cómodamente por el mismo camino de antes: no nos vemos obligados a caminar por otros nuevos. Si tales descubrimientos fueran el único fruto de la labor investigativa desarrollada por los físicos en los últimos decenios, cabría hablar tan sólo de una época de progresiva clarificación y afinación de las ideas, no de una crisis. Con sobrado motivo, tam
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poco el Sr. Mark los incluyó en la conferencia anterior, por más interesantes que sean en otros aspectos, en el número de los hechos experimentales que han llegado a conmover la física clásica. 

Por la dosis revolucionaria bastante elevada que contiene, merece colocarse por encima de las observaciones sobre la estructura de la materia que nos han ocupado en las líneas anteriores la teoría de la relatividad, basada 

— según se explicó en la primera conferencia — en el resultado negativo de la experiencia de Michelson. 

Lástima que en la presente conferencia no podamos dedicarle más de un cuarto de hora. Debemos renunciar a todo propósito de perfilar siquiera su esqueleto ideológico. No importa. Lo que después de todo nos interesa de ella para las consideraciones que venimos haciendo no es tanto su ideología, como la influencia que ha ejercido en el sistema conceptual de la física. 

Muchos de Vds. saben seguramente que las reflexiones de Einstein han tenido por primer efecto que se revisaran los conceptos de espacio y tiempo. Minkowski ha resumido los resultados obtenidos en esta dirección en la siguiente tesis: “El espacio por sí y el tiempo por sí han perdido todo significado; lo único que lo tiene es la unión de ambos, lo que designamos con el nombre de  mundo." 

Esta somera afirmación le resultará enteramente incomprensible a más de uno de Vds. No obstante, antes de intentar aclararles el sentido de ella, me gustaría darle una forma que por lo menos el matemático entendiera sin mayor dificultad. 
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Analizada la concepción de Minkowski a la luz de la teoría especial de la relatividad, significa lo que sigue: Ya en la física clásica las leyes de la naturaleza debían ser formuladas de tal modo, que la relación entre las ecuaciones que las traducían permaneciesen invariables cuando se hacía girar el sistema de coordenadas, esto es, cuando se procedía a una transformación ortogonal linear de las tres coordenadas espaciales. La teoría de la relatividad exige además lo siguiente: Si además de las tres coordenadas del espacio  xlt x2, Xa introducimos una cuarta  x4 — ict,  las leyes físicas deben ser de índole tal, que permanezcan invariables al hacer la transformación ortogonal linear de estas cuatro coordenadas,  x4, x2, x^, x4.  

Exige asimismo que la velocidad de la luz sea constante. 

En estas dos proposiciones estriba sustancialmente la teoría de la relatividad, en cuanto se refiere al concepto de espacio-tiempo. 

Lo malo que este modo de formular la teoría de la relatividad sólo es accesible a los matemáticos. ¿Cómo aclarársela al común de los mortales que no lo son? Voy a tratar de hacerlo, aunque pido indulgencia de antemano por si fracaso en la tentativa. 

Empecemos con una sencilla consideración que cae por entero dentro del ámbito de la concepción clásica no relativista. En la fig. 1 se ha trazado una recta horizontal y encima se han señalado puntos A y B, a 6 cm. de distancia el uno del otro. Y he aquí lo que afirmamos: l9 B está más alto que A. 

29 La distancia entre A y B es de 6 cm. 

Veamos ahora cuál de estas afirmaciones merece el 
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calificativo de absoluta, y cuál el de relativa. La primera afirmación es válida si la recta trazada en la figura es horizontal. Pero puede hacerse también falsa si tenemos la figura inclinada; y aun cuando la mantengamos en posición perfectamente horizontal, si se nos ocurre, p. 

ej., referir la designación de “más alto” y, respectivamente, “más bajo”, no al horizonte del lugar en que nos hallamos, sino al de otro lugar de la tierra. Sea, por ej., la recta punteada una paralela al horizonte de B


Fig. 1. 

Relatividad de los conceptos de distancia horizontal y distancia vertical. 

algún lugar del Asia, al cual queremos referir nuestras afirmaciones. En tal caso hay que invertir los términos de la primera afirmación: A está más alto que B. 

La primera afirmación es, pues, relativa: sólo posee validez para determinado sistema de referencia. Por el contrario, la segunda afirmación es absoluta, invariable: 
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se cumple para cualquier sistema de referencia. Echemos ahora mano a los recursos que nos ofrece la geometría analítica elemental aprendida en el colegio nacional. Con su auxilio cabe formular también así nuestro asunto: las relaciones entre A y B. 

Fijemos la posición de los dos puntos mediante sus coordenadas ortogonales, y sean  xlf ye, x2, y2 sus respectivas coordenadas en el sistema cuyo eje de abscisas se encuentra en el plano horizontal de nuestro lugar: y Xi'  yá y  x2 sus respectivas coordenadas en el sistema cuyo eje de abscisas sea paralelo al plano horizontal del lugar lejano del Asia. 

Con estos supuestos, resultan las siguientes relaciones:

 — x. + x¿ — x,' | r¿= (x2 —xi )2 + (y2 — y. )2 = 

 y2 — ?/i +  y¿' — yó I = Gt + (^' — y/)2, ( ' 

que en palabras expresan lo siguiente: La distancia horizontal y la vertical de A y  B resulta diferente en ambos sistemas de referencia; en cambio, la distancia AB que no se toma sobre ninguno de los dos ejes, debe tener siempre el mismo valor r, independientemente del sistema de referencia. Matemáticamente esto se expresa así: Las diferencias entre las coordenadas no permanecen invariables cuando se hace girar el sistema de coordenadas; en cambio, la forma cuadrática derivada de ellas: (x2 — X1)2 +  (y2 — 9i)2 = r2 permanece constante. 

Tal afirmación rige para el espacio de dos dimensiones, que es el que tomamos en cuenta aquí; para el de tres, las constantes se expresan mediante una fórmula de tres términos análoga a la precedente. 
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O hablando otra vez en el lenguaje común: los conceptos de distancia horizontal y vertical no tienen un significado absoluto, independiente. Lo que se afirme sobre ellas sólo goza de validez relativa: relativamente a un determinado sistema de referencia. Significado absoluto, independiente, lo tiene, por el contrario, lo que se afirme de la distancia espacial entre dos puntos. 

Para estas consideraciones, como hemos dicho, no tenemos que salimos para nada del terreno de la geometría clásica. Pasemos ahora a las otras análogas que cabe hacer dentro de la teoría de la relatividad especial. Pero dado que en las ecuaciones de esta última interviene siempre la velocidad de la luz  c — ya vimos más arriba cómo Minkowski sustituía x4 por  ict —,  que alcanza el enorme valor de 3.1010 cm. por seg., necesitamos disponer de un poco más de espacio para nuestro ejemplo. Vamos a operar a continuación con dimensiones cósmicas. 

Imaginemos diversos observadores distribuidos en las estrellas del espacio, y designemos siempre, a fin de ahorrar palabras, con el nombre de la estrella fija correspondiente al eventual planeta habitable del sistema. Supongamos ahora que ocurra en el universo un suceso cualquiera rigurosamente determinado espacial y temporalmente, un llamado suceso-punto: p. e., esta noche a las 21 horas 35 min. se produce de repente una erupción del Vesubio. Llamémosla el suceso  A.  Imaginen ahora Vds. que a las 24 horas explota un polvorín en un planeta de Sirio. Sea éste el suceso, B. 

He aquí lo que se podría afirmar de estos dos sucesos
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de acuerdo con la concepción del espacio y el tiempo en vigor antes de la teoría de la relatividad: La distancia espacial entre los lugares en que ocurren los dos sucesos tiene un valor perfectamente determinado: los 8,21 x 1018 cm. que median entre Sirio y la Tierra. La distancia temporal entre Jos dos sucesos también lo tiene: es f=24 horas, considérese la cuestión como se quiera. 

Podrá disputarse si el suceso  B ocurre  más arriba o más abajo en el espacio, que eso depende de cómo se coloque un plano horizontal en aquél, y de cuál cara de éste se designe como arriba, y cuál como abajo. Pero que  A ocurre  antes que  B — justo 24 horas antes —, y que la distancia entre los lugares en que ocurren  A y B respectivamente, es de r=8,21 x 1018 cms., eso cabe afirmarlo con carácter absoluto. 

Así se encaraba el problema en la concepción imperante con anterioridad a la teoría relativista. Escuchemos ahora cómo razonan los adherentes a esta última para rebatir el carácter absoluto atribuido por sus adversarios a la segunda afirmación. 

Perdonen, señores, pero Vds. van un poquito lejos en lo que afirman. La distancia entre  A y  B y el intervalo de tiempo entre los sucesos que ocurren en uno y otro punto son, a no dudarlo, independientes de la posición del sistema de referencia, mientras lo supongamos a éste en reposo; no así si lo suponemos en movimiento. Imaginemos para simplificar el asunto que el movimiento relativo de Sirio con respecto del sol sea despreciable. En tal caso los observadores de Sirio y la 
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Tierra coincidirán en que el suceso  B ocurre 24 horas después de  A.  No es ésta, empero, la única hipótesis que quepa. 

Imaginen Vds. que las explosiones  A y  B son observadas también desde una tercera estrella, v. gr., desde Prokión, la cual supondremos — siempre para los fines de nuestro razonamiento — que se mueve a gran velocidad con respecto de Sirio y de nuestro sistema solar. 

Lo que sucedería entonces según la teoría de la relatividad — que lo halla mediante una serie de cálculos que no puedo reproducir aquí —, sería lo siguiente. Aunque el observador situado en Prokión calculara correctísi-mamente el tiempo que ponen los rayos luminosos que parten de Sirio y de la tierra en llegar hasta él, obtendría para el intervalo entre los sucesos  A y  B un valor  t', diferente de 24 horas. Más aún; hasta podría suceder, si el supuesto movimiento de Prokión fuera muy rápido, que, fundado en sus cálculos, dicho observador concluyera que el suceso  B ocurre  antes que  A.  Y asimismo para la distancia espacial el observador de Prokión hallaría un valor  r',  que diferiría mucho 8,21 x 10ls cm. Y 

un tercer observador situado en la estrella de la constelación de Orion, hallaría a su vez para los intervalos espacial y temporal entre los dos sucesos, valores completamente diferentes; por ejemplo: r" y t", respectivamente. ¡Qué tremenda confusión, al parecer, pues! Hay un punto, no obstante — nos sigue enseñando la teoría de la relatividad — en que estos tres observadores, y cualesquiera otros que llevasen a cabo mediciones exactas, estarían perfectamente de acuerdo. 
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Si formamos, en efecto, la expresión:

s2 = r2 

 c2 t2,  

(2)

resulta:

r2 —  c2 t2 - r'2 

 c2 f2 = r"2 —  c2 t" = 

(3)

(donde c indica como de costumbre la velocidad de la luz 

= 3 x 1010 cms. seg.). 

Recuerden ahora lo que se expuso más arriba. Vimos cómo, aun sin salimos de la geometría no relativista, ciertas expresiones, p. ej., las diferencias mismas entre las coordenadas, es decir, la distancia horizontal y vertical, tenían valores que dependían de la posición del sistema de referencia, mientras que la distancia espacial misma permanecía constante pese a las rotaciones que se imprimieran a dicho sistema. Análogamente, también conforme a la teoría de la relatividad especial los intervalos de espacio y tiempo entre dos sucesos no dependen de la posición del sistema de referencia, pero sí del movimiento de éste. Sólo la expresión s2, resultado de combinar de un modo determinado los valores r y t, es constante. Y eso es lo que quiere dar a entender Minkowski cuando afirma: “El espacio por sí y el tiempo por sí han perdido todo significado; lo único que lo tiene es la unión de ambos, lo que designamos con el nombre de mundo”. 

Es de subrayar, sin embargo, a fin de evitar errores de interpretación en que se incurre frecuentemente, que no porque el tiempo pierda su independencia en la teoría de la relatividad especial se lo equipara con las tres 
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dimensiones del espacio. Bien muestra que es todo lo contrario la fórmula:

s2  =. x2 y2 z2 — c212

Con perder, como pierde, su independencia el tiempo sigue desempeñando, como antes, un papel destacado, al paso que ninguna de las tres dimensiones del espacio sobresale entre las restantes. 

La teoría de la relatividad especial ha ensanchado, pues, el sistema conceptual de la física, introduciendo en él, entre otras cosas, el concepto de  mundo,  que engloba los de espacio y tiempo. Prosiguiendo la labor de la anterior, la teoría de la relatividad general ha puesto en nuestras manos las siguientes ideas fundamentales: La esencia de la gravitación consiste en causar una curvatura en la multiplicidad espacio-temporal que llamamos  mundo.  Y esta curvatura es tanto más pronunciada, cuanto más intenso es el campo gravitatorio. Si suponemos puntos alejados infinitamente de todas las masas, tal curvatura será allí infinitamente pequeña. 

Vds. no ignoran seguramente que esta concepción de Einstein ha chocado con no pocas resistencias. Se ha objetado que un espacio curvo — y más aún un tiempo curvo — es absurdo; que la teoría no está exenta de contradicciones internas, etc., etc. No tengo tiempo de ponerme a discutir este punto, y de aclararles a Vds. 

cuál es el sentido concreto de la curvatura del  mundo.  

Con tanto mayor motivo puedo eximirme de tratar aquí este problema, cuanto que en la cuarta conferencia de este ciclo se enterarán Vds. de mayores pormenores sobre el particular. 
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Lo que sí quisiera, es caracterizar en dos palabras la posición de la física teórica frente a esta crítica. 

Lo mismo que todos los estudiosos, los físicos cuyas opiniones hacen ley discrepan entre sí en muchos puntos, y ponen mayor o menor ardor en zanjar sus mutuas discrepancias. Sin embargo, nadie que haya penetrado bastante a fondo en la teoría de la relatividad abriga duda alguna sobre la admisibilidad y justificación lógica de los puntos de vista sustentados por ella. Y 

hay más aún: y es que de un tiempo a esta parte abundan los físicos que han dado en pensar que, “la teoría de la relatividad es cosa demasiado cierta para seguir siendo interesante todavía”. Por eso, al crítico de la teoría de la relatividad — por lo general procedente de campos diferentes al de la física —, que nos venga con la advertencia: “Vamos, señor profesor, confiese Vd. que con la teoría de la relatividad su ciencia de Vd. se ha deslizado en un terreno resbaladizo y, filosóficamente hablando, impugnable en más de un punto”, sólo cabe replicarle, “Señor colega, ojalá no pasaran de ahí las dificultades con que nos debatimos, que entonces dormiríamos tranquilos.” 

Son otras las dificultades que traen preocupado al físico. De ellas hablaremos en seguida. Lo único que quisiera hacer notar todavía a fin de poner punto final al capítulo sobre la teoría de la relatividad, es lo siguiente. 

Si bien los fenómenos de la naturaleza se nos ofrecen de una manera inequívoca, el modo de describirlos la física puede variar — y en puntos esenciales — muchí
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simo. Así, pongo por caso, la teoría de la relatividad, al tratar el problema de los planetas, opera con conceptos de todo punto ajenos a la teoría física newtoniana; por ej.: la curvatura del mundo, el tensor de la curvatura, la línea geodésica en el  R±,  etc. Merced a esta nueva terminología el concepto de gravitación se evapora por completo, absorbido por el de curvatura del mundo. 

Es de mencionar en este respecto, el intento que hiciera hace ya cuarenta años, H. Hertz de eliminar de la mecánica el concepto de fuerza, el cual, si bien se mira, está de más. 

'Quiere.decir entonces que la teoría de la relatividad ha puesto en uso un nuevo sistema conceptual. Sí, un nuevo sistema. Porque no es que se haya ramificado simplemente una rama ya existente del arbolillo — para atenernos a nuestro símil —, sino que el tronco mismo ha echado una rama completamente nueva, y la ha echado muy cerca de las raíces. 

Pero con todo eso, si atendemos a los frutos de esta revolución obrada por la teoría de la relatividad en la física, hemos de confesar que son nulos. Einstein ha tirado sin duda abajo un ala del edificio teórico de la física clásica; pero lo ha ido levantando cuidadosamente otra vez piedra por piedra. Eso sí: imprimiéndole las líneas positivas que reclaman los tiempos modernos. 

La revolución no ha sido, pues, tan radical. Einstein no ha dejado el campo sembrado de ruinas a su paso. 

Que el concepto de mundo curvo no acaba de entrarle en la cabeza al que juzga de las cosas con su sano sentido común — el tan a menudo mal empleado sentido
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común —, nadie lo niega. Tal concepto no tiene, sin embargo, nada de ininteligible: le falta una base intuitiva, no más. Y esto que decimos del mundo curvo cabe extenderlo al cuerpo entero de doctrinas de la teoría de la relatividad especial y general. Para cuantos de veras la entienden, preséntase esta última'como un sistema que, aparte de permitir una mayor aproximación a la naturaleza, descansa sobre sólidos cimientos lógicos, y es internamente coherente. Y si no la estiman merecedora de que se la coloque por encima de la mecánica y la teoría de la gravitación de Newton, no vacilan en asignarle un puesto al lado de ellas. 

La idea de que el espacio sea curvo, no es sino la forma sublimada, elevada a noción abstracta, de aquella otra idea que asomara a la mente humana hace siglos: la de la redondez de la tierra. Ambas ideas pertenecen a la misma familia. También esta otra idea fué combatida como absurda por sus contemporáneos. Y también por razones de sano sentido común. Baste citar una de ellas. 

“A nuestros antípodas se les debe de subir la sangre a la cabeza de andar siempre con los pies para arriba.” ¡Así objetaban! 

La conclusión que quizá quepa sacar de lo antedicho es la siguiente. La crisis provocada por el resultado negativo de la experiencia de Michelson parece haber sido resuelta, en todos sus puntos, por la teoría de la relatividad. En este campo la reconstrucción, al parecer, ya ha tocado a su término. 

Llegamos ahora a la tercera clase de transformaciones sufridas por la física. Con éstas sí que nos internamos 
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en terreno resbaladizo. No es poco el embarazo que uno siente cada vez que les tiene que hablar de tales cosas a gentes no especializadas en física. Muchos autores hasta opinan, con razón, que por hoy este controvertido campo no debería popularizarse todavía. Eddington dice en una de sus excelentes obras: “Al frente del edificio de la teoría de los  cuanta habría que colocar un cartel con las siguientes advertencias: “Cerrado por refacciones y completa transformación. — Prohibida rigurosamente la entrada a personas ajenas a la obra.” 

A pesar de esta prohibición, de Eddington, quisiera dejarles echar un ligero vistazo al terreno, un poco caótico, en que se está levantando la teoría de los  cuanta.  

Porque, bien pensado, nada perderán Vds. Lo peor que puede pasarles es que se vuelvan a hallar tan en ayunas después del vistazo como antes de él. Estado de ignorancia compartido, más o menos, por los mismos físicos. 

Pues en esto se diferencian la teoría de la relatividad y la de los  cuanta',  y es que la primera, no obstante que parece resultarle terriblemente difícil al no iniciado, pueden entenderla sin mayores dificultades, en sus fundamentos al menos, los hombres del oficio. La segunda, por el contrario, aun para sus autores, — según propia confesión de ellos —, sigue siendo un enigma impenetrable. 

La dificultad estriba aquí — para decirlo en una palabra — en que no se ha logrado todavía hallar un sistema de conceptos adecuados para tratar los fenómenos de los  cuanta.  Los conceptos tomados de la física macroscópica no cabe trasladarlos a los fenómenos ató-
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micos mismos, objeto de la teoría de los quanta. La física de los  cuanta se ocupa, según es sabido, de los fenómenos a que da lugar la acción recíproca entre la radiación y los átomos: los procesos de emisión de rayos, esto es, la formación de espectros, de absorción de rayos, de dispersión, del efecto de Compton (sobre el que les ba informado el Sr. Mark en la conferencia anterior). 

Todos estos actos elementales de acción recíproca entre la radiación y la materia pertenecen al dominio de la física de los quanta. 

Es claro desde luego que para describir los átomos y los fenómenos que ocurren en ellos ciertos conceptos físicos tienen que resultar impropios y, por tanto, vacíos de significación. Así, por ej., carecerían por completo de ella afirmaciones del siguiente tenor: “El átomo de hidrógeno es verde, tiene una temperatura de 500° y un coeficiente de elasticidad de tantas o cuantas unidades absolutas”. Es igualmente claro que no es posible aplicar esos conceptos tomados de la física macroscópica que, si se atiende a su significado, se refieren siempre a una colección de átomos — a un solo individuo; no de otro modo como no es posible tampoco hablar de la cifra de mortandad de un solo hombre. 

Verdad, por otra parte, que existen conceptos físicos que uno no hesitaría lo más mínimo en trasladar a los átomos. Aparentemente no hay ninguna razón por que hayan de perder su sentido para las dimensiones atómicas. 

Citaré como único ejemplo el concepto de velocidad. Se puede medir la velocidad de las estrellas fijas y planetas, como también la de un dirigible Zeppelin, la de un pro
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yectil, la de las partículas de polvo que se agitan en un rayo de sol y la de una partícula visible en el campo del ultramicroscopio. Nada parece, pues, oponerse a que hablemos también de la velocidad de un electrón. Y de hecho, se mide también por vía indirecta la velocidad de los electrones de un rayo catódico. Hasta cabe llevar el grado de exactitud de la medición a tal punto, que sea dable comprobar la modificación de la masa, postulada por la teoría de la relatividad. Parece, por tanto, perfectamente lógico que, en principio, debería poder hablarse también de la velocidad de rotación de un electrón en él seno de un átomo de hidrógeno. 

Otro caso en que no se ve a primera vista por qué no habrían de aplicarse los conceptos en cuestión a las dimensiones atómicas, es el de la formación de un campo ondulatorio electro-magnético mediante una carga eléctrica en movimiento. Moviendo de arriba para abajo con suficiente rapidez una carga eléctrica a lo largo de una recta vertical, se engendra un determinado campo ondulatorio electromagnético, que se puede calcular con mucha precisión. Este fenómeno corresponde, en lo esencial, exactamente al que ocurre en la antena vertical de un emisor de radio. En vista de esto, uno esperaría lo siguiente: que disminuyendo cada vez más la carga y la duración de la oscilación, vaya debilitándose naturalmente el campo ondulatorio y acortándose el largo de la onda. 

Dicho de otro modo: a la variación de la carga y la duración de la oscilación ha de corresponder una variación puramente  cuantitativa en la intensidad del campo ondulatorio y en la longitud de onda : lo que es  cualitati-
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v amente,  no deben modificarse estos últimos, puesto que las leyes elementales de la electrodinámica no tienen en cuenta para nada la escala en que ocurren los fenómenos. 

Ahora bien, hay efectivamente fenómenos de los que se creyó poder concluir durante algún tiempo que las leyes de Maxwell acerca de la influencia de un campo ondulatorio sobre una carga y acerca de la formación de un campo ondulatorio mediante una carga oscilatoria son aplicables sin más a los átomos aislados. A estos fenómenos pertenece, p. ej., el de la dispersión normal y el del efecto normal de Zeemann. En consecuencia, en ciertos fenómenos todo ocurriría en estricta consonancia con los postulados de la electrodinámica clásica. 

Verificaríase en ellos la acción recíproca postulada en la teoría clásica, que se mencionó en la primera conferencia. 

Sin embargo, hacia fines del siglo pasado — según se expuso por extenso en dicha primera conferencia — 

las mediciones efectuadas para ver cómo se distribuye la energía en el espectro de los rayos caloríficos del cuerpo negro dieron un resultado un tanto diferente del previsto por la teoría. Y a fin de explicar estas insignificantes diferencias concibió Max Planck en el año 1900 la genial y revolucionaria idea — cuyo alcance no sospechara ni su mismo creador —, destinada a abrir una nueva época en la física. 

La hipótesis de los  cuanta,  formulada por Planck en 1900, reza así: Un átomo que emita radiaciones, no puede emitirlos en cantidad tan pequeña como se quiera, sino que las cantidades de energía emitida tienen que ser múltiplos enteros de una cantidad mínima determinada, 
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proporcional a la frecuencia de la radiación. Designando con v la frecuencia (número de oscilaciones por segundo) , la energía emitida con  E,  se verifica según Planck: E = nhv 

(4)

en que  n es un número entero y  h una constante universal (la constante de Planck), cuyo valor es de h — 6,55 x 10-27 erg. sec. 

La idea de que la radiación no puede ser tan débil como se quiera, es decir, que tiene una estructura discontinua, atómica, era esencialmente ajena a la teoría clásica. 

Más tarde se hallaron casos que, no sólo se apartaban ostensiblemente de lo postulado por la teoría clásica, sino que no consentían siquiera la más remota aplicación de ella. A título de ejemplo mencionemos tan sólo, que, conforme a la teoría de Bohr de los espectros del hidrógeno, confirmada en sus más nimios detalles por la experiencia, los electrones del hidrógeno, al recorrer en círculo, las llamadas  órbitas estacionarias,  no emiten absolutamente ninguna clase de rayos, es decir, no engendran campo ondulatorio alguno, hecho que riñe en absoluto con las leyes de la electrodinámica. 

A estas experiencias se agregan las mencionadas por el Sr. Mark en su conferencia, y que revelan la enigmática doble naturaleza de la luz. De ellas se desprende que los rayos ostentan unas veces carácter ondulatorio; y otras, corpuscular. Antes, sin embargo, no se pensaba así. Hace mucho tiempo ya que, fundándose en todos los fenómenos de interferencia y polarización se creyó haber averi-
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guado definitivamente que los rayos luminosos son ondas, y ondas electromagnéticas. 

A estar a esta concepción, cuando un átomo irradia luz, se esparcen en torno de él, colocado en el centro, ondas esféricas, que forman un campo cuya energía va decreciendo hacia la periferia. (La energía decrece con el cuadrado de la distancia, para ser precisos). Lo malo es que otras experiencias parecen conducirnos a concluir que, cuando el átomo en vez de irradiar luz la absorbe, toda la energía irradiada por el átomo, la cual se supone esparcida por la superficie de la esfera que envuelve al átomo, aparece de repente localizada en  un solo punto del campo.  Y lo propio acontece si, p. ej., el átomo emisor se encuentra en una estrella alejada de nosotros muchos miles de años de luz. En suma, por las experiencias en cuestión no parece sino que los rayos luminosos son corpúsculos pequeñísimos de dimensiones atómicas, emitidos por la fuente luminosa en línea recta, según una dirección determinada. Lo malo del caso es que con esta última concepción no podemos dar razón de los fenómenos de interferencia. A consecuencia de ésto, los físicos se han visto en el penoso trance de tener que confesar que los rayos luminosos, cuya naturaleza creían haber penetrado definitivamente hace más de un siglo, son hoy tan enigmáticos como los animales fabulosos de la mitología. Algo así como los centauros: por la parte de arriba caballos; y por la de abajo, hombres. 

La situación se hizo más complicada, aunque a la par más interesante, a raíz de los experimentos — sugeridos por una idea genial de De Broglie — que efectuaran

[image: Image 88]

78

JUAN THIRRING

Germer y Davisson, y de los cuales se sigue que los rayos corpusculares tienen carácter ondulatorio: consecuencia inversa, pues, a la de los experimentos anteriores. Estos experimentos, que se realizaran en un principio en América, fueron repetidos más tarde en Alemania e Inglaterra. Una de las más hermosas fotografías obtenidas en el transcurso de los mismos puede verse reproducida, gracias a los cuidados de Mark y Wierl, en la figura 6 

de este libro. 

El resultado de estas experiencias es sobremanera sorprendente, ya que desde todo tiempo se habían contrapuesto como cosas  fundamentalmente diferentes los rayos catódicos, de índole puramente corpuscular, a los rayos ondulatorios; tan fundamentalmente diferentes como puedan serlo, por ej., la lluvia y el ruido producido por las gotas de la misma al chocar contra una superficie. Aunque el descubrimiento de la difracción de los electrones — indudablemente uno de los descubrimientos más importantes de los últimos decenios — 

muestra que no siempre difieren tan radicalmente las ondas elementales, sino que en circunstancias dadas la diferencia se borra por ambas partes. 

Frente a este material de hechos fracasa el sistema do la física clásica; pero fracasa no menos el de la electrodinámica relativista. Diré de paso que los físicos teóricos engloban generalmente hoy la teoría de la relatividad en la física clásica. La marcada línea separatoria entre lo  clásico y lo no clásico hállase actualmente más allá de la teoría de la relatividad: es menester buscarla en los umbrales de la física de los cuanta. 
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Las experiencias que hemos ido enumerando implicaban, pues, el fracaso de los conceptos clásicos. La eficacia de éstos se había agotado por entero. Los tiempos estaban maduros para una reforma del sistema conceptual. Y a ella pusieron manos a la vez en 1925, si bien cada uno de ellos trabajando por su cuenta, dos físicos geniales: Heísenberg y Schródinger. 

De la teoría de Heisenberg sólo vamos a conocer un principio, que sobre ser relativamente accesible a la comprensión común es de importancia básica. Se lo designa con el nombre de:  relación de indeterminación de Heisenberg.  Ya dijimos antes que aun la velocidad de los pequeñísimos electrones, impenetrables a la vista, cabe medirla con relativa exactitud. Y nada se opone en principio a imaginar que andando el tiempo, conforme vayan perfeccionándose los medios auxiliares de la óptica — 

p. ej., si llega a inventarse algún ultra-ultra-microscopio — pueda hallarse modo de hacer visibles los diversos electrones, de determinar su lugar, y, por tanto, de medir sus coordenadas espaciales. Adelantándose a tales futuras experiencias, he aquí lo que nos advierte el principio de Heisenberg: por más que lográsemos llevar a efecto semejantes mediciones conducentes a determinar el lugar y la velocidad de los electrones, protones u otros corpúsculos elementales, sería fundamentalmente imposible determinar con  igual grado de exactitud ambos. Antes por el contrario, cuanto más exactamente midiéramos su velocidad, de tanto mayor falta de exactitud adolecería la determinación del lugar, y viceversa. 

Expresado en fórmulas:
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Sea  x la coordenada de un electrón, es decir, su distancia a un punto de origen elegido arbitrariamente y tomada sobre una recta de dirección determinada. Y sea  v su componente de velocidad en la misma dirección, y m su masa. El producto  m v se designa, como es sabido, con el nombre de  cantidad de movimiento o  impulso del corpúsculo. Designemos, además, con A  x y A  rae el error cometido al medir la coordenada  y,  respectivamente, el impulso, queremos decir, la diferencia entre el valor real y el valor medido. 

Con estos presupuestos se verifica según Heisenberg lo siguiente:

A x . A  m v G 

(ó)

fórmula en que  h es la repetidas veces mencionada constante de Planck. 

Y resolviendo la ecuación (5), primero respectivamente a A  x y luego respectivamente a A  m v,  se obtiene: A ÍC > —7-----  A  V™ > -7— 

(6)

= A  mo 

= A X

Estas fórmulas muestran que, cuanto más exactamente se determina el impulso, — por lo tanto la velocidad, — tanto mayor es el error cometido en la determinación del lugar y viceversa. 

Las raíces de esta relación sui géneris residen, por una parte, en la estructura atómica, ya reconocida por Planck, de la radiación; y por otra, en la acción impulsiva de la radiación sobre los electrones, puesta al descubierto por el efecto de Compton. 
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El único agente físico que nos permite determinar los lugares en medios infinitamente pequeños o medir velocidades, igualmente infinitamente pequeñas, es la luz; o si no, los rayos de onda más corta aún, como: los ultravioleta, los X, los  y.  Y como, según Planck, las ondas electromagnéticas sólo pueden presentarse en cantidades que sean múltiplos enteros de una cantidad mínima  h, la radiación misma tiene en cierto modo una estructura atómica, granular. Siendo esto así, nuestros intentos de llevar a un más alto grado la precisión de nuestras medidas tropezarán siempre, como contra un límite infranqueable, con este carácter granular de los rayos. Algo así como los gránulos de las placas fotográficas constituyen un límite último, más allá del cual es imposible continuar ampliándolas. 

Veamos ahora qué motivos plausibles militan en favor de la relación indeterminada de Heisenberg, expresada en la fórmula (5). Planck había asentado que la energía de una cantidad de radiación asciende a  hv.  Más tarde Einstein amplió esta noción mediante el importante agregado de que el impulso  (la fuerza impulsiva) de cada una de estas cantidades de radiación viene dado por el cociente 

en el que c representa la velocidad de la c

luz. Ahora bien, como se desprende del efecto de Compton, al incidir una cantidad de radiación sobre un electrón, el impulso de la radiación se traslada efectivamente al electrón, éste es compelido a retroceder y su impulso h v

se modifica en  ¿\mv,  cantidad proporcional a ---- , c

es decir, que la modificación resulta tanto mas pronun
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ciada, cuanto mayor es la frecuencia y, respectivamente, cuanto menor es la longitud de onda de la radiación. Debido a ésto, no cabe realmente determinar con igual grado de exactitud el lugar y el impulso (la velocidad) de un electrón. En efecto, si queremos determinar muy exactamente, su lugar, esto es, medir su coordenada  x con el menor error (A  x) posible, tenemos que emplear para nuestras observaciones una radiación de tan corta duración como sea posible, puesto que el error cometido al determinar el lugar tiene por límite inferior el tama

ño de la de onda. Lo malo que si empleamos una radiación de onda muy corta, se modifica, a consecuencia de este solo hecho, la velocidad del electrón. Por eso al medir el impulso cometemos un error; error que, según la fórmula de Einstein recién mentada, es tanto mayor, cuanto menor es el largo de onda de la radiación. Y al revés, si se quiere medir lo más exactamente posible la velocidad, hay que emplear, a fin de evitar en el resultado los errores que trae consigo el efecto de Compton, radiaciones del mayor largo de onda posible. Verdad que esto comporta su correspondiente error en la determinación del lugar. 

Se ve, pues, por la fórmula de Heisenberg (5), que la estructura atómica influye en forma complicada en la exactitud de las mediciones efectuadas con cualquier clase de rayos, algo así como, hablando en términos generales, la estructura atómica de la materia influye en la medición de la longitud de los cuerpos. Estando los cuerpos materiales compuestos de átomos, cuyo diámetro es de unos 10_s cm., síguese como consecuencia natu
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ral que, por más que perfeccionáramos ilimitadamente nuestros métodos de medición, nunca podríamos llevar más allá la exactitud de ellos — p. ej., al tratar de fijar una unidad de longitud — de un millonésimo de milímetro. Quiere decir que la estructura atómica de la materia constituye un  límite inferior absoluto de los errores que se cometen al medir la longitud de los cuerpos materiales. En cambio, la relación indeterminada (5) de Heisenberg, basada en la naturaleza cuántica de la radiación no implica la existencia de tal límite infranqueable; acepta que quepa exactitud en la medición, si bien con ciertas restricciones. Según ella, en efecto, nada obsta en principio a que se determine, con toda la exactitud apetecible, el lugar o la velocidad de los electrones. Eso sí, es menester hacer la salvedad de que la precisión que se logre en la determinación del uno traerá aparejada, necesariamente, una imprecisión correspondiente en la determinación de la otra, y viceversa. Cuanto más exactamente se determine el lugar, tanto menos exactamente se determinará la velocidad; y al revés, cuanto más exactamente se determine la velocidad, tanto menos exactamente se determinará el lugar. 

Fuera de esta relación indeterminada Heisenberg ha desarrollado en 1925 una teoría matemática sumamente interesante, la llamada  mecánica de los cuanta,  con cuyo auxilio se pueden calcular las longitudes de onda, el estado de polarización y las intensidades de las rayas espectrales, basándose en las supuestas propiedades de los átomos emisores de la radiación. En su teoría sólo se tomarán en cuenta — tal es el juicioso y evidente principio que le 
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sirve de punto de partida — las relaciones entre magnitudes observables, como la longitud de onda de la radiación, etc. Las magnitudes  semimetafisicas,  como las coordenadas y velocidades de los electrones, prácticamente imposibles de medir, no tienen ninguna cabida en ella. 

Lo malo es que la teoría de Heisenberg exige de parte del estudioso un esfuerzo mental tan enorme, que no podemos entrar a tratarla con mayor extensión aquí. En cambio, vamos a apuntar algunas indicaciones sobre la mecánica ondulatoria, de Schródinger, cuya inclusión en este lugar se justifica con tanto mayor motivo, cuanto que ambas teorías — la de Heisenberg y la de Schródinger —, no obstante tener puntos de partida completamente diferentes, concuerdan por entero en cuanto a los resultados físicos concretos. 

Schródinger — un vienés que merece ser timbre de orgullo para todos nosotros — encontró en 1925, por una intuición genial incomprensible, su famosa  ecuación de las ondas,  la cual desde hace seis años ejerce un dominio casi absoluto en el campo de la teoría de los cuanta. La ecuación de Schródinger viene a ser la ecuación diferencial de las ondas de Broglie antes mentada, y su aplicación ha puesto en nuestras manos resultados y conocimientos insospechados. Cierto que lo que más nos interesa — iluminar conceptualmente el enigma de los cuanta —, no lo hemos logrado, ni mucho menos. 

La ecuación de Schródinger es una típica fórmula mágica: se hacen cálculos con ella, y, sabiéndola emplear correctamente, se obtienen resultados que armonizan con la experiencia, pero nadie la entiende. 
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Voy a indicarles, lo más someramente posible, cuáles son en rigor los puntos de la teoría de Schródinger que se resisten sistemáticamente a todo esfuerzo por comprenderlos, y permanecen envueltos en un halo de misticismo. En primer término, en tratándose de las ondas de Schródinger o de De Broglie, falta el sujeto del predicado  vibra.  En el caso de las ondas sonoras, sabemos que lo que vibra son las partículas del aire, ejecutando movimientos de un lado para otro. Para las ondas electromagnéticas se había introducido en un principio un hipotético éter, cuya única función consistía en hacer de sujeto del verbo  vibrar.  Más tarde, dejándose de fantasías, se cayó en la cuenta de que no hace falta un algo concreto que vibre como el éter: cabía también explicar las ondas electromagnéticas imaginando que la  energía del campo vibra, esto es, sufre periódicamente modificaciones en su intensidad. Lo malo es que para las ondas de De Broglie no hay modo de hallar ni siquiera un adecuado sujeto abstracto; constituyen un caso aparte. Verdad es que Schródinger había ensayado una interpretación de estas ondas bastante plausible en cierto respecto, pero que encerraba contradicciones internas que la hacían insostenible. Recházanla por ello hoy en día la mayoría de los físicos. 

El problema acerca del sujeto de las vibraciones sigue, pues, en pie. Hay, con todo, un problema más embrollado que éste; y es que las ondas de que se echa mano para resolver las ecuaciones de Schródinger no son vibraciones en el verdadero sentido físico, es decir, fenómenos variables periódicamente en el espacio y en el tiempo. 
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El teatro de estas vibraciones no es, en efecto, el espacio tridimensional del mundo real, sino el llamado  espacio de configuración del sistema, esto es, un espacio ficticio, fruto del pensamiento, que tiene tantas veces tres dimensiones como sea el número de partículas que actúen las unas sobre las otras en el sistema en cuestión. Así, por ejemplo, en un solo átomo de uranio, tal espacio tendría unas 280 dimensiones; y en los sistemas de varios átomos el número de dimensiones sería aún mayor. 

En los últimos años la ecuación de Schródinger ha sido ampliada y generalizada por una teoría del talentosísimo físico inglés D'irac, quien logró darle una forma relativista invariable. Púsose de manifiesto, gracias a esto, que la rotación de los electrones en torno de su eje — introducida en 1924, a título de atrevida hipótesis, por Uhlenbeck y Goldsmit — se sigue forzosamente de la ecuación de las ondas. Quería decir entonces que, contrariamente a lo que se pensaba antes, la teoría de la rotación de los electrones, plenamente corroborada por la experiencia, no era una hipótesis adicional introducida “ad hoc”, sino que ya entraba como elemento orgánico en las leyes fundamentales de la teoría general. 

El que se viera esto fué sin duda uno de los frutos más enjundiosos de la teoría de Dirac. Otra consecuencia notable de la misma. Según sus fórmulas la carga de las partículas elementales puede cambiar espontáneamente de signo, de tal modo que, p. ej., hay que contar ¿on electrones positivos y protones negativos. Y, efectivamente, observaciones hechas en los últimos meses en el laboratorio de Millikan (Pasadena), e independientemente de 
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éstas, en el de Rutherford (Cambridge) parecen indicar que junto a los electrones negativos se dan asimismo electrones positivos. Si bien con estas observaciones no pisamos aún terreno definitivamente seguro, parece hallar confirmación aquí en forma notabilísima por el experimento algo que, al anticipárnoslo la teoría, nos sonaba a cosa enteramente increíble. 

Con todo eso, prescindiendo de estos éxitos, de data recientísima, logrados por la física en el campo teórico, el estado de ésta caracterízase por haberse producido en la teoría de los quanta un compás de espera, habiendo fracasado los intentos, que se remontan a los tres o cuatro últimos años, enderezados a sacarla de su estancamiento. Los nuevos conceptos puestos en circulación por Heisenberg y De Broglie por una parte, y por otra por Schródinger y Dirac, no han resultado, pues, suficientes para suministrarnos una descripción satisfactoria desde todo punto de vista de los complejos fenómenos cuánticos y atómicos. 

No extrememos, sin embargo, las cosas. En esta etapa de su desarrollo la física no ha dejado de realizar significativos progresos. La aplicación de la fórmula mágica de Schródinger ha suministrado realmente nociones nuevas importantes; ha obrado fructíferamente sobre la física experimental y ha permitido también predecir nuevos hechos de experiencia. Mencionemos, tan sólo a modo de ejemplo, que merced a la ecuación de Schródinger pudo tratarse con éxito el problema de las moléculas de hidrógeno H2, que le ofreciera considerables dificultades a la teoría, más antigua, de 
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Bohr; y que fijándose en la simetría de las soluciones se concluyó que debe de haber dos especies diferentes de moléculas de hidrógeno, a las que se designó con los nombres de parahidrógeno y ortohidrógeno, respectivamente. 

Diversidad verificada más tarde también experimentalmente por Bonhoeffer y Harteck. Además, gracias a la teoría de Schródinger comienza a profundizarse actualmente la esencia de las llamadas valencias homeopolares; se han hecho progresos en el dominio de la mecánica estadística, obteniendo luces acerca del mecanismo de la conducción de corriente eléctrica a través de metales, etc. 

En'una palabra: la fórmula mágica demuestra ser un excelente guía, y surte efectos fructíferos ya hoy, aun antes de que se haya logrado comprender correctamente su significado. 

Pero así y todo, lo cierto es que en el campo de la física de los cuanta el sistema exactamente adecuado no ha sido encontrado aún. Las transformaciones porque han ido pasando los conceptos de la física no han sido suficientes para poner en pie dicho sistema. Quede reservado a la fantasía y a la sagacidad de los teóricos del futuro el hallar los conceptos con que describir en forma inobjetable cómo actúan ías fuerzas elementales atómicas de la naturaleza. 
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LA CRISIS DE LA INTUICION

Por JUAN HAHN (*

)

Entre todos los filósofos que marcan rumbos, fué sin duda I. Kant el que asignó a la intuición el más amplio alcance y significado en nuestro conocimiento. Empezaba observando justamente que en nuestro conocimiento se compenetran intimísimamente dos elementos opuestos: uno pasivo de pura receptividad y otro activo de espontaneidad. En la  “Crítica de la razón pura”,  al comienzo del capítulo intitulado:  Segunda parte de la doctrina trascendental de los elementos. Lógica trascendental,  leemos: 

“Nuestro conocimiento nace de dos fuentes principales del ánimo, de las cuales la primera es la capacidad de recibir representaciones (receptividad de las impresiones) ; la segunda la de reconocer, mediante esas representaciones, los objetos (espontaneidad de los conceptos). Por la primera los objetos se nos dan: por la segunda los objetos, dados (*) Dada la índole de las cuestiones tratadas en las dos conferencias siguientes, nos hemos preocupado por lo general más de explicar que de traducir el pensamiento de sus respectivos autores. 

No hemos vacilado en introducir letras en las figuras (por ejemplo, en las 4 y 5), modificar ligeramente la explicación de las mismas, redactar de nuevo algunos párrafos, etc. Un estricto rigor filológico en cuestiones así sólo puede ser contraproducente. —  (N.  

 del T.). 
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en la representación como simples afecciones del ánimo, son pensados. La intuición y los conceptos constituyen los dos elementos de todos nuestros conocimientos. . .” 

Quiere decir que nos comportamos pasivamente al recibir en nosotros por vía intuitiva las representaciones; y activamente, al elaborar las mismas con el pensamiento. 

Pero en la intuición, a su vez, es preciso volver a distinguir, al entender de Kant, dos elementos: una parte proveniente de la experiencia, empírica, a posteriori, la cual constituye el  contenido de la intuición: colores, sonidos, olores, impresiones táctiles, como la dureza, la blandura, la aspereza, etc.; y una parte independiente de toda experiencia, pura, a priori, que constituye la  forma de la intuición. De tales formas puras de la intuición tenemos dos: el  espacio,  forma de intuición de nuestro sentido  externo,  merced al cual “nos representamos los objetos fuera de nosotros”; y el  tiempo,  forma de intuición del sentido interno, “merced al cual el ánimo se intuye a sí mismo o su estado interno.” 

Y esta intuición pura desempeña, en el sentir de Kant, un papel de suma importancia en nuestro conocimiento. Es sobre la intuición pura, y no sobre el pensamiento, como pudiera creerse, sobre lo que se fundan, según él, las matemáticas. La geometría, conforme se la viene enseñando desde la antigüedad, trata de las propiedades del espacio que se nos da con entera exactitud en la intuición pura. 

La aritmética, la teoría de los números reales, descansa sobre la intuición pura y completamente exacta del tiempo. Las formas puras de la intuición espacio y tiempo forman el marco dentro del cual ordenamos todos los 
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fenómenos que nos suministra la experiencia: cada suceso físico tiene su puesto rigurosamente preciso y exacto en el espacio y el tiempo. 

Por plausibles que puedan parecer estas ideas y por bien que correspondieran al estado de la ciencia en los tiempos de Kant, sin embargo la marcha- ulterior de aquélla ha venido a sacudirlas en sus cimientos. 

El aspecto físico de la cuestión ya se trató en las dos primeras conferencias, por lo cual puedo limitarme aquí a breves indicaciones. Las ideas de Kant acerca del significado en física del espacio y el tiempo en física corresponden a la física newtoniana, en exclusivo predominio en sus días, en el cual se ha mantenido hasta hace muy recientemente. Un primer golpe lo recibió esta concepción de la teoría de la relatividad. En concepto de Kant, el espacio y el tiempo no tienen nada que ver entre sí; es más, proceden de fuentes completamente diferentes: el espacio es la forma de intuición del sentido externo, el tiempo, la del sentido interno. Nos hallamos en presencia, pues, de un espacio inmovilizado en reposo absoluto, y de un tiempo absoluto que se va deslizando sin tocarlo para nada. Contrariamente, la teoría de la relatividad nos enseña: no hay ni un espacio ni un tiempo absoluto; lo único que tiene significado absoluto en física es la unión de ambos: el  mundo. 

Un golpe de efectos más perniciosos, empero, lo recibió la concepción de Kant del espacio y tiempo como formas a priori de la intuición, a consecuencia del desenvolvimiento novísimo de la física. Ya dijimos que según aquella concepción todo suceso tiene su lugar exactamente fijo en 
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el espacio y en el tiempo. Quedaba, empero, siempre una dificultad. Y es que nosotros sólo conocemos los sucesos físicos por experiencia; y toda experiencia es imprecisa, toda observación adolece de errores. La solución de esta dificultad estaría según la vieja concepción en que, si bien es cierto que todo suceso  tiene su lugar exacto en el espacio y en el tiempo, a nosotros nos es imposible en principio  conocerlo.  Consideremos, p. ej., un pedazo de tiza. Una vez elegida una unidad de longitud, la distancia entre dos puntos de este pedazo de tiza se mide por un número real rigurosamente preciso. Supongamos que se.hayan determinado todas las distancias entre dos puntos cualesquiera del pedazo de tiza, y llamemos a la mayor de tales distancias el diámetro del pedazo de tiza. (*

)  Si se 

concibe que este pedazo de tiza ocupe un lugar exactamente fijo en el espacio, tendría pleno sentido la pregunta: ¿es racional o irracional el diámetro del mismo? Pero dentro de esta concepción no podría ser contestada nunca, por cuanto la diferencia entre lo racional y lo irracional es demasiado sutil, para que quepa comprobarla por la observación. Plantéanse, por tanto, dentro de esta concepción cuestiones que, no obstante poseer su pleno sentido, son insolubles. Quiere decir entonces que esta concepción es  metafísica. 

Dificultad ésta que, sin embargo, no se había tomado suficientemente en serio antes de ahora, pues se creía poder salir del paso con argumentaciones del siguiente tenor más o menos. Toda observación singular será in-

(*) El autor se refiere evidentemente, no a todo el pedazo de tiza, sino a un corte transversal de él. —  (N. del T.) . 

[image: Image 107]

LA CRISIS DE LA INTUICIÓN

97

exacta, adolecerá de errores. Pero qué, ¿no va en constante progreso el grado de precisión de nuestros métodos de observación? Imaginemos que una misma magnitud física se mida reiteradamente con métodos de observación cada vez más precisos. ¿Qué resultará? Cada uno de los valores así obtenidos será inexacto; todos ellos irán, no obstante, acercándose indefinidamente a un límite perfectamente determinado, y este límite vendrá a ser el valer exacto de la magnitud física de referencia. 

Semejante argumentación es insatisfactoria desde el punto de vista filosófico. Pero aún sin remontarnos a la filosofía, el novísimo desarrollo de la física parece probar que es insostenible por razones puramente físicas. 

Parece que es imposible, por razones físicas, localizar con exactitud creciente un suceso en el espacio y el tiempo; llegados a cierto grado en la exactitud, ya no cabe, al parecer, seguir adelante. 

Quede asentado, pues, que la teoría de la localización exacta de los sucesos físicos en el espacio y el tiempo es metafísica, y, por ende, carente de significado. Por fuerte que haya debido ser el sacudimiento obrado en los dogmas metafísicos a que se aferran la mayoría de los hombres — incluso la mayoría de los físicos — por el reciente desarrollo revolucionario de la física, al pensador educado en la escuela de la filosofía empírica no lo toma éste de sorpresa. No le ve nada de paradójico; antes bien, lo siente en seguida como cosa familiar, y le da la bienvenida, porque se da cuenta de que con tal desarrollo se avanza un buen trecho en el camino de limpiar a la física de elementos metafísicos, de hacerla  más física. 
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Después de estas someras indicaciones sobre el lado físico de la cuestión, encarémonos ahora con el campo matemático, donde la resistencia contra la teoría kantiana de la intuición se inició considerablemente antes que en la física. En lo que sigue discurriré, pues, exclusivamente sobre el tema “Matemáticas e intuición”. Pero ni aún este tema lo trataré íntegro. Dejaré de lado un importante a la par que dificultoso conjunto de problemas, de los que se ocupará el Sr. Menger en la última conferencia de este ciclo. Me refiero a los que convergen en torno al intenso y fructífero movimiento de oposición que se ha llevado contra la tesis de Kant, de que también la aritmética, la teoría de los números, descansa sobre la intuición. Este movimiento de oposición se ha propuesto demostrar que, contrariamente a lo que sostenía Kant, la aritmética pertenece por entero al dominio del pensamiento, de la lógica (2). Por este motivo circunscribo aun más mi tema. Trataré de “La geometría y la intuición”. Será mi intento mostrar cómo vino a quebrantarse la confianza en la intuición en la geometría, dominio que, a primera vista, parece pertenecerle originariamente, cayendo así cada vez en mayor descrédito, hasta acabar por verse desterrada del todo también de este su donvnio natural. 

Una de las cosas que movió a los matemáticos a lanzarse por esta vía de la desvalorización de la intuición, fué el haberse descubierto que — en abierto contraste con lo que se había dado por seguro fundándose en esta última — hay curvas que carecen de tangentes en todos sus puntos, o, lo que viene a ser lo mismo, 
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como veremos, cabe pensar que un punto se mueva sin tener, no obstante, una velocidad determinada en ningún momento. Fuerte fué la impresión que suscitó este descubrimiento en los matemáticos, al darlo a conocer su autor, el gran matemático berlinés C. Weierstrass, en el año 1861. No era cosa tan nueva, sin embargo. Mucho antes ya le era conocida — como nos consta hoy por manuscritos que se conservan en la biblioteca nacional de Viena — al filósofo, teólogo y matemático austríaco B. Bolzano. 

Como los problemas que plantea este descubrimiento tocan muy de cerca las bases del cálculo diferencial, desenvuelto por Newton y Leibnitz, procede decir primero algunas palabras acerca de los conceptos fundamentales de dicho cálculo (3). 

Newton partía del concepto de  velocidad.  Imagínese un punto que se mueva sobre una línea recta (fig. 1), y que en el instante  t se encuentre, p. ej., en el sitio Q. 

Supuesto esto, ¿qué se ha de entender por la velocidad del punto en movimiento en este instante t? Para responder a esta pregunta, empecemos determinando la posición del punto en movimiento en un segundo instante  t'.  Sea p. ej., Q’ este nuevo sitio. 

Claro entonces que conociendo Q y Q' y  t y t', conocemos el trayecto QQ’ recorrido por el punto móvil en el lapso de tiempo  tt’.  Dividamos luego el trayecto QQ’ por el tiempo transcurrido entre los instantes  t y tí Se obtiene así la llamada  velocidad inedia del punto móvil entre los instantes 1S‘ 

 t y tí Verdad es que tal velocidad media no es de ningún modo la velocidad del punto en el instante  t mismo
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(puede resultar, p. ej., muy grande, aunque la velocidad en el instante  t haya ya sido muy pequeña, como es el caso cuando el punto se mueve muy velozmente en la mayor parte del lapso de tiempo t' —  t,  pero muy lentamente en el instante t) ; pero si se ha elegido a  t’ con conveniente aproximación, lo es bastante aproximadamente, y tanto más aproximadamente cuanto más cerca se ha elegido al instante  t’ de t. Véase en qué términos más o menos razona entonces Newton. Supongamos que se elija a  t’ cada más cercano a  t: 'la velocidad media entre los instantes t y f se irá entonces acercando indefinidamente a un valor perfectamente determinado, tenderá — como se dice en matemáticas — a un determinado valor límite. 

Y este valor límite es lo que se llama “la velocidad del punto móvil en el instante t. Es decir que la velocidad en el instante  t es el límite a que tiende la velocidad media entre los instantes  t y cuando el instante  t’ se va acercando indefinidamente al instante  t. 

Leibnitz partía de la consideración del llamado  problema de las tangentes.  Imaginemos una curva dada (figura 2), y preguntémonos cuál es su pendiente con respecto del horizonte en uno de sus puntos, P por ejemplo. 

Para ello elijamos un segundo punto P' y averigüemos, primero — algo por el estilo a lo que hicimos en el caso anterior — la  pendiente media de la curva entre los puntos P y P'. Esta pendiente media se obtiene dividiendo el tanto de altura P”P’ en que se ha acrecentado la curva al ir de P a P’ por la proyección horizontal P P” del camino recorrido, la cual indica cuánto se avanza en dirección horizontal al ir la curva de P a P’. Verdad es que tal pendiente media de la curva entre los puntos P y P’ 
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no es idéntica a su pendiente en el punto P (en el caso de la fig. 2 la pendiente en el punto P es visiblemente mayor que la pendiente media entre P y P’) ; pero eligiendo el punto P’ suficientemente próximo a P, se obtendrá un valor bastante aproximado para la pendiente en el punto P mismo, y tanto más aproximado cuando más cerca se ha elegido a P*  de P. Es decir que — como en el primer caso — si se va acercando indefinidamente el punto P*  a P, la pendiente media, de la curva entre los puntos P y P’ tenderá a un límite determinado, y este límite es lo que se designa como la “pendiente de la curva en el punto P”. Definamos, pues. La pendiente del punto P es el límite a que tiende la pendiente media entre los puntos P y P’, cuando el punto P*  se va acercando indefinidamente a P

*.  Y se designa como  tangente de nuestra curva en el punto P a la recta que pasa por P y que tiene, en toda su longitud, la misma pendiente que la curva en el punto P. 

La analogía entre este procedimiento para encontrar la pendiente de una curva y el procedimiento analizado más arriba, para encontrar la velocidad de un punto móvil, salta a la vista. Y de hecho, la tarea de hallar la velocidad de un punto móvil se resuelve en la de hallar la pendiente de una curva en un punto dado, si nos valemos de un procedimiento que han hecho familiar a casi todo el mundo los planos gráficos de los ferrocarriles. Señálense sobre una recta horizontal  (el eje del tiempo) los valores del tiempo, de modo que cada punto de esta recta represente un punto determinado del tiempo; y sobre la recta de la fig. 1 — sobre la que se mueve el punto en cuestión 

— fíjese un punto absolutamente cualquiera. Suponga
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mos que el punto móvil se encuentra en el instante  t en el lugar Q. Levantemos luego sobre el eje del tiempo, y por el punto que representa al instante  t,  una perpendicular igual a OQ: el punto P obtenido (fig. 2) representa la posición del punto móvil en el instante  t.  

Imaginemos que esta operación se repita para todos los instantes: obtendremos entonces como representación del movimiento de nuestro punto una curva — la curva espacio-temporal del punto móvil —, por la cual podemos conocer todos los pormenores del movimiento de este punto, del mismo modo que 

podemos conocer los del movimiento de un tren consultando el plano de su recorrido. Es evidente que sólo la pendiente media de la curva espacio-temporal entre los puntos P y P’ 


Fig. 2. 

es idéntica a la velocidad me-

media del punto móvil entre los instantes  t y  t’>  y que, por eso la pendiente de la curva espacio-temporal en un punto P es idéntica a la velocidad del punto móvil en el instante  t.  Tal es la sencilla relación que existe entre el problema de la velocidad y el de las tangentes; ambos problemas no son, pues, conceptualmente diferentes. 

Pues bien, la  tarea fundamental del cálculo diferencial, es la siguiente. O bien conocemos el trayecto de un punto móvil, y se trata de calcular en base de él su velocidad en cada instante; o bien se nos da una curva, y se trata de calcular su pendiente — su tangente — en cada punto. 

En lo que sigue nos atendremos al problema de las tan
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gentes. Todo lo que digamos en dilucidación de este problema cabe extenderlo sin mayor dificultad — por lo dicho en el párrafo anterior — al de la velocidad. 

Dijimos que a medida que el punto P’ de la curva aquí considerada se va acercando indefinidamente al punto P 

de la misma, la pendiente media de la curva entre P y P' 

tenderá indefinidamente a un 

límite, el cual nos indica precisamente la pendiente de la curva en el punto P. Pero 

¿ocurre real y verdaderamente que la pendiente media entre P y P' tiende a un límite determinado al irse acercando indefinidamente el punto P' al P? En todas las curvas que se vienen estudiando desde antiguo: el círculo, la elipse, la hipérbola, la parábola, la cicloide, etc., ocurre eso verdaderamente, según lo muestra el cálculo. Pero no en  cualquier curva.  Cabe verlo mediante un ejemplo relativamente simple. (*

). 

Consideremos la curva esbozada en la fig. 3. Es una línea ondulada que en las cercanías del punto P muestra infinitas ondas. Tanto el largo como la amplitud de las ondas van decreciendo indefinidamente al ir aproximándose éstas al punto P. Vamos a tratar de hallar, por el pro

(*) Los ejemplos que siguen los he explicado más que tradu-ducido. El sistema de letras que aparecen en las figuras 4 y 5 ha sido introducido por mí. Dada la índole del tema, creo ser así más útil al lector que con una simple traducción, ■— (N.  del T.). 
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cedimiento indicado más arriba, la pendiente de esta curva en el punto P. Para ello tomamos sobre la curva un segundo punto, y determinamos la pendiente media entre este nuevo punto y P. Supongamos que este segundo punto sea, sucesivamente, Px, P2 y P3. . ., puntos que se van acercando cada vez más a P. Si el segundo punto es Px, la pendiente media será + 1. (*

)

Si abandonamos Px y retrocedemos sobre la curva para acercarnos más a P, la pendiente irá decreciendo; por fin, cuando lleguemos a P2, será nula. 

Si seguimos retrocediendo sobre la curva hacia P, la pendiente pasará de positiva a negativa e irá disminuyendo de yalor hasta llegar a valer —1 en P3. Si continuamos nuestro retroceso hacia P, la pendiente media aumentará de valor hasta llegar a valer otra vez 0 cuando nos encontremos en P4. Y si de P4 retrocedemos hacia P5, la pendiente pasará de negativa a positiva, e irá creciendo hasta alcanzar otra vez el valor 1 en P5. Y de continuar adelante nuestro camino de retroceso hacia P, se repetirá el mismo juego. Cuando el punto móvil, al ir acercándose a P, haya recorrido una onda entera de¡ nuestra línea ondulada la pendiente decrecerá del valorj-l al valor—<1, para volver luego a crecer de —1 a ¿-1. Si el punto móvil se va acercando indefinidamente al punto P, tendrá que recorrer infinitas de tales ondas, puesto que nuestra curva ostenta infinitas ondas a uno y otro lado del punto P. 

En consecuencia, si el punto P

*  se va acercando indefinida

(*) En el supuesto de que las rectas PA y PB. formen ángulo recto. Si no lo forman, la tangente en los puntos P1( P2 P3. . ., irán oscilando entre un valor dado positivo y su opuesto negativo, pasando por O; el cual puede hacerse tan grande como se quiera, al ir creciendo el ángulo a b, o tan pequeño como se quiera, al ir decreciendo dicho ángulo. (N.  del T.), 
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mente al punto P, la pendiente media entre P y P' oscilará constantemente entre los valores — 1 y ¿-1. Siendo así, no cabe decir que se aproxima indefinidamente a un límite determinado; ni tampoco cabe decir que nuestra curva tiene una pendiente determinada en el punto P. Esta curva carece, pues, de tangente determinada en el punto P. 

Este ejemplo relativamente sencillo y fácilmente accesible a la intuición muestra, por consiguiente, que no es forzoso que una curva tenga una tangente en cada uno de sus puntos. Sobre esto no puede haber ninguna duda. 

Pero antes no se pensaba así. 

Se creía que nada más que 

por excepción puede ocurrir 

que una curva carezca de 

tangente en algunos de sus 

puntos: en todos es absolutamente imposible que carezca de ella. Tomando por fundamento la intuición, ¡se creía poder concluir que, ya 

que no en todos, siquiera en


Fig. 4. 

la mayoría predominante de sus  puntos, una  curva ha de poseer una pendiente  determinada, una

tangente determinada. El matemático y físico Ampére, cuya meritoria contribución a la teoría de la electricidad conoce todo el mundo, hasta trató de demostrarlo, pero su demostración es falsa. 

Dada esta manera de pensar, grande hubo de ser el revuelo suscitado entre los matemáticos al hacer conocer Weierstrass una curva que ni en un solo punto posee una pendiente determinada, una tangente determinada. Lo 
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malo que los difíciles cálculos por los cuales Weierstrass dedujo la existencia de semejante curva no son para reproducirlos aquí. Felizmente hoy podemos arribar al mismo fin de Weierstrass mostrar que hay curvas que carecen de tangente en todos sus puntos — por camino mucho más llano. Voy a tratar de trazar tal camino, o al menos esbozarlo (4). 

Nuestro punto de partida es la línea simple representada en la fig. 4, compuesta de dos rectas iguales, la una ascendente AB y la otra descendente BC. Reemplacemos la recta ascendente AB por una 

línea quebrada compuesta de 

6 rectas (fig. 5) : AD, DE, 

EF, FG, GH y HB, siendo de 

notar que AD, EF, FG y HB 

son ascendentes, y DE y GH 

descendentes, y que la distancia de los puntos D, F y H a la recta AC, es igual a la mitad 

F¡g 5 

de la distancia del punto B a

la misma. Y reemplacemos asimismo la recta descendente BC por una línea quebrada compuesta por 6 rectas: BI, IJ, JK, KL, LM y MC, siendo de notar que BI, JK, KL, y MC son descendentes y IJ y LM ascendentes, y que la distancia de los puntos I, K y M 

a la recta AC es igual a la mitad de la distancia del punto B a la misma. Reemplazando ahora cada una de las 1 2 rectas de la quebrada así obtenida por una quebrada compuesta de 6 rectas obtenida con análogo procedimiento, llegaremos a formar la quebrada de 72 rectas
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de la fig. 6. Y se ve que tal formación de quebradas se puede proseguir indefinidamente, creciendo no menos indefinidamente el grado de complicación de las mismas. 

Ahora bien, cabe demostrar con todo rigor — si bien nosotros no vamos a hacer aquí, como es natural, tal demostración — que las sucesivas quebradas construidas con el procedimiento indicado se  van acercando indefinidamente a una

curva que goza de 

la propiedad deseada: en ningún  punto tiene una pendiente determinada: por tanto, en  ningún punto tiene una tangente. Verdad que la 

trayectoria de tal curva escapa 

por completo a la intuición. 

¡Qué! Si después de repetir un 

par de veces la operación arriba 

descripta ni siquiera nos es 

dado seguir con la vista las nuevas quebradas que se van obteniendo sucesivamente, menos nos será dado percibir con ella la curva a que estas últimas se van acercando indefinidamente. Sólo el pensamiento, el análisis lógico pueden avanzar hasta ella. 

Véase cómo entonces, de habernos fiado de la intuición, seguiríamos aun persistiendo en el error en la cuestión de las tangentes de las curvas. ¿No parecía probar la intuición, irrefragablemente, que es imposible que existan curvas que carezcan de tangente en todos sus puntos? 

Este primer ejemplo de cómo falla la intuición lo hemos tomado de los elementos del cálculo diferencial. 

Un segundo ejemplo podríamos tomarlo de los elemen
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tos del cálculo integral. La tarea fundamental del cálculo diferencial es: dada una curva, calcular su pendiente; dada la trayectoria de un punto móvil, calcular su velocidad; dada una curva, calcular su pendiente. La tarea fundamental del cálculo integral es justamente la contraria: conocida la velocidad de un punto móvil en cualquier instante, calcular su trayectoria; o conocida la pendiente de una curva en todos sus puntos, calcular la curva misma. Tarea que, claro está, sólo tiene sentido, si realmente la velocidad del punto móvil decide realmente de su trayectoria, si la pendiente de una curva decide realmente de la forma de la misma. ¿Cómo responderemos esta cuestión: afirmativa o negativamente? 

Pero planteemos aún con más rigor la cuestión. Si dos puntos que se mueven a lo largo de una recta parten en el mismo instante del mismo lugar (*

), 

concordando en todo momento en sus velocidades, ¿permanecerán forzosamente juntos, o cabe que se separen? Y 

respectivamente: si dos curvas de un plano parten del mismo punto, concordando siempre en sus pendientes, 

¿se superpondrán forzosamente en todo su recorrido, o cabe que una de las dos se eleve sobre la otra? Si nos guiamos por la intuición, parece que los dos puntos móviles habrán de permanecer a la fuerza siempre juntos, que las dos curvas habrán de superponerse a la fuerza en todo su recorrido. Y sin embargo, el análisis lógico enseña que no es necesario que sea así. Concedamos que para los movimientos y, respectivamente, curvas que se (*) Y se entiende en la misma dirección. Y lo mismo dígase del trazado de las curvas.  (N, del T.), 
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toman en cuenta usualmente se cumpla lo postulado por la intuición. Cabe, con todo, concebir ciertos movimientos complicadísimos, ciertas curvas complicadísimas en que no se cumpla. 

También en este problema resulta engañosa la aparente seguridad de la intuición (5). Verdad que la falta de espacio nos impide extendernos largamente en mostrarlo. Tenemos que contentarnos con ligeras indicaciones. 

Los dos ejemplos de cómo falla la intuición dilucidados en lo anterior estaban tomados de las consideraciones que sirven de base al cálculo diferencial e integral, terreno dificultoso si los hay; dificultad que ya se transparenta en el solo nombre con que suele designárselo:  matemáticas superiores,  entendiendo con esto destacarlas de las partes elementales de dicha ciencia. 

Siendo esto así, como lo es, 

no será de escasa importancia mostrar cómo ya en tales partes elementales es dable comprobar la facilidad de la intuición. 

En los umbrales mismos 

de la geometría nos encontramos con el concepto de curva. No hay quien no 

crea tener una noción intuí- 

Fig 7

tivamente clara de este último concepto. Y esta noción veníase creyendo desde antiguo poder encerrarla en la siguiente definición: curva es
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toda forma geométrica que se genera por el movimiento de un punto (6). ¡Pero véase lo que son las cosas! 

En 1890 el matemático 

italiano Giuseppe Peano 

— benemeritísimo también por sus investigaciones de lógica — mostró que entre las formas engendrables por un punto 

en movimiento figuran 

también superficies enteras. Cabe concebir, p. ej., que el punto se mueva de 

tal modo, que en un espa- 

ció de tiempo finito recorra todos los puntos de una superficie cuadrada. Y sin embargo, nadie querrá por eso considerar una superficie cuadrada como una curva. 

Voy a tratar de ayudarles a Vds. a la luz de un par de figuras a que se formen una idea siquiera aproximada de cómo se 

llega a un movimiento tal 

de un punto (7). Divídase 

un cuadrado en cuatro 

cuadrados parciales de 

igual tamaño (fig. 7), y 

únanse los centros de estos 


Fig. 9. 

cuadrados por medio de 


una línea quebrada, e imagínese un punto que en un
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espacio de tiempo finito, por ej., en la unidad de tiempo, recorra con velocidad uniforme esta línea quebrada. Divídase luego (fig. 8) cada uno de los cuadrados parciales de la fig. 9 en cuatro cuadrados parciales de igual tamaño, y únanse los centros de estos 16 cuadrados parciales, e imagínese que el punto se mueve de modo que en la unidad de tiempo recorra, con velocidad uniforme, esta nueva línea quebrada. Vuelva a dividirse luego (fig. 9) cada uno de los cuadrados parciales de la fig. 8 en cuatro cuadrados parciales del mismo tamaño, únanse los centros de esos 64 

cuadrados parciales por una 

línea quebrada, e imagínese 

que el punto se mueva de modo que en la unidad de tiempo recorra con movimiento uniforme esta nueva línea quebrada. Se ve claro cómo se puede proseguir esta operación. La fig. 10 muestra unos de los pasos posteriores de la 

misma, en el cual el cuadrado 


Fig. 10. 

grande está dividido en 4096 cuadrados parciales. Ahora bien, cabe demostrar rigurosamente que los sucesivos movimientos tomados aquí en consideración: el primero, en el cual el punto recorre en la unidad de tiempo una línea quebrada que une los centros de los 4 cuadrados parciales de la fig. 7; el segundo, en el cual el punto recorre en el mismo tiempo la línea quebrada que une los centros de los 16 cuadrados parciales de la fig. 8; 
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el sexto, en el cual el punto recorre en el mismo tiempo la línea quebrada que une los centros de los 4096 cuadrados parciales de la fig. 10, se van acercando indefinidamente a un movimiento determinado, en el cual el punto recorre en la unidad de tiempo todos los puntos del cuadrado. Claro está que tal movimiento escapa a toda posibilidad de ser captado intuitivamente. Sólo el análisis lógico puede captarlo. 

Contradiciendo pues, todo 

lo que parece mostrar la intuición, hay formas geométricas a las cuales a nadie se le ocurrirá considerar como 

curvas, por ej., un cuadrado, 

y que, sin embargo, pueden 

ser engendradas por el movimiento de un punto. Pero ocurre también lo contrario. 

Hay formas geométricas que 

uno se inclinaría a mirar como curvas, y que no obstante no son engendrables por un punto en movimiento. 

Considérese, por ej., la forma geométrica esbozada en la fig. 11: una línea ondulada que en las cercanías de la recta  a b — que se ha de mirar como perteneciente a dicha forma — presenta infinitas ondas de longitud indefinidamente decreciente, pero cuyas amplitudes — contrariamente a lo que pasaba en la fig. 3 — no van decreciendo indefinidamente, sino que son todas iguales. No es difícil demostrar que tal forma geométrica, a pesar de su carácter lineal, no puede ser engendrada por el movimiento 
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de un punto. No cabe concebir, en efecto, movimiento alguno en el cual el, punto recorra, en un espacio de tiempo finito, todos los puntos de esta forma. 

Naturalmente que esto plantea dos importantes cuestiones. Primero: ya que, por lo visto, la definición susomentada de curva, que goza del prestigia de una venerable antigüedad, es completamente inapropiada para encerrar en una fórmula la noción que nos formamos de una curva, ¿por cuál otra definición, más apropiada, se ha de sustituirla? Y segundo: ya que, por lo visto, no todas las formas geométricas engendrables por un punto en movimiento son por fuerza curvas, ¿cuáles son entonces las formas geométricas engendrables por el movimiento de un punto? A ambas cuestiones se ha contestado hoy satisfactoriamente. Sobre la contestación dada a la primera volveremos más tarde. Sobre la segunda digamos algunas palabras a renglón seguido (8). 

A esta segunda cuestión logróse dar respuesta merced a un nuevo concepto geométrico: el de  la conexión en lo pequeño o  conexión local.  Examinemos algunas figuras engendrables por el movimiento de un punto, por ej., una recta, un círculo y un cuadrado (fig. 12). Tomemos sobre cualquiera de estas formas dos puntos P y Q situados muy próximamente el uno del otro. Presupuesto 

esto, podemos llegar de P a 

Q sin tener que salimos de 

la respectiva forma por un 

camino que permanece muy 


Fig. 12. 

cercano a P y a Q: esta propiedad se designa — usando
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un lenguaje más preciso — con el nombre de  conexión en lo pequeño.  La forma esbozada en la fig. 11 no goza de esta propiedad. En efecto, considérense, por ej., los dos puntos P y Q situados muy próximos el uno al otro sobre la misma: si se quiere llegar de P a Q sin abandonar la forma habría 

que recorrer todas las infinitas ondas de la línea ondulada que median entre uno y otro; pero este camino no permanece muy próximo a P y Q, por cuanto todas las ondas tienen igual 

amplitud. Ahora bien, la 

 conexión en lo pequeño es lo 

que caracteriza esencialmente las formas geométricas elementales. 

Imaginemos un mapa en que no haya más que tres países limítrofes, los cuales se limiten mutuamente en forma tal que los tres se toquen a la vez en  cualquier punto limítrofe. Vamos a 

procurar aclarar de algún 

modo también esto, siquiera sea a la ligera. Esta demostración la ha dado el matemático holandés L. E. 

J. Bttivp/ pnr 1910. 

Partimos del mapa de Ja

fig. 14, en que se encuen- 

14. 

tran tres países: uno rayado, uno punteado y uno negro. 
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En cuanto al resto del territorio figurado en el mapa, carece de dueño conocido. Ahora bien; el país rayado resuelve buscar expansión por  el lado de este territorio sin dueño. Para ello se apodera de una faja del terreno vacante que avanza en todos sentidos hasta 

un kilómetro de las fronteras del mismo, pero que

—  para evitar conflictos

—  no toque a ninguno de 

los otros dos países veci

Fig. !5. 

nos. Viendo esto, los del país punteado se dicen: ¡pues podemos hacer también nosotros lo mismo! Dicho y hecho. También ellos se apoderan de una faja del territorio vacante que avanza, en

todos sentidos, hasta medio kilómetro de las nuevas fronteras de aquel, pero que 

no toca a ninguno de los 

dos otros países (fig. 16). 

En vista de estos dos precedentes los del país negro piensan: ¡cualquier día habríamos de quedarnos atrás nosotros! Y poniendo en 

Fig. !6. 

práctica su pensamiento, se

apoderan también ellos de una faja del territorio vacante que avanza, en todos sentidos, hasta un tercio de kilómetro de las nuevas fronteras del mismo pero que no toca a nin
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guno de los otros dos países (fig. 17). Una vez sucedido esto, los del país rayado se dicen: ¡Nos han ganado el juego! ¡No tenemos otro remedio que avanzar de nuevo! Y vuelta a apoderarse de una faja de terreno del territorio vacante que avanza hasta un cuarto de kilómetro de las nuevas fronteras del mismo, pero que no toca a ninguno de los otros dos países. Y así sigue y sigue la operación. El país 

punteado se apodera de 

una faja cuya distancia a 

cualquiera de los puntos 

aun vacantes a’canza como 

máximo un quinto de kilómetro. Luego el país negro se apodera de una faja cuya distancia a cualquiera 


Fig. 17. 

de los puntos aun vacantes 


alcanza como máximo a un sexto de kilómetro. Luego vuelve a apoderarse de una faja de terreno el país rayado, etc., etc. 

Y ya que le hemos soltado las riendas a la fantasía, dejémosle remontar el vuelo un poco más. Supongamos que el país negro haya necesitado un año para apoderarse de su primera faja de terreno; que el país rayado se haya apoderado de su primera faja al cabo del semestre siguiente; que el país negro se haya apoderado de su primera faja al cabo del trimestre siguiente; que el país rayado se haya apoderado de su segunda faja al cabo del mes y medio siguiente, etc., de modo que el tiempo que se emplee en apoderarse cada nueva faja sea la mitad del em
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pleado en apoderarse de la faja inmediata anterior. No cuesta mucho convencerse que al cabo de dos años no queda más ningún punto vacante, y que los tres países se hallan distribuidos de tal modo, que en ninguna parte se toquen dos solamente de estos tres países: en cualquiera de los puntos limítrofes se tocan los tres a la vez. Pero por cierto que no es por vía intuitiva como llegamos a concebir una distribución tal de los tres países. 

También aquí ha de entrar en juego el raciocinio. Vemos, pues, una vez más, cómo falla la intuición. Con ser sencillo y todo el problema que nos hemos propuesto, habríamos incurrido en grave error, de fiarnos de ella para resolverlo. 

Las proposiciones que a los ojos de la intuición pasan por seguras han ido revelándose como falsas al análisis lógico; y esto no en una o dos cuestiones, sino en muchísimas. A consecuencia de esto ha ido cundiendo en las matemáticas el escepticismo respecto a su valor. 

Cada vez ha ido ganando más terreno la convicción de que la intuición es insuficiente para que de ella se derive proposición matemática alguna, de que sobre ella no cabe asentar disciplina matemática alguna. Hay que eliminarla de raíz de las matemáticas, hay que convertirla en disciplina lógica, fué la exigencia que llegó a formularse. 

Todo nuevo concepto matemático que se introduzca debe ser definido en forma puramente lógica; toda demostración matemática debe llevarse a cabo con medios puramente lógicos. Fueron los primeros campeones de esta tendencia: Augustín de ^auchy (1789-1857), Bernard Bolzano (1841-1848), Cari Weierstrass (1815-1897), 
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Georg^antor (1845-1918) y Richard Dedekind (1831-1916). 

Ha sido tarea difícil y penosa ésta de convertir las matemáticas en disciplina puramente lógica. Había que reformarlas de pies a cabeza. Las proposiciones aceptadas antes como evidentes intuitivamente tenían que ser cuidadosamente demostradas. Un ejemplo entre los muchos que pudieran traerse a colación. Una proposición geométrica tan simple como la de que: “Todo polígono cerrado que no atraviese a sí mismo divide al plano en exactamente dos partes separadas”, exige una demostración laboriosísima y artificiosísima. Y la dificultad sube de punto en el caso de la proposición análoga para el espacio: “Todo poliedro cerrado que no se atraviese a sí mismo divide al espacio en exactamente dos partes separadas”. 

Como prototipo de los juicios sintéticos derivados de la intuición pura aduce expresamente Kant la proposición de que: “el espacio es tridimensional”. Pero también esta proposición exige — según contemplamos las cosas hoy — 

un penetrante análisis lógico. Se ha de empezar por definir qué se entiende por número de dimensiones de una forma geométrica, de un  conjunto de 

 puntos.  Y luego se ha de demostrar, en forma puramente lógica, que al fundamentar esta definición el espacio de la geometría común, que es a la par el de la física newtoniana, es, efectivamente, tridimensional. Esto se hizo recién en los Fig. 18. 

últimos años (1921-22), y al mismo 

tiempo, por el matemático vienés K. Menger y el ma

[image: Image 147]

[image: Image 148]

LA CRISIS DE LA INTUICIÓN

119

temático ruso P. Urysohn, quien en el entretanto, en el apogeo de su fuerza creadora, caía víctima de un trágico accidente. 

Voy a indicar, aunque más no sea a la ligera, cómo se define el número de dimensiones de un. conjunto de puntos (12). 

Un conjunto de puntos se dice  nulidimensional,  cuando para cada uno de sus puntos hay contornos lo suficientemente pequeños para que no contengan dentro de sus límites a ningún punto del conjunto. Así, p. ej., todo conjunto compuesto de finitos puntos es nulidimensional (Cfr. la fig. 18) ; pero se dan también muchísimos conjuntos de puntos nulidimensionales muy complicados que constan de infinitos puntos. Un conjunto de puntos que no sea nulidimensional llámase  unidimensional,  cuando para cada uno de sus puntos hay contornos lo suficientemente pequeños como para que no tengan en común con el conjunto de puntos sino conjuntos nulidimensionales. La recta, cualquier figura compuesta de un número finito de rectas, el círculo, la elipse, en suma, cualquiera de las formas que se designan comúnmente como curvas, son en este sentido unidimensionales (fig. 19). No lo es, empero, menos la forma geométrica representada en la fig 11, que, como vimos, no es engendrable por el movimiento 

de un punto. Un conjunto de puntos 

que no sea ni nulidimensional ni 

unidimensional llámase bidimensio- 

nal, cuando para cada uno de sus 

puntos hay contornos lo suficientemente pequeños como 
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para que tengan en común con el conjunto de puntos a lo sumo conjuntos unidimensionales. Ejemplifican tal tipo de conjunto el plano, los polígonos, el círculo, la superficie esférica: en suma, todas las formas que se designan comúnmente como superficies, son en este sentido bidimensionales. Un conjunto de puntos que no sea ni nulidimensional, ni unidimensional, ni bidimensional llámase tridimensional, cuando para cada uno de sus puntos hay contornos lo suficientemente pequeños como para que dentro tengan en común con el conjunto de puntos, a lo sutno, conjuntos bidimensionales. Y se demuestra 

— aunque a decir verdad tal demostración dista muchísimo de ser sencilla — que el espacio de la geometría corriente es efectivamente tridimensional en este sentido. 

Suministra asimismo esta teoría una definición realmente satisfactoria del concepto de  curva (13). Como rasgo esencial de las mismas aparece aquí su unidimen-sionalidad. No se reduce, empero, el aporte de l,a teoría que comentamos a la definición de las curvas. Pone en nuestras manos también un análisis extraordinariamente sutil de su estructura. Tampoco quisiera pasar en silencio este aspecto de la teoría. Permítaseme, pues, dos palabras sobre él. 

Se dice que un punto de una curva es  final,  cuando considerando un contorno alrededor de él pequeño a 

placer, éste no tiene en común con 

la curva más que un punto. Así serán puntos finales de la curva de la figura 20 los puntos  a y  b.  Se dice que un punto de una curva 
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es de ramificación, cuando considerando un contorno alrededor de él pequeño a placer, éste tiene en común con la curva más de dos puntos. (En la fig. 20 lo es el punto d). 

Ahora, la intuición parece enseñar que en las curvas los puntos finales y de intersección ocupan un puesto de excepción, que en cierto sentido estos últimos son contados; que es imposible que una curva se componga nada más que de puntos finales ni nada más que de puntos de intersección. Conjetura ésta que precisa y corrobora el análisis lógico respectivamente a los puntos finales; pero que refuta respectivamente a los puntos de ramificación. 

Hay curvas — lo ha demostrado el matemático polaco W. Spienski en 1925 — cuyos puntos son todos de ramificación. Procuremos compenetrarnos de esto mediante un par de indicaciones. 

Supongamos que dentro de un triángulo equilátero se inscriba otro triángulo equilátero (el rayado de la fig. 

21). Borremos ahora con el pensamiento el interior de dicho triángulo, de modo 

que no quede de él más que 

su perímetro: en el triángulo grande quedarán entonces tres triángulos equiláteros. Vuélvase a inscribir un triángulo equilátero en cada uno de estos tres 

triángulos (fig. 22), y 

bórrese con el pensamiento o 

el interior de ellos: en el


Fig. 21. 
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triángulo grande quedarán entonces nueve triángulos equiláteros. Vuélvase a inscribir en cada uno de estos triángulos equiláteros que quedan un triángulo equilátero, y bórrese con el pensamiento el interior de ellos: quedarán entonces en el triángulo grande 27 triángulos equiláteros. 

E imaginemos que esta operación se continúe indefinidamente (la fig. 23 representa el quinto paso de esta operación, en la cual han quedado en el triángulo grande 243 

triángulos equiláteros). Ahora bien, cabe demostrar que los puntos del triángulo primitivo que quedan al final de la operación, esto es, que no pueden ser borrados por ninguno de los infinitos pasos de esta última, forman una curva,  todos cuyos puntos, excepción hecha de los tres vértices  a, b y  c del triángulo primitivo, son de ramificación. De esta curva es facilísimo obtener otra  todos cuyos puntos sean de ramificación. Para ello no hay más que desfigurar toda la figura de tal modo, que los tres vértices  a, b y  c del triángu’o prinrtivo concurran en un punto. 

Pero dejémonos de ejemplos, y resumamos lo que hemos venido diciendo hasta aquí. Una vez y otra hemos hallado que la intuición es una guía en que no se 

puede poner ninguna confianza, aun para las cuestiones geométricas más simples y elementales de suyo. Medio subsidiario tan incierto, mal

[image: Image 155]

[image: Image 156]

LA CRISIS DE LA INTUICIÓN

123

puede proporcionar el punto de partida y los cimientos para una discipli

 c

na matemática. El espacio 

de la geometría no es una 

forma de la intuición: es 

una construcción lógica. Sí; 

pero construcciones lógicas 

caben muchas. Nada se 

opone a admitir otros espacios conformados de diverso modo que el de la   ° 

 b

geometría corriente. Espa

*




Fíg. 23. 

cios en que, por ejemplo, el postulado de Euclides llamado de las paralelas sea sustituido por el contrario: los espacios  no-euclídeos;  o espacios que tengan más de tres dimensiones; o espacios  no-arquímedeos.  Digamos algunas palabras sobre estos últimos aquí dejando la consideración de los espacios no-euclídeos y polidimensionales para la conferencia siguiente, que estará dedicada a ellos íntegramente. 

La posibilidad de poder medir una recta mediante un número real, y la posibilidad, que deriva de la anterior, de poder determinar la posición de un punto mediante uno o más números reales — sus  coordenadas — descansa sobre el llamado  postulado de Arquímedes (14).  

Este postulado reza: Dadas dos rectas, hay siempre un múltiplo de la primera que sea mayor que la segunda. 

Pero si hacemos del espacio una construcción lógica, caben espacios en que el postulado de Arquímedes sea sustituido por el contrario, es decir, en los cuales haya rectas 
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que sean mayores que cualquier múltiplo de una recta dada, en los cuales, por tanto, una vez elegida una recta como unidad de medida, haya rectas  infinitamente grandes y rectas  infinitamente pequeñas,  mientras que en el espacio de la geometría corriente no se dan ni rectas infinitamente grandes ni rectas infinitamente pequeñas. Por de contado que en semejante espacio  no-arquimedeo cabe medir rectas y cultivar la geometría analítica; eso sí, no con ayuda de los números reales de la aritmética corriente, sino con ayuda de  sistemas de números no-arquimedeos.  Estos números difieren por fuerza de los números reales de la aritmética corriente. Sin embargo, es dable contarlos y hacer cálculos con ellos, lo mismo que con los números reales (1G). 

Todos estos espacios polidimensionales, no-euclídeos y no arquimedeos serán, a fuer de construcciones lógicas, todo lo exentas de contradicciones que se quiera — tal es lo que se oye objetar a menudo —, pero, no siendo, como no son,  intuitivos,  resultan inútiles para ordenar nuestras vivencias. Para ordenar estas últimas la única geometría que sirve, es la tridimensional, euclídea, arquimedea, por ser la única intuitiva. ¿Qué diremos de este reparo? 

Cabría replicarles ante todo a los que así razonan — y no otra cosa tendía a demostrar toda mi conferencia — 

que ni la geometría corriente es tan intuitiva como a ellos se les figura. Absolutamente cualquier geometría — así la tridimensional como polidimensional, la euclídea como la no-euclídea, la arquimedea como la no arquimedea 

— es una construcción lógica. El desarrollo de la física ha traído consigo el que, para ordenar nuevas vivencias 

[image: Image 158]

LA CRISIS DE LA INTUICIÓN

125

nos valiésemos de la construcción lógica de la geometría tridimensional, euclídea, arquimedea, fin para el cual esta última ha mostrado hasta hace muy poco prestarse excelentemente. Por eso nos hemos ido acostumbrando a su manejo. Y no es sino esta costumbre la que se designa como la intuibilidad de la geometría corriente. Todo lo que se aparte de aquella es tenido por no intuitivo, contrario a la intuición, intuitivamente imposible. ¡Vaya, como si de tales imposibilidades intuitivas no estuviera afectada también la geometría corriente! Y surgen en ella 

— lo hemos visto — todas las veces que dejando el estudio de las formas a que hemos terminado por habituarnos gracias a un uso prolongado, hacernos entrar en el círculo de nuestras consideraciones otras en que hasta ahora no se había pensado nunca. 

Para ordenar nuestras vivencias la física de hasta hace muy poco aplicaba exclusivamente la geometría tridimensional y euclídea. La física novísima, en cambio, ha visto la conveniencia de admitir para el mismo efecto también las construcciones lógicas de las geometrías polidimensionales y no-euclídeas. Pero como recién en fecha muy reciente se ha echado por este camino no nos hemos acostumbrado aun al manejo de tales construcciones lógicas. No es otra la razón porque las tildamos de contrarias a la intuición. Eso por lo que hace a las geometrías polidimensionales y no-euclídeas. Lo que es a las no-arquimedeas, no les hemos hallado, hasta la hora presente, en qué aplicarlas; lo cual no quita de ningún modo que algún día podamos hallárselo. 

Con las nuevas geometrías pasa lo que con la teoría de 
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la redondez de la tierra. Uno de los motivos que a menudo solían alegarse para rechazar esta última cuando fuera formulada por primera vez, era que la existencia de antípodas riñe con la intuición. Andando el tiempo hemos ido acostumbrándonos, sin embargo, a esta concepción, y hoy no se le ocurrirá a nadie tacharla de imposible so pretexto de que es antiintuitíva. 

Construcciones lógicas son también, lo mismo que los conceptos geométricos, los específicamente físicos. Y su intuibilidad depende, lo mismo que la de los geométricos, nada más que de la costumbre. Los conceptos físicos a cuyo' manejo estamos acotumbrados se revisten de carácter intuitivo; aquellos a cuyo manejo no estamos acostumbrados permanecen inintuibles. Se verá claramente lo que afirmamos fijándose en cualquiera de ellos. El concepto de  peso le es familiar a casi todo el mundo; hijo de esta costumbre arraigada es el tanto de intuibilidad que casi todos le asociamos a él. Pocos son, en cambio, los que manejan el concepto de  momento de inercia',  por eso permanece éste inintuible para la mayoría. A los ojos de muchos experimentadores y técnicos que tienen que hacer uso de él continuamente este concepto se reviste de carácter tan intuitivo como el de  peso para la generalidad de los hombres. Análogamente, el concepto de  diferencia de potencial tendrá carácter intuitivo para el electrotécnico, no así para la generalidad de los hombres. 

Cuando las construcciones lógicas de las geometrías polidimensionales y no-euclídeas se revelen convenientes para ordenar nuestras vivencias, cuando nos hayamos acostumbrado más a su manejo, cuando se las haya incorpo
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rado a la enseñanza escolar, cuando las absorbamos con la leche materna — como sucede hoy con la geometría tridimensional euclídea —, con toda seguridad que no se le va a ocurrir entonces más a nadie ponerles la tacha de ser contrarias a la intuición. Estas geometrías pasarán por tan intuitivas como actualmente la. geometría tridimensional euclídea. 

La intuición no es — como quería Kant — un medio de conocimiento puro y apriorístico. Engéndrase con la fuerza de la costumbre. La costumbre que, a su vez, tiene por madre a la pereza mental. 
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Por JORGE NÖBELING

Gracias a las teorías físicas modernas han ido acercándose cada vez más al círculo de interés general vastos dominios de la geometría cuya importancia no trascendía antes de las matemáticas. Nos referimos sobre todo a la geometría polidimensional y a las no euclídeas. 

Sobre estos dominios — que han ido desenvolviéndose siguiendo la senda abierta por los grandes geómetras alemanes Gauss y Riemann — quisiera ayudarles a Vds. a formarse una impresión; impresión que no por ser imperfecta, como naturalmente habrá de serlo, dejará de contener por lo menos respuesta cabal a algunas de las principales cuestiones que, día a día, le van suscitando a estas maravillosas nuevas construcciones de las ciencias exactas, gentes ajenas a estas últimas, y que son fuente de tantas equivocaciones. 

He dicho geometrías — en plural —, cuando todo el que no haya estudiado especialmente matemáticas y física vive en la creencia — por culpa del grandísimo atraso en que se ha quedado la enseñanza que se imparte

[image: Image 165]

132

JORGE NÓBELING

en las escuelas con respecto del estado actual de la ciencia — de que hay una sola geometría: la tridimensional euclídea. Creencia que, por lo demás, se encuentra todavía en Kant, quien atribuye certeza apodíctica a las proposiciones geométricas, y tiene al espacio tridimensional euclídeo por de necesidad intuitiva. Y hay más: hasta hace poco la física no aplicaba otra geometría para la descripción de los hechos de experiencia. Y si hemos acabado por zafarnos de tal espacio no ha sido por cierto partiendo de la experiencia, sino en alas de la pura especulación matemática: la corroboración empírica ha venido más tarde. Pero antes de entrar a tratar de las reflexiones en que se funda el nuevo espacio, así como sus aplicaciones en la física, conviene que nos pongamos en claro primero sobre lo que significa para el matemático el espacio tridimensional euclídeo. 

Ya desde el colegio nacional sabe hoy todo el mundo que cualquier lugar del espacio cabe caracterizarlo mediante tres números, las llamadas  coordenadas,  esto es, indicando las distancias del lugar en cuestión a tres planos perpendiculares entre sí. Así, p. ej.: cualquier lugar de una pieza está inequívocamente determinado con indicar su distancia al piso, a la pared de adelante y a una de las laterales. De este hecho — de que cualquier lugar del espacio cabe caracterizarlo mediante tres números, o, como suele decirse, mediante una  terna de números — arranca precisamente la geometría analítica del espacio tridimensional euclídeo, cuyos orígenes se remontan a Descartes y a Fermat, Valiéndose de una terna de números se pueden carac-
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terizar también los elementos de otras multiplicidades. 

Una mezcla de tres gases, p. ej., queda inequívocamente determinada por tres números  x, y, z,  los cuales indican que la mezcla contiene  x unidades de volumen del primer gas, y unidades de volumen del segundo y  z unidades de volumen del tercero. Lo mismo si una persona  A,  está en relaciones financieras con tres personas B, C y  D;  la posición financiera de  A queda inequívocamente caracterizada indicando que  B le adeuda  x chelines, C  y chelines y  D z chelines. Si  x, y o  z fueran negativos, significaría ello que no  B, C y  D le adeudan a  A dichas sumas, sino que, al revés,  A se las adeuda a ellos. 

Lo que distingue al espacio de la experiencia de las demás multiplicidades descriptibles mediante coordenadas, es que ciertas formas suyas — como líneas, superficies planas, etc. — son de particular interés. Para cualquier punto de una superficie plana bastan las coordenadas  x, y, z — cabe comprobarlo efectuando la medición —, de una ecuación lineal, es decir, de una relación de la forma:  ax + by + cz -j- 1=0, cuyos coeficientes  a, b, c son números constantes iguales para todos los puntos de la superficie plana, o, generalizando, de una relación de la forma:  ax + by + cz + d =  0 cuyos coeficientes  a, b, c y  d están inequívocamente determinados, salvo un factor común, por la superficie. Las coordenadas de los puntos de una línea recta satisfacen a dos de tales ecuaciones lineales. 

Estos hechos han dado pie para forjar los siguientes conceptos puramente matemáticos. 
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El sistema de todas las ternas de números  x, y, z se llama un  espacio tridimensional euclídeo;  cada terna misma se llama  punto de este espacio. Si  x, y, z y  x', y', z'  

son dos puntos, el número

+ VO—O2 +  (y—y')- + (z— z’y-

recibe el nombre de  distancia entre ellos. Los diversos números  x, y, z,  «e llaman también las tres  coordenadas cartesianas rectangulares del punto (terna de números)  x, y,  z. Todo conjunto consistente en todos los puntos  x, y, z,  cuyas coordenadas satisfagan a cualesquiera cuatro números constantes  a, b, c, d de la ecuación lineal  ax + by + cz -|- d — 0 se llama  plano.  Dos planos que tengan por ecuaciones  ax -|- by + cz + d = 0 

 y a'x + b'y -¡- c'z +  d' — 0,  respectivamente, se dicen paralelos,  si los coeficientes de estas últimas se hallan ligados por la relación:  a: b: c: d = a': b': c': d'.  La intersección de dos planos no paralelos, esto es, de los conjuntos de todos los puntos cuyas coordenadas satisfagan a la vez a dos ecuaciones lineales, se llama  recta.  

Dícese que dos formas G y G' son  congruentes,  cuando pueden copiarse la una sobre la otra conservando fielmente las distancias, queremos decir, cuando a cada punto de G se le puede hacer corresponder de tal modo un punto de G', que entre cada dos puntos de G medie la misma distancia que entre los dos puntos que se les hace corresponder en G'. 

Desígnase con el nombre de  geometría analítica al sistema de todas las consecuencias de estas y otras parecidas definiciones. Sirvan de ejemplo de tales consecuencias —
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para citar solamente algunas de las más simples de entre ellas , la de que un plano y una recta no situada en ella tienen a lo sumo un punto común; el método para calcular las coordenadas de este punto de intersección valiéndose de Las ecuaciones del plano y de la recta; la demostración de que dos puntos determinan inequívocamente una recta que pasa por ellos, etc. 

A fin de entender los conceptos matemáticos, es de gran importancia tener claramente ante los ojos lo siguiente. Sin duda que el llamado valor intuitivo — en que tan a menudo se insiste — de los citados conceptos de la geometría analítica ha desempeñado relevante papel para su hallazgo y descubrimiento; pero una vez que ha alcanzado su plena madurez, la geometría analítica no se ocupa más del espacio de la experiencia o dígase intuitivo, sus formas parciales y relaciones recíprocas, sino exclusivamente de las  entidades aritméticas: las ternas de números, los conjuntos de tales ternas y las relaciones que los ligan. 

Siendo esto así, nuestra respuesta a la pregunta preliminar de,  ¿qué significa para la geometría analítica el espacio tridimensional euclídeo?  es como sigue: Para la geometría analítica el espacio tridimensional euclídeo es el conjunto de todas las ternas de números en el cual a cada dos ternas x, y, z y x', yr, zf le corresponde el número ]/'(x— x')2 -f-  (y—y')2 4- (z—z')2  como distancia, y en el cual se definen ciertos conjuntos parciales, como planos, rectas y las relaciones entre ellos. La geometría analítica del espacio tridimensional euclídeo es el sistema de todas las consecuencias de estas definiciones. 
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Hecha esta dilucidación, encarémonos con los conceptos cuyo campo de aplicación cae fuera del espacio tridimensional, en primer lugar con los del espacio tetra y polidimensional. 

Desde luego que la descripción mediante, coordenadas no se circunscribe a los casos en que se necesitan justo tres coordenadas. Los ejemplos de mezclas de gases y de cálculos con sumas de dinero nos han patentizado que no es forzoso que así ocurra. En vez de mezclas con tres gases, pueden considerarse mezclas de cuatro, cinco o más gases, y caracterizar inequívocamente cada mezcla mediante cuatro o, respectivamente, cinco o más números. Parejamente, cabe determinar inequívocamente a cuánto asciende la fortuna de una persona que se halle en relaciones financieras con tres, cuatro, cinco o más personas, mediante cuatro o, respectivamente, cinco o más números. 

Eso lo lleva a uno a pensar que se deba hacer otro tanto con los conceptos geométricos, es decir, libertarlos de la terna de las tres coordenadas, y desenvolverlos par^ cuatro, cinco o más dimensiones. Y este pensamiento le acude a uno a la mente con tanto más motivo, cuanto que cabe muy bien desarrollar una teoría que opere con  pares de números al lado de la geometría analítica del espacio tridimensional, e históricamente hasta se la ha desarrollado — bajo el nombre de  geometría bidimensional euclídea o  geometría del plano euclídeo, — antes de la de espacio tridimensiona1. Aun en la actualidad, por razones pedagógicas, acostúmbrase en la enseñanza hacer preceder el estudio de la geometría del espacio tridimensional por la
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del plano, en la cual los puntos se explican por  pares de número  x,  e  y,  llamándose  x e  y coordenadas cartesianas rectangulares; y en la cual la recta se define como conjunto de todos los pares de números x, y que satisfagan a una ecuación lineal  ax 4~  by + c = 0,  mientras la distancia entre dos puntos  x, y y  x', y'  viene dada por el número ]/ (x—x')2-[- (* —i/)2. Por lo demás, una vez en posesión de una geometría analítica del espacio tridimensional, se ve que es dable obtener la del plano, anulando una de las coordenadas  z,  por ej., en las fórmulas de aquélla; esto es, pasando a estudiar qué es lo que ocurre en el plano de un espacio tridimensional. 

Defínese análogamente el  espacio tetradimensional euclídeo,  diciendo que es el conjunto de todas las cuaternas de números  x, y, z, u,  designándose cada una de tales cuaternas de números como un punto del espacio tetradimensional y correspondiéndole a cada dos de tales puntos, es decir, a cada cuaterna  x, y, z, u y  x', y', z', uf, como distancia el número ’[/ (x—x')2 -f-  (y—y')2 

-|- (z—z')2 +  (u— u')2. Los números  x, y, z,  y  u mismos Lámanse las coordenadas cartesianas rectangulares del punto (cuaterna de números)  x, y, z, u.  En la geometría bidimensional el conjunto de los puntos cuyas dos coordenadas satisfacen a una ecuación lineal, desígnase como recta. En la geometría tridimensional el conjunto de los puntos cuyas tres coordenadas satisfacen a una ecuación lineal se llama plano, recibiendo en la misma el nombre de recta el conjunto de los puntos cuyas tres coordenadas satisfacen a dos ecuaciones lineales. En 
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la geometría tetradimensional, en cambio, desígnase al conjunto de los puntos cuyas cuatro coordenadas  x, y, z, u satisfacen a una ecuación lineal  ax b y cz -\- 

 + du + e — 0 como  hiperplano;  al conjunto de los puntos cuyas cuatro coordenadas satisfacen a dos de tales ecuaciones lineales como  plano,  y al conjunto de los puntos cuyas coordenadas satisfacen a dos de tales ecuaciones lineales, como  recta. 

Respondamos, pues, a la pregunta:  ¿Qué se entiende en geometría analítica por espacio tetradimensional euclídeo ? 

 Para la geometría analítica el espacio tetradimensional no es sino el conjunto de todas las cuaternas de números, habiéndose de definir de un modo dado la distancia entre cada dos de tales cuaternas, los hiperplanos, los planos y las rectas mediante ecuaciones lineales. 

Sobre el espacio de la experiencia o intuitivo la geometría tetradimensional no afirma nada. Pero qué, ¿no hemos visto que dicho espacio tampoco es objeto de la geometría tridimensional euclídea? Así como la geometría analítica del espacio tridimensional euclídeo no es nada más que un sistema de consecuencias lógicas de ciertas definiciones — la del espacio tridimensional como conjunto de todas las ternas de números y la de los planos y rectas por ecuaciones lineales —, así a la pregunta de: 

 ¿qué es la geometría tetradimensional?  cabe responder análogamente? 

 La geometría tetradimensional euclídea es el sistema de las consecuencias lógicas de las citadas definiciones de espacio tetradimensional como conjunto de todas las cua
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 ternas de números, de sus hiperplanos, planos y rectas mediante ecuaciones lineales y de la distancia de sus pares de puntos mediante la fórmula indicada. 

Mas antes de proseguir, vayan unos cuantos ejemplos de los resultados que ha dado por fruto la geometría tetradimensional. (3)

En el espacio tetradimensional dos planos tienen en general — conforme se demuestra — un solo punto común (cuyas coordenadas pueden calcularse si se conocen las ecuaciones de ambos planos), contrariamente a lo que ocurre en el espacio tridimensional, en el cual — es bien sabido — dos planos que tengan un punto común se cortan según una recta. En cambio, cabe demostrar que, lo mismo que en la geometría del espacio tridimensional, también en el espacio tetradimensional por dos puntos pasa una recta y una sola. Otras de las cosas de que se ocupa la geometría tetradimensional es el cálculo del volumen de cuerpos tetradimensionales, enumeración de todos los cuerpos regulares, esto es, de los que gozan de ciertas propiedades de simetría, etc. 

Al modo como de las fórmulas de la geometría tridimensional euclídea se obtienen las de la geometría plana anulando una coordenada, así de las fórmulas de la geometría tetradimensional euclídea se obtienen las de la geometría tridimensional anulando una de las coordenadas. Con respecto al espacio tridimensional se halla, pues, el espacio tetradimensional en la misma relación que aquél respecto al plano. La única diferencia esencial entre el espacio tridimensional y el plano consiste en que en el primero se tiene más libertad de movimiento que en 

[image: Image 173]

140

JORGE NÓBELING

el segundo. Vamos a aclararnos esto, no con el espacio tridimensional euclídeo mismo de todas las ternas x, y, z, sino con el espacio de la experiencia, descriptible mediante tres coordenadas; en el cual, por tanto, es dable seguir todos los movimientos geométricamente, es decir, traducirlos en las fórmulas de la geometría analítica. 

Figurémonos un plano del espacio tridimensional poblado por seres bídimensionales ligados al plano. La forma de tales seres sería, pues, como la de nuestras sombras, o cosa así. Sus casas semejarían los planos de las nuestras; sus armarios tendrían forma de rectángulos; las paredes de los armarios serían los lados de los rectángulos. Imaginemos ahora que dentro de uno de tales armarios pertenecientes a nuestros seres superficiales se halle encerrado un objeto. 

¿Cómo se las arreglarían para sacarlo de allí? Sólo abriendo el armario, esto es, apartando, haciendo girar o agujereando una de sus paredes. De otro modo les sería imposible. Imposibilidad ésta que no subsistiría sin embargo para un hombre tridimensional que diese en observar este mundo plano, que para él acaso ocuparía el plano X. Y de su sistema de coordenadas (el plano en el cual z =  0.  Como que tal ser tridimensional podría sacar sin esfuerzo el objeto del armario sin ni siquiera tocar las paredes de éste último, y transportarlo luego a cualquier lugar del mundo plano. La geometría analítica tridimensional permite seguir fase por fase la operación requerida para ello. El observador tridimensional no tendría más que levantar el objeto que hubiese de ser transportado por encima del plano que sirve de habitación a los seres superficiales; es decir, si, por ej.,  x, y 
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son las dos coordenadas del objeto en el mundo plano, mover el objeto de modo que en el mundo tridimensional llegue a tener por coordenadas  x, y, z (z crece de  0 a 7 (*

))

A continuación debería desplazar el objeto en el mundo tridimensional a lo largo del plano  z — 1 hasta el punto  x, y, 1.  Por último, debería volver a colocar el objeto en el mundo plano, haciéndole recorrer a tal efecto los puntos  x, y, z (z decrece de  1 a  0). A los ojos de los seres planos, a cuya observación directa sólo es accesible su plano, ese fenómeno aparecería como una repentina desaparición del objeto del armario, y como una no menos repentina reaparición del mismo fuera de aquél. 

O si no supongamos que los seres planos tuvieran dos manos que fuesen cada una de ellas como el reflejo en un espejo la una de la otra — según sucede con nuestras manos —, y cuya forma fuese como la sombra que proyectan estas últimas. Los guantes, que entre nosotros — 

gente de tres dimensiones — son de pieles finas, casi sin espesor, y cuya forma es igual a la de nuestras manos, se reducirían entre los seres planos a un hilo fino, casi sin ancho, cuya forma dibujaría fielmente los contornos de sus manos planas. Y nunca podría un ser plano meter la mano derecha en un guante de la mano izquierda — 

a no ser que lo diese vuelta al revés —, como nosotros no podemos hacerlo con nuestros guantes; pues no habría en el mundo plano movimiento alguno capaz de (♦) Un suponer, porque z puede crecer de  0 a cualquier número finito, debiendo luego decrecer — al volver a colocar el objeto en el plano — en igual valor. (N. del T.). 
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llevar a hacer coincidir un guante plano de la mano izquierda con guante plano de la mano derecha. Y otra vez podría darse el gusto un observador tridimensional que tuviese ganas de divertirse de sembrar la confusión entre los seres planos. Para ello levantaría los guantes correspondientes a la mano izquierda y les haría describir un arco de 180° en su espacio tridimensional — tomando el dedo medio, por ej., como eje —, volviendo luego a colocarlos en el mundo plano. Los guantes en cuestión no servirían entonces más que para la mano plana derecha. 

Cosa análoga sucede en el mundo tridimensional. Si encierro un objeto en un armario de forma cúbica, p. 

ej., me es imposible sacarlo de él sin abrir o dañar sus paredes. Consideremos, por el contrario, a nuestro espacio tridimensional tal como nos lo ofrece la experiencia embutido dentro de un espacio tetradimensional, es decir, admitamos que fuera de los puntos accesibles a nuestra observación directa haya otros todavía cuya descripción exigiría cuaternas de números. Esto supuesto y admitido, un observador tetradimensional de tal espacio podría sacar sin esfuerzo el objeto del armario sin tocar las paredes de éste, y colocarlo luego en un lugar cualquiera del espacio tridimensional. La geometría analítica del espacio tetradimensional permitiría seguir fase por fase la operación requerida para ello. Si  x, y, z,  son las coordenadas del objeto que ha de ser transportado en nuestro espacio tridimensional, el observador tetradimensional tendría que empezar por hacer recorrer al objeto los puntos  x, y, zju (u) crece de  0 a  1,  por ej.) ; luego moverlo a lo largo del 
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hiperplano en cuya ecuación  u sea  1 hasta el punto de coordenadas  x, y, z, l;  y, por fin, volver a desplazarlo de vuelta hacia el mundo tridimensional, haciéndolo recorrer para tal efecto todos los puntos  x, y, z, u (u decrece de 1 a  0). 

De igual manera, un observador tetradimensional podría, según enseña la geometría tetradimensional, transformar nuestros guantes correspondientes a la mano izquierda en los correspondientes a la mano derecha. Para ello sacaría los de nuestro mundo tridimensional, les haría describir un arco dado volviendo luego a colocarlos en aquél. Estaría en sus manos, además, separar, sin tocarlos, dos anillos entrelazados de nuestro mundo tridimensional. Supongamos que se le haga un nudo a una cuerda y que luego se sellen los extremos de ésta. Pues bien, a nuestro imaginario observador tetradimensional le sería dado desatar el nudo sin romper los sellos ni deteriorar la cuerda en ninguna parte. Todas estas operaciones, irrealizables como es natural en el espacio tridimensional, nos las enseña a seguir fase por fase la geometría del espacio tetradimensional. 

Las anteriores dilucidaciones nos llevan de la mano a la cuestión: ¿En qué relación se halla la geometría tetradimensional, que hemos introducido como un sistema de puros conceptos matemáticos y sus consecuencias, con respecto de la experiencia? Hemos visto que todos los lugares del espacio de nuestra experiencia cabe caracterizarlos mediante ternas de números. De otros puntos, para cuya descripción se requeriría una cuarta coordenada, no tenemos noticia; bien así como los seres planos con

[image: Image 177]

144

JORGE NÓBELING

siderados más arriba pueden caracterizar todos los puntos de su mundo plano por dos coordenadas, pero no conocen en su mundo punto alguno para cuya descripción hagan falta más de dos coordenadas. Claro está que si los seres planos comprobaran regularmente y en forma inobjetable que ciertos objetos desaparecen en un lugar de su espacio para volver a aparecer en otro, que otros objetos cabe sacarlos de armarios cerrados, sin tocar para nada las paredes de éstos, etc., no podrían menos de tratar de buscarles explicación a tan — para ellos — notables fenómenos. Y una de las hipótesis que podrían ocu-rrírseles para explicarlos — sobre todo si sus geómetras hubieran ya formulado una geometría tridimensional como puro sistema lógico —, sería de que su mundo bidimensional está embutido en un espacio tridimensional; los puntos del cual situados fuera de su plano, si bien escapan, por alguna razón, a su percepción directa, no dejan de servir para que por ellos puedan desaparecer o reaparecer en ocasiones objetos de su mundo plano. Con este espacio se explicaría satisfactoriamente cómo un guante correspondiente a la mano izquierda desaparece para volver a aparecer transformado en guante de la mano derecha: bastaría que después de abandonar el plano describiese un arco en tal espacio. 

Apliquemos lo dicho a nuestro mundo. Si comprobáramos, regularmente y en forma inobjetable, en circunstancias dadas, la aparición y desaparición inmotivada de objetos, el que es posible sacar objetos encerrados en armarios sin tocar las paredes de éstos, separar anillos entre lazados, deshacer nudos de cuerdas cuyos extremos estén 
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unidos, y otros fenómenos por el estilo imposibles en el espacio tridimensional, bien podríamos, para explicarlos, formular la hipótesis de que el mundo tridimensional accesible a nuestra percepción directa se halla embutido en un espacio tetradimensional. Y bien, todos los fenómenos mentados los han tratado en efecto de llevar a cabo ocasionalmente los médiums espiritistas. Lo malo que como ninguno de estos intentos ha sido suficientemente verificado, y de todos se sospecha si no serán juegos de prestí-digitación, la demostración de que el mundo tridimensional de nuestra experiencia esté embutido en un espacio tetradimensional — no de otro modo como lo está un plano en uno tridimensional — puede declararse fracasada, y la hipótesis de tal espacio tetradimensional como superflua por hoy. 

 ¿En qué relación,  pues,  se halla la geometría tetradimensional con respecto de la experiencia? 

Lo anterior nos permite contestar a esta pregunta así: Siendo la geometría tetradimensional misma un sistema de consecuencias de ciertas definiciones, por tanto, una construcción lógica independiente de toda experiencia, la cuestión acerca del número de dimensiones del espacio es de orden completamente empírico. Verdad es que cabe imaginar hechos que se explicarían sin dificultad encuadrando el espacio tridimensional de nuestra experiencia en un espacio tetradimensional. Experimentalmente, empero, no se ha demostrado la existencia de tales hechos. 

Y sin embargo, en otro sentido la geometría tetradimensional no ha dejado de encontrar aplicaciones físicas. 

Todo suceso ocurre en un lugar determinado del espacio 
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tridimensional caracterizable por tres coordenadas, y en un momento determinado del tiempo, que se puede precisar mediante un número. En total, pues, cabe hacerle corresponder a todo suceso cuatro números, esto es, un punto de un espacio tetradimensional. Modo éste de representación de que hace uso, según lo expuso el Sr. 

Thirring en su conferencia, la teoría de la relatividad. 

Huelga decir que como construcciones lógicas, no sólo se han desarrollado una geometría tetradimensional, sino también geometrías pentadimensionales y polidimensionales. ¿Se quiere más? Se contemplan en la geometría espacios de infinito número de dimensiones, cuyos puntos se definen como consecuencias infinitas de números coordenados. Si se considera una cantidad de gas que llena una parte del espacio tridimensional euclídeo y que se compone de las  n moléculas  M

 *

 . 

 .. Mn la posición de cada molécula  M¡ en un instante  t está determinada por tres coordenadas  x¡, y¡, z¡,;  y el impulso en el instante  t — si  m designa la masa y  x¡, y¡, zt, las componentes de velocidad de  M¡, — por los tres números  mixi, miyi, ^n¡z¡.  Los números sexenarios  xit yit zit

• • • * 

 ntiXi, 

 m¡z¡t (i =. 1, 2, . . ., n) caracterizan el estado de movimiento del gas en el momento t. Y para comprobarlo con otros estados, se le hace corresponder a cada estado de movimiento — después de Boltzmann — 

un punto del espacio hexadimensional, el llamado espacio físico. El conjunto de todos aquellos puntos de este espacio que corresponden a estados de movimiento con una determinada energía total, es una hipersuperficie de este espacio. 
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Con eso ponemos punto final al examen de los espacios polidimensionales euclídeos — más adelante volveremos, sin embargo, brevemente sobre el problema general del espacio —, y nos encararemos con los espacios  curvos. 

Para empezar partimos, lo mismo que antes, del concepto de espacio eudídeo. Las definiciones del espacio tridimensional euclídeo como conjunto de todas las ternas de números, de las rectas y planos por ecuaciones lineales 

— tales como las da la geometría analítica —, no son las primitivas de estos conceptos. El antiguo edificio de la geometría, obra de Euclides, descansa más bien sobre axiomas. 

Sean  A, B y C tres sistemas de cosas cualesquiera. Supuesto caso que entre cosas medien relaciones que satisfagan a ciertos postulados (axiomas), los elementos de A se llaman puntos, los de  B rectas y los de C planos. Y 

la totalidad de los puntos, rectas y planos, esto es, la totalidad de los elementos de  A, B y C, llámase un espacio tridimensional euclídeo. Formuladas las definiciones, vienen los axiomas. Así, por ej., a unas de la relaciones entre puntos y rectas, entre puntos y planos, así como entre rectas y planos que se designa  el estar en, o  estar situado en,  ha de satisfacer los siguientes postulados. Dos puntos están sobre una recta. Dos puntos no pueden estar a la vez en rectas diferentes, es decir, una recta es determinada inequívocamente por dos puntos situados sobre ella. En una recta hay dos puntos por lo menos. En un plano hay tres puntos, por lo menos, no situados en línea recta. Si dos puntos de una recta r están en un plano, la recta  r está en este plano. Si un punto está 
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en dos planos, hay un punto más, por lo menos, en ambos planos. Si r es una recta y  P un punto no situado en r, hay en el plano que contiene a r y a  P una paralela, y una sola, a r que contiene a  P,  recibiendo aquí el nombre de  paralelas dos rectas situadas en un plano cuando no existe ningún punto del mismo que esté a la vez en las dos. El postulado últimamente mencionado es el famoso axioma de las paralelas. (4)

Ahora bien, a efecto de entender los demás conceptos geométricos es de gran importancia tener claramente presente que la geometría axiomática versa tan poco como la analítica sobre el espacio de la experiencia, que antes bien aquélla no es nada más que el sistema de todas las consecuencias lógicas de los axiomas. Pero mientras en la geometría analítica del espacio tridimensional euclídeo los puntos, las rectas y los planos se definen como ternas de números y por ecuaciones lineales, y todas las proposiciones se deducen de las definiciones mediante el cálculo, en la geometría axiomática no se dan ninguna clase de definiciones de las palabras: punto, recta y plano. Por lo tanto, en ella tiene uno entera libertad en cuanto a la interpretación de lo que sean el punto, la recta y el plano. 

Lo único que postula tal geometría son algunas  relaciones entre ellos,  que han de satisfacer a los axiomas, nada más. 

Por eso, para la geometría axiomática nada hay tan evidente por sí mismo que no haya de ser formulado expresamente en forma de axioma; a menos que quepa deducirlo de los restantes axiomas. Así, nada es más evidente para la intuición que en una recta haya por lo menos dos puntos. Verdad tan obvia, no obstante, es objeto expreso 
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de un axioma en la geometría que vamos comentando. 

En lo que toca al fin de la geometría axiomática estriba éste en la elaboración lógica de las afirmaciones designadas como axiomas. De los axiomas se sacan consecuencias; derívanse de ellos, por deducción lógica, otras afirmaciones, las llamadas  proposiciones.  Así, por ej., cabe deducir de ellos las conocidas proposiciones sobre los triángulos semejantes y la importante proposición de que en todo triángulo la suma de los ángulos interiores es de 180°. Como las proposiciones no son sino consecuencias de los axiomas, todo el fin de la geometría axiomática viene a cifrarse en mostrar cómo en un sistema de cosas llamadas puntos, rectas y planos, entre los cuales median relaciones que satisfacen a los axiomas, gozan también estas relaciones las propiedades enunciadas en los teoremas. 

Pero si bien el que los axiomas correspondan a ciertos hechos del espacio de nuestra experiencia, o el que sean conformes a una llamada intuición del espacio tuvo su importancia, desde el punto de vista eurístico, para llegar a formularlos, no lo tiene para la geometría axiomática como sistema completo. Si se la considera en este último sentido, la geometría va avanzando de teorema en teorema más bien independientemente de toda experiencia y de toda intuición, en forma puramente lógica. 

Contempladas las cosas a esta luz la respuesta a la la pregunta de;  ¿Qué es para la geometría axiomática un espacio tridimensional?  se formula como sigue: Desígnase con el nombre de espacio tridimensional a todo sistema de cosas cualesquiera, llamadas puntos, rectas 
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 y planos, ligadas entre si por relaciones que satisfacen a algunos postulados fundamentales, los axiomas euclídeos.  

 Y la geometría axiomática es el sistema de todas las consecuencias lógicas de estos axiomas. 

En cuanto a las relaciones en que se halle tal geometría axiomática con la geometría analítica examinada más arriba — primer problema que debemos resolver antes de seguir adelante —, cabe formularlas así. Por una parte, las proposiciones que en la geometría axiomática se postulan como axiomas, en la geometría analítica se demuestran por cálculo para los puntos, rectas y planos definidos por ternas de números y ecuaciones lineales. Y por otra, basándose en los axiomas de la geometría axiomática cabe demostrar como teorema que los puntos, rectas y planos — no definidos por dicha geometría — son descriptibles por ternas de números y ecuaciones lineales. 

Siendo esto así, la geometría axiomática y la analítica aparecen como dos sistemas lógicos equivalentes, o hasta como dos modos diferentes de representar el mismo sistema lógico. (x) Al examinar los citados axiomas de la geometría euclídea llama la atención, por más complicado que los demás, el de las paralelas. Por tal motivo, durante largo tiempo se dió en sospechar si no sería posible deducirlo quizá como teorema de los demás axiomas. E>esde Euclides hasta comienzos del siglo XIX los intentos de demostrar este axioma se han renovado sin cesar. Pero todos los esfuerzos han sido inútiles. Ha acabado por abrirse camino la convicción de que el axioma de las paralelas de Euclides no puede deducirse de los demás axiomas; de 
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que, antes por el contrario, es independiente de ellos. 

Convicción que hizo concebir a Bolyai y a Lobatcheffski la atrevida idea de reemplazar dicho axioma por su contrario. 

Sea r una recta y  P un punto del plano no situado sobre ella. Pues bien, en este plano — tal postulan Bolyai y Lobatcheffski — hay infinitas rectas que contienen al punto  P pero que no tienen ningún punto común con r. Los demás axiomas de Euclides los conservaron. Modificado así el sistema de los axiomas, pasaron a deducir de él — en un principio de modo puramente formal — 

los teoremas de la nueva geometría. Excusado está decir que tales teoremas discrepan mucho de los de la geometría euclídea. Uno de ellos reza: la suma de los ángulos interiores de un triángulo es menor que 180°, y difiere tanto más de 180°, cuanto mayor es la superficie del triángulo. 

Otro teorema reza: no hay figuras semejantes, esto es, figuras de igual forma pero de superficie mayor o menor. 

Todos estos teoremas forman un sistema deductivo apellidado geometría no-euclídea o, con el nombre de sus descubridores, geometría de Bolyai-Lobatcheffski. (5) Respondamos, pues, a la pregunta:  ¿Qué es un espacio tridimensional no-euclídeo? Llámase espacio tridimensional no-euclídeo a todos sistemas de cosas llamadas puntos, rectas y planos y ligadas entre si por relaciones que satisfacen a todos los axiomas de Euclides, excepción hecha del de las paralelas, el cual es reemplazado por su contrario. Y la geometría no-euclídea es el sistema de todas las consecuencias de este sistema de axiomas. 

El que estos axiomas no-euclídeos se conformen o no 
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a la intuición del espacio, es para el desarrollo del sistema deductivo de la geometría no-euclídea, lo de menos. Tampoco al desarrollar la geometría euclídea — lo hemos visto — se toma en cuenta ninguna especie de intuición: se procede de teorema en teorema por pura deducción; por demostraciones en que sólo interviene lo afirmado por los axiomas, no así las intuiciones, sean cuales fueren, que los acompañan. Carece igualmente de importancia para el sistema deductivo de la geometría no-euclídea el problema, que nos queda por ventilar todavía, de las relaciones de tal sistema con respecto del espacio de la experiencia, ya que, lo mismo que la geometría euclídea, la no-euclídea no trata del espacio de la experiencia.  La geometría euclídea y la no-euclídea son más bien dos sistemas deductivos que subsisten el uno al lado del otro. 

La única cuestión que sí importa dilucidar para la geometría no-euclídea como sistema deductivo, — y que se plantea debido a lo inusitado de sus teoremas —, es la de si no contendrá acaso  contradicciones,  queremos decir, la de si no será posible acaso deducir de los axiomas no-euclídeos tanto un teorema como su contrario. Tan lejos está de suceder esto para la geometría no-euclídea como para la euclídea. En efecto, Klein ha logrado se

ñalar dentro del espacio tridimensional euclídeo un sistema de cosas tal, que si designan éstas como  puntos, rectas y planos,  satisface a todos los axiomas no-euclídeos Para obtener este sistema se parte de la consideración del interior de una esfera del espacio tridimensional euclídeo. 

Como puntos desígnanse solamente los puntos del espacio situados dentro de la esfera; como rectas, solamente los 
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segmentos de recta situados dentro de la esfera; como planos, solamente las partes de los planos del espacio contenidos dentro de la esfera. Estos llamados puntos, rectas y planos satisfacen a todos los axiomas euclídeos, menos al de las paralelas. Así, por ej.t dos puntos están sobre una recta, ya que como puntos del espacio euclídeo están sobre una recta de dicho espacio, y el segmento de ésta contenido dentro de la esfera es una  recta r que contiene a ambos puntos. Y ya que como puntos del espacio euclídeo pueden estar a lo sumo sobre una recta de dicho espacio, queda asimismo determinada inequívocamente la recta del modelo que los contiene a ambos. Análogamente confírmanse todos los demás axiomas euclídeos referentes al punto, la recta y el plano; sólo que en vez del axioma de las paralelas euclídeo se cumple el axioma de las paralelas no-euclídeo. Sea, con efecto,  a una  recta cualquiera, esto es, el segmento contenido dentro de la esfera de una recta del espacio;  P un  punto no situado sobre  r y a el plano que contiene a  a y a  P,  el cual viene a ser la parte contenida dentro de la esfera del plano a del espacio que contiene a  a y a a. El plano a contiene infinitas rectas que contienen a  P y cuyos puntos de intersección con  a están fuera del plano a, por tanto no son puntos. Los segmentos de estas infinitas rectas contenidos dentro de la esfera constituyen infinitas  rectas,  que están en a y no tienen ningún punto común con a. 

(Para mayor claridad imaginemos una esfera cortada por un plano, que llamaremos a en tanto que se lo considera dentro de la esfera, y a en tanto que se lo considera 
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abstracción hecha de la esfera. Y consideremos en este plano una recta, que llamaremos a en tanto que el plano que la contiene se considera dentro de la esfera, y a en tanto que el plano que la contiene se considera abstracción hecha de la esfera. Y sea, por fin, un punto exterior a dicha recta, que llamaremos P en tanto que el 
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plano que lo contiene se considera dentro de la esfera, y P en tanto que el plano que la contiene se considera abstracción hecha de la esfera. En este supuesto habrá dos sistemas: el sistema de los  planos — ya que fuera de a caben infinitos otros:  (3, y,  8. . . —, el de las  rectas — ya que fuera de a caben infinitas otros: b, c, d. . . —, y el de los  puntos — ya que fuera de P caben infinitos otros: Q, R, S . . —; y el sistema de los p’anos — ya que fuera de a caben infinitos otros: /?, y, 8. . . —, el de las rectas — ya que fuera de a caben infinitas otras: b, c, d. . . —, y el de los puntos — ya que fuera de P caben infinitos otros: Q, R, S. . . —. Podrán entonces suceder dos cosas. Por nuestro punto pasan infinitas  rectas: b, c, d . . ., que cortan a a, las cuales si se hace abstracción

' -   

— > 

de la esfera, son rectas — b, c, d. . . — y cortan a a. 

Por tanto, en cualquier de los sistemas por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas que la cortan. 

Pero por el mismo punto pasan también infinitas  rectas: b', c', d'. . ., que no cortan a a, las cuales, si se hace abstracción de la esfera, son rectas — b', c', d'. . . — y cortan a a. Por tanto, si bien en el segundo sistema por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas que la cortan, en el primero por un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas que no la cortan: contrariamente a lo postulado por Euclides). (Nota y dibujo del traductor). 

Supongamos ahora que en la geometría no-euclídea quepa demostrar, indiferentemente, un teorema como su 
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contrario. Se podrá hacerlo, por consiguiente, para los puntos, rectas y  planos de nuestro modelo. Pero como estos últimos los hemos definido valiéndonos de la esfera, el punto, la recta y el plano del espacio euclídeo, serán formas completamente euclídeas, y, en su consecuencia, la contradicción de que se imagine afectada esta geometría no-euclídea refluirá de rechazo sobre la geometría euclídea, a la que aquélla debe su origen. Y como no es posible admitir que el sistema de la geometría euclídea se contradiga, no queda entonces más remedio que conceder que, si bien el sistema de la geometría no-euclídea discrepa del de la geometría euclídea en un axioma y numerosos teoremas, en sí no se halla menos exento de contradicciones que él. 

Toda esta argumentación no hace mella, sin embargo, en los no matemáticos. Véase lo que suelen objetar. 

La geometría no-euclídea, si de algo trata, es de los puntos, las rectas y los planos. El modelo mentado, en cambio, no comporta tal generalidad, ni mucho menos. ¿De qué se compone, en efecto? De  muchos puntos del espacio — los situados en el interior de una esfera —; de ciertas  partes de rectas — las contenidas en el interior de la esfera — es decir, de superficies circulares. Verdad es que los elementos de la esfera se llaman  puntos, rectas y planos,  pero de hecho no son más que ciertos puntos, segmentos de rectas, 'partes de planos (las superficies circulares) . Y un punto que ha de cumplir un requisito dado — el de hallarse dentro de los límites de una esfera 

— no es  el punto; un segmento de recta, no es  la recta; una superficie circular no es  el plano. ¿Cómo pretender
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entonces demostrar a’go acerca de la geometría no-euclídea en base de tal modelo? 

Objeción infundada. Para reconocerlo es preciso tener en cuenta que ni la geometría axiomática euclídea ni la geometría axiomática no-euclídea formulan presupuesto alguno sobre lo que  son el punto, la recta o el plano, que estos entes no son definidos en ninguno de los dos sistemas deductivos. Lo único que sí, es que ambos sistemas postulan algunas relaciones entre dichos elementos, las cuales han de satisfacer a los axiomas. Fuera de esto nada se presupone sobre ellos. Por eso un espacio no-euclídeo no es sino — lo hemos subrayado más arriba — un sistema de cosas cualesquiera, ligadas por relaciones que satisfagan a ciertos axiomas. Y como el sistema de  puntos, rectas (segmentos) y  planos (superficies circulares) de nuestro modelo efectivamente satisface — según lo hicimos notar páginas atrás — a todos los axiomas no-euclídeos, esto es, al axioma de las paralelas de Bolyai-Lobatcheffski y a los demás axiomas euclídeos, representará un espacio no-euclídeo y tendrá su correspondiente geometría. 

El axioma de Bolyai-Lobatcheffski, está destinado en las geometrías no-euclídeas a hacer las veces del axioma de las paralelas de la geometría euclídea. Pero a todas luces no es tal axioma el único que quepa sustituir al de las paralelas. Obtiénese otro sistema de axiomas reemplazando el de las paralelas por el siguiente postulado: en un plano no hay absolutamente rectas que no se corten. En particular, si r es una recta cualquiera del plano y  P un punto cualquiera del mismo, exterior a  r, ninguna de las rectas que pasen por P será paralela^ a r.  O dicho en
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otros términos:  dos rectas cualesquiera de un plano tienen siempre un punto de intersección. 

El sistema deductivo obtenido reemplazando el axioma de las paralelas de Euclides por este otro postulado, pero conservando los demás axiomas euclídeos — y que posee igualmente su modelo en el espacio euclídeo — se designa con el nombre de geometría  elíptica.  La geometría de Bolyai-Lobatcheffski, en cambio, es designada también, a fin de distinguirla esta última, con el nombre de geometría  hiperbólica.  Una de las diferencias capitales entre las tres geometrías aquí consideradas consiste en que, en la geometría euclídea la suma de los ángulos interiores de un triángulo vale 180°; en la hiperbólica, menos de 180° y en la elíptica, más de 180°. 

¿En qué relaciones se halla la geometría analítica con respecto a estos espacios no-euclídeos? Ante todo, es de recordar que hay una rama de esta geometría, la  geometría diferencial,  que se ocupa de ciertas propiedades de las líneas y superficies curvas (7). Investiga esta geometría, p. ej., el largo de las líneas que se hallen sobre una superficie, los ángulos que forman entre sí tales líneas, el área de superficies, etc. De estos ofrecen particular interés entre estos elementos las llamadas  líneas geodésicas de una superficie ó. Son líneas tales, que si se consideran sobre ellas dos puntos, el trozo de arco que los une es menor que cualquiera de los demás arcos que corren en las cercanías de aquél y que unen también los dos puntos. 

En particular, si la superficie S es un plano, las líneas geodésicas vienen a ser rectas; si 5 es una superficie esférica, las líneas geodésicas vienen a ser arcos de círculo 
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máximo, es decir, aquellos arcos de círculo que marcan la intersección de los planos que pasan por el centro de la esfera con la superficie de la misma. La forma de las líneas geodésicas de una superficie Ó depende en alto grado de la forma de la misma. Consideremos, por ejemplo, cuáles son las líneas geodésicas de la superficie de la tierra. Si esta superficie fuera exactamente esférica, las líneas geodésicas buscadas serían los arcos de los meridianos y el ecuador, por ser unos y otro círculos máximos; no lo serían, en cambio, los arcos de los paralelos, ya que éstos no son círculos máximos. 

Pero como la superficie de la tierra, a causa de sus montañas y valles, no es exactamente esférica, los arcos de los meridianos no son exactamente sus líneas geodésicas. Pues si entre dos lugares  A y  B,  situados sobre el meridiano M,  se interpone una escarpada montaña, un ligero rodeo en torno a la montaña resultará más corto que el camino directo a lo largo del meridiano pasando por la cumbre de aquélla. Y este camino más corto diferirá tanto más del camino a lo largo del meridiano, cuanto más alta y escarpada sea la montaña. De conformidad con esto, si en un mapa estuviera dibujada una red de líneas geodésicas, cabría, en base de ella, inferir la existencia de montañas; más, incluso calcular su altura, por más que estas montañas mismas no estuvieran marcadas con tinta de color o cosa parecida en el mapa. En general, de las propiedades formales de una superficie ó es dable concluir el recorrido de sus líneas geodésicas, y viceversa. Por ejemplo, la suma de los ángulos interiores de un triángulo formado por líneas geodésicas sólo puede diferir de 180a 
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en el caso de ser curva la superficie; y la curvatura será tanto más pronunciada, cuanto más difiera de 180° la suma de dichos ángulos. 

Por superficie  lisa entiéndese en la geometría diferencial el conjunto de todos los puntos  x, y, z,  que satisfacen a una relación  f (x, y, z) = 0,  siendo  f una función diferenciable con respecto a cada una de las tres variables. 

En particular, si  f es una función lineal, esto es, si la relación que define la superficie es de la forma: ax+by 

 -\-cz-\-d = 0,  la superficie lisa es un plano. Toda superficie lisa posee en cada uno de sus puntos — gracias a la presupuesta díferenciabilidad de la función  f que la define — un plano tangente; cosa que no ocurre necesariamente en el caso de las superficies no lisas, definidas por funciones del tipo  f (x, y, z,) — 0 continuas, pero no diferenciabl.es.  Tales superficies continuas pueden carecer de planos tangentes, no de otro modo como también en el plano — de acuerdo con el análisis hecho por el Sr. Hahn en su conferencia — hay curvas continuas sin tangentes. 

Una superficie lisa cabe describirla  a trozos mediante dos coordenadas. Queremos decir lo siguiente: alrededor de cada punto de la superficie es dable limitar de tal manera un pequeño trozo de superficie, que a cada punto de este último puedan hacérsele corresponder como coordenadas dos números  u, v,  coordenadas que, a pesar de la pequeñez del trozo, diferirán para cada punto del mismo. 

Todo punto del trozo tendrá, pues, como coordenadas un par de números. Pero claro que la inversa no se veri-
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fica: no a todo par de números le corresponderá un punto del trozo. Para introducir tales coordenadas en un trozo de superficie se puede proceder, por ej., así: se proyecta éste sobre un plano situado convenientemente — sobre un plano tangente al trozo, pongamos por caso —; se pasa luego a describir este plano mediante dos coordenadas; y por fin, se hace corresponder a cada punto del trozo de superficie las coordenadas  u, v de su proyección en el plano. 

Gauss halló que, describiendo de este modo un trozo de superficie mediante dos coordenadas, cabe hacerle corresponder a cada uno de sus puntos  ti, v tres números (ti, v), g12 (ti, v), g22 (ti,  f) — las tres funciones dependientes de u, v, pues al variar éstos varían ellos en consonancia —, tales que con su ayuda es dable expresar para la superficie todas las relaciones métricas arriba consideradas: largo de arcos, magnitud de ángulos, áreas. 

En particular, si se consideran dos puntos  ti, v y u',  v'  

de la superficie suficientemente próximos entre sí, el largo del arco geodésico que los une diferirá muy poco de la raíz cuadrada de la expresión:

 (u, v) . (ti—ti')2 + 

 (u, v) .  (u— ti') . (ü—1/) +

 + 922 (ti, v) . (v—l/)2

Y la diferencia es muy pequeña, no sólo en el sentido de que en este caso son muy pequeños tanto el arco geodésico como la raíz cuadrada de la expresión susomentada, sino incluso en el sentido de que el cociente del primero por la segunda se acerca mucho a 7. En particular, si la superficie considerada es un plano y se 

[image: Image 196]

162 

JORGE NÓBELING

eligen para u, v las coordenadas cartesianas del sistema cartesiano rectangular  x, y,  en el cual la distancia entre dos puntos  x, y y  x', tf es igual a la raíz cuadrada de la expresión (x—x')2 + (9— y'}'2,  las tres funciones 9n  (x, y), g12 (x, y), g22 (x, y) se hacen constantes, esto es, son iguales para todos los puntos  x, y de la superficie: valen  1, 0 y  1,  respectivamente. El arco geodésico que une dos puntos  x, y y  x', y'  es en este caso el segmento entre los dos puntos cuyo largo es igual a la distancia de los mismos, esto es, es igual a

]/ (x—x')2 + (y—y')2

y esta es la raíz de la expresión para los puntos x, y,  y x',  y',  si se tiene en cuenta que 9n  (x,  9) =  1, g12 (x, 9) =  0, g22 (x,  y) — 1

Partiendo de las funciones 9n (u,  v), gí2 (u, v), g22 (u, v) de una superficie cabe formar una función k (u,  v),  llamada la curvatura de la superficie en el punto u, v,  cuyos valores difieren tanto más de 0, cuanto más difiere de 180° la suma de los ángulos interiores de los triángulos formados por líneas geodésicas de dicha superficie. Para cualquier punto del plano el valor de la curvatura  k (u, v) es 0; para cualquier punto de una superficie esférica de radio r  1 k (u, v) vale =-p-. En general en las superficies en las cuales la curvatura es constantemente positiva la suma de los ángulos interiores de triángulos formados por líneas geodésicas de aquélla es mayor que 180°. En cambio, en las superficies de curvatura negativa dicha suma es menor de 180°. 
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Estas reflexiones de la geometría diferencial las ha generalizado Riemann para mayor número de dimensiones (8). El punto de arranque de esta teoría lo constituye el concepto que se designa hoy como espacio  riemanniano.  

Recibe este nombre una multiplicidad  M cuyos elementos se llaman puntos, si poseen las siguientes dos propiedades. 

En primer lugar,  M ha de poder ser descripta a trozos por tres coordenadas  x, y, z,  es decir, si alrededor de cada punto de la multiplicidad es dable limitar de tal modo un trozo, que a cada punto del mismo quepa hacerle corresponder tres números  x, y, z,  coordenadas que habrán de variar para cada punto del trozo. En segundo lugar, a cada punto se le han de poder hacer corresponder seis números  g22, g33, g12, g13, g23,  variables de punto en punto, que sean, por tanto, funciones  g^ (x,  y, z) de los puntos. Gracias a estas funciones y basándose en ciertas fórmulas cabe asignarle a cada línea de la multiplicidad una longitud; a cada ángulo formado por tales líneas, una magnitud; a cada cuerpo de  M,  un volumen, etc. 

Merced a las seis funciones  g¡k (x,  y, z) se establecen lo que se llama las  relaciones métricas del espacio riemanniano. A consecuencia de esto, modificando las funciones 9¡k  (x> V> z) >  pueden modificarse también las relaciones métricas del espacio, esto es, las líneas pueden cambiar de longitud, los ángulos de magnitud, etc. En particular, al modificar las funciones  g^ (x, y, z) ,  una línea puede perder o adquirir la propiedad de ser línea geodésica. 

Por un punto cualquiera x,  y, z de un espacio riemanniano se puede hacer pasar una superficie Ó tendida por el haz de líneas geodésicas que pasa por x,  y, z,  es decir, 
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cuyas líneas geodésicas lo son a la vez del espacio  M.  

Esta superficie S tiene en el punto  x, y, z una curvatura. 

Ahora, si el espacio  M posee la propiedad de que esta curvatura sea siempre un número constante  k — elíjanse como se quiera el punto  x, y, z en el espacio y la superficie geodésica Ó que lo contiene a aquél —, el espacio M recibe el nombre de  espacio de curvatura constante k, En particular, si el espacio riemanniano es el espacio euclídeo, la curvatura es igual a 0, ya que en este caso las superficies geodésicas son planos. Al contrario, bajo ciertos sencillos presupuestos un espacio riemanniano de curvatura nula es un espacio euclídeo en el cual las líneas geodésicas son rectas. Casos especiales de los espacios riemannianos de curvatura constante, negativa y, respectivamente, positiva son los espacios hiperbólicos y, respectiva-' 

mente, elípticos, esto es, los espacios en que los puntos, las líneas geodésicas, etc., satisfacen a todos los axiomas concernientes al punto, a la recta, etc., que sirven de base a la geometría hiperbólica y, respectivamente, a la elíptica. 

Un espacio riemanniano de curvatura constante es lia mado  esférico,  que es en el espacio tridimensional algo análogo a lo que en el bidimensional es la superficie esférica. Igualmente que en ésta en el espacio esférico las líneas geodésicas son círculos (círculos máximos), lo que trae por consecuencia que en un espacio esférico muchas líneas geodésicas tienen  dos puntos comunes, así como en la superficie esférica cada dos círculos máximos tienen dos  puntos comunes, diametralmente opuestos. En el
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espacio elíptico, en cambio, cada dos líneas geodésicas (rectas) tienen a lo sumo  un punto común. 

Pero estos espacios de curvatura constante son tan sólo un caso especial restringido del concepto general de espacio riemanniano, puesto que por. regla general las superficies geodésicas de éste no poseen una curvatura constante. Llámanse  curvos por excelencia los espacios riemannianos en los que la suma de los ángulos de los triángulos formados por líneas geodésicas difiere de 180°. El motivo de esta designación reside en que en la superficie de un espacio euclídeo — la cual puede mirarse como un espacio bidimensional riemanniano — la suma de los ángulos interiores de los triángulos formados por líneas geodésicas sólo vale 180° cuando — lo hemos mencionado — la superficie es curva; y en que la superficie es tanto más curva, cuanto la suma de dichos ángulos se aparta de 180°. 

A los no matemáticos la designación ésa de  espacio curvo no deja de chocarles comúnmente. Están acostumbrados a emplear los términos de  curvo y  no curvo nada más que como predicados de  formas parciales dentro del espacio. Por eso cuando oyen hablar de espacio curvo, experimentan la misma sensación que si se les hablase de botellas líquidas. Y no obstante, no cuesta mucho disipar esta dificultad. Basta con tener presente a qué se refiere el matemático cuando habla de espacio curvo. Con el término curvo no quiere significarse sino la propiedad de los espacios riemannianos de contener triángulos formados por líneas geodésicas la suma de cuyos ángulos interiores difiera de 180°. 
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Vayamos sacando conclusiones. 

¿Qué es, pues, un espacio tridimensional riemanniano? 

 Un espacio riemanniano es toda multiplicidad descriptible a trozos por tres coordenadas, en la cual se dan seis funciones con cuyo auxilio se definen la longitud de lineas, la magnitud de ángulos, el volumen de cuerpos, etc. 

Y otra pregunta.  ¿Qué requisitos ha de reunir un espacio para que el matemático lo califique de curvo? 

 Un espacio riemanniano llámase curvo cuando contiene triángulos formados por líneas geodésicas la suma de cuyos ángulos interiores difiera de 180°. 

En la geometría analítica se pasa del espacio tridimensional al tetradimensional considerando en vez del conjunto de todas las ternas de números el conjunto de todas las cuaternas de los mismos. En virtud de una consideración análoga pásase del espacio riemanniano tridimensional al espacio riemanniano tetradimensional. Dícese que una multiplicidad de elementos — 

llamados puntos — es un espacio riemanniano tetradimensional, cuando cabe describirla a trozos mediante cuatro coordenadas, y a cada punto le corresponde un sistema de números que varían generalmente de punto en punto, gracias al cual toda línea es de una longitud dada, todo ángulo de una magnitud dada, etc. Y análogamente se definen espacios riemannianos de n dimensiones. 

Pero la abstracción matemática no se ha detenido en modo alguno en el concepto de espacio riemanniano. 

Después de todo las geometrías de los espacios riemannianos de tres o más dimensiones no hacen sino generalizar las relaciones métricas especiales del espacio euclídeo es-
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tudiado por la geometría analítica. En aquéllos, no menos que en éste, los puntos son caracterizados por — tres o más — números: sus coordenadas. Por eso Fréchet, dando un paso más adelante, hace abstracción de la índole especial de los puntos espaciales. Siguiéndolo a este matemático, desígnase como  espacio métrico un conjunto de elementos cualesquiera a los que se da el nombre de puntos (*

), 

siempre que — único requisito — a cada dos de ellos les corresponda un número, llamado la  distancia de los dos puntos en cuestión y que satisface a las siguientes condiciones: Cada dos puntos diferentes tienen una distancia positiva; la distancia que separa a todo punto de sí mismo es de 0; si consideramos tres puntos cualesquiera, la distancia entre dos de ellos no es nunca mayor que la suma de las distancias entre los otros dos pares de puntos (del mismo modo que en un triángulo un lado no es mayor que la suma de los otros dos). Valgan de ejemplo de espacios métricos los espacios euclídeos y no-euclídeos de cualquier número de dimensiones. 

Claro está, por otra parte, que cualquier conjunto parcial de un espacio métrico es a su vez un espacio métrico P). El haber englobado los espacios euclídeos dentro de estos espacios métricos generales se lo debemos a Menger. (10)

Pero si Menger y Urysohn han logrado dar con la solución general del viejo problema del número de las dimensiones del espacio, ha sido ante todo gracias a que (*) Que, por lo demás, no se definen, como tampoco se definen el punto, la recta y el plano en la geometría axiomática. 
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H,ausdorff les ha preparado el terreno con sus espacios métricos y otros conceptos afines. 

Veamos a qué prueba — puramente intelectual — 

somete Menger un espacio métrico cualquiera  M,  por ej., una porción cualquiera de un espacio euclídeo, a objeto de averiguar cuántas dimensiones tiene. Trata de  sacar de tal espacio un punto junto con su contorno entero.  

Para llevar a cabo la cual operación, si  M es tridimensional, por ejemplo, un cuerpo de madera, habrá que ir recortando con una sierra formas bídimensionales (superficies). Si  M es ¿^dimensional, por ejemplo, una lámina delgada de lata, habrá que ir recortando con una tijera formas monodimensionales (curvas). Si  M es monodimensional, por ej., una curva fina de alambre, habrá que ir arrancando con unas tenazas puntos  diseminados sobre la misma. Concluyamos. Si para sacar de un espacio métrico  M un punto con su contorno entero es menester cortar de él formas de (n—1) 

-dimensionales,  M será n-dimensional. De aquí se pasa fácilmente a la definición general de número de dimensiones de un espacio de Menger-Urysohn de que trató el Sr. Hahn en su conferencia. (n)

Hemos pasado en revista los espacios no-euclídeos tanto desde el punto de vista axiomático cuanto del analítico. 

Lo que más especialmente nos importaba, era dejar firmemente asentado que las geometrías de estos espacios no son otra cosa que sistemas lógicos, derivados de axiomas diferentes de los euclídeos, o bien de definiciones aritméticas que discrepan de las del espacio euclídeo. Y exactamente lo mismo se aplica, como es natural, a la geometría 
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riemanniana. En este respecto, las geometrías no-euclídeas y la vasta geometría riemanniana no son, por lo tanto, ni más ni menos que la geometría euclídea: ¿no acentuamos desde el mismo principio que ésta no pasa de ser un sistema puramente lógico? Una diferencia parece haber, con todo, en favor de la geometría euclídea: y es que con ser ésta un sistema puramente lógico, como lo es, no deja de apoyarse — lo hemos hecho notar — para formular sus axiomas y definiciones aritméticas en ciertas entidades y relaciones del mundo de la experiencia, asidero de que se ven privadas — aparentemente al menos — las demás geometrías. Es oportuno, por eso, ventilar ahora esta cuestión. ¿En qué situación se hallan las geometrías no-euclídeas y las riemannianas frente a la experiencia? 

Es cosa clara, ante todo, que en el mundo de la experiencia no hay ni puntos, ni rectas, ni planos. Si algo hay en él, son objetos observables. Si miramos por los telescopios de nuestros observatorios astronómicos, vemos retículos y rayos luminosos; si echamos una mirada en nuestros laboratorios, vemos delgadas varas, cuerpos rígidos, etc. Siendo así, ¿cómo aplicaremos al espacio de la experiencia cualquiera de nuestras geometrías? Pues haciéndoles corresponder a los puntos retículos; a las rectas, rayos de luz, etc. De esta manera los teoremas de la geometría pasan a ser afirmaciones sobre objetos perceptibles. 

Con esto no quedaría resuelta, sin embargo, nuestra cuestión. Merced al procedimiento indicado los teoremas de la geometría vienen a enunciar algo sobre objetos de la experiencia. Sí, ¿pero las de qué geometría?, visto que hay muchas. Eso es lo que se impone dilucidar: ¿cuál 
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de esas geometrías posee validez empírica. Dicho en otros términos:  Si en las proposiciones geométricas reemplazamos las palabras punto, recta, línea geodésica, etc., por otras que designan las correspondientes entidades perceptibles por vía empírica —• como ser: retículo, rayo luminoso, etc. — obtenemos un cuerpo de axiomas y teoremas corroborable por la experiencia. Pues bien, tal cuerpo de axiomas y proposiciones ¿patrimonio de cuál de las geometrías viene a ser? 

Un ejemplo para aclarar lo dicho. Nos hemos impuesto que una de las principales diferencias entre las geometrías euclídea, hiperbólica y elíptica la constituye el valor de la suma de los ángulos interiores de los triángulos. Pues bien, preguntamos: si hacemos corresponder a los vértices y lados de los triángulos, objetos sobre que razona el geómetra, objetos del mundo empírico y medimos la dicha suma, ¿cuál de las tres geometrías resulta ser la cierta? 

Consideremos, por ej., un triángulo trazado a regla sobre un papel: la suma de sus ángulos puede verificarse experimentalmente, digámoslo así, por medio de un transportador. Siempre resulta — salvo un margen de error — de 180°. Pero dijimos que también en la geometría parabólica la suma de los ángulos interiores de triángulos pequeños difiere poquísimo de 180°: sólo en los triángulos grandes diverge considerablemente esta suma de los 180°. Por eso Gauss recurrió para medir el valor que decimos a un triángulo cuyos vértices eran cumbres de montañas y cuyos lados eran rayos luminosos. La divergencia, hallada por Gauss, no superaba, sin embargo, el margen de error que implica toda observación empírica. 
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La geometría euclídea salía, pues, incólume de la prueba; en cambio, de arrojar la medición de los ángulos una cifra diferente de 180°, hubiera quedado demostrado con ello que no es esa geometría la que rige en la empiria. Claro que, así y todo, no cabía pronunciar la palabra definitiva sobre este asunto. Por grande que sea un triángulo que tenga por vértices las cumbres de tres montañas, siempre será pequeño en comparación de otro cuyos vértices sean tres estrellas fijas. 

Este problema quedó relegado a segundo plano hasta que lo convirtió en foco de sus meditaciones la teoría de la relatividad general. En efecto, esta teoría mira el espacio de la experiencia como riemanniano. Pero, según vimos, las relaciones métricas de un espacio riemanniano recién es posible establecerlas una vez que se han elegido de un modo determinado las funciones  giki cosa que puede hacerse de muchas maneras. En la teoría de la relatividad se las elige de tal suerte, que las líneas geodésicas determinadas por estas funciones coincidan con las vías de los rayos luminosos y de los puntos de masa, sujetas solamente a la gravitación. Esto se consigue definiendo las funciones  gik de modo que dependan de las masas que se encuentran en el espacio, es decir, que para un mismo punto del espacio varíen los números  gik cuando se acerca a él una masa pesada. En momentos diferentes las funciones  g^ de un mismo punto pueden, pues, ir tomando valores diferentes. A fin de comprender exactamente esta variación temporal, el espacio tridimensional y el tiempo se reunen en un espacio riemanniano tetradimensional, que recibe el nombre de espacio-tiempo- 
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mundo. Dependiendo las funciones  gik de las masas que se encuentran en las cercanías de un punto, dependerá también de ellas la trayectoria de las líneas geodésicas determinadas por dichas funciones. Y como las líneas geodésicas coinciden con los rayos luminosos, síguese de esta teoría que tampoco los rayos luminosos seguirán el mismo recorrido en las cercanías de masas pesadas que lejos de ellas. Esto se confirmó en un todo, cualitativa y cuantitativamente, por la observación. Comprobóse, en ocasión de un eclipse solar, que el rayo luminoso emitido por una estrella fija se desvía en el campo de gravitación del sol. Y la consecuencia especial que de ello deriva es que en los triángulos formados por rayos luminosos la suma de los ángulos interiores difiere generalmente de los 180°, y que, por tanto, el espacio de la experiencia es curvo. Pero no es eso todo. Dado que esa divergencia de los 180° es mayor en las cercanías de grandes masas que lejos de ellas, síguese de consecuencia que en el espacio de la experiencia rige, no sólo la geometría euclídea, sino también la hiperbólica y la elíptica. 

Después de haber contestado más arriba a la pregunta de qué entiende el matemático por espacio curvo, contestemos ahora a esta otra:  ¿Por qué califica el físico al espacio de la experiencia de curvo? Porque los retículos, los rayos luminosos, etc., de la experiencia se comportan del mismo modo que los puntos, las líneas geodésicas, etc., de un espacio riemanniano curvo, en el sentido en que entienden este último las matemáticas. 

Pero esta confirmación experimental no disipa del todo las dudas de los no matemáticos sobre la plausibilidad 
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del concepto de espacio curvo. El que los rayos luminosos se comporten como líneas geodésicas, no hay por qué interpretarlo, según ellos, en el sentido de que el espacio sea curvo. El espacio es euclídeo y lo que la experiencia puede enseñar, cuando mucho, es que los rayos luminosos no son rectos, sino curvos. Algo de cierto hay en lo que dicen: y es que efectivamente sería posible describir los fenómenos observados utilizando la geometría euclídea. Sí, pero lo malo es que, de hacer la descripción de acuerdo con esta última, los rayos luminosos en vez de moverse a lo largo de las líneas más cortas, lo harían a lo largo de curvas complicadísimas: en contraste con las sencillas y armoniosas fórmulas de la teoría de la relatividad ob-tendríase una física teórica extraordinariamente complicada. Y aun cabría invocar otra cosa en favor de la teoría de la relatividad. No hay absolutamente modo de ejemplificar en el mundo de la experiencia los conceptos que desempeñan papel primordial en la geometría euclídea, p. ej.: el de recta. En el mundo de la experiencia físico-astronómica no se dan entidades que se hallen entre sí en las relaciones en que se hallan los puntos, rectas y planos de la geometría euclídea. La teoría de la relatividad, en cambio — y en esto estriba justamente uno de los pensamientos cardinales que le sirven de pauta — al ir describiendo las relaciones que se observan entre los objetos de la experiencia, no deja de acoger algunos de los principales de entre estos últimos en el seno de la geometría puesta como base de la física. 

Otra de las afirmaciones de la teoría de la relatividad que da lugar a no pocas falsas interpretaciones, es la de 
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que nuestro espacio es  cerrado,  es decir,  ilimitado y finito. 

Empecemos por ponernos en claro el concepto de lo cerrado (fruto de la rama más reciente de la geometría: la topología ([12]) para superficies. Una superficie esférica, p. ej., podemos cortarla de tal modo — siguiendo la línea de los meridianos y paralelos — en un número finito de trozos, que en cada uno de los bordes de los trozos se toquen exactamente dos de ellos. Toda superficie que, como la esférica, permita una descomposición en un número finito de trozos de tal modo, que cada borde pertenezca a dos trozos exactamente, recibe el nombre de superficie cerrada. Como cada uno de los bordes de cualquier trozo pertenece a exactamente dos trozos, no aparece, por consiguiente, en las superficies cerradas borde libre — ningún límite —; por eso reciben también las tales el nombre de finitas. Un disco circular no es una superficie cerrada, pues descomponiéndolo en un número finito de trozos, aparecen siempre bordes que pertenecen a  un solo trozo, a saber: los bordes contenidos en la circunferencia que limita el disco. Tampoco es una superficie cerrada el plano. Verdad que cabe descomponerlo de tal manera, que cada uno de los bordes de los trozos resultantes de la descomposición pertenezca a exactamente dos trozos — que no aparezca, por tanto, ningún borde libre (ningún límite) —: pero el número de trozos habrá de ser infinito; número infinito que va implicado en la infinitud propia del plano. Por analogía llámase  cerrado un espacio tridimensional, cuando cabe descomponerlo de tal manera en un número finito de 
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trozos espaciales que en cada una de las caras que limitan dichos trozos se toquen exactamente dos de ellos. 

Ahora bien, la teoría de la relatividad admite que el espacio (astronómico) de la experiencia es cerrado. Y 

como quiera que cada uno de los trozos espaciales de que consta aquél tiene un diámetro finito (queremos decir que para cada trozo espacial hay un número preciso, si bien naturalmente grandísimo, que no es superado en ningún caso por la distancia entre dos puntos cualesquiera de dicho trozo), síguese que también el espacio todo es finito, esto es, tiene un diámetro finito. Por lo tanto, es imposible alejarse de un punto tanto como se quiera. Otra consecuencia, es que sólo existe un número finito de estrellas y que la masa existente en el mundo es finita. 

Si — de acuerdo con esta concepción — el espacio es finito, habrá de terminar por ello en alguna parte, se habrá de llegar alguna vez en él a un borde y a un fin. 

Así arguyen frecuentemente los no matemáticos. Conclusión errónea la de ellos. ¿No acabamos de ver que las definiciones de superficie cerrada y espacio cerrado implican justamente lo contrario: la carencia absoluta — 

tanto en las unas como en los otros — de bordes en el verdadero sentido de la palabra, o dicho en fórmula más breve, la ilimitación espacial? Eso desde el punto de vista puramente conceptual. Pero aun sin atender a definiciones de conceptos, también la intuición nos ofrece, en la superficie esférica, un ejemplo de una forma que, no obstante poseer un diámetro finito, carece de todo borde. 

Volvamos a los seres superficiales considerados al comienzo, y supongamos que habiten, no el espacio euclí- 
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deo, sino la superficie esférica. Su mundo será, pues, finito; a pesar de esto, y muévanse en la dirección que les plazca, no arribarán nunca a sus linderos. Supongamos, además, que en este mundo los rayos luminosos se propaguen desde su fuente a lo largo de las líneas más cortas existentes en su espacio: los arcos de círculo máximo. 

Supongamos, también, que los seres superficiales sean muy pequeños en comparación con la totalidad de la esfera. En un principio — mientras sus exploraciones sobre la esfera permanezcan circunscritas a un ámbito reducido 

— nuestros seres superficiales serán de parecer que en su mundo rige la geometría euclídea bidimensional. 

Parecer harto razonable, ya que, estudiados dentro de los límites antedichos, los rayos luminosos y retículos se comportan como rectas y puntos de la geometría euclídea. 

Y lo que especialmente es de notar, es que para tales seres superficiales la suma de los ángulos interiores de los triángulos no se apartará sensiblemente de los 18O9. Pero no bien empiecen a dominar porciones más amplias de su mundo esférico, no tardarán en percatarse de la curvatura de su espacio, o lo que viene a ser lo mismo, que en los triángulos más grandes que los que están habituados a considerar la suma de los ángulos pasa de los 180°. 

Mas no terminarían sin embargo aquí los justos motivos de su asombro. Algo más notable aún se les depararía. ¡Y 

es que un buen día — cuando hubiesen aumentado hasta tal punto el alcance de sus telescopios, que con ellos se pudiese abarcar su mundo todo — se verían a sí mismos, por detrás, en el fondo de aquéllos, en medio del mundo de su experiencia! Y se explica, porque los rayos luminosos des
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criben en su mundo, arcos de círculo máximo y, por tanto, prolongados suficientemente estos últimos, líneas cerradas. 

Cabría pensar entonces que algún día nos sucederá otro tanto a nosotros hombres. Como nuestro espacio es cerrado, esto es, como en él los rayos luminosos se comportan igual que las líneas geodésicas de un espacio riemanniano cerrado, bien pueden, en circunstancias dadas, retornar sobre sí mismos. Quiere decir que si enfocáramos con nuestros telescopios el cénit, veríamos — en la inteligencia, claro está, que aquéllos tuviesen el suficiente alcance — detrás de todas las estrellas los rayos luminosos provenientes de los lugares habitados por nuestros antípodas, esto es, la mitad de atrás de nuestro mundo. Verdad que la percibiríamos, no tal cual es ahora, sino como era en un pasado remotísimo: hace 150.000 millones de años, para ser exactos. En efecto, el diámetro de nuestro universo es, según se calcula, de 150.000 millones de años, luz por parte baja: los rayos luminosos que llegasen a nosotros de la mitad de atrás de la tierra deberían, pues, haber sido emitidos hace ese mismo número de años. 

Pero puede ocurrir algo mucho más peregrino todavía. 

Vamos a consignarlo como remate de estas reflexiones sobre el espacio. 

Consideremos en vez de la superficie esférica una cinta de Móebius. Origínase ésta dándole una vuelta a una tira rectangular de papel y pegando luego sus puntas, de modo, pues, que los dos extremos de cada una de las diagonales coincidan. Figurémonos ahora esta superficie habi
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tada por seres bidimensionales, que, lo mismo que nosotros, no sepan servirse sino de la mano derecha, y que tengan el corazón del lado izquierdo. Si los tales seres son muy pequeños en comparación con la cinta, opinarán desde luego que en su espacio rige la geometría euclídea bilidimensional. En cuanto a la suma de los ángulos interiores de los triángulos, la estimarán de 18O9: sólo si miden la de triángulos mayores, advertirán alguna divergencia con respecto de dicho valor. Imaginemos ahora que uno de los seres que decimos logre recorrerse su universo — la cinta susomentada — de una punta a la otra. 

Al volver no será poca la sorpresa que cause en sus congéneres, que no se han movido del lugar, debido a la extraña transformación por él sufrida. ¡Cómo que volverá zurdo y con el corazón del lado derecho! Y lo bueno del caso es que él no se cansará de protestar que de camino no se ha modificado en lo más mínimo anatómicamente, y que, por el. contrario, — conforme se lo muestra su observación — los zurdos y los que tienen el corazón del derecho son ellos, sus paisanos, que se han quedado en casa. Y entonces, al oírle aseverar tal cosa probablemente experimentarán ellos a más del sentimiento de sorpresa que antes dijimos, otro de 
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muy diversa índole: la sospecha de habérselas con un loco. 

Pues un fenómeno en cierta manera análogo al descrip-to no deja de observarse en este bajo mundo. Eso sí, no concerniente al espacio, sino al tiempo. Y consiste en que si un viajero que recorra el globo no tiene la precaución, al llegar a determinado punto de éste, de atrasar o adelantar — según sea la dirección que lleve — en un día la fecha de su calendario, la que este último señale cuando vuelva a su lugar distará de coincidir con la del calendario de los que se quedan en aquél. Claro que para que pueda efectuar tal cambio de fecha debe conocer el punto preciso donde efectuarlo. A fin de posibilitarle este conocimiento hemos trazado en el Océano Pacífico una línea divisoria: cuando la cruce de Este a Oeste ha de arrancar dos hojas en vez de una de su calendario; en cambio, cuando la cruce de Oeste a Este, ha de dejar pasar un día sin arrancar una hoja del mismo. Una línea divisoria por el estilo deberían trazarla en su mundo los imaginarios habitantes de la cinta de Móebius, cuando los viajes por aquél llegasen a ser para ellos cosa ordinaria y corriente, como nosotros la hemos trazado en nuestro globo cuando éste se hubo abierto al tráfico regular. Una línea bien clara, pasada la cual lo que antes era derecho se llamase izquierdo, y viceversa. 

La propiedad de la cinta de Móebius por la cual las figuras de ella merced a un movimiento dentro de la cinta se transforman en otro que viene a ser como su imagen en un espejo, llámase su  no-orientabilidad. Y se dan también espacios tridimensionales cerrados,  no-orientables. 
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Cabe asimismo pensar que tampoco el espacio de nuestra experiencia sea orientable; que, por lo tanto, recorriendo en él distancias suficientemente grandes pueda uno retornar con un aspecto que sea como la imagen en un espejo del que tenía al partir y con el corazón — a juicio de los que se quedan en casa — del lado derecho. 
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Por CARLOS MENGER

En las conferencias anteriores de este ciclo se trató del papel que desempeñan la  experiencia y la intuición en la crisis y reconstrucción de las ciencias exactas de nuestro tiempo. En la del Sr. Mark se analizó cómo en virtud de nuevos experimentos iba siendo cada vez más hondamente sacudido el edificio teórico de la física clásica. En la del Sr. Thirring han oído Vds. cómo estos datos experimentales — en que palpitaba un fermento de crisis — 

condujeron a la reconstrucción del sistema conceptual de la física. En la del Sr. Hahn se mostró cómo las matemáticas atraviesan por una crisis en lo que respecta al valor de la intuición, atendido que frente a ciertas formas complicadas del espacio euclídeo la llamada intuición geométrica resulta poco de fiar, razón que ha hecho necesario que se reconstruyera la geometría euclídea imprimiéndole una orientación lógica. Cómo, finalmente, ya hace cien años, a la vera de la geometría euclídea nacieron otras geometrías — las llamadas no-euclídeas — que no querían ser otra cosa que construcciones puramente lógicas, y cómo recientemente han resultado aplicables en la física, se explicó en la conferencia del Sr. Nóbelling. 
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La presente conferencia, con la que clausuramos el ciclo, versa sobre la crisis y reconstrucción de la  lógica misma y de sus consiguientes repercusiones en la aritmética. 

El enunciado de tal tema ha de haber sorprendido a la mayoría de Vds. Que se hable de crisis donde intervienen la experiencia y la intuición, vaya y pase. ¡Pero en la lógica! Aun el que no se halle al corriente de los pormenores de la física y de la geometría puede figurarse que nuevos descubrimientos empíricos son capaces de dar en tierra con las antiguas teorías, incluso las más respetables; y que la intuición debe volver sobre sus pasos cada vez que, por haberse precipitado temerariamente en sus juicios haya arribado a falsas posiciones. Pero la lógica pasa por algo inalterable e inconmovible. Por eso, el que quepa también en sus dominios hablar de crisis y reconstrucción, es una cosa que no sólo le suena a novedad por él ignorada, al que no está completamente iniciado, sino que apenas puede concebirla. 

Y — confesémoslo — tiene sobrada razón en su extrañeza. Si hay una ciencia conservadora, es la lógica. 

Por espacio de dos mil años ha sido la más conservadora de todas las ciencias. ¿Cómo es posible entonces, en ella, la renovación? Eso es lo que vamos a ver. 

Por padre de la lógica es tenido Aristóteles. Su punto de partida es que todo juicio consiste en afirmar un predicado de un sujeto. Los juicios se dividen por una parte, en afirmativos y negativos; por otra, en universales y particulares. “Todos los gatos son mamíferos”, es un juicio universal afirmativo. “Algunos mamíferos son 
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gatos”, es un juicio particular afirmativo. “Algunos mamíferos no son gatos”, es un juicio particular negativo. 

“Ningún gato es un pez”, es un juicio universal negativo. 

Los juicios así definidos sirven de base a la deducción, al silogismo en la terminología de Aristóteles. Todo silogismo consiste en derivar de dos juicios de esta forma un tercero. Por ej., de que todos los gatos son mamíferos y de que todos los mamíferos son vertebrados, síguese que todos los gatos son vertebrados. De que todos los gatos son mamíferos y de que ningún mamífero es un pez, síguese que ningún gato es un pez. En tres figuras, que comprenden 14 subtipos, resumió Aristóteles todos los tipos de silogismo posibles a su juicio. En la Edad Media se ampliaron estos tipos hasta abarcar 4 figuras con 19 

subtipos, que se designaron con los nombres de Barbara, Celarent, etc. (*

)

También los tres principios que más tarde se designaron como los principios fundamentales de la lógica: el de identidad, el de contradicción y el del tercero excluso, ya fueron formulados por Aristóteles, eso sí — cosa digna de nota —, no en sus escritos de lógica, sino en su metafísica. El núcleo de su lógica lo constituía el trinomio sujeto-predicado-juicio, de que hicimos mención. Y no otra cosa fué, en lo esencial, lo que durante dos mil años después de Aristóteles se ha venido considerando como lógica pura. 

(*) Cuando del hecho de que a todos los M, o, respectivamente, a ningún M le compete un predicado P, y a todos los S les compete el predicado P, se concluye que a todos los S, o, respectivamente, a ningún S le compete el predicado P, se habla de un silogismo según el modo Barbara o, respectivamente, Celarent. 
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En la católica edad media, es verdad, l,os sabios escolásticos emprendieron variadas y profundas investigaciones lógicas; pero en la edad moderna, especialmente eñ el período del iluminismo, fue generalizándose la costumbre de tachar sus trabajos de sofismas, y sin preocuparse de estudiarlos — antes dándolos al olvido — se los fué reemplazando por otros, que les iban en zaga en profundidad. Por ello la lógica de los escolásticos no prolongó su influencia a la época posterior. No menos careció de ella, al menos inmediata, el esbozo de lógica de Leibnitz, con el cual éste se adelantaba tanto a su tiempo. 

Leibnitz veía bien claro que no basta tratar en la lógica de las diversas maneras cómo puedan hallarse el uno con respecto al otro el sujeto y el predicado de un juicio. 

A ello había de agregarse como complemento una lógica de las relaciones. Además, trató más sistemáticamente los principios lógicos y sus conexiones mutuas, y bosquejó un proyecto de  lingua characteristica,  merced a la cual todas las proposiciones científicas son expresables en forma precisa, y el de un  calculus ratiocinator,  el cual había de contener y tratar por el cálculo todos los tipos de silogismo. 

Pero que también las ideas de Leibnitz, igualmente que los trabajos de los escolásticos permanecieron sin eco, resalta con particular evidencia en las famosas palabras que Kant dice sobre la lógica en la introducción a la segunda edición de la  Crítica de la razón pura: “Que la lógica ha marchado por este seguro camino desde los tiempos más antiguos, échase de ver en el hecho de que desde Aristóteles no haya debido dar ningún paso atrás... Es digno 
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de nota además en ella, que hasta ahora tampoco haya podido dar algún paso hacia adelante, y que, por consiguiente, por cualquier aspecto que se la mire, parece ser cerrada y perfecta”. Y en la  Lógica de Kant se lee: “La lógica actual proviene de la  Analítica -de Aristóteles. . . 

Por lo demás, la lógica no ha ganado mucho en contenido desde los tiempos de Aristóteles, ni tampoco puede hacerlo, dada su índole. . . Pues Aristóteles no ha omitido ningún elemento del entendimiento”. 

La chispa que desencadenó la crisis en esta antigua lógica brotó de las matemáticas. La construcción por vía puramente lógica de la geometría primero, y más tarde también la de la aritmética, no sólo condujo a que se revisaran todos los presupuestos matemáticos empleados, sino también a que se procurara obtener claridad sobre todos los  principios de la deducción que se aplican al derivar los teoremas matemáticos de los axiomas. Y cuando se la hubo sometido a tal examen se puso de manifiesto que la lógica clásica no satisface a Jas exigencias de las matemáticas modernas en punto a exactitud ni a perfección. 

Por este motivo fueron preponderantemente matemáticos los que emprendieron y llevaron a cabo la reconstrucción necesaria de la lógica. Esta reconstrucción se designa con el nombre de  logística.  Voy a ofrecerles a Vds. un sucinto esbozo de las principales etapas por ella atravesadas. Quisiera, sin embargo, prevenirles desde ahora que en la actualidad esta logística, por muchísimo que rebase de la lógica aristotélica, no deja, con todo, de poder incluirse ya dentro del cuerpo de la lógica clásica. Los verdaderos 
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problemas de la nueva lógica recién los verán Vds. asomarse allí donde la logística toca a su término. 

El primer paso hacia esta reconstrucción fué el desarrollo del llamado  cálculo de clases — llamado también álgebra de la lógica — por obra principalmente de Boole, Pierce y Schróder, en la segunda mitad del siglo pasado (x). La lógica aristotélica se ocupa más que de nada, según vimos, de la cuestión de: conocidas las relaciones en que dos clases (esto es, totalidades; por ej. la clase de todos los gatos y de todos los animales vertebrados) se hallan con una tercera (por ej., la clase de todos los mamíferos), ¿qué podemos afirmar sobre las relaciones de las dos clases entre sí? El cálculo de clases, en cambio, presenta una teoría sistemática de las relaciones entre un número de clases cualquiera. Y mientras en Aristóteles lo único que se investiga acerca de dos clases es si la una está o no contenida total o parcialmente en la otra (esto es, si todos o varios elementos de la una son o no elementos de la otra), en el cálculo de clases se investigan, junto a estas llamadas relaciones de subsumpción, también muchas otras relaciones entre clases y se ejecutan muchas otras operaciones con clases. Por ej., se trata en él sistemáticamente de la clase de reunión e intersección de dos clases A y B (es decir, la clase de todos los elementos que están contenidos en A o en B, o, respectivamente, de los que están contenidos tanto en A como en B). Contrariamente a Aristóteles, que no la toma en cuenta, se estudia asimismo en el cálculo de clases la clase  vacía,  esto es, la que no contiene elemento alguno. Por ej., la intersección de la clase de todos los gatos y la de todos los peces es una 
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clase  vacia.  Se comprende que las relaciones entre todas estas clases son variadísimas. Pues el cálculo de clases las trata sistemáticamente una por una, partiendo de unas pocas proposiciones. Entre sus proposiciones hay 19 que corresponden a los tipos de silogismo aristotélico-escolásticos. (2) Pero en el cálculo de clases estas 19 proposiciones no son las únicas. Distan mucho incluso de ocupar en él un lugar de preeminencia. No figuran entre las proposiciones que le sirven de punto de partida, por la sencillísima razón de que cabe fundar todo el cálculo de clases en mucho menos de 19 proposiciones; de modo que las 19 proposiciones aristotélicas no son  necesarias para la fundamentaron del cálculo de clases. Péro aun en el supuesto de que se quisiera admitir un número tan superfluo de proposiciones fundamentales, en especial las 19 

de Aristóteles serían  absolutamente insuficientes para deducir de ellas todo el cálculo de clases. El cálculo de clases constituye, pues, en cierta manera un progreso sobre la vieja lógica de la subsumpción. 

El segundo paso en la reconstrucción de la lógica traspone la esfera del cálculo de clases. ¿Qué es este último, al cabo? Una teoría deducida de pocas proposiciones fundamentales que tiene por objeto las relaciones entre clases; no de otro modo como la geometría euclídea es deducible de pocas proposiciones fundamentales — los axiomas---- , que versan sobre las relaciones entre puntos, rectas y planos (3). Quiere decir entonces que el cálculo de clases no es más que una teoría matemática especial. Lo que es abrazar la lógica toda, se halla lejísimo de hacerlo. La 
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lógica no se agota de ningún modo en amplias consideraciones relativamente a las clases. Cuando, por ej., de ciertas proposiciones — de los axiomas de alguna teoría, pongamos por caso — derivamos otras proposiciones, efectuamos una operación que se designa con el nombre deducción lógica. 

De reducirse la lógica al cálculo de clases, tal operación no tendría cabida en ella. Pero de hecho sí que la tiene. La deducción, en efecto, tiene por fin establecer relaciones entre proposiciones, y no entre clases, ¿y a quién, si no a la lógica, se acude en demanda de reglas para la deducción (para la transformación y combinación de proposiciones para obtener otras nuevas) ? Por este solo ejemplo se advierte que la lógica rebasa del cálculo de clases. Por eso, según lo hicimos notar al comienzo del párrafo, el segundo paso en el desarrollo de la logística consistió en dejar atrás tal cálculo. Se lo sustituyó por el cálculo de proposiciones, elaborado sobre todo por Pierce y Schróder. 

El  cálculo de proposiciones enseña de qué modo pueden ' 

ser ligadas las proposiciones por palabras como:  y, o, no, u otras partículas análogas, para que den por fruto proposiciones compuestas verdaderas. (4) Sobre manera importante entre las múltiples maneras como cabe ligar dos proposiciones, es la  implicación.  Si  p y  q son dos proposiciones y si  q o  no~p (esto es, la negación de  p) es verdadera, exprésase esto brevemente en la logística diciendo que  p implica a q.  Si q es verdadera, con seguridad es verdadera la proposición  “q o  no-p",  sea  p verdadera o falsa. Por tanto, una proposición  q verda
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dera está implicada en cualquiera de las dos proposiciones p.  Si  p es falsa,  no~p es verdadera y la proposición 

 “q o  no-p”  es con seguridad verdadera, sea  q verdadera o falsa. Por tanto, una proposición  p falsa implica cualquiera de las dos proposiciones  q.  De ello se sigue, por ej., que la proposición  “no~p implica a  p”  es verdadera, si  p es verdadera; y es falsa, si  p es falsa; que, en consecuencia, si  p es verdadera, también  “no~p no implica a  p"  

es verdadera. 

Entre las proposiciones compuestas por varias proposiciones ligadas por partículas lógicas son de particular importancia las que son verdaderas en cualquier caso, independientemente de si las proposiciones que las constituyen son verdaderas o falsas. Por ej., la proposición 

“llueve o no llueve” es verdadera independientemente de si la proposición “llueve”, contenida en ella como elemento, es verdadera o falsa. Las proposiciones de este estilo, siempre verdaderas, se designan, a propuesta de Wittgenstein, como  tautologías.  Uno de los objetos de que se ocupa el cálculo de proposiciones es el de sentar tales tautologías. 

Ahora bien, como lo ha mostrado Frege, también esta parte del cálculo de proposiciones cabe derivarla de algunas proposiciones fundamentales simples, queremos decir, todas las tautologías de unas pocas tautologías simples. Tal vez al oír esto pensarán Vds. que el cálculo de proposiciones es la teoría de las transformaciones por las que cabe hacer pasar estas últimas mediante el empleo de los tres principios aristotélicos; el de identidad, el de contradicción y el del tercero excluso. Sin embargo, no es
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así. Antes bien, los tres principios aristotélicos desempe

ñan en el cálculo de proposiciones análogo papel al de los 19 modos aristotélicos de silogismo en el cálculo de clases. 

Los principios de identidad, contradicción y del tercero excluso figuran a no dudarlo entre los principios del cálculo de proposiciones, pero no sólo no son las únicas, sino que ni remotamente ocupan en él un puesto relevante. Y lo que especialmente es de notar, es que esos principios no aparecen entre las proposiciones que se eligen para servir de punto de partida de dicho cálculo: para su fundamentación no son, pues,  necesarias.  Tampoco son, por sí,  suficientes.  El cálculo de proposiciones entraña, decididamente, cierto progreso sobre la antigua lógica. 

He dicho que cabe  derivar todo el cálculo de proposiciones de algunos principios fundamentales simples. Lo malo es que, por otra parte, los principios de dicho cálculo han de versar justamente sobre la  derivación lógica. Esto quizá les haga sospechar a Vds. que al pretender fundamentar el cálculo de proposiciones se cae en un círculo vicioso. Este peligro lo ha evitado, sin embargo, Frege. 

Gustoso intercalo un par de observaciones para aquellos de entre Vds. que deseen se les informe más circunstanciadamente sobre el asunto. Queda entendido, empero, que su conocimiento no es necesario para comprender el resto de esta conferencia. 

Los principios fundamentales del cálculo de proposiciones son simplemente algunas fórmulas enunciativas: algunas tautologías. Para tal objeto pueden elegirse, en el sentir de Lukasiewicz, las tres siguientes: p implica la proposición:  "no-p implica a q”. 
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La proposición  “no-p implica a  p”  implica a  p. 

La proposición  “p implica a  q”  implica la proposición siguiente: La proposición  “q implica a  r”  implica la proposición  “p implica a r”. 

De estas tres fórmulas expresa la primera el hecho susomentado de que una proposición falsa implica cualquiera de las dos proposiciones; la segunda corresponde al hecho ya señalado de que, si la proposición  “no-p implica a  p”  es verdadera, también la proposición  p es verdadera; la tercera expresa el sorites siguiente: Si de  p se sigue la proposición  q y de  q se sigue la proposición r de p se sigue la proposición r. 

Pues bien; el cálculo de proposiciones es la totalidad de las fórmulas enunciativas que se pueden obtener de las tres de arriba mediante el empleo de las reglas engendradoras de fórmulas. Y tales reglas consisten simplemente en que, en primer lugar: en las fórmulas enunciativas, o en las obtenidas de ellas, se sustituyen los símbolos  p, q,  r... por otros símbolos, eventualmente compuestos; en segundo lugar: si la proposición  p y la proposición  “p implica a  q”  son dos fórmulas del cálculo de proposiciones, se incluye también a  q entre las fórmalas de dicho cálculo. Por ej., de la primera fórmula fundamental sale, sustituyendo  p por la proposición  “r implica a  s”,  la siguiente fórmula que se debe incluir en el cálculo de proposiciones de acuerdo con la primera de las reglas engendradoras de fórmulas: La proposición “no-(r implica a s) ” implica a  q. 

Como ven Vds. entonces el cálculo y la deducción que lo va desarrollando sistemáticamente son mantenidos ne
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tamente separados el uno del otro. El cálculo se expresa por el desarrollo que se va efectuando por dos reglas engendradoras de fórmulas. Ven Vds., además, que tanto las fórmulas fundamentales como las dos reglas engendradoras de fórmulas están determinadas con rigor. Estas reglas son considerablemente más sencillas que las corrientes de la lógica. 

Después de esta digresión sobre los pormenores del nuevo desenvolvimiento de la lógica volvamos a sus líneas directoras. Ante todo debemos comprobar que la mayoría de las proposiciones corrientes, especialmente en las matemáticas, fuera de las palabras  y, o, no, implica,  contienen otras partículas lógicas, principalmente las palabras:  todos-as y vanos-as o  hay.  Las reglas exactas para el manejo de las proposiciones, que contienen también los llamados  cuantificadores lógicos, las suministra un tercer capítulo de la nueva lógica, el cual desde Peirce y Frege aparece junto al cálculo de clases y al de proposiciones y se designa con el nombre de  cálculo de funciones.  La razón histórica de esta designación es la siguiente. 

Al lado de las proposiciones en parte verdaderas, como: 

“este pizarrón es negro”, en parte falsas como: “este pizarrón es rojo”, se dan combinaciones de palabras, como “x es negro”, que no son proposiciones, y que recién llegan a serlo, cuando en vez de x — lo que se llama el lugar vacante de ellas — se pone el nombre de un individuo determinado de cierta esfera, o bien cuando a la x se antepone un  cuantificador.  Tales combinaciones de palabras se designan como  funciones proposicionales.  V. gr., la función 
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proposicional “x es negra” pasa a ser una proposición verdadera, si en vez de  x pongo “este pizarrón”; pasa a ser una proposición falsa, si en vez de  x pongo “esta tiza”; pasa a ser una proposición universal falsa, en el caso de que yo elija como campo de variabilidad de la  x todos los objetos que se encuentran en esta sala, y anteponga a la  x el cuantificador “todos”, pues entonces se origina la proposición falsa “todos los objetos de esta sala son negros”; pasa a ser, finalmente, una proposición existencial verdadera, si antepongo a  x el cuantificador “varios”, pues la proposición “varios objetos de esta sala son negros” 

es verdadera. 

Son objeto de la ciencia, en última instancia, las proposiciones; las individuales, las universales y las existenciales. Como reglas de las operaciones lógicas con estos dos últimos tipos de proposiciones han sido derivadas de una teoría de las funciones proposicionales, la teoría de las operaciones con proposiciones universales y existenciales recibe el nombre de cálculo de funciones. 

Pero el cálculo de clases y el de funciones, así como las partes del cálculo de funciones consideradas hasta aquí, con ser artificiosísimos, no alteran substancialmente la lógica antigua. Lo único que se puede admitir es que la precisan y aguzan. En cambio, el cuarto paso dado por la nueva lógica, de que vamos a tratar

*

a continuación, 

sí que entraña una  ampliación sustancial de aquélla. 

El impulso para este cuarto paso partió asimismo de las matemáticas. Las proposiciones que forman el objeto de las matemáticas — que Peano fué el primero en expresar mediante un conjunto de símbolos rigurosos — sólo en 
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pequeñísima parte son proposiciones sobre la pertenencia de ciertos individuos a ciertas clases o sobre relaciones entre clases o proposiciones, consistentes en proposiciones ligadas por las palabras “y”, “o”, “implica”, “todos”, 

“varios”. La mayoría de los juicios matemáticos trata más bien — según lo advirtiera ya Leibnitz —, de  relaciones.  Cuando digo “3 es menor que 5”, enuncio una relación entre dos números; cuando digo “el centro de cualquier segmento de recta está entre los puntos extremos del mismo”, enuncio una proposición general sobre una relación entre ternas de puntos de la recta. 

Por tanto, si se quiere que un sistema lógico le sea útil al matemático, ha de versar también — y muy principalmente — sobre relaciones. Así como a todo  predicado le corresponde una  clase: la de todas las entidades a las cuales compete el predicado en cuestión — por ej., al predicado 

“negro” le corresponde la clase de todas las cosas negras 

—, así a toda relación entre dos cosas, o, como se dice en vez de esto, a toda  relación de dos cifras le corresponde una clase de pares de cosas: la clase de todos los pares de cosas en las cuales el primer elemento del par se halle con el segundo en la relación en cuestión. Por ej., a la relación “más pequeño-a, que” le corresponde la clase de todos los pares de números cuyo primer número es menor que el segundo. 

La ampliación de la lógica a que nos referíamos consiste, pues, en dar lugar al lado de las proposiciones en que se afirma un predicado de un sujeto a otras cuyo objeto son relaciones. En conformidad con ésto, cabe también caracterizar esta ampliación diciendo, que gracias a 
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ella se investigan en la lógica, a más de las clases de individuos, también  clases de pares de individuos, clases ternas de individuos,  etc. También esta doctrina parte de unas pocas fórmulas fundamentales, derivando de ellas, con ayuda de unas pocas reglas engendradoras de fórmulas, exactamente determinadas y simples, todo un sistema de fórmulas. 

No obstante lo extraordinariamente grande de esta ampliación sustancial de la lógica, no basta para expresar todas las conclusiones que se sacan en las matemáticas modernas. Para seguir en sus desarrollos a las matemáticas novísimas, sobre todo en la teoría de los números reales y en la de los conjuntos, habría que crear otro cálculo de funciones ampliando el ya existente; el cual nuevo cálculo se ocuparía también de  clases de clases cualesquiera de individuos,  de  clases de clases de clases,  etc. 

Y esta nueva y por todo extremo importante ampliación de la lógica no sólo es necesaria para poder seguir los desarrollos de las matemáticas modernas, sino que — 

como vamos a mostrarlo con un somero esbozo —, es al mismo tiempo suficiente para fundamentar la matemática toda. (5) Estando en posesión de dicho cálculo de funciones ampliado, es dable definir ante todo cuándo dos clases  A y  B 

se llaman  equinumerales o equipotentes. Reciben tal nombre — a partir de Jorge Cantor — dos clases, cuando cabe irlas copiando unívocamente la una sobre la otra, esto es, cuando a cada elemento de la clase  A se le puede hacer corresponder de tal modo un elemento de la clase
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 B} que en esta operación a cada elemento de  B le corresponda un elemento de  A y uno sólo. 

Un ejemplo. Son equipotentes las clases de cruces y puntos de la figura adjunta, puesto que la clase de las cruces puede copiarse sobre l(a de los puntos, haciéndole corresponder, v. gr., a cada cruz el punto que se halla verticalmente debajo de él. No son equipotentes, en cambio, la clase de los puntos y las de los asteriscos, pues hágase corresponder como se quiera a cada uno de los puntos un asterisco, siempre quedará un asterisco al que se le habrá hecho corresponder más de un punto. 

+ + 4- + +

• 

• 

• • 

•

* *

Por lo demás, de hecho los niños y los pueblos primitivos cuentan las clases compuestas de pocos números haciéndoles corresponder unívocamente — sea por contacto o de pensamiento — los dedos de sus manos. No a otra razón obedece el valor particular asumido por el número 10 en nuestro sistema numeral. 

No se crea, empero, que este concepto de la  equinumeralidad presuponga el del número o una operación de contar. Yo puedo, por ej., sin contar cuántos oyentes o asientos se encuentran en esta sala, comprobar que hay tantos oyentes como asientos; que cada asiento está ocupado por un oyente, y que cada oyente tiene un asiento: con lo cual se establece la correspondencia unívoca requerida para la equinumeralidad. Antes por el contrario, es sobre este concepto de la  equinumeralidad sobre el que 
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se apoya el de número. Un número se define, en efecto, como la clase de todas las clases que son equipotentes con una clase determinada. Por ej., el 5 se define como la clase de todas las clases que — tales las de las cruces y puntos de la figura — son equipotentes con la clase de todos los dedos de una mano. Y Cantor ha descubierto 

— descubrimiento que es preciso contar entre los capitales de la teoría de los conjuntos — que también cabe reunir en una clase todos los conjuntos equipotentes con un conjunto infinito  M,  esto es, que contiene infinitos elementos, la cual se llama el número o la potencia de  M, obteniéndose de este modo  diferentes números infinitos, ya que no todo conjunto infinito es, como pudiera pensarse, equipotente con todo otro conjunto infinito. 

Los números finitos o  naturales — 1, 2, 3 . . . — se definen haciendo uso nada más que de conceptos lógicos, principalmente del llamado  principio de la inducción completa.  Esta dice que si una proposición, verdadera para el número  1,  en caso de ser verdadera para cualquier número  n,  lo es también para el siguiente  n-\-l>  será verdadera para cualquier número. Una proposición demostrable con ayuda del principio de inducción completa y válida para todos los números naturales es, por ej., la que afirma que todo número natural puede representarse inequívocamente en forma de producto de números primos. En general, el principio de la inducción completa resulta uno de los medios demostrativos más importantes de la aritmética. 

En el campo de los números naturales la suma y la multiplicación se puede proseguir indefinidamente, no así 
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la resta y división. A cada dos números naturales  a y  b les corresponde un número natural  a-\-b que viene a ser su suma, y un número natural  ab que viene a ser su producto; mientras que sólo se dan números naturales  a—b y  a-^-b en el caso de que  b sea menor que a  0 respectivamente, divisor de  a.  A objeto de que también la resta y la división quepa efectuarlas para cualquier par de números, se definen como partes de números naturales el 0, los  números negativos: — 1, —2, —3 . . ., así como los números racionales (los quebrados). Por ej., —3 se define por los pares de números naturales  a, b y se simboliza con:  a—b,  siendo  a-j-5 —b; y se define por los pares de números enteros  a, b y se simboliza con  a,  siendo  2b 

 =3a.  Aunque entre dos quebrados cualesquiera  y ~ 

puede intercalarse siempre, en orden de magnitud, un tercer quebrado, por ej., ^~~cd., quedan vacíos entre los quebrados, cosa que nace de que en el campo de los quebrados cabe proseguir indefinidamente la suma, la resta, la multiplicación y la división (salvo la división por 0), no así, otras operaciones, por ej., la extracción de raíces. 

Es fácil de demostrar, v. gr., que no hay ningún quebrado  2L cuyo cuadrado sea igual a 2, cosa que se expresa también diciendo que no es un número racional. Esto no obstante, hay quebrados cuyo cuadrado es menor en tan poco como se quiera de 2, y quebrados cuyo cuadrado es mayor en tan poco como se quiera de 2. 

Entre estas dos clases de quebrados — la  clase inferior, compuesta de todos los quebrados cuyo cuadrado es menor que 2, y la  clase superior,  compuesta por todos los 

[image: Image 236]

LA NUEVA LÓGICA

201

quebrados cuyo cuadrado es mayor que 2 — hay en la clase de todos los quebrados un vacío, ya que no existe absolutamente ningún quebrado cuyo cuadrado sea 2. 

Para llenar estos vacíos, a la vez que para hacer factibles muchas otras operaciones fuera de las citadas (extracción de raíces, solución de todas las ecuaciones no lineales y otras), se introducen los  números irracionales, los cuales llenan precisamente los vacíos en la clase de los quebrados, es decir, que con ellos esta última queda dividida en cierto modo en dos clases parciales. Una vez que se han introducido todos los números racionales e irracionales o, como suele decirse, todos los números  reales, puede definirse finalmente en forma puramente lógica el concepto, básico para toda la matemática superior, de  valor limite y, por ende, los de continuidad, diferenciación e integración de funciones, así como el concepto de espacio n-dimensional (como la clase de todos los conjuntos de n números reales), sobre que se asienta la geometría analítica. 

Por último, a fin de hacer resoluble la ecuación  x2 = 

 — 1,  se introducen los  números imaginarios y, en general, los números  complejos: pares de números reales gracias a los cuales, y de acuerdo con el llamado teorema fundamental del álgebra, se hacen resolubles todas las ecuaciones, teniendo cada ecuación de enésimo grado  n raíces. 

En la geometría se define el concepto de  proximidad de un punto, y con esto se arriba al concepto general de dimensión mencionado en las conferencias de los Srs. 

Hahn y Nóbeling. 

En una palabra, en virtud de la configuración impresa 
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a la lógica por el cálculo de funciones ampliado,  las matemáticas — según lo expresa Russell —  se han convertido en una parte de la lógica.  Y afirmando ésto no se amplía antojadizamente el significado corriente de la palabra lógica para que quepa en ella la matemática toda. Históricamente las cosas sucedieron más bien — lo hemos visto — como sigue. 

Estudiando solamente las conclusiones que se sacan en las matemáticas superiores, y tratándolas como trata el cálculo de proposiciones las conclusiones más primitivas (esto es, derivando todas estas conclusiones de algunas fórmulas fundamentales con ayuda de unas cuantas reglas engendradoras de fórmulas), se llegó a ciertas fórmulas fundamentales, que no sólo permiten derivar las conclusiones matemáticas, sino que bastan también para 

‘ deducir de ella misma la matemática toda. ♦

Con esto se consideraba acabada —por el año 1900—, la logística, flamante edificio levantado en menos de medio siglo por los matemáticos, después de salir la lógica del estancamiento en que había yacido durante dos mil años. Nada quedaba por agregar, ya que el matemático de entonces hallaba en ella respuesta a todas las cuestiones lógicas que pudieran planteársele. Debido a eso una conferencia sobre lógica pronunciada alrededor de dicho año hubiera podido terminar aquí, consignando tan dichoso resultado. 

Lo malo que a comienzos del siglo presente las cosas tomaron, en forma enteramente inesperada, un giro de efectos fatalmente destructivos para la logística. Y fué que se introdujo la operación indefinida con clases y con 
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clases de clases, fuente de paradojas; sí, de verdaderas paradojas. Y si una contradicción interna ya es intolerable en una teoría especial de una ciencia particular cualquiera, ¡figurémonos lo que será en la lógica! En la lógica la existencia de una contradicción en su estructura significa algo realmente catastrófico. 

Pero antes de entrar a discurrir sobre estas paradojas de nuevo cuño, no he de pasar en silencio que ya la lógica antigua tenía las suyas. Es conocida la del mentiroso, llamada también el silogismo del cretense debido a la fama particular que de mentirosos gozaban los cretenses. “Todos los cretenses son mentirosos, etc.” La mejor forma de hacer ver lo que de lógicamente paradójico involucraba este razonamiento para los antiguos, y hacerlo con el rigor requerido en los tiempos modernos, es aplicar tal razonamiento a las tres proposiciones siguientes que voy a escribir en el pizarrón:

"2 + 2 = 5” 

 “4 + 6 = 3”. 

 “ Todas las proposiciones escritas en este pizarrón son falsas". 

Estas tres proposiciones ¿son verdaderas o falsas? Las dos primeras son manifiestamente falsas. La tercera no es — me propongo demostrarlo — ni verdadera ni falsa. 

Supongamos, en efecto, que sea verdad que todas las proposiciones escritas en este pizarrón son falsas: lo será, por tanto, en particular, la tercera. La tercera proposición es falsa, y como las otras dos también lo son, resultará que todas las proposiciones escritas en el pizarrón son 
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falsas: por tanto, la tercera proposición es verdadera. En consecuencia, si se supone que la tercera proposición es verdadera, se sigue que es falsa; si se supone que la tercera proposición es falsa, se sigue que es verdadera. Dicho con otras palabras: tanto el suponer que la tercera proposición es verdadera cuanto el que es falsa llevan a una contradicción: la tercera proposición no es verdadera ni falsa: resultado paradójico, ya que según el principio del tercero excluso toda proposición es verdadera o falsa, quedando excluida una tercera posibilidad. Cierto que un análisis riguroso muestra que en esta paradoja entran, como parte esencial, palabras que no son de naturaleza lógica, como: “Las proposiciones escritas en este pizarrón”; por lo cual ésta y otras paradojas por el estilo se designan, a propuesta de Ramsey, con un nombre especial, para distinguirlas de las puramente lógicas: se las llama paradojas epistemológicas. 

Pero l.o que desató una grave crisis en la lógica fué el haberse descubierto en 1901 por Russell — a quien había precedido en este terreno Burali-Fortis — una paradoja puramente lógica, esto es, una paradoja en el cual sólo figuran conceptos del cálculo lógico de funciones, sobre todo el concepto de clase. Si  M designa la clase de todos los hombres, resulta: a) todo elemento de  M es un hombre, y b) todo hombre es un elemento de  M.  Como M misma no es ningún hombre, sino una cías: de hombres 

— en razón de  a) — no figura entre los elementos de M,  no de otro modo como la clase de todos los triángulos del plano no es ningún triángulo, y por eso no figura entre sus propios elementos. Se dan, pues, segura
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mente — como se desprende de ésto y muchos otros ejemplos — clases que no figuran entre sus elementos. 

Si designamos ahora con  N la clase de todos los no-hombres, resulta: u) todo elemento de  N es un no-hombre, y b) lo que no es un hombre, es un elemento de N.  Como  N mismo no es un hombre, sino una clase de no-hombres, figura — en razón de b) — entre los elementos de  N.  Otro ejemplo de una clase que figura entre sus propios elementos lo suministra la clase de todas las clases. En efecto, si designamos a esta última con  K, resulta: u) todo elemento de  K es una clase, y b) toda clase es un elemento de  K.  Como  K misma es una clase (la clase de todas las clases), figura — en razón de b) 

— entre los elementos de  K.  Sea ahora  L la clase de todas las clases que no figuran entre sus propios elementos. 

Resultará entonces:

(a) 

Toda clase que es elemento de  L no figura entre sus propios elementos (las mentadas clases  N y  K por ej., no son, pues, elementos de L). 

(b)  Toda clase que no figure entre sus propios elementos, es un elemento de la clase  L (por ej., la clase M de todos los hombres y la clase de todos los triángulos son elementos de L). 

Vamos a examinar ahora esta clase para ver si  L figura o no entre sus propios elementos. Afirmo, primero: que es imposible que  L figure entre los elementos de  L.  Ya que si  L fuera un elemento de la clase  L,  contendría como elemento una clase,  L,  que figura entre sus elementos, cuando — según (u —• toda clase que es elemento de L, no figura entre sus elementos. Es imposible, pues, 
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que  L figure entre los elementos de  L.  Afirmo, segundo: que es imposible que  L no figure entre los elementos de L. Ya que si  L no fuera elemento de  L, L sería una clase que no figura entre sus elementos y, sin embargo, no sería elemento de  L,  cuando — según (b) — toda clase no contenida entre sus elementos, es un elemento de  L.  

Hemos demostrado, por consiguiente, que es imposible tanto que  L figure entre los elementos de  L,  cuanto que L no figure entre los elementos de L: la proposición “L 

figura entre los elementos de  L"  no es, pues, ni verdadera ni falsa: resultado paradójico, ya que según el principio del tercero excluso toda proposición es verdadera o falsa, quedando excluida una tercera posibilidad. 

El primero en buscar una salida de la crisis en que fuera precipitada la lógica por culpa de esta paradoja, fué su mismo descubridor, Russell (€). Su solución consiste en lo siguiente. 

Ante todo, hay que poner comp base de las construcciones que aparecen en las matemáticas un cierto núcleo fundamental de individuos. Junto a estos individuos se consideran clases de individuos, las cuales, empero, no han de confundirse con los individuos mismps; y luego, las clases de clases de tales individuos, que se designan como clases de segundo tipo, y que no han de confundirse con las clases de individuos (las llamadas clases de primer tipo) ; y, en general, las clases de enésimo tipo, siendo  n un número cualquiera. Todos estos diversos tipos de clases deben mantenerse bien separados, y — lo que importa singularmente —, cuando se habla de todas las clases, es menester indicar siempre si uno se refiere a todas 
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las clases del primero, del( segundo o del enésimo tipo. En segundo lugar, no es lícito formar una clase que contenga clases de distinto tipo como elementos. Teniendo en cuenta estos requisitos negativos, un concepto como el de 

“clase de todas las clases”, que aparecía en la paradoja de arriba, no ocurrirá nunca: no figura en la jerarquía de los tipos. Y tampoco ocurrirá el concepto de la clase de todas las clases que no figuran entre sus propios elementos. Por manera que estos conceptos, que dan lugar a las paradojas susomentadas, se eliminan gracias a la teoría de los tipos. Claro está que esta teoría no ofrece ninguna garantía de que mediante ella se desterrarán las paradojas, aun no descubiertas, que eventualmente lleguen a formularse. Un pastor en son de preservar a su rebaño de los lobos rodea de una tapia el lugar en que pace: pero, 

¿puede estar absolutamente seguro de no haber encerrado un lobo dentro de la misma tapia? Esta es la duda que planteaba Poincaré con motivo de un asunto parecido al que da pie a estos comentarios, y que podríamos también plantearnos aquí nosotros. 

De hecho, sin embargo, con la estricta observancia de las reglas de los tipos no se ha descubierto hasta ahora ninguna otra paradoja más. Un segundo camino seguido para descubrir paradojas, es el  formalista o  metalógico de Hilbert. 

El pensamiento sobre que se asienta esta teoría puede resumirse como sigue. 

Al tratar de cualquier teoría matemática o lógica es preciso indicar, en primer término, cómo se designan en ella los conceptos fundamentales que aparecen en sus 
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razonamientos, y cómo sus proposiciones se van elaborando, sobre la base de tales signos fundamentales, en series de signos. Por ej., los conceptos fundamentales sobre que versan los axiomas de l,a geometría euclídea, se llaman — lo saben Vds. por la conferencia del Sr. 

Nóbeling —: punto, recta y plano. Una de las relaciones fundamentales en la misma es la de “estar en”. Una de las reglas para elaborar, sobre la base de estos signos fundamentales, proposiciones geométricas es, por ejemplo, la siguiente: siempre que antes de las palabras 

“está en” aparezca el signo de un punto, después de las palabras “está en” aparecerá el signo de una recta o de un plano. En segundo término, se han de formular los axiomas de la teoría, queremos decir, poner a la cabeza de ella las series de signos, correspondientes a ciertas proposiciones, para que hagan las veces de fórmulas fundamentales, como procuramos hacerlo para el cálculo de proposiciones. En tercer término, se han de indicar las reglas engendradoras de fórmulas, es decir, las reglas de cálculo para derivar de series de signos, que corresponden a proposiciones de la teoría, nuevas series de signos, cuyas correspondientes proposiciones son acogidas en el seno de aquélla, como lo hicimos igualmente para el cálculo de proposiciones enumerando las reglas que éste aplica para hallar nuevas fórmulas. Con esto la teoría se convierte en un cálculo, y la teoría de este cálculo llámase la  metateoría pertinente. 

Esta metateoría se ocupa de cómo convienen entre sí, y de cómo salen las unas de las otras las proposiciones de la teoría primitiva, cuáles proposiciones son demos
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trables o refutables en virtud de los axiomas, etc. Mientras en la geometría euclídea, por ej., se demuestra — es decir se infiere de los axiomas con ayuda de las reglas engendradoras de fórmulas — que la suma de los ángulos interiores de un triángulo es de 180°, debate la metateoría la cuestión de cuáles axiomas euclídeos son imprescindibles para deducir este teorema. Es de orden metageométrico, por ej., la comprobación de que el axioma de las paralelas es independiente de los demás axiomas. Cometido especial de la metateoría de una teoría- dada es demostrar que esta última no está afectada por ninguna contradicción, esto es, que en ella no cabe demostrar nunca una proposición y su contraria. 

Por consideraciones metateóricas se demuestra — lo mencionó el Sr. Nóbeling en su conferencia — que, si la geometría euclídea se halla exenta de contradicciones, también se hallará exenta de ellas la no-euclídea. Se ha podido demostrar, además, por consideraciones matemáticas que si la teoría de los números reales se halla exenta de contradicciones, se hallará exenta de ellas la geometría euclídea. En vista de eso, Hilbert esperaba poder demostrar en una metalógica o, respectivamente, en una matemática cómo se hallan exentas de contracciones la lógica o, respectivamente, las matemáticas; y de este modo, no sólo salvar a ambas de la crisis en que las han precipitado las paradojas descubiertas, sino preservarlas para siempre de semejantes crisis, probando concluyentemente la imposibilidad de cualquier clase de contradicciones en dichas ciencias. 

Mas antes de adentrarme en el estudio de los frutos 
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cosechados por vía metalógica en este respecto, he de citar algunos de los resultados generales suscitados por el método metalógico. 

Así como en geometría, partiendo de axiomas distintos de la geometría euclídea se han deducido otras geometrías, cada una de las cuales forma, no obstante, un sistema cerrado; así se han construido también varias lógicas, que difieren entre sí, pero cada una de las cuales forma un sistema cerrado. A título de ejemplo citaré las llamadas  lógicas polivalentes,  ideadas por Lukasiewicz y Post (8). 

En la lógica corriente todas las proposiciones se dividen en dos clases; la de las llamadas verdaderas y la de las llamadas falsas; de manera que toda proposición pertenece a una u otra de dichas clases, cosa que halla su expresión en el principio del tercero excluso. Pues por analogía con esta lógica se ha desarrollado otra, en la cual las proposiciones se dividen en tres clases, y rige el principio del cuarto excluso. Y del mismo modo que la hipótesis de que por un punto exterior a una recta pasan varias paralelas, no ha dado por fruto meramente un edificio teórico abstracto, sino que es susceptible de ser representada en cierta manera intuitivamente valiéndose de modelos; así cabe hacer accesible aproximadamente a la intuición esta lógica trivalente, dividiendo, p. ej., las proposiciones en positivamente verdaderas, inciertas y positivamente falsas. Generalizando, para cada número natural  n hay una lógica n-valente, en la cual las proposiciones se dividen en clases, y rige el principio del (n +  1) - 

simo excluso. Y la lógica corriente con su bipartición de 
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las proposiciones entra en esta clasificación en calidad de lógica bivalente. A cada una de estas lógicas n-valentes les pertenece una matemática; verdad que hasta la hora ésta sólo la perteneciente a la lógica bivalente ha sido estudiada con amplitud. 

Pero no importa. El sólo haber llegado a admitir la existencia de diversas lógicas y de matemáticas a ellas pertenecientes ya constituye de por sí un paso interesante. 

La prueba más clara de lo que significa este paso está en que hasta hace poco no más se las descartaba: todavía Poincaré las tildaba, explícitamente, de imposibles. 

Fuera de esta conexión con las matemáticas en general, posiblemente las lógicas polivalentes se hallen en íntima conexión con el cálculo de probabilidades. Diremos más: es de esperar que más de un punto oscuro de los fundamentos de la teoría de las probabilidades se esclarezca precisamente a la luz de la lógica polivalente. (9) La metateoría de una teoría tiene por misión, entre otras cosas, demostrar que esa teoría se halla a salvo de contradicciones, queremos decir, que no figura en ella ninguna proposición que sea tan legítima como su contraria. Pero para que pueda cumplirla ha de reinar ante todo claridad en cuanto a los medios demostrativos permitidos para tales consideraciones metateóricas. Todas las veces que se trate de alguna geometría u otra teoría especial, la cosa no ofrecerá gran dificultad; en caso necesario se podrá utilizar naturalmente como medios demostrativo el cuerpo entero de la lógica. Donde se suscita la dificultad es cuando dicha demostración se ha de hacer para la lógica misma y para las matemáticas 
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que se resuelven en la lógica general. Aquí no cabe aplicar todas las especies de deducción lógica, porque eso sería hacer intervenir en la demostración aquello mismo que se trata de demostrar. Por medio de la deducción lógica habría que demostrar que el sistema de los principios de la deducción lógica no presenta contradicción alguna. Tal demostración carecería, pues, de valor. Para que lo tenga, sólo es lícito emplear una  parte de la lógica. Con un mínimo de medios demostrativos metalógicos trátase de probar la falta de contradicciones para la parte  más grande posible de la lógica y de las matemáticas. Por ej., Herbrand logró demostrar la falta de contradicciones del cálculo de proposiciones y de una parte de la teoría de los números naturales, empleando la inducción completa, pero sin recurrir al principio del tercero excluso. 

Pero había que ir más lejos aún: extender esta demostración a la matemática toda. Este era el problema cardinal último que se imponía resolver:  valiéndose de una parte de la lógica y de la matemática demostrar la falta de contradicciones de la lógica y matemática toda. 

Tal era el estado de la ciencia hace muy poco; hasta que en el año 1930 se realizó un descubrimiento completamente inesperado, preñadísimo de significación; y quien lo realizó fué el joven matemático vienés, Kurt Gódel. 

Y consistió en solucionar el susomentado problema cardinal, pero en sentido negativo. Demostró, con efecto, Gódel, por vía metalógica — haciendo uso nada más que de la teoría de los números naturales — que  con una parte de la lógica y de la matemática no se puede 
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 demostrar la falta de contradicciones de la lógica y de la matemática toda. (10)

Naturalmente que esto plantea en seguida la cuestión: 

¿no será hija acaso tal imposibilidad de alguna falla de que se resienta el sistema axiomático de la lógica, corregida la cual quepa demostrar de veras que la lógica se halla exenta de contradicciones? No; la imposibilidad que decimos es de orden más profundo. 

Gódel, en efecto, ha demostrado la siguiente generalísima proposición:  Es imposible demostrar la falta de contradicciones de ninguna teoría formal que abrace la teoría de los números naturales con ninguna especie de medios expresables en los términos de dicha teoría.  Por consiguiente, sean cuales sean las modificaciones que se le hagan sufrir al sistema de lógica, mientras permanezca lo suficientemente amplio como para que baste para fundamentar la teoría de los números reales, será imposible demostrar su falta de contradicciones con los medios expresables en los términos de dicho sistema. Pero si a los medios demostrativos metalógicos se les agregan otros, no formulables en los términos de la teoría lógico-matemática cuya falta de contradicciones se trata de demostrar, entonces sí que se hace posible la demostración. Eso sí, en este caso los medios demostrativos rebasan de la teoría de referencia. Cabe, por ej., demostrar la falta de contradicciones de la teoría de los números enteros, si se presupone como medio demostrativo la operación con cualesquiera clases de números naturales, esto es, esencialmente, la operación con números reales. Lo que sí resulta imposible, es demostrar con una parte de las matemáticas 
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la falta de contradicciones en la matemática entera o de una parte amplia de la misma. Claro que con una parte de las matemáticas cabe demostrar la falta de contradicciones de otra parte de las mismas, pero a condición de que la segunda sea más reducida que la primera. O dicho con otras palabras: para demostrar la falta de contradicciones de una parte de las matemáticas, necesítase en general de una parte más amplia de aquella cuya falta de contradicciones se trata de demostrar. 

Este resultado es fundamental. Pero tal vez haya quien crea que no hace falta tanto razonamiento para llegar a él. No nos extrañaría que los no matemáticos de tendencias filosóficas nos salieran advirtiendo que a ellos jamás no se les habría ocurrido esperar otra cosa. Si hay algo que al filósofo le resulte claro, es que una teoría no cabe fundarla sobre una de sus partes, como no se haga entrar en su elaboración elementos superfluos. 

No obstante, al querer aplicar tales principios generales a los problemas metalógicos, no ya se revelan como no evidentes, sino como falsos. Así, p. ej., — 

según se mencionó — basándose en los axiomas de la teoría de los números reales, se puede demostrar que la falta de contradicciones de dicha teoría trae consigo la falta de contradicciones de la geometría euclídea y de la no-euclídea n-dimensionales, aunque la teoría entera de los números reales no pase de ser una parte, un caso especial — la geometría monodimensional — de la geometría n-dimensional. De la investigación de Gódcl se desprende, en cambio, lo contrario: y es que, p. ej., basándose en los axiomas de la teoría de los números 
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naturales — para la cual Peano fué el primero en poner en pie un sistema de axiomas — es imposible demostrar que de la falta de contradicciones de la teoría de los números naturales se siga la falta de contradicciones de la teoría de los números reales. Tampoco es dable demostrar con ciertas partes de la teoría de los números naturales que, si estas partes están exentas de contradicciones, toda la teoría habrá de estarlo. 

Por este par de ejemplos contrapuestos se echa de ver que eso de que ninguna teoría quepa fundarla sobre una de sus partes, no es una cosa evidente por sí, que tiene su razón de ser en ciertos principios generales. No; esta verdad no es evidente por sí, sino — tal es el sentido del descubrimiento de Gódel — una proposición matemática de raíces escondidas, que puede y necesita ser probada. 

Ilustra bien la fuerza de los métodos metamatemáti-cos la segunda parte del descubrimiento de Gódel. Pero para explicarles a Vds. con más detalle este' último, tengo que tomar las cosas de un poco más atrás. 

Fué uno de los mayores descubrimientos de Euler que las proposiciones que tratan de los números naturales 1, 2, 3, 4,. . . cabe también demostrarlas con los llamados medios auxiliares  trascendentes,  es decir, con ayuda de consideraciones que se salen de la esfera de los números naturales y que dejan atrás el principio de la inducción completa, pues emplean los conceptos de valor límite y de continuidad, así como la operación con números reales y funciones cualesquiera. Por ej., la proposición — hallada y demostrada de modo elemental por Fermát —
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de que todo número primo de la forma  4 n-\-l es representable por una suma, y una sola, de dos cuadrados de números naturales, ha sido demostrado también con medios auxiliares trascendentes. Pero a despecho de la gran admiración suscitada por este descubrimiento de Euler — 

del cual se ha desenvuelto una rama especial de las matemáticas: la llamada  teoría analítica de los números 

—, persistió Ja creencia de que todas las proposiciones sobre números naturales se pueden demostrar con medios elementales. Y aun cuando se encontraban proposiciones elementales que sólo se estaba en condiciones de demostrar con medios trascendentes, atribuíase ésto a la circunstancia de que hasta entonces no se había dado todavía con las demostraciones elementales de tales proposiciones. 

Pues Gódel ha probado por vía matemática que existen seguramente proposiciones sobre los números naturales, que no cabe demostrar en forma elemental: para demostrarlas es preciso echar mano a medios trascendentes (10). 

Ni se debe ello — es el caso de repetirlo — a alguna imperfección de que se resintieran nuestros supuestos acerca de los números reales; antes es un caso particular de un teorema de validez general que reza:  En toda teoría formal que abrace la teoría entera de los números naturales, existen problemas no dirimibles en el seno de la teoría en cuestión.  Así como hay proposiciones sobre los números naturales sólo demostrables con los medios auxiliares tomados de la teoría de los números reales, así, hay proposiciones sobre los números reales sólo demostrables con los medios auxiliares tomados de la teoría de los conjuntos de números reales, y hay problemas sobre 
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conjuntos de números reales sólo dirimíbles mediante hipótesis sobre conjuntos de potencias superiores. Y lo que es más, en toda teoría formal que abrace la teoría entera de los números naturales hay proposiciones no dirimíbles hasta entre las referentes a los números  reales. 

En otras palabras: una lógica universal, que, arrancando de unos cuantos principios zanje todas las cuestiones imaginables — con la cual soñara Leibnitz — es imposible que exista. 

La metamatemática ni está en aptitud de demostrar que las matemáticas se hallan a salvo de contradicciones, ni de poner en nuestras manos un procedimiento para decidir todas las cuestiones que puedan presentarse. Pudiera tal vez creerse entonces que ha fracasado. No es así sin embargo. Pues aun prescindiendo de los preciosos frutos obtenidos por ella que tienen valor por sí, no hay que olvidar que ha sido precisamente el punto de vista meta-matemático creado por Hilbert lo que le ha permitido a Gódel lanzarse a hacer sus descubrimientos. Antes que haber fracasado, la metamatemática ha dado pruebas de ser hasta ahora el único camino por donde quepa penetrar y conocer algo de las bases de la lógica y de las matemáticas, por más que estos conocimientos se reduzcan en parte a la destrucción de ilusiones. 

Y con esto paso a hablar del tercer camino por que se echó — los dos primeros fueron la teoría de los tipos y la metamatemática —, al ser precipitada la lógica en una crisis por las paradojas descubiertas en los albores de nuestro siglo. Verdad que el camino ya existía de antes; no se hizo más que elaborarlo. Quien lo había abierto 
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fué el matemático Kronecker, allá por el año ochenta y tantos del siglo pasado, quiere decir, con antelación al descubrimiento de las paradojas dichas. Los continuadores de Kronecker lo designaron con el nombre de  ¿ntuicionismo. (n)

Russell hace de las matemáticas una parte de la lógica: Kronecker está por la primacía de las matemáticas sobre la lógica. La construcción matemática le es, pues, lo primario. “Los números enteros — dice — han sido hechos por Dios; todo lo demás es obra humana”. Tan es así que la construcción matemática es lo primario, que la pura deducción lógica puede, cuando no la acompañan construcciones matemáticas, llevar a proposiciones matemáticamente incorrectas. Lo que sobre todo ataca Kronecker son las demostraciones indirectas, las cuales del hecho de que se demuestra que la no existencia de una entidad con ciertas propiedades es contradictoria, concluyen la existencia de una entidad con las propiedades en cuestión, sin suministrar, no obstante, un procedimiento para construir la tal entidad. Un ejemplo ilustrará esto. 

Supongamos que se lograra hacer patente por alguna vía que la hipótesis — designada como de Goldbach — de que todo número par es representable por una suma de números primos, encierra una contradicción: ¿Qué concluiría el matemático clásico? Pues que existe un número par no representable por una suma de números primos. Lo que es Kronecker, no iría hasta formular tal proposición existencial, a no ser que se le indicara realmente un número par que no sea suma de dos números 
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primos, o, por lo menos, un procedimiento que permitiese hallar, recorriendo un número finito de pasos, semejante número. De demostrarse, por ej., que entre los números de 1000 cifras existe un número de la especie deseada, habría seguridad de encontrarlo si se fueran examinando uno por uno, de menor a mayor, todos los números de 1000 cifras, para ver si son o no representables por una suma de números primos. Cierto que procedimiento tan largo no podría ponerlo en práctica hombre alguno; con todo, después de un número finito de pasos no dejaría de conducir al fin propuesto. En cambio, la mera demostración indirecta de esto — el inferir que ha de haber un número par que no sea representable por una suma de números primos, basándose en que es imposible que no exista — carecería en absoluto de viabilidad a los ojos de Kronecker, puesto que no se tendría con ello ningún procedimiento para hallar tal número. 

Poincaré, de su lado, dirigió sus ataques contra lo que él llamaba  definiciones no predicativas.  Son las definiciones en que entran como clases las mismas a que pertenece la entidad que se trata de definir. Ejemplo típico de semejantes conceptos no predicativos lo constituye el de la clase de todas las clases, que da pie a paradojas. 

Son asimismo no predicativos los conceptos, de importancia para toda la matemática superior, de número máximo y de límite superior de un conjunto de números. 

Por eso Weyl, en su libro sobre  “El continuo”  (1918) ha arribado a la conclusión que hay que desechar estas entidades, salvo en el caso en que también sean susceptibles de determinación metódica, por tanto, de definición no 
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predicativa. Las proposiciones que sí tienen valor concluyente, al entender de Poincaré, son las que da por fruto la inducción completa: son proposiciones sintéticas a priori, en el sentido de Kant. 

En los últimos decenios Brouwer ha ido sacando las consecuencias que implicaban las tesis de Kronecker, y mostrando cómo extensas partes de las matemáticas modernas descansan sobre demostraciones existenciales indirectas, y que quitándoles este punto de apoyo viene a faltarles su razón de ser. La inducción completa fúndala este autor sobre una  intuición primigenia,  de la cual toma asimismo su concepto de conjunto; pero de este concepto no se sale; las investigaciones teóricas sobre los conjuntos que vayan más allá de este concepto recházalas como carentes de sentido. La lógica expresaría las regularidades del lenguaje de la deducción aplicada a conjuntos finitos; trasladarla a los conjuntos infinitos fuera absurdo. En especial modo no sería aplicable a los conjuntos infinitos el principio del tercero excluso, fuente de las demostraciones existenciales indirectas. 

Kronecker había limitado el uso de la palabra  existir: existe lo que puede ser hallado recorriendo un número finito de pasos. Brouwer hace suya esta tesis: de ahí que impugne la validez de la alternativa: una de dos: o todo número par es representable por una suma de dos números primos, o existe un número par que no es la suma de dos números primos. Mientras no se demuestre, o refute, uno de los dos miembros de la alternativa la hipótesis de Goldbach, no sólo permanece envuelta en oscuridad la solución del problema — es decir: es inse
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guro  cuál de los dos casos sea el cierto —, sino que ni hay seguridad de que sea soluble; de suerte que ni siquiera es posible formular a priori la alternativa — es decir: no es lícito afirmar  que uno de los dos casos sea el cierto. La alternativa sólo se podrá formular a posteriori. Recién después de efectuada la demostración, o refutación, que decíamos se podrá ver a posteriori que es cierto uno de los casos afirmados en la alternativa. Por otra parte, tampoco a priori cabría afirmar — siempre a juicio de Brouwer — que el problema de Goldbach, o cualquier otro problema determinado, sea insoluble. 

Contrastan con estas ideas de los intuicionistas las de los matemáticos de tendencias clásicas. En el sentir de estos últimos, una proposición como: “Un número que tenga la propiedad  P cabe hallarlo después de recorrer un número finito de pasos” — proposición que no se identifica con esta otra: “Existe un número que tiene la propiedad  E” — no es la contraria de la proposición: “Todos los números tienen la propiedad  no-E”,  de modo que para el matemático de tendencias clásicas estas dos proposiciones no forman ninguna alternativa. El hecho de que haya cuestiones indecisas no tiene, pues, para él nada que ver con el principio del tercero excluso. Ni siquiera queda afectado en su sentir este principio por los problemas  ¿ndirimibles que plantea la metamatemática. Hemos visto, en efecto, que en todo sistema de axiomas que abrace la aritmética, cabe enunciar proposiciones, cuya verdad o falsedad es imposible de probar con los métodos formulables dentro del sistema de axiomas de referencia. Parecer este último no compartido por 
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el intuicionista, quien opina que algún día podrá dirimir esas cuestiones; ya que él no expresa sus métodos de decidir los problemas matemáticos en un sistema de axiomas determinado, sino, como veremos todavía, les deja un margen de libertad. 

¿Cómo defender la matemática clásica de los ataques de los intuicionistas? Un análisis desapasionado del intuicionismo nos lo hará ver. 

Es menester distinguir entre lo que los intuicionistas pretenden y cómo lo cumplen en sus exposiciones orales o escritas. Según los intuicionistas las matemáticas se agotan en la actividad constructiva del espíritu. Lo único que le es dable al matemático en su exposición es suministrar al oyente o al lector indicaciones más o menos imperfectas con que este último pueda reconstruir en su espíritu lo que él, el matemático, ha construido previamente en el suyo. Detengámonos a examinar tales exposiciones. Imperfectas y todo — como manifestaciones meramente exteriores que son del pensamiento — constituyen 

— no hay que decirlo — el único elemento de juicio de que dispone el crítico que quiera juzgar desapasionadamente del intuicionismo. Dos ingredientes cabe discernir en ellas: uno de índole matemática y otro de índole epistemológica. Consiste el primero en construcciones, pero también en demostraciones, que se valen con toda regularidad de ciertos modos de silogismo. Consiste el segundo en afirmar la plenitud de sentido de los modos de silogismo basados en la intuición, y la carencia de él de los modos de silogismo que se salen de aquélla. 

Al aseverar: “Tales modos de silogismo tienen sen
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tido; tales otros carecen de él” no se hace sino traducir una impresión subjetiva o un gusto personal. Afirmaciones de este tenor sólo tienen interés para el que haya de trazar la biografía de la persona que las formula. En la lógica o las matemáticas no hallan cabida. Son  juicios de valor,  frente a los cuales la única actitud que cabe es la fundada en lo que le dictan a uno sus propios sentimientos. Se ha de decidir por un acto de voluntad que tales modos de silogismo se han de emplear y tales otros no; pero porque sí, no porque quepa encararlos como fuentes de conocimiento, susceptibles, por tanto, de recibir el calificativo de verdaderas o falsas. Eso por lo que hace al ingrediente epistemológico involucrado en las exposiciones de los intuicionistas. 

Purificadas del mismo, ¿qué queda de ellas? Pues la deducción de ciertas proposiciones con ayuda de ciertos métodos y modos de silogismo; un sistema de silogismos de acuerdo con ciertas reglas. Pero no otra cosa son tampoco las matemáticas clásicas. Los intuicionistas, es verdad, protestan de que la totalidad de sus construcciones sean reducibles a un sistema formal, sean precisables en cuerpo de axiomas. No obstante, como es posible agrupar los silogismos desarrollados por ellos con plena regularidad, a juzgar por sus exposiciones, y reducirlos a unos pocos 

— y efectivamente Heyling ha formulado tal axiomática del cálculo de proposiciones y funciones del intuicionismo —, esta afirmación de los intuicionistas sólo puede tener evidentemente el sentido de que ellos se reservan el derecho de utilizar eventualmente otros silogismos fuera de los contenidos en un sistema cualquiera de axiomas. 

[image: Image 259]

224

CARLOS MÉNGER

De hecho, empero, los silogismos desarrollados por los intuicionistas son reducibles  en cada caso a sistema formal. 

Por ej., hasta hoy los intuicionistas no han sacado en el cálculo de proposiciones y funciones ninguna conclusión que no figure en el sistema de Heyting. No obstante esto, si algún día, en base de vivencias reveladoras de evidencias de especie no conocida hasta ahora, llegaran a hacerlo, pues habría que proceder al ensanche del sistema de axiomas: y nuevamente se tendría entonces un sistema formal que tradujese los datos existentes. En consecuencia, en el intuicionismo la parte  formalizada está limitada, por así decirlo, hacia abajo, esto es, constituye un cierto mínimo que no admite con seguridad merma: sólo hacia arriba está abierta, esto es, no cabe fijarle un máximo. 

Por lo demás, tampoco la matemática clásica exige en modo alguno una rigidez absoluta en el sistema de los axiomas fundamentales, sino que también ella se reserva el derecho de introducir nuevos axiomas. 

Con el fin de ilustrar más de cerca este asunto, hagamos mención de los conceptos de  asignabilidad. construi-bilidad y  demostrabilidad de que se habla en el intuicionismo, pero de los cuales no se han precisado hasta el presente todos los casos en que cabe aplicarlo ni todas las reglas pertinentes; en particular, se lo ha hecho en el sistema de Heyting. Los intuicionistas se aferran tenazmente a sus  construcciones y rechazan las argumentaciones  no constructivas que se salgan de ellas, sobre todo en la teoría de los conjuntos; cosa en que yo me pondría de parte de ellos, mirándola como de consecuencia para las matemáticas, con una condición: si no
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hubiese sino un  único tipo de postulados de constructividad; y eso — con seguridad — no ocurre.  Hay postulados de constructividad gradualmente diferentes.  Lo que hace el intuicionismo no es más que realizar una de estas múltiples posibilidades, forjando un sistema de postulados confusamente delineado en m,uchos puntos, y a buen seguro no el más riguroso que quepa concebir. 

Con todo eso, aun entre algunos matemáticos de tendencias no intuicionistas reina la opinión de que el intuicionismo, parte de la matemática clásica — la parte de ella que no contiene el principio del tercero excluso ni sus consecuencias — es más seguro que aquélla tomada en toda su amplitud. Pero Gódel ha encontrado hace poco que, no sólo la matemática intu'cionista es una parte de la clásica, sino que todo el cálculo de proposiciones clásico entero y toda la teoría clásica de los números junto con el principio del tercero excluso pueden ser mirados como una parte del intuicionismo, ya que por medio de un diccionario sencillo se puede traducir cualquier proposición Clásica de los campos mentados a una proposición intuicionista (:12). Una de las reglas para tal traducción es la de que, siempre que en las proposiciones clásicas aparezcan las palabras  “p o q”,  hay que poner  “es imposible que p sea imposible y q sea imposible”.  En verdad, pues, el rechazo del principio del tercero excluso no trae, por consecuencia ninguna limitación en las proposiciones clásicas — ya que los intuicionistas admiten imposibilidades para las proposiciones universales —, sino tan sólo  una modificación en los enunciados de las mismas. 

Como sí puede comportar limitaciones reales el intuicio- 
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nismo, es rechazando — como hacía Poincaré — las definiciones no predicativas, limitaciones que afectan entonces a la teoría de los conjuntos. Puesto que, en lo tocante a los conceptos específicos de esta última, yo he indicado hace ya algunos años un diccionario que permite traducir todos los conceptos intuicionistas en conocidos conceptos especiales de la teoría clásica de los conjuntos. 

La diferencia en este punto entre el intuicionismo y las teorías clásicas estriba en que el primero se circunscribe dogmáticamente a los conceptos especiales, calificándolos de plenos de sentido y constructivos, mientras a los conceptos clásicos que se salen de aquéllos los tacha de absurdos. Pero con este proceder el intuicionismo deja de pisar terreno matemático, y se lanza a pronunciar los juicios de valor de que ya dijimos páginas atrás. 

Eso por lo que respecta a la crítica del intuicionismo. 

Seguro que cabe en lo posible — por más que yo no lo tenga por probable — que se pueda llegar a una lógica restringidísima y a una matemática realmente  finitista (la cual, claro está, sería entonces mucho más restringida que la llamada matemática intuicionista), contemplando las relaciones de la lógica y las matemáticas con lo que nos ofrecen las proposiciones empíricas. En las proposiciones matemáticas que se rigen por la empiria no figuran los números reales ni el concepto de continuidad. El Sr. Hahn ha señalado el hecho de que no hay modo de comprobar por medición si el diámetro de un pedazo determinado de tiza es racional o irracional, y en otra ocasión ha señalado el hecho de que en las proposiciones puramente empíricas no aparece tampoco el  cuantificador “todos-as” 
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Tal vez pueda desarrollarse una matemática restringidísima así, no lo negaré; con todo eso — y sin prejuicio del interés que pueda tener epistemológicamente — para la inmensa mayoría de los matemáticos no ofrecerá otro interés que el que, pongamos por ejemplo, para un geógrafo la geografía de su lugar natal. 

Se han enterado, pues, Vds. que la lógica y las matemáticas no son ni inalterables ni inconmovibles; que la lógica aristotélica ha revelado ser insuficiente, y ha sido sustituida por el nuevo edificio de la lógica matemática; que esta última ha venido a parar a un atolladero por culpa de las paradojas descubiertas en su seno, del cual han buscado una salida por diversos caminos la teoría de los tipos, el formalismo y el intuicionismo; se han enterado Vds., en resumen, que también la lógica y las matemáticas se hallan — lo mismo que las demás ciencias exactas — bajo el, signo de crisis y reconstrucción. Bien; acaso pregunten Vds. entonces cómo salen libradas la lógica y las matemáticas de todas estas vicisitudes porque han tenido que pasar. 

 Lo que al matemático le interesa y lo que hace, es, exclusivamente, deducir ciertas proposiciones de ciertas otras — que debe enumerar antes de proceder a la deducción, pudiendo, por lo demás, elegirlas de diversos modos — con el auxilio de ciertos métodos — que también debe, enumerar antes de proceder a aquélla, pudiendo, por lo demás, elegirlos también de diversos modos. 

En cuanto a la lógica, emprende la formulación y el primer desenvolvimiento de las reglas generales de la deducción. En eso se cifra la actividad tanto del lógico 
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como del matemático; actividad que no es susceptible, ni lo necesita, de  fundamentación: todo lo que — a mi entender — está en manos del lógico y del matemático, es comprobarla simplemente como hecho. Cuáles proposiciones fundamentales y métodos de deducción haya de elegir el matemático o el lógico; en qué relaciones se encuentren con la llamada realidad y con las vivencias reveladoras de evidencias, etc., son preguntas que pertenecen a otras ciencias, menos exactas. 

Las matemáticas no están inmunizadas contra contradicciones: en cualquier momento pueden declararse en su seno. Eso es lo que quiere dar a entender Poincaré con su metáfora, que. en sus manos significa todo un reproche contra el carácter de la certeza matemática. El pastor, en son de preservar a su rebaño de los lobos rodea de una tapia el lugar en que pace: pero, ¿puede estar absolutamente seguro de no haber encerrado un lobo dentro de la tapia misma? Y el solo motivo que lo mueve a formular este reproche, es que él exige que la certeza matemática, sea, no sólo  gradualmente mayor, sino esencialmente mayor. 

Claro que si quisiéramos tratar en todos sus detalles la profunda transformación sufrida por nuestra manera de concebir la lógica y las matemáticas, nos saldríamos mucho del marco de esta conferencia. Vamos a limitarnos a precaver contra un error, en que más de uno podría incidir ateniéndose a nuestra definición de las matemáticas: y es el de figurarse que la mera transformación de proposiciones cualesquiera de acuerdo con reglas cualesquiera, no constituye una ciencia, sino un  juego. 
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Hay sin duda en las matemáticas un aspecto de mero juego, que encierra para el que las entiende cualidades estéticas análogas a las de la música, a la que nadie le reprocha, sin embargo, el que no trasmita conocimientos, sino que sea solamente un juego. Verdad que mientras poquísimos hombres están destituidos del todo del sentido para la música, el goce estético  de las matemáticas le está vedado desgraciadamente a la mayoría. Pero eso no quita la justeza de la comparación. La capacidad para gustar de las matemáticas no es más rara que el oído musical. Si la primera se halla tan poco difundida, no se vea en ello sino las deplorables resultas de una mala enseñanza. Entendámonos: la capacidad de gustar de las matemáticas podría hallarse más difundida con una buena enseñanza, no el don de invención matemática, el cual es tan poco común como la fuerza creadora del compositor. 

Pero las matemáticas son algo más que juego. Lo haré ver a la luz de un solo ejemplo. Y lo aduzco, no porque me parezca la aplicación más importante de las matemáticas, sino porque pone de manifiesto con toda brevedad lo que queremos aclararnos, y por serles a Vds. familiar por la conferencia anterior. ¿Qué podría haber tenido, hace cien años, más el carácter de mero juego a los ojos de un observador superficial que la hipótesis de que en un plano por un punto exterior a una recta pasa más de una paralela, y sus consecuencias? Y sin embargo, sabemos hoy que las vías de los rayos luminosos y de puntos de masa bajo el influjo de la gravitación vienen a ser esas paralelas múltiples. De modo que tales especu
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laciones matemáticas, tan ajenas en un principio a la realidad y al parecer tan de mero juego, dirigen nuestra atención sobre una multitud de relaciones entre objetos observables en la experiencia que antes no sospechábamos, y a la par nos suministran medios para fiscalizar cuantitativamente nuestras hipótesis. 

Concluyamos. Si bien las matemáticas, tienen que moderar — debido a los descubrimientos hechos por la nueva lógica — sus pretensiones en cuanto a poder resolver todos los problemas que se les plantean (recuérdese al respecto el teorema de Gódel, citado más arriba), y en cuanto a hallarse en absoluto al abrigo de contradicciones, con todo, las partes superiores de las mismas se han ido desenvolviendo y elaborando en estos últimos años en forma tal, que llena de admiración especialmente a los que penetran en las conexiones lógicas más hondas. 

Por eso nosotros sustituiríamos la decantada metáfora de Poincaré del pastor y del lobo encerrado en la tapia por esta otra, más fiel a la verdad de los hechos. 

Nuestras casas están desde luego expuestas a que cualquier día las destruya un terremoto. Pero no por eso, sin embargo, se resolverán los hombres a la larga a renunciar a la construcción de casas, y a las comodidades consiguientes para irse a vivir en cavernas. La vida del troglodita, sobre ser incómoda, no ofrece una protección absoluta contra los efectos de los terremotos. Lo que sí hacen, es esforzarse en construir casas cuya estabilidad y firmeza las pongan a resguardo de semejante peligro. 

Pues igual problema se plantea e igual solución se impone — a lo que me parece — en lo atañedero a las 
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matemáticas clásicas. Los matemáticos construyen casas, el vivir en las cuales, no sólo les resulta placentero, sino que les reporta beneficios, en el sentido de que los capacita más para la interpretación de la naturaleza. Lo malo que el día menos pensado se les pueden venir abajo: siempre hay el peligro que en el seno de sus teorías surjan contradicciones que las invaliden. ¿Qué hacer? ¿Se cruzarán por ello de brazos, y dejarán sin terminar las casas cuya construcción tienen empezada, o de construir otras nuevas? No; lo que habrán de hacer, será esforzarse — 

después de cada terremoto — en construir casas capaces de resistir los terremotos más firmemente que las destruidas. 
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es  vacía la intersección de las clases A y B, es vacía la de las clases no-B, y C: no es vacía, en cambio, la de las clases A y C. En el caso del modo de silogismo Bárbara se presupone: todos los M son P y todos los S son M, esto es, la clase M tiene con la clase no-P 
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esto es, todos los S y P, con lo cual queda demostrado lo afirmado por el modo Barbara. 

(3) 

El cálculo de clases no sólo no es, desde el punto de vista del método, más que una geometría axiomática, sino que, como lo he observado en otra ocasión, cabe armonizarlo, desde el punto de vista de la forma, con teorías geométricas elementales, es decir que hay una teoría que comprende la geometría elemental y el cálculo de clases, de la cual es dable obtener cualquiera de las teorías especiales mediante axiomas complementarios específicos. (Cfr. 

las observaciones en el  Jahresbericht der Deutschen Math. — 

 Vereinig., 37 (1928), p. 309. 

(4) 

Exposiciones detalladas del cálculo de proposiciones así como del cálculo de funciones se encuentran en FREGE:  Begriffs-schrift,  Halle, 1879; WHITEHEAD-RUSSELL:  Principia Mathema-trica,  Cambridge University Press, 1925; la introducción de esta obra ha aparecido bajo el título de RUSSELL-WHITEHEAD,  Einführung in die mathematische Logik,  editado por la editorial Dreimasken, München, 1932; HILBERT-ACKERMANN:  Grundzüge der theoretischen Logik,  Springer, Berlín, 1928; CARNAP;  Abriss der Logistik,  Springer, Berlín, 1929. 

(5) 

Una exposición fácil de comprender de la fundamentación lógica de las matemáticas puede verse en RUSSELL:  Einführung in die mathematische Philosophie,  Dreimaskenverlag, München, 1923. 

(6) 

Cfr. la  Einführung de RUSSELL, citada en la nota 4 y el Abriss de CARNAP. 

(7) 

Exposiciones fácilmente comprensibles en BERNAYS;  Blat-ter f. deutsche Philosophie,  4  (1930), p. 326, y HERBRAND; Révue de méthaphysique et de morale, 37,  1930, p. 243. Algunas disertaciones de HlLBERÍ sobre cuestiones básicas se hallan en las nuevas ediciones de sus  Grundlagen der Geometrie,  Teubner, Leipzig. 

(8) 

Un resumen de los resultados de éstos y otros trabajos originales difícilmente asequibles figura en HEYTING-GÓDEL:  Mathematische Grundlagenforschung en la colección  Ergebnisse der Mathematik,  Springer, Berlín. 
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(9) 

Tentativas en esta dirección se encuentran ante todo en REICHENBACH:  Sitzungsber. d. preuss. Akad. der Wissenschaften,  39 

(1932), p. 476. 

(10) 

GÓDEL:  Monatshefte f. Math. a. Phys.,  38 (1930), p. 

173, y  Erkenntnis, 2 (1931), p. 149. 

(xl) Una exposición del desarrollo histórico de esta orientación con numerosas referencias- bibliográficas la he hecho yo en el artículo  Der intuitionismus,  Blátter f. deutsche Phílosophie, 4 (1930), p. 311. Una exposición de las discusiones sobre los problemas fundamentales de esta tendencia acompañada de numerosas referencias bibliográficas encuéntrase en FrÁNKEL:  Mengenlehre,  3*  ed., Springer, Berlín, 1928. 

(12) Ver  Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums,  4, Teubner, Leipzig, 1933. 
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como del todo satisfactoria. Slo Einstein, en’1905, ha-
116 una salida inesperada de estas dificultades con ayuda
de la Teoria de la relatividad especial, de que se hablari
en la siguiente conferencia del presente ciclo (). Aqui
consignaremos tan s6lo que gracias a las ideas, de amplia
repercusion, de Einstein, el interés por ¢l experimento de
Michelson se acrecents y renové.

En los aiios siguientes a la formulacion de la teoria
de Einstein, se lo repiti6 varias veces, cada vez con
mayor precision en las medidas. Por primera vez lo
repitieron Morley y Miller en 1904 y 1905, quiencs con-
firmaron nuevamente ol resultado negativo. Con todo
€50, en 1926 pareci6 como si realizando cl experimento
bajo circunstancias particularmente propicias cupiera que
el resultado fuese también positivo. En efecto, desde 1921
hasta 1926, Miller repiti6 ¢l experimento en ¢l labo-
ratorio del observatorio astronémico de Mount Wilson
a 1800 metros sobre ¢l nivel el mar, obteniendo efec-
tos positivos. Dada la gran importancia del problema.
Kennedy y Tommaschek en los afios siguientes — el
primero en 1926 y ¢l scgundo en 1924 —, volvieron
a repetir ¢l experimento de Michelson, tanto en labo-
ratorios situados al nivel del mar como en laboratorios
a 1800 metros sobre dicho nivel, utilizando fuentes lu-
minosas terrestres y luz estelar.

Lo que se desprende sin lugar a dudas de todas las
experiencias llevadas a cabo hasta la fecha, es que con
los métodos experimentales modernos no hay modo de
ar un influjo del éter sobre los fendmenos Gpticos.
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los fenomenos Gpticos. La fisica clisica se inclinaba
creer que la velocidad de Ia propagacion de la luz se
modifica, bajo la accién del éter, en sentido paralelo y
perpendicular al del movimiento de la tierra.

A. A. Michelson, investigador norteamericano, empren-
di6 en 1881, con ayuda del interferémetro, aparato de
alta precision construido por él, experiencias destinadas
a comprobar Ia existencia de tal viento “etéreo”. El ex-
perimento, en que se apuraron todos los recursos cxpe-
rimentales de que se disponia en aquella época, no revel6
el menor rastro del efecto esperado, contradiciendo asi
Ias exigencias de la clectrodinmica clisica. Y tampoco
fué mis feliz e resultado al repetirse, seis aios mis
tarde, Ta experiencia por Michelson y Morley. Lo tnico
que se loged fué acentuar ain mis, por la mayor preci-
sién de las medidas, su caricter negativo.

Las experiencias negativas nunca satisfacen al experi-
mentador, pues siempre le queda la duda de que ha-
iéndolas con mis esmero, o de otro modo. ¢l efecto
esperado no dejaria de producirse. En el experimento de
Michelson. empero, el limite del error sdlo aleanzé a un
centésimo del corrimiento esperado de Tas rayas de ma-
nera que en este caso ambién ¢l resultado negativo
podia considerarse como seguro.

H. A. Lorentz se esforzs, mediante una hipdtesis ge-
nial inventada ad hoe, de obviar las dificultades que le
planteaba a la teoria clisica of resultado negativo del ex-
perimento de Michelson. Sin embargo, ¢l mismo se daba
perfecta cuenta que su solucién no habria de ser acogida
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Y si es que éste existe, no concuerda cuantitativamente
con los postulados de a electrodinimica clisica. Verdad
que no queda aclarado en todos sus pormenores a qué se
deben los resultados divergentes arrojados por las expe-
riencias de Miller. Pero eso no es de extrafiar. A menudo
no resulta cosa ficil, al repetir un experimento, descu-
brit con absoluta seguridad las fuentes del error de los
que han realizado antes ¢ mismo experimento, o dar
sin asomo de duda con s ilusiones padecidas por ellos.

Para los principios de Ia fisica clisica el resultado ne-
gativo del experimento de Michelson entraiia la renun-
ia inevitable — como se expondri en a siguiente con-
ferencia — a concebir el espacio y el tiempo como for-
mas separadas de la intuicion dadas a priori (Primer
principio de Ia fisica clisica) . Sin embargo, la teoria de
la relatividad no deja de presentar muchos puntos y muy
intimos de contacto con I3 teoria del campo de la fisica
dlisica, por lo cual, de ser esta teoria la unica que se
hubicse forjado en los ltimos tiempos. no se justii
caria el titulo general de nuesteo ciclo Crisis de las cien-
cias exactas, elegido por nosotros por conceptuarlo ¢l mis
apropiado para caracterizar ¢l estado actual de la fisica
La jusiificacién se halla en otros resultados experimen
tales que no en los que sirven de apoyo a la teoria rela-
tivista: resultados que han producido en los conceptos
fisicos una modificacion mucho mis radical que aquélla
Pasamos 2 discurrir sobre cllos a renglén seguido.

A fines del siglo pasado el interés de la fisica expe-
rimental gravitaba en forma muy sefialada hacia ¢l pro-
blema de la radiacion del llamado cuerpo negro. Des
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en forma satisfactoria y unitaria, con los conceptos bien
fundados ¢ internamente coherentes de la fisica clasica.
Habia que transformar las tcorias para adaptarlas en lo
posible a los nuevos hechos.

Pero a fin de poner de relieve como es debido las difi-
cultades suscitadas por cada una de dichas experiencias
bisicas, es preciso resefiar primero muy a la ligera el es-
tado de la fisica clisica en la época en que empezaron
a realizarse. Eso nos servird para pomer en plena luz
sus fundamentos y peculiaridades,

La mecinica de Newton y la electrodinimica de Max-
well-Hertz fueron apropiadas por mucho tiempo para
dar cuenta, con gran aproximacion en los cileulos, de
los fendmenos naturales accesibles 2 nuestra observa-
cién, desde ¢l movimiento de las estrellas en la esfera
celeste hasta el de los electrones en los twbos en que se
ha hecho el vacio. Considerémoslas por tal motivo aqui
a titulo de teorias representativas de a fisica clisica.

He aqui sus caracteristicas particularmente salientes.

1° El espacio y el tiempo se consideran en ellas como
formas separadas de Ia intuicion dadas a priori. en el
sentido kantiano,

2 Frente a la materia se halla el campo, portado-
fes una y otro de los fendmenos. Hay particulas pe-
quefisimas de materia y electricidad — los electrones.
los iones, los dtomos y las moléculas — cuyas cargas
constituyen la fuente de las lineas de fuerza del campo.
¥ cuyos movimientos se rigen por las leyes de la meci-
nica. Est también el campo electromagnético, portador
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terpretar cuantitativamente, con ayuda de la teoria electté
nica, el efecto de Zeemann; y por el mismo tiempo habia
incorporado, valiéndose de una genial hipotesis ad hoe,
al edificio de la fisica clisica ¢l experimento de Michelson,
sobre ¢l que volveremos a continuacion en detalle. De
este modo todos los fenémenos de que se tenia conoci-
miento cierto a la sazon quedaban enmarcados, en for-
ma unitaria, dentro del sistema conceptual y las ecuacio-
nes de las teorias clisicas. La empiria y la teoria se da-
ban fa mano de una manera muy satisfactoria.

Y sin embargo, justamente en los Gltimos afos del
siglo pasado se colocé la piedra fundamental de los nue-
vos métodos experimentales: los rayos X, los catodicos.
etc., llamados a demostrar que en fisica no cabe scparar
con una linea tan simple v clara el espacio del tiempo,
Ia materia del campo. Un experimento que desde ha
afios daba bastante que hacer a la fisica clisica, y que
obligé a introducir una modificacion muy esencial en el
primer principio citado mis arriba, cra el de Michelson,
que trataba de demostrar la existencia del éter. Pasamos
a ocuparnos de ¢l, entrando asi en ¢l tema principal de
este primer informe.

Este experimento tenia por objéto someter a prucba
una consecuencia tedrica de la clectrodinimica clisica
Segiin ésta. en efecto, los fenémenos electromagnéticos
¥ épticos se realizan en el éter inmovil, postulado por
ella. De ser asi. deberia soplar un viento “etéreo’ por
sobre Ia superficie de la tierra, en direccion contraria al
del movimiento de ésta. al atravesar el universo el éter:
¥ los efectos de este viento deberian poder observarse en
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de todos los fendmenos magnéticos y Opticos. sometido
a las ecuaciones diferenciales de Maxwell-Hertz.

3 Las ecuaciones fundamentales de la mecinica y
de la clectrodinimica pueden aplicarse sin modificacion
alguna a los fendmenos de dimensiones atGmicas,

Asi, por cjemplo, ¢ modelo molecular de una
fuente luminosa pucde construirse y calcularse de acuerdo
con las leyes bisicas susomentadas, descubiertas y veri-
ficadas en ¢l campo macroscdpico.

A estos tres principios, particularmente caracteristi-
cos de la fisica clisica, cabria agregar aiin toda una serie
de proposiciones tan importantes y generales como elos.
Pero dado el objcto que nos guia en la conferencia de
hoy. hemos destacado justamente estos tres, porque ¢l
examen de cllos da ocasion, mejor que el de cualesquiera
otros, de mostrar como ¢l creciente aumento de nuestro
material experimental va abriendo brechas cada vez mis
grandes y profundas en ¢l edificio de a fisica clisica

El alcance y eficiencia de los tres principios mentados
se consideraban tan grandes. que por los afos de 1890
s¢ mitaba a la fisica como una ciencia punto menos que
perfecta.

En tal concepto la tenia ¢l holandés H. A. Lorentz,
en quien pucde verse uno de los mis eminentes represen-
tantes de la fisica clisica. “Por el afo 1895 Ia fisica era
para mi una ciencia perfecta; por eso su estudio no ofre-
cia mayor interés”, se expres6 en una excursion que reali-
zacon los asistentes al gran congreso de fisica de 1928,
reunido en Como en homenaje a Alejandro Volta. Pre-
cisamente por aquel entonces habia logrado Lorentz in-
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POR OBRA DEL EXPERIMENTO

Por GERMAN MARK.

En los dltimos cuarenta afios se ha ampliado y pro-
fundizado con extraordinaria rapidez nuestro conoci-
miento de los hechos en Ia fisica y en Ia quimica. Hemos
descubierto grandes territorios completamente  nuevos,
como la radioactividad, los rayos X, los rayos corpuscu-
Iares, etc.; y en los territorios ya cultivados hemos lo-
grado una precision insospechada en las medidas. En la
Gptica y en Ia espectroscopia, en la determinacion de los
pesos atémicos y en la analitica ha sido dado determi-
nar con seguridad efectos que nadie hubiera podido pen-
sar antes en observar. Pero este ripido progeeso del arte
de experimentar tenia en su contra ¢ que no viniese
acompafado de una clara discrimi de los nuevos
hechos descubiertos. Estos Gltimos se presentaban un
poco confundidos; de ahi que la fisica tedrica tuviese
que aplicarse 2 la ardua tarea de scleccionarlos, ordenar-
los y establecer conexiones entre cllos. No. tardaron,
sin embargo, en darse cuenta los fisicos de que estos il-
timos resultados experimentales era imposible exponerlos,
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esto e, todos los S y P, con lo cusl queds demostiado lo afirmado
por o modo Barbara

() Bl cilalo de dlases no sélo no e, desde e punto de vist
e mitodo, mis que una geomettia. sxiomdtics, sino que. <omo
Io bhe observado tn otrs ocwion, cabe smonizardo. desde <l
punto de vista de I3 forma, con teorias geomitricas dlementle,
decie que by una teoria que comprende 1a geomtria clemental y
o cilcolo de dlses, de 1 cosl ce dable obtense cuslauiers de 1ay
tworias especiles mediante sxiomas complementaros capecficos. (Cir.
s observaciones en ¢l Jaheesbeicht der Deatschen Math. —
Vereinig., 37 (1928). . 309.
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scheift, Hlle, 1879 WHITEHEAD-RUSSELL: Principia Mathema-
tica, Cambridge University Pres, 1925 . inteoduccion de esta
b ha sparecido bajo el titulo de RUSSELL-WHITEHEAD, Ein.
Faheung in die mathemtische Logi, cditado por 1 sditorisl Drci
masken, Minchen, 1932: HILBERT ACKERMANN: Grundzdge der
theorerschen. Logik, Sptinger, Belin, 1928; CARNAP: Abeiss der
Logisik, Springer, Betin, 1920,

() Una exposicion ficl de comprender de s fundsmentscidn
Iogica de las matematicas pucde verse en RUSSELL: Einfihrung in
die. mathematiche. Philesophie, Dreimaskenverlag, Minchen, 1923

() Cfr. la Einfiheung de RUSSELL, citsds <n 13 nota 4 y o1
Abeiss de CARNAP.
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e f. deutsche Philosophic, 4 (1930). p. 326, y HERBRAND:
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Mathemati, Springer, Bein.
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‘matemiticas clisicas. Los matemiticos construyen casas,
el vivi en las cuales, no sélo les resulta placentero, sino
que les reporta beneficios, en ¢l sentido de que los capa-
cita mis para la interpretacion de la naturaleza. Lo malo
que el dia menos pensado se les pueden venir abajo:
siempre hay ¢l peligro que en el seno de sus teorias surjan
contradicciones que Ias invaliden. ;Qué hacer? ;e cru-
zacin por ello de brazos, y dejarin sin terminar las casas
cuya construccidn tienen empezada, o de construir otras
nuevas? No: lo que habrin de hacer, serd esforzarse —
después de cada terremoto — en construir casas capaces
de resistir los terremotos mis firmemente que las des-
truidas.
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Iaciones matemiticas, tan ajenas en un principio a la
realidad y al parecer tan de mero juego, dirigen nuestra
atencién sobre una multitud de relaciones entre objetos
observables en la experiencia que antes no sospechibamos,
¥ a la par nos suministran medios para fiscalizar cuan-
titativamente nuestras hipdtesis

Concluyamos. Si bien las matemticas, tienen que
moderar — debido a los descubrimientos hechos por la
nueva légica — sus pretensiones en cuanto a poder re-
solver todos los problemas que se les plantean (recuér-
dese al respecto el teorema de Gode, citado mis arriba)
¥ en cuanto a hallarse en absoluto al abrigo de contra-
dicciones, con todo, las partes superiores de las mismas
se han ido desenvolviendo y elaborando en estos dltimos
aiios en forma tal, que llena de admiracién especialmente
2 los que penetran en las conexiones logicas mis hondas.
Por eso nosotros sustituiriamos la decantada metifora de
Poincaré del pastor y del lobo encerrado en la tapia por
esta otra, mis fiel a la verdad de los hechos.

Nuestras casas estin desde luego expuestas 2 que cual-
quier dia las destruya un terremoto. Pero no por eso, sin
embargo, se resolverdn los hombres a Ia larga 2 renunciar
ala construccidn de casas, y 2 las comodidades consiguien-
tes para irse a vivir en cavernas. La vida del troglodita,
sobre ser incémoda, no ofrece una proteccién absoluta con-
tra los efectos de los terremotos. Lo que si hacen, s es-
forzarse en construir casas cuya estabilidad y firmeza las
pongan a resguardo de semejante peligro.

Pues igual problema se plantea ¢ igual solucién sc im-
pone — a lo que me parece — en lo ataiedero a las
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nismo, s rechazando — como hacia Poincaré — las de-
finiciones no predicativas, limitaciones que afectan en-
tonces a 1a teoria de los conjuntos. Puesto que, en lo
tocante a los conceptos especificos de esta ultima, yo he
indicado hace ya algunos afios un diccionario que permite
traducir todos 1os conceptos intuicionistas en conocidos
conceptos especiales de 1a teoria clisica de los conjuntos.
La diferencia en este punto entre el intuicionismo y las
teorias cldsicas estriba en que ¢l primero se circunscribe
dogmiticamente a los conceptos especiales, calificindolos
de plenos de sentido y constructivos, mientras a los con-
ceptos clisicos que se salen de aquéllos los tacha de ab-
surdos. Pero con este proceder ¢l intuicionismo deja de
pisar terreno matemtico, y se lanza a pronunciar los
juicios de valor de que ya dijimos piginas atris.

Eso por lo que respecta a la critica del intuicionismo.
Seguro que cabe ¢n lo posible — por mds que yo no lo
tenga por probable — que se pueda llegar 3 una logica
restringidisima y a una matemitica realmente finitista (1a
cual, claro estd, seria entonces mucho mis restringida que
la llamada matemtica intuicionista), contemplando las
relaciones de la Iégica y las matemiticas con lo que nos
oftecen las proposiciones empiricas. En las proposiciones
matemiticas que se rigen por la empiria no figuran los ni-
meros reales ni ¢l concepto de continuidad. EI S. Hahn ha
sefalado ¢l hecho de que no hay modo de comprobar por
medicion si ¢l didmetro de un pedazo determinado de
tiza es racional o rracional, y en otra ocasion ha sefia-
lado el hecho de que en las proposiciones puramente em-
piricas no aparece tampoco ol cuantificador “todos-as”
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hubiese sino un dnico tipo de posculados de constructi-
vidad; y es0 — con seguridad — no ocurre. Hay pos-
talados de constructividad gradualmente  difccentes. Lo
que hace el intwicionismo no s mds que realizar una de
estas miltiples. posibilidades, forjando un sistema de
postulados confusamente delineado en muchos puntos, ¥
a buen seguro no el mis riguroso que quepa concebir.
Con todo ¢so0, aun entre algunos matemiticos de ten-
dencias no intuicionistas reina 1a opinién de que el in-
tuicionismo, parte de la matemitica clisica — la parte
de ella que no contiene el principio del tercero excluso ni
sus consecuencias — es mis seguro que aquélla tomada en
toda su amplitud. Pero Godel ha encontrado hace poco
que, no s6lo la matemitica intu'cionista es una parte de 1a
dlisica. sino que todo el cilculo de proposiciones clisico
entero y toda la teoria clisica de los nimeros junto con
el principio del tercero excluso pueden ser mirados como
una parte del intuicionismo, ya que por medio de un
diccionario sencillo se puede traducir cualquier propo-
sicion clisica de los campos mentados 2 una proposicion
intuicionista (12). Una de las reglas para tal traduccién
es la de que, siempre que en las proposiciones clisicas
aparezcan Ias palabras “p 0 ¢”, hay que poner “es impo-
sible que p sea imposible y  sea imposible’”. En verdad,
pues, el rechazo del principio del tercero excluso no trac,
por consecuencia ninguna limitacion en las proposicionzs
dlisicas — ya que los intuicionistas admiten imposibili.
dades para las proposicionts universales —, sino tan
s6lo una modificacion en los enunciados de las mismas.
Como si puede comportar limitaciones reales ¢l intuicio-
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como del matematico; actividad que no es susceptible, ni
Io necesita, de fundamentacién: todo lo que — a mi enten-
der — esti en manos del Iégico y del matemitico, es com-
probarla simplemente como hecho. Cuiles proposiciones
fundamentales y métodos de deduccion haya de elegir el
matemitico o e 16gico: en qué relaciones se encuentren
con Ia llamada realidad y con las vivencias reveladoras
de evidencias, etc., son preguntas que pertenccen 3 otras
encias, menos exactas

Las matemiticas no estén inmunizadas contra contra-
dicciones: en cualquier momento pucden declararse en
suseno. Eso es lo que quiere dar a entender Poincaré
con su metifora, que.en sus manos significa todo un
reproche contra ¢l cardcter de la certeza matemitica. El
pastor, en son de preservar a su rebaiio de los lobos
rodea de una tapia ¢l lugar en que pace: pero, ;puede
estar absolutamente seguro de no haber encerrado un
Iobo dentro de la tapia misma? Y el solo motivo que lo
mueve a formular este reproche, es que ¢l exige que la
certeza matemitica, sea, no s6lo gradualmente mayor. sino
esencialmente mayor.

Claro que si quisiéramos tratar en todos sus detallcs
Ia profunda transformacion sufrida por nuestra manera
de concebir la logica y las matematicas, nos saldriamos
mucho del marco de esta conferencia. Vamos a limitarnos a
precaver contra un error, en que ms de uno podia incidir
ateniéndose a nuestra definicion de las matemiticas: v
es el de figurarse que la mera transformacién de propo-
siciones cualesquiera de acucrdo con reglas cualesquiera, no
constituye una ciencia, sino un juego.
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Tal vez pueda desarcollarse una matemitica res
gidisima asi, no lo negaré: con todo eso — y sin prejuicio
del interés que pueda tener epistemolGgicamente — para
Ia inmensa mayoria de los matemiticos no ofrecerd otro
interés que ¢l que, pongamos por ejemplo, para un ged-
grafo Ia geografia de su lugar natal.

Se han enterado, pues, Vds. que la Iogica y las mate-
miticas no son ni inalterables
logica aristotélica ha revelado ser insuficiente, y ha sido
ida por ¢l nuevo edificio de la logica matemitica:
que esta dltima ha venido a parar a un atolladero por
culpa de las paradojas descubiertas en su seno, del cual
han buscado una salida por diversos caminos Ia teoria
de los tipos, el formalismo y ¢l intuicionismos: se han
enterado Vds. en resumen, que también la logica y las
matemiticas se hallan — lo mismo que las demis cien-
s exactas — bajo el signo de crisis y reconstruc-
ien: acaso pregunten Vds. entonces como salen
libradas Ia I6gica y las matemiticas de todas estas vicisi-
tudes porque han tenido que pasar.

Lo que al matemitico le interesa y lo que hace, es,
exclusivamente, deducir  ciectas. proposiciones de cicrtas
otras — que debe enumerar antes de proceder a la deduc-
cidn, pudiendo, por lo demds, elegiclas de diversos mo-
dos — con el auxilio de ciertos métodos — que también
debe enumerar antes de proceder a aquélla, pudiendo, por
Lo demis, elegiclos también de diversos modos.

En cuanto a la légica, emprende la formulacién y ¢f
primer_desenvolvimiento de las reglas generales de la
deduccion. En eso se cifra la actividad tanto del légico
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el intuicionista, quien opina que algin dia podrs dirimir
esas cuestiones; ya que ¢l no expresa sus métodos de de-
cidit los problemas matemiticos en un sistema de axiomas
determinado, sino, como veremos todavia, les deja un
margen de libertad.

Como defender la matemitica clisica de los ataques
de los intuicionistas? Un anilisis desapasionado del in-
tuicionismo nos lo hari ver.

Es menester distinguir entre lo que los intuicionistas
precenden y c6mo lo cumplen en sus exposiciones orales
o escritas. Segin los intuicionistas las matematicas se ago-
tan en la actividad constructiva del espiritu. Lo inico
que le es dable al matemitico en su exposicion s su-
ministcar al oyente o al lector indicaciones mds o menos
imperfectas con que este Gltimo pueda reconstruir en su
espiritu lo que ¢l, el matemitico, ha construido previa-
mente en el suyo. Detengimonos 2 examinar tales exposi-
ciones. Imperfectas y todo — como manifestaciones mera-
mente exteriores que son del pensamiento — constituyen
— no hay que decirlo — ¢l Gnico clemento de juicio
de que dispone el critico que quiera juzgar desapasiona-
damente del intuicionismo. Dos ingredientes cabe discernir
en ellas: uno de indole matemitica y otro de indole
epistemoldgica. Consiste ¢l primero en construcciones.
pero también en demostraciones, que se valen con toda
regularidad de ciertos modos de silogismo. Consiste I
segundo en afirmar Ia plenitud de sentido de los modos
de silogismo basados en la intuicion, y I carcncia de il
de los modos de silogismo que se salen de aquélla

Al aseverar: “Tales modos de silogismo tiencn sen-
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guro cudl de los dos casos sea el cierto —, sino que ni
hay scguridad de que sea soluble; de suerte que ni si-
quiera s posible formular a priori la alternativa — €5
decit: no s licito afirmar que uno de los dos casos sea
ol cierto. La alternativa solo se podrd formular a pos-
teriori. Recién después de efectuada la demostracion, o
refutacion, que deciamos se podri ver a posteriori que ¢s
ierto uno de los casos afirmados en Ia alternativa. Por
otra parte. tampoco a priori cabria afirmar — siempre
a juicio de Brouwer — que ¢l problema de Goldbach,
o cualquier otro problema determinado, sea insoluble,
Contrastan con estas ideas de los intuicionistas las de
los matemiticos de tendencias clisicas. En el sentir de
estos dltimos, una proposicién como: “Un nimero que
tenga 1a propiedad P cabe hallarlo después de recorrer
un ntmero finito de pasos” — proposicion que no se iden-
tifica con esta otra: “Existe un nimero que tiene la pro-
picdad E” — no es Ia contraria de la proposicion: “To-
dos los nimeros tienen la propiedad no-E”, de modo
que para el matemitico de tendencias cldsicas estas dos
proposiciones no forman ninguna alternativa. El hecho
de que haya cucstiones indecisas no tiene, pues, para
nada que ver con el principio del tercero excluso. Ni
siquicra queda afectado en su sentir ste principio por
los problemas indirimibles que plantea la metamatems-
tica. Hemos visto, en efecto, que en todo sistema de
axiomas que abrace la aritmética, cabe enunciar propo-
siciones, cuya verdad o falsedad es imposible de probar
con los métodos formulables dentro del sistema de axio-
mas de referencia. Parecer este ltimo no compartido por
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De hecho, empero, los silogismos desarrollados por los

tuicionistas son reducibles en cada caso a sistema formal.
Por ¢j., hasta hoy los intuicionistas no han sacado en ¢l
cilculo de proposiciones y funciones ninguna conclusién
que no figure en el sistema de Heyting. No obstante esto,
si algin dia, en base de vivencias reveladoras de evidencias
de especie no conocida hasta ahora, llegaran a hacerlo,
pues habria que proceder al ensanche del sistema de axio-
mas: y nuevamente se tendria entonces un sistema formal
que tradujese los datos existentes. En consecuencia, en ol
intuicionismo la parte formalizada esti limitada, por
asi decirlo, hacia abajo, esto es, constituye un cierto mi
nimo que no admite con seguridad merma: sélo hacia
areiba estd abierta, esto ¢s, no cabe fijarle un miximo,
Por lo demis, tampoco la matemitica clisica exige n
modo alguno una rigidez absoluta en cl sistema de los
axiomas fundamentales, sino que también ella se reserva
el derecho de introducir nuevos axiomas

Con el fin de ilustrar mis de cerca este asunto, haga
mos mencion de los conceptos de asignabilidad. construi-
bilidad y demosteabilidad de que se habla cn ¢l intuicio-
nismo. pero de los cuales no se han precisado hasta ¢l
presente todos los casos en que cabe aplicarlo ni todas
las reglas pertinentes; ¢n particular, se lo ha hecho cn ¢l
sistema de Heyting. Los intuicionistas se afcrran te
nazmente a sus construcciones y rechazan las argu-
mentaciones no constructivas que se salgan de cllas,
sobre todo en Ia tcoria de los conjuntos: cosa en que yo
me pondria de parte de ellos, mirindola como de con-
secuencia para las matemiticas, con una condicion: si no
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tido; tales oteos carecen de @1” no se hace sino traduc
una impresidn subjetiva o un gusto personal. Afirmacio-
nes de este tenor solo tienen interés para ¢l que haya de
trazar Ia biografia de la persona que las formula. En la
légica o las matemiticas no hallan cabida. Son juicios
de valor, frente a los cuales la tnica actitud que cabe ¢5
a fundada en lo que le dictan a uno sus propios sent
mientos. Se ha de decidi por un acto de voluntad que tales
modos de silogismo se han de emplear y tales otros no:
péro porque si, no porque quepa encararlos como fuentes
de conocimiento, susceptibles, por tanto, de recibir ¢l
alificativo de verdaderas o falsas. Eso por lo que hace
al ingrediente epistemoldgico involucrado en las exposi-
ciones de los intuicionistas.

Purificadas del mismo, jqué queda de cllas? Pues 1
deduccién de ciertas proposiciones con ayuda de ciertos
métodos y modos de silogismo: un sistema de silogismos
de acuerdo con ciectas reglas. Pero no otra cosa son tam-
poco las matemiticas clisicas. Los intuicionistas, s verdad,
protestan de que la totalidad de sus construcciones sean
reducibles a un sistema formal, sean precisables en cuerpo
de axiomas. No obstante, como es posible agrupar los s
logismos desarrollados por ellos con plena regularidad.
a juzgar por sus exposicions, y reducirlos a unos pocos
—y efectivamente Heyling ha formulado tal axiomitica
del cilculo de proposiciones y funciones del intuicionis-
mo —, esta afirmacién de los intuicionistas s6lo puede
tener evidentemente el sentido de que llos se rescrvan ¢l
derecho de utilizar eventualmente otros silogismos fucra
de los contenidos en un sistema cualquiera de axiomas.
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malo que los dificiles cilculos por los cuales Weierstrass
dedujo la existencia de semejante curva no son para rc-
producirlos aqui. Felizmente hoy podemos arribar ol
mismo fin de Weierstrass mostrar que hay curvas que
carecen de tangente en todos sus puntos — por camino
mucho mis llano. Voy a tratar de trazar tal camino,
o al menos esbozarlo (*)

Nuestro punto de partida es la linca simple represen-
tada en la fig. 4, compuesta de dos rectas iguales, la una
ascendente AB y la otra descendente BC. Reemplacemos
Ia recta ascendente AB por una
linea quebrada compuesta_de
6 rectas (fig. 5): AD, DE.
EF, FG, GH y HB, siendo de
notar que AD, EF, FG y HB
son ascendentes, y DE y GH
descendentes, y que la distan-
cia de los puntos D, F y H a
a recta AC, es igual a la mitad
€ de la distancia del punto B 2

Ta misma. Y reemplacemos asi-
mismo la recta descendente BC por una linea quebrada
compuesta por 6 rectas: BIL 1, JK, KL. LM y MC, siendo
de notar que BI, JK, KL, y MC son descendentes y 1) y
LM ascendentes. y que la distancia de los puntos I, K y M
ala recta AC es igual a la mitad de la distancia del punto
B a la misma. Reemplazando ahora cada una de las
12 reccas de Ja quebrada asi obtenida por una quebrada
compuesta de 6 rectas obienida con anilogo_procedi-
miento, llegaremos a formar la quebrada de 72 rectas

4 e L
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de dichas ciencias. Por eso en los dias que corremos no
era empresa initil poner en contacto mis intimo con la
investigacion de las ciencias exactas a gentes cuya acti-
vidad intelectual se desenvuelve en zonas diferentes. Y.
tarea que se imponia realizar también, por ser muchos
fos que, extraviados, han caido en un escepticismo abso-
luto en cuanto al valor de la ciencia.

Con este propésito se pronunciaron las cinco confe-
rencias que siguen.
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dela fig. 6. Y se ve que tal formacion de quebradas se pue.
de proseguir indefinidamente, creciendo no menos indefi-
nidamente ¢l grado de complicacion de las mismas.
Ahora bien, cabe demostrar con todo rigor — si bien
nosotros no vamos a hacer aqui, como s natural,
Gl demostracion — que las sucesivas quebradas cons-
truidas con el procedimiento indicado se van acer-
candoindefinidamente 2 una curva que goza de
Ia propicdad descada: en ningin punto tiene una
pendiente determinada;: por tanto, en ningin punto tie-
ne una tangente. Verdad que la
trayectoria de tal curva escapa
por completo 2 la. intaicin.
iQué! Si después de repetir un
par de veces Ia operacion artiba
descripta i siquiera nos es
dado seguir con la vista las nue-
vas quebradas que se van obte-
niendo  sucesivamente,  menos
n0s serd dado percibir con ella la curva a que estas dl-
timas se van acercando indefinidamente. S6lo el pensa-
miento, ¢l andlisis 16gico pueden avanzar hasta ella.
Viéase como entonces, de habernos fiado de Ia int
cién, stguiriamos aun persistiendo en el error en la cues-
tién de las tangentes de las curvas. ;No parecia probar la
intuicion, irrefragablemente, que es imposible que exis
tan curvas que carezcan de tangente en todos sus puntos?
Este primer cjemplo de como falla la intuicién lo
hemos tomado de los elementos del cilculo diferencial
Un segundo ejemplo podriamos iomatlo de los elemen-
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Hay sin duda en las matemiticas un aspecto de mero
juego. que encierra para el que las entiende cualidades
estéticas andlogas a las de la misica, a la que nadic le
reprocha, sin embargo, el que no trasmita conocimientos,
sino que sea solamente un juego. Verdad que mientras
poquisimos hombres estén destituidos del todo del sen-
tido para la misica, ¢l goce estético de las matemiticas
le esté vedado desgraciadamente a la mayoria. Pero eso
R0 quita la justeza de la comparacion. La capacidad para
gustar de las matemiticas no es mis rara que el oido
musical” Si la primera se halla tan poco difundida, no se
vea en ello sino las deplorables resultas de una mala
ensefianza. Entendimonos: la capacidad de gustar de las
‘matemiticas podria hallarse mis difundida con una buena
ensefianza, no ¢l don de invencion matemitica, ¢l cual
e tan poco comin como la fuerza creadora del com-
positor.

Pero las matemiticas son algo mis que juego. Lo haré
ver a la luz de un solo ejemplo. Y lo aduzco. no porque
me parezea la aplicacion mds importante de las matem-
ticas. sino porque pone de manifiesto con toda brevedad
Io que queremos aclaranos, y por serles 3 Vds. familiar
por Ia conferencia anterior. ;Qué podria haber tenido,
hace cien afios. mis el caricter de mero juego a los ojos
de un observador superficial que la hipétesis de que en
un ‘plano por un punto exterior 3 una recta pasa mis
de una paralela, y sus consecuencias? Y sin embargo,
sabemos hoy que las vias de los rayos luminosos y de
puntos de masa bajo el influjo de la gravitacion vienen
a ser esas paralelas miltiples. De modo que tales especu-
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t0s del cilculo integral. La tarea fundamental del cileu-
lo diferencial es: dada una curva, caleular su pendiente:
dada la trayectoria de un punto mévil, calcular su ve-
locidad: dada una curva, calcular su pendiente. La tarea
fundamental del cileulo integral es justamente la con-
traria: conocida la velocidad de un punto movil en
cualquier instante, calcular su trayectoria; o conocida Ia
pendiente de una curva en todos sus puntos, calcular la
curva misma. Tarea que, claro estd, solo tiene sentido,
si realmente la velocidad del punto movil decide real-
mente de su trayectoria, si la pendiente de una curva
decide realmente de Ia forma de la misma. ;Cémo tes-
ponderemos esta cucstion: afirmativa o negativamente?

Peto planteemos ain con mis rigor Ia cucstion. Si dos
puntos que se mueven a lo largo de una recta parten
en el mismo instante del mismo lugar (*), concor-
dando en todo momento en sus velocidades, {permane-
cerén forzosamente juntos, o cabe que se separen? Y
respectivamente: i dos curvas de un plano parten del
mismo punto. concordando siempre en sus pendientes,
gse superpondrin forzosamente en todo su recortido, o
cabe que una de las dos se eleve sobre la otra? Si nos
guiamos por I intuicién, parece que los dos puntos mé-
viles habrin de permanecer a la fuerza siempre juntos,
que as dos curvas habrin de superponerse a la fuerza
en todo su recorrido. Y sin embargo, cl anlisis 1ogico
enseia que no es necesario que sea asi. Concedamos que
para los movimientos y, respectivamente, curvas que se

+) Y s entiende en Is misms dinecion. ¥ lo mismo digase
el trzado de 135 curvas. (N, del T
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como veremos, cabe pensar que un punto se mueva sin
tener, no obstante, una velocidad determinada en ningin
momento. Fuerte fué la impresion que suscitd este des-
cubrimiento en los matemiticos, al darlo a conocer su
autor, ¢l gran matemitico berlinés C. Weierstrass. en el
afio 1861. No era cosa tan nueva, sin embargo. Mucho
antes ya le era conocida — como nos consta hoy por
manuscritos que se conservan en la biblioteca nacional
de Viena — al filésofo, teélogo y matemitico austriaco
B. Bolzano.

Como los problemas que plantea este descubrimiento
tocan muy de cerca las bases del cileulo diferencial, des-
envuelto por Newton y Leibnitz, procede decir pri-
mero algunas palabras acerca de los conceptos funda-
mentales de dicho cilculo (%)

Newton partia del concepto de vrlocidad. Imaginese
un punto que se mucva sobre una linea recta (fig. 1)
y que en ¢l instante ¢ se encuentre, p. ¢j. en el sitio Q.
Supuesto esto, ;qué se ha de entender por la velocidad
del punto en movimiento en este instante 12 Para
responder a esta pregunta, empecemos determi-
nando Ia posicién del punto en movimiento en un
segundo instante (', Sea p. ¢j.. Q' este nuevo sitio. @
Claro entonces que conociendo Q y Q'y 1 y 1, co
nocemos el trayecto QQ' recorrido por ¢l punto
mévil en el lapso de tiempo ¢r". Dividamos lucgo
el trayecto QQ' por el tiempo transcurrido entre
os instantes ¢ y ', Se obtiene asi fa llamada ve-
locidad media del punto movil entre los instantes ** "
£y 1. Verdad es que tal velocidad media no es de ningin
modo la velocidad del punto en o instante ¢ mismo

o
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de que todo nimero primo de Ia forma 4 n+1 es repre-
scntable por una suma, y una sola, de dos cuadrados de
niimeros naturales, ha sido demostrado también con me-
dios auxiliares trascendentes. Pero a despecho de Ia gran
admiracién suscitada por este descubrimiento de Euler —
del cual sc ha desenvuelto una rama especial de las ma-
temiticas: la llamada teoria andlitica de los ndmeros
—. persistié la creencia de que todas las proposiciones
sobre nimeros naturales se pueden demostrar con medios
elementales. Y aun cuando se encontraban proposiciones
clementales que sG1o se estaba en condiciones de demostrar
con medios trascendentes, atribuiase ésto a Ia circunstan-
cia de que hasta entonces no s habia dado todavia con
las demostraciones elementales de tales proposiciones.

Pues Godel ha probado por via matemitica que existen
seguramente proposiciones sobre los niimeros naturales,
que no cabe demostar en forma elemental: para demos-
trarlas s preciso echar mano a medios trascendentes ().
Ni se debe ello — es ¢l caso de repetirlo — 2 alguna
imperfeccion de que se resinticran nuestros supuestos acer-
ca de los nimeros reales; antes es un caso particular de
un teorema de validez general que reza: En foda teoria
formal que abrace la teoria entera de los nimeros natu
rales, existen problemas no dicimibles en el seno de la
teoria en cuestion. Asi como hay proposiciones sobre los
niimeros naturales solo demostrables con los medios au-
xiliares tomados de la teoria de los nimeros realcs. asi,
hay proposiciones sobre los nimeros reales solo demos.
trables con los medios auxiliares tomados de a te
de los conjuntos de niimeros reales, y hay problemas sobre
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Después de estas someras indicaciones sobre el lado
sico de la cuestion, encarémonos ahora con ¢l campo ma-
temitico, donde la resistencia contra la teoria kan-
tiana de la intuicion se inicid considerablemente an-
tes que en Ia fisica. En lo que siga: discurriré, pucs
exclusivamente sobre el tema “Matemiticas e int
cion”. Pero ni ain este tema lo trataré integro. De-
jaré de lado un importante a la par que dificultoso
conjunto de problemas, de los que se ocupard ¢l St. Men-
ger en la Gltima conferencia de este ciclo. Me reficro 2
103 que convergen en torno al intenso y fructifero mo-
vimiento de oposicion que se ha llevado contra la tesis
de Kant, de que también la aritmética. la teoria de los
niimeros, descansa sobre la intuicion. Este movimiento
de oposicién se ha propuesto demostrar que, contrariamen-
te a lo que sostenia Kant, la aritmética pertenece por
entero al dominio del pensamiento, de Ia logica (). Por
este motivo circunscribo aun mis mi tema. Trataré de “La
geometria y la intuicion”. Serd mi intento mostrar como
vino a quebrantarse Ia confianza en la intuicién en la geo-
metria, dominio que, a primera vista, parece pertenecerle
originariamente, cayendo asi cada vez en mayor des
cridito, hasta acabar por verse desterrada del todo también
de este su dominio natural

Una de las cosas que movié a los matematicos a lan.
7arse por esta via de la desvalorizacion de la intuicion.
fué el haberse descubierto que — en abierto contras
te con lo que se habia dado por seguro fundindose
en esta iltima — hay curvas que carccen de tangen-
tes en todos sus puntos. . lo que viene a ser lo mismo,
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naturales — para la cual Peano fué ¢l primero en poner
en pie un sistema de axiomas — es imposible demostrar
que de la falta de contradicciones de la teoria de los ni-
meros naturales se siga Ia falta de contradicciones de la
toria de los nimeros reales. Tampoco es dable demostrar
con ciectas partes de la teoria de los nimeros nacurales
que, si estas partes estin exentas de contradicciones, toda
Ia teoria habrs de estarlo.

Por este par de cjemplos contrapuestos se echa de ver
que eso de que ninguna teoria quepa fundarla sobre una
de sus partes, no es una cosa evidente por i, que tiene
su razén de ser en ciertos principios generales. Noj esta
verdad no s evidente por si, sino — tal es ¢l sentido
del descubrimiento de Godel — una proposicidn mate-
mitica de maices escondidas. que puede y necesita ser
probada

Tusta bien Ia fuerza de los métodos metamatemiti-
cos la segunda parte del descubrimiento de Godel. Pero
para explicarles a Vds. con mis detalle este iltimo, tengo
que tomar las cosas de un poco mis atris.

Fué uno de los mayores descubrimientos de Euler que
as proposiciones que tratan de los nimeros naturales 1
2,3, 4.... cabe también demostrarlas con los llamados
medios auxiliares trascendentes, s decir, con ayuda de
consideraciones que se salen de la esfera de los nimeros
naturales y que dejan ateds ¢l principio de Ia induccion
completa, pues emplean los conceptos de valor limite y
de continuidad, asi como la operacion con niimeros reales
y funciones cuslesquicra. Por ¢j., la proposicion — ha
llada y demostrada de modo elemental por Fermat —
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experiencia. Esta formula_pecmitid, aplicando los con-
ceptos de densidad espacial de radiacion y los dos prin-
cipios fundamentales de la termodinmica, establecer tes-
ricamente la frmula de la radiacin integral del cuerpo
negro, y de otros cuerpos — combindndola con las leyes
de Kirchhoff — ya obienida expesimentalmente por Ste-
fan (1870) y Boltzmann. La comprobacién experimental
en la cadiacion de la hipdtesis de los cuanta, inicia una
era revolucionaria de la fisica al comenzar el siglo actual.
Esta revolucion avanza en forma sorprendente en este
momento.

Contindia Mark con el fenomeno fotoelécirico cuya ex-
plicacidn se tuwo a aiz de la hipdiesis de Einstein (1905),
quien considerd la luz_homogénea como la emision de
fotones o corpisculos similares — hasta cierto punto —
a los de la teoria de la emision de Newton, portadores
de energia proporcional a la frecuencia

En forma sintética se refiece al efecto Compton. a la
difeaccin de los rayos X, a la mecdnica de De Broglie,
a la dualidad de la luz y a las mecinicas ondulatoria y
cudntica, vespectivamente, de Schrédinger y Heisenberg,
temas que son expuestos con mis detalle mis adelante.

La sequnda confecencia de Hans Thirring tiene por
titulo: “La transformacion del sistema conceptual de la
fisica”. Analiza Thireing, el modo de operar de la fisica
como filosofia natucal o ciencia de la naturaleza con
ejemplos sencillos, peco de profundo concepto, llegando
a la conclusion de que ella — cierxia eminentemente hu-
mana y de rasgos antropomdficos — trata de establecer
relaciones entre ciertos conceptos primitivos o bisicos
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fué el matemitico Kronecker, alli por el aio ochenta y
tantos del siglo pasado, quiere decir, con antelacion al
descubrimiento de las paradojas dichas. Los continuadores
de Kronecker 1o designaron con el nombre de intuicionis-
mo. (1)

Russell hace de las matemiticas una parte de la I6gica:
Kronecker est por la primacia de las matemiticas sobre
Ia 16gica. La construccion matemitica le es. pues, lo pri-
mario. “Los nimeros enteros — dice — han sido hechos
por Dios; todo lo demis s obra humana”. Tan es asi
que la construccion matemitica es lo primario, que la
pura deduccion logica pucde, cuando no la acompaian
construcciones matematicas, llevar a proposiciones mate-
miticamente incorrectas. Lo que sobre todo ataca Kro-
necker son las demostraciones indirectas, las cuales del
hecho de que se demuestra que la no existencia de una
entidad con ciertas propiedades es contradictoria, con-
cluyen la existencia de una entidad con las propiedades
en cucstion, sin suministrar, no obstante, un procedi-
miento para construir Ia tal entidad. Un cjemplo ilus-
trard esto.

Supongamos que se lograra hacer patente por algu-
na via que la hipétesis — designada como de Gold-
bach — de que todo niimero par es representable por una
suma de nimeros primos, encierra una contradiccion: (Qué
concluiria ¢l matemitico clisico? Pues que existe un nii-
mero par no representable por una suma de mimeros
primos. Lo que es Kronecker, no iria hasta formalar tal
proposicion existencial. a no ser que se le indicara real-
mente un nimero par que no sca suma de dos nimeros
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conjuntos de nimeros reales sélo dirimibles mediante
hiptesis sobre conjuntos de potencias superiores. Y lo
que es mis, en toda teoria formal que abrace la teoria
entera de los nimeros naturales hay proposiciones o
dirimibles hasta eatre las referentes a los nimeros ceales.

En otras palabras: una logica universal, que, arrancan-
do de unos cuantos principios zanje todas las cuestiones
imaginables — con Ia cual sofiara Leibnitz — es impo-
sible que exista.

La metamatemitica ni esti en aptitud de demostrar
que las matemiticas se hallan a salvo de contradicciones,
ni de poner en nuestras manos un procedimiento para
decidic todas las cusstiones que pucdan presentarse. Pu-
dira tal vez creerse entonces que ha fracasado. No es asi.
sin embargo. Pues aun prescindiendo de los preciosos fru-
tos abtenidos por ella que tienen valor por si. no hay que
olvidar que ha sido precisamente ¢l punto de vista meta-
matemtico creado por Hilbert lo que le ha permitido a
Godel lanzarse a hacer sus descubrimientos. Antes que ha-
ber fracasado, a metamatemitica ha dado prucbas de ser
hasta ahora el Gnico camino por donde quepa penetrar y
conocer algo de las bases de la Iogica y de las matematicas.
por mis que estos conocimientos s reduzcan en parte a
Ia destruccion de ilusiones

Y con esto paso a hablar del tercer camino por que
se ech6 — los dos primeros fueron 1a teoria de los tipos y
Ia metamatemitica —, al ser precipitada la Iogica en una
erisis por las paradojas descubiertas en los albores de
nuestro siglo. Verdad que el camino ya existia de antes;
no se hizo mis que elaborarlo. Quien lo habia abierto
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fendmenos que nos suministra la experiencia: cada su-
ceso fisico tiene su puesto rigurosamente preciso y exacto
en el espacio y el tiempo.

Por plausibles que puedan parecer estas ideas y por
bien que correspondieran al estado de a ciencia en los
tiempos de Kant, sin embargo la marcha ulterior de aqué-
lla ha venido a sacudirlas en sus cimientos

El aspecto fisico de la cuestion ya se trat6 en las dos
primeras conferencias, por lo cual puedo limitarme aqui
a breves indicaciones. Las ideas de Kant acerca del sig
nificado en fisica del espacio y el tiempo en fisica co-
rresponden a la fisica newtoniana, en exclusivo predo-
en sus dias, en ¢l cual se ha mantenido hasta hace
recientemente. U primer golpe lo recibid esta con-
cepcion de la teoria de la relatividad. En concepto de Kant,
el espacio el tiempo no tienen nada que ver entre i ¢s
mis, proceden de fuentes completamente diferentes: ¢l
espacio es Ia forma de intuicin del sentido externo, ¢l
tiempo, Ia del sentido interno. Nos hallamos en presencia.
pues, de un espacio inmovilizado en reposo absoluto, y
de un tiempo absoluto que se va deslizando sin tocarlo
para nada. Contrariamente, la teoria de Ia relatividad nos
ensefa: no hay ni un espacio ni un tiempo absoluto: lo
inico que tiene significado absoluto en fisica es 1a union
de ambos: el mundo.

Un golpe de cfectos mis perniciosos. empero, lo recibid
Ia concepcién de Kant del espacio y tiempo como formas
a priori de la intuicién. a consecuencia del desenvolvimien-
to novisimo de la fisica. Ya dijimos que segin aquella
concepién todo suceso tiene su lugar exactamente fijo en






index-212_1.png
m CARLOS MENGER

que se resuelven en Ia I6gica general. Aqui no cabe aplicar
todas las especies de deduccion 16gica, porque eso seria ha-
cer intervenir en la demostracion aquello mismo que se
trata de demostrar. Por medio de Ia deduccién logica ha-
bria que demostrar que el sistema de los principios de la
deduccion 1égica no presenta contradiccion alguna. Tal
demostracion careceria, pues, de valor. Para que lo tenga,
<6lo_es licito emplear una parte de Ia logica. Con un
minimo de medios demostrativos metalégicos tritase de
probar la falta de contradicciones para la parte mis
grande posible de la légica y de las matemiticas. Por cj..
Herbrand logeé demostrar la falta de contradicciones del
cileulo de proposiciones y de una parte de la teoria de
fos nimeros naturales, empleando 1a induccion completa,
pero sin recurric al principio del tercero excluso.

Pero habia que ir mis lejos ain: extender esta demos-
tracién a la matematica toda. Este era el problema cardi-
nal dltimo que se imponia resolver: valiéndose de una
parte de la logica y de la matemdtica demostrar la falta
de contradicciones de la l6gica y matemitica toda.

Tal era ¢l estado de la ciencia hace muy poco; hasta
que en el afio 1930 se realizd un descubrimiento comple-
tamente inesperado, prefadisimo de significacion: y quien
Io ealizé fué el joven matemitico vienés. Kurt Godel
Y consistié en solucionar el susomentado problema car-
dinal, pero en sentido negativo. Demostrd, con efecto,
Godel, por via metalégica — haciendo uso nada mis
que de la teorfa de los nimeros naturales — que con
wna parte de la Iogica y de la matemitica no se pucde
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en 1a representacion como simples afecciones del dnimo,
son pensados. La intuicién y los conceptos constituyen
los dos elementos de todos nuestros conocimientos
Quiere decir que nos comportamos pasivamente al reci-
bi en nosotros por via intuitiva las representaciones: y
activamente, al claborar Ias mismas con <l pensamiento,
Pero en la intuicion, a su vez, es preciso volver a dis-
tinguir, al entender de Kant, dos clementos: una parte
proveniente de la experiencia, empirica, a posteriori, la
cual constituye ¢l contenido de la intuicion: colores, soni-
dos, olores, impresiones tactiles, como Ia dureza, Ia blan-
durd, 1a aspereza, etc.; y una parte independiente de toda
experiencia, pura, a priori, que constituye la forma de Ja
intuicion. De tales formas puras de Ia intuicion tenemos
dos: el espacio, forma de intuicién de nuestro sentido ex-
terno, merced al cual “nos representamos los objetos fuera
de nosotros”; y ¢ tiempo, forma de intuicion del sentido
interno, “merced al cual el dnimo se intuye a si mismo o
su estado interno.”

Y esta intuicion pura desemperia, en ¢l sentic de Kant,
un papel de suma importancia en nuestro conocimiento. Es
sobre Ia intuicion pura, y no sobre el pensamiento, como
‘pudiera creerse, sobre lo que se fundan, segin ¢l las mate-
miticas. La geometria, conforme se la viene enseiando
desde la antigiiedad, trata de las propiedades del espacio
que se nos da con entera exactitud en la intuicion pura
La aritmética. la teoria de los nimeros reales, descansa
sobre Ia intuicién pura y completamente exacta del tiem-
po. Las formas puras de la intuicion espacio y tiempo
forman ¢l marco dentro del cual ordenamos todos los
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exacta, adolecerd de errores. Pero qué, ¢no va en cons-
tante progreso el grado de precision de nuestros métodos
de observacion? Imaginemos que una misma magnitud
fisica se mida reiteradamente con métodos de observacin
cada vez mis precisos. ;Qué resultard? Cada uno de los
valores asi obtenidos serd inexacto; todos ellos irin, no
obstante, acercindose indefinidamente a un limite perfec-
tamente determinado, y este limite vendr a ser ¢l valor
exacto de la magnitud fisica de referencia.

Semejante argumentacion es insatisfactoria desde el pun-
to de vista filoséfico. Pero ain sin remontaros a la
filosofia, ¢l novisimo desarrollo de la fisica parece pro-
bar que es insostenible por razones puramente fisicas.
Paece que es imposible, por razones fisicas, localizar con
exactitud creciente un suceso en el espacio el tiempo,
llegados a cierto grado en la exactitud, ya no cabe, al
parecer, seguir adelante.

Quede asentado, puss, que la teoria de la localizacion
exacta de los sucesos fisicos en ¢l espacio y el tiempo cs
metafisica, y. por ende, carente de significado. Por fuer-
te que haya debido ser ¢l sacudimiento obrado en los
dogmas metafisicos a que se aferran la mayoria de los
hombres — incluso la mayoria de los fisicos — por ¢l
reciente desarrollo revolucionario de Ia fisia. al pensador
educado en la escucla de 1a filosofia empirica no lo toma
éste de sorpresa. No le ve nada de paraddjico: antes bien,
o siente en seguida como cosa familiar, y le da la bien-
venida, porque se da cuenta de que con tal desarrollo se
avanza un buen trecho en el camino de limpiar a la fi
< de clementos metafisicos, de hacerla mis fisica.
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Ia falta de contradicciones en la matemitica entera o de
una parte amplia de la misma. Claro que con una parte de
Ias matemiticas cabe demostrar la falta de contradicciones
de otra parte de las mismas, pero a condicion de que la se-
gunda sea mis reducida que la primera. O dicho con otras
palabras: para demostrar la falta de contradicciones de
una parte de las matemiticas, necesitase en general de
una parte mis amplia de aquella cuya falta de contradic-
ciones se trata de demostar.

Este resultado es fundamental. Pero tal vez haya quien
crea_que no hace falta tanto razonamiento para llegar 3
4. No nos extrafiaria que los no matemticos de tenden
cias filosdficas nos salieran advirtiendo que a cllos jamis
o se les habria ocurrido esperar otra cosa. i hay
algo que al filésofo le resulte claro, es que una teoria
o cabe fundarla sobre una de sus partes. como no
se haga entrar en su elaboracion elementos superfluos.
No obstante, al querer aplicar tales principios gene-
rales a los problemas metalogicos, no ya se revelan
como no evidentes, sino como falsos. Asi, p. ¢j.. —
segiin se menciond — basindose en los axiomas de la
teoria de los nimeros reales, se puede demostear que
Ia falta de contradicciones de dicha teoria trae consigo
Ia falta de contradicciones de la geometria cuclidea y de
Ia no-cuclidea n-dimensionales, aunque la teoria entera
de los nimeros reales no pase de ser una parte, un caso
especial — 1a geometria monodimensional — de Ia geo-
metria. n-dimensional. De Ia investigacin de Godel se
desprende, en cambio, lo contrario: y s que. p. ci..
basindose en los axiomas de la teoria de los nimeros
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¢l espacio y en ¢l tiempo. Quedaba, empero, siempre
una dificultad. Y es que nosotros sdlo conocemos 105
sucesos fisicos por experiencia; y toda experiencia s im-
precisa, toda observacion adolece de errores. La solucion
de esta dificultad estaria segin 1a vieja concepeion en que,
si bien es cierto que todo suceso tiene su lugar exacto en
el espacio y en el tiempo, a nosotros nos es imposible en
principio conocerlo. Consideremos, p. ¢j., un pedazo de
tiza. Una vez elegida una unidad de longitud, la distan-
cia entre dos puntos de este pedazo de tiza se mide por
un nimero real rigurosamente preciso. Supongamos que
se hayan determinado todas las distancias entre dos puntos
cualesquiera del pedazo de tiza, y llamemos a la mayor
de tales distancias el didmetro del pedazo de tiza. (*) Sise
concibe que este pedazo de tiza ocupe un lugar exacta-
mente fijo en el espacio, tendria pleno sentido la pregun-
ta: jes racional o irracional ¢l diémetro del mismo? Pero
dentro de esta concepeion no podria ser contestada nun-
<a, por cuanto la diferencia entre lo racional y o irracio-
nal es demasiado sutil, para que quepa comprobarla por
la observacion. Plantéanse, por tanto, dentro de esta
concepcién cuestiones que, no obstante poscer su pleno.
sentido, son insolubles. Quiere decir entonces que esta
concepcion es metafisica.

Dificultad ésta que, sin embargo, no se habia tomado
suficientemente en serio antes de ahora, pues s creia
poder salir del paso con argumentaciones del siguiente
tenor mis o menos. Toda obscrvacion singular seri in-

(%) Bl autor se efice evidentemente. 0o todo <l pedare d
Gia, tino 3 un core tronsversl de 1.~ (N del )
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demostear la falta de contradicciones de la Iogica y de
la matemitica toda. (1)

Naturalmente que esto plantea en seguida Ia cuestion:
im0 serd hija acaso tal imposibilidad de alguna falla de
que se resienta ¢l sistema axiomitico de la logica, corre-
gida la cual quepa demostrar de veras que la logica se
halla exenta de contradicciones? No; la. imposibilidad
que decimos ¢s de orden mis profundo.

Godel, en efecto, ha demostrado la siguiente genera-
lisima.proposicién: Es imposible demostrar la falta de
conteadicciones de ninguna teoria formal que abrace la
teoria de los niimeros naturales con ninguna especie de me-
dios expresables en [0s técminos de dicha teoria. Por consi-
guiente, scan cuales sean las modificaciones que se le
hagan suftic al sistema de 6gica, mientras permanezca
o suficientemente amplio como para que baste para fun-
damentar la teoria de los nimeros reales, serd imposible
demostrar su falta de contradicciones con los medios ex-
presables en los téeminos de dicho sistema. Pero si a los
medios demostrativos metalgicos se les agregan otros,
70 formulables en los términos de la teoria Iégico-mate-
mitica cuya falta de contradicciones se trata de demostrar,
entonces si que se hace posible la demostracion. Eso s
en este caso los medios demostrativos rebasan de la teori
de referencia. Cabe, por cj., demostrar Ia falta de con-
tradicciones de la teoria de los némeros enteros, si se pre-
supone como medio demostrativo la operacidn con cual-
lesquiera clases de nimeros naturales, esto es, esencial
mente, la operacién con nimeros reales. Lo que si resulta
imposible, ¢s demostear con una parte de las matemiticas
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dole han hecho que se formen nuevos y gigantescos cam-
pos de investigacion. Las relaciones impensadas que s¢
han llegado a descubrir entre 1os conceptos antiguos, han
conducido a conceptos nuevos y a nuevos sistemas con-
ceptuales. Las argumentaciones matemticas han alcan-
2ado pleno rigor I6gico: mis alli de la intuicion se han
desarrollado, por via puramente deductiva, sistemas ma-
temiticos completamente nuevos, que es dable aplicar a
menudo en Ia fisica. Y. finalmente, por primera vez
desde tiempos remotisimos, se han obtenido nuevas y
esenciales luces sobre ¢l mecanismo mismo de la deduc-
cién. No hay campo de las ciencias exactas en que los
esfuerzos reconstructivos no se hayan visto coronados
de éxito.

No negatemos, claro estd, que mis de una cuestion
de detalle se le haya de escapar al profano. El prodigioso
ensanchamicnto experimentado en nuestros dias por los
diversos campos objeto de la labor cientifica, no consien-
te que siquiera al hombre de ciencia le sean corrientes,
uno por uno, los pormenores de todas las ramas de la
que él cultiva. Pero los problemas capitales — punto de
partida del investigador — y lo esencial de las mis im-
portanes soluciones tedricas, eso si que puede compren-
derlo cualquicra; y, hasta cierto punto, a cualquicra pue-
de resultarle interesante, siempre que se le expliquen s-
tas cosas con claridad. Si a pesar de lo que afirmamos,
abundan tanto los que se consideran. equivocadamente,
en absoluto incapaces de llegar a entender algo de los
resultados de s ciencias exactas, débese ello, sobre todo,
a lo mal que se les han enscado los primeros elementos
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primos, o, por lo menos, un procedimiento que permiticse
hallar, recorriendo un nimero finito de pasos, semejan-
te nimero. De demostrarse, por ¢j., que entre los mi-
meros de 1000 cifras existe un nimero de la especie de-
seada, habria seguridad de encontrarlo si se fueran exa-
minando uno por uno, de menor a mayor, todos los ni-
meros de 1000 cifras, para ver si son o no representables
por una suma de nimeros primos. Cierto que procedi-
miento tan largo no podria ponerlo en prictica hombre
alguno; con todo, despus de un nimero finito de pasos
7o dejaria de conducir al fin propuesto. En cambio, la
mera demostracién indiecta de esto — el inferie que ha
de haber un nimero par que no sea representable por
una suma de niimeros primos, basindose en que es impo-
sible que no exista — careceria en absoluto de viabilidad
a los ojos de Kronecker, pucsto que no se tendria con
ello ningin procedimiento para hallar tal nimero.

Poincaré, de su lado, dirigid sus ataques contra lo que
&l Namaba definiciones no.predicativas. Son las defini-
ciones en que entran como clases las mismas a que perte
nece la entidad que se trata de definir. Ejemplo
de semejantes conceptos no predicativos lo constituye <l
de la clase de todas las clases, que da pic a paradojas.
Son asimismo no predicativos los conceptos, de impor-
tancia para toda 13 matemdtica superior, de nimero mi-
ximo y de limite superior de un conjunto de mimeros.
Por eso Weyl, en su libro sobre “El continuo” (1918) ha
arribado a Ia conclusion que hay que desechar estas ent
dades, salvo en el caso en que también sean susceptibles
de determinacién metodica, por tanto, de defini
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predicativa. Las proposiciones que si tienen valor con-
cluyente, al entender de Poincaré, son las que da por
fruto 1a induccién completa: son proposiciones sintéticas
a priori, en el sentido de Kant.

En los dltimos decenios Brouwer ha ido sacando las
consecuencias que implicaban las tesis de Kronecker, y
mostrando cmo extensas partes de las matemticas mo-
dernas descansan sobre demostraciones existenciales indi-
rectas, y que quitindoles este punto de apoyo viene a
faltarles su razén de ser. La induccion completa findala
este autor sobre una intaicidn primigena, de la cual toma
asirhismo su concepto de conjunto: pero de este concepto
0 se sale; las investigaciones tedricas sobre los conjuntos
que vayan mis alli de este concepto rechizalas como
carentes de sentido. La légica expresaria las regularidades
del lenguaje de la deduccion aplicada a conjuntos finitos:
trasladarla a los conjuntos infinitos fuera absurdo. En
especial modo no seria aplicable a los conjuntos infinitos
el principio del tercero excluso, fuente de las demostracio-
nes existenciales indirectas.

Kronecker habia limitado el uso de Ia palabea existi
existe lo que puede ser hallado recorriendo un némero fi-
nito de pasos. Brouwer hace suya esta tesis: de ahi que
impugne Ia validez de la alternativa: una de dos: o todo
nimero par ¢s representable por una suma de dos ni-
meros primos, o existe un nimero par que no e la suma
de dos niimeros primos. Mientras no se demuestre, o
refute, uno de los dos miembros de la alternativa la
hipotesis de Goldbach, no sélo permancce envuelta en
oscuridad 1a solucion del problema — cs decir: cs inse-
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(puede resultar, p. ¢j., muy grande, aunque la velocidad
en el instante ¢ haya ya sido muy pequeRa, como es ¢l
caso cuando ¢ punto se mueve muy velozmente en Ja
mayor parte del lapso de tiempo ¢’ — 1, pero muy lenta-
mente en el instante 1) ; pero si se ha elegido a ¢ con con-
veniente aproximacion, Io es bastante aproximadamente, y
tanto ms aproximadamente cuanto mis cerca se ha cle-
gido al instante (" de 1. Véase en qué términos mis o
menos razona entonces Newton. Supongamos que se elija
a ¢ cada mds cercano 2 1:la velocidad media entre los
instantes £ y ¢ se ird entonces acercando indefinidamente
a un valor perfectamente determinado, tender — como
se dice en matemiticas — 2 un determinado valor limile.
Y este valor limite es lo que se llama “la velocidad del
punto mévil en ¢l instante 1. Es decir que Ia velocidad
en el instante ¢ es el limite a que tiende la velocidad
media entre los instantes ¢ y ¢', cuando el instante ¢ s¢
va acercando indefinidamente al instante 1.

Leibnitz partia de Ia consideracién del llamado pro-
blema de las tangentes. Imaginemos una curva dada (fi
gura 2), y preguncémonos cuil es su pendiente con res-
pecto del horizonte en uno de sus puntos, P por ejemplo.
Para ello elijamos un segundo punto P’ y averigiiemos.
primero — algo por ¢l estilo a lo que hicimos en ¢l caso
anterior — la pendiente media de la curva entre los pun-
tos Py P'. Esta pendiente media se obtiene dividiendo el
tanto de altura PP’ en que se ha acrecentado la curva
al ir de P a P’ por la proyeccion horizontal PP del
camino recorrido, la cual indica cuinto se avanza en di-
reccion horizontal al it Ia curva de P a P'. Verdad es que
tal pendiente media de la curva ente los puntos Py P’
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mos que ¢l punto mévil se encuentra en ol instante ¢
en el lugar Q. Levantemos luego sobre el ¢je del tiempo.
¥ por ¢l punto que representa al instante £, una perpen-
dicular igual a OQ: ¢l punto P obtenido (fig. 2) e-
presenta la posicién del punto movil en el instante .
Imaginemos que esta operacion se repita para todos los
instantes: obtendremos entonces como representacion del
movimiento de nuestro punto una curva — la curva es-
fo-temporal del punto mévil —. por la cual po-
demos conocer todos los. por-
menores del movimiento de este
punto, del mismo modo que
§—p  podemos conocer los del movi-
miento de un tren consultando
el plano de su recorrido. Es evi.
dente que sélo Ia pendicnte me
dia de la carva espacio-tem-
""" poral entre los puntos P y P’
Fie 2 es idéntica a la velocidad me-
media del punto mévil entre los instantes ¢ y £, y que,
por eso la pendiente de la curva espacio-temporal en un
punto P es idéntica a la velocidad del punto mévil en ¢l
instante 1. Tl e la sencilla relacion que existe entre ¢l
problema de la velocidad y ¢l de las tangentes: ambos
problemas no son, pucs, conceptualmente diferentes.
Pues bien, la tarea fundamental del cdlcalo diferencial.
e Ia siguiente. O bien conocemos el trayecto de un punto
mévil, y se trata de calcular en base de €l su velocidad en
cada instante; o bien se nos da una curva, y se trata de
clculac su pendiente — su tangente — en cada punto.
En lo que sigue nos atendremos al problema de las tan-
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no es idéntica a su pendiente en el punto P (en el caso
de 1a fig. 2 1 pendiente en el punto P es visiblemente
mayor que la pendiente media entre P y P'): pero clic
giendo el punto P' suficientemente proximo a P, se ob-
tendr un valor bastante aproximado para la pendiente en
el punto P mismo, y tanto mis aproximado cuando mis
cerca se ha clegido a P* de P. Es decir que — como en ¢l
primer caso — si se va acercando indefinidamente ¢l pun-
10 P’ a P, la pendiente media de la curva entre los puntos
Py P’ tenderd a un limite determinado, y este limite es
1o que se designa como la “pendiente de Ia curva en el
punto P Definamos, pues. La pendiente del punto P es
el limite a que tiende la pendiente media entre los puntos
Py P', cuando el punto P' se va acercando indefinida-
mente a P'. Y se designa como tangente de nuestra curva
en el punto P a la recta que pasa por P y que tiene, en
toda su longitud, fa misma pendiente que la curva en ¢l
punto P.

La analogia entre este procedimiento para encontrar la
pendiente de una curva y ¢l procedimiento analizado mis
arriba, para encontrac la velocidad de un punto mévil,
salta a la vista. Y de hecho, la tarea de hallar Ia velocidad
de un punto mévil se resuclve en la de hallar la pendiente
de una curva en un punto dado, si nos valemos de un
procedimiento que han hecho familiar a casi todo ¢l
mundo los planos grificos de los ferrocarriles. Sefidlense
sobre una recta horizontal (el eje del tiempo) los valores
del tiempo, de modo que cada punto de esta recta repre-
sente un punto determinado del tiempo; y sobre la recta
de la fig. 1 — sobre la que se mueve el punto en cucstion
jjese un punto absolutamente cualquiera. Suponga-
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gentes. Todo lo que digamos en dillcidacion de este pro-
blema cabe extenderlo sin mayor dificultad — por lo
dicho en ¢l pirafo anterior — al de la velocidad.

Dijimos que a medida que ¢l punto P de la curva aqui
considerada se va acercando indefinidamente al punto P
de la misma, 1a pendiente me
dia de la curva entre Py P’
tenderd indefinidamente a u
limite, ¢l cual nos indica pre-
cisamente la pendiente de la
curva en el punto P. Pero
socurte real y verdaderamen-
te que la pendiente meds
tre Py P tiende a un limits
determinado al irse acercan-
do indefinidamente e pun- e s
o P al P? En todas las
curvas que se vienen estudiando desde antiguo: l circu-
lo. Ia clipse, la hipérbola, la paribola, la cicloide, etc.
ocurte eso verdaderamente, segiin lo muestra ¢l cileu-
fo. Pero no en cualquier curva. Cabe vedlo mediante
un_ejemplo relativamente simple. (*).

Consideremos la curva esbozada en la fig. 3. Es una
linca ondulada que en las cercanias del punto P muestra
infinitas ondas. Tanto el largo como 1a amplitud de las
ondas van decreciendo indefinidamente al i aproximdn-
dose éstas al punto P. Vamos a tratar de hallar, por ef pro-

(%) Los ejemplos que siguen los he explicado mis aue texdu
ducido. EI Sisema de ltss que apareen e 5 figuras '3 b sido
teoducido por mi. Dads 1 ndole e tea. <xco e 3 més 41 31
et que <on uma simple teducion, — (N, de 7.
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cedimiento indicado mis arriba, la pendiente de esta curva
en ¢l punto P. Para ello tomamos sobre Ia curva un se-
gundo punto, y determinamos la pendiente media entre
este nuevo punto y P. Supongamos que este segundo punto
sea, sucesivamente, Py, P2 y Py . ., puntos que se van acer-
cando cada vez mas a P. Si el segundo punto es Py, Ia pen-
diente media serd +- 1. (*) Si abandonamos P y retroce-
demos sobre Ia curva para acercarnos mis a P, la pendiente
ird decreciendo; por fin, cuando lleguemos a P serd nula.

seguimos retrocediendo sobre Ia curva hacia P, la pen-
diente pasard de positiva a negativa e ird disminuyendo
de yalor hasta llegar 2 valer —1 en Py, Si continuamos
nuestro retroceso hacia P la pendiente media aumentari
de valor hasta llegar 2 valer otra vez 0 cuando nos en-
contremos en Py, Y si de Py retrocedemos hacia Py, la
pendiente pasard de negativa a positiva, ¢ ird creciendo
hasta alcanzar otra vez el valor 1 en Py Y de continuar
adelante nuestro camino de retroceso hacia P, se repetir
¢l mismo jucgo. Cuando el punto mévil, al ir acercin-
dose a P, haya recorrido una onda entera de nuestra linea
ondulada fa pendiente decrecerd del valor-+-1 al valor—1.
para volver luego a crecer de —1 2 +1. Si ¢l punto movil
se va acercando indefinidamente al punto P, tendré que
recorser infinitas de tales ondas, pucsto que nuestra cur-
va ostenta infinitas ondas a uno y otro lado del punto P.
En consecuencia, i el punto P' se va acercando indefinida-

(*) En o supuesto de que bas reciss PA y PB. formen ingulo
recto. Si o lo forman, 1a tangente e los puntos Py, By Py
irinocilando entre un valor dado portive ¥ % oputita BegAive,
pasindo por OF 1 cunl pucde hacerst tan grande como ¢ quices 31
It cuiendo of ngulo 3b. o tin peaucho como s quits, ai it
deceeiendo dicho Sngalo. (N. del T,
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mente al punto P, Ia pendiente media entre P y P' osc
constantemente entre los valores — 1 y +1. Siendo asi, no
cabe decir que se aproxima indefinidamente a un limite de-
terminado: ni tampoco cabe decir que nuestra curva tiene
una pendiente determinada en el punto P. Esta curva
carece, pues, de tangente determinada en el punto P.

Este cjemplo relativamente sencillo y ficilmente acce-
sible a Ia intuicion musstra, por consiguiente, que no es
forzoso que una curva tenga una tangente en cada uno
de sus puntos. Sobre esto no puede haber ninguna duda.
Pero antes no se pensaba asi
Se creia que nada mis que
por excepcion puede ocurrie
que wna curva carezea de
tangente en algunos de sus
puntos: en todos es absolu-
tamente imposible que carez-
ca de ella. Tomando por fun-
damento laintuicion, se
crcia poder concluir que, ya
que 10 en todos, siquiera en Fie 4
Ia mayoria predominante de sus puntos, una cur-
va ha de poseer una pendiente determinada, una
tangente determinada. EI matemitico v fisico Ampére,
cuya meritoria contribucion a la teoria de la electricidad
conoce todo ¢l mundo. hasta traté de demostrarlo, pero
su demostracion es falsa.

Dada esta mancra de pensar, grande hubo de ser of
revuelo suscitado entre los matemiticos al hacer conocer
Weierstrass una curva que ni en un solo punto posee una
pendiente determinada, una tangente determinada. Lo

8
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que L figure entre los clementos de L. Afirmo, segundo:
que ¢s imposible que L no figure entre los elementos de
L. Ya que si L no fuera elemento de L, L seria una clase
que no figura entre sus clementos y, sin embargo, no
seria elemento de L, cuando — segiin (b) — toda clase
10 contenida entre sus clementos, es un elemento de L.
Hemos demostrado, por consiguiente, que es imposible
tanto que L figure entre los elementos de L. cuanto que
L no figure entre los elementos de L: la proposicion “L
figura entre los clementos de L” no es. pues, ni verda-
dera ni falsa: resultado paradéico, ya que segin el prin-
cipio del tercero excluso toda proposicion es verdadera o
falsa, quedando excluida una tercera posibilidad.

El primero en buscar una salida de la crisis en que
fuera precipitada la Iégica por culpa de esta paradoja.
fué su mismo descubridor, Russell (). Su solucion con-
siste en lo siguiente.

Ante todo, hay que poner como base de las construc-
ciones que aparecen en las matemiticas un certo nicleo
fundamental de individuos. Junto a estos individuos se
consideran clases de individuos, las cuales, empero, no
han de confundirse con los individuos mismos: y luego,
Ias clases de clases de tales individuos, que se designan
como clases de segundo tipo, y que no han de confundirse
con las clases de individuos (las llamadas clases de primer
tipo) ; y. en general, las clases de enésimo tipo, siendo n
un nimero cualquiera. Todos estos diversos tipos de
clases deben mantenerse bien separados, y — lo que
importa singularmente —, cuando se habla de todas las
clases. es menester indicar siempre si uno se reficre a todas.
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Bohr: y que fijindose en la simetria de las soluciones
se concluyé que debe de haber dos especies diferentes de
moléculas de hidtégeno, a las que se designd con los nom-
bres de parahidedgeno y ortohidrogeno, respectivamente.
Diversidad verificada mis tarde también experimental-
mente por Bonhoeffer y Harteck. Ademis, gracias a la
teoria de Schrodinger comienza a profundizarse actual-
mente la esencia de las lamadas valencias homeopolares;
se han hecho progresos en el dominio de 1a mecinica esta-
distica, obteniendo luces acerca del mecanismo de la con-
duccion de corriente eléctrica a través de metales, etc
Enuna palabra: la formula migica demuestra ser un
excelente guia, y surte efectos fructiferos ya hoy, aun
antes de que se haya logrado comprender correctamente
su significado.

Pero asi y todo, lo cierto es que en ¢l campo de la fisi-
ca de los cuanta el sistema exactamente adecuado no ha
sido encontrado ain. Las transformaciones porque han
ido pasando los conceptos de Ia fisica no han sido suficien-
tes para poner en pie dicho sistema. Quede reservado a la
fantasia y a la sagacidad de los teéricos del futuro ¢l
hallar los conceptos con que describi en forma inobje-
table como actian fas fuerzas elementales atomicas de
1a naturaleza.
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mente — como se desprende de ésto y muchos otros
ejemplos — clases que no figuran entre sus elementos,
Si designamos ahora con N la clase de todos los no-
hombres, resulta: ) todo elemento de N es un no-hom-
bre. y b) lo que no es un hombre, es un clemento de
N. Como N mismo no ¢s un hombre, sino una clase de
no-hombres, figura — en razén de b) — entre los cle-
mentos de N. Otro cjemplo de una clase que figura entre
sus propios elementos lo suministra la clase de todas las
clases. En efecto, si designamos a esta Gltima con K,
resulta: a) todo elemento de K es una clase, y b) toda
clase ¢s un clemento de K. Como K misma es una clase
(1a clase de todas las clases) , figura — en razén de b)
— entre los elementos de K. Sea ahora L Ia clase de todas
Ias clases que no figuran entre sus propios clementos
Resultard entonces

(2) Toda clase que es clemento de L no figura entre
sus propios clementos (las mentadas clases N y K por
cj.. no son, pues, elementos de L).

(b) Toda clase que no figure entre sus propios ele-
mentos, es un clemento de la clase L (por cj. la clase
M de todos los hombres  la clase de todos los triingu-
Tos son elementos de L)

Vamos a examinar ahora esta clase para ver si L figura
o no ente sus propios elementos. Afirmo, primero: que
es imposible que L figure entre los clementos de L. Ya
que si L fuera un elemento de la clase L, contendria como
clemento una clase, L, que figura entre sus elementos,
cuando — segin (@ — toda clase que es clemento
de L. o figura entre sus clementos. Es imposible, pues,
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razonamientos, y c6mo sus proposiciones se van elabo-
rando, sobre la base de tales signos fundamentales, en
series de signos. Por ¢j., los conceptos fundamentales
sobre que versan los axiomas de la geometria euclidea,
se llaman — lo saben Vds. por la conferencia del Sr.
Nobeling —: punto, recta y plano. Una de las relaciones
fundamentales en la misma es la de “estar en”. Una
de las reglas para elaborar, sobre la base de estos signos
fundamentales, proposiciones geomitricas es, por cjem-
plo. la siguiente: siempre que antes de las palabras
“estd en” aparezca el signo de un punto, después de las
palabras “esti en” aparecerd el signo de una recta o de
un plano. En segundo término, se han de formulac los
axiomas de la teoria, queremos decir, poner a la cabeza
de ella las series de signos, correspondientes a cieras pro-
posiciones, para que hagan las veces de formulas funda-
mentales, como_procuramos hacerlo para el cilculo de
proposiciones. En tercer término, se han de indicar las
reglas engendradoras de formulas, es decir, las reglas de
cilculo para derivar de serics de signos, que corresponden
a proposiciones de la teoria, nuevas series de signos,
cuyas correspondientes proposiciones son acogidas en el
seno de aquélla, como o hicimos igualmente para el
cilculo de proposiciones enumerando las reglas que dste
aplica para hallar nuevas férmulas. Con esto la teoria se
convierte en un cilculo, y la teoria de este cilculo llimase
Ia metateoria pertinente.

Esta metateoria se ocupa de cmo convienen entre s
y de cémo salen las unas de las otras las proposiciones
de la teoria prim






index-8_1.png
s PROLOGO

de Mount Wilson, Tommarchek en 1924 y Kennedy
en 1926. Dichas experiencias demostearon la imposibi-
lidad de probar la_existencia del movimiento uniforme
de un cuerpo en el éter, supuesto inmdvil, y dieron origen
a las llamadas fSrmulas de transformacion de Lorentz,
a la hipdtesis de la contraccin de los cuerpos de Fitzgerald
9 a la teoria especial de la relatividad enunciada por
Einstein en el afio 1905.

Se detiene particularmente Mark en su conferencia e
el estudio del fendmeno de la radiacidn del cuerpo abso-
Iutamente negro, que di6 origen a una revolucidn en la
fisica. Bien sabido es que la intensidad de radiacion de
Frecaenia v en el cuerpo negro es funcidn de la tempe-
ratura absoluta y de la frecuencia y que, por mediciones
experimentales se habia llegado a obtener para distintas
temperaturas las curvas de intensidades de radiacidn. sin
haberse podido determinar la ecuacion de las curvas. Las
ccuaciones de Wien y de Rayleigh, obtenidas con la
mecidnica estadistica y electeodindmica clisica. dieron re-
sultados distintos a los encontrados experimentalmente
por Lummer y Pringsheim para pequedas y grandes fre-
cuencias respectivamente. La contradiccidn fué eliminada
en forma genial por Max Planck con su hipdtesis de los
cuanta (1900) segin la cual la radiacicn del cuerpo
negro no era continua sino miltiple de una energia ele-
mental llamada cuanta de energia proporcional a la fre-
cuencia, obteniéndose con la ayuda de la teoria de la
relatividad (1905) la férmula que da la intensidad de
la cadiacion en funcion de la temperatura y frecuencia,
férmula que arroja resultados concordantes con los de la
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las clases del primero, del segundo o del enésimo tipo. En
. o es licito formar una clase que contenga
0 tipo como elementos. Teniendo en cuen-
fa estos requisitos negativos, un concepto como el de
“clase de todas las clases”, que aparecia en la paradoja
de arriba, no ocurtiri nunca: no figura en la jerarquia
de los tipos. Y tampoco ocurrird ¢l concepto de la clase
de todas las clases que no figuran ente sus propios cle
mentos. Por manera que estos conceptos. que dan lugar
a las paradojas susomentadas, se eliminan gracias a Ia teo.
ria de los tipos. Claro esti que esta teoria no ofrece nin-
guna garantia de que mediante ella se desterrarén las pa-
radojas, aun no descubiertas, que eventualmente lleguen
a formularse. Un pastor en son de preservar a su rebafio
de los lobos rodea de una tapia el lugar en que pace: pero,
ipuede estar absolutamente seguro de no haber encerra
do un lobo dentro de la misma tapia? Esta es la duda que
planteaba Poincaré con motivo de un asunto parecido al
que da pie a estos comentarios, y que podriamos también
plantearnos aqui nosotros

De hecho, sin embargo, con la estricta observancia de
las reglas de los tipos no se ha descublerto hasta ahora
ninguna otra paradoja mds. Un segundo camino seguido
para descubri paradojas. es el formalista o metaldgico
de Hilbert

EI pensamiento sobre que se asienta esta teoria puede
resumirse como sigu.

Al tratar de cualquier teoria matemitica o logica es
preciso indicar, en primer término, cémo se designan en
ella los conceptos fundamentales que aparecen en sus
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Voy a indicarles, lo ms someramente posible, cuiles
son en rigor los puntos de la teoria de Schrodinger que
se resisten sistemdticamente a todo esfuerzo por com-
prenderlos, y permanccen envueltos en un halo de misti-
cismo. En primer término, en tratindose de las ondas
de Schrodinger o de De Broglie, falta el sujeto del pre
dicado vibra. En el caso de las ondas sonoras, sabemos
que lo que vibra son las particulas del aire. ejecutando
movimientos de un lado para otro. Para las ondas elec-
tromagniticas se habia introducido en un principio un
bipotético éter, cuya Gnica funcidn consistia en hacer
de sujeto del verbo vibrar. Mis tarde, dejindose de fan-
tasias, se cayé en la cuenta de que no hace falta un algo
concreto que vibre como el éter: cabia también explicar
las ondas electromagaéticas imaginando que la energia
del campo vibra, esto es. sufre periédicamente modifica-
ciones en su intensidad. Lo malo es que para las ondas de
D Broglie no hay modo de hallar ni siquiera un ade-
cuado sujeto abstracto: constituyen un caso aparte. Ver-
dad es que Schrodinger habia ensayado una interpreta-
cién de estas ondas bastante plausible en cicrto respecto,
pero que encerraba _contradicciones internas que la ha-
cian insostenible. Rechizanla por ello hoy en dia la
mayoria de los fisicos.

El problema acerca del sujeto de las vibraciones siguc.
pues, en pic. Hay, con todo, un problema mis embro-
llado que éste: y es que las ondas de que s echa mano
para resolver las ecuaciones de Schrédinger no son vibra-
ciones en el verdadero sentido fisico, es deci, fenémenos
variables periodicamente en ¢l espacio y en el tiempo.
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éstas, en ol de Rutherford (Cambridge) parecen indicar
que junto a los electrones negativos se dan asimismo elec-
trones positivos. Si bien con estas observaciones no pisi-
mos ain terreno definitivamente seguro, parece hallar
confirmacién aqui en forma notabilisima por el experi-
mento algo que, al anticipérnoslo Ia teoria, nos sonaba a
cosa_ enteramente increible.

Con todo eso, prescindiendo de estos éxitos, de data
recientisima, logrados por la fisica en ¢l campo tedrico,
el estado de ésta caracterizase por haberse producido en la
teoria de los quanta un compis de espera, habiendo
fracasado los intentos, que se remontan a los tres o
cuatro dltimos afos, enderezados 2 sacarla de su estan-
camiento. Los nuevos conceptos pucstos en circulacion
por Heisenberg y De Broglie por una parte, y por otra
por Schrédinger y Dirac, no han resultado, pues, suf
cientes para suministrarnos una descripeion satisfactoria
desde todo punto de vista de los complejos fenémenos
cuinticos y atémicos.

No extrememos, sin ¢mbargo, las cosss. En es-
ta eapa de su desarrollo la fisica no ha dejado
de raalizar significativos progresos. La aplicacién de
la férmula migica de Schrodinger ha suministrado
realmente nociones nuevas importantes; ha obrado fruc-
tiferamente sobre la fisica experimental y ha permitido
también predecir nuevos hechos de experiencia. Mencio-
nemos. tan s3lo 2 modo de cjemplo, que merced 2
ccuacién de Schrodinger pudo tratarse con éxito el pro-
blema de las moléculas de hidtdgeno He, que le ofeciera
considerables dificultades a la teoria, mds antigua, de
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falsas: por tanto, la tercera proposicion s verdadera. En
consecuencia, si se supone que la tercera proposicion ¢s
verdadera, se sigue que s falsa; si se supone que la ter-
cera proposicion es falsa, se sigue que es verdadera. Dicho
con otras palabras: tanto el suponer que la tercera pro-
posicion s verdadera cuanto el que es falsa llevan a una
contradiccion: la tercera proposicion no es verdadera ni
falsa: resultado paraddjico, ya que segin el principio del
tercero excluso toda proposicion es verdadera o falsa,
quedando excluida una tercera posibilidad. Cierto que un
anilisis riguroso muestra que en esta paradoja entran,
como parte esencial, palabras que no son de naturaleza
logica, como: “Las proposiciones escritas en este piza-
£wén”"; por lo cual ésta y otras paradojas por el estilo s¢

ignan, a propuesta de Ramsey, con un nombre espe-
, para distinguirlas de las puramente logicas: se las
Hama paradojas epistemoldgicas.

Pero lo que desaté una grave crisis en Ia logica fué ¢
haberse descubierto en 1901 por Russell — a quién ha-
bia precedido en este terreno Burali-Fortis — una para-
doja puramente Iégica, esto s, una paradoja en ¢l cual
s6lo figuran conceptos del cilculo légico de funciones.
sobre todo el concepto de clase. Si M designa Ia clase de
todos los hombres, resulta: a) todo elemento de M es un
hombre, y b) todo hombre ¢s un clemento de M. Como
M misma no es ningiin hombre, sino una clas: de hombres
— en razén de a) — no figura entre los elementos dé
M. no de otro modo como la clase de todos los tridn-
gulos del plano no es ningén tridngulo, y por eso no
figura entre sus propios elementos. Se dan. pucs, segura-
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El teatro de estas vibraciones no es, en efecto, ¢l espa-
cio tridimensional del mundo eal, sino ¢l llamado espa-
Gio de configuracién del sistema, esto es, un espacio fic-
ticio, fruto del pensamiento, que tiene tantas veces tres
dimensiones como sea ¢l niimero de particulas que actien
Ias unas sobre las otras en el sistema en cuestion. Asi,
por ejemplo, en un solo itomo de uranio, tal espacio ten-
dria unas 280 dimensiones: y en los sistemas de varios
itomos el nimero de dimensiones seria agn mayor.
En los dltimos afios la ecuacion de Schrodinger ha
sido ampliada y generalizada por una teoria del talen-
tosisimo fisico inglés Dirac, quien logeé darle una for-
ma relativista invariable. Pisose de manifiesto, gracias
a esto, que la rotacién de los electrones en torno de su
eje — introducida en 1924, a titulo de atrevida hipd-
tesis, por Uhlenbeck y Goldsmit — se sigue forzosa-
mente de la ccuacion de las ondas. Queria decir enton-
ces que, contrariamente a lo que se pensaba antes, 1a teoria
de la rotacién de los electrones, plenamente corroborada
por a experiencia, no era una hipteis adicional intro-
ducida “ad hoc”, sino que ya entraba como clemento
orginico en las leyes fundamentales de la teoria general.
EI que se viera esto fué sin duda uno de los frutos mis
enjundiosos de a teoria de Dirac. Otra consccuencia no-
table de la misma. Segin sus formulas la carga de las
particulas elementales puede cambiar espontincamente
de signo, de tal modo que, p. ej., hay que contar con clec-
trones positivos y protones negativos. Y, cfectivamente,
observaciones hechas en los dltimos meses en el laborato-
tio de Millikan (Pasadena), ¢ independientemente de
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clases de clases, fuente de paradojas; si, de verdaderas
paradojas. Y si una contradiccién interna ya es intolera-
ble en una teoria especial de una ciencia particular cual-
quiera, ifigurémonos o que serd en la Iogical En la
Iogica 1a existencia de una contradiccion en s estructu-
ra significa algo realmente catastréfico.

Pero antes de entrar a discurrie sobre estas paradojas
de nuevo cufio, no he de pasar en silencio que ya la
Iégica antigua tenia las suyas. Es conocida la del men-
tiroso, llamada también ¢l silogismo del cretense de-
0 1a fama particular que de mentirosos gozaban los
cretenses. ““Todos los cretenses son mentirosos, etc.” La
mejor forma de hacer ver lo que de Igicamente paradd-
jico involuctaba este razonamiento para los antiguos, y
hacerlo con ol rigor requerido en los tiempos modernos.
es aplicar tal razonamiento a las tres proposiciones si-
guientes que voy a escribir en ¢l pizartén

“242=5"
Y=

““Todas las proposiciones esceitas en este pizarcin son
falsas”.

Estas tres proposiciones json verdaderas o falsas? Las
dos primeras son manifiestamente falsas. La tercera no
&5 — me propongo demostrarlo — ni verdadera ni falsa
Supongamos, en efecto, que sea verdad que todas las pro
posiciones escitas en este pizartén son falsas: lo seri.
por tano, en particular, I tercera. La tercera proposicion
e falsa, y como s otras dos también lo son, resultard
que todas las proposiciones escritas en el pizareon con
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En cuanto al resto del territorio figurado en el mapa, ca-
sece de dueiio conocido. Ahora bien: ¢l pais rayado re-
suelve buscar expansion por el lado de este territorio sin
duciio. Para ello se apo-
dera de una faja del te-
rreno vacante que avanza
en todos sentidos hasta [
un kildmetro de las fron-
teras del mismo, pero que
— para evitar conflictos
— no toque a ninguno de
los otros dos paises veci- e
nos. Viendo esto, Tos del pafs punteado se dicen: ipucs
podemos hacer también nosotros lo mismo! Dicho y he-
cho. También ellos se apoderan de una faja del territorio
vacante que avanza, en todos sentidos. hasta me-
dio kilometro de las nuevas
fronteras de aquel, pero que
o toca a ningano de los
dos otros paises (fig. 16)
En vista de estos dos prece
dentes los del pais_negro
piensan: jcualquier dia ha-
briamos de quedarnos ateds
nosotros! Y poniendo. en
prictica su pensamiento, ¢
apoderan tambiét cllos de una faja del territorio vacante
que avanza, en todos sentidos. hasta un tercio de kilémetro
de Ias nuevas fronteras del mismo pero que no foca a nin-
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a reconocer que necesitan de prucba empirica o han sido
calificadas de hiptesis convencionales: en muchos casos
en que antes se buscaba lo cierto ¢ indudable, nos con-
tentamos hoy con lo verosimil: muchas cosas que antes
se procuraba explicar, se ha visto hoy que solo son
susceptibles de descripeion; muchas cosas que se consi-
deraban como cvidentes o fundadas en la intuicion, se
ha descublerto que son falsas, o ciertas tan s6lo bajo
determinados presupucstos: mis: en muchas de las cosas
que se creian demostradas no podemos ver ahora sino la
transformacion de ciertas premisas en ciertas proposi-
ciones, y tanto estas premisas como las reglas aplicadas
para transformarlas cabe modificarlas.

Por dicha los trabajos de reconstruccion ya se han
iniciado con éxito en todos los sectores. Cierto que en
mis de un punto hemos debido rebajar nuestras preten-
siones. Frecuentemente nos vemos reducidos a no salirnos
de Ia esfera de lo aproximativo, lo estadistico, lo conven-
cional y probable, conocidos como lo convencional y
probable; de Ia esfera en que rigen la prucba empi
¥ Ia descripcion, o en que se pasa de unas proposicionts
a otras por mera transformacion. Y sin embargo, en es-
fera tan limitada hay terreno suficiente para levantar, en
lugar de los derruidos palacios, edificios mis sencillos
sin duda que estos wltimos. pero asentados sobre cimien-
t0s mis firmes,

Nuestros métodos experimentales han logrado un alto
grado de precision, con lo cual han aumentado extraor
dinariamente el alcance y 1a exactitud de nuestras des-
cripciones. Observaciones y descubrimientos de toda in-
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A MARCH, Moderne Atomphusik, Eine allgemein cersondiiche Ein-
Fiheung, Lepzis. J. A. Bah, 1931
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/ Sons Lud. 1931
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guno de los otros dos paises (fig. 17). Una vez suce-
dido esto, los del pais rayado se dicen: {Nos han ganado
el juego! iNo tenemos otro remedio que avanzar de
nuevol Y vuelta a apoderarse de una faja de terreno del
territorio vacante que avanza hasta un cuarto de K
metro de las nuevas fronteras del mismo, pero que no
toca a ninguno de los otros dos paises. Y asi sigue y si-
gue la operacion. El pais
punteado se apodera de
una faja cuya distancia 2
cualquiera de los puntos
aun vacantes a'canza como
miximo un quinto de ki-
16metro. Luego el pais ne
810 s¢ apodera de una faja
cuya distancia a cualquiera

Fie. 1. de los puntos aun vacantes
alcanza como méximo a un sexto de kilémetro. Luego
vuelve a apoderarse de una faja de terreno el pais raya-
do, etc., ete.

Y ya que le hemos soltado las riendas a la fantasia,
dejémosle remontar ¢l vuelo un poco mis. Supongamos
que el pais negro haya necesitado un afio para apoderarse
de su primera faja de terreno; que el pais rayado se haya
apoderado de su primera faja al cabo del semestre siguien-
te: que el pais negro se haya apoderado de su primera
faja al cabo del trimestre siguiente: que el pais rayado
se haya apoderado de su segunda faja al cabo del mes y
medio siguiente, etc.. de modo que el tiempo que se em-
plec en apoderarse cada nueva faja sea la mitad del em-
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crables o refutables en virtud de los axiomas, tc. Mienteas
en la geometria cuclidea, por ¢j. s demuestra — o5
decie se infiere de los axiomas con ayuda de las reghas
engendradoras de férmulas — que la suma de los dngu-
los interiores de un tridngulo es de 180°, debate la me-
tateoria Ia cuestion de cudles axiomas euclideos son im-
prescindibles para deducie este teorema. Es de orden
metageométrico, por cj., la comprobacion de que cl
axioma de las paraleas es independiente de los de-
mis axiomas. Cometido especial de la mecateoria de
una teoria dada es demostrar que esta dltima no esti
afectada por ninguna contradiccion, sto cs, que en clla
no cabe demostrar nunca una proposiién y su contraria
Por consideraciones metatedricas se demuestra — lo men-
cions el Sr. Nébeling en su conferencia — que, si I
seometria euclidea se halla exenta de contradiccions,
también se hallari exenta de cllas Ia no-cuclidea. Se ha
podido demostrar, ademis, por consideraciones matem
ticas que si Ia teoria de los nimeros reales se halla cxenta
de contradiccions, se hallard exenta de ellas Ta geometria
cuclidea. En vista de cso, Hilbert esperaba poder demos.
trar en una metalégica o, respectivamente, en una mate-
mitica como se hallan exentas de conteacciones I Iogica
o. respectivamente, las matemiticas: y de este modo, no
sélo salvar a ambas de la crisis cn que las han preci-
pitado las paradojas descublertas, sino preservarlas para
siempre de semejantes crisis, probando concluyentemente
Ia imposibilidad de cualquier clase de contradicciones en
dichas ciencias

Mas antes de adentrarme en ¢l estudio de los frutos
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Georg antor (1845-1918) y Richard Dedekind (1831-
1916)

Ha sido tarea dificil y penosa ésta de convertir las
matemiticas en disciplina puramente légica. Habia
que reformarlas de pics a cabeza. Las proposiciones acep-
tadas antes como evidentes intuitivamente tenian que ser
cuidadosamente demostradas. Un ejemplo entre los mu-
chos que pudieran traerse a colacién. Una proposicion
geométrica tan simple como la de que: “Todo poligono
cerrado que no atraviese a si mismo divide al plano en
exactamente dos partes separadas’”, exige una demostra-
cién laboriosisima y artificiosisima. Y la dificultad sube
de punto en ¢l caso de la proposicion andloga para <1
espacio: “Todo poliedro cerrado que no se atraviese a si
mismo_ divide al espacio en exactamente dos partes
separadas”

Como prototipo de los juicios sintdticos derivados de
I intuicion pura aduce expresamente Kant Ia prop:
de que: el espacio s tridimensional”. Pero también esta
proposicién exige — segiin contemplamos las cosas hoy —
un penetrante andlisis 16gico. Se ha de empezar por defi-
nir qué se entiende por nimero de dimensiones de una

forma geométrica, de un conjunto de

o) ©O Puntos. Y luego se ha de demostrar.

forma puramente logica. que al funda-
mentar esta definicion ¢l espacio de

() Sromisacomn que s s o par e de s
fisica newtoniana, es, efectivamente. tri.
dimensional. Esto se hizo recién cn los

dltimos afios (1921-22). y al mismo
tiempo, por ¢ matemitico viens K. Menger y el ma-

Fia. 18





index-211_1.png
LA NUEVA LOGICA m

Ias proposiciones entra en esta clasificacion en calidad de
1ogica bivalente. A cada una de estas logicas n-valentes
les pertencee una matematica; verdad que hasta la hora
ésta sdlo la pertenceiente a Ia logica bivalente ha sido
estudiada con amplitud.

Pero o importa. El solo haber llegado a admitic 1a
existencia de diversas logicas y de matemiticas a ellas per-
tenecientes ya constituye de por si un paso interesante.
La prucba mis clara de lo que significa este paso esti en
que hasta hace poco no mis se las descartaba: todavia
Poincaré las tildaba, explicitamente, de imposibles.

Fuera de esta conexidn con las matemiticas en general,
posiblemente s I6gicas polivalentes se hallen en
conexién con ¢l cileulo de probabilidades. Diremos mis.
€5 de esperar que mds de un punto oscuro de los funda-
mentos de la teoria de 1as probabilidades se esclarezca
precisamente a la luz de la logica polivalente. (%)

La metateoria de una teoria tiene por mision, entre
otras cosas, demostrar que esa teoria se halla a salvo de
contradicciones. queremos decir, que no figura en clla
ningana proposicién que sea tan legitima como su con-
traria. Pero para que pueda cumplicla ha de reinar ante
todo claridad en cuanto a los medios demostrativos permi-
tidos para tales consideraciones metateoricas. Todas las
veces que se trate de alguna geometria u otra teoria ¢5-
pecial, Ia cosa no oftecerd gran dificultad: en caso ne-
cesario se podri utilizar naturalmente como medios de-
mostrativo ¢l cuerpo entero de Ia légica. Donde se
suscita la dificultad es cuando dicha demostracion se
ha de hacer para la légica misma y para las matemiticas






index-93_1.png
LA CRISIS DE LA INTUICION

Por JUAN HAHN ()

Entre todos los filésofos que marcan rumbos, fué sin
duda . Kant ¢l que asignd a la intuicion el mds amplio
alcance y significado en nuestro conocimiento. Empezaba
observando justamente que en nuestro conocimiento se
compenetran intimisimamente dos clementos opuestos:
uno pasivo de pura receptividad y otro activo de esponta-
neidad. En la “Critica de la razén pura”’, al comienzo del
lo intitulado: Segunda parte de la doctrina trascen-
dental de los elementos. Ligica trascendentl, leemos.
“Nuestro conocimiento nace de dos fuentes principales del
dnimo, de las cuales la primera es la capacidad de recibic
representaciones (receptividad de las impresiones) : Ta se-
gunda la de reconocer, mediante esas representaciones, los
objetos (espontaneidad de los conceptos).. Por Ia primera
Ios objetos se nos dan; por la segunda los objetos, dados

() Duds s indole de s custiones aadas en s dos con-
fsencias siguiencs: nos hmos prcocupado. por o genenl mis de
cxplcar que. de taducie o pensomicnto de ooy

No hemos vadlado. o introduce leess cn s fg
fo. e s 4y 5). modificr lyeramente 1 o
P, rdacae de mutva slganos ‘prmton ctc. Un. steico rigor
Flotigico e coetionss o5 sdlo pucce e contsproducene, — (N.
@l 7y
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pleado en apoderarse de Ia faja inmediata anterior. No
cuesta mucho convencerse que al cabo de dos afios no
queda mis ningin punto vacante, y que los tres pai-
ses s hallan distribuidos de tal modo, que en ninguna
parte se toquen dos solamente de estos tres paises: en
cualquiera de fos puntos limiteofes se tocan 1os tres a fa
vez. Pero por cierto que no es por via intuitiva como lle-
gamos a concebir una distribucion tal de los tres paisss
También aqui ha de entrar en juego el raciocinio. Vemos,
pucs, una vez mis, como falla fa intwicion. Con ser sen-
cillo y todo el problema que nos hemos propucsto, ha-
briamos incurrido en grave error, de fiarnos de clla para
resolverlo.

Las proposiciones que a los ojos de Ia intuicion pasan
por seguras han ido revelindose como falsas al ani-
lisis légico: y esto no en una o dos cuestiones, sino en
muchisimas. A consecuencia de esto ha ido cundiendo
en las matemiticas ¢l escepticismo respecto a su valor.
Cada vez ha ido ganando mis terreno la conviccion de
que Ia intuicidn es insuficiente para que de ella se derive
proposicién matematica alguna, de que sobre ella no cabe
asentar disciplina matemitica alguna. Hay que climinar-
1a de raiz de Ias matemiticas, hay que convertirla en dis
ciplina légica. fué la exigencia que llegé a formularse
Todo nuevo concepto matemitico que seintroduzea
debe ser definido en forma puramente Iégica: toda demos-
tracién matemitica debe llevarse a cabo con medios pu-
ramente I6gicos. Fucron los primeros campeones de esta
tendencia: Augustin de Gauchy (1789-1857), Bernard
Bolzano (1841-184), Carl Weierstrass (1815-1897),
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cosechados por via metalégica en este respecto, he de citar
algunos de los resultados generales suscitados por el mé
todo metaldgico.

Asi como en geometria, partiendo de axiomas distintos
de la geometria euclidea se han deducido otras geometrias,
<ada una de las cuales forma, no obstante, un sistema
cerrado; asi se han construido también varias 16gicas,
que difieren entre si, pero cada una de las cuales forma
un sistema cerrado. A titulo de ejemplo citaré las llama-
das [gicas polivalentes, ideadas por Lukasiewicz y
Post (%)

En la 16gica corriente todas las proposiciones se dividen
en dos clases: la de las lamadas verdaderas y la de las
Namadas falsas; de manera que toda proposicin perte-
nece a una u otra de dichas clases, cosa que halla su ex-
presion en el principio del tercero excluso. Pues por ana-
Iogia con esta Iogica se ha desarrollado otra, en la cual
Ias proposiciones se dividen en tres clases, y rige el prin-
cipio del cuarto excluso. Y del mismo modo que la hipé.
tesis de que por un punto exterior a una recta pasan varias
paralelas, no ha dado por fruto mesamente un edifi
tebrico abstracto, sino que es susceptible de ser represen-
tada en cierta manera initivamente valiéndose de mo-
delos; asi cabe hacer accesible aproximadamente a la in-
wicion esta logica trivalente,  dividiendo, p. e, las
proposiciones en positivamente verdaderas, inciertas y po-
sitivamente falsas. Generalizando, para cada nimero na-
tural n hay una logica n-valente. en Ia cual las proposi
ciones se dividen en clascs. y rige el principio del (n + 1) -
o excluso. Y la légica corriente con su biparticién de
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un lenguaje mis preciso — con ¢l nombre de conexidn
en lo pequerio. La forma esbozada en la fig. 11 no goza
de esta propiedad. En cfecto, considérense, por cj., los
dos puntos Py Q situados muy préximos el uno al
otro sobre la misma: si se quiere Hlegar de P a Q sin
abandonar Ia forma habria
que recorrer todas las infi-
D nitas ondas de 1a linea on-
dulada que median entre
uno y otro; pero este cami
1o no permanece muy pré
+ ximo a Py Q, por cuanto
todas las ondas tienen igual
amplitud. Abora bien, Ia
conexion en lo pequeio ¢s lo
que canacteriza esencialmente las formas geométricas ele-
mentales.

Imaginemos un mapa en que no haya mis que tres
paises limitrofes, los cuales se limiten mutuamente en
forma tal que los tres se toquen a la vez en cualquier
punto limitrofe. Vamos a
procurar aclarar de algin
inodo también esto, siquie
ra sea a la ligera. Esta de-
mostracién la ha dado el
matgmitico holandés L. E.

J. Brorr en 1910, |
Pt 1 |
fig. 14, en que se encuen- e )

tran tres paises: uno rayado, uno punteado y uno negro.
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Las experiencias que hemos ido enumerando impli-
caban, pues, el fracaso de los conceptos clisicos. La efi-
cacia de éstos se habia agotado por entero. Los tiempos
estaban maduros para una reforma del sistema concep-
tual. Y a ella pusieron manos a la vez en 1925, si bien
cada uno de ellos trabajando por su cuenta, dos fisicos
geniales: Heisenberg y Schrédinger

De Ia teoria de Heisenberg s6lo vamos a conocer un
principio, que sobre ser relativamente accesible 3 Ia com-
prension comin es de importancia bisica. Se lo designa
<on el nombre de: relacicn de indeterminacion de Hei-
senberg. Ya dijimos antes que aun la velocidad de los
pequedisimos electrones, impenetrables a la
medirla con relativa exactitud. Y nada se opone en prin
cipio a imaginar que andando el tiempo, conforme vayan
perfeccionindose los medios auxiliares de la ptica —
P i si llega a inventarse algin ultra-ultra-microsco-
pio — pucda hallarse modo de hacer vicibles los diversos
electrones, de determinar su lugar, y. por tanto, de medit
sus coordenadas espaciales. Adelantindose a tales futuras
experiencias, he aqui lo que nos advierte el principio de
Heisenberg: por mis que logrdsemos llevar a efecto se.
mejantes mediciones conducentes a determinar ¢l lugar
¥ Ia velocidad de los lectrones, protones u otros corpiiscu-
los clementales, seria_ fundamentalmente imposible de
terminar con igual grado de exactitud ambos. Antes
por ¢l contrario, cuanto mis exactamente midiéeamos su
velocidad, de tanto mayor falta de exactitud adoleceria
Ia determinacion del lugar, y viceversa

Expresado en férmulas:






index-197_1.png
LA NUEVA LOGICA 197

ella se investigan en la légica, a mis de las clases de in-
dividuos. también clases de pares de individuos, clases
tecnas de individuos, etc. También esta doctrina parte de
unas pocas frmulas fundamentales, derivando de ellas,
con ayuda de unas pocas reglas engendradoras de férmu-
las, exactamente determinadas y simples, todo un sistema
de formulas.

No obstante lo extraordinariamente grande d esta am-
pliacion sustancial de la ogica, no basta para expresar
todas las conclusiones que se sacan en las matemiticas
modernas. Para seguir en sus desarrollos a las matem
ticas novisimas, sobre todo en la teoria de los nimeros
reales y en la de los conjuntos. habria que crear otro
cilulo de funciones ampliando ¢l ya existente; ¢l cual
nuevo cilculo se ocuparia también de clascs de clases cua-
lesquiera de individuos, de clases de clases de clases, et
Y esta nueva y por todo extremo importante ampliacién
de 1a Iégica no sélo es necesaria para poder seguir los
desarrollos de las matemiticas modernas, sino que —
como vamos 2 mostrarlo con un somero esbozo —, ¢
al mismo tiempo suficiente para fundamentar la matemi.
tica toda. (%)

Estando en poscsion de dicho cilculo de funciones am-
pliado, es dable definir ante todo cuindo dos clases A y B
se llaman equinumerales o equipotentes. Reciben tal nom-
bre — a partir de Jorge Cantor — dos clascs, cuando
cabe irlas copiando univocamente Ja una sobre la otra.
esto es, cuando a cada elemento de la clase A se le puede
hacer corresponder de tal modo un elemento de a clase
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Germer y Davisson, y de los cuales se sigue que los rayos
corpusculares tienen caricter ondulatorio:  consecuencia
inversa, pues a Ia de los experimentos anteriores. Estos
experimentos, que se realizaran en un principio en Amé-
rica, fueron repetidos mis tarde en Alemania e Ingla-
terra. Una de las mis hermosas fotografias obtenidas
en el transcurso de los mismos puede verse reproducida,
gracias a los cuidados de Mark y Wierl, en la figura 6
de este libro.

El resultado de estas experiencias es sobremanera sor-
prendente, ya que desde todo tiempo se habian contra-
pucsto como cosas fundamentalmente diferentes los 1a-
yos catédicos, de indole puramente corpuscular, a los
rayos ondulatorios: tan fundamentalmente diferentes
como puedan serlo, por ¢i., la lluvia y ¢l ruido produ-
cido por las gotas de la misma al chocar contra una
superficie. Aunque el descubrimiento de la difraccién de
fos electrones — indudablemente uno de los descubri-
mientos mis importantes de los Gltimos decenios —
muestra_que no siempre difieren tan radicalmente las
ondas elementales, sino que en circunstancias dadas la
diferencia se borra por ambas partes.

Frente a este material de hechos fracasa el sistema de
Ia fisica clisica: pero fracasa no menos el de la electra-
dindmica relativista. Diré de paso que los fisicos tedricos
engloban generalmente hoy la teoria de la relatividad
en la fisica clisica. La marcada linea separatoria entre
lo cldsico y lo no cldsico hallase actualmente mis alli
de Ia teoria de la relatividad: es menester buscarla en los.
umbrales de 1 fisica de los cuanta






index-196_1.png
196 CARLOS MENGER

pequefiisima parte son proposiciones sobre Ia pertenencia
de ciertos individuos a ciertas clases o sobre relaciones
entre clases o proposiciones, consistentes en proposiciones
ligadas por las palabras ", “o”, “implica”, “todos”,
“varios”. La mayoria de los juicios matemiticos trata
mis bien — segin lo advirtiera ya Leibnitz —, de re-
laciones. Cuando digo "3 es menor que 57, enuncio
una relacién entre dos némeros; cuando digo “el centro
de cuslquier segmento de recta esté entre los puntos ex-
tremos del mismo”, enuncio una proposicion general
sobre una relacion entre ternas de puntos de la recta.

Por tanto, si se quiere que un sistema logico le sea il al
‘matemitico, ha de versar también — y muy principalmen-
te— sobre relaciones. Asi como a todo predicado le cores
ponde una clase: la de todas las entidades a las cuales com-
pete ¢l predicado en cuestion — por ¢, al predicado
“negro” e corresponde Ia clase de todas las cosas negras
—. asi a toda relacidn entre dos cosas, o, como se dice en
vz de esto, a toda relacidn de dos cifeas le corresponde una
clase de pares e cosas: Ia clase de todos los pares de
cosas en las cuales el primer elemento del par se halle con
el segundo en la relacin en cuestion. Por ej., a la rela-
cién “'mis pequefio-a, que” le corresponde Ia clase de todos
fos pares de miimeros cuyo primer nimero es menor que
ol segundo.

La ampliacién de la I6gica a que nos referiamos con-
e, pues, en dar lugar al lado de las proposiciones cn
que se afirma un predicado de un sujeto a otras cuyo
objeto son relaciones. En conformidad con ésto, cabe tam-
bién caracterizar esta ampliacion diciendo, que gracias 3
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Sea x 1a coordenada de un electrén, es decir, su distancia
a un punto de origen elegido arbitrariamente y tomada
sobre una recta de direccion determinada. Y sea v su
componente de velocidad en la misma dieccion. y m su
masa. El producto m o se designa, como es sabido, con el
nombre de cantidad de movimiento o impulso del cor-
psculo. Designemos, ademas, con A @ y A mo el excor
cometido al medir la coordenada g, respectivamente, ¢l
impulso, queremos decir, la diferencia entre el valor real
¥ ¢l valor medido.

Con estos presupuestos se veri
siguiente:

segiin Heisenberg lo

Az Amv>h )
f6rmula en que h es la repetidas veces mencionada cons-
tante de Planck.

Y resolviendo Ia ecuacién (5)., primero respectivamen-
teaaxy luego respectivamente a & m v, se obtiene
Az> b Ame>

©

Estas formulas muestran que. cuanto mis exac-

tamente se determina ¢l impulso, — por lo tanto la ve-
locidad, — tanto mayor es el error cometido en la de-
terminacién del lugar y viceversa.

Las raices de esta relacion sui géneris residen, por una
parte, en la estructura atémica. ya reconocida por Planck.
de la ra ¥ por otra, en la accion impulsiva de fa
radiacién sobre los electrones, puesta al descubierto por
ol efecto de Compton.
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se apoya el de niimero. Un niimero se define, en efecto,
como Ia clase de todas las clases que son equipotentes
con una clase determinada. Por cj. el 5 se define como la
clase de todas las clases que — tales las de las cruces
puntos de la figura — son cquipotentes con la clase de
todos los dedos de una mano. Y Cantor ha descubierto
— descubrimiento que es preciso contar entre los capitales
de Ia teoria de los conjuntos — que también cabe reunic
en una clase todos los conjuntos cquipotentes con un
conjunto infinito M, esto s, que contiene infinitos cle-
mentos, Ia cual se llama el nimero o la potencia de M,
obteniéndose de este modo diferentes nimeros infinitos,
¥a que no todo conjunto i es. como pudiera pen-
sarse, equipotente con todo otro conjunto infinito.

Los nimeros finitos o naturales — 1,2, 3. — s
definen haciendo uso nada mis que de conceptos logicos.
principalmente del llamado principio de la_induccion
completa. Esta dice que si una proposicién, verdadera
para el nimero 1, en caso de ser verdadera para cualquice
niimero . 1o ¢s también para el siguiente -1, serd vet-
dadera para cualquier nimero. Una proposicién demos-
trable con ayuda del principio de induccion completa y
vilida para todos los nimeros naturales s, por . la
que afirma que todo nimero natural puede representarse
inequivocamente en forma de producto de nimeros pri-
mos. En general, ¢l principio de la induccion completa
resulta uno de los medios demostrativos mds importantes
de Ia aritmética.

En el campo de los nimeros naturales la suma y 1a
‘multiplicacién se puede proseguir indefinidamente, no asi
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Con el titalo genecal de “Crisis y reconsteuccion de
las ciencias exactas” contiene esta publicacidn cinco con-
Fecencias de indole cientifico filosifica, que se refieen a
los descubrimientos modernos en el campo de la fisica y
a cuestiones relativas a la intuicién,  la teoria de la re-
latividad, a la geomeiria de n dimensiones, nocidn de
la cuadratura del espacio, crisis y evolucion de la 16gi-
<a, etc.

La primeca conferencia de Heeman Mark teata de
“La crisis de la fisica clésica por obra del experimento”,
tema cuya importancia ha dado origen a numerosas pu-
blicaciones y conferenias de los hombres de ciencia a
partic del 14 de diciembre de 1900, en que Max Planck.
profesor de la Universidad de Berlin lanz6 su famosa
teoria de los cuanta, en una conferencia dada en la socie-
dad alemana de fisica de la misma ciudad.

Analiza Herman Mack la teansformacion operada en
Los conceptos de espacio y, tiempo segin la manera de ver
elisica — juicios sintéticos a priori, segin Kant — prin-
cipalmente por los resultados de la experiencia iniciada
por Michelson en el aro 1881, prosequida poe Morley
y Miller en 1904 y 1905 y posteriormente por Miller
— de 1921 a 1926 — en el observatorio norteamericano
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B, que en esta operacion a cada elemento de B e corres-
ponda un elemento de A y uno solo.

Un cjemplo. Son equipotentes las clases de cruces y
puntos de Ia figura adjunta, puesto que la clase de las
cruces puede copiarse sobre la de los puntos, haciéndole
corresponder, v. gr., a cada cruz ¢l punto que se halla
verticalmente debajo de él. No son equipotentes, en cam-
bio, la clase de los puntos y las de los asteriscos, pues
higase corresponder como se quiera 2 cada uno de los
puntos un asterisco, siempre quedard un asterisco al que
se le habré hecho corresponder mds de un punto.

+ o+ o+

Por lo demis. de hecho los nifios y los pueblos primi-
tivos cuentan Ias clases compuestas de pocos numeros ha-
ciéndoles corresponder univocamente — sea por contacto
o de pensamiento — los dedos de sus manos. No a otra
1azén obedece el valor particular asumido por el nimero
10 en nuestro sistema numeral.

No se crea, empero, que este concepto de la equinume-
ralidad presuponga ¢l del nimero o una operacién de
contar. Yo puedo, por ¢j. sin contar cuintos oyentes o
asientos se encuentran en esta sala, comprobar que hay
tantos oyentes como asientos; que cada asiento esti ocu-
pado por un oyente, y que cada oyente tiene un asiento:
con 1o cual se establece la correspondencia univoca reque.
rida para la equinumeralidad. Antes por ¢l contrario. s
sobre este concepto de la cquinumeralidad sobre ¢l que
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guado definitivamente que los rayos luminosos son ondas,
¥ ondas electromagnéticas

A estar a esta concepeion, cuando un dtomo irradia
luz, se esparcen en tomo de él, colocado en ¢l centro,
ondas esféricas. que forman un campo cuya encrgia va
decreciendo hacia Ia periferia. (La encrgia decrece con ¢
cuadrado de la distancia, para ser precisos). Lo malo
es que otras experiencias parecen conducirnos a concluir
que, cuando ¢l dtomo en vez de irradiar luz la absorbe,
toda Ia energia irradiada por el stomo, la cual se supone
esparcida por la superficie de la esfera que envuelve al
itomo, aparece de repente localizada en un solo punto
del_campo. Y o propio acontece si, p. cj. ¢l tomo
emisor se encuentra en una estrella alejada de nosotros
muchos miles de afos de luz. En suma, por las expe-
siencias en cuestin no parece sino que los rayos lumi
nosos son corpiisculos pequefiisimos de dimensiones at6-
micas, emitidos por la fuente luminosa en linea recta,
segin una direccion determinada. Lo malo del caso es
que con esta iltima concepcion no podemos dar razén
de los fenémenos de interferencia. A consecuencia de ésto,
os fisicos se han visto en el penoso trance de tener que con-
fesar que los rayos laminosos, cuya naturaleza creian haber
penetrado- definicivamente hace mis de un siglo, son
hoy tan enigmiticos como los animales fabulosos de la
mitologia. Algo asi como los centauros: por la parte de
arriba caballos: y por la de abajo. hombres.

La situacion se hizo mis complicada, aunque a Ia par
mis interesante, a raiz de los experimentos — sugeridos
por una idea genial de De Broglic — que efectuaran
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proposicional “x es negra” pasa a ser una proposicion ver-
dadera, si en vez de x pongo “este pizartén’’; pasa a ser
una proposicion falsa, si en vez de x pongo “esta tiza”;
pasa a ser una proposicin universal falsa, en el caso de que
¥ elija como campo de variabilidad de a x todos los ob-
jetos que se encuentran en esta sala, y anteponga a la x ¢l
cuantificador “todos”, pues entonces se origina 1a pro

posicion falsa “todos los objetos de esta sala son negros'’;
pasa a ser, finalmente, una proposicion existencial verda-
dera, si antepongo a x ¢l cuantificador “varios”, pues
la proposicion “varios objetos de esta sala son negros’

e verdadera.

Son objeto de la ciencia, en ltima instancia, las
proposiciones: Ias individuales, las universales y las exis-
tenciales. Como reglas de las operaciones I6gicas con estos
dos ilkimos tipos de proposiciones han sido derivadas de
una teoria de las funciones proposicionales, la teoria de
Ias operaciones con proposiciones universales y. existen-
ciales recibe el nombre de cilculo de funciones.

Pero el cilculo de clases y el de funciones, asi como
1as partes del cilculo de funciones consideradas hasta aqui,
con ser artificiosisimos, no alteran substancialmente la
logica antigua. Lo tinico que se puede admitic es que la
precisan y aguzan. En cambio, el cuarto paso dado por
Ia nueva légica, de que vamos a tratar-a continuacion.
si que entraia una ampliacin sustancial de aquéla.

Elimpulso’para este cuarto paso parti6 asimismo de las
matemiticas. Las proposiciones que forman el objeco de
as matemticas — que Peano fué ¢l primero en expresar
mediante un conjunto de simbolos rigurosos — sélo en
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proporcional a la frecuencia de la radiacion. Designando
con v Ia frecuencia (nimero de oscilaciones por segundo) .
Ia energia emitida con E, se verifica segtin Planck
E = nhy )
e que n es un nimero entero y h una constante univer-
sal (I constante de Planck). cuyo valor es de
= 6,55 x 107 erg. sec

La idea de que la radiacién no puede ser tan débil
como se quiera, es decir. que tiene una esteuctura dis-
continua, atémica, era esencialmente ajena a la teoria
clisica

Mis tarde se hallaron casos que, no s6lo se apartaban
ostensiblemente de lo postulado por la teoria clisica,
sino que no consentian siquiera la mds remota aplicacion
de ella. A titulo de cjemplo mencionemos tan solo. que,
conforme  la teoria de Bohr de los espectros del hidro-
geno, confirmada en sus més nimios detalles por la ex-
periencia, los clectrones del hidrogeno, al recorrer en circu-
lo. Ias llamadas Grbitas estacionarias, no emiten absoluta-
mente ninguna clase de rayos, es decir, no engendran cam-
po ondulatorio alguno, hecho que rifie en absoluto con las
Teyes de Ia clectrodinimica

A estas experiencias se agregan las mencionadas por ¢l
Sr. Mark en su conferencia, y que revelan Ia enigmitica
doble naturaleza de la luz. D: ellas se desprende que los
rayos ostentan unas veces caricter ondulatorio; y otras.
corpuscular. Antes, sin embargo. no se pensaba asi. Hace
mucho tiempo ya que. fundindose en todos los fenéme-
nos de interferencia y polarizacion se creyé haber averi-
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ala Iégica por el cilculo de funciones ampliado, las mate-
miticas — segin 1o expresa Russell — se han convertido
en una parte de la [6gica. Y afirmando ésto no se amplia
antojadizamente el sigificado corriente de Ia palabra 16-
gica para que quepa en ella la matematica toda. Histo-
ricamente las cosas sucedicron mas bien — lo hemos
visto — como sigue.

Estudiando solamente Izs conclusiones que se sacan en
fas matemdticas superiores, y tratindolas como trata el
cilculo de proposiciones Ias conclusiones mis primitivas
(esto es, derivando todas estas conclusiones de algunas
formulas fundamentales con ayuda de unas cuantas re-
glas engendradoras de formulas). se llegd a ciertas for-
mulas fundamentales, que no solo permiten derivar las
conclusiones matematicas. sino que bastan también para

* deducir de ella misma la matemitica toda. ¥

Con esto se consideraba acabada —por ¢l aio 1900-
Ia logistica, flamante edificio levantado en menos de
medio siglo por los matemiticos, después de salir a 16
gica del estancamiento en que habia yacido durante dos
mil afios. Nada quedaba por agregar. ya que ol ma-
temitico de entonces hallaba en ella respucsta a todas 1as
cuestiones I6gicas que pudieran planteirsele. Debido a eso
una conferencia sobre Iégica pronunciada alrededor de di-
cho aiio hubiera podido terminar aqui, consignando tan
dichoso resultado.

Lo malo que a comienzos del siglo presente las cosas
tomaron, en forma enteramente inesperada, un giro de
efectos fatalmente destructivos para la logictica. Y fué que
se introdujo la operacion indefinida con clascs y con
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esps

de tiempo finito, por ¢j., en la unidad de tiempo,
con velocidad uniforme esta linea quebrada. Di-
vidase luego (fig. 8) cada uno de los cuadrados parciales
de la fig. 9 en cuatro cuadrados parciales de igual ta-
mafio, y Gnanse los centros de estos 16 cuadrados
parciales, ¢ imaginese que el punto se mueve de
modo que en la unidad de tiempo recorra, con velocidad
uniforme, esta nueva linea quebrada. Vuelva a di e
luego (fig. 9) cada uno de los cuadrados parciales de la
fig. 8 en cuatro cuadrados parciales del mismo tamaro,
Ginanse los centros de esos 6+

cusdrados parcls por wns SEESEESAEES
linea quebrada, ¢ imaginese ARG G

aan
que el punto se mueva de mo- {55 gﬂwm b
doque en la unidad de tiempo cim»: S

cion. La fig. 10 muestra unos %,s 495
de s pacos posteiorss de la SO0
misma, en ol cual el cuadrado Fie 1o
grande estd dividido en 4096 cuadrados paccales. Ahora
bien, cabe demostrar rigurosamente que los sucesivos mo
vimientos tomados aqui en consideracion: ¢l primero,
en el cual el punto recorre en fa unidad de tiempo una
linca quebrada que une los centros de los 4 cuadrados
parciales de la fig. 7: el segundo, en ¢l cual ¢l punto
recorte en ¢l mismo tiempo la linea quebrada que une
los centros de los 16 cuadrados parciales de I fig. 8:
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ciada, cuanto mayor es la frecuencia y, respectivamente,
cuanto menor s 1a longitud de onda de la radiacion. De-
bido a ésto, no cabe realmente determinar con igual
grado de exacticud el lugar y ¢l impulso (la velocidad)
de un electrén. En cfecto, si queremos determinar muy
exactamente, su lugar, esto ¢s, medir su coordenada x con
el menor error (& x) posible. tenemos que emplear
para nuestras observaciones una radiacion de tan corta
duracién como sea posible, puesto que el error cometido
al determinar el lugar tiene por limite inferior el tama-
o de Ia de onda. Lo malo que si empleamos una radia-
cién de onda muy corta, se modifica, a consecuencia de
este solo hecho, la velocidad del electrén. Por eso al me-
dir ¢l impulso cometemos un error; error que, segin la
férmula de Einstein recién mentada, es tanto mayor, cuan-
to menor ¢s ¢l largo de onda de la radiacion. Y al
revés, si se quiere medir lo mis exactamente posible la
velocidad, hay que emplear. 2 fin de evitar en el resul-
tado los errores que trae consigo el efecto de Compton.
radiaciones del mayor largo de onda posible. Verdad
que esto comporta su correspondiente error en la deter-
minacion del lugar.

Se ve, pues. por la formula de Heisenberg (5). que
Ia estructura atémica influye en forma complicada en la
exactitud de las mediciones efectuadas con cualquier cla-
se de rayos, algo asi como, hablando en términos gene-
rales, la estructura atémica de la materia influye en la
medicion de la longitud de los cuerpos. Estando los
cucrpos materiales compuestos de atomos, cuyo disme.
tro s de unos 10~ cm., siguese como consecuencia natu-
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el sext0, en el cual el punto recorre en el mismo tiempo
Ia linea quebrada que une los centros de los 4096 cua-
drados parciales de 1a fig. 10, se van acercando indefini-
damente 2 un movimiento determinado. en el cual ¢l
punto recorre en la unidad de tiempo todos los puntos
del cuadrado. Claro estd que tal movimiento escapa a to-
da posibilidad de ser captado intuitivamente. Solo el
anilisis 16gico puede captarlo.
Contradiciendo pucs, todo
1o que parece mostrar la in-
tuicion, hay formas geomé-
tricas a Ias cuales a nadic se
le ocurriri considerar como
curvas, por cj., un cuadrado,
¥ que, sin embargo, pueden
ser engendradas por ¢l mo-
i vimiento de un punto. Pero
ocurre también lo contr
Hay formas geométricas que
uno se inclinaria a mirar como curvas, y que no obstante
70 son engendrables por un punto en movimiento.
Considérese. por j.. Ia forma geométrica esbozada en
Ia fig. 11: una linea ondulada que en las cercanias de
Ia recta @ b — que se ha de mirar como pertencciente a
dicha forma — presenta infinitas ondas de longitud inde-
finidamente decreciente, pero cuyas amplitudes — con-
trariamente a lo que pasaba en Ia fig. 3 — no van decre
ciendo indefinidamente, sino que son todas iguales. No ¢s
dificil demostear que tal forma geométrica, a pesar de su
caricter lineal. no pucde ser engendrada por ¢ movimiento
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El interés creciente que circulos cada vez mds amplios
demuestran por las ciencias exactas, tiene su iz prin
palmente en el anhelo de encontrar un campo cientifico
en que no se hagan sentir los fendmenos criticos que
aquejan a oteos campos. Y esta corriente de simpatia
hacia Ia légica, las matemiticas y la fisica seria proba-
blemente adn ms intensa, si no fuera por la falsa creen-
cia en boga de que los resultados de las ciencias exactas
son_ inaccesibles a la comprensin del comin de los
hombres.

Sin embargo, si hemos de decic verdad, las ciencias
exactas distan muchisimo de hallarse a cubierto de ries
g0 mentado. Precisamente en los Gltimos decenios todas
llas — desde Ia fisica tedrica hasta la 1ogica — han sido
sacudidas por fuertes crisis. A muchas de las cosas que
antes pasaban por exactas sélo podemos atribuirles hoy
en dia un valor aproximativo o estadistico: muchas co-
sas que antes eran tenidas por de cardcter aprioristico,
esto s, independientes de toda experiencia, se ha venido
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El tinico agente fisico que nos permite determinar los
Iugares en medios infinitamente pequefios o medir velo-
cidades, igualmente infinitamente pequefas, es la luz: o
si no, los rayos de onda mis corta ain, como: los ultra-
violeta, 10s X, los 7. Y como, segin Planck, las ondas
electromagnéticas slo pueden presentarse en cantidades
que sean_ miiltiplos enteros de una cantidad minima f,
Ia radiacién misma tiene en cierto modo una estructura
atémica, geanular. Siendo esto asi, nuestros intentos de
Hlevar a un mis alto grado la precision de nuestras medi-
das tropezarin siempre, como contra un limite infran-
queable, con este caricter granular de los rayos. Algo asi
como los grinulos de las placas fotogrificas constituyen
un limite Gltimo. mis alls del cual es imposible continuar
amplidndolas.

Veamos ahora qué motivos plausibles militan en favor
de la relacion indeterminada de Heisenberg, expresada
en la formula (5). Planck habia asentado que la ener-
gia de una cantidad de radiacion asciende a hv. Mis tarde
Einstein amplio esta nocion mediante el importante agre-
gado de que el impulso (la fuerza impulsiva) de cada
una de estas cantidades de radiacion viene dado por ¢l

cociente -
Iuz. Ahora bien, como se desprende del efecto de Comp-
ton, al incidir una cantidad de radiacion sobre un elec-
trén, el impulso de la radiacion se traslada efectivamente
al electrén, éste es compelido a retroceder y su impulso

en el que ¢ representa la velocidad de la

se modifica en Amo, cant
. que Ia modificacion resulta tanto mids pronun-

20 proporcionst 3
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sitve de punto de partida — las relaciones entre magni-
tudes observables, como 1a longitud de onda de Ia radia-
cion, etc. Las magnitudes semimetafisicas, como las co-
ordenadas y velocidades de los electrones, pricticamente
imposibles de medir, no tienen ninguna cabida en ella
Lo malo s que la teoria de Heisenberg exige de parte del
estudioso un esfuerzo mental tan enorme, que no pode-
mos entrar a tratarla con mayor extensién aqui. En
cambio, vamos a apuntar algunas indicaciones sobre 1a
mecanica ondulatoria, de Schrodinger, cuya inclusion en
este lugar se justifica con tanto mayor motivo, cuanto
que ambas teorias — la de Heisenberg y la de Schro-
dinger —, no obstante tener puntos de partida completa-
mente diferentes, concuerdan por entero en cuanto a los
resultados fisicos concretos.

Schrédinger — un vienés que merece ser timbre de
orgullo para todos nosotros — encontr en 1925, por
una intuicion genial incomprensible, su famosa ecua-
cidn de las ondas, 1a cual desde hace seis afos ejerce un
dominio casi absoluto en ¢l campo de la teoria de los
cuanta. La ecuacin de Schrodinger viene a ser la ecua-
cion diferencial de las ondas de Broglie antes mentada,
¥ su aplicacion ha puesto en nuestras manos resultados
¥ conocimientos insospechados. Cierto que lo que mis
nos interesa — iluminar conceptualmente el cnigma de
los cuanta —, no lo hemos logrado. ni mucho menos.
La ccuacion de Schrodinger es una tipica formula mi-
gica: se hacen cilculos con ella, y, sabiéndola emplear
correctamente, se obtienen resultados que armonizan con
Ia experiencia, pero nadic Ia entiende.
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de un punto. No cabe concebir, en efecto, movimiento
alguno en ¢l cual el punto recorra, en un espacio de
tiempo finito, todos los puntos de esta forma.
Naturalmente que esto plantea dos importantes cues-
tiones. Primero: ya que, por lo visto, la definicion suso-
mentada de curva, que goza del prestigio de una venerable
antigiiedad, s completamente inapropiada para encerrar
en una férmula la nocidn que nos formamos de
una curva, gpor cuil otra definicion, mds apropiada,
se ba de sustituirla? Y segundo: ya que. por lo visto,
no todas las formas geométricas engendrables por un
punto en movimiento son por fuerza curvas, jcudles
son entonces las formas geométricas engendrables por ¢l
movimiento de un punto? A ambas cuestiones se ha
contestado hoy satisfactoriamente. Sobre la contestacidn
dada a la primera volveremos mis tarde. Sobre la se-
gunda digamos algunas palabras a renglon seguido ().
A esta segunda cuestion logrse dar respuesta merced 3
un nuevo concepto geométrico: el de la conexidn en lo
pequeiio o conexidn local. Examinemos algunas figuras
engendrables por el movimiento de un punto. por ¢
una recta, un circulo y un cuadrado (fig. 12). Tomemos
sobre cualquiera de estas formas dos puntos Py Q situa-
dos muy proximamente ¢
uno del otro. Presupuesto g
esto, podemos llegar de P 2
Q sin tener que salitnos de
Ia respectiva forma por un
camino que permanece muy
cercano a Py 2 Q: esta propiedad se designa — wsando

Fie 12
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quebrados cuyo cuadrado es mayor que 2 — hay en la
clase de todos los quebrados un vacio, ya que no existe
absolutamente ningin quebrado cuyo cuadrado sea 2.

Para llenar estos vacios, a la vez que para hacer fac-
tibles muchas otras operaciones fuera de las citadas (ex-
traccidn de raices, solucion de todas las ecuaciones no
lincales y oteas), s¢ introducen los ndmeros ircacionales.
fos cuales llenan precisamente los vacios en la clase de
los quebrados, es decir, que con ellos esta Gltima queda
dividida en cierto modo en dos clases parciales. Una vez
que se han introducido todos los nimeros racionales ¢
ieracionales o, como suele decirse, todos los nimeros reales.
puede definirse finalmente en forma puramente Kgica el
concepto, bisico para toda la matemitica superior, de valor
limite y. por ende, los de continuidad, diferenciacion ¢
integeacion de funciones, asi como el concepto de espacio
n-dimensional (como a clase de todos los conjuntos de
n niimeros reales) . sobre que se asienta la geometria ana
litica.

Por iltimo. a fin de hacer resoluble Ia ecuacion ¥ =
— 1. se introducen los ndmeros imaginarios y. en general,
los niimeros complejos: pares de nimeros reales gracias
2 los cuales, y de acuerdo con el llamado teorema funda-
mental del dlgebra, se hacen resolubles todas las ecuacio-
nes, teniendo cada ecuacion de enésimo grado n raices.
En la geometria se define el concepto de proximidad de
un punto, y con esto se arriba al concepto general de
dimensicn_mencionado en las conferencias de los Srs.
Hahn y Nobeling.

En una palabra, en virtud de la configuracion impresa
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aal que, por mis que perfeccioniramos ilimitadamente
nuestros métodos de medicién, nunca podriamos llevar
mis alld la exactitud de ellos — p. ¢j., al tratar de fijar
una unidad de longitud — de un millonésimo de mili-
metro. Quiere decir que la estructura atdmica de la mate-
ia constituye un limite inferior absoluto de los errores
que se cometen al medie la longitud de los cuerpos mate-
riales. En cambio. la relacion indeterminada (5) de
Heisenberg, basada en Ia naturaleza cuintica de la radia-
cion no implica Ia existencia de tal limite infranqueable;
acepta que quepa exactitud en la medicion, si bien con
ciertas restricciones. Segin ella, en efecto, nada obsta en
principio a que se determine, con toda la exactitud ape-
tecible, ¢l lugar o la velocidad de los electrones. Eso
e menester hacer fa salvedad de que la precision que se
Togre en la determinacion del uno tracrd aparejada, ne-
cesariamente, una imprecision. correspondiente ¢n la de-
terminacién de la otra, y viceversa. Cuanto mis exac-
tamente se determine el lugar, tanto menos exactamente
se determinard la velocidad: y al revés, cuanto mas exac-
tamente se determine la velocidad, tanto menos exacta-
mente se determinard ¢l lugar.

Fuera de esta relacién indeterminada Heisenberg ha
desarrollado en 1925 una teoria matemitica sumamente
interesante, Ia llamada mecnica de los cuanta, con cuyo
auxiio se pueden calcular Tas longitudes de onda, el estado
de polarizacin y las intensidades de las rayas espectrales.
basindose en las supucstas propiedades de los dtomos
emisores de la radiacion. En su teoria sdlo se tomarin en
cucnta — tal es el juicioso y evidente principio que le
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Ia resta y division. A cada dos nimeros naturales a y b
les corresponde un niémero natural a-+b que viene a ser
susuma, y un nimero natural ab que viene a ser su pro-
ducto: mientras que s6lo se dan niimeros naturales a—b.
¥ a+b en el caso de que b sea menor que a 0 respecti-
vamente, divisor de a. A objeto de que también la resta
¥ la division quepa efectuarlas para cualquier par de né-
meros, se definen como partes de nimeros naturales el 0,
los mimeros negativos: —1, —2. —3. . . asi como los
nimeros racionales (Ios quebrados) . Por cj.. —3 se de-
fine por los pares de niimeros naturales a, b y se simboliza
cons a—b, siendo a+3 —b; L se define por los pares
de niimeros enteros a, by se simboliza con a. siendo 2b
a. Aunque entre dos quebrados cualesquiera & ¥ %
puede intercalarse siempre, en orden de magnitud, un
tercer quebrado, por ¢ $3.. quedan vacios entre los
quebrados, cosa que nace de que en ¢l campo de los que

brados cabe proseguir indefinidamente I suma. la res

Ia muldiplicacién y la divisién (salvo la division por 0,
7o asi, otras operaciones, por ¢j.. la extraccion de raices.
Es ficil de demostrar, v. gr.. que no hay ningiin que-
brado 5 cuyo cuadrado 4 sea igual a 2. cosa que se
expresa también diciendo que Y3 no es un nimero ra-
cional. Esto no obstante. hay quebrados cuyo cuadrado s
menor en tan poco como se quiera de 2. y quebrados
cuyo cuadrado es mayor en tan poco como sc quiera de 2.
Entee estas dos clases de quebrados — la clase inferior,
compuesta de todos los quebrados cuyo cuadrado ¢ me-
nor que 2, y 1a clase superior. compuesta por todos los
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toman en cuenta usualmente se cumpla lo postulado por
a intaicidn. Cabe, con todo, concebir ciertos movimien-
tos complicadisimos. ciertas curvas complicadisimas en
que no se cumpla.

También en este problema resulta engaiiosa la apa-
rente seguridad de la intwicion (). Verdad que la falta
de espacio nos impide extendernos largamente en mos-
trarlo. Tenemos que contentarnos con ligeras indica-

Los dos ejemplos de como falla la intuicion dilu-
cidados en 1o anterior estaban tomados de las consi-
deraciones que sirven de base al cilculo diferencial ¢
integral, terreno dificultoso si los hay: dificultad que
¥a se transparenta en ¢l solo nombre con que sucle de-
signrselo: matemiiticas superiores, entendiendo con esto
destacarlas de las partes clementales de dicha ciencia
Siendo esto asi, como lo es.
n0 serd de escasa importan-
cia mostrar como ya en ta-
les partes elementales es da-
ble comprobar la facilidad
de Ta intuicion.

En los umbrales mismos
de 1a geometria nos encon-
tramos con ¢l concepto de
aurva. No hay quien no
crea tener una nocidn intui-
tivamente clara de este ulti-
mo concepto. Y esta nocion veniase creyendo desde anti-
guo poder encerrarla en la siguiente definicion: curva es
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que se genera por ¢l movimien-
iPero véase lo que son las cosas!
En 1890 e matemitico
ialiano Giuseppe Peano
— benemeritisimo tam-
ién por sus investigacio
nes de légica — mostro
que entre las formas en-
gendrables por un_punto
e movimiento figuran
también superficies ente-
ras. Cabe concebir. p. ¢j
que el punto se mueva de
tal modo, que en un espa-
cio de tiempo finito recorra todos los puntos de una
superficie cuadrada. Y sin embargo, nadie querri por eso
considerar una superficie cuadrada como una curva,
Voy a tratar de ayudar-
Ies a Vds. 2 la luz de un
par de figuras a que se for-
men una idea siquiera
aproximada de cémo se
Tlega a un movimiento tal
deun punto (7). Dividase
un cuadrado en_cuatro
cuadrados _parciales  de
igual mafo (fig. 7). ¥
Ginanse los centros de estos
cuadrados por medio de
una linea quebrada, ¢ imaginese un punto que cn un

toda forma geomitri
to de un punto (%)
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clementales con el objeto de explicar los fendmenos natu-
cales para lo cual es n-cesario crear, a su vez, otcos con-
ceptos derivados, cada vez mds complicados, de signifi-
cado incomprensible para los profanos.

Estudia. rdpidamente las consecuencias del descubri-
miento de los rayos Rontgen (1895) y de los cuerpos
cadioactivos, sales de_ uranio por Becqueral y radio por
Los esposos Curie (1898) sobre las teorias relativas a la
constitucion de la materia.

En forma sencilla considera la_teoria. especial de la
celatividad, tratada someramente en la conferencia de Mark,
explicando el significado del espacio o mundo de Min-
Rowshi, definiendo los conceptos suceso, intervalo entee
sucesos o espacio - temporal y el cardcter de invariante
— anilogo al de distancia entre dos puntos que trata la
geometria euclidea de dos y tres dimensiones — de dicho
intervalo para toda teansformacicn lineal de las coorde-
nadas que lo determinan. Esboza, también, una explicacion
sobre el significado de la curvatura del espacio segin la
teoria de la relatividad.

No nos parece muy clara y ordenada, especialmente
para las personas que no han profundizado estos estudios.
a forma en que el conferenciante trata ef modelo de Bohr
sobre la constitucién del dtomo de hidrdgeno y su rela
ci6n con los rayos especteales y la teoria de los cuanta, para
Geuparse después de los isétopos y de la mecdnica de De
Broglie. la mecinica ondulatoria de Schrsdinger (1925)
y la cuintica de Heisenberg (1925)

El modelo de Bohe. requicre una explicacion mds pro-
funda sobre la caracteristica de las Grbitas estacionarias
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Lo que iera, es caracterizar en dos palabras la
posicion de la fisica tedrica frente a esta critica.

Lo mismo que todos los estudiosos, los fisicos cuyas
opiniones hacen ley disctepan entre si en muchos puntos,
¥ ponen mayor o menor ardor en zanjar sus mutuas
discrepancias. Sin embargo. nadie que haya penetrado
bastante a fondo en la teoria de la relatividad abriga
duda alguna sobre 1a admisibilidad y justificacién 16-
gica de los puntos de vista sustentados por ella. Y
hay mis aiin: y es que de un tiempo a esta parte abun
dan los fisicos que han dado en pensar que, “la teoria
de la relatividad s cosa demasiado cierta para segui
siendo interesante todavia”. Por cso, al critico de Ia teoria
de la relatividad — por lo general procedente de campos
iferentes al de la fisica —, que nos venga con la ad-
vertencia: ““Vamos, sefior profesor, confiese Vd. que con
Ia teoria de la relatividad su ciencia de V. se ha desli-
7ado en un terreno resbaladizo y, filosoficamente ha-
blando, impugnable en ms de un punto”, sélo cabe
replicarle, “Sefor colega, ojald no pasaran de ahi las

ultades con que nos debatimos, que entonces dor-
‘miriamos tranquilos.

Son otras las dificaltades que traen preocupado al
fisico. De ellas hablaremos en seguida. Lo dnico que
quisiera hacer notar todavia a fin e poner punto final
al capitulo sobre Ia teoria de la relatividad. es lo si-
guiente.

Si bien los fenémenos de la naturaleza se nos ofeecen
de una manera inequivoca, el modo de describirlos la
fisica puede variar — y en puntos esenciales — muchi-
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de nota ademis en ella, que hasta ahora tampoco haya po-
dido dar algin paso hacia adelante, y que, por consi-
guiente, por cualquier aspecto que se la mire, parece ser
cerrada y perfecta”. Y en la Logica de Kant se lee: “La
16gica actual proviene de I Analitica de Aristoteles
Por lo demis, Ia Iogica no ha ganado mucho en contenido
desde los tiempos de Aristoteles, ni tampoco puede
hacerlo, dada su indole. . Pues Aristteles no ha omiti-
do ningiin clemento del entendimiento”

La chispa que desencadend a crisis en esta antigua |

gica brotd de las matemiticas. La construccidn por via
puramente logica de la geometria primero, y mis tarde
también la de la aritmética, no sélo condujo a que s¢
revisaran todos los presupuestos matemiticos empleados,
sino también 2 que se procurara obtener claridad sobre
todos los principios de la deduccién que se aplican al de-

ivar los teoremas matematicos de los axiomas. Y cuando
s¢ la hubo sometido a tal examen se puso de manifiesto
que la I6gica clisica no satisface a Jas exigencias de las ma-
temiticas modernas en punto a exactitud ni a perfeccion.
Por este motivo fueron preponderantemente matemticos
os que emprendicron y llevaron a cabo Ia reconstruccion
necesaria de fa I6gica. Esta reconstruccion se designa con
el nombre de logistica. Voy a ofecerles a Vds. un sucinto
esbozo de las principales etapas por ela atravesadas. Qui
siera. sin embargo, prevenitles desde ahora que en Ia ac-
tualidad esta logistica. por muchisimo que rebase de la
logica aristotélica, no deja. con todo, de poder incluirse
ya dentro del cuerpo de Ia I6gica clisica. Los verdaderos
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dimensiones del espacio. Bien muestra que es todo lo
contrario la férmula;
Syt an

Con perder, como pierde, su independencia el tiempo
sigue desempeRando. como anies, un papel destacado, al
paso que ninguna de las tres dimensiones del espacio s0-
bresale entre Ias restantes.

La teoria de la relatividad especial ha ensanchado,
pues, ¢l sistema conceptual de la fisica, introduciendo
en d, entre otras cosas, el concepto de mundo, que en-
globa los de espacio y tiempo. Prosiguiendo Ia labor de la
anterior, 1a teoria de la relatividad general ha puesto
en nuestras manos las siguientes ideas fundamentales:

La esencia de la gravitacion consiste en causar una
curvatura en la_multiplicidad espacio-temporal que lla-
mamos mando. Y esta curvatura es tanto ms pronuncia-
da. cuanto mis intenso es ¢l campo gravitatorio. Si supo-
nemos puntos alejados infinitamente de todas las masas.
tal curvatura serd alli infinitamente pequera.

Vds. no ignoran seguramente que esta concepcién de
Einstein ha chocado con no pocas resistencias. Se ha ob-
jetado que un espacio curvo — y mis ain un tiempo
curvo — es absurdo; que la teoria no esti exenta de
contradicciones internas. etc.. ete. No tengo tiempo de
ponerme a discutir este punto, y de aclararles a Vds.
cudl es el sentido concreto de la curvatura del mundo,
Con tanto mayor motivo puedo cximirme de tratar aqui
este problema, cuanto que en la cuarta conferencia de
este ciclo se enterarén Vds. de mayores pormenores sobre
ol particular.
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En la catdlica edad media, es verdad, los sabios esco
listicos emprendieron variadas y profundas investigacio-
nes 16gicas; pero en la edad moderna, especialmente en ¢l
peciodo del iluminismo, fué generalizindose a costumbre
de tachar sus trabajos de sofismas, y sin preocuparse de
estudiarlos — antes dindolos al olvido — se los fué
reemplazando por otros, que les iban en zaga en profun-
didad. Por ello Ia 16gica de los escolisticos no prolongs.
su influencia 2 la época posterior. No menos carecio de
clla, al menos inmediata, el esbozo de Iogica de Leibnitz,
con el cual éste se adelantaba tanto a su tiempo.

Leibnicz veia bien claro que no basta tratar en la 16
gica de las diversas maneras como puedan hallarse el uno
con respecto al otro el sujeto y ¢l predicado de un juicio.
A ello habia de agregarse como complemento una légica
de las relaciones. Ademds, tratd mis sistemticamente los
principios logicos y sus conexiones mutuas, y bosqueid
un proyecto de lingua characteristica, merced a la. cual
todas las proposiciones cientificas son expresables en forma
precisa, y el de un caleulus ratiocinator, ¢l cual habia
de contener y tratar por ¢l cileulo todos los tipos de si-
Togismo.

Pero que también las ideas de Leibnitz, igualmente que
Tos trabajos de los escolisticos permanccieron sin ¢co, re-
salta con particular evidencia en las famosas palabras que
Kant dice sobre la logica en la introduccion a la segunda
edicion de 1a Critica de la razon pura: “Que la légica
ha marchado por este seguro camino desde los tiempos mds
antiguos, échase de ver en ¢l hecho de que desde Arists-
teles no haya debido dar ningiin paso atrds
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simo. Asi, pongo por caso, Ia teoria de la relatividad, al
tratar el problema de los planctas, opera con conceptos
de todo punto ajenos a la teoria fisica newtoniana; por
€j.i Ia curvatura del mundo, el tensor de la curvatura,
I linea geodésica en ¢l Ry, etc. Merced a esta nueva ter.
minologia ¢l concepto de gravitacion se evapora por
completo, absorbido por el de curvatura del mundo.
Es de mencionar en este respecto, ¢l intento que hiciera
hace ya cuarenta afios, H. Hertz de eliminar de la me-
cinica el concepto de fuerza, el cual, si bien se mira, esti
de mis.

‘Quiere decir entonces que la teoria de a relatividad ha
PuESto en uso un nuevo sistema conceptual. Si, un nuevo
sistema. Porque o ¢s que se haya ramificado simplemen-
te una rama ya existente del arbolillo — para atenernos
a nuestzo simil —, sino que ¢l tronco mismo ha echado
una rama completamente nueva, y la ha echado may
cerca de las raices

Pero con todo eso, si atendemos a los frutos de esta
revolucion obrada por la teoria de la relatividad en la
fisica, hemos de confesar que son nulos. Einstein ha -
rado sin duda abajo un ala del edificio tebrico de la
fisica clisica: pero lo ha ido levantando cuidadosamen-
te otra vez piedra por piedra. Eso si: imprimiéndole
las lincas positivas que reclaman los tiempos modernos.
La revolucién no ha sido. pucs, tan radical. Einstein
no ha dejado ¢l campo sembrado de ruinas a su paso.

Que el concepto de mundo curvo no acaba de entrarle
en la cabeza al que juzga de las cosas con su sano sen-
tido comin — el tan 2 menudo mal cmpleado sentido
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clase vacia. Se comprende que las relaciones entre todas
estas clases son variadisimas. Pues el cilculo de clases 1as
trata sistemiticamente una por una, partiendo de unas
pocas proposiciones. Entre sus proposiciones hay 19 que
cortesponden a los tipos de silogismo aristotélico-escolds-
ticos. (%) ’

Pero en el cilculo de clases estas 19 proposicionts no
son las dnicas. Distan mucho incluso de ocupar ¢n ¢
un lugar de preeminencia. No figuran entre las propo-
siciones que le sirven de punto de partida, por la sencilli
sima razn de que cabe fundar todo el cilculo de clases
en mucho menos de 19 proposiciones: de modo que las
19 proposiciones aristotélicas no son necesarias para la
fundamentacién del cilculo de clases. Pero aun en el su
puesto de que se quisiera admitic un nimero tan super
fluo de proposiciones fundamentales, en especial las 19
de Aristdteles secian absolutamente insuficientes para de-
ducir de ellas todo el cileulo de clases. El cilculo de clases
constituye, pues, en cierta manera un progreso sobee 13
ja logica de la subsumpcion.

El segundo paso en Ia reconstruccidn de Ia Iégica tras-
pone Ia esfera del cilculo de clases. ;Qué es este ltimo,
al cabo? Una teoria deducida de pocas proposicioncs fun-
damentales que tiene por obieto as relaciones entre clases:
10 de otro modo como Ia geometria euclidea es deducible
de pocas proposiciones fundamentales — los axiomas —.
que versan sabre las relacions entre puntos, rectas y pla
nos (%). Quicre decir entonces que ¢l cilculo de clases no
e mis que una teoria matemitica especial. Lo que es
abrazar Ia Tegica toda. se halla lejisimo de hacerlo. La






index-6_1.png
UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Pesidente
INGENIERO JULIO R. CASTIREIRAS

Vicepresdente
DocToR HECTOR DASSO

Secestario geneeal
ABOGADO BERNARDO ROCHA

MIEMBROS DEL CONSEJO SUPERIOR

Faculiad de Humanidades y Ciencias de la Educacign: Decano. Doc
tor Alfredo D. Calcagao: delegado, profesor Francisco Romero.

Facultad deAgronomie: Decano. ingeniero sgrénomo. Sintiago
‘Bosglio: delegado, ingeniro 3gronomo Sanios Soriano.

Facultad de Medicina Veteinarie: Decano, doctor Carlos J. B Teo-
aldo; delegad, doctor Aguscin Pardo.

Facultad de Cisncios Juridias y Socialss; Decano. doctor Edusedo
F. Ginifra; deegado, docior Juan Carlos Rébor

Faculiad de Quimica y Farmacia: Decsno, doctor Envigue V. Zappi:
delegado, doctor Antonio G. Pepe

Faculiad de Ciencias FisicoMatemiticas: Decano, doctor Hilatio M
slano: deegado, ingenicro. Enrique. Home.

Faculiad de Ciencias Midicas: Decano, docior Hictor Dasso: el
ado, doctor Orests E. Adorni,

Institato del Observatorio Astrondmico. (Escuels supeeior de cincios
strondmicas 4 conesas) : Director, ingenieea Féi Aguila.

Instituto del Museo. (Escurla de Ciencas naturales): Director. do:
tor Joiquin Frengelli; deegado. profesor Mildades A Vigasi

Escuels Superioe de Bllas Artes: Taterventor, doctor Juan E. Cassni

Repregntenies de fes stadiote: Sehors Excssicl Ot y Evseio

Biioreca Centeal de s Universidad: Divector.” Albceto Paleo.





index-188_1.png
188 CARLOS MENGER

problemas de la nueva 16gica recién los verdn Vds. aso-
marse alli donde la logistica toca  su término,

EI primer paso hacia esta reconstruccion fué el desa-
rrollo del llamado cdlculo de clases — llamado tam-
bién lgebra de la logica — por obra principalmente
de Boole, Pierce y Schrdder, en la segunda mitad del siglo
pasado (). La I6gica aristotélica se ocupa mis que de na-
da, segin vimos, de la cuestion de: conocidas las relaciones
en que dos clases (esto s, totatidades: por ej. Ia clase de
t0dos los gatos y de todos los animales vertebrados) se
hallan con una tercera (por ej., 1a clase de todos los mami
feros). squé podemos afirmar sobre las relaciones de las
dos clases entre si? El cilculo de clases, en cambio, presenta
una teoria sistemitica de las relaciones entre un nimero de
clases cualquiera. Y mientras en Aristételes lo Gnico que
se investiga acerca de dos clases es si la una esti 0 no conte-
nida total o parcialmente en 1a otra (esto es, si todos o
varios elementos de la una son o no elementos de Ia otra)
en el cilculo de clases se jnvestigan, junto a estas llamadas
relaciones de subsumpcidn, también muchas oteas relacio-
nes entre clases y se ejecutan muchas otras operaciones
con clases. Por ¢j. se trata en ¢l sistematicamente de la
clase de reunion ¢ interseccion de dos clases A y B (cs
decir, a clase de todos los elementos que estin contenidos
en Ao en B, o, respectivamente, de los que estin con-
tenidos tanto en A como en B). Contrariamente a Aris-
tételes, que no la toma en cuenta, se estudia asimismo
en el cilculo de clases Ia clase vacia, esto es. la que no
contiene clemento alguno. Por cj., la interseccion de la
clase de todos los gatos y la de todos los peces es una
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Si formamos. en efecto, 1a expr

@
resulta:

®

(donde ¢ indica como de costumbre I velocidad de la luz

3 x 101 cms. seg.)

Recuerden ahora lo que se expuso mis ariba. Vimos
c6mo, aun sin salitnos de I geometria no relativista.
ciertas expresiones, p. ¢j., las diferencias mismas entre
Ias coordenadas. es decir, la distancia horizontal y ver-
tical, tenian valores que dependian de Ia posicion del
sistema de referencia, mientras que la distancia espacial
misma permanecia constante pese a las rotaciones que ¢
imprimieran a dicho sistema. Anilogamente, también
conforme a la teoria de la relatividad especial los inter-
valos de espacio y tiempo entre dos sucesos no dependen
de Ia posicion del sistema de referencia. pero si del
movimiento de éste. Sélo la expresion 5%, resultado de
combinar de un modo determinado los valores r y f, ¢
constante. Y eso ¢ lo que quiere dar a entender Min-
kowski cuando afirma: “El espacio por si y ¢l tiempo
por si han perdido todo significados lo inico que lo tiene
e 1a unién de ambos, lo que designamos con el nombre
de mundo”.

Es de subrayar, sin embargo, a fin de evitar errores
de interpretacion ¢n que se incurre frecuentemente, que
no porque el tiempo pierda su independencia en la teoria
de Ia relatividad especial se o equipara con las tres
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nos valiésemos de la construccion légica de la geometria
tridimensional, euclidea, arquimedea, fin para el cual esta
iltima ha mostrado hasta hace muy poco prestarse exce-
lentemente. Por ¢so nos hemos ido acostumbrando a su
mancjo. Y no es sino esta costumbre I que se designa
como la intuibilidad de la geometria corriente. Todo o
que se aparte de aquella es tenido por no incuitivo, con-
tratio a la intuicién, intuitivamente imposible. ; Vaya, co-
mo si de tales imposibilidades intuitivas no estuviera afec-
tada también la geometria corriente! Y surgen en ella
— lo hemos visto — todas las veces que dejando el estu-
dio de Ias formas a que hemos terminado por habituar-
nos gracias 2 un uso prolongado, hacernos entrar en ¢l
circulo de nuestras consideraciones otras en que hasta
ahora no se habia pensado nunca.

Para ordenar nuestras vivencias la fisica de hasta hace
muy poco aplicaba exclusivamente la geometria tridimen-
sional y euclidea. La fisica novisima, en cambio, ha visto
Ia conveniencia de admitic para ¢l mismo efecto también
Ias construcciones logicas de las geometrias polidimensio-
nales y no-cuclideas. Pero como recién en fecha muy
reciente se ha echado por este camino no nos hemos acos-
tumbrado aun al mancjo de tales construcciones 16-
gicas. No es otra la razén porque las tildamos de
contrarias a Ia intuicion. Eso por lo que hace a las geome-
trias polidimensionales y no-euclideas. Lo que es a las
no-arquimedeas, no les hemos hallado, hasta la hora pre-
sente, en qué aplicarlas: lo cual no quita de ningin
modo que algin dia podamos hallirselo

Con Ias nuevas geometrias pasa lo que con la teoria de
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que sean mayores que cualquier miltiplo de una recta
dada, en los cuales, por tanto, una vez elegida una recta
como unidad de medida, haya rectas infinitamente gran
des y recuas infinitamente pequeras, mientras que en el es-
pacio de la geometria corriente no se dan ni rectas in
tamente grandes ni rectas infinitamente pequeas. Por
de contado que en semejante cspacio no-arquimedeo cabe
medir rectas y cultivar la geometria analitica: eso s
con ayuda de los nimeros reales de la aritmética corrien-
te, sino con ayuda de sistemas de nimeros no-arquime-
deos, Estos nimeros dificren por fuerza de los nimeros
reales de la aritmitica corriente. Sin embargo, es dable
contarlos y hacer cilculos con ellos, lo mismo que con
los nimeros reales (19)

Todos estos espacios polidimensionales, no-euclideos
¥ no arquimedeos serin, a fuer de construcciones légicas.
todo lo exentas de contradicciones que se quiera — tal ¢
o que se oye objetar a menudo —, pero, no siendo, como
7o son, intuitivos, resultan iniitiles para ordenar nuestras
vivencias. Para ordenar estas Gltimas Ia nica geomet
que sirve, es latridimensional. euclidea, arquimede.
por ser la Gnica intuitiva. ;Qué diremos de este reparo?

Cabria replicarles ante todo a los que asi razonan — y
1o otra cosa tendia 2 demostrar toda mi conferen
que ni la geometria corriente es tan intuitiva como a ellos
se les figura. Absolutamente cualquier geometria — asi
Ia tridimensional como polidimensional, la cuclidea co-
mo la no-euclidea, Ia arquimedea como la no arquimedea
— s una construccién I6gica. El desarrollo de la fisica
ha traido consigo el que. para ordenar nuevas vivencias
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1ado a la enseianza escolar, cuando las absorbamos con
Ia leche materna — como sucede hoy con la geometria
tridimensional euclidea —, con toda seguridad que no
se le va a ocurrir entonces ms a nadie ponerles a tacha
de ser contrarias a Ia intuicion. Estas geometrias pasarin
por tan intuitivas como actualmente la geometria tridi-
mensional euclidea

La intuicion no es — como queria Kant — un medio
de conocimiento puro y aprioristico. Engéndrase con la
fuerza de la costumbre. La costumbre que, a su vez, tiene
por madre a la pereza mental.
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tamente separados el uno del otro. El cilculo se expresa
por el desarrollo que se va efectuando por dos reglas en-
gendradoras de férmulas. Ven Vds., ademis, que tanto las
f6rmulas fundamentales como las dos reglas engendra
doras de formulas estin determinadas con rigor. Estas
reglas son considerablemente mis sencillas que las co-
ntes de la Iégica

Después de esta. digresion sobre los pormenores del
nuevo desenvolvimiento de la 1ogica volvamos a sus lineas
directoras. Ante todo debemos comprobar que Ia mayoria
de Ias proposiciones corrientes, especialmente en las ma-
temiticas, fucra de las palabras y, o, no, implica, con-
tienen otras particulas logicas, principalmente las pa-
labras: todos-as y varios-ds o hay. Las reglas exactas
para ¢l manejo de las proposiciones, que contienen tam-
bién los llamados cuantificadores 16gicos, las suministra
un tercer capitulo de la nueva I6gica, el cual desde Peirce
y Frege aparcce junto al cilculo de clases y al de propo-
siciones y se designa con el nombre de caleulo de fun-
ciones. La razén historica de esta designacion es a i
guiente.

Al lado de las proposiciones en parte verdaderas, como:
“este pizartén es negro”’, en parte falsas como: “este piza-
176n €5 10jo", se dan combinaciones de palabras. como
es negro”, que no son proposiciones. y que recién llegan a
serlo, cuando en vez de x — lo que se llama el lugar v
cante de ellas — se pone el nombre de un individuo d.
terminado de cierta esfera, o bien cuando a Ia x se antepone
un cuantificador. Tales combinaciones de palabras se de-
signan como funciones proposicionales. V. gr., 1a funcion
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wamente, no deben modificarse estos ltimos, pussto que
1as leyes clementales de la electrodindmica no tienen en
cuenta para nada la escala en que ocurren los fendmenos.

Ahora bien, hay efectivamente fenomenos de los que
se creyd poder concluir durante algin tiempo que las
Teyes de Maxwell acerca de la influencia de un campo
ondulatorio sobre una carga y acerca de la formacion
de un campo ondulatorio mediante una carga oscilato-
ria son aplicables sin mis a los itomos aislados. A cstos
fenémenos pertencee, p- ¢j.. ¢f de la dispersion normal
y ¢l del cfecto normal de Zeemann. En consecuencis.
en ciertos fenomenos todo ocurtiria en est
nancia con los postulados de la electrodinimica clisica
Verificariase en ellos la accion reciproca postulada en Ia
teoria clisica, que se menciond en 1a primera conferencia

Sin embargo, hacia fincs del siglo pasado — segiin
s¢ expuso por extenso en dicha primera conferencia —
Ias mediciones cfectuadas para ver como se. distribuye
Ia energia en ¢l espectro de los rayos calorificos del
cuerpo negeo dieron un resultado un tanto diferente del
previsto por la teoria. Y a fin de explicar estas insig-
nificantes  diferencias concibi Max Planck en ol afio
1900 la genial y revolucionaria idea — cuyo alcance
no sospechara ni su mismo creador —, destinada a abrie
una nueva época en la fisica

La hipotesis de los cuanta, formulada por Planck
e 1900, reza asi: Un dtomo que emita radiaciones, no
puede emitirlos en cantidad tan pequefia como se quiera

miiltiplos enteros de una cantidad minima determinada,
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1a redondez de 1 tierra. Uno de los motivos que a menudo
solian alegarse para rechazar esta Gltima cuando fuera for-
mulada por primera vez, era que la existencia de anti-
podas rifie con la int Andando l tiempo hemos
ido acostumbrindonos, sin embargo, a esta concepeion.
¥ oy no se le ocurriré a nadie tacharla de imposible s0
pretexto de que es antiintuitiva.

Construcciones Iogicas son tambiéa, 1o mismo que los
conceptos geométricos, los especificamente fisicos. Y su
intibilidad depende, lo mismo que la de los geométricos,
nada mis que de la costumbre. Los conceptos fisicos 3
cuyo manejo estamos acotumbrados se revisten de caric-
ter intuitivo: aquellos 2 cuyo manejo no estamos acos-
tumbrados pecmanccen inintuibles. Se veri claramente
1o que afiemamos fijandose en cualquicra de ellos. El con-
cepto de peso le es familiar 2 casi todo el mundo; hijo
de esta_costumbre arraigada ¢s ¢l tanto de intuibilidad
que casi todos le asociamos a él. Pocos son, en cambio,
105 que mancjan ¢l concepto de momento de inercia: por
es0 permanece éste inintuible para la mayoria. A los ojos
de muchos experimentadores y técnicos que tienen que
hacer uso de €l continuamente este concepto se reviste de
caricter tan intuitivo como el de peso para 1a generalidad
de los hombres. Anilogamente, ¢l concepto de diferen-
cia de potencial tendri caricter intuitivo para ¢l electro-
técnico, no asi para Ia generalidad de los hombres

Cuando as constrocciones Iogicas de Jas geometrias
polidimensionales y no-euclideas se revelen convenientes
para ordenar nuestras vivencias, cuando nos hayamos acos-
tumbrado ms a su manejo. cuando se Ias haya incorpo-






index-193_1.png
LA NUEVA LOGICA 193

La proposicién “no-p implica a p” implica a p.

La proposicién “p implica a g” implica la proposicion
siguiente: La proposicion ica 2 ¢ implica la
proposicion “p implica a ¢

De estas tres formulas expresa la primera el hecho
susomentado de que una proposicion falsa implica cual-
quiera de las dos proposiciones: la segunda corrsponde
al hecho ya sefialado de que, si la proposicin “no-p im-
plica a p” s verdadera, también la proposicien p s ver-
dadera; la tercera expresa el sorites siguiente: Si de p se
sigue Ia proposicidn  y de q se sigue la proposicién £ de
p se sigue la proposicion r.

Pues bien; el cilculo de proposiciones es la totalidad
de las formulas enunciativas que se pueden obtener de
Ias tres de arriba mediante el empleo de las reglas engen-
dradoras de féemulas. Y tales reglas consisten simple-
mente en que, en primer lugar: en las formulas enun-
ciativas, o en las obtenidas de ellas, se sustituyen los
simbolos p, g. ... por otros simbolos, eventualmente com-
puestos; en segundo lugar: si la proposicion p y Ia
proposicion “p implica a q” son dos formulas del cilculo
de proposiciones, se incluye también 2 q entre las for-
mulas de dicho calculo. Por cj. de la primera formula
fundamental sale, sustitayendo p por 1a proposicion “r
implica a 5", la siguiente formula que se debe incluir
en ¢l cilculo de proposiciones de acuerdo con la pri
mera de las reglas engendradoras de formulas: La
proposicién “no- (¢ implica  5)" implica a .

Como ven Vds. entonces ¢l cilculo y la deduccion que
Lo va desarrollando sistemiticamente son mantenidos ne-
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() L E. J. BROWER: Mathern. Amlen 68 (1910). p. 427
En ls xposicion siguiente hacemos uso de una inurprstcion inwi.
tiva propuest por e japonés Wads. Llimsse punto limiteofe 3 todo
punto en cuyas cercanias hays puntos de diferces paies. En un
punto lmiteofe limitanse. pucs los tes paises 3 1s vez, si en sus
cercaniss hay puntos de cods uno de los tres paisc.

(1) Una demostacién de esta proposicion encuiniease en: H.
HAN: Moratstette £, Math. . Phys. 19 (1908). p. 289.

(1) LILLY HAWN: Monatshfte £, Hath. w. Phys. 25 (1914).
P 303 N J. LENNES: American Journal of Mathematics, 33
Qs p. 37

(12) " Exposicion deslads en K. MENGER: Dimensionstheoric,
Leipri. Teubner, 1925,

(1) Exposicion deslads en K. MENGER: Kurcentheori

(1) Seria mis justo llsmarlo f poscalado de Eudoxo. Eudoxo
Vi entee 403 y 355 3. Cr.: Arquimeds, entee 287 y 212 5. Cr.
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en terreno resbaladizo. No es poco el embarazo que uno
siente cada vez que les tiene que hablar de tales cosas 2 gen-
tes no cspecializadas en fisica. Muchos autores hasta
opinan. con razén, que por hoy este controvertido cam-
o no deberia popularizarse todavia. Eddington dice en
una de sus excelentes obras: “Al frente del edificio de
Ia teoria de los cuanta habria que coloear un cartel con
as siguientes advertencias: “Cerrado por sefacciones y
completa transformacion. — Prohibida rigurosamente la
entrada a personas ajenas a Ia obra.”

A pesar de esta prohibicion. de Eddington, quisiera
dejarles echar un ligero vistazo al terreno, un poco cao-
tico, en que se estd levantando la teoria de los cuanta.
Porque, bien pensado, nada perderin Vds. Lo peor
que puede pasarles es que se vuclvan a hallar tan en ayunas
después del vistazo como antes de €. Estado de igno
rancia compartido, mis o menos, por los mismos fisicos.
Pues en esto se diferencian 1a teoria de Ia relatividad y
Ia de los cuanta: v es que la primera. no obstante que
parece resultarle terriblemente dificil al no iniciado. puc-
den entenderla sin mayores dificultades, en sus funda-
mentos al menos, los hombres del oficio. La segunda.
por el contrario, aun para sus autores, — segiin prof
confesién de ellos —. sigue siendo un enigma impenc-
trable.

La dificultad estriba aqui — para decirlo en una pa-
labra — en que no se ha logrado todavia hallar un
sistema de conceptos adecuados para tratar 1os fendme-
nos de los cuanta. Los conceptos tomados de la fisica
macroscdpica no cabe trasladarlos a los fenémenos até-
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logica no se agota de ningin modo en amplias conside-
raciones relativamente a las clases. Cuando, por cj., de
ciertas proposiciones — de los axiomas de alguna teoria,
pongamos por caso — derivamos otras proposiciones,
efectuamos una operacién que se designa con ¢l nombre
deduccidn 6gica.

De reducirse 1a 1ogica al cilculo de clases, tal ope-
racién no tendria cabida en ella. Pero de hecho si_ que
la tiene. La deduccion, en efecto, tiene por fin establecer
relaciones entre proposiciones, y no entre clases, 7y a
quién, si no a la Iogica, se acude en demanda de reglas
para la deduccion (para la transformacion y combi-
nacién de proposiciones para obtener otras nuevas) ? Por
este solo ejemplo se advierte que Ia 16gica rebasa del cileu-
1o de clases. Por eso, segin lo hicimos notar al comienzo
del ptrafo, el segundo paso en ¢l desarrollo de la logis-
tica consistid en dejar atrs tal cilculo. Se lo sustituyé por
¢l cileulo de_proposiciones, elaborado sobre todo. por
Pierce y Schroder

El cileulo de proposiciones ensefia de qué modo pueden
ser ligadas las proposiciones por palabras comos: g, o, o,
u otras particulas andlogas, para que den por fruto pro-
posiciones compuestas verdaderas. (*) Sobre manera im-
portante entre las miltiples maneras como cabe ligar dos
siciones, es 1a. implicacion. Si p y q son dos pro-
posiciones y 5i g 0 no-p (esto es. la negacion de p) es
verdadera, exprésase esto brevemente en la logistica dicien-
do que p implica a g. Si q s verdadera, con seguri-
dad es verdadera la proposicién “q o no-p”, sea p ver-
dadera o falsa. Por tanto, una proposicion q verda-
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los de espacio y tiempo, considerados por este fildsofo
como juicios sintéticos a priori e independientes entee si,
{a teoria de la relatividad y el descubrimiento, en el campo
de la geometeia, de curvas que carecen de tangente en todos
sus puntos, atribuido al matemtico alemdn Weieesrass
en 1861.

Para ello expone primero en forma elemental y clara,
con ejemplos sencillos, el concepto de derivada conside-
tindola como velocidad en un punto en la cinemtica
y como pendiente en un punto en la geometria andlitica
y hace conocer el objeto del calculo diferencial ¢ integeal,
ideado casi simultdneamente por Leibnitz y Newton. Des.
pués de dar ejemplos de curvas sin tangentes, como las de
Weierstcars, toma otros mecanicos que, como [0s primeros,
demuestean los resultados falsos a que lleva la intuicion
pura.

Demuestea también cmo la. nocion intuitiva de que
las lineas son engendradas por el movimiento de un punto,
es falsa con los ejemplos dados por el matemtico ita-
liano Peano, quien demosted que también las supecficies
pueden considerarse engendeadas por el movimiento de un
punto.

Fija Hahn el concepto de conexion local, analiza lu
nocion de conjuntos uni y pluridimensionales e insiste
sobre la crisis de la intuicion que da proposiciones que
parecen sequras, siendo. por lo_conteario, falsas. para
liegar a la conclusion de que ““todo nuevo concepto ma-
temitico que se introduzca debe ser definido en forma
puremente Iégica y que toda demosteacion matemitica
debe llevarse a cabo con medios puramente Iogicos”.
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comin —, nadie lo nicga. Tal concepto no tiene, sin
cmbargo, nada de ininteligible: le falta una base in-
twitiva, no mis. Y esto que decimos del mundo curvo
cabe extenderlo al cuerpo entero de doctrinas de la teoria
de la relatividad especial y general. Para cuantos de ve-
1as la entienden, preséntase esta tltima-como un sistema
que, aparte de permitir una mayor aproximacion a la
naturaleza, descansa sobre solidos cimientos Iogicos, v
¢s internamente coherente. Y si no la estiman merece-
dora de que se la cologue por encima de la mecinica y
Ia teoria de la_gravitacion de Newton, no vacilan en
asignarle un puesto al lado de ellas.

La idea de que el espacio sea curvo, 1o es sino la forma
sublimada, clevada a nocion abstracta, de aquella otra
idea que asomara a la mente humana hace siglos: la de
Ia redondcz de la tierra. Ambas ideas pertenccen a la
misma_ familia. También csta otra idea fué combatida
como absurda por sus contempordncos. Y también por
razones de sano sentido comiin. Baste citar una de cllas
A nuestros antipodas se les debe de subir 1a sangre 2
Ia cabeza de andar siempre con los pies para arciba.” | Asi
objetaban!

La conclusion que quizé quepa sacar de lo antedicho
e la siguiente. La crisis provocada por el resultado ne-
gativo de la experiencia de Michelson parece haber sido
resuclta, en todos sus puntos, por la teoria de la relati-
vidad. En este campo la reconstruccion, al parecer, ya ha
tocado a su término.

Licgamos ahora a Ia tercera clase de transformacioncs
suftidas por la fisica. Con éstas si que nos internamos
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yectil, I de las particulas de polvo que se agitan en un
fayo de sol y Ia de una particula visible en ¢l campo del
ultramicroscopio. Nada parcce, pucs, oponerse a que ha-
blemos también de la velocidad de un electron. Y de
hecho, se mide también por via i
1os electrones de un rayo catédico. Hasta cabe llevar el
grado de exactitud de la medicion a tal punto, que sea
dable comprobar la modificacion de la masa. postulada
por la teoria de la relatividad. Parece, por tanto, per-
fectamente I6gico que, en principio, deberia poder ha-
blarse también de la velocidad de rotacion de un electrén
en’ ¢l seno de un dtomo de hidrdgeno.

Otro caso en que 1o s¢ ve a primera vista por qué no
habrian de aplicarse los conceptos en cuestion a las di-
mensiones atémicas, es el de la formacion de un campo
ondulatorio electro-magnético mediante una carga eléc-
trica en movimiento. Moviendo de arriba para abajo
con suficiente rapidez una carga eléctrica 2 lo largo de
una recta vertical, se engendra un determinado campo
ondulatorio electromagadtico, que se puede calcular con
mucha precision. Este fenomeno corresponde, en lo esen-
, exactamente al que ocurre en la antena vertical de
un emisor de radio. En vista de esto, uno esperaria lo
siguiente: que disminuyendo cada vez ms 1a carga y la
duracién de I oscilacion, vaya debilitindose naturalmen-
te el campo ondulatorio y acortindose el largo de 1a onda.

Dicho de otro modo: a Ia variacion de Ia carga y Ia
duracion de Ia oscilacion ha de corresponder una varia
cién puramente cuantitativa en Ia intensidad del campo
ondulatorio y en la longitud de onda; 1o que es cualitati-
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en las escuelas con respecto del estado actual de la
cia — de que hay una sola geometria: la tridimensional
euclidea. Creencia que, por lo demis, se encuentra toda-
en Kant, quien atribuye certeza apodictica a las pro-
posiciones geométricas, y tiene al espacio tridimensional
cuclideo por de necesidad intuitiva. Y hay mis: hasta
hace poco la fisica no aplicaba otra geometria para la
descripeidn de los hechos de experiencia. Y si hemos aca-
bado por zafarnos de tal espacio no ha sido por cierto par-
tiendo de la experiencia, sino en alas de la pura especu-
Iacién matemitica: la corroboracion empirica ha venido
mis tarde. Pero antes de entrar a tratar de las reflexio-
nes en que se funda el nuevo espacio, asi como sus apli-
caciones en la fisica, conviene que nos pongamos en cla-
10 primero sobre lo que significa para ¢l matemitico ¢l
espacio tridimensional euclideo.

Ya desde el colegio nacional sabe hoy todo el mundo
que cualquier lugar del espacio cabe caracterizarlo me-
diante tres nimeros, Tas Nlamadas coordenadas, esto ¢s,
indicando las distancias del lugar en cucstion a tres pla-
nos perpendiculares entre si. Asi, p. ¢j.: cualquier lugar
de una pieza estd inequivocamente determinado con ind
car su distancia al piso, a la pared de adelante y a una
de las laterales. De este hécho — de que cualquier lu-
gar del espacio cabe caracterizarlo mediante tres nime-
105, o, como sucle decirse, mediante una terna de nime-
105 — ammanca precisamente la geometria analitica del
espacio tridimensional euclideo, cuyos origenes s remon-
tan a Descartes y 2 Fermat.

Valiéndose de una terna de nimeros se pueden carac-
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asi. Antes bien, los tres principios aristotélicos desempe-
fian en el cilculo de proposiciones anlogo papel al de los
19 modos aristorélicos de silogismo en el cilculo de clases
Los principios de identidad, contradiccion y del tercero
excluso figuran a no dudarlo entre los principios del
cilculo de proposicionss, pero no s3lo no son las tnicas.
sino que ni remotamente ocupan en €l un puesto rele-
vante. Y lo que especialmente es de nor, ¢ que esos
principios no aparecen entre las proposiciones que se eligea
para servir de punto de partida de dicho cilculo: para su
fundamentacién no son, pues, necesarias. Tampoco son.
por si, suficientes. El cilculo de proposiciones entrafa,
decididamente, cierto progreso sobre la antigua Igica.

He dicho que cabe derivar todo ¢l cilculo de propo-
siciones de algunos principios fundamentales simples. Lo
malo es que, por otra parte, los principios de dicho calculo
han de versar justamente sobre la derivacion 16gica. Esto
quizi les haga sospechar a Vds. que al pretender funda-
mentar ¢l cilculo de proposiciones s cae en un circulo
vicioso. Este peligro lo ha evitado, sin embargo, Frege.
Gustoso intercalo un par de observaciones para aquellos
de entre Vds. que deseen s les informe mis circunstancia-
damente sobre ¢l asunto. Queda entendido, empero, que
su conocimiento no es necesario para comprender ¢l resto
de esta conferencia

Los principios fundamentales del cileulo de proposi.
ciones son simplemente algunas formulas enunciativas:
algunas tautologias. Para tal objcto pueden elegirse. n
el sentir de Lukasiewicz, las tres siguientes

p implica la proposicion: “no-p implica a "
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micos mismos. objeto de la teoria de los quanta. La
fisica de los cuanta s¢ ocupa, segin s sabido, de los
fendmenos a que da lugar la accion reciproca entre la
radiacién y los itomos: los procesos de emision de rayos.
esto s, la formacion de espectros, de absorcién de rayos.
de dispersion, del efecto de Compton (sobre ¢l que les
ha informado ¢l Sr. Mark en la conferencia anterior)
Todos estos actos elementales de accion reciproca entre
la radiacién y la materia. pertenccen al dominio de la
fisica de los quanta.

Es claro desde luego que para describir los itomos y
los fendmenos que ocurren en ellos ciertos conceptos
fisicos tienen que resultar impropios y. por tanto. vacios
de significacion. Asi, por ¢j., carccerian por completo de
ella afiemaciones del siguiente tenor: “El itomo de hi
didgeno es verde, tiene una temperatura de 500° y un
coeficiente de clasticidad de tantas o cuantas unidades
absolutas”. Es igualmente claro que no es posible apli
car ¢s0s conceptos tomados de la fisica macroscoy
que, si se atiende a su significado, se reficren siempre a
una coleccién de dtomos — a un solo individuo: no
de otro modo como no es posible tampoco hablar de
Ia cifra de mortandad de un solo hombre.

Verdad, por otra parte, que existen conceptos fisicos
que uno no hesitaria lo mis minimo en tracladar a los
itomos. Aparentemente no hay ninguna razén por que
hayan de perder su sentido para las dimensiones atomicas.
Citaré como fnico ejemplo el concepto de velocidad. Se
puede medir la velocidad de las estrellas fijas y planetas,
como también Ia de un dirigible Zeppelin, la de un pro-
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Gracias a las teorias fisicas modernas han ido acer-
indose cada vez mis al circulo de interés general vastos
dominios de la geometria cuya importancia no trascen-
dia antes de las matemiticas. Nos referimos sobre todo
a Ia geometeia polidimensional y a las no. cuclideas
Sobre estos dominios — que han ido desenvolviéndose
iguiendo la senda abierta por los grandes geometras ale-
manes Gauss y Riemann — quisiera ayudarles a Vds. 2
formarse una impresion: impresion que no por ser im-
perfecta, como naturalmente habri de serlo, dejara de
contener por lo menos respucsta cabal a algunas de las
principales cuestiones que, dia a dia, le van suscitando 2
estas maravillosas nuevas construcciones de las ciencias
exactas, gentes ajenas 2 estas iltimas, y que son fuente de
tantas equivocaciones

He dicho geometeias — en plural —, cuando todo el
que no haya estudiado especialmente matematicas y fi
sica vive en la creencia — por culpa del grandisimo
atraso en que se ha quedado la ensefianza que se imparte
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dera esti implicada en cualquiera de las dos proposiciones
p. i pes falsa, no-p es verdadera y la proposicisn
“q 0 no-p” es con seguridad verdadera, sea q verdadera o
falsa. Por tanto, una proposicion p falsa implica cual-
quiera de las dos proposiciones g. De ello se sigue, por
¢j.. que la proposicién “no-p implica 3 p” ¢ verdadera,
i p es verdadera; y s falsa, si p s falsa: que, en conse-
cuencia, i p es verdadera, ambién “no-p no implica a p”
e verdadera.

Ente las proposiciones compuestas por varias propo-
siciones ligadas por particulas Igicas son de particular
importancia las que son verdaderas en cualquier caso,
independientemente de si las proposiciones que las cons.
tituyen son verdaderas o falsas. Por ej., la proposicion
“llueve o no llueve” es verdadera independientemente de
si la proposicién “llueve”, contenida en ella como ele-
mento, es verdadera o falsa. Las proposiciones de este
estlo, siempre verdaderas, se designan, a propuesta de
Wittgenstein, como tautologias. Uno de los objctos de
que se ocupa el cileulo de proposiciones s ¢l de sentar
tales tautologias.

Ahora bien, como lo ha mostrado Frege, también esta
parte del cilculo de proposiciones cabe derivarla de al-
gunas proposiciones fundamentales simples, queremos de.
cir, todas las tautologias de unas pocas tautologias sim
ples. Tal vez al oir esto pensarin Vds. que el cilculo de
proposiciones es a teoria de las transformaciones por las
que cabe hacer pasar estas dltimas mediante el empleo
de los tres principios aristotélicos: el de identidad, cl de
contradiccién y el del tercero excluso. Sin embargo, no es
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tada por seres bidimensionales, que, lo mismo que nos-
otros, no sepan servise sino de la mano derecha, y que
tengan ¢l corazén del fado izquierdo. Si los tales seres
son muy pequefios en comparacién con la cinta, opinarin
desde luego que en su espacio rige la geometria eucli
bilidimensional. En cuanto a la suma de los dngulos in-
teriores de los tridngulos, la estimarin de 180 solo si
miden 1a de tridngulos mayores, advertirdn alguna diver
gencia con respecto de dicho valor. Imaginemos ahora
que uno de los seres que decimos logre recorrerse su uni-
verso — Ia cinta susomentada — de una punta a la otra
Al volver no seri poca la sorpresa que cause en sus con-
géneres, que no se han movido del lugar, debido a la
extraiia transformacién por ¢l sufrida. {Como que vol-
verd zurdo y con el corazén del lado derecho! Y lo
bueno del caso es que ¢l no se cansard de protestar que
de camino no se ha modificado en lo mis minimo
anatémicamente, y que, por ¢l contrario, — conforme
se lo muestra su observacion — los zurdos y los que

tienen ¢l corazén del derecho son ellos, sus paisanos,
que se han quedado en casa. Y entonces, al oirle ase-
verar tal cosa probablemente experimentarin llos a mis
del sentimiento de sorpresa que antes dijimos, otro de
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vas luces que hemos alcanzado sobre el particular, como
fo queda una falsa versién en los diarios al hacerse la
rectificacion de rigor, fundada en los hechos, a que obliga
Ia ley de prensa

Asi y todo, lo que hemos ido conociendo iltimamente
acerca de la isotopia y la transformacién de los elemen-
tos s, en ¢l respecto puramente conceptual, de lo mis
inocuo que haya aportado la fisica en los ltimos dece-
nios. Sin duda que ahora sabemos sobre la estructura de la
materia mds que antes; pero en cuanto a nuestra manera
de pensar scguimos en las mismas; estos recientes
descubrimientos no han producido un desquiciamien-
to en nuestras ideas. ;Qué nos ensefan, efectiva-
mente, en ¢l fondo? Pues que los itomos no son ios
iltimos componentes indivisibles de la materia. ;Y 20
no cabia ya inferirlo de 2 teoria de los fones? No para
revolucionar nuestra concepeidn sobre la estructura de Ia
materia, sino para simplificarla, s para lo que han ser-
vido los descabrimientos de que hablamos. En dltimo
anilisis, los clementos originarios de que se componen
todos os cuerpos materiles son 10s electrones y los pro-
tones: éste es el esquema simple que nos ponen ante los
ojos.

Seguimos, pues, avanzando comodamente por ¢l mis-
mo camino de antes: o nos vemos obligados a caminar
por otros nuevos. i fales descubrimientos fueran
el finico fruto de la labor investigativa desarrollada por
los fisicos en los dltimos decenios, cabria hablar tan s6lo
de una época de progresiva clarificacion y afinacion de
Ias ideas. no de una crisis. Con sobrado motivo, tam-
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Analizada la concepeién de Minkowski a la luz de
Ia teoria especial de la elatividad, significa lo que sigue:

Ya en la fisica clisica Ias leyes de Ia naturaleza debian
sec formuladas de tal modo, que la relacion entre las
ccuaciones que las traducian permanecieseninvariables
cuando se hacia girar el sistema de coordenadas, esto es,
cuando se procedia 2 una transformacién ortogonal li-
near de las tres coordenadas espaciales. La teoria de Ia
relatividad exige ademis lo siguiente: Si ademis de las
tres coordenadas del espacio xi. x.. % introducimos una
cuarta x, — ict las leyes fisicas deben see de indole tal, que
permanezcan invariables al hacer la transformacion or-
togonal linear de estas cuatro coordenadas, x, xs, X, X4
Exige asimismo que la velocidad de a luz sea constante.
En estas dos proposiciones estriba sustancialmente la teo-
ria de la relatividad, en cuanto se reficre al concepto de
espacio-tiempo.

Lo malo que este modo de formular la teoria de Ia
relatividad s6lo es accesible a los matemiticos. ;Cmo acla-
rirsela al comin de los mortales que no lo son? Voy a
tratar de hacerlo, aunque pido indulgencia de antemano
por si fracaso en Ia tentariva

Empecemos con una sencilla consideracion que cae por
entero denteo del dmbito de la concepcién clisica no rela-
tivista. En la fig. 1 se ha trazado una recta horizontal y
encima s han sealado puntos A y B, 2 6 em. de dis-
tancia el uno del otro. Y he aqui lo que afirmamos:

1° B estd mis alto que A

2° La distancia entre A y B es de 6 cm

Veamos ahora cusl de estas afiemaciones merece ¢l






index-179_1.png
LA CUARTA DIMENSION Y EL ESPACIO CURVO 179

muy diversa indole: la sospecha de habérselas con un
Toco.

Pues un fendmeno en cierta manera andlogo al descrip-
t0 no deja de obscrvarse en este bajo mundo. Eso si, 10
concerniente al espacio, sino al tiempo. Y consiste en
que si un viajero que recorra el globo no tiene la precau-
cién, al llegar a determinado punto de éste, de ateasar o
adelantar — segiin sea la direccion que lleve — en un
dia la fecha de su calendario, la que este Gltimo sefiale
cuando vuelva a su lugar distari de coincidie con la del
alendario de los que se quedan en aquél. Claro que
para que pueda efectuar tal cambio de fecha debe cono-
cer ¢l punto preciso donde efectuarlo. A fin de pos
litarle este conocimiento hemos trazado en el Océano Paci-
fico una linea divisoria: cuando Ia cruce de Este a Oeste
ha de arrancar dos hojas en vez de una de su calendario:
en cambio, cuando la cruce de Oeste a Este, ha de dejar
pasar un dia sin arrancar una hoja del mismo. Una linea
divisoria por el sstilo deberian trazarla en su mundo los
aginarios habitantes de la cinta de Moebius, cuando los
viajes por aquél llegasen 2 ser para ellos cosa ordinaria y
corriente, como nosotros | hemos trazado en nuestro
globo cuando éste se hubo abierto al trifico regular. Una
linea bien clara, pasada Ia cual fo que antes ¢ra derecho se
llamase izquierdo, y viceversa.

La propiedad de I cinta de Macbius por 1a cual las
guras de ella merced 2 un movimiento dentro de la cinta
se transforman en otro que viene a ser como su imagen
en un espejo, llimase su no-orientabilidad. Y se dan tam-
bién espacios tridimensionales  cerrados,  no-orientables.
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poco ¢l Sr. Mark los incluy6 en Ia conferencia anterior.
por mis interesantes que sean en otros aspectos, en el
niimero de los hechos experimentales que han llegado 2
conmover la fisica clisica.

Por a dosis revolucionaria bastante elevada que con-
tiene, merece colocarse por encima de las observaciones
sobre la estructura de la materia que nos han ocupado
en las lineas anteriores la teoria de Ia relatividad, basada
— segin se explicé en la primera conferencia — en ¢l
resultado negativo de la experiencia de Michelson.

Listima que en Ia presente conferencia no podamos
dedicarle mis de un cuarto de hora. Debemos renunciar
a todo propésito de perfilar siquiera su esqueleto ideo-
logico. No importa. Lo que después de todo nos inte-
resa de ella para las consideraciones que venimos hacien-
do no es tanto su ideologia, como la influencia que ha
ejercido en el sistema conceptual de Ia fisica

Muchos de Vds. saben seguramente que las reflexio-
nes de Einstein han tenido por primer efecto que se e
visaran 10s conceptos de espacio y tiempo. Minkows!
ha resumido los resultados obtenidos en esta. dircccion
en la siguiente tesis: “El espacio por si y el tiempo por
si han perdido todo significado: lo Gnico que lo tiene
es 1a unién de ambos, lo que designamos con ¢l nombre
de mundo.”

Esta somera afitmacion le resultard enteramente in-
comprensible a mis de uno de Vds. No obstante. antes
de intentar aclararles el sentido de ella, me gustaria darle
una forma que por lo menos el matemitico entendiera
sin mayor dificultad.
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Tierra coincidiin en que el suceso B ocurte 24 horas
después de A. No cs ésta, empero, la tnica hipdtesis que
quepa

Imaginen Vds. que las explosiones A y B son obser-
vadas también desde una tercera estrella, v. gr., desde
Prokién, Ia cual supondremos — siempre para los fines
de nuestro razonamiento — que se mueve a gran velo-
cidad con respecto de Sirio y de nuestro sistema solar
Lo que sucederia entonces segiin la teoria de la relativi-
dad — que lo halla mediante una serie de cilculos que
n0 puedo reproducir aqui —, seria lo siguiente. Aunque
el observador situado en Prokion calculara correctis-
mamente el tiempo que ponen los rayos luminosos que
parten de Sirio y de la tierra en llegar hasta él, obtendria
para el intervalo entre Jos sucesos A y B un valor ¢/,
diferente de 24 horas. Mis ain: hasta podria suceder,
si el supuesto movimiento de Prokion fuera muy ripido,
que, fundado en sus cilculos, dicho observador conclu-
yera que el suceso B ocurre antes que A. Y asimismo
para Ia distancia espacial ¢l observador de Prokion halla-
ria un valor ', que diferiria mucho 8.21 x 10 em. Y
un tercer observador situado en a estrella de la constela-
cién de Orién, hallaria a su vez para los intervalos espa-
cial y temporal entre los dos sucesos, valores comple-
tamente diferentes: por ejemplo: ¢ y 17, respectivamen-
te. iQué tremenda confusin, al parecer, pues! Hay
un punto. no obstante — nos sigue ensehando la
teoria de la relatividad — en que estos tres obser-
vadores, y cualesquiera otros que llevasen 2 cabo me-
diciones exactas, estarian perfectamente de- acuerdo.
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para que tengan en comiin con el conjunto de puntos 3
Io sumo conjuntos unidimensionales. Ejemplifican tal
tipo dé conjunto ¢l plano, los poligonos, el circulo, 1a
superficie esférica: en suma, todas las formas que se de-
signan comiinmente como superficies. son en este sentido
bidimensionales. Un conjunto de puntos que no sea ni
nulidimensional, ni unidimensional, ni bidimensional 113
mase tridimensional, cuando para cada uno de sus pun-
tos hay contornos lo suficientemente pequeiios como para
que dentro tengan en comiin con ¢l conjunto de puntos,
a lo sumo, conjuntos bidimensionales. Y se demucstra
— aunque a decir verdad tal demostracién dista muchi
simo de ser sencilla — que el espacio de la geometria co-
rriente s efectivamente tridimensional en este sentido.
Suministra asimismo esta teoria una definicién real
mente satisfactoria del concepto de curva (1), Como
rasgo esencial de las mismas aparcce aqui su unidimen-
sionalidad. No se reduce, empero, ¢l aporte de la teori
que comentamos a la definicion de lIas curvas. Pone en
nuestras manos también un anilisis extraordinariamente
sutil de su estructura. Tampoco quisiera pasar en silen.
cio este aspecto de la teoria. Permitaseme, pues, dos
palabras sobre él.
Se dice que un punto de una cur-
va ¢s final. cuando considerando un
contorno alrededor de ¢l pequefio 3
placer, éste no tiene en comin con
Ia curva mis que un punto. Asi se-
rin puntos finales de la curva de la
figura 20 los puntos a y b. Se
e, 20 dice que un punto de una curva
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La presente conferencia, con la que clausuramos ¢
ciclo, versa sobre la crisis y reconstruccion de la logica
mismay de sus consiguientes repercusiones en la aritm-
tica.

El enunciado de tal tema ha de haber sorprendido a Ja
mayoria de Vds. Que se hable de crisis donde intervienen
Ia experiencia y Ia intuicion, vaya y pase. iPero en la 16-
gical Aun ¢l que no se halle al corriente de los porme-
nores de la fisica y de la geometria puede figurarse que
nuevos descubrimientos empiricos son capaces de dar en
ierra con las antiguas teorias, incluso las mis respetables:
¥ que la intuicién debe volver sobre sus pasos cada vez
que, por haberse precipitado temerariamente en sus juicios
haya arribado a falsas posiciones. Pero Ia 6gica pasa por
algo inalterable ¢ inconmovible. Por eso, el que quepa
también en sus dominios hablar de crisis y reconstruc-
cién, es una cosa que no s6lo le suena a novedad por él
ignorada, al que no estd completamente iniciado, sino
que apenas puede concebirla.

Y — confesémoslo — tiene sobrada razén en su
extrafieza. Si hay una ciencia conservadora, es la I6gica.
Por espacio de dos mil afios ha sido Ja mis conservadora
de todas las ciencias. ;Como es posible entonces, en ella,
Ia renovacién? Eso es lo que vamos a ver.

Por padre de la légica es tenido Aristételes. Su punto
de partida es que todo juicio consiste en afirmar un
predicado de un sujeto. Los juicios se dividen por una
parte, en afirmativos y negativos: por otra, en universa
s y particulares. “"Todos los gatos son mamiferos”, es
un juicio universal afirmativo. “Algunos mamiferos son
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circulares, las relaciones entre los radios de las mismas, la
relacion entre la emisicn de fotones y los pasos de una
Grbita a otca, los estados de excitacion y de ionizacion de
los dtomos, la relacion con las series especteales, la co-
rreccin por la posicion real del centro de gravedad, la
introduccidn de las drbitas elipticas y a aplicacin de la
teoria de la relatividad por Sommerfeld para estudiar e
movimiento de los electrones, etc., etc. La mencion de los
is6topos en una conferencia de vulgarizacién cientifica
requiere una exposicicn previa sobre la constitucion del
ndcleo de los dtomos.

Pasa rdpidamente el confecenciante por la teoria cor-
puscular ondulatoria de los fenémenos materials estable-
cida por De Broglie con el intento de explicar el dualismo
corpuscular-ondulatorio de los fendmenos luminosos que
vincula a longitud de onda material con la constante h
de Planck y la cantidad de movimiento (1924).

Nos parece muy bien explicada la relacion de indetee-
minacién de Heisenberg que se traduce por una desigual-
dad, cuyo limite determina el grado de exactitud que
puede esperarse para el producto de la cantidad de mo-
vimiento de una particula por la coordenada corespon-
diente y las consideraciones finales sobre la imposibilidad
de establecer el sujeto del predicado vibra.

En la tercera confecencia de Hans Habn, intitulada
“La crisis de la intaicién”, se teata el tema con gran cla-
ridad y su lectura ha de ser de mucha wilidad para los
que no conocen bien la matemtica. Analiza Hahn pri-
meramente los conceptos establecidos por Kant en su “Cri-
tica de la razén pura” y la conmocidn que produjo en
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de acuerdo con 1a concepcion del espacio y el tiempo €n
vigor antes de la teoria de la relatividad:

La distancia espacial entee los lugares en que ocurren
fos dos sucesos tiene un valor perfectamente determina-
do: los 8,21 x 10% cm. que median entre Sirio y Ja
Tierra. La distancia temporal entre los dos sucesos
también lo tiene: es =24 horas, considérese la cuestion
como se quiera

Podrd disputarse si ¢l suceso B ocurre ms arriba o
mds abajo en el espacio, que cso depende de como se
coloque un plano horizontal en aquél, y de cuil cara
de éste se designe como ariba, y cuil como abajo. Pero
que A ocurre antes que B — justo 24 horas antes —,
¥ que la distancia entre los lugares en que ocurren A y
B respectivamente, es de r=8.21 x 10" ms., cso cabe afir-
marlo con caricrer absoluto.

Asi se encaraba ¢l problema en la concepcion impe-
rante con anterioridad a la teoria relativista. Escuchemos
ahora como razonan los adherentes a esta Gltima para
rebatir ¢l caricter absoluto atribuido por sus adversarics
2 1a segunda afiemacion.

Perdonen, sefiores, pero Vds. van un poquito lejos
en lo que afirman. La distancia entre Ay By el inter-
valo de tiempo entre los sucesos que ocurren en uno
¥ otro punto son. a no dudarlo, independientes de Ia
posicion del sistema de referencia, mientras [0 suponga-
mos a éste en reposo; no asi si lo suponemos en movi-
iento. Imaginemos para simplificar el asunto que ¢
movimiento relativo de Sitio con respecto del sol sea
despreciable. En tal caso los observadores de Sirio y la
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Por CARLOS MENGER

En las conferencias anteriores de este ciclo se tratd del
papel que desempefian la experiencia y la intuicién en 1a
crisis y reconstruccion de las ciencias exactas de nuestro
tiempo. En la del Sr. Mark se analizé como en virtud
de nuevos experimentos iba siendo cada vez mis honda-
mente sacudido el edificio teérico de la fisica clisica. En
Ia del Sr. Thirring han oido Vds. c6mo estos datos ex-
perimentales — en que palpitaba un fermento de crisis —
condujeron a la reconstruccién del sistema conceptual de
1a fisica. En la del Sr. Hahn se mostrd cmo las mate-
miticas atraviesan por una crisis en lo que respecta al
valor de Ia intuicién, atendido que frente a ciertas formas
complicadas del espacio_euclideo la llamada _intuicién
geomitrica resulta poco de fiar, razén que ha hecho ne-
cesario que se reconstruyera la geometria euclidea impri-
miéndole una orientacion logica. Como, finalmente, ya
hace cien afios, a la vera de la geomntria euclidea nacieron
otras geometrias — las llamadas no-euclideas — que no
querian ser otra cosa que construcciones puramente 16-
gicas. y como recientemente han resultado aplicables en
I fisica, se explicé en la conferencia del Sr. Nobelling.
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es de ramificacion, cuando considerando un contorno al-
rededor de ¢l pequefio a placer, éste tiene en comin con
la curva mis de dos puntos. (En la fig. 20 lo es ¢l
punto d).

Abora, a intuicion parcce ensefiar que en las curvas
Tos puntos finales y de interseccion ocupan un puesto de
excepeion, que en cierto sentido estos ltimos son conta-
dos: que es imposible que una curva se componga nada
mis que de puntos finales ni nada ms que de puntos d¢
interseccion. Conjetura ésta que precisa y corrobora I
anlisis logico respectivamente a los puntos finales: pero
que refuta respectivamente a los puntos de ramificacion.
Hay curvas — lo ha demostrado el matemitico polaco
W. Spienski en 1925 — cuyos puntos son todos de
ramificacion. Procuremos compenetrarnos de esto me
diante un par de indicaciones

‘Supongamos que dentro de un triéngulo cquilitero s
inscriba otro tringulo equilitero (¢l rayado de Ia fig
21). Borremos ahora con ¢l pensamiento ¢l interior de
dicho trisngulo, de modo
que no quede de él més que
su_perimetro: en ¢l tridn-
gulo grande quedarin en-
tonces tres tridngulos ea
literos. Vuélvase a inscri-
bir un tridngulo equilitero
en cada uno de estos tres
widngulos (fig. 22). y
borrese con ¢l pensamientov
ol interior de ellos: en ¢l
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gatos”, es un juicio particular afirmativo. “Algunos ma
miferos no son gatos”, es un juicio particular negativo,
‘Ningin gato es un pez”, es un juicio universal negativo.
Los juicios asi definidos sirven de base a Ia deduccion, al
silogismo en la terminologia de Aristoteles. Todo silo.
gismo consiste en derivar de dos juicios de esta forma un
tercero. Por ¢j. de que todos los gatos son mamiferos y
de que todos los mamiferos son vertcbrados, siguese que
todos los gatos son vertebrados. De que todos los gatos
son mamiferos y de que ningiin mamifero es un per.
siguese que ningin gato ¢s un pez. En tres figuras, que
comprenden 14 subtipos, resumid Aristoteles todos los
tipos de silogismo posibles a su juicio. En la Edad Media
sc ampliaron estos tipos hasta abarcar 4 figuras con 19
subtipos, que se designaron con los nombres de Barbara,
Celarent, ste. (*)

También los tres principios que mis tarde se designaron
como los principios fundamentales de la lgica: el de
identidad. ¢l de contradiccién y el del tercero excluso, ya
fueron formulados por Aristdteles, eso si — cosa digna
de nota —, no en sus escritos de légica, sino en su me-
tafisica. El nicleo de su légica lo constituia ¢l trinomio
sujeto-predicado-juicio, de que hicimos mencion. ¥ no
otra cosa fué, en lo esencial, lo que durante dos mil afios
despuis de Aristdteles se ha venido considerando como
logica pura.

(%) Cuando del hecho de que 3 todos los M. o respectivamete,
2 ningin A1 It compete un predicado P. y 3 todos o1 3 les compare
" predicado . se concuye que 3 todos Ios 5. o respec
3 Bngin S I compite of predicsdo B, s habls de . 8
Segin 'l moda Barbars 0. respecivamente, Cearent.
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triéngulo grande quedardn entonces nueve tridngulos equi
literos. Vudlvase a inscribir en cada uno de estos tridn-
gulos equiliteros que quedan un tridngulo equilitero, y
brrese con el pensamiento el interior de ellos: quedarin
entonces en el tridngulo grande 27 triéngulos equiliteros.
E imaginemos que esta operacion se contintie indefinida-
mente (1a fig. 23 representa el quinto paso de esta opera-
cién, en la cual han quedado en el tridngulo grande 243
tridngulos cquiliteros). Ahora bien, cabe demostrar que
los puntos del tridngulo primitivo que quedan al final
de Ja_operacion, esto s, que no pucden ser borrados
por ninguno de los infinitos pasos de esta Gltima, for.
man una curva, fodos cuyos puntos, excepcion hecha
de los tres vértices a, b y ¢ del tridngulo primitivo, son
de ramificacion. De esta curva es facilisimo_obtencr
otra todos cuyos puntos scan de ramificacion. Para ello
no hay mis que desfigurar toda Ia figura de tal modo, que
Tos tres vértices a. b y ¢ del
tridnga'o prim'tivo concu-
rran en un punto,

Pero dejémonos de cjem-
plos. y resumamos lo que
hemos venido diciendo has-
ta aqui. Una vez y otra he-
mos hallado que la intuicion
e una guia en que no se
puede poner ninguna con-
fianza, aun para las cuestio-
nes geométricas mis simples
y clementales de suyo. Medio subsidiario tan incierto, mal






index-180_1.png
150 JORGE NOBELING

Cabe asimismo pensar que tampoco el espacio de nuestra
experiencia sea orientable; que, por lo tanto, recorrien-
do en ¢l distancias suficientemente grandes pueda uno
recommar con un aspecto que sea como la imagen en un
espejo del que tenia al partir y con el corazon — a juicio
de los que se quedan en casa — del lado derecho.
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mente vinculados, desean peofundiza las relaciones entre
Los mismos con ol criterio de la filosofia cientifica. Una
informacin bibliogrdfica, moderna y bien seleccionada,
acomparia @ cada una de las confecencias escitas, a a
cual se hace referencia al teatar cada cuestion de impor-

tancia,
JULI0 R, CASTIREIRAS.
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alificativo de absoluta, y cuil el de relativa. La primera
afirmacién es vilida si la recta trazada en la figura es
horizontal. Pero puede hacerse también falsa si tenemos
Ia figura inclinada; y aun cuando la mantengamos en
posicin perfectamente horizontal, si se nos ocurre, p.
€., referic la designacion de “mis alto” y, respectiva-
mente, “mis bajo”, no al horizonte del lugar en que
nos hallamos, sino al de otro lugar de la tierra. Sea
por cj.. la recta punteada una paralela al horizonte de

algin lugar del Asia, al cual queremos referir nuestras
afirmaciones. En tal caso hay que invertir los términos
de la primera afirmacion: A esti mis alto que B.

La primera afirmacin es. pues, relativa: solo_posec
validez para determinado sistema de referencia. Por cl
contrario, la segunda afirmacion es absoluta, invariable
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O hablando otra vez en el lenguaje comin: los con-
ceptos de distancia horizontal y vertical no tienen un
significado absoluto, independiente. Lo que se afirme
sobre ellas sélo goza de validez relativa: relativamente
a un determinado
soluto, independiente, o tiene, por el contrario, lo que
se afirme de la distancia espacial entre dos puntos.

Para estas consideraciones, como hemos dicho, no te-
nemos que salimos para nada del terreno de la geometria
cldsica. Pasemos ahora a las otras andlogas que cabe hacer
dentro de la teoria de la relatividad especial. Pero dado
que en las ccuaciones de esta ilima interviene siempre
la velocidad de la luz ¢ — ya vimos més arriba c6mo
Minkowski sustituia x, por ict —, que alcanza e enor-
me valor de 3.10% cm. por seg.. necesitamos.disponer
de un poco mis de espacio para nuestro ejemplo. Vamos
a operar a continuacion con dimensiones césmicas.

Imaginemos diversos observadores distribuidos en Ias
estrellas del espacio, y designemos siempre, a fin de aho-
rrar palabras, con ¢l nombre de la estrella fija corres-
pondiente al eventual planeta habitable del = siste-
ma. Supongamos ahora que ocurra en ¢l universo un
suceso cualquiera rigurosamente determinado espacial y
temporalmente. un llamado suceso-punto: p. c.. esta
noche a las 21 horas 35% min. se produce de repente
na erapcién del Vesubio. Llamémosla el suceso A. Im:
ginen ahora Vds. que a las 24 horas explota un polvor
en un planeta de Sirio. Sea éste el suceso B.

He aqui lo que se podria afirmar de estos dos sucesos
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puede proporcionar el punto de partida y los ci-
mientos para una discipli-
na matemitica. EI espacio
de la geometria no es una
forma de la_intuicién: es
una construccién logica. Si
pero construcciones logicas
caben muchas. Nada se
opone a admitie otros es-
pacios conformados de di- 4
verso modo que el de la . 3
geometria. corriente. Espa- e D
cios en que, por cjemplo, el postulado de Euclides Ila
mado de las paralelas sea sustituido por ¢l contrario: los
espacios no-euclideos; o espacios que tengan mis de tres
dimensiones: o espacios no-arquimedeos. Digamos al-
gunas palabras sobre estos dltimos aqui dejando I
consideracién de los espacios no-cuclideos y polidimen
sionales para la conferencia siguiente, que estari dedi-
cada a ellos integramente

La posibilidad de poder medir una recta mediante un
nimero el y Ia posibilidad. que deriva de la anterior,
de poder determinar la posicion de un punto mediante
uno o mis nimeros reales — sus coordenadas — descan-
sa sobre ol Namado postulado de Arquimedes ().
Este postulado reza: Dadas dos rectas, hay siempre un
mltiplo de la primera que sea mayor que la scgunda
Pero si hacemos del espacio una construccion logica. ca-
ben espacios en que el postulado de Arquimedes sea sus-
tituido por el contrario, es decir, en los cuales haya rectas
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Leipig, 1913 EDDINGTON, Relatviitstheori in mathematischee Be.
hendlung, Springes. Beclin, 1925.

(19 Como introducién 3 1a topologia de s superficies cite-
mos: KEREKIARTS, Vorlesungen dber Topologi
lin, 1923,






index-63_1.png
LA TRANSFORMACION DEL SISTEMA CONCEPTUAL 63

se cample para cualquier sistema de referencia. Echemos
ahora mano a los recursos que nos ofrece la geometria
analitica elemental aprendida en el colegio nacional. Con
su auxilio cabe formular también asi nuestro asunto:

Fijemos la posicion de los dos puntos mediante sus
coordenadas ortogonales, y sean ¥, yi: Xz s sus res
pectivas coordenadas en el sistema cuyo cje de abscisas
se encuentra en ¢l plano horizontal de nuestro lugar:
Y % 9y xf v sus respectivas coordenadas en ¢l
sistema cuyo cje de abscisas sea paralelo al plano hori-
zontal del lugar lejano del Asia
Con estos suputstos, resultan las

iguientes relaciones

=)

Gmm =, e )
B=vtu =

(/=) + (0
que en palabras expresan lo siguiente: La distancia ho.
rizontal y la vetical de A y B resulta diferente en
ambos sistemas de referencia; en cambio, la distancia
AB que no se toma sobre ninguno de los dos cjes, debe
tener siempre ¢l mismo valor r, independientemente del
sistema de referencia. Matemiticamente esto se expresa
asi: Las diferencias entre las coordenadas no permanecen
invariables cuando se hace girar ¢l sistema de coorde-
nadas; en cambio, la forma cuadeitica derivada de ellas:
(g2 — y2)? = ¢ permanece constante.
rige para ¢l espacio de dos dimensiones,
que es ¢l que tomamos en cuenta aqui; para el de tres,
Ias constantes se expresan mediante una formula de tres
términos andloga a la precedente.

—u)
—u

m
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en VEBLEN-YOUNG, Projecive Geometry, 2 ¢ Gina snd C%.
Boston, 1910 y 1915,

(®) Sobre I hinoria y rasgor fandamentales ente I gomeeis
no-eudidea informa. por cjemplo: BONOLA LIEBMANN, Die ichi-
eublidische Geomeire, Teubnce, Leipaig 1919. Citemos ademis:
KLEIN, Vorlesungen aber nichteaklidische Geometee, Springer, Ber
lin 1938 MOHRMAN, Einfihrung in die nichteublidische Geomeirie,
Alad. Vetagsgeselschaft, Leipeig 1930; SCHILLING, Projohiive u.
nichteablidische Geometie, Teubnce, Laipaig, 1931

)" De Tos numerosos tratador de geometra difesenis citemos en
espeis squi e de Bicberbach, Teubaer, Lapaig, 1932, y e de Blasch.
ke, Springer, Berlin, 1930.

(%) RIENANN, Ubee die Hyporbesen, welche dee Geomercie zue
Geunde liegen, Tesis paes optae 1 titlo de profeor adjunto en s
Univecsidad, 1854, mueva dicién de Weyl, Springer, Berln, 1919
Como_tatado de’ geometia_siemanniana _temos: LEVI.CHVITA,
Derabsolutediffocentathali, Springe, Betin, 1928,

() En o s difuends fondsmentimente cste cpacio de los
demis ratados hasta shors. En un spacio eucideo sl son 3 su vez
cspacos radicalmente cuclidos — de menos dimensiones — 3quellss
porciones de ¢l dads por ccuciones fineales, En un espacio rieman-
hiano solsmente pueden migire como pacios siemannisnos b
multiplcidades lise, e deci, s dadss por foncioncs surceptibes de
milliple diferenciacién. Lo imporante que & contemplar conjuntos
de indole compltsmente geaers, lo expusa detllsdsmente y valién
dose de cjemplos Menger en su conferencia: “Dic neueren Methoden o,
Probleme der Geomecrie”, <a ol congreso intrnacional de matems.
icas, Zurich, 1932,

(1) MENGER, Becich ber meteische Geomerrie, Jabrssbe, det
Ductsch. Math. — Ver. 40 (1931). pig. 201

(11)  MENGER, Dimensionsheorie, Teubnsr, Leipzig, 1926, y
Nabeing. Die neucsten Ergebaise der Dimensionstheore, Jabresbe,
4 Deatsch. Mach. Ver, 41 (1932). p. 1.

(12) e las exposiciones cienifcas sobre I reatividad itemos
LORENTZ-EINSTEIN MINKOWSKI, Das Reletivtitsprinzip, Teubae.
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temiico ruso P. Urysohn, quien en el entretanto, en
el apogeo de su fuerza creadora, caia victima de un tri
gico accidente.

Voy a indicar, aunque més no sea a Ia ligera, como se
define el nimero de dimensiones de un conjunto de pun-
s ().

Un conjunto de puntos se dice nulidimensional, cuando
para cada uno de sus puntos hay contornos lo suficiente-
mente pequefios para que no contengan dentro de sus limi-
tes a ningiin punto del conjunto. Asi, p.¢j.. todo conjunto
compuesto de finitos puntos es nulidimensional (Cfr. fa
fig. 18): pero se dan también muchisimos conjuntos de
puntos nulidimensionales muy complicados que constan
de infinitos puntos. Un conjunto de puntos que no sea
nulidimensional Ilimase unidimensional, cuando para cada
uno de sus puntos hay contomos lo suficientemente pe
quefios como para que no tengan en comin con el con-
junto de puntos sino conjuntos nulidimensionales. La
recta, cuslquier figura compuesta de un némero finito
de rectas, el circulo, la elipse, en suma, cualquiera de las
formas que se designan comdnmente como curvas, son en
este sentido unidimensionales (fig. 19). No o es. empero,
menos Ia forma geométrica represen-
tada en la fig 11, que, como vimos,
no es engendrable por ¢l movimiento
de un punto. Un conjunto de puntos ¢
que no sea ni nulidimensional ni
unidimensional Ilimase bidimensio-
nal, cuando para cada wno de sus
puntos hay contornos lo suficientemente pequeios como

Fio 19,
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La Plats, cacro 11 de 1933,

Awnta Ia nota del peofesor de Is Universdad de Berln, dor
tor Max Dessoir, autorizasdo la aducdén y publicacida del
trabajo de Alfredo Vierkande “Filosofia de 13 Sociedad y de Ia
Historia”, y asignando el valor que It corrsponde 3 13 funcion
de s Univesidad para hacer tnaducie y difundic en los centros
de studios 1as mis altas expresiones de I teoria o cienda purs,

El Conseio Supericr,
ORDENA:

10 niciar con o ciado trabajo del profesor Vierkinde I3 pu-
bliccion de una Biblioteca de obras teaducidos de autores o laincs,
Que versardn sobee los problemas de ciencia y fa flosofia con-
temporines y que se lamars TEORIA.

20 Comuniquese, témese razén, publiques y archivese.

RICARDO LEVENE.
5 M. AsaraL,

Secssario. Genveal g det
Consejo. Supeior.
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matemitico italiano Burali Forti y por Bertand Rusell
en 1901,

Analiza el procedimiento formalista o metalégico de
Hitbert para descubric paradojas, enunciando clacamente
Los conceptos y métodos de la metateoria en general, que
aplicada a la 16gica recibe el nombre de metaligica y es-
tudia las ISgicas polivalentes de Lukasiewicz y Post.

Al considecar el problema cardinal que se presenta a
la matemtica y la I6gica, que consiste en demostcar la
falta de contradicciones valiéndose de una parte de ellas
estudia extremadamente, el descubrimiento del célebre ma-
temitico viends Kurt Gédel quien demosir la imposibili-
dad de probar dicha falta de conteadicciones, es decir,
soluciond el peoblema en sentido negativo valiéndose de
la teoria de los nimeros naturales. Se detiene especialmente
en otras cuestiones estudiadas por Gédel y sobre el ol
del intuicionismo matemitico y su posicién con cespecto
a la matemitica cldsica, terminando su conferencia sobre
el goce estético de la matemsitica, vedado, desgraciadamen-
te. a la mayoria de las personas, pero comparable segin
el conferenciante al gore estético musical.

La exposicidn sintética y comentada del contenido de
este libro, que edita la Universidad nacional de La Plata.
formando parte de su coleccion “Teoria”, revela su im-
portancia_y valor no sdlo para los que cultivan los
estudios fisico matemiticos sino, también, para los que
poseyendo un conocimiento general sobre los problemas
de la fisica y matemitica moderna, que a la luz de los
nuevos descubrimientos experimentales aparecen estrecha-
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cuando se ve precisado a forjar hipétesis sobre el meca-
nismo interno — inaccesible a la observacion directa —
de los fenomenos (piénsese, por ejemplo, en ¢l modelo
del dtomo de Bohr). Y por otro lado, va creando o in-
ventando los conceptos con cuyo auxilio es dable des-
© los fendmenos naturales: en ofros términos, va
acuiando los voeablos en que han de formularse las le-
yes que presiden aquélos.

Recordaré a titulo de cjemplo que ¢n tiempos de
Faraday y Maxwell al lado de los conceptos, perfecta-
mente inteligibles, de la energia cléctrica y magnética
del campo se habian introducido otros de orden mis
abstracto, como ser: desplazamiento eléctrico, induccion
magnética, tensiones de Maxwell, que. sin embargo, para
los fisicos de hoy, han llegado a constituir una ayuda
muy necesaria, como que sobre ellos versan las ecuacio-
nes diferenciales de Maxwell acerca del campo electro-
magnético. Sin €st0s nuEV0s conceptos mosolros nos ve-
riamos en grandes apuros para describir los fenémenos
electromagnéticos. Subrayo. expresamente nosorros. L.
fisica de los habitantes de uno de los planetas del sistema
de Sitio podria pasarse perfectamente sin tales conceptos.

La fisica tebrica es. pues, fruto exclusivo del espiritu
humano; y fruto accidental, en igual sentido que lo es
todo el mundo de los seres vivos de nuestro planeta.
Pues también ¢l sistema conceptual de la fisica tedrica
— lo recalca reiteradamente Mach — se ha ido forman-
do por una especie de seleccion natural. La ciencia va
adoptando los conceptos que resultan ttiles: los demis
van a parar al gran canasto de 1os papeles de desperdicio,
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de las ramas mis alejadas del tronco primitivo de nues-
tras ideas podrin ir brotando nuevos conceptos. Pero
no serén esas modificaciones en la periferia de nuestra
fisica Ias que nos acerquen a la de los supuestos habi
tantes de otros planetas. Esta puede muy bien discrepar
de 1a forjada por nosotros por los fundamentos mismos
sobre los que se la ha levantado,

Siendo asi, se cquivocan un poco los que creen que
Ia labor del fisico consiste en indagar las leyes, al modo
como la del gedgrafo en explorar tierras desconocidas.
No se dan cuenta que no s lo mismo. Porque las tierras
que va a explorar el gedgrafo, digamos, por ejemplo, las
que rodean ¢l polo antirtico, ya estin alli, desde siem-
pre, independientemente de 1a voluntad del hombre, con
su constitucion determinada y fija — prescindamos de
los cambios que puede sufrir su clima —, la cual se
revelard por modo inequivoco al hombre de ciencia no
bien logre penctrar hasta cllas. Las leyes naturales, en
cambio. no estén dadas y fijadas de una vez por todas
e el fisico quien las crea. Lo unico que nos muestra de
una manera incquivoea la naturaleza son los fenomenos,
¥ hacia éstos se endereza 1a labor investigadora del fisico
experimental, quien, desentendiéndose enteramente de las
cuestiones de teoria, se a estudiar edmo  trans-
curren ciertos fenémenos fisicos bajo determinadas con
diciones experimentales. Diferente es el proceder del teé
rico. Hay en su labor, sin duda, su parte de pura obser-
vacion; pero hay, asimismo, otra cosa que habria que
comparar ms bien con lo que hacen el inventor, el poc-
ta 0 ¢l compositor. Su fantasia despliega su actividad
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riemanniana. En este respecto, las geometrias no-euclideas
¥ 1a vasta geometria riemanniana no son, por lo tanto, ni
mis ni menos que la geometria cuclidea: ;no acentuamos
desde ¢l mismo principio que ésta no pasa de ser un
sistema_puramente logico? Una diferencia parece hab,
con todo, en favor de Ia geometria euclidea: y es que
con ser ésta un sistema puramente logico, como o ss,
no deja de apoyarse — lo hemos hecho notar — para
formular sus axiomas y definiciones aritméticas en ciertas
entidades y relaciones del mundo de la experiencia, asidero
de que se ven privadas — aparentemente al menos — las
demis geometrias. Es oportuno, por eso, ventilar ahora
esta cuestion. ;En qué situacion se hallan las geometrias
no-euclideas y las riemannianas frente a la experiencia?

Es cosa clara, ante todo, que en el mundo de la ex
periencia no hay ni puntos, ni rectas, ni planos. Si algo
hay en @, son objetos observables. Si miramos por los
telescopios de nuestros observatorios astronémicos, vemos
reticulos y rayos luminosos: si echamos una mirada en
nuestros laboratorios, vemos delgadas varas, cuerpos ri-
gidos, etc. Siendo asi, je6mo aplicaremos al espacio de la
experiencia cualquiera de nuestras geometrias? Pucs ha-
ciéndoles corresponder a los puntos reticulos: a las rectas,
rayos de luz, etc. De esta manera los teoremas de la geo
metria pasan a ser afirmaciones sobre objetos percepibles.

Con esto no quedaria resuclia, sin embargo, nuestra
cusstion. Merced al procedimiento indicado los teoremas
de la geometria vienen a enunciar algo sobre objetos de
Ia experiencia. Si. zpero las de qué geometriaZ, visto que
Zcuil






index-143_1.png
LA CUARTA DIMENSION Y EL ESPACIO CURVO 143

hiperplano en cuya ecuacion u sea I hasta el punto de
coordenadas ¥, 3, 7, I; y. por fin, volver a desplazarlo de
vuelta hacia ef mundo tridimensional, haciéndolo recoreer
para tal efecto todos los puntos x, v, z, u (u decrece de
1a0).

De igual manera, un observador tetradimensional po-
dria, segin ensefa la geometria tetradimensional, trans-
formar nuestros guanies correspondientes 2 la mano iz-
quierda en 1os correspondientes a la mano derecha. Para
dllo sacaria los de nuesteo mundo tridimensional, les
haria describir un arco dado volviendo luego a colocarlos
en aquél. Estaria en sus manos, adems, separar, sin to-
carlos, dos anillos entrelazados de nuestro mundo tridi-
mensional. Supongamos que se le haga un nudo a una
cuerda y que luego se sellen los extremos de ésta. Pues
bien, 2 nuestro imaginario observador tetradimensional
le seria dado desatar ¢l nudo sin romper los sellos ni de-
teriorar 1a cuerda en ninguna parte. Todas estas opera-
ciones, irrealizables como ¢s natural en ¢l espacio tridi-
mensional, nos las ensefa a seguir fase por fase la geo-
metria del espacio tetradimensional.

Las anteriores dilucidaciones nos llevan de la mano a
Ia cuestion: ;En qué relacién se halla la geometria
teteadimensional, que hemos introducido como un siste-
ma de puros conceptos matemiticos y sus consecuencias,
con respecto de la experiencia? Hemos visto que todos los
lugares del espacio de nuestra cxperiencia cabe caracte-
tizarlos mediante ternas de nimeros. De otros puntos,
para cuya descripeion se requeriria una cuarta coordenada,
no tenemos noticia: bien asi como los seres planos con-
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llevar a hacer coincidic un guante plano de la mano iz-
quierda con guante plano de la mano derecha. Y otra vez
podria darse ¢l gusto un observador tridimensional que
tuviese ganas de divertirse de sembrar la confusién entre
10s seres planos. Para ello levantaria los guantes correspon-
dientes a la mano izquierda y les haria deseribir un arco de
180" en su espacio tridimensional — tomando el dedo me-
dio, por ¢j., como eje —, volviendo luego a colocarlos en
¢l mundo plano. Los guantes en cuestion no servirian
entonces mas que para la mano plana derecha

Cosa andloga sucede en ¢l mundo tridimensional. Si
encierro un objeto en un armario de forma cibica, p.
€., me es imposible sacarlo de @ sin abrir o dafar sus
paredes. Consideremos, por ¢l contrario, a nuestro espacio
tridimensional tal como nos lo ofrece la experiencia em.-
butido dentro de un espacio tetradimensional, es decir.
admitamos que fuera de los puntos accesibles 2 nuestra
observacion directa haya otros todavia cuya descripcién
exigiria cuaternas de nimeros. Esto supuesto y admitido,
un observador tetradimensional de tal espacio podria sacar
sin esfuerzo el objeto del armario sin tocar las paredes de
éste. y colocarlo lucgo en un lugar cualquiera del espacio
tridimensional. La geometeia analitica del espacio tetra-
dimensional permitiria seguir fase por fase la operacién
requerida para ello. Si ¥, y, Z son las coordenadas del
objeto que ha de ser transportado en nuestro espacio tridi-
mensional, el observador tetradimensional tendria que em-
pezar por hacer recorer al objeto los puntos ¥. 7. 7. u ()
crece de 0 a 1. por ¢j.): luego moverlo a lo largo del
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unidos, y otros fenémenos por el estilo imposibles en ¢
espacio tridimensional, bien podriamos, para explicarlos,
formular Ia hipdtesis de que el mundo tridimensional ac-
cesible a nuestra percepcion directa se halla embutido en
un espacio tetradimensional. Y bien, todos los fenémenos
mentados los han tratado en efecto de llevar a cabo oca-
sionalmente los mediums espiritistas. Lo malo que como
1guno de estos intentos ha sido suficientemente verifi-
cado, y de todos se sospecha si no serén juegos de presti-

nal de nuestra experiencia esté embutido en un espacio te-
tradimensional — no de otro modo como lo esti un

plano en uno tridimensional — puede declararse fraca-
sada, y Ia hipétesis de tal espacio tetradimensional como
superflua por hoy.

En qué relacion, pues, se halla la geometcia teteadi-
mensional con respecto de la experiencia?

Lo anterior nos permite contestar a esta pregunta asi:
Siendo la geometria. teteadimensional misma un sistema
de consecuencias de ciertas definiciones. por tanto, una
consteuccidn Iégica independiente de toda experiencia, la
cuestidn acerca del nimero de dimensiones del espacio es
de orden completamente empitico. Verdad es que cabe
imaginar hechos que se explicarian sin dificultad encua-
drando el espacio tridimensional de nuestra expericncia en
un espacio tetradimensional. Exxpecimentalmente, empero,
1o se ha demosteado la existencia de tales hechos.

Y sin embargo, en otro sentido la geometria tetradic
mensional no ha dejado de encontrar aplicaciones fisicas
Todo suceso ocurre en un lugar determinado del espacio
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siderados mis arriba pueden caracterizar todos los puntos
de su mundo plano por dos coordenadas, pero no cono-
cn en su mundo punto alguno para cuya descripcion
hagan falta mis de dos coordenadas. Claro estd que si
los seres planos comprobaran régularmente y en forma
inobjecable que ciertos objetos desaparecen en un lugar
de su espacio para volver a aparecer en otro, que otros
Objecos cabe sacalos de armarios cerrados, sin tocar para
nada las paredes de éstos, etc., no podrian menos de tra-
tar de buscarles explicacién 2 tan — para ellos — nota-
bles fendmenos. Y una de las hipétesis que podrian ocu-

rriteles para. explicarlos — sobre todo si sus geometras
hubieran ya formulado una geometria tridimensional co-
mo puro sistema 16gico —., scria de que su mundo bid

mensional esti embutido en un espacio tridimensional:
los puntos del cual situados fuera de su plano, si bien
escapan, por alguna razén, a su percepcion directa, no
dejan de servir para que por ellos puedan desaparccer o
reaparecer en ocasiones objetos de su mundo plano. Con
este espacio se explicaria satisfactoriamente cémo un guan-
te correspondiente a la mano izquierda desaparece para
volver a aparecer transformado en guante de la mano de-
recha: bastaria que después de abandonar el plano des-
se un arco en tal espacio.

Apliquemos o dicho a nuestro mundo. Si comprobi-
ramos, regularmente y en forma inobjetable, en circuns-
tancias dadas, 1a aparicion y desaparicion inmotivada de
objetos, ¢l que es posible sacar objetos encerrados en ar-
marios sin tocar las paredes de éstos, separar anillos entre
lazados, deshacer nudos de cuerdas cuyos extremos estén
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tein, ya le coloca en cierto modo su broche final, al
formular 1 teoria de la relatividad general.

Resumamos. Sea cual fuere el valor de estos descu-
brimientos y teorias, lo cierto es que lo que llevamos
corrido desde 1895 ac. ha sido para los fisicos — como.
por lo demis. también para los quimicos y técnicos —
una época fecundisima en sorpresas y sugestiones. Nos
ha ido trayendo descubrimiento tras descubrimiento, a
cual mis pasmoso. Y ni ain hoy es posible prever cuin-
do llegari 2 agotarse su vitalidad

Juzgados tan sélo por el grado de novedad revolu-
cionaria que encierran, y sin contracenos al cimpo espe-
cial de Ia fisica, los descubrimientos hechos en ¢l periodo
de investigacion comprendido por los 3 6 4 ultimos dece-
nios. pueden dividirse quizds en tres clascs. Pero antes de
entrar a tratar de ellos, subrayemos un fendmeno notable.

De los nucvos descubrimientos los que mis abiertamen-
te parecen contradecir fos dogmas de Ta llamada fisica
lisica, tan abieetamente que hasta al profano le salta a Ia
vista la contradiccion. resultan ser — si nos atenemos en
cllos 2 nada mis que a los conceptos que les sirven de
base — de lo menos revolucionarios que imaginar quepa:
a un andlisis mis detenido sc revelan mis bien como de
todo punto inocuos. Contemplada desde este aspecto, la
teoria de la relatividad especial y general. que el profano
considera 2 menudo como el colmo del absurdo y ¢l
término ultimo a que pueda atreverse en su temeridad
el pensamiento, tiene que descender algunos peldafios de
1a reputacién de revolucionaria que se le ha ido labrando.

En verdad, nada mis que a medias lo es. En cambio,
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Con 50 ponemos punto final al examen de los espacios
polidimensionales euclideos — mis adelante volveremos,
sin embargo, brevemente sobre el problema general del
espacio —, y nos encararemos con. los espacios curvos.

Para empezar partimos, lo mismo que antes, del con-
cepto de espacio euclideo. Las definiciones del espacio
dimensional euclideo como conjunto de todas las ternas
de niimeros, de las rectas y planos por ecuaciones lineales
— tales como las da la geometria analitica —, no son
Ias primitivas de estos conceptos. El antiguo edificio de
la geometria, obra de Euclides, descansa mis bien sobre
axiomas.

Sean A, By C tres sistemas de cosas cualesquiera. Su-
puesto caso que entre cosas medien relaciones que sat
gan a ciertos postulados (axiomas). los elementos de A
se llaman puntos, los de B rectas y los de C planos. Y
Ia totalidad de los puntos, rectas y planos, esto ¢s. fa
totalidad de los clementos de A, B y C, llimase un
espacio tridimensional euclideo. Formuladas las defini-
ciones, vienen los axiomas. Asi, por ej. a unas de la
relaciones entre puntos y rectas, entre puntos y planos,
asi como entre rectas y planos que se designa el estar en,
o estar situado en, ha de satisfacer los siguientes postu-
lados. Dos puntos estin sobre una recta. Dos puntos no
pueden estar a la vez en rectas diferentes, es decir, una
recta s determinada inequivocamente por dos puntos si-
tuados sobre ella. En una recta hay dos puntos por lo
menos. En un plano hay tres puntos. por lo menos, no
situados en linea recta. Si dos puntos de una recta r estén
en un plano, la recta r estd en este plano Si un punto esti
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troz0s espaciales que en cada una de las caras que limitan
dichos trozos se toquen exactamente dos de ellos

Ahora bien, la teoria de la relatividad admite que
espacio. (astronémico) de la experiencia ¢s cerrado. Y
como quisra que cada uno de los trozos espaciales de que
consta aquél tiene un didmetro finito (queremos decir que
para cada trozo espacial hay un nimero preciso, si bien
naturalmente grandisimo, que no es superado en ningin
caso por la distancia entre dos puntos cualesquicra de
dicho trozo) , siguese que también ¢l espacio todo es fini-
0, esto es, tiene un dismetro finito. Por lo tanto, s im-
posible alejarse de un punto tanto como se quiera. Otra
consecuencia, es que sdlo existe un nimero finito de estre-
las y que la masa existente en ¢l mundo es finica

Si — de acuerdo con esta concepcion — el espacio cs
finito, habrd de terminar por ello en alguna parte, se
habri de llegar alguna vez en ¢l a un borde y a un fin.
Asi_arguyen frecuentemente los no mateméticos. Con-
clusion_errénea la de ellos. ;No acabamos de ver que
s definiciones de superficie cerrada y espacio cerrado
implican justamente lo contrario: la carencia absoluta —
tanto en las unas como en los otros — de bordes en ol
verdadero sentido de Ia palabra, o dicho en formula mis
breve, la ilimitacin espacial? Eso desde el punto de vista
puramente conceptual. Péro aun sin atender a definicio-
nes de conceptos, también la intuicion nos ofrece, en Ia
superficie esférica, un ejemplo de una forma que, no obs-
tante poseer un didmetro finito, carece de todo borde.

Volvamos a los seres superficiales considerados al co-
mienzo, y supongamos que habiten, no ¢l espacio eucli-
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el interés del fisico por las substancias cuyas radiaciones
provocan la fluorescencia ¢n los cuerpos en que penetran.
El fisico francés Becquerel, de Paris, encuentra que las
sales de urano emiten, en forma enteramente espontinea.
radiaciones de ese tipo. Y continuando estrictamente las
experiencias de aquel, los esposos Curie llegan a descu-
brir en 1898 esa substancia prodigiosa que es el radio
Las ulteriores conquistas en este terreno se las debemos
a los ingleses, en primera linea a Rutherford. Este dlti-
mo y Soddy ponen en claro la composicion del itomo.
Las experiencias efectuadas con rayos radioactivos lo
llevan a Rutherford a su concepcion del modelo nuclear
del itomo. Apoyado en éste y en la hipdtesis de los
cuanta, de Planck, Bohr se lanza a descifrar los miste-
rios del espectro, empresa en que el éxito le sonrie. Entre-
tanto, Lave descubre las interferencias de los rayos X,
aportando asi nuevo material empirico en que habri
de ejercitarse la sagacidad de los tedricos. Se muestra,
especialmente por Sommerfeld, que estos espectros pro-
ducidos por los rayos X se ajustan a maravilla a las
leyes espectrales formuladas por Bohr. A partir de en-
tonces, es decir, desde mis o menos 1913, empieza la
lluvia de observaciones, especulaciones. teorias. experi-
mentos, etc., desencadenada por la llamada teoria de los
cuanta; impetwosa corriente que van alimentando con
sus continuos aportes los fisicos y. en parte, los quimi
cos. Y paralelamente a esta corriente se desarrolla la
teoria de Ia relatividad, que asoma a la vida en 1905, v
a la que 10 afios mis tarde su mismo creador, Eins-
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tridimensional caracterizable por tres coordenadas, y en
un momento determinado del tiempo, que s puede pre-
cisar mediante un némero. En total, pues, cabe hacerle
corresponder a todo suceso cuatro nimeros, esto s, un
punto de un espacio tetradimensional. Modo éste de re-
presentacion de que hace uso, segin lo expuso el Sr.
Thirring en su conferencia, Ia teoria de la relatividad.
Huelga decir que como construcciones légicas, no
5610 se han desarrollado una geometria tetradimensional,
sino también geometrias pentadimensionales y polidi
mensionales. ;Se quiere mis? Se contemplan en la geome-
tria espacios de infinito némero de dimensiones, cuyos
puntos se definen como consecuencias infinitas de niime-
r0s coordenados. Si se considera una cantidad de gas que
llena una parte del espacio tridimensional euclideo y que
se compone de las n moléculas M, M,... M, la posi-
cién de cada molécula M; en un instante ¢ estd dechr-
minada por tres coordenadas , yi 7; y ¢l impulso

en ol instante ¢ — si m designa la masa y @, g
Ias componentes de velocidad de , — por los tres ni-
meros mgz, my, mié; Los nimeros sexenarios z,, yi, 2,

m@, my, me, (i= 1,2, n) cancerizan ¢l es-
tado de movimiento del gas en ¢ momento . Y para

comprobarlo con otros estados, se le hace corresponder 3
cada estado de movimiento — después de Boltzmann —
un punto del espacio hexadimensional, el llamado espacio
fisico. El conjunto de todos aquellos puntos de este cs-
pacio que corresponden a estados de movimienta con una
determinada energia total, es una hipersuperficie de este
espacio.
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que nuestro espacio es cerrado, es decir, ilimitado y fi-
nito.

Empecemos por poneros en claro el concepto de lo
cerrado (fruto de la rama mis reciente de la geome
1a topologia ([*2]) para superficies. Una superficie esfé-
tica, p. ej., podemos cortarla de tal modo — siguiendo Ia
ea de los meridianos y paralelos — en un niimero finito
de trozos, que en cada uno de los bordes de los trozos s¢
toquen exactamente dos de ellos. Toda superficie que,
como la esférica, permita una descomposicién en un ni
mero finito de trozos de tal modo, que cada borde per-
tenezca a dos trozos exactamente, recibe ¢l nombre de
superficie cerrada. Como cada uno de los bordes de cual-
quier trozo pertencce a exactamente dos troz0s, no apa-
rece, por consiguiente, en las superficies cerradas bor-

libre — ningin limite —: por eso reciben tam-
bién las tales ¢ nombre de finitas. Un disco circular
1o s una superfice cerrada, pues descomponiéndolo en
un némero finito de trozos, aparecen siempre bordes que
petenecen a un 50l 11070, a saber: los bordes contenidos
en la circunferencia que limita el disco. Tampoco es una
superficie cerrada el plano. Verdad que cabe descompo
nerlo de tal manera, que cada uno de los bordes de los
trozos resultantes de la descomposicion pertenezea a exac-
tamente dos trozos — que no aparezca, por tanto,
gin borde libre (ningin limite) —: pero el nimero de
trozos habri de ser infinito; nimero infinito que va im-
plicado en Ia infinitud propia del plano. Por analogia
llimase cercado un espacio tridimensional, cuando cabe
descomponerlo de tal manera en un nimero finito de
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de_un axioma en la geometria que vamos comentando.

En lo que toca al fin de la geometsia axiomatica es-
triba éste en la elaboracion légica de las afirmaciones
designadas como axiomas. Dx los axiomas se sacan con-
secuencias; derivanse de ellos, por deduccién logica, otras
afirmaciones. las llamadas proposiciones. Asi, por ¢,
cabe deducir de ellos las conocidas proposiciones sobre
os tridngulos semejantes y Ia importante proposicien de
que en todo tridngulo la suma de los angulos interiores
es de 180°. Como las proposiciones no son sino conse-
cuencias de los axiomas, todo el fin de la geometria axio-
mitica viene a cifrarse en mostrar como en un sistema de
cosas llamadas puntos. rectas y planos, entre los cuales
median relaciones que satisfacen a los axiomas, gozan
también estas relaciones las propicdades enunciadas en los
teoremas.

Pero si bien el que los axiomas correspondan a ciertos
hechos del espacio de nuestra experiencia, o el que sean
conformes a una llamada intuicidn del espacio tuvo su
importancia, desde el punto de vista euristico, para llegar
2 formularlos, no Io tiene para la geometria axiomitica
como sistema completo. Si se la considera en este dltimo
sentido. Ia geometria va avanzando de teorema en teore-
ma mis bien independientemente de toda experiencia y
de toda intuicion. en forma puramente légica

Contempladas las cosas a esta Iuz la respuesta a la
a pregunta de: ¢Qué es para la geometria axiomitica un
espacio tridimensional? se formula como sigue;

Designase con el nombre de espacio tridimensional a
todo sistema de cosas cualesquiera, llamadas puntos, rectas
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criben en su mundo, arcos de circulo méximo y, por tanto,
prolongados suficientemente estos ultimos, lineas ce-
rradas.

Cabria pensar entonces que algiin dia nos sucederd
otro tanto a nosotros hombres. Como nuestro espacio
es cermado, esto s, como en ¢l los rayos luminosos s¢
comportan igual que las lineas geodésicas de un espa-

riemanniano cerrado, bien pueden, en circunstan-
cias dadas, retornar sobre si mismos. Quiere decir que
si enfociramos con nuestros telescopios el cenit, veria-
mos — en la inteligencia, claro esti, que aquéllos tu-
viesen ¢l suficiente alcance — detrds de todas las s+
trelas los rayos luminosos provenientes de los lugares
habitados por nuestros antipodas, esto es, a mitad de atrés
de nuestro mundo. Verdad que la percibiriamos, no
tal cual es ahora, sino como era en un pasado remotisimo:
hace 150.000 millones de afios, para ser exactos. En
efecto, ¢l didmetro de nuestro universo s, segin se cal
cula, de 150.000 millones de afios. luz por parte baja: los
rayos luminosos que llegasen a nosotros de la mitad de
atrds de la tierra deberian, pucs, haber sido emitidos hace
ese mismo niimero de aiios

Pero puede ocurrir algo mucho mis percgrino todavia
Vamos a consignarlo-como remate de estas reflexiones
sobre el espacio.

Consideremos en vez de Ia superficie esférica una cinta
de Mécbius. Originase ésta dindole una vuelta a una tira
rectangular de papel y pegando luego sus puntas, de mo
do, pues. que los dos extremos de cada una de las diago-
nales coincidan. Figurémonos ahora esta supeficie hal






index-58_1.png
58 JUAN THIRRING

muchos de los fendmenos de cuya consideracion parte 1a
fisica de los cuanta, no obstante su apariencia por entero
insignificante y salirse apenas de la esfera de lo obser-
vable, han obrado una completa revolucion e nuestro
sistema conceprual y llevado a a fisica a una especie de
callején sin salida, en que se encuentra todavia actual-
mente, y del que no saben como salir ni los mis grandes
cerebros de nuestra ciencia.

Como cjemplos de los conocimientos de la primera
clase consideremos las interesantisimas teorias que hemos
obtenido mediante ¢l estudio de los fenomenos radio-
activos. Las conquistas logradas en este terreno han con.
movido y precipitado en el absurdo uno de los dogmas
angulares de la fisica y Ia quimica, objeto de fe tan solida
hasta fines del siglo pasado, que ¢ que hubiese osa-
do dudar de él, habria atraido sobre si < ridiculo. “Los
clementos quimicos — asi reza tal dogma — son substan-
cias simples de peso atomico determinado; . en princi-
pio. no cabe transformarlos los unos en los otros”. Por
1o que sabemos hoy ambos asertos de esta ley son falsos.
En primer lugar, cabe transformar unos elementos en
otros: actualmente se conocen, fuera de las tres serics
transformativas radioactivas, otros tipos de transforma-
cion, que es dable suscitar artificialmente. En segundo
lugar, dista muchisimo de ser cierto que los clementos
sean substancias simples: la mayoria de ellos son mis bien
mezclas isotSpicas; constan de componentes de distinto
peso atémico pero de igual nimero de cargas nucleares
Uno de los dogmas cardinales de la quimica del siglo XIX
queda, pucs. tan rotundamente desmentido por las nuc-
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en dos planos, hay un punto ms, por 1o menos, en ambos
planos. Si ¢ es una recta y P un punto no situado en r,
hay en el plano que contiene a r y 2 P una paralela, y
una sola, a r que contiene a P, recibiendo aqui ¢l nombre
de_paralelas dos rectas situadas en un plano cuando no
existe ningin punto del mismo que esté a Ia vez en las
dos. El postulado dltimamente mencionado es ¢l famoso
axioma de las paralelas. ()

Ahora bien, a efecto de entender los demis conceptos
geomitricos es de gran importancia tener claramente pre-
sente que la geometria axiomitica versa tan poco como la
analitica sobre el espacio de la experiencia, que antes bien
aquélla no s nada mis que el sistema de todas las con-
secuencias. légicas de los axiomas. Pero mientras en la
geometria analitica del espacio tridimensional euclideo los
puntos, las rectas y los planos se definen como ternas de
niimeros y por ccuaciones lineales, y todas las proposi-
ciones se deducen de las definiciones mediante el cilculo,
en la geometria axiomitica no se dan ninguna clase de
definiciones de las palabras: punto, recta y plano. Por lo
tanto, en ella tiene uno entera libertad en cuanto  la in-
terpretacion de lo que sean el punto, la recta y ¢l plano.
Lo tinico que postula tal geometria son algunas relaciones
entre ellos, que han de satisfacer a los axiomas. nada mis.
Por cso, para la geometria axiomatica nada hay tan e
dente por si mismo que no haya de ser formulado expre-
samente en forma de axioma; a menos que quepa dedu-
cirlo de los restantes axiomas. Asi, nada es mis cvidente
para la intuicién que en una recta haya por lo menos dos
puntos. Verdad tan obvia, no obstante, s objcto cxpreso
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deo, sino Ia superficie esférica. Su mundo serd, pues, fi-
nito; a pesar de esto, y muévanse en la direccion que les
plazca, no arribarén nunca a sus linderos. Supongamos,
ademds, que en ¢ste mundo los rayos luminosos se pro-
paguen desde su fuente a 1o largo de las lineas mis cortas
existentes en su espacio: los arcos de circulo maximo.
Supongamos, también, que los seres superficiales sean
muy pequefios en comparacién con la totalidad de la esfe-
ra. En un principio — mientras sus exploraciones sobr:
a esfera permanezean circunscritas a un dmbito reducido
— nuestros seres superficiales serin de parecer que
en su mundo rige la geometria cuclidea bidimensional.
Parecer harto razonable, ya que, estudiados dentro de los
limites antedichos, los rayos luminosos y reticulos se
comportan como rectas y puntos de la geometria euclidea.
Y 1o que especialmente es de notar, es que para tales
seres supesficiales 1a suma de los dngulos interiores de los
tridngulos no se apartar sensiblemente de los 180°. Pero
no bien empiecen 2 dominar porciones mis amplias de
su mundo esférico, no tardarin en percatarse de la cur-
vatura de su espacio, o lo que viene a ser lo mismo, que
en los tridngulos mis grandes que los que estin habitua-
dos a considerar Ia suma de los angulos pasa de los 180°.
Mas no terminarian sin embargo aqui los justos motivos
de su asombro. Algo mis notable ain se les depararia. Y
es que un buen dia — cuando hubiesén aumentado hasta
tal punto el alcance de sus telescopios. que con ellos se pu-
diese abarcar su mundo todo — s¢ verian a si mismos. por
detris. en el fondo de aquéllos, en medio del mundo de su
experiencia! Y se explica. poraue 10s rayos luminosos des-
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fa. y otros por ¢ mismo estilo. Conceptos éstos a
los que puede asignarles. sin mis. un sentido ain ¢l
hombre ajeno a las especulaciones del fisico. Pero con
la marcha ascendente del grado de sutileza de los méto-
dos matemiticos de la fisica se fué viendo la convenien-
cia de acudir a otros conceptos derivados de los conceptos
bisicos elementales por operaciones matemiticas: produc-
to de abstraccin, pues. En el cuadro adjunto agrupa-
mos_alganos ejemplos. tomados al azar, de conceptos

sicos pertenccientes a los dominios parciales de la me-
canica, electricidad y la teoria del calor. Arriba estin
los conceptos bisicos elementales y yendo hacia abajo
los derivados por una abstraccion ulterior de los mis-
mos. A los téeminos por encima de la linea aun ¢l pro.
fano podrd_darles algin sentido: pero los colocados
debajo de ella, les resultardn vacios de significacion aun
a muchos que siendo cultisimos en otras materias no
tengan igual versacion en la fisica

MECANICA ELECTRICIOAD  TEORIA DEL CALOR
Velocidad Casa Temperatuss

Mas Encgia del ompo Cantidad de alor

Facezs Tensin Gilor sspaifico

Densidad Corriente Volumen crpeciico
Energi Resisencia Presén

Momento de inerdia Anticonducibiidsd  Poliropismo.

Tensor tensost | Opeeador de ressencia Adibatismo

Funcién de Lagrange Potencil vectorial  Cocficinte termodinimico
Funcién de Hamilton Vector de radisdién  Entopia

Integal de s acion Tensiones de Maxwell  Energi libee
Variable cndnica Impulso dol campo Potencales de Iy materis
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y planos, ligadas entre si por relaciones que satisfacen
algunos postulados fundamentales, los axiomas euclideos.
Y la geometria axiomtica es el sistema de todas las con-
secuencias [Sgicas de estos axiomas.

En cuanto a las relaciones en que se halle tal geometria
axiomitica con la geometria analitica examinada mis
arriba — primer problema que debemos resolver antes
de seguir adelante —, cabe formularlas asi. Por una parte,
Ias proposiciones que en la geometria axiomatica se pos-
tulan como axiomas, en Ia geometria analitica se demues
tran por cdlculo para los puntos, rectas y planos defi
dos por ternas de niimeros y ccuaciones lineales. Y por
otra, basindose en los axiomas de Ia geometria axiomi-
tica cabe demostrar como teorema que los puntos, rectas
¥ planos — no definidos por dicha geometria — son
descriptibles por ternas de niimeros y ecuaciones lineales.

Siendo esto asi, la geometria axiomatica y la analitica
aparecen como dos sistemas logicos equivalentes, o hasta
como dos modos diferentes de representar ¢l mismo siste-
ma Iégico. (1)

Al examinar 1o citados axiomas de la geometria eu-
clidea llama Ia atencién. por mis complicado que los
demis, ¢l de las paralelas. Por tal motivo, durante largo
tiempo se dié en sospechar si no seria posible deducirlo
quizé como teorema de los demis axiomas. Desde Eucli-
des hasta comienzos del siglo XIX los intentos de de-
mostrar este axioma se han renovado sin cesar. Pero todos
Tos esfuerzos han sido iniiles. Ha acabado por abrirse
camino la conviccién de que el axioma de las paralelas de
Euclides no puede deducirse de los demds axiomas: de
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La geometria cuclidea salia, pues, incSlume de la prucba;
en cambio, de arrojar la medicién de los éngulos una cifca
diferente de 180, hubiera quedado demostrado con ello
que 10 es esa geometria la que rige en la empiria. Claro
que, asi y todo, no cabia pronunciar la palabra defini-
tiva sobre este asunto. Por grande que sea un tridngulo
que tenga por virtices las cumbres d tres montaias, siem-
pre serd pequeiio en comparacion de otro cuyos vértices
sean tres estrelas fijas

Este problema queds relegado a segundo plano hasta
que lo convirtio en foco de sus meditaciones la teoria
de la relatividad general. En efecto, esta teoria mira el
espacio de la experiencia como riemanniano. Pero, segin
vimos, las relaciones métricas de un espacio riemanniano
recién es posible establecerlas una vez que se han clegido

de un_ modo determinado las funciones g, cosa que
puede hacerse de muchas maneras. En la teoria de fa re-
latividad se las clige de tal suerte, que las lineas geodé-
sicas determinadas por estas funciones coincidan con las
vias de los rayos luminosos y de los puntos de masa,
sujetas solamente a la gravitacion. Esto se consigue defi
niendo las funciones g, de modo que dependan de las
masas que se encuentran en el espacio, es decir, que para
un mismo punto del espacio varien los nimeros g,
cuando se acerca a ¢l una masa pesada. En momentos di-
ferentes fas funciones g de un mismo punto pueden.
pues, it tomando valores diferentes. A fin de comprender
exactamente esta variacion temporal, ¢l espacio trid
sional y el tiempo s¢ reunen en un espacio riemanniano
tetradimensional, que recibe el nombre de espacio-tiempo.
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puede sec independicnte de toda_experiencia. Variando
solamente en la geometria de Euclides el llamado axioma
de las paralelas, p. cj. se obtienen las geometrias que los
sabios hingaro Bolyai y ruso Lobatchefski establecieron a
principios de este siglo, geometrias que reciben el nombre
de noeuclideas. Lobatchefski, p. ej., sustituye el postulado
de las paralelas de Euclides por uno conteario: por un
punto se puede trazar varias paralelas a una recta dada.
En las geometrias no euclideas la suma de los dngulos
de un tridngulo es difecente de 1307, mayor en la geo-
metria eliptica y menor en la geometeia hipecbdlica o de
‘Bolyai-Lobatchefski.

Aborda Nobelin la geometria difecencial de las supec-
ficies, considerando la féemula general que da la distancia
entre dos puntos infinitamente proximos en una supecficie
y dando los valores particulares que toman los llamados
potenciales, sin entrar a considerac las relaciones que deben
existic entre éstos y las derivadas parciales cruzadas para
representar una superficie determinada, porque eso condu-
ciria a fSrmulas mds complicadas cuyo desarcollo o sittia
Fuera del objeto de la confereni

Define Nobelin las lineas geodésica, las superfices lisas,
la curcatura del espacio, la geometeia de Riemann para
el espacio de curvatura constante y las scis potenciales
que con las coordenadas en este espacio permiten esta-
blecer sus relaciones métricas; es decir calcular distancias,
dngulos, superficies, volimenes de cuerpos, etc.

Analiza Nobelin las relaciones de la teoria de la rela-
latividad general con una geometria de Riemann para el
espacio tetradimensional (espacio tiempo) curvo, en el cual
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y con ¢l andar del tiempo van cayendo en el olvido
Claro esté que no hay seguridad alguna que semejante
seleccion acierte siempre con lo justo. Es muy posible
que pase ante mis de una idea buena sin prestarle aen-
cién. Puede, asimismo, que muchos conceptos los vaya-
mos arrastrando con nosotros sélo por rutina como
conservamos en nuestras casas muebles fuera de uso,
porque estamos acostumbrados a tenerlos siempre ante
Tos ojos.

En resumidas cuentas, ¢l tino en la seleccion queda
librado al buen instinto que ha de poseer todo cient
fico. Y de los conceptos y teorias elegidos se mantendrin
en pie por largo tiempo los que realmente se presten para
describir los fenémenos naturales.

Pero sea como quiera, aciértese 0 no en la eleccion de
Tos conceptos, ¢l sistema integrado por dstos dltimos se
halla en constante evolucién. A medida que se va ensan-
chando la esfera de nuestros con
fendmenos naturales. deben ir poniéndose al servicio
de la teoria nuevos conceptos cada vez mis amplios
Mis amplios y. también, ms abstractos: puesto que la
experiencia ensefa que Ja complicacion de las teori
cha de la mano con el creciente grado de abstraccién de
Tos conceptos. Estos tienden a hacerse cada vez menos
intuitivos.

En los comienzos de I fisica tedrica, en los tiempos de
Galileo y Newton, haciase uso preponderantemente de
conceptos derivados de la intuicién y percepcion sensi-
tiva inmediatas. Citemos tan solo los conceptos de: velo
cidad, inercia, fuerza, masa. peso. trabajo. temperatu.
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de esas geometrias posee validez empirica. Dicho en otros
términos: Si en las proposiciones geomitricas reempla-
zamos las palabras punto, recta, linea geodésica, ic., por
otras que designan las corvespondientes entidades per-
ceptibles por via empirica — como ser: reticulo, rayo lu-
minoso, etc. — obtenemos un cuerpo de axiomas y teo-
cemas corroborable por la experiencia. Pues bien, tal cuec-
po de axiomas y. proposiciones ¢patrimonio de cudl de
las geometeias viene a ser?

Un ejemplo para aclarar lo dicho. Nos hemos impuesto
que una de las principales diferencias entre las geometrias
euclidea, hiperbélica y eliptica la constituye el valor de
Ia suma de los dngulos interiores de los triéngulos. Pues
bien, preguntamos: si hacemos corresponder 2 los vértices
¥ lados de los tridngulos, objetos sobre que razona el
ge6metra, objetos del mundo empirico y medimos Ia dicha
suma, zeudl de las tres geometrias resulta ser la cierta?
Consideremos, por ¢j.. un tridngulo trazado a regla sobre
un papel: la suma de sus dngulos puede verificarse expe-
rimentalmente, digimoslo asi, por medio de un transpor-
tador. Siempre resulta — salvo un margen de error — de
180°. Pero dijimos que también en la geometria para-
bélica la suma de los éngulos interiores de tridngulos
pequerios difiere poguisimo de 180°: solo en los tridn-
gulos grandes diverge considerablemente esta suma de los
180°. Por eso Gauss recurri para medir ¢l valor que
decimos 2 un tridngulo cuyos vrtices eran cumbres de
montafias y cuyos lados eran rayos luminosos. La diver-
gencia, hallada por Gauss, no superaba. sin embargo, el
margen de error que implica toda observacion empirica.
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conferencia anterior — los fisicos hallibanse firmemente
persuadidos de que, en lo esencial, su ciencia ya habia al-
canzado el téemino de su perfeccion. Dificilmente quedaba
ain a sus ojos algo de importancia capital por apren-
der. Solamente para los retoques de pormenor dejaban
¢l campo abierto. Pero la realidad no es una novela.
En la realidad, harto a menudo, cuando ya creemos
tocar el feliz desenlace, sobreviene de repente algin con-
tratiempo con ¢l que no contibamos y que nos agua ¢l
contenido final. Esto mismo hubo de acontecerles a
nuestros fisicos. En el momento en que ya se considera-
ban al fin de la carrera, Ias cosas tomaron de sibito un
giro por entero inesperado. Surgieron nuevas ¢ imprevistas
complicaciones. Una fucrte ansiedad invadié a los hom-
bres de ciencia por las cuestiones embarazosas que se
veian llamados a resolver. Y lo peor que ni aun hoy
vemos ninguna perspectiva de salida de este estado de
cosas.

La hora decisiva para los destinos de Ia fisica suena
cn 1895, como que en este afo se realiza, por C. W. Rén-
tgen, de Wiirzburg, ¢l memorable descubrimiento de los
rayos X. Las radiaciones sccundarias producidas por los
rayos catédicos son capaces de atravesar los cuerpos opa-
cos y de iluminar una pantalla fluorescente colocada de-
tris de ellos. Lo que este descubrimiento ha significado
para la medicina, huelga deciclo. Para la fisica ha sido
algo mis que un descubrimiento de valor decisivo. Ins-
taura en ella — gracias al impulso que imprime a la
investigacion fisica ulterior — una época completamente
nueva. En efecto, el descubrimiento de Rénigen despierta
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del concepto de espacio curvo. El que los rayos lumino-
505 s¢ comporten como lineas geodésicas, no hay por qué
interpretarlo, segin ellos, en el sentido de que ¢l espacio
sea curvo. El espacio es euclideo y lo que la experiencia
puede ensefar, cuando mucho, es que los rayos laminosos
1o son rectos, sino curvos. Algo de cierto hay en lo que
dicen: y es que efectivamente seria posible describir los fe-
némenos observados utilizando Ia geometria euclidea. i,
pero lo malo es que, de hacer la descripcion de acuerdo
con esta dltima, los rayos luminosos en vez de moverse
a 1o largo de las lineas mis cortas. lo harian a lo largo
de curvas complicadisimas: en contraste con las sencillas
y armoniosas frmulas de la teoria de a relatividad ob-
tendriase una fisica tedrica extraordinariamente compli
cada. Y aun cabria invocar otra cosa en favor de a teo.
ria de la relatividad. No hay absolutamente modo de
ejemplificar en el mundo de Ia experiencia los conceptos
que desempeian papel primordial en la geometria eucli-
dea. p. ¢j.: el de recta. En ¢l mundo de la experiencia
isico-astron6mica no se dan entidades que se hallen entre
si en las relaciones en que se hallan los puntos, rectas
planos de la geometria cuclidea. La teoria de la relatividad.
en cambio — y en esto estriba justamente uno de los pen-
samientos cardinales que le sirven de pauta — al ir des

ibiendo las relaciones que se observan entre los objetos
de Ia experiencia, no deja de acoger algunos de los prin-
cipales de entre estos ltimos en el seno de la geometria
puesta como base de la fisica

Otra de las afirmaciones de Ia teoria de la relatividad
que da lugar a no pocs falsas interpretaciones, cs Ia de
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Tal ramificacion y sutilizacion del sistema conceptual
de la fisica, que se ha cumplido gracias a que progresiva-
mente ha ido abandonindose ¢l terreno de la empiria v
remontindose a abstracciones cada vez mis altas, no tiene
nada que ver con la crisis de que venimos hablando. En
1as demis ciencias no ha dejado de verificarse idéntico pro-
ceso. En las matemiticas, en Ias otras ramas de las cien-
cias naturales fuera de la fisica, en la biologia y no
menos en las ciencias del espiricy — a flosofia, ¢l dere-
cho, la sociologia — ¢l sistema conceptual se va am-
pliando y sutilizando de mis o menos igual manera.

A cada una de estas ciencias cabria compararla con un
arbolillo que siempre estuviese produciendo nuevas ye-
mas y ramas: con su crecimiento vise asi complicando
mis y mis su ramazén. Y tampoco faltan en el drbol
de nuestro simil las ramas secas: son los conceptos ¢
hipdtesis reconocidos como ingiles:  golpes se los sepa-
1a del tronco y se los echa en ¢l olvido.

El crecimiento orginico del sistema conceptual de una
ciencia es un fenémeno por entero normal, y que se
prosigue aun en tiempos no crticos. Pero lo notable en
el desarrollo de la fisica en los Gltimos decenios. es que
el arbolillo se ha revestido de repente de formas raras. y
que ya no continia creciendo conforme a la misma linea
de antes: apartindose de ésta ha orientado su erec
por una nueva via

EI desenvolvimiento de la fisica por este nuevo ca-
mino se abre. en cuanto toca a la fisica experimental.
hacia ¢l afio noventa y tantos del siglo pasado. Alrede-
dor de 1895 — como ya lo sefald ¢l Sr. Mark en la
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‘mundo. Dependiendo las funciones g,, de las masas que
se encuentran en las cercanias de un punto, depende-
i también de ellas Ia trayectoria de las lineas geodésicas
determinadas por dichas funciones. Y como las lineas geo-
désicas coinciden con los rayos luminosos, siguese de esta
teoria que tampoco los rayos luminosos seguirin ¢l mismo
recorrido en las cercanias de masas pesadas que lejos de
ellas. Esto se confirmé en un todo, cuslitativa y cuan-
titativamente, por la observacién. Comprobést, en oca-
sién de un eclipse solar. que el rayo luminoso emitido
por una estrella fija se desvia en el campo de gravitacion
del sol. Y la consecuencia especial que de ello deriva ¢s
que en los tidngulos formados por rayos luminosos la
suma de los dngulos interiores dificre generalmente de los
180°, y que, por tanto. ¢l espacio de la experiencia ¢s
curvo. Pero 1o ¢s e50 todo. Dado que esa divergencia de
los 180° es mayor en las cercanias de grandes masas que
Iejos de ellas, siguese de consecuencia que en el espacio
de la experiencia rige, no solo Ia geometria cuclidea, sino
también la hiperbdlica y la eliptica.

Después de haber contestado mis arriba a la pregunta
de qué entiende €l matemitico por espacio curvo, con-
testemos ahora a esta otra: ;Por qué califica el fisico cl
espacio de la experiencia de curvo? Porque los reticulos,
105 rayos luminosos, etc., de la experiencia se comportan
del mismo modo que los puntos, las lineas geodésicas, etc..
de un espacio riemanniano curvo, en el sentido en que
entienden este dltimo las matemiticas.

Pero esta confirmacin experimental no disipa del todo
1as dudas de los no matemiticos sobre la plausibilidad
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Los procesos de dispersion, que estudia la primera, y los
de admision y dispersion, que estudia 1 segunda, no
cabe reducirlos a una misma raiz, si bien entre ambas
especies de fenémenos median conexiones estrechisimas.
Todas las tentativas hechas para borar este dus
¥ dejar triunfante una u otra de las concepciones en liti-
gio han resultado estéiles.

Pero mientras los hombres de ciencia citados se afanaban
empefiosamente de este modo en salvar el dualiemo sur-
gido en el campo de los fenmenos de radiacién, he aqui
que el francés L. De Broglie conchbe ol atrevido pensa-
miento de encararlo como. indesarraigable, como  algo
esencial y dado por la naturaleza misma, y que es preciso
trasladarlo al seno mismo de la materia. Las experien-
cias descritas mis areiba nos imponen la conviccion de
que no hay movimiento ondulatorio en que no se acuse
un cierto caricter corpuscular. De Brogli. inversamente,
postulaba que toda particula en movimiento tiene su tan-
fo de natwnaleza ondulatoria. En consecuencia, se ¢s-
forzé en precisar con mayor rigor las relaciones entre ¢l
campo ondulatorio y los corpisculos. Mientras que an-
tes de De Broglic era costumbre armigada estudiar tas
pequefas particulas errantes dentro de la mecinica cor-
puscular. nuestro autor, y mis tarde Schrodinger, idea-
ron para el caso una mecinica ondulatoria. De ser justo
este punto de vista, el contraste que establece la teoria
dlisica entre campo y materia quedaria borrado defini-
ivamente. A uno y otra habria que encararlos tanto con
el criferio corpuscular como con el ondulatorio.

La corroboracion experimental de las ideas de De Bro-
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1os unos sobre los otros. Esta mutua penctracion se deja
advertic especialmente en los fenémenos de dispersion
anomala. Verdad que por ser estos efectos levisimos no
resulta tarea fécil ¢ medirlos exactamente. Muchas y
fatigosas son las experiencias que ha habido que hacer
para lograr un conocimiento seguro acerca de este influ-
jo mutuo, entre las cuales merecen destacarse como dignas
de confianza, por el cuidado que se ha puesto en su
realizacin, las efectuadas por Larsson, en ¢l laboratorio
Sicgbahn de Upsala.

El estudio de los efectos de la dispersion ha condu-
cido a forjar una nueva teoria acerca de a estructura del
itomo, 1 cual en manos de los investigadores alemanes
Heisenberg y Schrodinger se ha convertido en estos dlti-
mos afios en una mecinica racional de los cuanta. Sobre
ella les informaré también el Sr. Thirring en la segunda
conferencia. Digamos tan solo aqui que la observacion
de los hechos hubo de llevar irresistiblemente al ani-
mo de los hombres de ciencias la conviccion de que
para lograr ¢l conocimiento acabado de un itomo no
basta atenerse a su estado presente. antes hay que pro-
Tongar la investigacion a Ia de todos sus estados posibles.
Como que estos estados posibles — virtuales —, sin
embargo de no haberse asomado para nada en ¢l irca
de 1o real, deciden absolutamente del modo de ser actual
del itomo de referencia

En suma, las numerosas experiencias efectuadas a ob-
jeto de decidirse por una u otra de las concepciones en
pugna: la ptica clisica y la de los cuanta. han ido
cavando un abismo cada vez mis hondo entre ambas,
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terizar ambién los clementos de otras multiplicidades.
Una mezcla de tres gases, p. ¢, queda inequivocamente
determinada por tres nimeros x, . 2, los cuales indican
que la mezcla contiene x unidades de volumen del
primer gas, y unidades de volumen del segundo y
unidades de volumen del tercero. Lo mismo si una per-
sona A, esti en relaciones financieras con tres personas
B. C'y D; la posicién financiera de A queda inequivo-
camente caracterizada indicando que B le adeuda x che-
lines, C y chelines y D z chelines. Si x, 0 2 fueran
negativos, significaria ello que no B, C y D le adeudan
a A dichas sumas, sino que, al revés, A s las adeuda a
cllos.

Lo que distingue al espacio de la experiencia de as
demis multiplicidades descriptibles mediante coordena-
das, es que ciertas formas suyas — como lineas, super-
ficies planas, etc. — son de particular interés. Para cual-
quier punto de wna superficie plana bastan las coorde.
nadas x, y, z — cabe comprobarlo efectuando la medi
cién —, de una ccuscion lineal, es decir, de una relacion
de la forma: ax + by + cz + 1 = 0, cuyos coeficien-
tes a, b, ¢ son iimeros constantes iguales para todos los
puntos de la superficie plana, o, generalizando, de una re-
lacién de la forma: ax + by + ¢z + d = 0 cuyos co-
cficientes a, b, ¢ y d estin incquivocamente determina-
dos, salvo un factor comiin, por la superficie. Las co-
ordenadas de los puntos de una linea recta satisfacen 3
dos de tales ecuaciones lincales

Estos hechos han dado pie para forjar los siguientes
conceptos puramente matemiticos,
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para citar solamente algunas de las més simples de entee
cllas —, la de que un plano y una recta no situada en
ella tienen a lo sumo un punto comiin; el método para
calcular las coordenadas de este punto de interseccion va-
Tiéndose de s ecuaciones del plano y de a recta; la de-
mostracion de que dos puntos determinan inequivocamen-
te una recta que pasa por ellos, etc

A fin de entender los conceptos matemiticos, s de
gran importancia tener claramente ante los ojos lo s
guiente. ~ Sin duda que el llamado valor intitivo — en
que tan a menudo se insiste — de los citados conceptos
de Ia geometria analitica ha desempeiado relevante pa-
pel para su hallazgo y descubrimiento; pero una vez que
ha alanzado su plena madurez, la geometria analitica
no se ocupa mis del espacio de la experiencia o digase
intuitivo, sus formas parciales y relaciones reciprocas,
sino exclusivamente de las. entidades aritméticas: 1as
ternas de nimeros, los conjuntos de tales ternas y las
relaciones que los

Siendo esto asi, nuestra respuesta a la pregunta pre-
liminar de. ¢qué significa paa la geometria analitica el
espacio_teidimensional, euclideo? es como sigue

Para la geometcia analitica el cspacio tridimensional
eulideo es el conjunto de todas las ternas de rimeros en el

cual a cada dos ternas x, y, 2 y X', . 2 le corresponde

el ndmero Y —x)® F (G—4)= T (2—2)7 como
distancia, y en el cual se definen ciertos conjuntos parcia-
les, como planos, rectas y las relaciones entee ellos. La
geometria analitica del espacio tridimensional euclideo
es el sistema de todas las consecuencias de estas defin-
ciones.






index-134_1.png
14 JORGE NOBELING

El sistema de todas las ternas de nimeros x, g, z se
llama un espacio tridimensional euclideo; cada terna mis-
ma se llama punto de este espacio. Si x, . z y X, 4/, 7
son dos puntos, ¢l nimero

+ V=) + —v)* + =2

recibe ¢l nombre de distancia entre cllos. Los diver-
sos nimeros x, y. z, 6 llaman también las tres co-
ordenadas cartesianas rectangulares del punto (terna de
nimeros) x, . z. Todo conjunto consistente en todos
los puntos x, g, , cuyas coordenadas satisfagan 2 cua-
Iesquiera cuatro nimeros constantes a, b, <, d de la ecua-
cion lineal ax + by + ¢z -+ d = 0 s¢ llama plano. Dos
planos que tengan por ecuaciones ax + by + ¢z + d = 0
Y @x + by + ¢z + & = 0, respectivamente, se dicen
paalelos, si los coeficientes de estas tltimas se hallan I
gados por la relacin: a: b: ¢: d = @ s ¢ ' La
interseccion de dos planos no paralelos, esto . de los
conjuntos de todos los puntos cuyas coordenadas satis-
fagan a la vez a dos ecuaciones lincales, se llama recta.
Dicese que dos formas G y G’ son congruentes, cuando
pucden copiarse la una sobre Ia otra conservando fiel-
mente las distancias, queremos decir, cuando a cada punto
de G se le puede hacer corresponder de tal modo un
punto de G, que entre cada dos puntos de G medie Ia
misma distancia que entre los dos puntos que se les hace
corresponder en G

Designase con el nombre de geometria analitica al sis-
tema de todas las consecuencias de estas y otras parecidas
definiciones. Sirvan de ejemplo de tales consccuencias —
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En los iltimos decenios la fisica ha ido sacando a luz
el rico material de nuevos hechos — en parte inespe-
rados — acerca de los cuales les ha informado a Vds.
el Sr. Mark en la primera conferencia de este ciclo. Lo
que nos proponemos indagar en la de hoy. s qué mo-
dificaciones ha sido preciso introducir en ¢l sistema con-
ceptual de la fisica, a fin de capacitarlo para dar razn
de estos nuevos hechos. Verdad que por ser tema éste
de an vastas proporciones tendremos que  circunseri-
bimos a una exposicion llena de lagunas. Lo que, en ¢l
mejor de los casos, podsé ofrecerles a Vds. serd como
un esquema salido de manos de hbil dibujante: cuatro
trazos que sealen los rasgos mis pronunciados del
asunto. Los matices habran de perderse por fuerza.

Unas palabras ante todo sobre ¢l significado de sis-
tema conceptual de la fisica

Damos este nombre al conjunto de los términos de
que hace uso Ia fisica tedrica: fuerza. impulso, velocidad.
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del plano. en a cual los puntos se explican por pares de
nimero x, ¢ u. llamindose x ¢ y coordenadas cartesianas
rectangulares: y en la cual la recta se define como con-
junto de todos los pares de nimeros x, y que satisfagan
3 una ccuacion lineal ax | by + ¢ = 0, mienteas la
distancia entre dos puntos x, g y ', ¢/ viene dada por ¢l
niimero |/ (x—x)*F (x—y)*Por lo demis. una vez
en posesion de una geometria analitica del espacio tridi
mensional, se ve que es dable obtener 1a del plano, ana-
Iando una de Ias coordenadas z, por ., en las formulas
de aquélla: esto cs, pasando a estudiar qué es o que ocurre
cn el plano de un espacio tridimensional

Definese anslogamente ¢l espacio teteadimensional eu-
clideo, diciendo que es el conjunto de todas las cuaternas
de niimeros x. y. z, u, designindose cada una de tales
cuaternas de nimeros como un punto del espacio tetra-
dimensional y correspondiéndole a cada dos de tales pun-
tos, es decir, 3 cada cuaterma x, v, 2. w y X, ' 7, W,
como distancia el nimero | (—¥)7 - (5—9)7 F
T =2)7 + (@—d)% Los nimeros x, y, z, y u
mismos llimanse las coordenadas cartesianas rectangula
res del punto (custerna de nimeros) x. v, z, . En la
geometria bidimensional el conjunto de los puntos cu-
yas dos coordenadas satisfacen 2 unaecuacion lineal,
designase como recta. En la geometria tridimensional oI
conjunto de los puntos cuyas tres coordenadas satisfacen
a una ccuacion fincal se llama plano, recibiendo en la
misma el nombre de recta el conjunto de los puntos cuyas
tres coordenadas satisfacen a dos ecuaciones lincales. En
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duda que para alcanzar tal resultado ha habido que luchar
de recio y por largo tiempo: pero a la hora presente ya
podemos dar Ia lucha por terminada. No ocurre, por des-
gracia, lo mismo con las experiencias tendientes a poner
al descubierto Ia estructura de Ja materia o Ia de la radia-
cion, y que han mostrado ¢l caricter doble de todos
los fendmenos de propagacion de energia. Ni aun hoy
hemos llegado a reducirlas a un sistema claro y al abrigo
de contradicciones.

Pero sobre los esfuerzos hechos por la fisica teorica en
esta direccin, asi como sobre los conceptos y métodos de
cilcalo que, en su constante afén por acercarse mis 2 los
hechos, ha ido excogitando a raiz de cada nuevo descu-
brimiento, va a informarles a Vds. en Ia siguiente confe-
sencia el Sr. Thirring. 2 quicn cedo la palabra,
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() Para una exposicién mis 3 fondo v.. p. <3. los Fortschrtte
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Hecha esta dilucidacion, encarémonos con los concep-
tos cuyo campo de aplicacion cae fuera del espacio tri-
dimensional, en primer lugar con los del espacio tetea
¥ polidimensional.

Desde lucgo que Ja descripcion mediante, coordenadas
no se circunscribe a los casos en que se necesitan justo
tres coordenadas. Los ejemplos de mezclas de gases y de
cilculos con sumas de dinero nos han patentizado que
1o s forzoso que asi ocurra. En vez de mezclas con tres
gases, pueden considerarse mezclas de cuatro, cinco ©
mis gases, y canacterizar inequivocamente cada mezcla
mediante cuatro o, respectivamente, cinco o mis nime-
105, Parejamente, cabe determinar inequivocaments a cudn-
to asciende la fortuna de una persona que se halle en
relaciones financieras con tres, cuatro, cinco o ms perso-
nas, mediante cuatro o, respectivamente, cinco o mis
niimeros.

Eso lo lleva a uno a pensar que se deba hacer otro tanto
con los conceptos geomitricos. s decir, libertarlos de la
terna de las tres coordenadas, y desenvolverlos para cua-
tro, cinco o mis dimensiones. Y este pensamiento le acude
2 uno a la mente con tanto mds motivo, cuanto que cabe
muy bien desarrollar una teoria que opere con pares de
nimeros al lado de la geometria analitica del espacio
ensional. ¢ histéricamente hasta se Ia ha desarrolla-
do— bajo ¢l nombre de geometria bidimensional euclidea
© geometria del plano euclideo, — antes de la de espacio
tridimensiona'. Aun en la actualidad, por razones peda-
gégicas. acostimbrase en la ensefanza hacer preceder ¢l
estudio de la geometria del espacio tridimensional por la
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Este amplisimo margen de libertad de que goza la
fisica en la cleccion de sus sistemas conceptuales trae
consigo 1a siguiente notable sitvacion, que habria que
tener mis presente de lo que en realidad se tiene. La
fisica — que se ocupa de los fendmenos de la naturaleza
inanimada; de las interacciones de la fuerza, la materia,
la radiacidn, etc., — es, por su objeto, una especie de
ciencia universal. En igualdad de circunstancias un mis
mo fenémeno fisico debe verificarse, no sdlo en América
como en Eutopa, sino también, en cualquiera de los
més remotos astros que pueblan el universo y exacta-
mente de la misma manera que en la Tiern. Pero
esta universalidad, esta validez cosmica. se reficre a los
fenémenos naturales. y 1o a la ciencia de ellos; a los ob-
jetos que estudia la fisica, y no a ésta como cuerpo de
doctrinas,

La fisica como cuerpo de doctrinas es ciencia eminen-
temente humana, de rasgos antropomérficos. Cabe per-
fectamente en lo posible que su validez no se extienda
a todo ol universo. Si hay otros planctas habitables
fuera de la tierra — hipdtesis bastante plausible, dadas
los 10%, mis o menos, de estrellas fijas diseminadas
en ol universo —, y hay en ellos seres vivos cuyo des.
arrollo espiritual sea parccido al del hombre, s proba-
ble que cada uno de estos mundos se haya forjado su
propia fisica, muy distinta de la nuestra. Tan distinta
que ni imaginarla podemos, ya que nunca lograremos
desprendernos del todo de as nociones primordiales que
se nos van inculcando desde la infancia. y que acaban
por tomar firme arraigo en nuestro espirita. A lo sumo,
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tecnas de nimeros, de sus hiperplanos, planos y rectas
mediante ecuaciones lineales y de la distancia de sus pares
de puntos mediante la férmula indicada,

Mas antes de proseguir, vayan unos cuantos ejemplos
de los resultados que ha dado por fruto la geometria tetra-
dimensional. ()

En el espacio tetradimensional dos planos tienen cn
general — conforme se demuestra — un solo punto co-
min (cuyas coordenadas pueden calcularse si se conocen
1as ecuaciones de ambos planos) , contrariamente a o que
ocurre en el espacio tridimensional, en el cual — es bien
sabido — dos planos que tengan un punto comiin se
cortan segin una recta. En cambio, cabe demostrar que.
o mismo que en la geometria del espacio tridimensional,
también en ¢l espacio tetradimensional por dos puntos
pasa una recta y una sola. Otras de las cosas de que se
ocupa 1a geometria tetradimensional es el cilculo del vo-
Tumen de cuerpos tetradimensionales. enumeracion de to-
dos los cuerpos regulares, esto cs, de los que gozan de
ciertas propiedades de simetria, etc.

Al modo como de las férmulas de la geometria tridi-
mensional euclidea se obtienen las de la geometeia plana
anulando una coordenada, asi de las formulas de la
geometria tetradimensional euclidea se obtienen las de 1a
geometria. tridimensional anulando una de las coorde-
nadas. Con respecto al espacio tridimensional se halla,
pues, ¢l espacio tetradimensional en la misma_relacién
que aquél respecto al plano. La dnica diferencia esencial
entre el espacio tridimensional y ¢l plano consiste en que
en el primero se tiene mis libertad de movimiento que en
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temperatura, entropia, energia del campo, superficie on-
dulatoria. cociente de refraccion, induccion, etc. Voca-
bulario éste tan imprescindible para el fisico para describir
exactamente los fenémenos del campo de su_ especiali-
dad, como o son para nosotros las palabras del idioma
comin para hablar sobre cualquier asunto de la vida
diaria.

Y si vamos al caso, ¢l objeto dltimo de la fisica no
consiste sino en llegar a establecer relaciones entre estos
diversos conceptos. Asi, por cjemplo, 1a ley fundamen-
tal de Ia mecinica — la de Galileo-Newton — cabe ex-
presarla del modo siguiente: El producto de la masa
de un cuerpo por su aceleracion es igual a la fuerza que
actia sobre él. Y el principio de conservacién de Ia energia
de la mecinica: La suma de las energia cinética y potencial
s constante en un sistema aislado, etc. Por consiguiente,
10 que se llama leyes naturales, no son mis que férmulas
que expresan el enlace de los diversos conceptos fisicos. Y
es deber del fisico elegir tales formulas de manera que
traduzcan lo mis correcta y exactamente posible los fend-
menos, y 2 Ia vez que sean las mis simples. Por lo demis,
al elegir los conceptos que intervienen en tal descripeion
el fisico no s ve obligado a sujetarse 2 alguna regla
que le sea prescripta de antemano. Y digamos mis
hasta esti en su derecho de forjirselos como se le antoje.
Si Ia expericncia confirma sus conceptos y las leyes for-
muladas con su ayuda, unos y otras se incorporaran al
acervo de los conocimientos scguros. En caso contrario.
ya se encargard el tiempo de ir desarraigandolos p:
namente del campo cientifico.
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Ia geometria_tetradimensional, en cambio, designase al
conjunto de los puntos cuyas cuatro coordenadas . v

acen 2 una ecuacion lineal ax + by + cz +
4 du + ¢ = 0 como hiperplanos al conjunto de los pun-
t0s cuyas cuateo coordenadas satisfacen a dos de tales ccua
ciones lineales como plano, y al conjunto de los puntos
cuyas coordenadas satisfacen a dos de tales ccuaciones li-
neales, como recta.

Respondamos, pues, 2 la pregunta: ¢(Qué se entiende
en geometeia analitica por cspacio. tetradimensional eu-
dlideo?

Para la geometeia analitica el espacio teteadimensional
1o es sino el conjunto de todas las cuaternas de nimeros,
habiéndose de definic de un modo dado la distancia entre
cada dos de tales cuaternas, los hipecplanos, los planos y
las rectas mediante ecuaciones lineales.

Sobre ¢l espacio de la expsriencia o intuitivo la geo-
metria tetradimensional no afirma nada. Pero qué, jno
hemos visto que dicho espacio tampoco ¢s objeto de 1
geometria tridimensional euclidea? Asi como la geometria
analitica del espacio tridimensional euclideo no cs nada
mis que un sistema de consecuencias logicas de ciertas
definiciones — Ia del espacio tridimensional como conjur:
to de todas las temas de mimeros y la de los planos
y rectas por ecuaciones lincales —. asi a la pregunta de:
‘qué es la geometria. tetradimensional? cabe responder
anilogamente?

La geometeia teteadimensional euclidea es el sistema de
fas consecuencias Iogicas de las citadas definiciones de cs.
pacio teteadimensional como conjunto de todas las cua:
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el segundo. Vamos a aclararnos esto, no con el espacio
tridimensional euclideo mismo de todas las ternas x, ¥, 7,
0 con el espacio de la experiencia, descriptible mediante
tres coordenadas: en el cual, por tanto, es dable seguir
todos los movimientos geométricamente, es decir, tradu-
cirlos en 1as formulas de la geometria analitica

Figurémonos un plano del espacio tridimensional po-
blado por seres bidimensionales ligados al plano. La for-
ma de tales seres seria, puss, como la de nuestras sombras.
o cosa asi. Sus casas semejarian los planos de las nuestas:
sus armarios tendrian forma de rectingulos: las paredes
de los armarios serian los lados de los rectingulos. Ima-
ginemos ahora que denfro de uno de tales armarios per-
tenecientes a nuestzos seres superficiales se halle encerrado
un objeto.

:Cémo se las arreglarian para sacarlo de alli? Slo
abriendo el armario, esto es, apartando, haciendo girar o
agujereando una de sus paredes. De otro modo les seria
imposible. Imposibilidad ésta que no subsistiia sin em-
bargo para un hombre tridimensional que dicse en ob-
servar este mundo plano, que para ¢l acaso ocuparia
plano X. Y de su sistema de coordenadas (¢l plano en ¢l
cual z = 0. Como que tal ser tridimensional podria
sacar sin esfuerzo ol objeto del armario sin ni siquicra
tocar las paredes de éste dltimo, y transportarlo lucgo
a cualquier lugar del mundo plano. La geometria ana
Titica tridimensional permite seguir fase por fase Ia ope
racién requerida para cllo. El observador tridimensional
no tendria mis que levantar ¢l objeto que hubicse de ser
transportado por encima del plano que sirve de habit.
cién a los seres supeficiales; es decir, si. por ej., X, §
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Agrega: la intaicién no es — como queria Kant — un
medio de conocimiento puro y aprioristico. Engéndrase
con la fuerza de la costumbre que, a su vez, tiene por
madre a la pereza mental.

La cuarta conferencia, de Georg Nobelin tiene por ti-
tulo “La cuarta dimension y el espacio curvo” y trata
un tema ya estudiado por oteos autores, especialmente por
Heney Poincaré en su libro “La Ciencia y la hipdtesis”.

Empieza poe definic el espacio euclideo bidimensional
paca seguic al polidimensional caracterizados por (a inva-
riante distancia entee dos puntos, cuando se efectia una
teansiormacion lineal de las coordenadas. Considera No-
belin esta custion bajo el punto de vista de la geometria
analitica pura, sin vincular los problemas de posicion con
los cambios de estado fisico. Considecando el espacio te-
tradimensional, p. cj., lo define como una consiruccidn
Iégica independiente de toda experiencia y a la geometria
euclidea corcespondiente, como sisterma de consecuencia
Légica de ciertas definiciones: hiperplanos, caracterizados
por una ecuacicn lineal de cuatco coordenadas ariables
que definen la posicion variable el punto: planos. que
tienen por ecuacion la que resulta de la anulacicn de una
de las coordenadas en la ccuccicn del hipeeplano:
cectas y puntos, determinados por dos y tres planos res-
pectivamente.

Demuestea que la geometcia es simplemente un siste-
ma_de consecuencias (Sgicas que se obiene previa defi-
nicidn de ciertos entes (p. ¢j. puntos, rectas y planos) ¥
de ciertos axiomas sin conteadiccion. Depende de la natu-
caleza de estos axiomas el cardcter de la geometeia, que,
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atorio de los electrones sometidos a un ri
© ()

Tal es ¢l mis reciente de los pasos hacia adelante dados
por la fisica experimental en estos dltimos afios. Y no
s¢ ha dejado por cierto de elaborarlo en las mis variadas
direcciones. Se ha venido a comprobar que no sélo los
clectrones susceptibles de ripido movimiento tienen ca
ricter ondulatorio, sino_también los fones y hasta los
itomos y moléculas. Utilizando para el estudio de la
accién reciproca cristales. y hasta simples mallas de vidrio
o de metal rajadas, los iones, dtomos y moléculas dan
Iugar a fenémenos de interferencia.

Merced a estas investigaciones, que a veces ofrecen gra-
ves dificultades, llevadas a cabo sobre todo por Kirch-
ner, Rupp., Thomson, Trillat y sus colaboradores, asi
como O, Stern, se le ha abierto definitivamente camino a
a teoria ondulatoria para que pueda penetrar en ¢l seno
de la mecinica corpuscular. Mereed 2 ellas también ¢l
dualismo que Einstein introdujera en la éptica. se ha ex-
tendido a la mecinica de los puntos de masa en movi
miento

lo movimien-

Para terminar, resumamos en dos palabras lo que he-
mos ido exponiendo a lo largo de nuestra discrtacion.
Los conceptos y sistemas de ccuaciones forjados por 1a
isica clisica par interpretar cuantitativamente los resulta-
dos de las experiencias no hallan aplicacién en una secie de
casos que han dado como fruto as recientes observacio-
nes. El experimento de Michelson, y otros por ¢l mismo
orden que no hemos mencionado, entran holgadamente
en el marco de Ia teoria de la relatividad restringida y en
el de Ia general, estrechamente enlazada a la primera. Sin
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son las dos coordenadas del obiéto en ¢ mundo plano.
mover el objeto de modo que en ¢l mundo tridimensional
llegue a tener por coordenadas ¥, u, z (z crece de 0 a
1(*)) A continuacion deberia desplazar el objeto en ¢l
mundo tridimensional a 1o largo del plano z = I hasta ol
punto , ¢, 1. Por ltimo, deberia volver a colocar el ob-
jeto en ef mundo plano, haciéndole recorrer 2 tal efecto
los puntos X, ¢, z (z decrece de 1 a 0). A los ojos de los
seres planos, a cuya observacion directa solo es accesible su
plano, ese fenémeno apareceria como una repentina des-
i6n del objeto del armario, y como una no menos
repentina reaparicion del mismo fuera de aquél
O si no supongamos que los seres planos tuvieran dos
manos que fucsen cada una de ellas como el reflejo en un
espejo la una de fa otra — segin sucede con nuestras
manos —, y cuya forma fucse como a sombra que pro-
yectan estas ltimas. Los guantes, que entre nosotros —
gente de tres dimensiones — son de picles finas, casi sin
espesor, y cuya forma es igual a la de nuestras manos,
se reducirian entre los seres planos a un hilo fino, casi
sin ancho, cuya forma dibujaria fielmente los contornos
de sus manos planas. Y nunca podria un ser plano meter
Ia mano derecha en un guante de la mano izquierda —
3 n0 ser que lo diese vuelta al revés —, como nosotros
no podemos hacerlo con nuestros guantes; pues no
habria en el mundo plano movimiento alguno capaz de

(*) U suponer, porque 2 pude crecer de 0 3 cuslauicr i
mers finito, debiendo Luego desess — 3l volvee 3 colocar el abjeto
'l plono — en igual valor. (N. del T.)
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guardan estrechisima conexion con tal indice, el cual
puede decerminarse también experimentalmente, si la me-
dicion se efectia por la sitvacin de los puntos de inter-
ferencia, siempre que las medidas se hagan con la sufi-
ciente exactitud.

Si Ia frecuencia del rayo incidente se aproxima a 1.6,
queremos decir, al punto en que. de acuerdo con a fi
gura 2, ¢l cuerpo absorbe de repente los rayos y empieza
a emitir fotoelectrones, el indice de refraccion presenta
anomalias parecidas a las que suelen observarse en la
luz visible. No obstante, mientras que de estas tlti-
mas cabe dar cabal razén sin necesidad de traspasar los
linderos de la teoria ondulatoria, en ¢l caso de los rayos
X tropezamos con el escollo — ya lo hicimos notar mis
ariba — de que los procesos de absorcidn son aqui de
indole cudntica.

Con ser pocos los dtomos que absorben los rayos, y
con estar regulada seguramente en ellos esta absorcion
por un mecanismo cudntico, no deja, con todo, de in
fluic aquélla en los fenémenos de dispersion admitidos
por la teoria clisica: dispersion que tiene lugar no sola-
mente en los pocos dtomos que absorben los rayos, si
no. como lo patentiza ¢l pronunciado caricter de los
fendmenos de interferencia, en todos los itomos.

Quiere decir entonces que los procesos de dispersion, es-
tudiados por la teoria clisica, y los de absorcidn. objeto
de a teoria de los cuanta, no son independientes entre
i antes por ¢l contr entre ellos estrechisimo
1azo de parentesco. A despecho de la aparente diversidad
de sus naturalezas, ejercen manifiestamente mutuo influjo
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en el caso de ser curva la superficie; y la curvatura serd
tanto mis pronunciada, cuanto mas difiera de 180° Ia
suma de dichos ingulos.

Por superficie lisa entiéndese en la geometria diferencial
el conjunto de todos los puntos x, g, z, que satisfacen
a una relacion £ (x, y, 2)= 0, siendo f na funcién
diferenciable con respecto a cada una de las tres variables.

En particular, si f es una funcién lincal, esto es, si 1a
relacién que define la superficie es de la forma: ax-+by
~hezd = 0. la superficie lisa es un plano. Toda super-
ficie lisa posee en cada uno de sus puntos — gracias a la
presupuesta diferenciabilidad de la funcion f que la de-
fine — un plano tangente; cosa que no ocurre necesa-
riamente en el caso de las superficies no lisas, definidas
por funciones del tipo £ (¥, y, 2,) = 0 continuas, pero
no diferenciables. Tales superficies continuas pueden ca
recer de planos tangentes, no de otro modo como también

en ¢l plano — de acuerdo con el anlisis hecho por el
Sr. Hahn en su conferencia — hay curvas continuas sin
tangentes

Una superficie lisa cabe describirla a trozos mediante
dos coordenadas. Queremos decir lo siguiente: alrededor
de cada punto de la superficie es dable limitar de tal ma-
nera un pequeiio trozo de superficie, que a cada punto
de este Gltimo puedan hacérsele corresponder como coor-
denadas dos nimeros «. v. coordenadas que, a pesar
de la pequeiiez del trozo, diferivin para cada punto del

Todo punto del trozo tendrd, pucs. como coordenadas
un par de ntmeros. Pero claro que la inversa o se veri-
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las lineas geodésicas son las trayectorias de los rayos lu-
minosos y los potenciales dependen de las masas que se
encuentran en el espacio y termina aclarando qué debe
entendecse por ateibuic a nuestro espacio la cualidad de
sec cerado, es decie ilimitado y finito.

La quinta conferencia de Karl Menger sobre el tema
“La nueva Idgica’ s la mis extensa y, por esto mismo,
estudia el tema con gran profundidad. Constitaye una
sintesis interesantisima de la evolucion de la légica desde
su fundacion, atribuida a Aristdteles, hasta nuesteos dias
Analiza rdpidamente la teansformacicn de la légica, desde
la fomacion aristotélica de los silogismos, las ampliacio-
nes en la Edad media y los principios fundamentales de
identidad, conteadiccidn y tercero excluso.

Analiza las ideas de Leibnitz y Kant y sefala ef cardter
de la crisis que experimentd la Iogica como consecuencia
del progreso en el conocimiento matemitico, dando origen
a la llamada_logistica que emprendid la reconstruccion
de la ogica. Estudia las difecentes fases de esta reconsiruc-
ci6n mediante los calculos llamados de clases, de proposi-
ciones y de funciones, que no alteran sustancialmente la
Iogica antigua y la ampliacién fundamental que la alera
de estudiar relaciones entre las proposiciones y clases de
clases, clases de clases de clases, etc., conceptos que tienen
netamente su_ origen en la matemitica.

Estudia Menger la profunda crisis sufcida por la lo-
gistica, a principios el siglo actual, al descubrirse nume-
cosas paradojas, como consecuencia de sus estudios, dando
ejemplos claros de ellas, y las establecidas por el célebre
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cligen para u, v las coordenadas cartesianas del sistema
carssiano rectangulae ¥, y, en ¢l cual la distancia entre
dos puntos %, y y ¥, ¢ es igual 2 la raiz cuadrada de
la expresion (x—¥)* + (y—y/)* las tres funciones
g (%), g (%, U), g (%, u) se hacen constantes,
esto es, son iguales para todos los puntos x. y de la su-
perficie: valen 1, 0 y 1, respectivamente. El arco geodé-
sico que une dos puntos x, y y ¥, ¥’ es en este caso el
segmento entre los dos puntos cuyo largo es igual a la
distancia de los mismos, esto es, es igual a
V=7 + v—v)*

y esta es la raiz de la expresion para los puntos
XU,y X, o/, s se tiene en cuenta que

gu (5. y) =1 gz (x.9) = 0,92 (x.0) =1

Pastiendo de Tas funciones gn (w, v), 022 (u, ©)
g (4, v) de una superficie cabe formar una funcion
R (. v). llamada la curvatura de la superficie en el punto.
4, v, cuyos valores difieren tanto mis de 0, cuanto mis
dificre de 180° la suma de los ingulos interiores de los
tridngulos formados por lineas geodésicas de dicha su-
perficie. Para cualquier punto del plano el valor de 1
curvatura k (4, v) ¢s 0; para cualquier punto de una
superficie esférica de radio r 1 k (u, v) vale =%, En gene-
£al en las superficies en Ias cuales la curvatura ds constante-
mente positiva Ia suma de los éngulos interiores de tridn-
gulos formados por lineas geodésicas de aquélla es mayor
que 180", En cambio. cn las superficies de curvatura ne.
gativa dicha suma s menor de 180"
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fica: 10 a todo par de niimeros le corresponders un punto
del trozo. Para introducir tales coordenadas en un trozo
de superficie se puede proceder, por ¢j., asi: se proyecta
éste sobre un plano situado convenientemente — sobre un
plano tangente al trozo, pongamos por caso —: se pasa
luego a describir este plano mediante dos coordenadas:
¥ por fin, se hace corresponder a cada punto del trozo
de superficie las coordenadas u, © de su proyeccion en cl
plano.

‘Gauss hallg que, describicndo de este modo un trozo
de superficie mediante dos coordenadas, cabe hacerle co-
eresponder a cada uno de sus puntos u, v tres nimeros

gn (4. 0). e (), gss (. ) — las tres funciones
dependientes de u, v. pues al variar éstos varian ellos en
consonancia —. tales que con su ayuda es dable expresic

para la superficie todas as relaciones métricas arriba
consideradas: largo de arcos, magnitud de ingulos, ireas
En particular, si s consideran dos puntos u, v ¥ o, '
de Ia superfici suficientemente préximos entre si, ¢l largo
del arco geodésico que los une diferird muy poco de la
raiz caadrada de Ja expresion:

an (0 0) (=) 4 2012 (u, 0) - (u—) . (0—0)
+gm (w0) . (6—0)?

Y Ia diferencia es muy pequefia, no s6lo en ¢l sentido
de que en este caso son muy pequeios fanto el arco
geodésico como la raiz cuadrada de la expresion su-
somentada. sino incluso en el sentido de que el cociente
del primero por la segunda se acerca mucho a 1. En
particular, si I superficie considerada es un plano y s¢





index-164_1.png
164 JORGE NOBELING

cuyas lineas geodésicas lo son a la vez del espacio M.
Esta superficie S tiene en ¢l punto x, y, z una curvatura,
Ahora, si ¢l espacio M posee la propiedad de que esta
curvatura sea sicmpre un niimero constante k — elijanse
como se quiera ¢l punto x, y, 7 en el espacio y la su-
perficie geodésica S que o contiene a aquél —, el espacio
M recibe ¢l nombre de espacio de curvatura constante k.
En particular, si el espacio riemanniano es ¢l espacio eu-
clideo, la curvatura es igual a 0, ya que en este caso las
superficies geodésicas son planos. Al contrario, bajo ciertos
sencillos presupuestos un espacio riemanniano de curva-
tura nula es un espacio euclideo en el cual las lineas
geodésicas son rectas. Casos especiales de los espacios rie-
mannianos de curvatura constante, negativa y, respectiva-
mente, positiva son los espacios hiperbdlicos y, respectiva-
mente, clipticos. esto es, los espacios en que los puntos.
las lineas geodésica, etc., satisfacen 2 todos los axiomas
concernientes al punto, a la recta, etc., que sirven de base
a la geometria hiperblica y, respectivamente, a la el
tica.

Un espacio riemanniano, de curvatura constante es lla
mado esférico, que es en ¢l espacio tridimensional algo
anilogo a 1o que en el bidimensional es la superficie ¢s-
férica. Igualmente que en dsta en el espacio esférico las
lineas geodésicas son cireulos (circulos miximos). lo que
trae por consecuencia que en un espacio esférico muchas
lineas geodésicas tienen dos puntos comunes. asi como
en la superficie esférica cada dos circulos maximos tienen
dos puntos comunes, diametralmente opuestos. En 1
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Estas reflexiones de la geometeia diferencial Ias ba ge-
neralizado Riemann para mayor nimero de dimensiones
(). El punto de armanque de esta teoria lo constituye
el concepto que se designa hoy como espacio riemanniano.
Recibe este nombre una multiplicidad M cuyos elementos
se llaman puntos, si poseen las siguientes dos propiedads.
En primer lugar, M ha de poder ser descripta a trozos
por tres coordenadas x. y, z, es decir, si alrededor de cada
punto de la multiplicidad es dable limitar de tal modo
un trozo, que a cada punto del mismo quepa hacerle co-
rresponder tres niimeros x, , z, coordenadas que habrin
de variar para cada punto del trozo. En segundo lugar,
a cada punto se le han de poder hacer corresponder scis
RGMeros gui. Gas. gin. Gras Gua. ges. variables de punto
en punto, que sean, por tanto, funciones g (¥, v, z)
de los puntos. Gracias a estas funciones y basindose <n
ciertas f6rmalas cabe asignarle a cada lina de la multi
cidad una longitud: a cada ingulo formado por tales li-
neas, una magnitud: a cada cuerpo de M, un volumen, etc
Merced a las seis funciones ga_(x. ¢, 2) s¢ establecen lo
que se llama las relaciones métricas el espacio riemannia
no. A consecuencia de esto, modificando las funciones
i (x. v 2), pueden modificarse también las relaciones
métricas del espacio, esto es, las lincas pueden cambiar de
longitud, los ingulos de magaitud, etc. En particular, al
modificar las funciones g (x. v, 2), una linea puede per-
der o adquirir 1a propiedad de ser linea geodésica.

Por un punto cualquiera x, v, z e un espacio rieman-
niano se puede hacer pasar una superficie S tendida por
el haz de lineas geodésicas que pasa por , u, Z, es decir,
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Vayamos sacando conclusiones

£Qué e, pues, un espacio tridimensional riemanniano?

Un espacio riemanniano es toda multiplicidad descrip-
tible a 170205 por tres coordenadas, en la cual se dan seis
funciones con cayo auxilio se definen la longitud de I
neas, la magnitad de dngulos, ef volumen de cuerpos, etc.

Y otra pregunta. ;Qué requisitos ha de reunic un espa-
cio para que el matemdtico o califique de curvo?

Un espacio riemanniano lldmase curvo cuando contiene
teidngulos formados por lineas geodésicas la suma de
cuyos dngulos interiores difiera de 180°.

En la geometria analitica se pasa del espacio tridimen-
sional al tetradimensional considerando en vz del
conjunto de todas las ternas de numeros el con-
junto de todas las cuaternas de los mismos. En virtud
de una consideracion aniloga pisase del espacio rieman-
niano tridimensional al espacio riemanniano tetradimen-
sional. Dicese que una multiplicidad de elementos —
Hamados puntos — es un ¢spacio riemanniano tetradi-
mensional, cuando cabe describitla  trozos mediante cua-
tro coordenadas, y a cada punto le corresponde un sistema
de nimeros que varian gencralmente de punto en punto,
gracias al cual toda linea es de una longitud dada, todo
ingulo de una magnitud dada, etc. Y andlogamente se
definen espacios riemannianos de n dimensiones.

Pero la abstraccién matemitica no se ha detenido en
modo alguno en ¢l concepto de espacio riemanniano.
Después de todo las geometrias de los espacios rieman-
nianos de tres o mis dimensiones no hacen sino generalizar
Ias relaciones métricas especiales del espacio euclideo es-
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espacio_liptico, en cambio, cada dos lineas geodésicas
(rectas) tienen a lo sumo un punto comin.

Pero estos espacios de curvatura constante son tan
5610 un caso especial restringido del concepto general de
espacio. riemanniano, puesto que por. regla general las
superfices geodésicas de éste no poseen una curvatura cons-
tante. Llimanse curcos por excelencia los espacios rieman-
nianos en los que Ia suma de los ingulos de los tridn-
gulos formados por lineas geodésicas difiere de 180°. El
motivo de esta designacin reside en que en la superficie
de un espacio euclideo — la cual puede mirarse como
un espacio bidimensional riemanniano — Ia suma de
los dngulos interiores de los tridngulos formados por
lincas geodésicas sélo vale 180" cuando — lo hemos
mencionado — la superficie ¢s curva; y en que la su-
perficic es tanto mis curva, cuanto la suma de dichos
angulos se aparta de 180"

A los no matemiticos Ia designacion ésa de espacio curvo
no deja de chocarles cominmente. Estin acostumbrados
a emplear los términos de curvo y no curvo nada mis
que como predicados de formas parciales dentro del ¢s-
pacio. Por eso cuando oyen hablar de espacio curvo, ex-
perimentan la misma sensacion que si sc les hablase de bo-
tellas liquidas. Y no obstante. no cuestz mucho disipar
esta dificultad. Basta con tener presente a qué se reficre ¢l
matemitico cuando habla de espacio curvo. Con ¢l tét-
mino curvo no quiere significarse sino 1 propiedad de los
espacios riemannianos de contener tridngulos formados
por lineas geodésicas la suma de cuyos dngulos interiores
difiera de 180",
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Hausdorff les ha preparado el terreno con sus espacios
métricos y otros conceptos afines

Veamos a qué prucba — puramente intelectual —
somete Menger un espacio métrico cualquiera M, por cj.,
una porcion cualquiera de un espacio euclideo, a objeto
de averiguar cuintas dimensiones tiene. Trata de sacar
de tal espacio un punto junto con su contorno entero,
Para llevar a cabo la cual operacion, si M es tridimen-
sional, por jemplo, un cuerpo de madera, habré que
it recortando con una sierra formas bidimensiona-
Ies (superficies). Si M es bidimensional. por cjem-
plo, una limina delgada de lata, habri que ir
recortando con una tijera formas monodimensionales
(curvas). Si M es monodimensional. por ej., una curva
fina de alambre, habr que ir arrancando con unas tenazas
puntos diseminados sobre la misma. Conclayamos. Si
para sacar de un espacio métrico M un punto con su
contorno entero es menester cortar de ¢l formas de (n—1)
~dimensionales, M seri n-dimensional. De aqui se pasa
ficilmente a la definicion general de némero de dimen-
siones de un espacio de Menger-Urysohn de que traté
¢l St. Hahn en su conferencia. ()

Hemos pasado en revista los espacios no-euclideos tanto
desde el punto de vista axiomitico cuanto del analitico.
Lo que mis especialmente nos importaba, era dejar firme-
mente asentado que las geometrias de estos espacios no
son otra cosa que sistemas Iégicos, derivados de axiomas
diferentes de los cuclideos. o bien de definiciones aritmé
ticas que discrepan de las del espacio euclideo. Y exacta
mente lo mismo se aplica, como ¢s natural, 3 la geometria
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tudiado por la geometria analitica. En aquéllos, no menos
que en éste, los puntos son caracterizados por — tres ©
mis — nimeros: sus coordenadas. Por eso Fréchet, dando
un paso mis adelante, hace abstraccién de la indole es-
pecial de los puntos espaciales. Siguiéndolo a este mate-
mitico, designase como espacio métrico un conjunto de
elementos cualesquiera a los que se da el nombre de pun-
tos (%), siempre que — tinico requisito — a cada dos
de ellos les corresponda un niimero, llamado la distancia
de los dos puntos en cuestion y que satisface a las siguien-
tes condiciones: Cada dos puntos diferentes tienen una
distancia positiva; la distancia que spara a todo punto de
si mismo es de 0; i consideramos tres puntos cualesquiera,
Ia distancia entre dos de cllos no es nunca mayor que la
suma de las distancias entre los oteos dos pares de puntos
(del mismo modo que en un tridngulo un lado no cs
mayor que la suma de los otros dos). Valgan de ejemplo
de espacios métricos los espacios euclideos y no-euclideos
de cualquier nimero de dimensiones.

Claco ests, por otra parte, que cualquier conjunto par-
ial de un espacio métrico es a su vez un espacio métrico
(%). El haber englobado los espacios euclideos dentro de
estos espacios mitricos generales se lo debemos 2 Men-
ger. (19)

Pero si Menger y Urysohn han logrado dar con Ta
solucién general del vicjo problema del nimero de las
dimensiones del espacio, ha sido ante todo gracias 2 que

) Que. por lo demis. no se definen, como tampoco se deinen
o punto, T reia y ¢l plano ¢ 13 geometeia sxiomatc
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minantes. Las conclusiones de amplio alcance sélo po-
drian sacarse después, cuando se logease determinar cuan-

ativamente ¢l cambio suftido por Ia longitud de onda de
los 1ayos con que se bafan los cuerpos. Para obtener
esta determinacion cuantitativa hubo de acudirse al es-
tudio espectroscipico de los rayos, llevado a efecto me-
diante ¢l aparato reproducido. esquemiticamente en la
figura 3. (%)

Del anticitodo A de un tubo de rayos X parten rayos
de una longitud de onda perfectamente determinada,
s¢ los conduce paralelamente por un sistema de diafrag-
mas y se los hace incidir sobre un cuerpo irradiador S.
Los rayos irradiados por este Gltimo segin ¢l angulo 5
van a parar a un espectrografo de rayos X, donde se
estudia su longitud de onda.

De atenernos a la electrodinamica clisica, habria que
esperar — lo hemos subrayado ya — que los rayos inci-
dentes tengan igual longitud de onda que los primarios
Compton, sin embargo, hallé que la radiacién inciden.
te presenta al lado de esta frecuencia otra, netamente
separada de ella, y que la distancia entre ambas lineas
— no desplazadas o desplazadas — depende del ingulo
que forme la linea de observacion del segundo espectr6-
grafo con ¢l rayo incidente. La figura 4 reproduce una
fotografia de este interesante ¢ importante cfecto

Este efecto contradice nuevamente la teoria ondula-
toria de Ia luz, y muestra que no es posible scguir man-
teniendo en pie los dos tipos de explicacion diferentes
que expusimos piginas atris: ¢l clisico para los feno-
menos de dispersion de la luz y el de los cuanta para
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que, antes por ¢l contrario, es independiente de ellos.
Conviccion que hizo concebir a Bolyai y a Lobatcheff-
ski la atrevida idea de reemplazar dicho axioma por su
contrario.

Sea r una recta y P un punto del plano no situado
sobre ella. Pues bien, en este plano — tal postulan Bol-
yai v Lobatcheffski — hay infinitas rectas que contienen
al punto P pero que no tienen ningin punto comiin con
. Los dems axiomas de Euclides los conservaton. Mo-
dificado asi el sistema de los axiomas, pasaron a dedu-
cir de él — en un principio de modo purament formal —
Tos teoremas de la nueva geometria. Excusado estd deci
que tales teoremas discrepan mucho de los de la geometria
euclidea. Uno de ellos reza: la suma de los angulos ine-
iores de un triéngulo es menor que 1807, y difiere tanto
mis de 180", cuanto mayor es la superficie del tridngulo.
Otro teorema reza: no hay figuras semejantes, esto s, fi-
guras de igual forma pero de superficie mayor o menor.
Todos estos teoremas forman un sistema deductivo ape-
lidado geometria no-euclidea o, con ¢l nombre de sus
descubridores, geometria de Bolyai-Lobatcheffski. (%)

Respondamos, pues, a la pregunta: (Qué es un espacio
teidimensional no-euclideo? Lidmase espacio teidimensio-
nal no-euclideo a todos sstemas de cosas llamadas puntos,
rectas y planos y ligadas entee si por relaciones que satis-
facen a todos los axiomas de Euclides, excepcion hecha
del de las paralelas, el cual es reemplazado por su contra-
rio. Y la geometeia no-euclidea es el sistema de todas las
consecuencias de este sistema de axiomas.

El que estos axiomas no-euclideos se conformen o no
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segmentos de recta situados dentro de la esfera; como
planos, solamente las partes de los planos del espacio
contenidos dentro de la esfera. Estos llamados puntos,
rectas y planos satisfacen a todos los axiomas euclideos,
menos al de las paralelas. Asi, por ., dos puntos estin
sobre una recta, ya que como puntos del espacio euclideo
estén sobre una recta de dicho espacio, y ¢l segmento de
ésta contenido dentro de la esfera es una recta r que con-
tiene 3 ambos puntos. Y ya que como puntos del espacio
euclideo pueden estar a lo sumo sobre una recta de dicho
espacio, queda asimismo determinada inequivocamente Ia
recta del modelo que los contiene a ambos. Anilogamen-
te confirmanse todos los demds axiomas euclideos refe
rentes al punto, la recta y el plano: sélo que en vez del
axioma de las paralelas cuclideo se cumple el axioma de
Ias paralelas no-euclidco. Sea, con efecto, a una recta cual-
quicra, esto ¢s, el segmento contenido dentro de la esfera
de una recta del espacio: P un punto no situado sobre ¢ y
a el plano que contiene a @ y a P, ¢l cual viene a ser la
parte contenida dentro de la esfera del plano  del espacio
que contiene a a y  a. El plano  contiene infinitas rectas
que contienen a P’y cuyos puntos de interseccion con @
estin fuera del plano a, por tanto no son puntos. Los
segmentos de estas infinitas rectas contenidos dentro de
Ia esfera constituyen infinitas rectas, que estin en a y no
tienen ningin punto comin con a.

(Para mayor claridad imaginemos una esfera cortada
por un plano, que llamaremos a en tanto que se lo con:
sidera dentro de la esfera, y a e tanto que s¢ lo considera
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ala intuicién del espacio, es para el desarrollo del sistema
deductivo de la geometria no-cuclidea, lo de menos. Tam-
poco al desarrollar la.geometria euclidea — lo hemos
visto — s¢ toma en cuenta ninguna especie de intuicién:
se procede de teorema en teorema por pura deduccidr
por demostraciones en que sélo interviene lo afirmado por
los axiomas, no asi las intuiciones, sean cuales fueren, que
los acompafian. Carece igualmente de importanicia para el
sistema deductivo de Ia geometria no-euclidea el proble-
ma, que nos queda por ventilar todavia, de las relaciones
de tal sistema con respecto del espacio de la experiencia,
¥a que, lo mismo que la geometria euclidea, Ia no-eucli-
dea no trata del espacio de Ia experiencia. La geometria
eaclidea y la no-euclidea son mis bien dos sistemas de-
ductivos que subsisten el uno al lado del otro.

La dnica cuestion que si importa dilucidar para la geo-
metria no-euclidea como sistema deductivo, — y que se
plantea debido a 1o inusitado de sus teoremas —, es la de
si o contendrd acaso contradicciones, queremos decir, 1a
de si no serd posible acaso deducir de los axiomas no-
euclideos tanto un teorema como su contrario. Tan
Iejos estd de suceder esto para la geometria no-cuclidea
como para la euclidea. En efecto, Klein ha logrado se-
falar dentro del espacio tridimensional euclideo un sis.
tema de cosas tal, que si designan éstas como puntos,
rectas y planos, satisface a todos los axiomas no-euclideos

Para obtener este sstema se parte de la consideracién del
interior de una esfera del espacio tridimensional euclideo,
Como puntos designanse solamente los puntos del espacio
situados dentro de Ia esfera; como rectas, solamente Ios
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abstraccion hecha de la esfera. Y consideremos en este
Plano una recta, que Hamaremos a en tanto que ¢l plano
que la contiene se considera dentro de la esfera, y a en
@anto que el plano que la contiene se considera abstrac-

cion hecha de la esfera. Y sea, por fin, un punto exte-
fior a dicha recta, que llamaremos P en tanto que ¢l
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contrario. Se podrd hacerlo, por consiguiente, para los
puntos, rectas y planos de nuestro modelo. Pero como
estos iltimos los hemos definido valiéndonos de la esfera,
el punto, la recta y ¢l plano del espacio euclideo, serin
formas completamente cuclideas, y. en su consecuencia
Ia contradiccion de que se imagine afectada esta geome-
tria no-euclidea refluird de rechazo sobre la geometria
cuclidea, a 1a que aquélla debe su origen. Y como no
es posible admitic que el sistema de la geometria euclidea
se contradiga, no queda entonces mis remedio que con-
ceder que, si bien el sistema de la geometria no-euclidea
discrepa del de la geometria cuclidea en un axioma y nu-
merosos teoremas, en si no se halla menos exento de
contradicciones que .

Toda esta argumentacion no hace mella, sin embar-
g0, en los no matemiticos. Viéase lo que suclen objetar.
La geometria no-cuclidea, si de algo trata, es de los pun-
t0s, las rectas y los planos. El modelo mentado, en cam.-
bio, no comporta tal generalidad, ni mucho menos. ;De
qué se compone, en efecto? De muchos puntos del espa-

cio — los situados en el interior de una esfera —; de
ciertas partes de rectas — las contenidas en el interior de
Ia esfera — es decir. de superficies circulares. Verdad es

que los elementos de la esfera se llaman puntos, rectas y
planos, pero de hecho no son mis que ciertos puntos,
segmentos de rectas, partes de planos (las superficies cir-
culares). Y un punto que ha de cumplic un requisito
dado — el de hallarse dentro de los limites de una esfera
— noes el punto; un segmento de recta, no es la recta:
una superficie circular no es el plano., ;Como pretender
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plano que lo contiene se considera dentro de la esfera, y
P en tanto que cl plano que la contiene se considera abs-
traccion hecha de la esfera. En este supuesto habri dos
sistemas: el sistema de los planos — ya que fuera de o
caben infinitos otros: . . 3. . . —. el de las rectas — ya
que fuera de a caben infinitas oteos: b, ¢, d . — y ¢l
de los puntos — ya que fuera de P caben infinitos otros.
QRS y ¢l sistema de los p'anos — ya que
fuera de a caben infinitos otros: f, . 5. — el de las
rectas — ya que fuera de a caben infinitas otras: b, <.
d .. —, y el de los puntos — ya que fucra de P caben
infinitos otros: Q. R.'S. .. —. Podrin entonces suceder
dos cosas. Por nuestro punto pasan infinitas rectas: b,
€ ... que cortan a a, las cuales si se hace abstraccidn
de Ta esfera, son rectas — b, ¢, ... — y cortan a a
Por tanto, en cualquier de los sistemas por un punto
exterior 2 una recta pasan infinitas rectas que Ia cortan.
Pero por el mismo punto pasan también infinitas rectas.
Y, ¢, & que no cortan a a, las cuales, si se hace
abstraccion de la esfera, son rectas — b, . &' —y
cortan a a. Por tanto, si bien en el segundo sistema por
un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas que
Ia cortan, en ¢l primero por un punto exterior a una
recta pasan infinitas rectas que no la cortan: contaria-
mente a lo postulado por Euclides). (Nota y dibujo
del traductor)

Supongamos ahora que en la geometria no-euclidea
quepa demostear, indiferentemente, un teorema como su
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otros técminos: dos rectas cualesquiera de un plano tienen
siempre un punto de interseccion.

El sistema deductivo obtenido reemplazando ol axioma
de 1as paralelas de Euclides por este otro postulado, pero
conservando los demis axiomas euclideos — y que posce
igualmente su modelo en el espacio euclideo — se desig-
na con ¢ nombre de geometria eliptica. La geometria
de Bolyai-Lobatcheffski. en cambio, es designada tam-
bién, a fin de distinguirla esta Gltima, con el nombre de
geometria. hiperbolica. Una de las diferencias capitales
entre s tres geometrias aqui consideradas consiste en que,
en la geometria euclidea Ia suma de los angulos interiores
de un tridngulo vale 180 en Ia hiperbolica, menos de
180° y en la eliptica, mis de 180",

ZEn qué relaciones s halla la geometria analitica con
respecto a estos espacios no-euclideos? Ante todo, es de
recordar que hay una rama de esta geometria, la gome-
tria diferencial, que se ocupa de ciertas propiedades de las
lineas y superficies curvas (7). Investiga esta geometri
p- ¢j., ol largo de las lincas que se hallen sobre una su-
perfice, los éngulos que forman entre si tales lineas, <l
drea de superficies, etc. De estos ofrecen particular inte-
rés entre estos elementos las llamadas lineas geodésicas
de una superficie 5. Son lineas tales. que si se consideran
sobre ellas dos puntos, el trozo de arco que los une <5
menor que cualquiera de los demis arcos que corren en
1as cercanias de aquél y que unen también los dos puntos.
En particular, si la superficie § cs un plano, las lineas
geodésicas vienen a ser rectas: si § es una superficic s
férica, las lineas geodésicas vienen a ser arcos de circulo
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entonces demostrar a'go acerca de la geometria no-euclidea
en base de tal modelo?

Objecion infundada. Para reconocerlo es preciso tener
en cuenta que ni la geometria axiomtica euclidea ni Ia
geometria_axiomitica no-euclidea formulan presupuesto
alguno sobre lo que son ¢l punto, Ia recta o ¢l plano, que
estos entes no son definidos en ninguno de los dos sistemas
deductivos. Lo Gnico que si, cs que ambos sistemas pos-
tulan algunas relaciones ente dichos clementos, las cuales
han de satisfacer a los axiomas. Fuera de esto nada se
presupone sobre ellos. Por so un espacio no-euclideo no
es sino — lo hemos subrayado mis arriba — un sistema
de cosas cualesquiera, ligadas por relaciones que satisfagan
a ciertos axiomas. Y como ¢l sistema de puntos, rectas
(segmentos) y planos (superficies circulares) de nuesteo
modelo efectivamente satisface — segin lo hicimos no-
tar piginas atris — a todos los axiomas no-cuclideos,
esto es, al axioma de las paralelas de Bolyai-Lobatcheff-
ski y a los demds axiomas euclideos, representard un espa.
cio no-euclideo y tendri su correspondiente geometri

El axioma de Bolyai-Lobatcheffski, estd destinado en
as geometrias no-euclideas 3 hacer las veces del axiom
de Tas paralelas de I geometria euclidea. Pero a todas
luces no es tal axioma el unico que quepa sustiuir al
de las paralelas. Obtiénese otro sistema de axiomas re-
emplazando el de las paralelas por el siguiente postulado:
en un plano no hay absolutamente rectas que no se cor-
ten. En particular. si r es una recta cualquiera del plano
y P un punto cualquiera del mismo, exterior a r. ninguna
de las rectas que pasen por P serd paralela a r. O
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miximo, es deci, aquellos arcos de circulo que marcan
Ia interseccion de los planos que pasan por ¢l centro de
la esfera con la superficic de la misma. La forma de las
lineas geodésicas de una superficie S depende en alto
grado de la forma de la misma. Consideremos, por
cjemplo, cudles son las lineas geodésicas de la_ super-
ficie de la tierra. Si esta superficie fuera exactamen-
te esférica, las lineas geodésicas buscadas serian los arcos
de los meridianos y el ccuador, por ser unos y otro
circulos méximos: no lo serian, en cambio, los arcos
de los paralelos, ya que éstos no son circulos maximos.
Pero como la superficie de la tierra, 3 causa de sus mon
taiias y valles, no es exactamente esférica, los arcos de los
meridianos no son exactamente sus lineas geodésicas. Pues
si entre dos lugares A y B, situados sobre ¢l meridiano
M, se interpone una escarpada montafia, un ligero rodeo
en tormo a la montafia resultard mis corto que el camino
directo a Io largo del meridiano pasando por Ia cumbre
de aquélla. Y este camino_més corto diferird tanto mis
del camino a lo largo del ‘meridiano, cuanto mis alta y
escarpada sea la montaia. De conformidad con esto, <i
en un mapa estuviera dibujada una red de lincas geodési-
cas, cabria, en base de ella, inferir la existencia de mon-
taias; mas, incluso calcular su altura, por mis que estas
montafias mismas no estuvieran marcadas con tinta de
color o cosa parecida en el mapa. En general, de Ias pro-
piedades formales de una superficie  es dable concluir
ol recorrido de sus lineas geodésicas, y viceversa. Por
ejemplo, la suma de los dngulos interiores de un tridngulo
formado por lincas geodésicas solo pucde diferir de 180
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car dos puntos de vista diversos en ¢l problema de la
accion reciproca, entre la energia radiante y la materia,
segin que se trate de dar cuenta de la dispersion, di-
fraccion ¢ intecferencia de la luz, o de los procesos de
absorcidn de la misma y de emision de electrones. Para
los fenémenos del primer tipo da la pauta la teo
clisica; para los del segundo, a de los cuanta.

Fundindose en ¢l crecido nimero de fenomenos de
interferencia y difraccién conocidos, pudo en un prin-
cipio incurrirse en el error de estimar en mis de lo justo
1a amplitud de Ia esfera en que tiene aplicacion la teor
clisica, y no ver en ¢l fotoefecto nada mis que una
excepeion, de no muy excesiva importancia. No tar-
46, empero, en observarse un segundo fenmeno, que
ponia de manifiesto cémo también en ciertos procesos
de dispersion desemperia papel relevante el caricter cor-
puscular de los rayos luminosos

Bafiando con rayos X cuerpos cristalizados, se obser-
van fendmenos de interferencia como en la dispersién de
Ia luz. Ese efecto fué descubierto en 1912 por ¢l gran
fisico alemdn M. v. Laue, y ha llegado a convertirse en
uno de los experimentos mds importantes de la fisica
moderna. La longitud de onda o, respectivamente, la fre-
cuencia de la luz con que se bafan los cucrpos cristal
7ados concuerdan, como en la éptica normal. con las
de los rayos primarios. puesto que. segiin las leyes de
Ia fisica clisica, al provocar artificialmente 1a oscilacion
de los clectrones, la frecuencia no puede modificarse. Por
tanto. a fin de explicar esta parte de la fisica de los
rayos X, lo mismo que para los fenémenos de inter-
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icomo. El limite fotoelictrico — el punto de inflexion
de la curva de la Fig. 2 — se halla en el sitio para ¢l
que se veri

hy = A

Contrariamente a lo postulado por la teoria ondula-
toria — la distribucion proporcional de Ia energia en el
campo ondulatorio —, ¢l estudio de los efectos fotoeléc-
tricos demuestra que la energia se concentra en partes
completamente determinadas del espacio. Pareciera que
hubiese dos especies de accién reciproca entre el campo
ondulatorio y la materia:

1° Una débil, por la cual experimentan un movi
miento_oscilatorio los electrones de fodos los dtomos
sometidos al influjo de Ia luz, y emiten, de acuerdo con
el esquema de la teoria de la radiacion, ondas esféricas
secundarias, las cuales se reunen para formar las ondas
secundarias, caracteristicas de los fenomenos de difrac-
cién ¢ interferencia (Teoria clisica de la accién reci-
proca)

2 Oua intensiva, por la cual la energia luminosa
obra como si estuvicra concentrada en un solo punto,
siendo escaso ¢l niimero de los dtomos que absorben la
radiacién y emiten simultincamente un fotoelectrén.

A consecuencia de estas observaciones sobre 1a accion
intensiva de la energia luminosa, la teoria ondulatoria de
Ia luz pasa por entero 2 segundo plano. Se ve obligada
a cederle su puesto a la de los cuanta, que renueva,
sutilizindola y_profundizindola, la teoria corpuscular
de la luz de Newton.

Los fenémenos fotoeléctricos conducen, pues. a apli
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ferencia Gptica, no tenemos para qué salitnos en lo mds
minimo de Ia teoria ondulatoria de los rayos X. No
hay ninguna razén para sospechar en este campo la
existencia de efectos cuinticos

No obstante, hacia 1920 le llamé la atencién a
A. H. Compion, que cuando se baia con fayos X un
cuerpo por muy breve tiempo no logran atravesarlo
Probablemente, pues, y contraviniendo los postulados de
la electrodindmica, en este breve espacio de tiempo, se
produce un cambio en a frecuencia.
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Compton se percaté desde el primer momento que sus

observaciones, de indole puramente cualitativa, no au-
torizaban a hacer ninguna especie de afirmaciones ter-
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proporcionaron las experiencias llevadas a cabo en los
primeros aitos del siglo en curso por un nutrido niicleo
de distinguidos investigadores alemanes sobre los efectos
fotoeléctricos.

Una de las cosas que mis se estudiaba por ese en-
tonces, era como cabe provocar ¢l _desprendimiento
de electrones de la materia mediante ¢l influjo de
Ia luz. Después de los primeros experimentos cuali-
tativos de H. Hertz, se dedicaton con especial ahinco a
elaborar, en Io tocante a su terminacion cuantiativa,
los hechos que caen dentro de este campo, Hallwachs,
Lenard, Pohl, Pringsheim, y otros. Que Ia luz. en su
calidad de energia ondulatoria, pudiera actuar sobre 11
materia, provocar la oscilacién de los electrones que se
encuentran en ella y. bajo determinadas circunstancias
desprenderlos del complejo atémico, no contradecia des-
de lucgo los puntos de vista clisicos. Lo malo que
éstos se sigue como consecuencia necesaria que la energia
cinética de los electrones desprendidos de una parte
de Ia superficie de un cuerpo sometida a la accién de los
rayos luminosos s proporcional a la intensidad de la
luz incidente. Y esto i que no se verificd en los expe-
rimentos, que dieron un resultado completamente dife-
rente. Investigando los efectos fotoelictricos en funcién
de Ia longitud de onda y de la intensidad de Ia luz inci
dente, no cabe observar al principio. y ni aun con ilumi-
nacién intensiva, hasta una determinada frecuencia critia,
absolutamente ninguna emisicn de clectrones. En la figuea
2 s ha sefalado la energia cinética de los electrones
desprendidos por segundo y por unidad de superficie
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leyes de la fisica clisica, y no seri modificando los re-
sultados experimentales como se salvari la contradiccion:
1o que s ha de modificar son los fundamentos tedricos
mismos. Asi le fueron creando la base 2 la teoria de
los quanta, ideada por Planck en 1900, la cual, colocin-
dose en franca oposicién con la fisica clisica, admite que la
absorcidn y emision de los rayos se efectia de manera
discontinua; esto es. que las leyes de la electrodinimica
descubiertas y corroboradas en ¢l campo mactoscpico, no
conservan su validez en el campo microscdpico, y que,
por tanto, tienen que ser reemplazadas en éste por otras
nuevas, Tesis esta iltima en abierta contradiccion con
Io que hemos Hlamado el tercer principio de la fisica
disica

Como tanto en ¢l caso del problemitico influjo del
éter sobre los fenémenos Gpticos, que apuntamos mis arri-
ba, como en el de absorcién de la energia radiante, de que
vamos tratando, lo nico que puede orientar las teorias
e uno u otro sentido es ¢l experimento, se ha acuc
reiteradamente a él, procurando en cada nueva repet
que ¢l grado de exactitud fuera en constante aumento.
Rubens, Kurlbaum, Paschen y, por tltimo, Warburg, han
estudiado, en condiciones experimentales cada vez mejo-
res, la distribucion de la energia del espectro calorifico
del cuerpo negro. y demostrado cémo armonizan los da
tos experimentales con los postulados de la tcoria de
Planck.

Una prucba aun mis directa de la insuficiencia de
Tos puntos de vista clisicos para penetrar en la natura-
leza de I absorcion y emisin de la energia radiante la
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sobre el eje de las ordenadas, y Ia frecuencia de la luz
empleada. sobre f de fas abscisas. Se echa Ficilmente de
ver que en el intervalo de frecuencia comprendido entre
0'y 1.6 no tiene lugar ningin desprendimiento de elec-
trones. Pero cuando v llega a valer 1,6, éste se inicia de
repente. Y Ia energia cinética de 10s electrones desprendi-
dos resulta estrictamente proporcional a Ia frecuencia de
12 luz incidente. En ol primer intervalo ¢l efecto ¢s en
absoluto. independiente
de la intensidad; en ¢l
siguiente segundo ¢l

v niimero de los electro-
nes desprendidos au-
menta proporcional

, mente 3 la intensidad
: de Ia uz incidente
B Estudiando 1a figa-
iy

£22, 2 uno e le ocu.
e e que al despren-

Ll LA derse un cleteon del
R R

de concentrarse en el contorno inmediato al itomo una
cnergia completamente sui géners. dependiente tan s6lo
de la frecuencia de la luz incidente. Einstein, en su teoria
de los fenémenos fotoeléctricos. ha adoptado precia-
mente esta hipdtesis como punto de partida de sus re-
flexiones. Los electrones se desprenden de la materia —
afirma — sélo en el caso de que la frecuencia de la luz
empleada multiplicada por la constante de Planck sea
mayor que ¢ grado de cohesion A de aquéllos en cl
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nase con este nombre a una substancia que tiene Ia pro-
pitdad de absorber y de volver a emitir la energia ta-
diante que incide sobre clla, pero no de reflejarla ni
de difundirla. Combinando diversos principios de a elec-
trodingmica. se obtuvieron determinadas leyes para las
propiedades de estos rayos negros. Estas leyes permitic-
ron trazar Ia curva de la intensidad de la radiacién, con-
siderada como fun-

cién de la longitud
de onda y de la tem- |
peratura.

El método mis
indicado para efec-
tuar las experiencias
era, segin se pudo
verificarlo,  utilizar
un recinto evacuado
provisto de un pe-
quefo agujero some-
tido a la accién del
calor, ¢l cual va emi-
tiendo un especro,
continuo, cuya
tensidad cabe medie
con relativa_facili
dad. Dicha intensi
dad  tratibase, en
primer téemino, de
an ot expec. CxPresarla en funcion
SR LIRS 0 Tongitud de o,
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day de la temperatura, es decir, determinar la funcién:
I=F(T)

y. en segundo término, de calcularla mediante las leyes

de Ta termodinimica y de la electrodinimica.

En 1897 los fisicos alemanes Lummer y Pringsheim
hallaron para la distribucion de la energia del cuerpo
negro, en las mediciones que efectuaron para el efecto, los
valores reproducidos en la Fig. 1. (*)

Estos valores concuerdan en parte con las leyes del
fimite que Jeans y W. Wien, trabajando independiente-
mente ¢l uno del otro, sentaron combinando los princi-
pios de Ia termodinimica y de la electrodinimica. (*)

Sin embargo, Ia concordancia cesa entre los 4 y 12 e
longitud de onda W y R. Cierto que las divergencias que
aparecen en dicho intervalo no son grandes, y probable.
mente no hubieran sido apreciadas con_ exactitud por
fisicos menos duchos en el arte de la experimentacién que
Lummer y Pringsheim. Estos tltimos, en cambio.
les_atribuyeron importancia suma. Negaron toda po-
sibilidad de poder explicarlas en ¢l terreno de la
fisica clisica, no cjando en su posicion ni aun
cuando, poco tiempo después de sus mediciones, Planck
deducia con mayor rigor la ley del limite, de Wien.
¥ Paschen cfectuaba experiencias que al parecer armo-
nizaban con las leyes del I
Y nuevas mediciones, realizadas en condiciones mis fa-
vorables los llevaron a persistir resucltamente en su afir-
macion: la experiencia contradice los postulados de las

(5) Son s eyes 3 que nos refeiamos lineas mis aeriba
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J=f(A) T=const.






