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CAPITULO  I

MEDIDA  DE  SEGMENTOS,  ÁNGULOS  Y  AECOS

*  ' 

7

1.  Un  segmento de recta AB, puede considerarse  como  engendrado 

por el  movimiento  de  un  punto  que  recorre  la  recta  sostén  del  segmento,  partiendo  del  extremo A liasta  llegar al  otro  extremo B o también  como  generado por un móvil  que  partiendo  del  punto  B  y recorriendo  la recta  a la  que pertenece  el  segmento,  llega al  punto  A.  Si consideramos  que  en  el  primer  caso  el  móvil  genera  un  segmento positivo,  en  el  segundo  el  segmento debe considerarse como negativo. 

2.  Un  ángulo  puede  considerarse  engendrado  por la  rotación  de una  semi-recta alrededor de  uno  de  sus  extremos, que partiendo de la posición del  primer lado,  llega  al  segundo girando  en un  cierto  sentido,  o  también  girando  en  sentido  contrario  y  partiendo de la posición del  segundo  lado  del  ángulo  llega al  primero. 

3.  Un  arco  de  círculo  puede  también  suponerse  generado  por  el movimiento  de un móvil  sobre la  circunferencia a la que pertenece el arco,  moviéndose^en  dos  sentidos,  de  un  extremo al  otro o  de  éste al primero. 

Es evidente que los  segmentos de recta,  los  ángulos y los  arcos pueden considerarse  como  magnitudes  de  dos  sentidos,  que  si  consideramos a un  sentido  como positivo, el  sentido  contrario debe ser considerado como negativo y que por lo tanto deben ser  medidos  por  números  de sentido  contrario.  Desde  luego  que la adopción  del  sentido  positivo es arbitraria, pero  adoptada  ésta,  debe considerarse el dé  sentido  contrario  como  negativo. 

Las  consideraciones  sobre medidas  de  segmentos  de  recta, ángulos y  arcos  corresponden  a la  Geometría. 

Asimismo  recordaremos  aquí  algunas  cosas fundamentales. 

•1 

í·.·

4.  Se llama   longitud  de  un  segmento  de  recta,  el  número  aritmético que expresa la relación  de  ese* segmento, al segmento  tomado por uní-
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dad. Así en la figura 1, si  u representa la unidad, el metro por ejemplo y el segmento  u cabe  cinco veces  en el segmento AB, diremos que AB

tiene  5  metros. 

 f

Y debemos tener en  cuenta, que  si  fijamos 

como  sentido positivo,  el  sentido A hacia  B, 

o  si  el  sentido  en  que  el  móvil  que  engen

F ig u ra   1

dra  el  segmento  AB  lo  consideramos  como 

positivo  cuando el móvil se mueve de izquierda a derecha,  el  sentido  contrario  será  negativo,  es  decir,  cuando el móvil se mueve  de  derecha a izquierda.  El  punto  desde el cual  contamos  el segmento,  o  el punto de  donde  arranca  el  móvil  que  lo  engendra  se llama el   origen del  segmento. 

5. 

La   medida  de  un ángulo,   podemos  considerarla  como la relación de  ese  ángulo a otro tomado  como unidad,  que por ejemplo puede ser el  ángulo recto. 

 a)  Es sabido x>or la geometría  elemental que en la práctica se divide el  ángulo recto  en  90  partes  iguales y  cada  una  de  ellas  se llama  uu grado  sexagesimal.  Que  cada  grado  se  divide a su  vez  en  60  partes iguales y  a cada  parte  se  le  llama  un   minuto  sexagesimal.   Que  cada minuto  se divide  en  60  partes y  cada parte  es  un   segundo sexagesimal y que cada  segundo  se  divide  siguiendo la división  decimal.  Así  expresamos  un  ángulo por ejemplo: a  =  36°27'43"84. 

Cuando  se expresa así un  ángulo, por un número considerado  complejo  aritmético,  se dice  que se sigue la  división sexagesimal. 

 b)  Se puede también  seguir  la división centesimal dividiendo el cuadrante en  cien grados,  cada división  es un  grado  centesimal;   luego se divide  cada  grado  centesimal  en  cien  partes y  cada  parte  es  un  minuto  centesimal,  luego cada parte  en cien partes  iguales y cada una es un  segundo  centesimal y de ahí en adelante se sigue la división decimal para  las fracciones de segundo.  Un  ángulo  se expresaría a s í:

a  =   85°47'39"52 

o  tam bién:

a  =   85°47 39  52. 

Conociendo el ángulo  expresado  en  una  cualquiera  de  estas  dos unidades,  es fácil  obtener la expresión  en  la  otra  unidad,  ya que  se trata  de  un  simple  problema  de proporciones  de la  aritmética. 
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Por  otra  parte,  no  usaremos  la división  centesimal  en  el  presente libro. 

> 

Con  respecto al signo, en general  consideramos como sentido positivo  cuando la rotación de la  semi-recta se efectúa en  el  sentido contrario  al  movimiento  de las  agujas de un  reloj  y  negativo  el  sentido  del movimiento  de  esas  agujas  del  reloj. 

6.  Medir un arco  de  círculo es  compararlo  con otro  arco del  mismo círculo que  se toma  como  unidad.  El  número  que  mide  un  arco  depende,  pues,  de la unidad  de  arco  elegida. 

7.  Sistema.   Se emplean  en  trigonometría  tres  unidades de arco  diferentes,  lo  que da  lugai*a  tres  sistemas  de medidas. 

I.  Sistema sexagesimal.  —  En  primer lugar, se toma como  unidad el grado  sexagesimal,  es  decir,  que  se  toma  la  circunferencia a la  que pertenece  el  arco  y  se  divide  en  360  partes iguales.  Cada  partees  un grado.  Y en  la misma forma que  se hace para los  ángulos, cada grado se divide en 60  minutos y cada  minuto en 60 segundos, continuándose luego en fracciones  decimales  de  segundo.  Se  puede  expresar  así  un a rc o :

a  =  36°27'43"84. 

Es  el  método  de medida  que  más  emplearemos  en  este texto. 

ΙΓ.  Sistema centesimal.   —  Se  puede  también usar la división  centesimal,  para lo  cual dividimos  la  circunferencia  en  400  partes  iguales y  cada  parte  es  un  grado  centesimal,  cada grado  se  divide  en  cien partes y  se tiene un  minuto  centesimal,  y  cada  minuto  se  divide  en cien  partes y  cada  parte  es  un  segundo  centesimal,  continuándose luego en  fracciones  decimales  de  segundo, como  se hizo  con los  ángulos.  Un arco  expresado en  grados  centesimales se ría : a =   85°47 39 52. 

Este método,  que  es empleado muchas  veces,  será  muy  poco usado en  este volumen, 

III.  —  En el  tercer sistema,  la  unidad adoptada es  el  radián, siendo  un radián el arco  cuya  longitud es  igual al radio  del círculo. 

Se  usa también  esta  unidad para medir ángulos, llamándose radián 

el  ángulo que  en  una  circunferencia de radio  cualquiera,  cuyo centro
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está en  el vértice  del  ángulo, abarca  entre  sus Jados  un arco de un radián o un arco  de longitud igual  al  radio de la circunferencia. 

; 

 i

 Correspondencia  entre  Iqs  diferentes  sistemas. —  Se  nos  presenta entonces  el  siguiente  problema;  conociendo la medida de  un arco de círculo en un sistema de medidas, calcular su medida  en otro sistema. 

' 

< 

Consideremos  un arco,  cuya medida  en  grados  sexagesimales llamaremos  a,  su  medida  en  grados  centesimales y  su  medida en 

radianes  a2. 

Tengamos  en  cuenta,  también,  que  la circunferencia  entera  tiene 360  grados  sexagesimales y   2tz  radianes  (π  =   3.14159...). 

Podemós  escribir :

360 

400 

 2iz 

 K

   }

Esta importante igualdad  resuelve el  problema  planteado y así  se tie n e :

a  =

0 ,9 a 1? 

a  = 1 8 0 - ? 

(2 )

 TZ

1 0  a 

* i  =

«1  =   2 0 0   ^

(3)

9  

’

 7Z

 ΊΖΖ

a2  ==■

(4)

1 8 0   ’

“   2 0 0

Aun a  riesgo de  ser cansador  con  estas  cosas  elementales y  conocidas por quienes se inician  en  el  estudio  de Trigonometría, no  está demás insistir un poco sobre ellas. 

Las fórmulas  que anteceden  suponen  que  a está medido  en  grados sexagesimales  y  fracciones  decimales de grado.  Cuando  se ba  calculado  a,  por la fórmula (1),  se  ha  obtenido  su  valoren fracciones  decimales  de  grado  sexagesimal y  para  tener a  a  expresado en grados, minutos y  segundos,  hay que multiplicar las  fracciones  decimales de grado por  60 y  se obtienen  minutos y fracciones decimales  de minuto, luego las fracciones decimales de minuto por 60  y  se obtienen  segundos  y fracciones decimales de segundos  sexagesimales. 

Cuando se quiere calcular a2 por la fórmula (4), el  arco a debe estar expresado  en  grados  sexagesimales  y  fracciones  de  grado  sexagesimal.  Si el arco  a está  expresado  en grados, minutos y  segundos  sexagesimales y  sea D°M'S" 
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siendo  D el número de grados  sexagesimales, M el número de minutos y   S  el  número  de  segundos,  se  tiene  evidentemente  a expresado  en grados y  fracciones  decimales  de  grado  sexagesimal  por la fórm ula: M 

S

 OL  ——  T)  «4-  ---   -f-  ------- ·

60 

3600

Y  en  ese caso de fórmulas (4) nos  d a :

TU

M 

S I

Oto =

D  H------- |-------- -

180

60 

3600

Para la aplicación  de  las fórmulas  2, 3  y  4  es necesario  conocer los valores de tu  y ->  que  son :

 7Z

tu  =   3.14159265358979

i  =   0.31830988618379. 

tu

Que  en  los cálculos  prácticos  basta  con  tomar cuatro  decim ales: 3.1416 

-  =  0.3183. 

 Observación.  —  Todo  esto  que  liemos  expresado  para  los  arcos  se aplica también para los  ángulos. 

Hay  que  observar que  tanto los arcos  como los  ángulos pueden  adquirir  valores mayores  que  una  circunferencia o que cuatro rectos, es decir,  que el número  que  mide un ángulo  o  un  arco  puede  variar  de 

— oo  a  +

8.  Círculo  orientado.  Arcos  dirigidos.  —  Se  dice  que  un  círculo  es orientado,  cuando  se  ha  determinado  sobre  él,  el  sentido  positivo para  medir los  arcos.  Tomaremos en general  como  sentido  positivo el  sentido contrario  al movimiento  de  las  agujas  de un  reloj.  Se  toma sobre  él un punto a partir  del  cual  se  miden los arcos;  es  el  origen de los  arcos. 

9.  Círculo  trigonométrico  o  goniométrico  es un  círculo  orientado de radio  igual  a  1. 

[image: Image 23]
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10. 

Dos arcos o dos ángulos  se  llaman   suplementarios  cuando  su suma  algebraica vale  180°  o π;  y   complementarios  cuando  su  suma vale 90°  o

11. 

Se dice que un arco o  un ángulo  pertenecen  al  primer,  según 

do,  tercer o  cuarto  cuadrante  cuando  su  valor  algebraico  está  com-7U

prendido  entre 0o  y  90° 

entre  90° 

y  180°   fa)  entre  180°  (π) 

y  270°  í^-j?  entre 270°  í ^ j   y  360°  \2tz) respectivamente. 
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CAPITULO  II

DEFINICIÓN  DE  LAS  FUNCIONES  TRIGONOMÉTRICAS

12. 

Supongamos  un  círculo  orientado  de  radio  p (fig.  2)  y  sea  OA el origen  de los ángulos,  y  consideremos  un  ángulo  MOA.  La  distancia  p  de  M  al  vértice  O  del  ángulo  la  llamaremos   radio  vector  del  punto  M ;  ordenada  MP  del  punto  M,  la  distancia  del punto  M  al  otro  lado  O A  del  ángulo  ;  y 

 abscisa  OP  del  punto  M  a la distancia  centro  del  círculo  al  pie  P  de  la  ordenada  MP. 

Supongamos  siempre  el  radio vector  p,  medido  por  un  número positivo.  La ordenada MP  la  consideramos  positiva  si ¿el  punto  M  está  arriba  del  diámetro  que  pasa por A y  negativa en  caso  contrario,  La  abscisa  OP  la  consideramos positiva  si  el  pie  P  de la  ordenada  cae  a  la  derecha  del  centro  O, negativa  si  cae  a  la  izquierda. 

F igu ra  3

Llamaremos  p  al  radio  vector,  x a la~abscisa   e y  a la ordenada. 

De  acuerdo  a la  convención,  si  el  ángulo  es  menor  que  un  recto 90°  ó 

la  abscisa  a?  y la ordenada   y  son  positivas  (fig.  3-1).  Si  el ángulo pertenece al segundo cuadrante (comprendido entre 90 y 180°) 

la  abscisa   x  es negativa y  la  ordenada   y  positiva  (fig.  3-II).  Si  el ángulo pertenece al tercer cuadrante  (comprendido entre  180  y 270°) tanto la abscisa   x  como la ordenada   y  son negativas  (fig.  3-III)  y  si
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el  ángulo  pertenece al  cuarto  cuadrante  (comprendido  entre 270° y 360°) la abscisa  x es positiva y la ordenada  y  negativa (tig.  3-1V). 

El caso  en que  el ángulo valga  90°  es  un  caso  particular y la  abscisa vale  cero y  la ordenada vale p.  Si el  ángulo vale  270°,  la abscisa vale cero y la ordenada  — p. 

Resulta así que  el   eje de  las abscisas  es  la  recta  que  contiene  al diámetro  que  pasa  por  el origen  de los  ángulos y de los arcos  y   eje de  las ordenadas,   la recta  que  contiene  al  diámetro  perpendicular al eje de las abscisas. 

13. 

T e o r e m a  :  La  relación  de  los  tres s e g me n t o r a d i o   vector,  abscisa y ordenada,  tomados  dos  ce  dos  y  correspondientes a un ángulo  ol, que  suponemos  variable,  es  una  función 

 de a.  —  En primer  lugar  es  evidente  que 

si  el  ángulo  es  constante,  esas  relaciones 

también  son  constantes y de  un valor  determinado  e  independiente  del  radio vector  p.  En  efecto,  para  a  constante  y  dos valores  de p  y  p'  se tienen dos puntos M y 

M'  de  abscisas   x y   x'\y  ordenadas   y e  y'  

(fig.  4).  Y  es  evidente,  por  la  semejanza  dé  los  triángulos  MOP  y  M'OP'  que esas relaciones son  constantes. 

Supongamos (fig.  5) dos  ángulos  desiguales  a y a '   dados  por  AOB  y  AOB'.  Tomemos  dos  radios  vectores  OM  y  OM' y  tracemos  sus abscisas   x y  x'  y  sus  respectivas ordenadas  y  e  y'. 

Los  triángulos  MOP y  MOP'  no  son  semejantes  y  por  lo  tanto  sus  lados  no  son F igura  5

proporcionales  y  entonces  las  relaciones 

entre p,  x e  y no han  permanecido  constantes,  antes  al  contrario  lian variado,  como  se quería demostrar. 

14. 

Si  consideramos  un  ángulo variable  a  (fig.  6),  medido  por  el ángulo MOA o por  el  arco AM y  sea.  p  el  radio  vector  de  M,  x  su abscisa e  y  su ordenada,  las  ^elaciones:

 y

I o  ordenada   y al radio  vector p.  .  ¿

P

Λ

[image: Image 26]
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 χ

2o  abscisa  x al  radio  vector  p.  . 

■



r 

P  f

 y

3o  ordenada  y a 

la abscisa  a?„. 

.  .  . 

-

 9 

 x

 x

4°  abscisa   x a la ordenada   y.. 

 y

 o

5o  radio  vector   x a la  abscisa  o. 

r 

 x

6o  radio  vector  p a la  ordenada  y . 

P

 y

•

son  las  seis  funciones  trigonométricas  o  las 

seis   funciones  goniométricas  del  ángulo  a  y 

se  llaman  respectivamente   seno,  coseno,  tangente,  cotangente,  secante  y   cosecante,  que  se indican  en  forma  abreviada,  sen,  eos,  tg, 

ctg,  sec  y  cosec. 

Tenemos  así

F igu ra  6

<j/ 

/j» 

 X 

 O 

 o

sen  % =   ->  eos a  =   -  tg a  =   - ?  ctg a  =   - ?  sec a =   -  ?  cosec a  =   - · 

p 

p 

 x 

 ' 

 y 

 x 

 y

Hemos  dado  así  una  definición  de  las  funciones  trigonométricas. 

Se  acostumbra a llamar al

sen,  tg  y  sec. 

las  líneas

y  al

eos,  ctg  y  cosec  . 

las  colíneas. 

Nosotros  llamaremos  a  todas   las  líneas  trigonométricas. 

15. 

Es  claro que  pueden  darse otras  definiciones  de  estas  mismas 

funciones. 

Daremos  otra,  solamente a los  efectos de  aclarar conceptos. 

Tomemos  el  círculo  orientado  de  centro  O  y  radio  p  =   1,  es decir el  círculo  trigonométrico  de  centro  O  y  sea  A  el  origen  de los arcos. 

Sea  M  el  móvil  que origina los  arcos  que  suponemos  se  mueve  en  el sentido positivo (fig.  7).  El  arco  AM  mide  el  ángulo  a,  puesto que arco  =   radio  X  ángulo 

y 

p  =   1, 

[image: Image 27]
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resulta que el  arco  es  igual  al  ángulo medido  en  radianes.  Diremos indistintamente  el  arco  AM  o el  ángulo AM  o  el  ángulo  a. 

Sea  x'x la  recta que  pasa  por  el  origen 

de los  arcos. 

Suponemos que los  segmentos  medidos 

sobre la. semi-recta  ox sean  positivos.  Los 

medidos  sobre  la  semi-recta   ox'  serán negativos.  Las ordenadas de los puntos arriba del eje   xx'  las  consideramos  positivas, las medidas  debajo del  mismo  eje las  consideramos  negativas.  Tracemos  la tangent e  geométrica  zz'  en el origen de los arcos al círculo  trigonométrico.  Las  magnitudes 

medidas sobre la semi-recta As las  consideramos positivas  y  las medidas  sobre la  semi-recta A z'  como  negativas. 

Consideremos  ahora  el  arco  AB  igual  a ^ y  en  el punto B tracemos Δ

la  tangente   u'u  al  círculo  trigonométrico.  Las  magnitudes  medidas sobre la  semi-recta  B ti las  consideramos  positivas,  las  medidas  sobre la semi-recta  B u'   como  negativas.  Trazando  la  normal   yy'  al eje   x'x que  pasa por  B,  las  magnitudes  medidas  sobre  la  semi-recta  O  y son positivas y las medidas  sobre  O  y'  negativas. 

Tracemos la  tangente al  círculo en  el punto  M que  corta a   xx'  en S 

y  a  yy'  en  H. 

Llevemos  el  radio  OM  y  prolonguemos.  Corta  en  T a  z'z y  en K  a u'u y bajemos  de  M la  normal  MP  al  eje   x'x. 

Definimos  ahora  las  líneas  diciendo  que  en  el   círculo  trigonométrico  (9) sen  a  =   MP,  eos  a  — OP,  tg  a  =   AT, 

ctg  a  =   BK,  sec  a  =   OS,  cosec  a  =   OH

-es  decir q u e:

 Seno de  un arco  es la  perpendicular  bajada  desde el  extremo libre del  arco al  radio que pasa por el  origen  de los  arcos  en  el círculo  trigonométrico.  Es  positivo  en  el  I o y  2o  cuadrante.  Negativo  en  el  3 o y  4o. 

 Coseno de un arco es  la distancia  desde  el  centro  del  círculo trigonométrico al  pie de la perpendicular  bajada desde  el  extre
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mo libre  del  arco  al  radio  que  pasa  por  el  origen.  Es positivo en el  I o y  4o  cuadrante y  negativo en  el  2o y  3o. 

 Tangente de  un  arco  es la  parte  de tangente  geométrica  en  el origen de los  arcos,  comprendida entre  ese  origen y  la  intersección  con la  prolongación  del radio  que pasa por el  extremo libre del arco.  Positiva en  el  1er y 3er cuadrante, negativa  en el 2o y 4o. 

 Cotangente de  un  arco  es  la parte  de  tangente  geométrica  en el  punto  a un  cuadrante del origen comprendida entré este punto 

y  la  prolongación  del  radio  que  pasa  por  el  extremo  libre del arco.  Es  positiva  en el  1er y 3er cuadrante y negativa  en  el  2o y 4o. 

a

 Secante  de un  arco  es  el  segmento  de  la recta que  une el  centro  del  círculo  trigonométrico  con  el  origen  de los  arcos,  comprendido  entre  el  centro  del  círculo  y  la  intersección  con la tan gente  al  círculo  en  el  extremo libre del  arco.  Es  positiva  en  el I o y  4o  cuadrante,  negativa  en  el  2o  y  3o. 

 Cosecante  de  un arco  es la parte  de  la  recta  que une  el  centro del  círculo  trigonométrico  con  el  punto  situado  a un  cuadrante del  origen,  comprendida  entre  el  centro  del  círculo y  su  intersección  con la  tangente  geométrica  en  el  extremo  libre  del  arco. 

Es  fácil  ver  que  esta  definición,  está  en  correspondencia  con  la anterior.  En  efecto,  según la definición  anterior,  teniendo  en  cuenta que  el  radio  vector del  punto  M vale  1  (fig.  7),  se tie n e : MP

OP 

_  

MP 

AT

sen a  =   —— =  MP, 

eos a  =   —-  =   OP. 

1

1

^ α  =   ™  =  7ΓΓ  =  ΑΤ> 

O P

OA

° P  

BK  __

OM

OS

ctg a

OS, 

M P  

OB 

’ 

SeC<X

O P

OM

OM 

OH

cosec a =   —— =

OH. 

MP 

OM

Todas  estas relaciones  se  obtienen  fácilmente  comparando  los  tri

ángulos  semejantes  OMP,  OTA,  OSM,  OKB  y  OHM. 
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C A P IT U L O   III

VARIACIÓN  DE  LAS  FUNCIONES  TRIGONOMÉTRICAS

16.  V a r ia c ió n  d e l  s e n o   a.— Veremos en qué forma varían las funciones trigonométricas  de un ángulo  a,  con el  variar del argumento a. 

s 

Para  ello  daremos  valores  a  la variable a

y veremos  los  que  toma   sen  a,  calculando 

sen  a  para  algunos  valores  particulares 

de  a. 

Sea  (fig.  8)  un  círculo  trigonométrico, 

vale decir  orientado y  de  radio  uno.  Sea A 

el origen  de los arcos. 

Un ángulo cualquiera a está medido por el 

F igu ra  8

arco AM.  Cuando  el  arco vale  cero,  la  ordenada  y del punto M también  vale cero. Luego el seno  de 0o  vale cero. Cuando  el punto M recorre el arco AB  en el primer cuadrante,  el  arco  crece desde 0o  a  90°  ó -  y el  seno  también crece.  Podemos calcular algunos  valores de  sen  a.  Por  ejemplo,  si  el ángulo vale 30°, el seno vale MP. Prolongando MP basta M' el triángulo  OMM' es un  triángulo  equilátero,  cada uno  de  cuyos lados vale  1. 

Luego MP vale ^ y el  seno de 30°  jó 

vale  *

π 

1

sen  30°  =   sen -   =  -   =  0,500. 

o 

2

Para  calcular el seno  de  45° 

tenemos

la figura  9.  Si  el  ángulo  MOP  vale  45°,  sien

F igu ra  9

do  el  ángulo  OPM  de  90°,  para  que  la  suma

de los  ángulos interiores del triángulo MOP  valga  180°,  es necesario que también  el  ángulo  OMP  valga  45°.  Resulta  así  que  el  triángulo OPM  es isósceles y  OP  =   MP. 
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Aplicando  ahora a ese triángulo  rectángulo  el teorema  de  Pitágoras,  se tie n e :

OP2  +   MP2  =  ÓM2. 

Pero  OM  vale  1  y  OP  =   MP, luego

2  MP2  =   1. 

De donde resulta

1

i

|/2

sen  45°  =   sen -   =   MP 

—  =0,707. 

4

o

2 

’

Podemos  también  calcular  el  seno  de  60°

para  lo  cual  tenemos  la  figura  10. 

Uniendo  M  con  A  el  triángulo  MOA  es 

por lo menos isósceles,  pues  tiene  el lado  OM 

igual a OA como radios  de un mismo  círculo. 

El  ángulo OMA es  igual  a  OAM  y  tenemos

2  OAM  +   60°  =   180°. 

F igu ra  10

Luego los  ángulos  OAM  y  OMA valen  también  60°  y  el  triángulo OAM  es un triángulo  equilátero. La perpendicular  MP  divide al  lado O A en  dos  partes  iguales,  es  decir,  que tenemos

OP  =   PA  = 2

Y aplicando ahora al  triángulo rectángulo OPM el teorema de Pitá- 

goras,  tenemos

OM2 =   MP2  +   ÓP2. 

Pero

OM  =   1  y 

OP  =  -  

J 

2

luego

. .MP2 =   1  -    -  =

4 

4

Y  obtenemos

 t: 

1/3

sen  60°  =   sen  ^ =   MP  =   —  =  0,860. 

\  

 ό  

2
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Cuando  el  ángulo  vale  90°

la  perpendicular  MP  se  confunde

con  el radio BO  y  vale  1. 

Se ve  que  si  el  ángulo  crece  en  el  primer 

cuadrante desde 0  a 90°, el  seno  crece  desde 

0  a  -f-  3. 

Si 

seguimos  incrementando  el  ángulo  a 

en  el  segundo  cuadrante  (fig.  11)  con el  crecer del  ángulo  en  el  segundo  cuadrante,  el valor  del  señó  decrece.  Es  fácil  ver  por  la 

F igu ra  11

figura 11, que  se puede obtener cómodamente 

algunos  valores  del  seno  para  valores  particulares del  ángulo a.  Por ejemplo  para   a =  120°

el  valor del

seno  es  M1P 1  (figs.  10  y  11) y  es  igual  que para  60°,  luego 2  π  V3

sen  120°  =   sen  —  =   —  =  0,866. 

 ó 

 ¿

 ,   3 ^

Igualmente es  cómodo  comprobar  que  el  seno  de  135°  |ó — j  vale igual  que el  seno  de  45°, luego  tenemos

3z 

 1Í2

sen  135°  =  sen  — =   —  =  0,707. 

4 

2

Si  queremos  el  seno  de  150°,  se  ve por la 

figura  12,  trazando  por  Mx  la  paralela  MXM

y  llevando  MP,  que  el  seno  de  150°  ^ó

vale lo  mismo que el  seno de 30°,  luego

fc  

t i  

>  ° - s m

F igu ra  12

sen  150° =   — =  |

Y  si  el  ángulo  vale  180°  (ó π)  el  punto  M  se  confunde  con  A',  su ordenada vale cero, 

sen 180°  =   sen?:  =   0.000. 

Se observa  que  si  el  ángulo crece  en  el  segundo  cuadrante,  desde 90  a  180°,  el  seno decrece desde  + 1   hasta  cero. 

Incrementemos  el  ángulo  de  modo de tomar  todos los valores  del tercer cuadrante.  A medida que  el  ángulo  crece, el punto M se mueve
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desde  A'  hasta  B',  la  ordenada  MP  crece  en  valor  absoluto,  pero como  es  negativa,  por  estar debajo  del  eje  ¿Va?,  el seno  decrece.  Y  es cómodo,  por simples consideraciones  geométricas, análogas a la sq u e hemos hecho para el  primer  cuadrante y  que no  vale la pena repetir, obtener los  siguientes resultados:

 7 t:

1

sen 210°  =  sen —— =

-   0,500

6

2 “

(/2  =

sen 225°  =  sen —   =

-   0,707

4

2

 f3  =

sen 240°  =  sen —   =

-   0,866

3

3 t:

sen 270°  =  sen —   —

1  = -   1.000. 

Mientras  el  ángulo  crece  en  el  tercer  cuadrante  desde  180°  hasta 270°,  el valor del  seno  decrece desde 0  hasta  — 1. 

Dando  ahora  al  argumento  todos los  valores  del  cuarto cuadrante desde  270°

hasta  360°  (ó  2π),  el  seno,  como puede verse  en  la

figura  12, varía  desde  —1  hasta  0  y  también  se puede  obtener  fácilmente ΟΛΛΛ 

10-

1/4> 

í «.) 

Λ  Oí*  á? 

sen 300a  =  sen ——— _ J __  =  

U.OUD

6

O

 mi

 lU

 > 

sen 315°  =  sen  — =   -   ^   =   -   0,707

4

a 

’

1

sen 330°  =  sen

=   -   -   —  -   0,500

6

2 

’

sen 360°  =   sen  2r =  

...  =  

0,000. 

Si  seguimos aumentando  el  ángulo,  de  modo de  tomar valores  mayores  que 360°  ó  2π,  los  valores  de seno  repiten.  Así,  por  ejemplo, si  tomamos  el  ángulo de 390°, tenemos

sen  390° =   sen  (360   +  30°)  =   sen309

y así  sucesivamente.  La función  seno resulta,  así,  una  función  periódica de período igual a 360°  ó  2r. 

Hemos  obtenido en  resumen :

 2
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c i

sen  a

 y. 

seu  a

0  o

0,000

crece

decrece

crece

crece

 r  0 O

1

 —\

-   -   =   -  0,500

co o o  Í 6 í )

 \   =   0,500

(ó  - i )

 Δ

 \  ^

5π \

/  τΛ

|/2

225° (ó

45° I  O-

'- = 0 , 7 0 7

-   V   =   -   0,707

\

4 /

 Jj

 Δ

l  v

\

C O o

|/3

O

 β

 (<,--)

—  =   0,866

240° (ó

-   ^  

-   0,866

í )

 \  y

2 

’

\

d /

 Δ

/  π\

3tu\

90°

1.000

270°

 -   1.0 0 0

(ó 2 ]

crece

decrece

1 0 π\

1/3

300°

-   —  =   -   0 ,8 6 6  

1/3

2 

’

1 2 0 °

4   =   0 ,866

(ó ~*r]

( 4 )

 Δ

12

/  3-\

 (2

315° (ó

-   —  =   -   0,707 

-   =   0,707

τ ΐ

2 

’

135° (ó — )

\

4 /

\  4 /

2 

’

1 1tt\

1

330°

—  t)  =   — 0,500

150°

 -   =   0,500 

( 4 1

2 

’

(* - 0 )

180° (ó -)

0,000

300° (ó 2~)

0,000

 Representación gráfica.   —  Con  estos  valores  construimos la  curva que  representa  gráficamente  a la función   sen  a.  Llevamos  sobre  la& abscisas o  eje de  la variable  independiente,  los  valores  de  a y  sobre las  ordenadas los valores de sen a y obtenemos la curva de la figura Id. 

Podemos  obtener  gráficamente  la  curva que  representa al seno  a en función  de a.  Para ello(fig. 14) tomamos un círculo  trigonométrico que dividimos  en un numero  cualquiera departes  iguales, por  ejemplo 1 (b que  designaremos  de  1  a  10. 
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Prolonguemos  él  diámetro  A'A  que pasa por el origen  de los arcos· 

y  sobre  esa  prolongación   A x tomemos  un  origen   Ov  Medimos  sobre el  eje  O# los ángulos y sobre  el normal  los valores  del  seno. 

' 

Tomamos  en una escala los  valores  1, 2,3...  sobre   Οχχ.  Para encontrar  el  punto  de la curva  que  corresponde  al  ángulo  2,  por  ejemplo,, dado en la figura 14 por MP, proyectamos paralelamente a  Oxx el punto-M  hasta  encontrar  en  M2 a la  ordenada  llevada  por  el  punto  2.  El punto M2 representa  a la  curva. 

Procediendo en la misma forma con respecto  a los demás puntos se 

obtiene la  curva de la figura  14. 

Se  ve  que la  curva  hace  ver  que la  función  es periódica.  La  curva que  la  representa  se llama  sinusoide., 

Se  ve que el  valor máximo  del  seno  es  +   1  y  el valor mínimo  — 1, es  decir,  que  siempre se verifica para cualquier  valor de  a que

—  1 <  sen  a < ; +   1

y  no  se  concibe un valor  del  sen  a mayor  que  +  1  o  menor que  —  1. 

Se ve  también que el  seno se anula  para  todo valor de  a  que sea  múltiplo  de tí. 

Además hemos  visto  que  la función  seno  es  una  función  periódica de período igual a 

vale decir, que aumentando el arco en un número 

cualquiera  de  circunferencias,  o disminuyéndolo,  el  valor  del  sen  a queda el  mismo, lo que  se  puede  expresar en la  siguiente forma

sen  (27c-  +   a)  =   sen  a' 

donde  1c designa  un número  entero cualquiera  positivo o negativo;  (T

3 

 ti

17.  y  a r ia c ió n   d e l   c o s e n o . —  Veamos  ahora en  qué  forma varía eos  a  con  el  variar de  a.  Consideremos  un  círculo  trigonométrico  y un  ángulo  a.  Por  definición  eos a =   OP.  Cuando  el  ángulo  vale  0o, 
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el punto  M  coincide  con  A y el  pie  P  déla perpendicular bajada desde  M  también  coincide con  A.  El  eos  0 o  es  igual  a O A =   1. 

Cuando el  ángulo crece en el primer  cuadrante,  o  cuando el  punto M  se mueve desde A hasta  B,  el  punto P   se mueve desde A hasta O, el  coseno  decrece  entonces  desde  + 1  hasta 0.  Por  consideraciones I

elementales de  geometría se podríap. encontrar algunos Calores  para el eos 

Así,  por  ejemplo,  se  encontraría fácilmente:

_ 

l/

eos[30o  =   eos ~  == 

=   0,866

i 

I  0 

2

π 

|;2

eos  45°  =   eos -   =   —  =   0,707 

4 

-2

eos  60°  =   eos  ~ =  i   =   0,500

 o 

 Δ

eos  90°  =   eos ~  —  ...  =   0,000. 
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Si  el  ángulo  crece  en  el  segundo  cuadrante,  aumentando  de  90°

hasta 180°  o  desde ^ a π,  el  punto  M  se mueve  desde  B  hasta A' y el  pie  de la  perpendicular  se  mueve desde  O  hasta  A',  el  coseno  decrece entonces de 0  a  — 1, ya que  en  el  segundo  cuadrante es negativo,  por caer  el  punto P   a la izquierda de  O.  Se obtendría también, con  consideraciones  elementales,  que  :

 2τζ 

1

eos  120°  =   eos — =  — -   =  — 0,500

o 

2

3t:

eos  135°  — eos  — =  — —  =  — 0,707

4 

2

eos  150°  =  eos  ~  =   — —  =   — 0,866

6 

2

eos  180°  =  eos  tz  =  

...  =   _   1,000. 

Mientras  el ángulo crece en el tercer  cuadrante  desde  180°  hasta 270°,  el  coseno crece desde  -   1  a  0  y  se podría  tener  fácilmente: eos  210°  == eos  ~  

~   =   — 0,866
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Y cuando el ángulo crece en el cuarto cuadrante desde  270° a 360°, 

el  coseno  crece  desde  cero basta  +   1.  Y podría  obtenerse:

eos 300°  =   eos 

=   -f  i   —  +   0,500

o 

2

Λ  , 

eos  315°  5= eos ^   ==   + 

=   -f- 0,707

4 

2

eos  330°  =  eos  ^

 

^   =   +  0,866

6 

2

eos  360°  =  eos  2-  =   +   . . . =   +  1.000. 

Si  se sigue aumentando  el  valor del ángulo, el coseno vuelve a retomar  los  mismos  valores  que al empezar.  Resulta  así  el  coseno  una función  periódica  de período 360°  ó  2π y podemos  escribir

eos  (2/ct5 +  a)  =   eos a, 

donde   k es  un número  entero  cualquiera,  positivo o negativo. 

Podemos  resumir  los  resultados  que liemos  obtenido  en el  cuadro siguiente:
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«  !í

eos  y. 

cc 

 »>  

eos a

 f

0 o 

' 

1.000

180°  (6

-1 .0 0 0

crece

decrece

crece

crece

8

0,866  , 

— 0,8GG

o° H )   ·

2 ΐ« · ( 6, ί )  

■

0,707

«Μ , 

•  i μ:·'·

. . 22s” {♦ t )

-0 ,7 0 7

0,500

240· (ó f ) " ' 

-0 ,5 0 0

\ 

/

0,000

0,000

crece

decrece

crece

crece

120 - ( » | )

- 0,5 0 0 ; 

300· (o H i )

+  0,500

+

4

-0 ,7 0 7

3150 (ó t )

+  0,707

150° ( 4 )

-0 ,8 6 6

3 3 0 - 0  

- )

+  0,866

180°  ó i)

-1 .0 0 0

360°  (ó 2-)

+  1.000

 Representación  gráfica, .  —  Y  con  ^estos  valores,  representamos ahora la curva que representa la función   eos  a»  Tomamos  sobre el eje de las  abscisas,  en  una  escala  arbitraria,  los valores de  a  y  en  el  eje de las ordenadas,  también  en  una  escala  arbitraria,  los  valores  del coseno. 

Tendremos así la figura 16. 

En  forma  análoga a  la que  aplicamos  para  el  seno,  podemos  obtener gráficamente la representación de  eos a en  función de a. 
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P ara ello,  dividimos  la  circunferencia, en  un número cualquiera de partes,  que es  más  cómodo  sean  iguales,  por  ejemplo  16,  como  se indica  en la figura 17,  que llamamos  1,  2,  3,  L· 

 '  

,sln:iq

Sobre el diámetro A'A  prolongado tomamos un eje donde representamos  los  ángulos 1, 2, 3; ...  en una  escala  cualquiera y luego por cada extremo  del arco,  por ejemplo  2,  bajamos la normal  MP  sobre  el  diámetro A'A. El  éos 2 es OP, valor que llevamos a nuestro  sistema sobre la  normal  2 al eje (^a?, obteniendo así un punto de la curva-. Repitiendo

 \ 

 ' 

 Í 

 > 

  ' 

 \  i 

I
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• 

·; í 

>.·'■' 

lo  mismo  para los  demás  ángulos  1,  3,  4,  ...,  étd.,  se obtiene  la curva de la figura..! 7. La curva muestra también  que la función  es periódica y de  período igual a una  circunferencia. 

Se  ve  que  el  valor máximo  del  coseno es  -f- 1 y el valor mínimo  — 1, es  decir, que  podemos  poner para cualquier valor del ángulo

— 1  < eos a ^   —

-  1, 

y no  tiene  sentido  dar al  coseno  un  valor  mayor  que  + 1   ni  menor que  —1. 

Es  de notar también  que  el  coseno  se  anula para valores  del  arco TU

que  sean un múltiplo  impar  positivo o negativo  de -·

' 

.y

1 8 . Y a b ia g ió n   d e   l a   TANGENTE. —  Tracemos  el  círculo  trigonométrico  y  sea  A  el  origen  de los arcos.  Hemos  definido  como tg α =   AT. 

Estudiáremos  cómo  varía  AT  con  el  variar de  a.  Cuando   a  vale cero,  el  punto T  coincide con A y la  tangente  de  Cá vale  cero.  Cuam do  a  crece en  el  primer cuadrante, la tangente AT crece y  es positiva. 

Podemos  calcular algunos valores de la tangente para  algunos  va-

 ϊ
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lores de a.  Por  ejemplo,  si  a  vale  30°  ^o-j>  tendremos  (fig.  18)  que tomando el  punto T' simétrico de T  con respecto a OA,  el  trianguló TOT'  resulta  equilátero.  Es entonces OT  =   2 AT y  el  triángulo rectángulo OAT nos  d a :

¡

OT2  =   ÜA2  +   AT2

o  bien, puesto  que  OT  =   2 AT  y  O A =   1

tenemos:  , 

4 Α Ϊ 2  -   Α ϊ 2  =   1

de  donde

Figura  18

tg 30 0  =  * e l  =   | / | - f   =   «, 5 7 7 . 

Si  suponemos  a  igual  a 45° 

el

triángulo OAT es isósceles y :

AT =   OA  =   1, 

y  se obtiene

tg 45°  =   t g j  =   1-

Haciendo  a =   60°  I ó^b  se  tiene en

la  figura  19,  que  si  tomamos  el  simétrico  O' de O  con  respecto  a  AT,  el  triángulo  OTO'  resulta  equilátero y el lado OT  =   ÓO'  =   2 0 A   =  2, 

el triángulo rectángulo  OTA  nos da

OT2  =   OA2  +   AT2

y reemplazando  OT  =   2  y  O A  =   1 ,  se tiene :

4   =   1  +   AT 2

de donde sacamos
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Si  seguimos  incrementando  el  ángulo,  siempre  en el  primer  cuadrante,  cuanto  más  se  acerque  el punto  M  al punto  B,  tanto más  se alejará hacia arriba el  punto  T. 

Consideremos  el  ángulo  (90°  —  ε)  ó  £  —  e  > cuanto  más  pequeño 11

sea  ε  (e  positivo),  tanto  mayor será la  tangente  AT y  podemos  poner tg (90°  — e)  ->  4t  oo. 

 ε —

►

0

La tangente  crece en  el  primer  cuadrante  con  el  crecer de  z. 

Tomando  ahora  el  ángulo  90*  +   ε,  la  tangente  es  negativa.  El punto  T  está  debajo  del  eje  x'x y  cuanto  más  pequeño  sea  ε  (ε  positivo)  tanto más lejos estará  el  punto  T y  siempre hacia abajo. 

Podemos  poner  :

tg (90a + 6) ^ 7 !», 

£ —

►

0

Y  en  el límite,  cuando  ε vale  cero,  tendremos

t g   90°  =   t g £   =   ±   p o . 

En  el  punto  en  que  a vale  90°,  la  tangente  es  una  función  discontinua y  aunque  nuestra  variable  z  varíe  en  forma  continua,  la  tangente  salta bruscamente  de  más infinito  a menos  infinito. 

Si  se  hace  crecer  el  ángulo  en  el  segundo  cuadrante,  cuando  el punto  M  se  mueve  desde  B  hasta A',  la  tangente  disminuye  en  el valor absoluto,  pero,  como  es négativa, la  tangente  crece. 

Se  podría obtener,  por  simples consideraciones  geométricas  análogas a  las  que hicimos  para  el  primer  cuadrante,  algunos  valores  de la  tangente,  por  ejemplo :

tg  120°  =   -  

=   -T  1.732

tg  135°  =  

=   -   1.0 0 0

^3

tg  150°  =   -   r—  =   -   0,577

 Ó 

»

tg  180°  =  

=  

0 ,000. 

Si  se  incrementa el ángulo  en  el  tercer y  cuarto  cuadrante, es  fácil notar que  se reproducen los  valores  del  primer y  segundo  cuadrante respectivamente.  La  tg  es  una  función  periódica de  período  igual  a 180°  o a π. 
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Y,  en efecto,  si  calculásemos por  elementales  consideraciones  geométricas,  tendríamos: tg 210°  =   tg  ' 

=   tg 30°  =  

=   0,577

tg  225°  —  tg  *  —  tg  45°  =  

=   1.000

4:

4t:

tg  240°  =   tg 

=   tg  00°  =   | 3   =  1.732

 ó

 St:

tg  270°  —  tg   f   =   tg  00°  —  4-  co (discontinua)

tg 300°  =   tg 4 -   =■  tg  120°  ■=  -   |/3  =   -   1.732 

o

I 7:

tg 315°  — tg 

=   tg  135°  =  

—  — 1.000

4

tg  330°  =   tg —   =   tg  150°  =   -   ^   =   -   0,577 

0 

3

tg  300°  =   tg  2r  =   tg 

0o  =  

=  

0,000. 

 Representación gráfica.  —  Con  estos valores representamos  gráficamente a  la función  tangente.  Sobre  el  eje  de  las  abscisas  llevamos Figura-  20

en  una escala  cualquiera  los  valores de a  y  sobre  las  ordenadas  los valores de tg a. 

Obtenemos  la  curva  que  muestra la  figura  20. 
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La  tangente  es  entonces  una  función  periódica de período  igual ju y  podemos  escribir:

tg   (k-τ:  +   a)  =   tg  a. 

donde   1c  es  un  número  entero,  positivo,  negativo  o  nulo. 

Es  una  función  continua,  excepto  para  los  valores  de   y  =   ÍK)°  ó -  

y  todos los  valores

 le-  +   -- 

 (le  -  número  entero). 

2

La  curva  toca  a las  rectas llevadas normalmente  a eje de las a, por los  puntos  a  =   90°, 270, 

, etc., en el  infinito. Estas  rectas  son  asimj)-

Fi gura  21

 totas  de  la  curva y  ésta  se  llama   asimptótica.   Por representar a la tan gente  se la  suele llamar   tangentoule. 

0

Se  puede  también  obtener  la  curva  que  representa  gráficamente a  la  tg   y  en  función  de   y  en  la  forma  siguiente:  Se  toma  el  circulo trigonométrico  de  centro  O  y  se  divide  en un  número  cualquiera  de partes  que  conviene  sean  iguales, por  ejemplo  16,  que  numeramos  de 1  a  16  (fig.  21)  y  se  traza  la  tangente  geométrica  zz'   en  el  origen  A de  los  arcos. 

Sobre  el  eje   x'x  se  toma  un origen  θ 1?  y  sobre  él  se lleva  la  normal que  será  el  eje  donde tomaremos  los  valores  de  la función. 

Sobre  C^a?  representamos  los  valores de  y en una  escala  cualquiera. 

Si  se  quiere  obtener  la representación  de  un  punto  cualquiera,  por ejemplo  para  el  ángulo  2,  uniendo  en  el  círculo  O  con  el  punto  2  y prolongando  hasta  T,  se  tiene  por  definición  que  AT  es la  tg.  Luego
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en  el  punto  2  de 

que  representa el  ángulo 2, se  traza la normal  a 

Oí# y por el  punto  T  la paralela  al  eje  O e l   punto  dé  encuentro nos  da el punto buscado.  Procediendo en la misma forma para los  demás  puntos,  se obtiene la curva que  muestra la  figura 21. 

19.  V a r ia c ió n   d e   l a   c o t a n g e n t e , tt  Consideremos  e l  círculo trigonométrico  (fig.  22).  Hemos  definido  como  cotangente  el  valor BK  (15). 

Cuando  a  vale  cero,  el  punto  M  coincide  con A,  el  punto K  se  lia alejado hasta el  infinito y podemos  decir que  ctg 0o  vale  i   oo. 

Cuando el ángulo crece en el primer cuadrante, el punto M se mueve desde A basta B  y el  punto  K  se acerca desde  el infinito 

hacia  él  punto  B,  es  decir,  que  la  ctg  decrece.  Cuando  el  ángulo  vale 90°

punto K coincide con  B  y la magnitud BK vale  cero,  es  decir,  ctg 90° 

vale 0.  Si  el  ángulo  crece  en  el  segundo  cuadrante,  con  el  moverse del punto  M  desde  B  hacia A',  el  punto  K  se aleja hacia la izquierda y  cuanto  más  se aproxima el  punto  M  hacia  A' tanto  más  se aleja  el punto K hacia la  izquierda.  La  ctg decrece y  tiende  a valer  — ex?. 

Cuando el ángulo vale  180°,  la ctg es discontinua en ese punto, saltando bruscamente de  — oo a  H- oo. Cuando el ángulo crece en el tercer cuadrante,  los  valores  que  adquiero la ctg  son  los  mismos que  en  el primer  cuadrante,  es  decir,  la  ctg  decrece y  cuando  el  ángulo  vale 270°,  la  ctg vale 0. 

Si  el ángulo  crece  en  el  cuarto  cuadrante,  la ctg adquiere los mismos valores  que  en el segundo  cuadrante,  es  decir,  la  ctg decrece y cuanto más  se aproxima el ángulo a valer 360°,  tanto más se aproxima la ctg a valer  — oo. En el punto 360°, lo  mismo que  en  el punto 0o, la ctg  es discontinua y pasa bruscamente  de  — oc  a  +   oo. 

Podemos resumir estos resultados  en la  forma que sigue:
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ctg st

«

,ctg «

1 . 

0

' +   co

crece

decrece

crece

decrece

270°

0,000

o o o

0,000

crece

decrece

crece

decrece

360°

+   oo

180°

+   DO

Se  podrían  fácilmente calcular algunos valores,  en la  misma forma que  se hizo para la tg. 

Representando  luego  gráficamente  a la función,  para lo que  tomamos  sobre el  eje  de las  abscisas  los  valores de a  y  sobre  las  ordenadas  los  valores  de  ctg,  se obtiene una  curva como la  de la  figura 23. 

La ctg  es  una  función  periódica  de  período  igual  a  180°  (ó a  π). 

Luego  se  puede  escribir

ctg 

+   a)  =   ctg a

donde   k es  un  número  entero,  positivo, negativo o nulo. 

Se  puede  observar  también  que  la  ctg y la  tg  tienen  siempre  el mismo  signo. 

Que  la  cotangente  es  discontinua  en  los  puntos  O,  τ,   2^,  etc.,  es decir,  en  todos los puntos dados  por

 a  =    kiz 

 (kj  entero,  positivo,  negativo o nulo). 
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20. V a r ia c io n e s   d e   l a   s e c a n t e . —  Consideremos  el  círculo  trigonométrico  (tig.  24)  y  un  ángulo  a dado  por el  arco  ΑΜ.  Por  definición sec  a  es  OS.  Cuando  a vale  cero,  el  punto  M  se  confunde  con  A y  lo  mismo le ocurre al  punto  S.  Luego  la  sec  de  cero,  vale  1. 

Con  el  crecer  del  ángulo   a  en  el  primer  cuadrante,  es  decir,  a  me-n' 

Finura  21

dida  que el  punto  M  se  mueve  desde  Á  bacía  B,  el  punto  S  se  aleja hacia  la derecha,  la  secánte  crece y  cuanto  más  se.acerque  el  punto M  a B  tanto  más  grande  se hace la  sécante. 

 y

Podemos  poner,  siendo  ε un ángulo  positivo

Cuando  el  punto  M  pasa  del  otro  lado  del  punto  B, el  punto  S  está a  la izquierda de A',  la  secante  es  negativa y  si  ε  es  un  ángulo  positivo,  podemos  poner Es  decir,  que  cuando  el  ángulo  pasa  por  el  valor  ^   la  secante  es discontinua  y  pasa bruscamente de  + o c  a  —

A  medida  que  el  ángulo  crece  en  el  segundo  cuadrante,  es  decir,  a medida  que  el  punto  M recorre  el  arco  BA',  el  punto  S  se  acerca  de izquierda  a  derecha hacia  el  punto A'. La  secante  disminuye  en valor-absoluto, pero  como es negativa, en realidad crece  y  cuando  el  ángulo vale  -ir,  el  punto  M  se  confunde  con  A'  y  la  secante  vale  — 1. 
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Si  hacemos  crecer  ahora  al  ángulo  en  el  tercer cuadrante,  vale  decir,  si  el  punto M recorre el  arco A 'B'el punto  S  vuelve a  alejarse  del punto  A' hacia la  izquierda,  vale  decir,  que  la  secante  decrece,  por ser  sus  valores  negativos  y  tanto  más  se  acerque  el  punto  M  a  B' 

tanto más lejos  estará de  A'  hacia la izquierda  del  punto  S. 

Si  ε  es  positivo  podemos  poner:

Y  también

3 -

En  el  punto 

la  secante  es  discontinua  y  su  valor  pasa  de  un

salto  desde  —  oo  a  +   oo,  con  el  crecer  en  forma  continua  del  arco  o del  ángulo. 

Si  el  punto  M  se  mueve  en  el  cuarto  cuadrante recorriendo  el  arco B'A,  el  punto  S  se  acerca desde  +   oo  hacia  A.  La  secante  decrece  y llega a  tener  el  valor  + 1   cuando  el  arco o  el ángulo  vale  2-. 

Si  se  sigue  incrementando  el  ángulo  o  el  arco,  los  valores  de  la secante  se vuelven  a reproducir y  resulta  que  la secante  es  una  función  periódica  de  período  2-,  es decir,  que  podemos  escribir: sec  (27c-  +    ol)  =  sec  a

donde  7c  es  un número  entero,  positivo  o  negativo. 

También  vemos  que  la  secante  es  discontinua  para  los  puntos B  y  B',  es  decir,  para los  arcos  dados  por  :

^  +    Ict.  

(7c, entero). 

 %

Besumiendo  los  resultados anteriores,  se tiene :

a

seo  a

 y. 

sec  a

0°

1.000

crece

decrece

crece

crece

*> 

4-  -oo

+   oo 

! 

>> 

crece

decrece

crece

crece 

2-

+ 1.000

-1 .0 0 0
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Pueden  calcularse  valores numéricos  de  la  secante  para  algunos ángulos en particular.  Sería muy; fácil obtener, por ejemplo:

Y construir  así  la  curva  que  representa  gráficamente a la  función sec a  con  el  variar de  a.  Se  obtiene  una  curva  de  la  forma  de  la figura 25. 

Es claro que también  podría  hacerse  con  procedimientos gráficos, como muestra la figura 26. 

Se procede  en  forma  análoga  que  para  sen,  eos,  etc., y se llevan como ordenadas las magnitudes tales como OS. Pero, prolongando OM
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hasta el punto T es fácil ver,  comparando los triángulos OMS  y O A T . 

que  OS  es  igual  a O T ;  luego es más  cómodo  tomar  como  ordenadas los  respectivos  valores de OT.  Una  simple  observación  de la figura hace ver cómo  se procede, por lo que omitimos más explicaciones. 

Se puede ver  que  la  secante  conserva  los  mismos  signos  que  el coseno.  Veremos más  adelante que la secante es la inversa del coseno. 

21. V a r ia c io n e s   d e   l a   c o se c a n t e . —  Un  razonamiento  análogo,  nos llevaría a obtener para la función  cosecante que

«

COS&C  & 

« 

< 

cosec «

O o

+   oo

crece

crece

crece

decrece 

3::

-1 .0 0 0

7C

 ~2

+  1.000

2

crece

decrece

crece

crece

2 π

+   oo

7w

+   oo

F isu r a   27

Es  una  función  periódica  de  período  2t:,  es  decir,  que  se  pu¿de po n er:

cosec  (2k-  +   a)  =   cosec a, 

 Je  entero  positivo  o negativo. 

3
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La  cosecante es  discontinua para los  puntos A y  A',  es decir,  para los ángulos dados  por fou, donde fe es un número  entero. 

Los signos  de la cosecante son los  mismos que los del  seno, y luego mostraremos  que la cosecante es la inversa del  seno. 

La  curva que representa a la  función  cosecante  tiene la forma  de la figura  27. 

22. Cu a d r o   d e   lo s  sig n o s  d e   l a s   l ín e a s   t r ig o n o m é t r ic a s.  

—  Hemos  podido  ver  que*  todas  y  cada  una de las  líneas  toman  en cada cuadrante todos los valores absolutos  que pueden  tomar. Es necesario tener muy presente el signo del valor que adquiere  cada línear cuando  el argumento toma valores en los  distintos  cuadrantes.  Para ello podemos resumir los resultados que hemos  obtenido  en el cuadro siguiente:

Cuadrante

sen

eos

tg

ct  g

sec

cosec

P rim er.  .  .  . 

+

+

+

+

+

+

S e g u n d o ..  . 

+

—

—

—

—

+

T ercer

—

—

+

+

—

—

C u a r t o . 

—

+  

, 

—

—

+

—

Se  ve  que  las  funciones  seno y  cosecante,  coseno y  secante,  tan gente y  cotangente,  toman los  mismos  signos.  Veremos  más  adelante que son funciones  inversas  entre sí. 
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CAPITULO  IV

RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES  TRIGONOMÉTRICAS  DE  ANGULOS 

IGUALE Sé  PERO  DE  SIGNO  CONTRARIO,  QUE  DIFIEREN  180°, SU

PLEMENTARIOS,  COMPLEMENTARIOS,  ETC. 

23. 


T e o r e m a  

 Las  funciones  trigonométricas  homónimas  de  dos 

 arcos iguales y  de signo contrario  son iguales  en valor absoluto, teniendo el mismo  signo  el  coseno y  la  secante y signo 

 contrario las restantes.  —  En efecto  (lig. 28), 

dos  arcos  iguales  y  ele  signo  contrario 

+  a y  — a,  tienen  el  mismo  origen  A,  pero 

sus  extremos  M y  M1?  son  simétricos  con 

respecto  al  eje   x'x,   están a  igual  distancia 

en  valor  y  signo  del eje  yy'. 

La  abscisa  x  de los  dos  puntos  M  y 

tienen  el  mismo  valor  y  signo,  mientras 

Figura  28

que la  ordenada  —  y  del punto 

es  igual

y  de  signo  contrario  a la  ordenada  y del punto M. Se  tiene por  definición  (fig. 28)

 V 

 x   ± 

 V  j. 

 x  

p 

P

sen a  =   -?  eos  a  =   -?  tg a  =   —?  ctg  a  =   —?  sec a  =   —>  cosec a  =   r-

P_

P 

 o 

 x 

 y 

 X 

 yy

y  también

 — y 

 % 

 — v

sen ( - a )   = ---->  c o s (-a )  =   - , 

tg( — a)  =   —

P 

P

 x

 X

ctg( — a)  = ----  j 

see( — a)  ==  — > 

cosec ( — a)

 —  y  

 X  

 — y

Luego:

sen  (— a)  =  — sen a 

ctg (— a)  =  —  ctg a

eos   ( — &)  é= +   eos a 

sec (— a)  =  

sec a

tg (—  *)  =  tg a 

cosec (— a)  — —  cosec a. 

Con  lo que se demuestra el  teorema. 
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24. 

T e o r e m a . :   Dos  arcos suplementarios  tienen el mismo  seno y  cosecante.  Las  líneas trigonométricas restantes  son iguales  en valor  absoluto pero  de signo  contrario.  —  Si llamamos  a a uno de los  arcos o ángulos, el  suplementario vale  π —  a  (10).  Si  consideramos el  círculo  de  la figura 29,  tomando A como  origen  de los  arcos,  si

AM  =   a

AMj_  =   π  —  a, 

Λ

los puntos  M y 

están  sobre una paralela 

MaM  al  eje  x'x.   Los  dos  puntos  M y   ML tie- 

Fígura 29 

nen la misma ordenada  y  =   OL. 

En  cambio,  comparando  los  triángulos 

rectángulos  OMP y  OM1P 1  se ve  que  las  abscisas  de  los  puntos  M 

y 

son  iguales  y  de  signo  contrario. 

Si  es  p  el  radio  del  círculo,  considerado  siempre  como  positivo, tenemos  por definición  (14):

 V 

a?  , 

 y  A

  

 x 

 g 

 g

sen  a =   -> eos  a  =   ->  tg a —  ->  ctg  a  =   ->  sec  a  =   ->  eosec a =    -i

 g 

 g 

 x 

 y 

 x 

 y

y  también

/W 

 nQ 

 y

sen (π — a) = - ? 

eos  (π —a)  = ----? 

tg  (- — a)  = -----»

 g 

 g

 ~ x



^



—  x 

 g 

 g

ctg  (π — a) = ---- ? 

sec  (- — a) =   —1— >  cosec (- — a) =  L·

 y 

 - x  

 y

Luego:

sen  (π —  τ)  =   sen  a 

ctg (- — a) =  — ctg a

eos (- — a)  =   — eos  a 

sec (π—a) =  —  sec  a

tg (π — a)  =   — tg  a 

cosec (τ: — a) =  cosec  3. 

Con lo  que  queda demostrado el  teorema. 

25. 

 Dos arcos  cuya diferencia es π (ó  180°)  tienen  la misma  tangente y  cotangente.  Las  líneas  restantes  son  iguales y de signo contrario.  — 

En efecto,  considerando  (fig.  30)  un  círculo  de  radio  p y  A  como origen de los  arcos.  El  arco a tendrá  por  extremo  libre el  punto  M  y  el arco π -f a,  tendrá como extremo  libre el punto M1?  simétrico de M con
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respecto al  punto  O.  Bajando del  punto  M  y  del  punto  Mx  las  normales al  eje  x'x,   es fácil ver que  si   x e  y  son la  abscisa y  la  ordenada del punto  M, ( —  x)  y  ( —  y)  son las del punto 

Mx  y  con  sólo  aplicar  la  definición  de las 

líneas  del  n°  14,  tendremos  en  seguida 

que  :

sen (π +  a) =  — sen a,  ctg (z +  a) =  

ctg a 

eos  (z +  a) =  — eos  a,  sec(z +a) =  — seca 

tg (z +  a) =  

tg a,  cosec (tu +  a) =  — cosec a. 

También  podríamos  haber escrito,  combinando  sucesivamente  los 

teoremas nos 23  y  24 :

sen (tu + a)  =  

sen [z — ( — a)]  =   —  sen (— a)  =  —  sen a

eos  (z -f a)  =  

eos [tu — ( — a)]  =   —  eos ( — a)  = «   eos a

t g ( z + a )   =  

tg [τυ-(-α )]  = -\-  tg ( — a)  — 

tg a

ctg (z +  a)  =  

etg [ z - > ( - * ) ] =   +   c t g ( - a ) =  


c t g a

sec (z +  a)  — 

sec [z — (— a)]  =  

sec (— a)  =  —  seo a 

cosec (z +  a)  =  cosec [z — (- - a)J  — 

cosec (— a) =  —  cosec a. 

26. 

T e o r e m a  :   Cuando  dos  arcos  son  complementarios,  el  sen,  eos, tg,  ctg,  sec y  cosec  de  uno  son  respectivamente  iguales  al  coseno,  seno, cotangente,  tg, cosec,  sec del otro. — Sabemos que dos arcos o dos  ángu-z

los son  complementarios cuando su suma algebraica vale 90° o  -   (n° 10). 

2

Luego  si  a y  β  son  dos  ángulos  complementarios,  deberá tenerse α  +   β  =   90° 

o bien 

a  +   g  =   £·

Vale  decir que  se tie n e :

a  =   90°  -   β, 

o 

a  =   £  — β, 

β  =   90°  — a, 

o 

β  =   -   — a. 

 Δ

Es  decir,  que si  β es  el  complemento de a,  a  su vez   % es  el  complemento  de  β,  y  para obtener  el  complemento de un ángulo en la unidad
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sexagesimal  por  ejemplo,  basta  restarlo de  90°.  Así,  por ejemplo,  el complemento de  α =   37°20'15",12  se obtiene:

90°  =   89°59'G0"00 

a  = 3 7 ° 2 0 /15"l2

β  =   52°39'44"88

Y  el  complemento de un  ángulo  α  =   154°32'43"27  será:

90° =   90o00'00"00

α  =   154°32'43"27

β  = —64°32'43"27. 

Consideremos  abora  un  circuló  orientado  de  radio  igual  a  la  unidad  (fig.  31),  y  un  arco  o  un  ángulo 

α =   AM,  tomado  en  el  sentido  positivo 

dado  por la flecha/. Sea B la extremidad

 TZ

del arco AB =  -f  ->  medido  en  el  sentido

 Δ

d o /. Consideremos  sobre  el mismo  círculo un nuevo origen  B  para  medir  ángulos o arcos  en sentido de la flecha / ' ,   considerado  como positivo. 

F igu ra  31

Se tiene por definición  de  arcos  complementarios :

(medidos  en el  sentido /) . 

De donde

Pero  MB  medido  en  el  sentido  de /   es igual  a  BM  medido  en  el sentido de / ' ,   luego

(medido en  sentido / '   como  positivo), 

o  también
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β  es  el  arco  complementario de a medido a partir de B  y en  el  sentido contrario  al  que  se  mide  a.  Por ello al  punto  B  se le llama  también el   origen de  los  arcos  complementarios de  los arcos  de origen A. 

Hechas  estas  consideraciones,  consideremos  un  arco  positivo  a, por definición  se  tie n e :

sen  a  =   MP 

y 

eos  a  =   OP. 

Y tomando  como  origen  el  punto  B,  y  como  positivo  el  sentido  de la  flecha  / ' ,   se  tiene  :

sen  β  ==  ML, 

eos  β  ==  OL. 

Y  comparando los triángulos  OMP  y  MOL que son iguales, se tiene 

LO  —  MP 

y 

LM  =   OP. 

Luego

sen  β  =   eos  a, 

eos  β  =   sen  a, 

o  bien

En  forma análoga,  se tiene :

tg £  =  BK,  ^ β  =  Α Τ ;  tg a  =  AT,  ctg α =  BK (/, sentido positivo). 

Luego:

tg a  =   ctg  β 

y 

tg  β  =   ctg  a

vale  decir

Y  procediendo  en la misma forma, obtendríamos

con  lo  que queda demostrado  el  teorema. 

Es  claro que  el  teorema vale para  cualquier valor de a. 
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27. 

T e o r e m a  :   Si  dos  arcos  o  dos  ángulos difieren  de un cuadrante, el sen,  el eos,  la tg,  la ctg¿  la sec y  la cosec de uno  son  iguales  en  valor absoluto  respectivamente al co¿, .sen,  ctg,  tg, cosec  y  sec  del  otro,  y son de  signo  contrario, excepción  hecha del seno y cosecante.  —  En efecto, dos  arcos o  dos  ángulos,  cuya diferencia es  ^   serán:

 Λ

Cualquiera sea el  valor de a.  Ahora podemos  escribir  combinando 

los teoremas nos 26  y  23 :

Con  lo  que  queda demostrado  el  teorema. 

28. R e d u c ir   u n   á n g u lo   o  u n   arco   a l   p r im e r   c u a d r a n t e .  — 

Las tablas de las líneas trigonométricas,  ya sea que den  el  logaritmo de los valores de las líneas o los  valores  mismos,  nos dan los  valores de las líneas de  arcos  comprendidos  en el  primer cuadrante;  es decir, 

 %

dan esos valores para ángulos de  0  a 90°  o de 0  a 

y cuando se busca

el valor de  una línea  cuyo  argumento  no  esté  entre 0  y  90°, ya  sea mayor o  menor,  es necesario  hallar el  ángulo  o arco del  primer  cuadrante que nos  dé  el  valor  absoluto  de  la  línea que  se busca,  valor que por otra parte  es  siempre  posible  encontrar y  se  comprende que así sea,  porque  en  el  primer  cuadrante,  las  líneas  trigonométricas
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reciben  todos  los  valores  absolutos  que  pueden tener  (22).  Esto  es lo que  se entiende por  reducir  un ángulo  al primer cuadrante,  vale  decir, establecido previamente  el  signo  de la linca  que  se busca,  lo que es fácil  según  el  cuadrante  en  que  caiga el argumento,  buscar  un  argumento en el primer cuadrante en que tenga la línea que se busca el mismo valor absoluto.  Reducir  un  arco al primer cuadrante es buscar otro π

 arco positivo y  menor  que -?  que admita,  sin  tener en  cuenta el signo, las mismas  líneas  trigonométricas. 

Si   a es  un arco,  medido  en  radianes,  por  ejemplo,  se puede  en  primer  lugar,  restarle  cuantas  circunferencias  se puede  al  arco   a  y  ello no  altera ni  en valor ni  signo  el  valor de las líneas.  £Tos  quedará después  de  restarle  todas  las  circunferencias  posibles,  el  arco  a,  menor que una circunferencia, cuyas líneas son iguales a las del  arco  a. 

Ahora  :

1°  Si  a es  menor que 

el  problema  está  resuelto. 

 Δ

2o  Si  a  está  comprendido  entre  ¿ y  tu,  es  decir,  si  a está  en  el  se-Δ

gundo  cuadrante,  el  arco  suplementario  tu —a,  estará  comprendido entre  0  y   '-j  y teniendo  en  cuenta  las  fórmulas  del  n°  24  se tiene re-Δ

suelto  el  problema. 

3t“ 

 ΊΖ

3o  Si  a  está comprendido  entre  tu y —p   el arco  α — tu es  menor que ^

2 

 Δ

y  por lo tanto,  teniendo  en  cuenta  las  fórmulas  del  n°  25,  se  tiene resuelto  el  problema. 

3π

4o  Si   a  está  comprendido  entre —^ y  2-,  el  arco  2τυ — a,  es  menor Zi

TU

que  -  y  teniendo  en  cuenta  que las  funciones  del  arco  2π  —  a,  son Δ 

J

iguales  en  valor y  signo  a  las  de  —  a y  recordando las  fórmulas  del n°  23,  se  tiene  resuelto el  problema. 

13tu

 Ejemplo  1.   —  Hallar  las  líneas  del  arco  — 

Se  tiene  en primer lu g a r:

13íu 

3tu

—  =   2 .  +  T

5
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13*γ 

,ι  3'·*' 

Las  líneas  de   -jr-  son igual  en  valor y  signo  qne  las  del  arco   ~^·

El  arco ^   está comprendido  éntre^ y π;  luego  calcularemos  en  pri-O 

2

mer lugar π  — ^   == 

que  es menor que ^ y  tenemos,  según  las fór- 

o 

o 

 ¿¿

muías  del n°  24:

 Ejemplo I I .   —  Hallar las líneas del  ángulo  919°26,15"2. 

Tenemos  en primer término :

919°26Ί5"2  =  2 χ   360°  +   199°26Ί5,,2. 

Luego  nuestro  problema  se reduce a buscar las líneas  del  ángulo de  199°26'15"2  que son las mismas que las del ángulo de 919°26'15"2 

por  diferir  éstos  en un nújnero  entero  de  circunferencias. 

El  ángulo  199°26'15"2  está comprendido  entre  180  y  270°. 

Podemos poner

199°26'15 "2  =   180°  +   19°26'15',2 

y  según las fórmulas del n°  25,  se tiene-

sen 199°26'15"2 =  sen (180° + 19°26'15"2) =  -  sen 19°26'15"2

eos  199°26'15"2 =  eos (180° + 19°26'15"2) =  -  eos 19°26'15"2 

tg  199°26'15"2=  tg (180°  +   19°26'15"2) =  +   tg 19°26'15"2, etc. 
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CAPITULO  Y

INVERSIÓN  DE  LAS  LÍNEAS  TRIGONOMÉTRICAS

29.  Si  se  conoce el  valor  de  una  línea  trigonométrica y  se  quiere encontrar  el  arco  o  los  arcos  cuya línea trigonométrica  tiene un valor conocido,  se tiene planteado  el problema que  se  llama   inversión de la línea trigonométrica„ En resumen :  dado  el valor del sen a  =   m7 se  dice seno  inverso de m,  es  el  valor de a  que  satisface  la relación  anterior. 

En realidad liay  varios valores  de  a  que  satisfacen  esa  relación, como veremos  en  seguida. El problema  puede dividirse en  dos p a rte s: I a  Encontrar  un valor  de  a. 

2a  Hallado  un valor  de  a,  buscar todos  los  demás  valores que  satisfacen  esa relación. 

30.  Inversión del seno.  —  Consideremos  un  círculo  trigonométrico. 

Sea  A  el  origen  de los arcos.  Supongamos 

un  valor  m  del  sen  a  dado  en  la figura  32 

por  OL

sen a  =    m  =  OL. 

Por  el  punto  L  llevamos  una  paralela 

del eje   xx', ésta corta en  general  al  círculo 

trigonométrico  en  dos puntos  M  y Mj y es 

fácil  ver  en la  figura  que  todos  los  arcos 

cuyo  origen  sea  el  punto  A  y  su  extremo 

libre el punto M, tienen el mismo  seno  MP 

igual  a  OL  =    m. 

Llamando  a  al  arco  Ai\I,  todos  estos arcos están  comprendidos  en la fórm ula:

2  Ictz  ~h  oc 

(1)

donde   le  es  un número  entero,  xiositivo,  negativo o nulo. 

Pero,  la xiaralela llevada χκ>Γ  L  al  eje  x'x  corta  también  el  círculo en  el  punto  Mx  y todos  los  arcos  que  tienen  por  origen  el  punto  A  y por extremo  libre a  Mx  tienen  el  mismo  seno  MjPj :

[image: Image 60]

—



 t e

Y  se  ve  por  la  figura,  siendo  siempre  el  arco  α  =   AM,  que  estos arcos están  dados  por la fórmula

27v'TT  -f-  7*  —   ce 

(2)

dohde  k es  un número  entero,  positivo, negativo  o  nulo;' 

Podemos  encerrar las  fórmulas  (1)  y  (2)  en una sola

 k~  ~j“  (—  l ) ka. 

Y es fácil  ver que  para  valores  pares  de  /c,  se  obtienen  todos  los valores  dados  por (1) y para  valores impares los  dados  por  la (2). 

Es  cómodo  mostrar  que  la  fórmula  vale también  para valores negativos  de a. 

Luego,  dado el valor del  sen a  ==  m,  se encuentran infinitos valores del  arco que tienen a  m  como valor del  seno. 

Se ve por la construcción que hemos  hecho en  la figura  32,  que  si m  es  mayor que  +1,  la  paralela   uu'  no corta el círculo  trigonométrico ya que es exterior al  círculo,  y  lo  mismo  ocurre  si  el  valor  de   m  es menor que 

1,  porque  entonces  tomaría  la posición  de  la recta   vv',  

por ejemplo,  y no  cortaría al  círculo.  El  valor del seno, entonces, para que se pueda encontrar valores  para  el  arco  debe  ser mayor o igual que  — 1  y  menor o igual  que  + 1 ;   es  decir,  que  siempre  debe  ser

 ■

 0

 T

 ·

 ' 

— 1 < s e n a \<   -h  1. 

En los casos límites  en que  sen a  es  igual a  + 1   ó  a  —1, las  paralelas,  tales  como   uuf ó  vv'  paralelas  al  eje  x'x son  tangentes  al  círculo y  los puntos  M y 

se  confunden respectivamente  con B  ó  B'. 

Se ve que  siempre que el valor absoluto  del  seno  sea menor que  1, la recta corta al  círculo  en dos  puntos,  luego  dado  el  valor  del  seno comprendido entre  + 1   y  - 1 ,   hay   dos arcos menores  que una  circunferencia que tienen  por  seno  el valor dado. 

 Representación gráfica. —  Podemos  ahora representar gráficamente a la  función

a  ?=  are.  sen (m)

que es  una  forma abreviada de  escribir:

a  es  el arco  cuyo  seno  es  m. 
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Los valores de  m  pueden variar  entre 

1  y  + 1 ,  para  que el  arco

exista. 

Tomamos  sobre  el  eje  de las  abscisas 

los valores de  m y como  ordenadas los  de 

la  función

are.  s e n .  m

y  tenemos  una  curva  como  la que  muestra  lar figura  33. 

Hemos  encontrado,  y  el  gráfico lo ratifica,  que  dado  el  valor  de  sen a  =  m, se  encuentran  dos  series  de  valores  de 

progresión  aritmética  igual  a  2z,  que 

so n :

oc, 

2z   -{-  &, 

4 z   -j-  oc, 

y

z  — α,  3z  — a,  5z  —  a, 

Para  el  valor  de   m  =  OL,  los  valores 

de a  de  la  primera  serie  están  marcados 

con  O   y  los  valores  de  a  para la  segunda  serie  con  □. 

Se  desprende,  de  todo  lo  antedicho,  que  la  condición  necesaria  y suficiente para que  dos  arcos  tengan el mismo  seno es que  su  diferencia  sea  un  múltiplo par  de π o que su suma sea un múltiplo  impar de  z. 

31. I n v e r s ió n   d e l   c o se n o . —  Consideremos  el  círculo  trigonométrico  (fig.  34)  y  supongamos  un  valor de  eos  a  igual  a  m. 

Llevemos,  a  partir de O,  sobre  el  eje  xxf 

el  valor de  m positivo  a  la  derecha  de  O  y 

negativo a  la  izquierda. 

Sea

OP  =    m. 

Por  el  punto  P   llevemos la paralela  uu'  al 

F ig u r a   34

eje ι/y', la que corta en general  al círculo en 

dos  puntos  Mx  y  M2. 

Todos  los  arcos  que  tengan  por origen  el  punto  A y  por extremo libre  el  punto M1?  tienen  por  coseno  el  valor  OP,  es  decir  m.   Ahora
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bien,  todos  esos  arcos,  llamando  a  al  arco  AM1}  están  dados  por las series

^ 

oc, 

2ir  -f-  os, 

4π  -f-  oc, 

6tv d-  oc, 

|  — 2π  +   α,  — 4π  +   a, 

— βπ  +   a, 

las que  puedo encerrar todas en la expresión:

2   k-  +   a

(1)

donde  es  un número  entero,  positivo,  negativo o nulo, 

Pero también,  todos los  arcos  que tienen por origen A y  por extremo libre  el  punto  M2,  tienen por  coseno a  OP,  es  decir a   m.   Y todos estos arcos  están dados por las  series

^  2tu  — a,  4-  — a,  Gt:  — a, 

 (  — a, 

— 2τ:  — a,  — 4π  — a, 

las  que  puedo encerrar en la expresión

2  le-  —  a. 

(2)

Y  ahora  se  pueden  juntar las  fórmulas  (1)  y (2)  en  una  sola  expresión  general 2ki:  +■ a

donde  hay  que  dar a   k  cualquier  valor  entero,  positivo,  negativo  o nulo. 

Se ve por la figura 34  que  para la paralela  uu'  llevada  por P  al  eje de las  y corte al  círculo  trigonométrico,  es  necesario que  el punto  P  

esté comprendido entre los  puntos  Α Ά ,  es  decir  que  debe  tenerse para que  exista el  valor de a  que

— 1  <£ eos a <  + 1. 

En los  casos  límites  en  que eos a  sea igual  a  + 1   ó  — 1  la  paralela uu'   es tangente al  círculo  en  los puntos  A y  A' respectivamente. 

Si  se tiene

— 1  <_  eos a 

+   1

entonces  la paralela  corta siempre  el  círculo  en  dos  puntos ;  quiere decir,  que siempre hay dos valores del  arco,  menores  que  una  circunferencia  que tiene  por coseno  el  valor dado. 
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 Representación gráfica. — Si representamos gráficamente a la función a  =   are.  eos  (m)

tomando  sobre  el  eje  de  las  abscisas  los 

valores  de 

tales que

— 1  <_ m <  +   1

y llevando  como ordenadas los valores de a, 

se  tiene  una  curva  como la  que  muestra la 

figura 35. 

Se  ve por la figura,  que  se obtienen para 

cada valor de  m dos series de valores para a, 

la  primera dada

a,  2 π +   a,  4π +  a, 

dado por los puntos Q y   la otra

— a,  2 t  —  a,  4::  — a,  6-  — a

F igu ra  35

dado  por los  puntos  □. 

Y  se desprende  también  que  la  condición  necesaria  y  suficiente para que dos  arcos  tengan  el  mismo  coseno  es  que  su  suma o  su diferencia  sea  un  múltiplo  de  2a. 

32. I n v e r s ió n   d e   l a   t a n g e n t e . —  Tomemos  el  círculo  trigonométrico  y  en  el  origen A  de  los  arcos  llevemos  la  tangente   z'z  al círculo  (fig.  36). 

Supongamos  un  valor  cualquiera  de 

tg a  =   w. ^Llevemos  el  valor  de   m  =   AT 

sobre   z'z  a  partir  de  A.  Sobre  la  semi- 

recta A z si   m  es positivo  y  sobre la  semi- 

recta A z'  si  m es negativo. 

Unamos  el  punto  T  con  el  centro  del 

círculo  O  y  prolonguemos. 

La recta OT corta el  círculo, siempre  en 

dos  puntos M y  MA

y tendremos  que todos 

los  arcos  de origen A y  extremo  libre  en 

M,  tienen por  tg  el valor AT.  Aliora  bien,  todos  estos  arcos,  llamando  a al  arco AM,  están dados  por  las series :
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χ,  2π  +   χ, 

4:7  4-  α, 

6-  -f 

— 277  -j-  (X, 

— 4 77 

X, 

 ~τ 6τΓ “1“  Λ, 

valores  que  podemos  encerrar  en  la  fórmula

27ct7  Η-  x

(1)

donde   le es un número entero,  positivo,  negativo o  nulo. 

Pero también  los  arcos  con  origen  en  el  punto  A  y extremo  libre en  Mlr  tienen  por  tg  a AT.  Todos  estos  arcos  están  dados  por las series:

^  .π  +   x, 

3tt  4-  x, 

5π  +   a, 

(  — 77  -f  x, 

3 π  +   a-, 

— 5π  +   x, 

valores dados  que  podemos  expresar  con la fórm ula:

(2  le  +  1)*  +   a 

(2)

donde  1c  es un  número  entero,  positivo,  negativo o  nulo. 

Podemos todavía dar una  expresión  general  que contenga las  fórmulas  (1) y  (2)  y  es : leí:  +    ol·. 

Deducimos  que la  condición  necesaria y  suficiente  para  que  dos arcos tengan la misma tangente  es  que  su  diferencia sea un  múltiplo de  77. 

33. I n v e r s ió n   d e   l a   c o t a n g e n t e . —  Tomemos  el  círculo  trigonométrico y  sea A  el  origen  de los arcos  (fig.  37).  En  el  punto  B  tra cemos la tangente geométrica  u'n.   Consideremos  ahora un cierto  valor  de  la ctg  x   =  m. 

Queremos ver cuáles valores de  a tienen por cotangente  el  valor   m.   Tomemos  sobre  im',  a partir  de  B  un  valor BK  =   m,  sobre  la  semi-recta  Bw,  si 

 m  es positivo y  sobre la  semi-recta B«' 

si  m es negativo. Uniendo  K con el centro O  y prolongando,  la recta KO  corta al  círculo  siempre  en  dos  puntos M  y 

y  todos  los  arcos que tengan origen  en el  punto  A y su  extremo libre en  M  y  en M1?  tienen la  misma  ctg.  Un  razonamiento  análogo
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al  que liemos  hecho para la  tangente,  nos  daría  que  todos  esos arcos pueden  darse  por  la  fórmula general

 Icz  +   2. 

Y  sacamos  que  la  condición  necesaria y  suficiente  para  que  dos arcos  tengan  la misma  cotangente es  que  su  diferencia  sea  un  múltiplo  de π. 

34. I n v e r s ió n   d e   l a   s e c a n t e . —  Tomemos  el  círculo  trigonométrico  y  supongamos  un valor  de*la  sec  α  =    m.   Tomemos  sobre  la Tecta  x'x los valores de la  sec a  —m (fig. 38), 

a  partir del  punto  O,  hacia la derecha  si  m 

es  positivo y hacia la  izquierda si   m  es negativo. 

Tendremos  así,  por ejemplo  :

OS  =    m. 

Desde  el  punto  S,  tracemos  las  tangen

F igu ra  38

tes  SMj  y  SM2 al  círculo,  siendo  Μλ y  M2 

los  puntos  de tangencia.  Todos los  arcos  con  origen  en  el  punto  A y extremo libre en  M1?  tienen  por  sec  el  valor  m ;  y llamando  a  al  arco AMX,  ellos  están  dados  por las  series:

(  a, 

2 π   +   a, 

4 -   - f   a, 

6 -   +   a, 

(1 )

t 

2“  

2, 

4 77 

■— (><w -f-  a, 

Y  todos los  arcos  con  origen  en  el  punto  A  y  extremo  libre  en  M2 

tienen  por  sec el valor  m y  puesto  que  el  arco  AM2 es igual y  de  signo  contrario al  arco AM^  como  es  muy  fácil  ver,  estarán  dados  por las  series

2 π

4 “   —   α, 

6~  —   α, 

( 2 )

“

—  2 -   —   α, 

—  477  —   2

Las  series  (1) y  (2) por un razonamiento  igual  al que hicimos  para  el eoseno,  pueden  encerrarse en la  fórmula  general

2/vt7  +   a. 

Se  ve  que para  que  se  puedan trazar las  tangentes  desde  el  punto S,  éste  debe estar afuera  del  círculo y  como  caso  límite sobre él.  El 4
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valor de   m debe ser entonces  mayor  o igual  que  -f 1  y menor o igual que  —1.  Todo valor  x  dado por

— 1  < aj<  -f  1

no  puede ser  tomado como  valor de la secante^

35. I n v e r s ió n   d e   l a   c o se c a n t e . — Sea  A  el origen de  los  arcosen el  círculo trigonométrico  del  centro  O  (tig.  39)  y  tómenos  sobre el eje  yy',   a partir de  O,  el  valor  OH  =    m  de la cosecante  de  un  cierto ángulo  a. 

Si   m es positivo  lo tomamos  sobre  la  se- 

mi recta O y,  si  es negativo  sobre O  y'. 

Desde el  punto  H  tracemos  las  tangentes  al  círculo y  sean  M  y  Mx  los  puntos  de tangencia.  Todos  los  arcos  de  origen  A  y 

extremo libre  en M,  como  así,  también,  todos  los  arcos  de origen A  y  extremo  libre en Mx  tienen  la misma  cosecante m. 

Con un razonamiento análogo al que hicimos para  el  seno,  encontraríamos  que  todos  esos  arcos están  dados-por

 Iciz  +   (—  l ) /ca. 

Se  ve  por la figura  que  el  punto  H  debe  estar  fuera  del  circule y  como un  caso  límite  sobre  el  círculo  mismo.  Para  que  exista  el ángulo a,  es necesario que el  valor de m  sea  mayor o igual  que  + 1   y menor o igual  que  —1. 

36. 

 Resumen.  —  Todos  estos resultados  los  podemos resumir en el cuadro  siguiente:

seno y  cosecante. 

 Ictz  +   (— 1) * a 

tangente y  cotangente  . %. 

 leí:  +   a 

coseno y  secante. 

2fou  +   a
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CAPITULO  VI

RELACIONES  ALGEBRAICAS  ENTRE  LAS  LÍNEAS  TRIGONOMÉTRICAS 

DE  UN  MISMO  ARCO  (FÓRMULAS  FUNDAMENTALES)

37. 

T e o r e m a  :   La suma de  los  cuadrados  del  seno  y  coseno  de  un mismo  arco,  es  igual a  la  unidad.  — Consideremos un  círculo trigonométrico  y  sea  A el  origen  de  los  arcos  (tig.  40).  Tomemos 

un  arco  AM  =   a.  Bajemos  desde  M  la  perpendicular MP  sobre  el  eje   x'x. 

Por definición,  tenemos

MP  =   sen a 

( 1 )

OP  =   eos  a. 

(2)

El  triángulo  OPM,  por  ser  rectángulo  en  P   nos  da

MP8  +   O P2 =   OM2. 

Pero  OM  = 1 ,  por  ser el  círculo  de  radio  1  y teniendo  en  cuenta las igualdades  (1) y  (2)  sacamos la fórmula fundamental

sen a2  +   eos2 a  =   1 

 (a)

que demuestra  el  teorema. 

38. 

T e o r e m a :   La  tangente de un  arco  es  igual  al  cociente  del seno dividido por el  coseno  del  mismo  arco.  —  En  la  figura  40  tracemos  la tangente geométrica  zzf  y prolonguemos  OM hasta  encontrarla  en  T, por definición,  se  tiene

tg α  =   AT. 
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Comparando  ahora  los  triángulos  semejantes  OTA y  OMP,  se tiene A T  

MP 

ÓA  ~   OP*

Pero  O A =  1  y según (1) y  (2) MP =  sen α,  OP =  eos a;  luego se tiene sen a 

 tgoc =  eos a

 ( b )

lo  que  demuestra  el teorema y vale, desde luego, para  cualquier valor de  a. 

39-  T e o r e m a  :   La  cotangente de un arco es igual al cociente del coseno  dividido por el seno  del mismo  arco.  —  Tracemos  en  la  figura  40 

la tangente geométrica   u’u  al  círculo  en  el  punto  B.y  prolonguemos OM  hasta encontrarlo  en  K. 

Por  definición,  tenemos

cotg α  =   BK, 

Comparando ahora  los  triángulos  rectángulos  semejantes  KOB  y

OMP,  tenemos

BK 

O P

OB 

MP

y  observando  que  OB  = 1,  OP  =   eos a  y  MP  =   sen a,  se tiene eos  a 

cotg a  = sen a

que  era lo  que deseábamos mostrar. 

40. 

T e o r e m a   :   La secante de un  arco  es  igual a  la unidad  dividida por el  coseno  del mismo arco.   —  Trazando en  el  punto'M  la tangente geométrica al  círculo  (fig.  40),  se  tiene por definición  que

sec a  =   OS. 

Y  comparando ahora  los  triángulos  rectángulos  semejantes  OSM 

y  OMP,  se  tiene

OS 

OM

OM 

O P*
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De donde,  puesto que OM  =:  1  y  OP  == eos  a

seo a =   ——  · 

 Id)

eos a

4 1 . 

T e o r e m a  :   La  cosecante  de un  arco  es  igual  a  la  unidad  dividida  por el seno del mismo arco.   —  En efecto,  en  la figura  40,  se  tienen por definición

OH  =   cosec  a. 

Y  comparando los triángulos  rectángulos  semejantes OHM y MOP

se  tie n e :

OH  __  OM 

OM  “   O P

y  teniendo  en  cuenta los valores de OM y  MP  se  tie n e :

1

cosec a  — ----- ·

sen a

w

42. 

Los  cinco  últimos  teoremas  que  liemos  dado,  nos  dan  cinco 

relaciones fundamentales  entre las líneas de  un  mismo arco y  son  las siguientes:

sen2 a  -f  eos2 a  =   1

(«)

sen  a

tg a  = ------

 Φ)

eos  a

eos  a

ctg a  = ------

sen  a

 ■(c)

1

sec a  =   -----

 (d)

eos  a

1

cosec a  = ------·

 (e)

sen a

Estas  cinco  relaciones  fundamentales  son  independientes  entre 

ellas,  ya que en  cada una aparece  una línea que no figura en las  otras y  esas  son   todas  las  relaciones independientes  que  pueden  encontrarse o,  en otros  términos,  cualquier  otra relación que  se encuentre será  una consecuencia de ese grupo. En efecto, supongamos que  existe otra  relación  independiente  de  las  cinco  anteriores.  Llegaríamos  a

✓
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obtener un  sistema de  seis  ecuaciones  con  seis  incógnitas y se concluirá que todas las líneas tienen valores  fijos, justamente las soluciones de  un  sistema  de  ecuaciones,  lo  que  es  imposible.  Hemos visto que las líneas  son funciones del arco. 

Se puede  afirmar que  cualquier otra relación  que  se  encuentre  es una consecuencia de las anteriores. 

43.  Otras  relaciones.  —  De la relación  (b)  sacamos,  por  ejemplo : sen2 a 

eos2 a  -f-  sen2 a

I o

1  -f  tg2 a =   1  -f cos2 a

eos2 a

y  teniendo  en  cuenta  la   (a)  resulta

1  +   tg2 a =■ ■

—ί — ·  — 

 o(

eos  a

2o  Multiplicando la   (b)  en la  (c)  se tiene

tg a . co tg . a  =   1. 

3o  Teniendo en  cuéntala (c) y  la  (a)  se  tiene

eos2  a 

sen2 a  +   eos2 a 

1 

^

1  +   ctg2 a  =   1  + sen2 a

sen" a

sen" a

44. 

E x p r e s ió n   d e   t o d a s   l a s  l ín e a s   t r ig o n o m é t r ic a s  e n  f u n c ió n   d e l   s e n o . —  Suponemos  conocido  el  valor  del   seno,  que  ya hemos visto  (n°  16),  que debe ser tal que

—  1 

sen a <£  +   1. 

(1)

Para  expresar el  eos a  en función del  sen  a,  tenemos   (a)

sen2 a  -f  eos2 a =   1

de  donde

eos a  =   +   ^1  — sen2 a. 

( 2 )

Para que pueda  calcular el  radical,  es  necesario  que  la  cantidad sub-radical  sea

1  — sen2 a > 0

lo  que  equivale a decir lo mismo que la (1). 

[image: Image 71]

—  55  —

Se ve  que  para  cada valor del  sen a, se tienen dos  valores  iguales y de  signo  contrario  para el eos a. 

Es fácil ver,  en la figura  41,  que  tomando  una  longitud  OL  igual  al  valor  del sen  a,  y  trazando  por  L la paralela al  eje 

#'a?,  la que  corta  el  círculo  en M y 

;  los 

arcos  con  origen  en  A  y  extremo  libre  en 

M  o  Mx  tienen el  mismo  seno,  pero los  cosenos OP y OP1  son  iguales  en valor absoluto, por serlo los triángulos OLM y OLM^ 

pero son  de signo  contrario.  Se explica así 

el porqué del doble signo de la fórmula  (2). 

Para calcular el  valor de la  tg a  en  función  de  sen a  tenemos," según  la   (b) sen  a

tg a — ------ ·

eos  a

Y reemplazando el  valor del  eos a  dado  por la (2),  se tiene

sen  a

tg a  =   +   ·— ■



— . 

yl  — sen2 a

Se  ve  que  se tienen dos valores  iguales y  de  signo contrario para  la tg a.  Y en efecto,  observando la figura  41  se  tiene  que  la  tangente del  arco  AM  es AT,  mientras  que la  tangente del  arco  AMj^  es  ATj. 

Es  fácil  ver  que  AT y  A l \   son  iguales  en valor  absoluto y  de signo contrario. 

Para  calcular  el  valor  de  la  ctg  en  función  de  sen  a,  tenemos según la  ( c)

eos  a

ctg a =   ----- ·

sen a

Y  poniendo  el  valor del eos  dado  por (2),  tenemos

|/l  — sen2 a

ctg  % =   ±   ' ------------- ·

sen a

Para cada valor del  sen a  se  tienen  dos  valores  iguales y de  signo contrario para la  ctg a que  corresponden,  en la  figura  41,  a los valores  B K y  BKX. 
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Para expresar la secante de  a  en  función  de sen  a,  tenemos,  combinando la   (d)  con la (2) Los  dos  valores  iguales y  de  signo  contrario,  corresponden  en  la figura 41  a las magnitudes  OS y  OS^

Finalmente,  el valor  de  la  cosec a  en  función  de  sen  a  es  dado directamente  por la relación fundamental  (e)

Y  se tiene un  solo  valor para la cosec a.  En efecto,  puede  verse en la  figura  41  que las tangentes  geométricas  en los puntos  M  y Mt  encuentran  al  eje  yy'   en  el  mismo  punto  H,  es  decir que  los  arcos  AM 

y  AMt  tienen  la misma  cosecante  OH. 

45. 

E x p r e s ió n   d e   t o d a s   l a s   l ín e a s   t r ig o n o m é t r ic a s  e n  f u n c ió n   d e l   c o s e n o . —  También  sabemos  (n°  17)  que  el  valor  de  eos  a esta comprendido entre  —1  y  + 1 ,  es  decir que debe  tenerse

— 1  < eos  a <  +   1. 

( 1 )

Para expresar el  sen  a  en  función  de  eos a,  sacamos  de la expresión  (a) sen  & =  ± ) /l  — eos2 a. 

(2)

Para cada valor de eos a  se  tienen  dos  valores  iguales y  de  signo contrario  para  el  sen a.  Y  en  efecto  (fig.  42),  llevemos  OP  igual  a eos a y por el punto P tracemos la paralela al eje  yy'  que corta en general al  círculo en  dos puntos,  M  y  Mr   Todos los arcos que  tengan por origen el  punto  A y por extremo  libre  al  punto  M o a   M1?  tienen  el mismo  eos a =  OP.  Pero  los  arcos con  extremo libre  en  M,  tienen  por seno el valor  MP,  mientras  que los arcos de  extremo libre  en  Mt tienen por seno  el  valor  MXP.  Y  es  fácil  ver que  MtP  y  MP  son  iguales y de  signo  contrario. 

Para  expresar la tg a en  función  de  eos a,  se tiene  combinando  la (b)  con la (2)
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Se ve en  la figura  42  que  los  (los valores  iguales y  de  signo  contrario corresponden a las  magnitudes  AT y ATj.  *

Igualmente combinando la  (c) con la (2),  se  tiene

Y  los  dos  valores  iguales  y  de  signo 

contrario  corresponden  en  la  figura  a  las 

magnitudes  BK  y  BK A. 

En  cuanto  al valor  de  la  secante  a  en 

función  del  eos  a,  es  dado  directamente 

por la  relación  fundamental  (d).  Se  tiene 

un  solo  valor para la  sec  a.  Y,  en  efecto, 

las tangentes  al  círculo  en  los  puntos  M  y 

Ma cortan al  eje  x'x en  el  mismo  punto  S, 

y  la  secante de  todos los  arcos  con origen 

en  A  y  extremo  libre  en  M  o  en  Mt  es 

F ig u ra   42

OS. 

Para  expresar la  cosec a  en función de  eos  a, combinamos las relaciones   (é)  con  (2) y tenemos Los dos valores  iguales y de  signo  contrario están  dados  en la figura 42  por las magnitudes  OH  y  OHA. 

46. 

E x p r e s i ó n   d e   t o d a s  l a s  l í n e a s   t r ig o n o m é t r ic a s   e n  f u n c ió n   d e   l a   t a n g e n t e   a. —  P ara  expresar  el  sen  a  en  función  de tg  a,  podemos escribir,  teniendo en  cuenta la relación  (a)

„ 

sen2 a

sen2 a  = ----¿-----------«-·

sen2 a  +   eos2 a

O  bien,  dividiendo  numerador  y  denominador  del  2o  miembro  por eos2 a
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Y  teniendo  en  cuenta la ( b),  se obtiene:

(1)

Lo que nos dice que dado  el  valor de tg a ,  se  encuentran  dos valores  iguales y  de  signo  contrario para  el  sen  a. 

En  efecto,  consideremos (fig.  43)  un  círculo  trigonométrico,  donde A es  el  origen  de los arcos.  Tomemos  sobre 

la tangente £2'  el  valor AT  igual  al  valor de 

tg a.  Uniendo T con  O y prolongando,  tenemos  que todos los  arcos  que tienen  por origen  el punto A  y  por extremo  libre el punto  M  o  el  punto  M1  tienen la  misma tg AT, pero los  arcos  con  extremo  libre  en  M  tienen por seno  la longitud  MP,  mientras  que los  arcos con extremo libre  én Mi  tienen por 

seno la longitud M ^ .  Es fácil ver que MxPi 

F igura  43

y  MP  son iguales  y  de  signo contrario. 

. Para expresar el  eos a  en  función  de  tg a  escribimos  teniendo  en cuenta la  relación   (a)  y  dividiendo  numerador  y  denominador  por eos4 a

de  donde

( 2)

Se  ve  que  se  tienen  dos  valores  iguales  y  de  signo  contrario para eos a que  corresponden  (en  la  fig.  43)  a  las  magnitudes  OP  y OP^

La expresión  ctg en función  de tg la obtenemos  multiplicando  las relaciones fundamentales   (b) y   (c)  lo  que nos  da de  donde

(3 )
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Para  cada valor  de  la  tg  se  obtiene  un  solo valor para  ctg y  en efecto,  en la figura 43  los  arcos  con  extremo  libre en  M  o  en tienen  la  misma ctg que es  BK. 

P ara  expresar la  sec a  en función  de  la  tg  combinamos la relación fundamental ( d)  con la relación (2)  y  obtenemos

sec  a =   +   ^1  +   tg 2a. 

(4)

Es  decir,  que  para cada valor de la tg obtenemos dos valores iguales y  de  signo  contrario  para la  Sec que corresponden  (en  la fig.  43)  a las magnitudes  OS  y  OSj. 

La  expresión  de  cosec a  en  función  de  la  tg a  se  obtiene  combinando la  expresión fundamental   (e)  con  la  relación  (1) y obtenemos y  los  dos  valores  corresponden  (en  la  fig.  43)  a las  magnitudes  OH

y   O H j. 

4 7 . 

Con razonamientos  en  un  todo  análogos  a  los  anteriores,  se 

obtendría  la  expresión  de  las  líneas  trigonométricas  en  función  de ctg a  o  sec  a  o  de  cosec a  y se tendría  así  en  resumen  el  siguiente cuadro  :
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 Ejercicio  1 :  Hemos  encontrado  (n°  16)  sen  30°  =   -·  Calcular  el valor de las demás líneas. 

Se tiene

1/2

 Ejercicio  I I :  Hemos  hallado  eos  45°  =   —*

:2

Se  tiene
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cosec 45°  =

 Ejercicio  111:  Habíamos encontrado  tg  60°  =    ]fi$·

Se tiene

' 

 β

 Ejercicio  I V )   Sabiendo  que  la  ctg  120°  ==  — —·  Hallar las demás O

líneas. 

Se  tiene
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CAPÍTULO  VII

CÁLCULO  DE  LAS  LÍNEAS  TRIGONOMÉTRICAS  DE  ARCOS

 prt

EXPRESADOS  POR  LA FORMA —

 n

48.  Es  claro  que,  de  acuerdo  a  las  relaciones  del  cuadro  del

 ρτζ

n°  47, si  calculamos  una línea  del  arco  — >  se  pueden  calcular  las

 n

demás líneas. 

Vamos  a ver ahora que  si  conocemos  el  valor  del  lado  del  polígo-

 ρτζ

no  regular  de   n lados,  podemos  calcular las  líneas  de  los arcos  —> n

siendo  p   un  número  entero  cualquiera.  Para ello  demostraremos  el siguiente:

49. 

Teorema :   E l   sen o   d e   un  a r c o   p o s itiv

 ,   o  


m e n o r   q u e   u n   c u a d r a n -

 t e ,  es  ig u a l  a  la   m i t a d   d e   la   c u e r d a   q u e  s u b t ie n d e   e l  a r c o   d o b le ,  t r a z a d a   en   e l  c ír c u lo  

 t r i g o n o m é t r i c o . 

Consideremos  (fig.  44)  un  arco  positivo 

AM,  menor que  un  cuadrante. El punto M 

caerá entre  A  y  B.  Bajemos  la  perpendicular MP  sobre el  eje   x 'x .   Por  definición se tiene

senAM  =   MP. 

Figura  44

Prolonguemos  ahora  MP  hasta M'.  Es  evidente  que  AM  es  igual a la mitad de  MM' y que el  arco  MAM' es  doble del  arco  AM. 

7Γ

Y  de aquí  se deduce  que  el  seno del a rc o -e s   igual  a la  mitad  del n

lado  del  polígono  regular  convexo  de  n  lados  inscripto  en  el  círculo

 τζ 

2π

trigonométrico,  pues  el doble del  arco -  es  — j que es el arco  que  sub-n n

tiende  un  polígono regular de   n  lados. 

Haciendo   n  =  3,  tenemos  el  triángulo  equilátero,  cuyo  lado  vale y  se tiene :

sen ^  —  sen  60°  ==  —·

3 

2
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Y  luego de  aquí  se pueden  deducir las demás líneas. 

Si  se hace   n =   4  se tiene el  cuadrado,  cuyo lado vale f^2  y  tendríamos π

 Í2 

sen -   =   sen 45°

--- ·

4

2

Haciendo   n  —  5  se  tiene  el  pentágono  regular,  cuyo lado  vale

- j / i o   -   2^5

π 

l/ 1 0 - 2 J /5

sen -  

sen 36°  ==------ -—:—

5 

4

Para  n  =   6  se  tiene  el exágono regular, 

cuyo  lado  vale  1  y  se obtiene

π 

1

sen -   =   sen 30°  =  -· 

() 

2

Haciendo   n ==  10  se  tiene  el  decágono

regular,  cuyo  lado  vale 

—- y  se  tiene

2

I.  Problaría..   —   Construir  en  un  círculo

 trigonométrico  un  arco  inferior a un  cuadrante> tal  que  la relación de la  tg  a  la  ctg  sea igual  a  9. 

Tenemos

tg a

, 

tg a

9

ctg a  — — — 

ctg a

* 

9

Por otra parte,  se  tiene

tg a . ctg a  =   1 

tg a 

—

luego tg a  . 

=   1  .·. tg a  =^9  =   3.  Basta  entonces  tomar  sobre la

tangente geométrica ZZ' una  longitud  AT  igual  a tres \reces  el  radio y  unir T con  O.  Si  M  es el  punto  en que  OT  corta al  círculo,  se tiene que el  arco buscado es  AM  (fig.  45). 
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II.  Problema. —   Construir un arco menor que un  cuadrante,  en una circunferencia de radio 

 Habiendo  que la cuerda que  subtiende  es igual 

 a su  coseno. 

Supongamos  (fig.  46)  el  problema resuelto.  Sea  AM  el  arco,  tal  que la  cuerda  AM

sea  igual  al  eos  AM  =   OP.  Llamemos   x   a 

la  cuerda AM,  tenemos

AM  =   OP  =   a?. 

Uniendo  M  con  A'  el  triángulo  rectángulo  A'MA,  puesto  que  MP  es  la  perpendicular  de  M  sobre  la hipotenusa  A A',  siendo  A A'  =   2  y  O A  =   I,  nos  da:

<le  donde

Y  considerando  el valor

a»  =   -   1  +   ^3

tenemos  la  solución.  Basta  tomar el  lado  del  triángulo  equilátero inscripto  en  el  círculo,  que vale   (3  y  restarle  el  radio  1  del  círculo. 

Encontrado  x es fácil  obtener el  arco  AM,  q.ue  subtiende la  cuerda igual  a  x. 

La otra solución hay  que  desecharla  por  ser a?  mayor  en valor absoluto  que el  diámetro  del  círculo. 

5
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CAPÍTULO  V III

ADICIÓN  Y  SUBSTRACCIÓN  DE  ARCOS

Proyecciones

50. 

 Definiciones.  —  Se  da  el  nombre  de   recta  dirigida  a la recta indefinida donde  se ha fijado el  sentido  positivo ;  y  segmento  de  recta a la porción de recta que se  supone  que  recorre  un  móvil  en  un  sentido  determinado.  El  punto  de  partida  del  móvil  es  el  origen  del segmento y  el  punto  de llegada la extremidad del  mismo. 

Si  AB  es un  segmento  positivo,  es  evidente que  el  segmento  BA será negativo. 

Una  serie de  segmentos  tales que  el origen  de uno  sea el  extrema libre del  anterior,  se llaman  segmentos  consecutivos. 

Se  llama  suma de una serie de  segmentos  consecutivos

AB, BO, CD, 

JK , KL

a un  segmento  cuyo  origen es  el  origen del  primer  segmento y  cuyo-extremo  es  el  extremo del  último. 

51. Teorema de  charles :   La medida  de  la  suma  de  varios  segmentos  consecutivos es  la suma  de  las  medidas  de  los segmentos. 

Consideremos primero dos segmentos AB 

y  BC,  en donde  suponemos  que AB  sea positivo  (fig.  47).  El  punto  C  puede  ocupar tres posiciones  :

 a)  a la derecha del  punto B ; 

F igura  47

 b)  entre A y B ; 

 c)  a la  izquierda  del  punto  A. 

En el  primer  caso,  es  claro  que  se  tiene :

AC  =   AB  +   BC. 
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En el  2o  caso,  se  tie n e :

AB  =   AG  +   GB, 

y  puesto  que

GB  =   -   BG, 

re s u lta :

AG  =   ÁB  +   BG. 

Y  en  el  tercer  caso  se  tie n e :

GB  =   GA  +   AB

y  puesto  que

GB  =   —  BGy GA  =   -   AG, 

se  tie n e :

AG  —  AB  +   BG, 

con  lo  que  queda  demostrado  el  teorema  para los  tres  casos. 

Si  AB  fuese  negativo,  se  presentan  tres  casos  análogos  que  se reducen al  caso  anterior  cambiando los  signos  o  cambiando  el  sentido  positivo  de  la  recta  dirigida,  sostén  de los  segmentos. 

Supongamos  ahora  el  caso  general  de   n  segmentos  consecutivos AB, BG, GD, 

JK , KL

que están  sobre la  misma  recta  dirigida. 

Vamos  a demostrar que  se  tiene

AL  ==  AB  +   BG  +   GD  -f 

.  +   JK   +  KL. 

En  efecto,  entre los  puntos  A,  B  y  O  se  puede  escribir,  según hemos visto

AB  +   BG  =   AG, 

y haciendo lo mismo  con los puntos  A, O, D ;  A,  D, E ; ...  etc.  se tiene también

AC  +   GD  =   A ü , 

AD  +   DE  =   AB, 

A J  +   JK   =   AK, 

AK  +  KL  =   AL. 
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Sumando y  simplificando los  términos  iguales  se  obtiene

AB  +   BC  +   OI)  +  

+   JK   +   KL  =   AL, 

que  demuestra el  teorema. 

52.  Se  llama   'proyección  de  un  punto  A  sobre  una  recta   x'x,   el pie  de  la  perpendicular bajada desde  el  punto  a  la  recta. 

53.  Se llama   proyección de un  segmento  AB  sobre una recta dirigida   x'x,   el  segmento  A 1B1  que  une  la  proyección  A^  de  A  con  la proyección 

de  B  (fig. 48). 

Si el segmento AB está en el mismo plano 

de  la  recta   x'x,   llamada   eje  de  proyección,  

los  puntos  A x  y  BA son  los  pies  de  las  rectas  perpendiculares  trazadas  a   x'x  desde los  puntos  A y  B  respectivamente. 

Si  el  segmento  AB  no  está  en  el  mismo 

plano  que   x'x,   se  trazan  por  A  y  B  los 

planos perpendiculares  a  la recta   x'x  y  los 

puntos   A t y  Bx  son  la  intersección  de  esos  planos  con  el  eje   x'x. 

54.  Contorno poligonal  es una  serie de  segmentos  consecutivos  que están  o no  sobre una  misma recta  o en un  plano. El  origen del primer segmento  se  llama el   origen  de  la  poligonal  y  el  extremo  libre  del último  se llama también  el   extremo  de 

 la poligonal. 

El  segmento  que  tiene  por  origen 

el  origen  de la poligonal  y por  extremo  el  extremo  de  ésta,  se  llama  la resultante  de  la  poligonal. 

55. Teorema :  La medida de la proyección  de  un  contorno  poligonal  es igual a la suma  algebraica  de  las  proyecciones  de  los  segmentos  que forman ki  poligonal,  que  son  sus  lados.   —  Vamos  a  demostrar  que: pr. AB  +   pr. BO  +   pr. CD  +  . 

4-  pr. KL  =   pr.  AL. 
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En  efecto,  se  tiene  (fig. 49)

pr. AB  =  

pr. B ü  =   B A , 

pr. OI)  =   C A , 

pr. KL  =   K 1L1, 

pr. AL  =   A1L1. 

Pero se  sabe  según  el  teorema  de  Charles  (51)  q u e :

ΑιΒχ  =   AjBj  +   B iOí  +  

4-  KiLla

 é

luego:

pr. AL  =   pr. AB  -f  pr. BC  +   pr. CD ■+ 

+   pr. KL. 

Es  decir,  que  la proyección  de la  resultante  es  igual  a la  suma de las proyecciones  de  los  lados  de  la poligonal. 

56. 

Teorema :   La medida  de la proyección de un segmento  Á B  sobre un eje x'x es igual al producto  de  la  longitud  del  segmento,  por  el  coseno  del ángulo  que form a  la  dirección  positiva  del  segmento  con el  eje  de  proyección. 

Sea  (fig. 50)  un  segmento AB que forma 

con  la  dirección  positiva  del  eje   x'x  un 

ángulo a. Sea  A 1BÍ el segmento proyección 

de AB sobre  x'x. Queremos demostrar que :

pr. (AB)  =    A 1B1  =  AB eos a. 

F ig u ra   50

Tracemos  por  A la paralela  A x"  al  eje   x'x 

y  con  centro  en  A  tracemos  un  círculo  trigonométrico que  corta a  AB  en  M.  Desde  M  tracemos la normal  MP  a  Ax". 

Tenemos  en  la figura  50 :

A A   =   AB2 =   pr. (AB),  y  eos α  =  AP. 

Y  comparando  los  triángulos  semejantes  MAP  y  BAB2,  se  tiene AB2  _   A P 

AB  “   AM
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o b ien : 

AB2  =   AB eos a. 

Luego

pr. (AB)  =   AB eos a. 

Y ahora deducimos un teorema fundamental,  que aplicaremos  varias 

veces. 

57. Teorem a:   La proyección de  la resultante  de un  contorno poligonal  es  igual a  la suma  de  las  proyecciones  de  los  lados  de  la  poligonal,  o sea que la resultante de  la  poligonal 

por  el  coseno  del  ángulo  que  forma 

con  la  dirección  positiva  del  eje  de 

proyección  es  igual a la suma  de  las 

longitudes  délos  lados  d é la   poligonal  por  los  cosenos  de  ángulos  que F igura  51

forma  cada lado  con  la  dirección  positiva del  eje de proyección. 

En  efecto,  sea una poligonal  (fig.  51)

ABCD

HJKL. 

Sabemos  que

pr. (AL)  =  pr. (AB)  -f  pr. (BG)  -f 

.  +   pr. (KL), 

pero por el teorema anterior

pr. (AL) '=   AL eos φ

pr. (AB) =   AB eos a 

, 

pr.  (BO)  :=  BC  eos 0 

pr.  (CD)  =   OD eos γ

pr. (KL) =   KL eos fe. 

Y  reemplazando se tien e: 

^

AL eos φ =  AB eos a -f  BC eos β  +  CD eos γ  + . 

.  +   KL eos fe. 

Hay que tener  cuidado  al  medir  los  ángulos  de  proyección,  que son  siempre  los  ángulos  que  forma la  dirección  positiva del  eje  de proyección con  la dirección positiva del  segmento. 
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 Corolario. —  Se  deduce  fácilmente  que la  suma  algebraica de las proyecciones  de los  lados  de una poligonal  cerrada,  sobre  cualquier eje  de proyección,  es  nula. 

Adición  y  substracción  de  arcos

 ^

58.  Determinaremos  las  líneas  trigonométricas  de  la  suma o diferencia de dos o más  arcos  en  función  de  las  líneas  trigonométricas de los  arcos  mismos,  y  mostraremos  en  primer  término  que  se  verifica : sen (α  +   β)  =   sen a eos β  -f  sen β eos a. 

sen (a  —  β)  =   sen a eos β  —  sen β eos a. 

eos  (a  +   β)  =   eos a eos β  —  sen a sen β. 

eos  (a  --  β)  =   eos a eos β  -f  sen a sen β. 

Tomemos  el  círculo  trigonométrico  de  centro  O  (fig. 52)  y  a partir del  origen  A  de  los  arcos  llevemos  en  el 

sentido  positivo  el  arco  AM  igual  a  a,  a 

continuación  llevemos  el  arco  MN  igual 

a  β.  El  arco  AN  representa  la suma (α  +   β) 

y por  definición  de  las  líneas  tenemos,  bajando  de  N  la normal  NL  sobre  OM,  que : sen β  =   ΚΝΓ, 

eos β  =   OL. 

Aplicando  aliora el  teorema  de  las  proyecciones  a  la  poligonal OLN,  cuya resultante  es  ON se  tie n e :

pr. (ON)  =   pr. (OL)  +   pr. (LN). 

(1)

Y  proyectando  sobre  el  eje  Oa>,  tenem os:
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y  reem plazando  en  la  (1)  s e   t ie n e :  r

eos (α  +   β)  =   eos a eos β  --  sen a seh β; 

(2)

Si proyectamos  ahora la  misma poligonal  sobre el  eje O  y tenemos pr. (LN)  =   L íí eos a  =   sen β eos a, 

y  remplazando  en (1)  se  tien e:

sen (α  +   β)  ==  sen a eos β  +   sen β eos a. 

(3)

Si  en esta relación  cambiamos  β  por  ( — β)  tenemos:

sen [ a +   (—  β)]  =   sen a eos (—  β)  +   sen (—  β) eos a. 

Pero  sen  ( — β)  =   ^   sen  β  y eos ( — β)  =   eos  β,   luego se  tie n e :

sen (a  —  β)  =   sen a eos β 

sen β eos a 

(4)

y haciendo  lo mismo en la  relación  (2)  tenemos:

eos [a  -f  (—  β)]  =   eos a eos (— β)  —  sen a sen (— β) 

de donde:

eos (a  —  β)  =   eos a eos β  +   sen a sen β.  - 

(5)

59. Cá lcu lo   d e   tg (a  +   β). —  Podemos  escribir: y expresando ahora el  seno y coseno de  la  suma de arcos  en  función del  seno y  coseno de los arcos  mismos  tenemos:
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dividiendo  numerador y  denominador  por  eos  a  eos  β  y  recordando que

se  tie n e :

( 6 )

fórmula que nos da  la  tangente de  la  suma  de  dos  arcos  en  función de las tangentes  de los  arcos mismos. 

Si  en  la relación  (6)  cambiamos  el signo  de  β  tenemos

y recordando que 

/

tenem os:

(7)

Las relaciones  (5)  y  (6)  las podemos  reunir  en  la  siguiente

En forma  análoga  se  procede para hallar la cotangente de la suma o diferencia de  dos  arcos. 

60. C o t a n g e n t e   d e   (α  ±   β). —  Podemos  escribir:

^  / 

,  ox 

C0S (a  ±   β)

ctg (g  —  fl)  =   sen (a  +   β)

y  desarrollando  sen  (α  ±   β)  y  eos  (a  ±   β)  tenem os:

eos a eos β  +   sen a sen β

ctg(a  ±   β)  = sen a eos β  ±  sen β eos a

dividiendo  numerador y  denominador  por  sen  α  sen  β  y  recordando que 

·

 I »

se  tie n e :
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61.  O t r a   d e m o st r a c ió n   d e l   t e o r e m a . —   Sean  dos  arcos  a y  β 

y  el  círculo trigonométrico  de  centro  O  (fig.  53).  Supongamos  que  el arco AM  sea igual  a  a,  a  continuación y  en  el  sentido  positivo llevemos MN  —  β, tomando como origen  al  punto  M,  y  llevemos  en  el  sentido  negativo el  arco MNj  =   — β. 

El  diámetro  que  pasa  por  el  punto  M 

es  normal  en  el  punto  medio  P   a la  cuerda  NÑj,  Se  tiene

eos β  =  OP. 

Tracemos  desde  N,  IST1 y  P las  normales 

NH, 

y  P P i  sobre  el  eje   x'x  y resulta,  teniendo  en  cuenta los signos:

eos (α  +   β)  =   OH, 

eos (a  —  β)  =  OHj. 

Y  también

Y  siendo   OPx la proyección  de  OP  sobre  x'x,   resulta OPt =  OP eos a  =   eos a eos β. 

Luego obtenemos

(1)

Esta fórmula vale  para  cualquier  valor de  a y  de  β.  Hagamos  abora otro valor de a que  sea  ^   — aj,  y  otro  valor de  β  que  sea   ^   — βj y tenemos

o bien,  puesto  que  eos  (β  — a)  =   eos  (a  — β),  tenemos:

( 2 )
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Y   sum ando  y  restando  la  (1)  con  la  (2)  te n e m o s :

eos (α  —  β)  =   eos a eos β  +  sen a sen β. 

eos (a  +   β)  =   eos a eos β  —  sen a sen  β. 

62. O t r a   d e m o s t r a c ió n . —  Consideremos  el  círculo  trigonométrico  y  sea  AM  el  arco  a  y AN  el  arco  β. 

Unimos  M  con  N  y  trazamos  las  normales 

MP y  NQ  al  eje   x'x,  llevemos  también  NK 

paralela  a   x'x. 

Se  tiene  en  la  figura  54 :

MP  =   sen α, 

OP  =   eos a, 

NQ  =   sen β, 

OQ  =  cos β. 

F igu ra  54

Y  el  triángulo  rectángulo  MKN  nos  d a :

MN  =   KN  +   M K . 

( 1)

Pero  se  tiene

KN  =   OQ -- O P , 

y

MK  =   MP  -   NQ, 

es  decir

KN  =   eos β  — eos a

y

MK  =   sen a  — sen β

luego  la  (1)  nos  d a :

MN2 =   (eos β  —  eos a)2  +   (sen a — sen β)*Λ

Y  desarrollando  los  cuadrados  se tie n e :

MN2  =   2  — 2 eos a eos β  — 2 sen a sen β. 

(2)

Si  prolongamos  NO  hasta Nj  y  unimos  N\  con  M,  el  triángulo NjMN-es rectángulo  en  M  y bajando  la normal  MH  sobre  ON?  se  divide a la hipotenusa NXN  en dos  segmentos  NH  y  NXH.  Se sabe que:

'MÑ2  -  ΝχίΓ.ΗΝ. 

Pero  NXN  =    2,   OH  =   eos (a  —4 β), es decir que  HN =   1  —  eos (a  —  β). 

Luego

MN2 —  2 [1  —  eos (a  —  β)] =   2  —2 eos (a  — β)
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Igualando  con  la  (2)  se  t ie n e :

2  —  2 (eos α  —  β)  ==  2  -r  2 eos a eos β  — 2 sen a sen β. 

De donde

eos (a  —  β)  =. eos a eos β  4   sen a sen£. 

Cambiando el  signo de  β,  se  tiene

eos (α  4   β)  =  eos a eos β  — sen a sén β. 

Cambiando  en  esta última  β por  ^   4   β^  se  tiene,  simplificado: sen (a  4   β)  =   sen a eos β  4   sen β eos a. 

Y  cambiando  ahora  β  por  — β,  se  tie n e :

sen (α  —  β)  =   sen a eos β  —  sen β eos a. 

63. 

Supongamos que  tanto  α  como  β  sean  menores que un cuadrante,  se  tendrá p  4   β <  180°. 

Consideremos  el  círculo  trigonométrico de  centro  O  (fig. 55)  y  sea A  el  origen  de  los  arcos. Tomemos AM  =   ay  acontinuación MN  =   β, se tendrá  AN  =   α  +   β. 

Bajemos  las  perpendiculares  AB,  NC  y 

NE y por  definición tenemos :

sen α  =   AB, 

sen β  =  NC, 

eos α  =   OB, 

eos β  =   OC

sen (α  4   β)  =   NE. 

Uniendo  A  con  C  y  con  N  y  llamando 

D  a la intersección  de  AN  con OM,  puesto 

que  el  triángulo  NCA  tiene la  misma  superficie que NCB  ya que los dos  tienen la  misma base NC  y  la  misma  altura  que  es la distancia  entre las  paralelas  NC y  AB,  se  tiene : Sup. O AÜ  =   Sup. O AC  -f  Sup. OCN  4   Sup. ACN, 

o  bien

Sup. OAN  =   Sup. OAC  4   Sup. OCN   f   Sup. CNB, 
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o  también

Sup. OAN  =   Sup. OAC  +   Sup. OBN. 

(1)

Pero

a 

r» a xr 

O A  X  N E  

sen (a +  β)

Sup. OAN  -   ----- -——  = ---- —— —i

 Δ 

 Δ

a 

„   .  „ 

1  „ „ 

.  ,, 

sen a eos β

Sup. OAC .=  -  OC  X  AB  = ----- ------  -■> 

 Δ 

 Δ

a 

1 

™  

sen β eos a

Sup.  OBIs  =   Γ ΟΒ  x   NC  = -----1--------

2 

2

Y  reemplazando  en  (1)  se tie n e :

sen (α  +   β) =  sen a eos β  +   sen β eos a. 

Consideremos  ahora  el  caso  en  que  β  sea 

negativo,  siempre  podemos  suponer  que  β 

es  menor que   λ  en  valor  absoluto,  porque 

si  no  lo fuese,  calculamos  el  sen  (β  —  a) y 

Figura se

luego cambiamos los signos  de a y β. 

Tendremos  en  ese  caso (fig.  56)  y  siguiendo  un  camino  análogo. 

sen a  =   AB, 

sen β  =   NO, 

eos a  =   OB, 

eos β  =   OC, 

sen (a  —  β)  =  NE. 

Y de los  triángulos  sacamos:

Sup. OAN  =   Sup. OANB  —  Sup. OBN, 

o b ie n :

Sup. OAN  =   Sup. OAB  +   Sup. ABN  — Sup. OBN 

y  también,  puesto que

Sup. ABN  =   Sup.  ABC, 
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por tener la misma base  AB  y la  misma  altura,  que  es  la  distancia entre las  paralelas  AB  y  ON. 

Sup. O AN  =   Sup. OAB  +   Sup. ABO  — Sup. OBN. 

Luego

Pero es

Es decir que  se  tiene :

sen (α  — β)  =   sen a eos β  —  sen β eos a. 

(2)

Hemos  encontrado las  fórmulas  que dan  sen  (α  +   β)  y  sen  (a  —  β) en  el supuesto  caso  que α  y β  sean  menores  que  un  cuadrante. 

Es fácil  ver que bajo las  mismas  condiciones para  α y  β  se  tiene : eos (α  +   β)  =   eos a eos β  — sen a sen β. 

eos (a  —  β)  =   eos a eos β  -f  sensa sen β.~

En efecto,  en  la  fórmula  (2)  pongamos  en  lugar  de  α  el  valor 90°  — a y  tendremos:

sen [(90°  —  a)  —  β]  =   sen (90°  — a) eos β  — sen β eos (90°  — a) o bien

eos (— a  — β)  =   eos  a  eos  β  — sen  a  sen  β. 

Pero

eos ( — a  —  β)  =   eos (a  +. β), 

luego

eos (a  +   β)  =   eos a eos β  — sen a sen β. 

(3 )

Y  cambiando  aquí  β  por  — β,  se  tiene

eos (α  —  β)  =   eos a eos β  +   sen a sen β. 

(4 )
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Siempre, basta  abora,  con  la  condición de  ser   x  y  β  menores  que un  cuadrante. 

64.  Otra  demostración  de  las  fórm ulas:

sen (a  -f-  β)  =  sen a eos β  +   sen β eos a. 

eos  (a  +   β)  =   eos a eos β  —  sen a sen β. 

Supongamos  dos  arcos  positivos  a y  β y

jcuya  suma  sea  inferior  a  £·  Siendo  A  el

F ig u r a ^57

origen de los  arcos,  tomemos  AM  =   a y  a  continuación Míí  =   β,  se tiene (fig.  57):

AN  =    cc  -j-  β. 

Tracemos MP  y NQ  perpendiculares  a  O A y NR  perpendicular  a 

OM,  RS  perpendicular a O A y  RH  perpendicular a KQ,  se  tie n e : sen a  =   MP, 

eos a  =  OP, 

sen β  =   NR, 

eos β  =   OR, 

sen (a  -f-  β)  =   NQ  =   RS  + N H , 

eos (a  +   β)  =   OQ  =   OS  — RH. 

Por otra  parte,  siendo  semejantes los  triángulos  MOP y  ROS,  se saca:

RS 

OS  _   OR 

MP  “   OP  “   OM

de  donde:

y tam bién:

Y  comparando los  triángulos  semejantes  MOP  y  RNH  se  tie n e : NH  __  RH  _   NR 

OP  “   MP  ~   OM
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de donde:

NR  X  OP 

NH  =

=   sen β eos a

OM

y

MP  X  NR 

RH  =

=  sen a sen β. 

OM

Luego  se  tien e:

sen (a  -f  β)  =   RS 

NH 

sen a eos β  +   sen β eos a. 

(1)

 m

eos (a  +   β)  =   OS  —  RH  =   eos a cos^  —  sen a sen β. 

(2)

71

Hemos obtenido  estas  fórmulas  en el  supuesto  de  ser α  +   β < Γ·

Mostraremos  ahora  que  lás*fórmulas  (1)  y  (2),  subsisten  para  cual-π *

quier valor de  a o de  β  comprendido  entre  0  y  -?  es  decir,  cuando  la Δ

v

suma  α  +   β <  π. 

7c

En  efecto,  si a  +   β  está  comprendido  entre -   y  π,  siendo  a'  y  β' 

 Δ

los  complementos de a  y  β respectivamente,  se tie n e :

Y podemos  escribir,  de acuerdo  con las  fórmulas (1) y  (2)

sen (a' 

β')  =   sen a' eos β'  +   sen β' cos a', 

cos (a'  +   β')  =   cos a' cos β'  —  sen a' sen β'. 

Y  puesto que  es :

resulta:

Luego, reemplazando valores,  se tien e: 

sen (a' -f  β') =  sen [π — (a + β)] =  sen (a +  β) =  sen a cos β  +   sen β cos a

[image: Image 97]

—  81  —

y

<50s (a' +  P')==C0S [π —(α +  β)] — — οο8(α +  β) — sen a sen β —eos a eos β, o b ie n :

eos (α  -f  β)  =í  eos a eos β  —  sen a sen β. 

Es  decir,  que las fórmulas (1) y (2) valen también cuando  a y β están cada uno  comprendidos  entre  0  y  ^·

2

65.  Mostraremos ahora que   las  fórmulas  (1)  y  (2)   subsisten  cuando se agrega ^   a uno  de  los  arcos  α  o  β. 

Supongamos  que las fórmulas  (1)  y  (2) *alen  para dos  ángulos a y β

π

y  consideremos  ahora  un  ángulo  a' =   a  -f  -·

 Δ

Despejando el  valor de  a  se  tiene

* 

a  =   a ' -----

2

Y  aplicando este  valor de  a,  en  las  fórmulas  (1) y  (2)  se tie n e : y

y  recordando  q u e :

y

se  tien e:

y
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es decir,  que  las  fórmulas  subsisten  cuando  incrementamos  uno  de los ángulos  én 

> 

66.  Mostramos ahora  que las fórmulas  subsisten  para  todo  valor i

positivo  de a y β. 

7C

Supongamos  que  el  ángulo  a  tenga  un  número  w  de  veces - y el Δ

ángulo  β  un número  n  de  veces,  podemos  poner .-

π

a =    m -   -f a' 

 Δ

β  =   » |   +   β'·

Donde a’  y  β’  son  menores qué un cuadrante;  podremos  poner

sen (α'  +   β')  =   sen a' eos β'  +   sen β' eos a' 

eos (a'  +   β')  =   eos a' eos β'  —  sen a' sen β'. 

Y si ahora agregamos al  ángulo a',  sucesivamente  m  veces  -  y lucga Δ

TC

al ángulo  β',  sucesivamente  n  veces  el  ángulo ->  la  fórmula  siempre Δ

sigue valiendo y vale entonces para los  ángulos  a  y  β. 

67. 

 Las fórmulas  (1)   y  (2)   valen  para  cualquier  valor de  a y β.  — 

Hemos mostrado que las fórmulas  (1) y  (2) valen  para  cualquier  valor positivo  de a y β ; mostraremos que  valen para  cualquier valor de a  y β,  positivo o negativo. 

Supongamos que  uno  de  ellos  a  o los dos  sean negativos.  Siempre se les  podrá  agregar un número  entero de  circunferencias,  hasta  obtener valores  positivos,  es  decir que podemos hacer (36): a' =   2  Jen  +   a 

β/  =   2A

ctc -{-  β. 

Y  podemos  poner:

sen (a'  +   β')  =   sen  a' eos  β'  +  sen  β' eos  a' 

eos  (a'  ■■+·  β')  =   eos  á' cos1^ '  — sen  a' 8βϋ’β'. 
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Y reemplazando  los  valores  de  a' y  ¡3' y  recordando que

sen (2  kiz  +    x) =   sen  x 

eos  (2 kiz  -f   x)  —  eos  x. 

Se  encuentran las fórmulas (1)  y (2). 

Por otro lado,  si  en las fórmulas que  dan

sen (α  +   β) 

y 

eos (a  +   β), 

reemplazamos  β  por  —  β  se  obtiene otra vez  como  hemos visto ya sen (α  —  β)  =   sen a eos β  —  sen β eos a 

eos  (a  —  β) 

eos a eos β  -f  sen a sen β. 

Suma  de  varios  arcos

68. 

 Observación. — De  las  fórmulas  que  nos dan la  suma de dos arcos,  es fácil  obtener las que nos  dan  la  suma de tres  o  más  arcos,  en función  de  las líneas  de los  arcos  mismos. 

Supongamos por ejemplo,  que  deseamos  el  seno,  coseno y  la  tangente  de la  suma de  tres  arcos  α,  β  y  γ. 

Podemos considerar a la  suma  de  tres  arcos  α  -f  β  +   γ,  como  la suma de  (a  +   β) y  de  γ  y  aplicar  las  fórmulas  que  hemos  obtenido, como  si  se tratase  de la  suma  de dos  arcos y  tendríamos :

Y  si  ahora  se  desarrolla  sen  (α  +   β),  eos  (a  -f  β)  y  tg  (a  -f  β),  de acuerdo a las fórmulas  (2),  (3)  del  n° 58 y (6)  del  n° 59  y  tenemos sen (a + β +  γ)  =   (sen a eos β  +   sen β eos a) eos γ  +

sen γ (eos a eos β  — sen a sen β), 

eos (a +  β +  γ)  =   (eos a eos β —  sen a sen β)  eos γ  —

— (sen a eos  β  +   sen β eos a) sen  γ, 
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Y  simplificando  y  ordenando se obtiene:

Es  claro  que  sería  cómodo  obtener  ctg,  sec,  cosec  de  la  suma  de tres  arcos,  procediendo  en la misma forma. 

^

Si  se quisiera obtener el  seno,  coseno y tangente de la suma de cuatro arcos  α  +   β  +   γ  -l·  δ,  procedemos en forma análoga. Consideramos a la  suma de los  cuatro arcos  como la  suma de  dos  (a -f β -f γ) y δ y obtenemos  expresadas  las  líneas  de la suma de los  cuatro arcos en  función  de las  líneas  de la  suma de los  tres  arcos (a  -f  β  -f  γ)  y  del  arco δ.  Reemplazando luego las líneas  de la  suma de  tres arcos  por los  valores encontrados en  función  de  los  arcos  mismos,  se tiene  resuelto el problema. 

Y naturalmente  se puede  seguir  el  mismo  camino  para obtener las líneas de la suma  de  un  número cualquiera  de  arcos. 
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C A P IT U L O   IX

MULTIPLICACIÓN  Y  DIVISIÓN  DE  ARCOS

Se  trata de  resolver  el  siguiente  problem a:  Conocidos  los  valores de  las líneas trigonométricas  de  un  arco,  calcular  los  valores  de  las líneas del arco doble, trip le ,...,  n<x.   del arco a, donde  n  es un número en-a  a 

a

tero  o  también las  líneas trigonométricas  del arco - >-?···>-■  Al  primer problema  se  le llama  impropiamente  de   multiplicación  de  arcos y  al  segundo  de   división  de  arcos. 

Es  claro  que  el  primer  problema  se  resuelve  fácilmente  considerando  las  líneas  de  2,  3,  4,  ...,  n arcos  diferentes  y calculando la línea de la  suma,  de  acuerdo  con  las  fórmulas  dadas  en  el  n°  68  y  siguientes y  luego  igualando  los  arcos  entre  sí.  Es  en  el  fondo  como  vamos a  proceder. 

69. 

M u l t ip l ic a c ió n . —  Si  en  las  fórmulas  que  nos  dan  sen,  eos, y  tg de  (α  +   β)  en función  de  las  líneas  mismas  (nos 58  y  59) hacemos α  =β,  tenemos  :

( 1 )

( 2 )

( 3 )

Y  recordando  que

las  dos  primeras  nos  d a n :

sen 2a  --  +   2 sen a |/l  —  sen2 a  =   +   2 eos a |/l  — eos2 a, eos 2a  =   2 eos2 a  —  1  =   1  — 2 sen2 a. 

Si  en  las  fórmulas  (1) del  n°  68  que nos  dan  las  líneas  de  la  suma
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de tres arcos  α,  β  y  γ  en  función  de  las  líneas  de  los  arcos  mismos hacemos  α  =   β =   γ,  tenem os:

sen  3a  =   3  sen a eos2 a  — sen3 a, 

eos  3a  = eos3 a  — 3 eos a sen2 a, 

3  tg a  — tg3 a 

tg  3a =

(4)

1 —3 tg2 a

Y  teniendo  en  cuenta  nuevamente  la  relación  del  n°37   (a)  se  tiene tam bién:

sen 3a  =   3 sen  a  —  4 sen3a 

(5)

eos  3a  —  4 eos3 a  — 3 eos a, 

(6)

y  así  sucesivamente.  Podríamos  obtener fácilmente,  prosiguiendo  en la  misma  form a:

sen 4a  =   4 sen a eos a (1  —  2 sen2 a) 

eos 4a  =   8 eos4 a  —  8 eos2 a  +   1

4 

tg a  — 4 tg3 a 

8 

l - 6 t g 2a  +   tg4a

sen 5a  =   δ sen a  —  20 sen3 a  +   16 sen5 a

eos  5a  =   10  eos5a  — 20  eos3a  +   5 cosa. 

Y  en  general,  si en  las  fórmulas  que  dan  las  líneas  de  a  4-  β  hacemos  β  =   (η  —  1)  a,  se  tie n e : sen na  =   sen (η — 1) a eos a  +   eos (η — 1) a sen a

=   2 sen (η —1) a eos a — [sen (η — 1) a cosa — eos (η — 1) a sen a], 

" 4 '■

^  ~~ ^   \

sen na  =   2 sen (η — 1) a eos a  — sen (n — 2) a. 

Y tam bién:

eos na  =   eos (η —1) a eos a  — sen (η — 1) a sen a

=   2  eos (η — 1) a eos a — [eos (η — 1) a eos a 4- sen (η — 1) a sen a]

o  bien :

eos na  =   2 eos (η — 1) a eos a — eos (n — 2) a. 
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Y para  la tg tendríamos  igualmente

tg a   +   tg  (η  —  1) a

tg na =   - 

^ 

^ 

.. 

1  — t g a t g  (ti  ^   1) a

70. G e o m é t r ic a m e n t e . -—  Mostrar  que  se  tie n e : sen 2a  =   2 sen a eos a, 

eos 2a  =   eos2 a  —  sen2 a. 

Tomemos  un  círculo  trigonométrico  de  centro  O  y  sea A  el  origen de  los  arcos.  Tomemos  un  arco  AM  igual  a  2a  y  desde  M  bajemos  la perpendicular MP  sobre  el  diámetro  AA'.  Uniendo  M  con  A,  A' y  O 

se tiene,  i>or  definición:

sen 2a  =   MP, 

eos 2a  =   OP. 

El  ángulo  MA'A  vale  a.  Y  se  tiene  en  la

figura  58:

F igura  58

El  ángulo  A'MA  es  recto  y  el  área  del  ¿riángulo  A'MA  v a le : de  donde

o  bien

sen 2a  =   2 sen a eos a. 

Para expresar  el  eos  2a,  podemos  escribir:

pues,  en  todo  triángulo,  la  diferencia  de  los  cuadrados  de  dos  lados  es igual al  doble producto  del tercero por  la proyección  sobre este  lado  de la  mediana que  le corresponde. 
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71. 

División  de  arcos. —  El  problema  d é la   división  de  arcos consiste  en  lo  sigu ien te:  Conociendo  las  líneas  del  arco  a,  calcular las  líneas  del  arco ->  donde  n  toma  los  valores  enteros  2,  3,  4,... 

 n

El  problema  es  simple  para  n  igual  a  una  potencia  entera  de  2 ; pero,  para  otros  valores  de   n,  conduce  en  general a  ecuaciones  del grado  superior al  2o. 

Resolveremos  en primer  lugar  los  casos más  simples. 

I o   Conociendo  el valor  de  sen  a,  calcular el  valor  de a 

a 

a

s e n -, 

e o s- 

y 

t g - ·

Tenemos,  de acuerdo  con la fórmula  1  (n° 69)

sen  2x  =  2 sen  x eos  x. 

 (X

Y  haciendo   2x  =  a,  se  tiene   x  =  γ  y resulta 2

(1)

Y  también  se  tiene :

(2)

Tenemos  así  con(l)  y  (2)  un  sistema de dos ecuaciones  con  dos  in cógnitas,  las  que por suma  y resta nos  d a n :

o lo  que  es  lo mismo :
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de donde:

Y samando y  restando  se  tiene :

(3)

W

a

Se  obtienen  así  cuatro  valores  para  sen  -  y  cuatro  valores  para Jj

 OL

eos  -·

Es fácil encontrar en  el  círculo  trigonométrico,  la  explicación  de a 

a

estos  cuatro valores  para sen  -  y  eos -·  En  efecto,  supongamos  (fig. 

 Δ 

 Δ

59)  que OL represente  el  valor  sen  a.  Los  arcos  cuyo  seno  es  OL, están  dados por las  series :

 A

 < 

 xj  2π  +   α,  4π  +   a? 

π  —  a,  3π  — a,  3π  — a, 

 M ' 

Y los   arcos  mitad correspondientes  son : 

μ, 

Ab

a

a

a

I a)

π  H— ? 

2π  +

2? 

 δ

tí % Q 

π

a 

3π

a  ^  5π

a

2a)

2  ~~ 2’  ~2

9* 

9 "2*

La primera  serie corresponde a los  arcos con origen  en  el  punto  A y  extremo  libre  en  los puntos 

y  la  segunda  corresponde

a los  arcos  cuyo origen es el  punto A y  su  extremo  libre en  M2 o en a

M4.  Se  ve  que se  tienen cuatro  valores distintos  para el  sen -   y que son dos  a dos  iguales  pero de  signo  contrario.  Así  en  la  figura  se tie n e :

M i P i   =  

JVI3P3. 

M2P 2  =   -   m 4p 4. 
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Se  ve  también  que se  obtienen  cuatro  valores distintos  para  eos - z y que  son  dos a  dos iguales  pero  de signo  contrario. 

OP1  =   -   OP3 

OP2  =   -   OP4

Observando la figura o  por las fórmulas,  se ve  que los  cuatro valo-α

res  que  se  tiene  para el  sen -  son iguales  a los  cuatro  valores  que Z

 a

se obtienen  para el  eos -  aunque no  se corresponden  entre  sí.  Si  tie-z

ne a s i:

M1P 1  =   OP2

M2P 2  =   OP4 

M3P 3  =   OP4 

M4P4  =   OP3

lo que por otra parte también indican  las fórmulas  (3) y (4). 

a

Para  calcular tg ->  tenemos':

¿ 

a

Gomo hemos  obtenido  cuatro valores  para  el  sen  -  y  cuatro  valo- 

 κ  . 

2

Λ 

'  * 

.^oc

res  correspondientes  para  eos  -?  parecería que  obtenemos  también

■' 

 z

β  . 

a

cuatro  valores  distintos  para tg  -·

 z

Sin embargo,  y observando la figura  se  ve que  se  tienen  sólo  dos a

valores  diferentes para tg  - ;  en  efecto,  la tg de  los arcos  con  extre-

2 

V

mo libre en 

y  en   Ms es  igual,  y  lo mismo ocurre con  los  arcos con extremo, libre  en  M2 y  M4V

x 

a

Por otra parte,  se deduce lo mismo de las  series de ángulos r > que 2

hemos  dado: 

1
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Todos los  de la primera  serie tienen  la misma  tg.,  y  todos los de la 2a también  otra misma tg. 

Y  finalmente,  eso  puede  obtenerse  ’de  las  fórmalas  que  dan

En  efecto,  tomemos nuevamente :

a 

±  |/l  -f  sen  a  +   [/l  —  sen  a

&  2  ±   ^1  +   sen  a .if j/l  --  sen  a

que  debemos  desdoblar  en la  siguiente form a:

 i  _ _ _ _ _  

________

a 

^1  +   sen  a  +   l/l  —  sen  a

-   tg  =   ~r·-·--· · ·—



.-----  J =

 =

2 

|/l  +  sen  a  —  ('1  —  sen  a

a 

|/l  +  sen  a  — ^1  —  sen  a

toe  —

=  

---  ------  -  ■

&  2 

|/1  +   sen  a  +   |/l  — sen  a

a 

— |/l  +   sen  a  +   11 —  sen  a

2 

—  \!  L  -f  sen  a  —  ^ 1 —  sen  a

a 

—  |/l  4-  sen  a  —  |/l —  sen  a

tg  —

=   ----   '    ----;—-----  -

2 

— [/i  +   sen  a  -Η  [/1  —  sen  a

Multiplicando  numerador y  denominador de la última por  —  1,  obtenemos  la  I a y multiplicando  numerador  y  denominador  de la 3a  por 

—  1  obtenemos la 2a. 

Cuando  se da. solamente  el valor del  sen  a,  se  encuentran las soluciones  que  anteceden. Es  claro  que  si  se  da  el  arco,  la solución  es única. 

í _

 ]/ 2

 Ejemplo  I.  —  Supongamos  sen  a  =   — . 

2

a 

a 

a

Calcular sen  ->  eos - y  tg  -·/

 Δ 

 Δ 

 Δ
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Tendremos:

α 

α

Y  tenemos  cuatro valores para  sen 

cuatro  para  eos -  y  dos  para

 2¡ 

2

α

 *  2

Pero si  ponemos  en  cambio:

π 

 j  2

sen  -  ~   — 

4 

2

y  queremos

π 

ft 

π

s e n -, 


e o s - 

y  ,vtg

¿s claro que encontramos  un  solo valor para cada uno,  que  son  precisamente :
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α

72. 

 Calcular  las  líneas  trigonométricas del arco —

 conociendo eos a .— 

Tenemos según  la  relación:

y  también  sabemos

Y  se  obtiene:

De  donde:

(1 )

(2)

y  dividiendo  entre  s í :

(3)

α 

α 

a

Y es  claro  que  ahora  sería fácil  obtener  cosec -> sec -  y  ctg -  que  son Jj 

 áa

 Λ 

. 

-,  Ί 

Ί 

-, 

α 

α 

α

respectivamente las inversas de los  valores  de  sen 

e o s -y  tg - ·

 Δ 

 Δ 

 Jj

Se ve por  las  fórmulas  (1),  (2)  y  (3)  que  dado  el  valor de eos  a,  se a 

a

obtienen  dos  valores  iguales  y  de signo  contrario  para  sen 

eos -

 Jj 

 Δ

α

y   tZr,·

Es  cómodo  ver  en  el  círculo  trigonométrico,  cómo  aparecen  esos valores. 

Dado  el valor  de  eos α  =   OP  (fig.  60),  existen  dos  series  de arcos que tienen  por eos  el  valor OP,  aquellos  que  tienen  origen  en  A y extremo libre  en  M,  dados  por la  serie

α, 2π  +   a,  4π  -f  a,  6π  +   a , ... 
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Y aquellos  con  el  mismo  origen  A y  extremo  libre en M' dados  por 2π  —  α,  4π  —  a,  6π  — a,  8π  — a,..; 

Y  los   arcos  mitad  correspondientes  son 

respectivamente

La primera corresponde a los arcos  con extremo libre en 

y  en  M3, 

y la segunda a arcos con extremo libre M2 y M4. 

Pero  es fácil  ver que los arcos :

✓

a 

a 

a 

a

# 

->  π ---->  2π  4-  —

 y  3π  1---- > ···> 

2 

2 

2 

2

tienen  el mismo  seno y también

a 

a  , 

a 

a

π  4—  i  2 π ---- >  3 π   Η— ?  4  τζ 

 — ·> 

···? 

1 

9 

9

tienen el  mismo  seno y  que los  arcos

a 

a 

a

a

—? 2π  — -?  2π  H— >  4π  — 

2

*> 

*> 

‘Τ’

tienen  el mismo  cosepo y también

a 

a 

a 

a

π ----  ί  π  -I — i  3π — —  > 

3π  +   —> 

2 

2 

2 

2

tienen  el mismo coseno,  y finalmente que los  arcos,  que tienen  extremo  libre en  Mí  y  M3  dados  por a 

a 

a 

a

—  1  π  +   -?  ι-π  +   ->  3π  4-  ^> ···> 

 2

<2 

, 

 λ

tienen  la  misma tg  lo  mismo  que  los arcos  con  extremo  en  Ma y  JVI4 

que  son  dados  por :

tienen la  misma tangente. 
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 Ejercicio. —  Conociendo  el  eos -  =

calcular  sen,  eos y  tg de  i\ a

 o 

2

 C

Tenemos:

73. D ivisión  de  la  tg. —   Conociendo el  valor de  tg a,  calcular  el a

 de tg -·

°  2

La relación  (3)  (n° 69)  nos  da :

oc

Y haciendo  2  x  =  a .·.  x  =

se obtiene:

a

ecuación  de  2o  grado  en  tg 

que nos d a :

De  donde  se  obtiene :
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Es decir,  que para cada  valor de tg a,  se obtienen  dos  valores  dis-α

tintos  para tg 

Es fácil  explicar la  existencia de estos  dos  valores. 

 Δ

Si consideramos  el  círculo trigonométrico y sobre la  tangente geométrica  zzf tomamos  el  valor de tg a,  igual a  AT,  por  ejemplo.  Todos los  ángulos pon  origen en X y extremo libre 

en  M  o en  M'  tienen  por  tg  el  valor  AT 

(fig.  61).  Y todos  estos  arcos  están  dados 

por c 

 \

I 

 Jen 4-

Y la  mitad de  estos arcos por la expresión

Siendo   Je un valor par,  tenemos la serie:

F igura  61

Y todos  estos  arcos  tienen  por  extremo libre los  puntos 

o  M3?, es 

decir,  todos tienen la  misma tg A l\. 

Si  en cambio,  Je es un número  impar,  obtenemos la serie:

y  todos  estos  arcos  tienen por  extremo  libre los  puntos  M2 o M4,  y tienen la misma tg que  es AT2. 

Se puede  observar  que  siendo*# un  número  par,  podemos  poner 

 Je  =   2#' y tenemos:

Y  siendo   Je impar,  podemos poner  Je  =  2#'  4-  1,  y  tenemos: Es  decir,  que los  dos  valores  que  se  obtienen  para  la tangente  son

[image: Image 113]
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recíprocos  y  de  signo  contrario,  lo  que  pudimos  prever  fijándonos en  la  ecuación  de  2 °  grado,  donde  el  producto  de  las  raíces  debe  ser igual  a  —  1 . 

_

 Ejercicio.  — Calcular t g - , conociendo  tg -   =  ['3 . 

6 

3

Tenem os:

Y  es  claro  que  ahora  tomamos  solamente  el  signo  +   para  el  radical, 

 7Z

porque  la  t g - e s t á   en  el  primer  cuadrante y  debe ser positiva, υ

a

Si  nuestro  problema  fuese:  Conociendo  tg  a  =    \ 3,  calcular  tg  -, tendríamos las  dos  soluciones :

y

Y  el  producto  de  las  dos  vale  —  1 . 

a 

a

74.  Expresar  sen  7   y  eos  -    en función  de  tg  a. 

 Δ 

 Δ

Tenemos :

Luego
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Y dividiendo  una por la otra,  obtenemos nuevamente

a 

—  1  ±  

+   tg,?a

^  2 

tg a

a 

a

Y  es  fácil  explicar  los  cuatro  valores  para  s e n - y   e o s-q u e   se 2 

2

obtienen. 

75. Teorema :   L a s   lín e a s  tr ig o n o m é tr ic a s   de  u n   a rc o   p u e d e n   e x p r e s a r s e   r a c io n a lm e n te   en   f u n c i ó n   d e   la   tg   d e l  a r c o   m i t a d . —  Este  teorema es de importancia y lo  utilizaremos  muchas  veces,  especi al mente en  la resolución  de  ecuaciones  trigonométricas. 

Para  el  sen a  podemos  escribir  sucesivamente:

(1> 

Y para obtener el  eos a,  podemos también  poner:

(2> 

a 

a

Donde liemos reemplazado la  unidad por sen2 -   +   eos2- y   luego  divi-2 

2

a

dido numerador y  denominador  por  eos2 -·

a

Es claro  que  la expresión  de  tg a  en  función  de  tg -,  es  dada  por 2

una  expresión  racional,  directamente por la fórmula  que  hemos  encontrado  (n°  73) (3)

Las  fórmulas  (1),  (2)  y  (3) dan  la  expresión  sena,  cosa,  tg a   en  fun-a

ción  de  tg —en  forma racional. 
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Como la ctg a,  sec a y  cosec a  son  respectivamente las  inversas de tg a ,  cosa y  sen a,  tendremos que también  ellas  quedan  expresadas en  forma racional  en  función  de la  tg - ·

 Δ

76. D ivisiones  por  4, 8, 16, 32, ...  —  Hemos  visto  que  conociendo el  valor de la  línea  de  un  arco a,  se  puede  encontrar  la  del a

arco -  y  es  claro  que  esto  nos  da la pauta  para  calcular  la  línea  del Δ

a 

a

arco -  y  luego la  del  -  y  así  sucesivamente ...,  se  puede llegar al  arco 4 

o

a

0 ~n

donde   n  es  un  numero  entero. 

Tomando nuevamente las  expresiones :

a

Si  queremos  las líneas  del  arco 

tendríamos :

4

Y así  sucesivamente  para*» 

···>  etc. 

6  16
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Hemos  obtenido  cuatro  valores  diferentes  para  sen — y  se  puede dar una explicación  del  porqué  de  la  existencia  de  ellos.  , 

En efecto,  nos  hemos  dado  el  valor  del  eos α  y  sabemos que  los valores de α  que tienen ese  coseno,  están  dados  por las  series: ί

α,  2π  4-  α,  4π  -f  α,  6π  +   α, 

8π  +   α, 

ΙΟπ  +  α, 

y

2π  — α,  4π  — α,  6π  —  α,  8π — α,  ΙΟπ — α, 

12π — α, 

α

y los valores  de -  serán  respectivamente:

, 

α

π

α



 a  

π 

α  Λ 

α 

π α

I a  7> 

7  +   7 ’  π  +   7 ’ 

π 

+   7  +   7 ’  2 π   +   7 ’  2 π   +   7  +   7 ’

4

2

4

 

4 

2 4  

4 

2 4

π α  

α 

·π 

α 

α 

π α  

α

2 a) ------- ; 

π ---- ’ 

π  +   ------- »  2 π ----- ?  2π + ---- 3 π ----------- ?  ···

' 2 4  

4 

2 4  

4 

2 4  

4

La primera  serie  corresponde en la figura  62  a los  arcos con  extremos  libres  en  M1?  M3,  M5,  M7  y  la  segunda a los  arcos  con  extremos libres  en  M2,  M4,  M6,  1V18. 

Es fácil  ver  que los  arcos  con  extremos libres en   M± y M4, M2 y M3, M5 y  M8, M6 y  M7  tienen  respectivamente el mismo  seno  en  valor y  signo.  Es  decir,  que tenemos  cuatro valores para  sen 

como

 i 

, 

2

dan las  fórmulas. 

También  los  arcos  con  extremos  en 

risura 62 

Mx y M8,  M2 y  M7,  M3 y  Me, M4 y M5,  tienen  dos a dos  el  mismo  coseno en valor y signo;  es decir,  que hay  cuatro  valores  para el  coseno. 

Y  finalmente,  los  arcos  con  extremos  libres  en  M4 y  M5,  M2 y  M6, M3 y  M7,  M4 y  M8  tienen respectivamente  la misma   tangente. 

α

I.  Problema:  eos  -   en función  de  eos  a.  —  Hemos  encontrado la O

fórmula ^6)  (n°  69)

eos  3a  =   4  eos3  a  —  3  eos a, 

(1)
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y  haciendo

a

3α  =   a, 

se  tiene

 a  =   -

y  la ecuación  (1) nos  da :

es  decir  que  se tie n e :

Que  es  una  ecuación  de  tercer  grado  y  cuya  solución nos  da las tres raíces  de  la  ecuación. 

1

Se puede mostrar que tiene tres raíces reales siempre que eos  a <  1. 

En  efecto,  si  conocemos  el  valor  de  eos  a,  los  valores  de  a  están dados  por

2 kiz  4-  a. 

Y los  valores  de  la   tercera parte de  estos  arcos  están  dados  por donde hay  que  dar  a   k todos  los  valores enteros, positivos,  negativos y aun  el  valor 0. 

Podemos  escribir

 k  =   3  m  +   λ

siendo   m  el  mayor  número de  veces  que  está  el  número  3  en  fc,  y  λ 

un número que puede  tomar los valores  0,  1,  2. 

Se tiene entonces:

Y ahora,  dando  a λ  todos los valores posibles  0 ,1 ,2 ,  se  tienen  seis arcos:
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Pero los tres  arcos:

α 

4π 

a 

2π 

a

~   3 ’ 

ΊΓ  ~  3 

y 

T   _   3

tienen los  mismos  cosenos  respectivamente que

α 

2π 

ά 

4π 

a 

3 ’ 

T   +   3 

y 

T + 3

a

luego  se  tienen  para  eos -  solamente los  tres  valores  diferentes α 

/2π 

α\ 

/4π 

α\

cos_. 

eos 

+   - j  

y 

eos 

+   -J . 

 )

Y  si  M1?  M2 y  M3 representan  los  extremos libres de esos arcos  en el círculo  trigonométrico,  ellos  forman  los  vértices  de  un  triángulo equilátero. 

α

II.  Problema :  Dado  sen  ol,  calcular sen -·  —  Si  en la  fórmula  (δ) ó

(n°  69)

sen   3a  — 3  sen   a  —  4  sen3 α, 

(1)

α

lineemos   3a =  α  se  tiene 

 a  == —> 

O

y  la ecuación (I) nos  da :

o 

α 

α

sen α — 3  sen  -   -   4 sená  -7

 ó 

 ó

es  decir,  que  se  tie n e :

„  α 

3 

α 

1

sen"5 -   — -   sen -7  H—   sen  α  =   0 

3 

4 

3 

4

i

que es  una ecuación de tercer  grado. Se puede mostrar que tiene  tres raíces  para  valores  compatibles  de  sen  a.  En  efecto,  si  se  conoce  el valor  de  sen a,  y  si  a  es  uno de  los  arcos  que  tiene  por  seno  a  sen  a, los  valores  de α  están  dados  por

2  kn  -f  α 

y 

 (2k  +   1 ) π  — α, 

α

y los  diferentes  valores  de  sen - :

 ó
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Y  si   m  es  el  mayor  numero  de  veces  que  cabe  el  número  3  en  λ*, podemos  po n er:

 k  ==  3  m  +   λ

donde  λ  puede  tomar  los  valores 0,1 y 2  y  entonces :

α 

/ 

2λπ 

a\ 

/2λπ 

a\

sen  -   =   sen  (2,,ίπ  +   —   +   - j   =   sen 

4-

y

a 

/ 

2/.  +   1 

a\ 

/2λ  +   1 

a\

sen  -  =   sen  2»ι π  H----- -—   π  — -   =   sen  — -—   π  —  - 1. 

 b 

 \ 

3 

 o J 

 \ 

3 

 3/

y  dando  a λ  los  valores  07  1,  2  obtenemos  los  seis  arcos

α 

2π 

a 

4π 

a

—

?      -f-  —? 

---  -f~  —J

3 

3 

3 

3 

3

π 

a 

a 

5π 

a

------- > 

 π ----- , 

--------- -

3 

3 

3 

3 

3

Pero  los  arcos

α 

π 

α 

5π 

α

3 

3 

3 

3 

3

tienen  respectivamente  los  mismos  senos  que  los  arcos

α 

2π 

α 

4π 

π

—  7 

- - - - - - -   - ( -   — 7 

- - - - - - -   - J -   —

3 

3 

3 

3 

3

α

luego  los  únicos  valores  distintos  para  sen ^>on

α 

/2π 

α'\ 

/4π 

α\

8eu_, 

s e n ^ -   +   5j 

y 

sen 

+   -)·

α

111.  Problema :  Conociendo  tg a 7  calcular  tg 

—  Si  en  la  fórmu-

 ó

la  (4)  (n°  09)

3  tg   a  —  tg3  a 

 ,   x

1 - 3   1 ^ . ’ 

<l)

α

hacemos  3a  =   a,  resulta  -  =   u  y  reemplazando  en  (1)  se tie n e :

 ó

α 

o  O

 L

tg α =   --------;-------- ·

15 

α

1  _   3  tg2-  

*  3
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lo que nos  da

tg 3  %  -   3 tg a  tg2 *  -  3  tg  % +   tg a  =   0. 

o 

o 

 o

La solución  del  problema depende de una ecuación  de  tercer  grado. 

Podemos  ver lo  que  significan sus  tres  raíces.  Si  se  conoce  tg a?  el valor  de a  estará  dado  p o r:

a  =    kn  +   a

y  entonces

a 

 íkn 

 tgTi =  tg(Y   + -

Hagamos  nuevamente   )c  =   3 m  +   λ,  donde  λ  puede  tomar los  valores  0,  1  y  2,  y  se tie n e : a 

/ 

atc 

a\ 

/ λ π  

a\

tgs  =  t g ^   +  -   +  - j   =  tg^T   +  -j

y dando a λ  los  valores  0,  1  y  2  se tienen  los  tres valores délas raíces α 

 ίπ 

a\ 

/2π

tg  3  +   3 

y  tg  Γ 3 + 3 , 
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CAPITULO  X

EXPRESIONES  LOGARÍTMICAS

77. 

Una  expresión  se  dice   logarítmica,  cuando  se  puede  calcular directamente  en  forma  que  su  logaritmo  puede  obtenerse  como  la suma algebraica  de  otros  logaritmos  de  números  conocidos,  multiplicados  o  divididos  en  ciertos casos  por  números  enteros  simples  que son  los  exponentes  o  los  índices  de  las raíces. 

Así,  por ejemplo,  la  expresión :

2  ab   |le  tg  a

* =   —«7=-------- ’

3   \d  sen  β

es  logarítmica,  porque  se  tie n e :

mientras  que la expresión :

 y  =  | ¡a¿  +    b¿  —  2ab  eos   c, no  es  una  expresión  logarítmica. 

Vamos  a ver algunas  expresiones que  permiten  transformar  sumas 

en  productos,  o  expresiones  binomias  o  polinomias  en  expresiones monomias. 

Veremos  al  mismo  tiempo  algunas  transformaciones  titiles  en  la resolución  de  muchos  problemas,  por  ejemplo,  transformar una  suma o  diferencia  en  un  producto. 
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78. 

 Transformación de un producto  de  senos  o  cosenos  en  una  suma o  diferencia.   —  Partiendo de las  expresiones:

sen  (α  +   β)  =  sen  a eos  β  +   sen β  eos  a, 

sen  (a  —  β)  =  sen  a eos  β  —  sen β  eos  a, 

eos  (a  +   β)  =  eos a eos  β  —  sen a  sen  β, 

eos  (a  —  β)  =  eos  a eos  β.  +   sen a  sen β. 

Sumando y  restando las  dos  primeras,  se obtiene:

sen  (α  +   β) -f  (sen  a — β) =  2  sen a  eos  β, 

(1)

sen  (a  +   β) —  (sen a — β) =  2  sen  β  eos a. 

(2)

Y  sumando  y  restando  la 3a y  4a  se obtiene

eos  (a  -f  β) +   eos (a — β) =  2  eos  a  eos  β, 

(3)

eos  (a  —  β) —  eos  (a -f  β) =  2  sen  a  sen  β. 

(4)

De  donde  sacamos  cuatro fórmulas que nos serán útiles :

79. 

 Transformación  de  una  suma o  diferencia  de  senos  o  cosenos  en producto.   —  Las  fórmulas  (1), (2), (3) y (4)  del  número  anterior, resuelven  ya  el  problema.  Ellas  transforman  en  producto la suma o diferencia  de  dos  cosenos.  Para  hacerlas  más cómodas,  hagamos : de  donde  se  saca :
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Y  llevando  estos  valores  en  las  igualdades  (1),  (2),  (3)  y  (4)  se  tie n e : ( r>)

(d)

(7)

( 8 )

Estas  cuatro  fórmulas  fundamentales  son  de  gran  importancia  y tendremos  oportunidad  de utilizarlas  muchas  veces. 

Ellas  dicen  q u e :  (5)  la  suma  de  los  senos de  dos  arcos  es  igual  al doble  producto  del  seno  de  la  semi-suma  por el  coseno  de  la  semi-diferencia  de  esos  arcos. 

(0)  La diferencia  de los senos  de dos arcos es igual al doble producto del  seno  de  la  semi-diferencia  de  esos  arcos  por el  coseno  de  la semisuma  de  los  mismos. 

(7)  La  suma  de  los  cosenos  de  dos  arcos  es  igual  al  doble  producto del  coseno  de  la  semi-suma  por el coseno  de la  semi-diferencia de esos arcos. 

(8)  La  diferencia  de  los  cosenos  de  dos  arcos  es  igual  a  menos  el doble  producto  del  seno  de la  semi-suma  de  los  arcos por el seno de la semi-diferencia  de  los  mismos,  o  también  igual  al  doble  producto  del seno  de  la  semi suma  por  el  seno  de  la  semi-diferencia  entre  el  arco del  sustraendo y  el  arco  del  minuendo. 

 Observación.  —  Guando  se quiere  transform aren  producto  la  suma o  la  diferencia  entre  un  seno  y  un  coseno,  se  lleva  el  problema  a  los casos  precedentes recordando que el  coseno de  un  arco  es  el  seno  del complemento.  Luego:
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80. 

Las  fórmulas fundamentales de (5) a (8), pueden  obtenerse toda 

vía  en  otra  forma  por  un  procedimiento  geométrico. 

Sea  (fig.  63)

 AOx  = p 

y 

BO#  =    q

y  tomemos  OA  =   OB.  Uniendo  A  con  B  tracemos  la  perpendicular OP  a  AB.  Resulta  P  el  punto  medio  de 

AB.  Se  tiene:

1

PO* ·-·=   -   (p  +    q), 

POA =   ]POB  =   -    (p  -    q)< 

Tenemos  q u e:

pr.  (OA)  -f  pr.  (AP)  =   pr. OP 

pr.  (OB)  +   pr.  (BP)  =   pr.OP. 

Y  siendo  AP  y  BP  dos  segmentos  iguales y  de  sentido  contrario, tenemos,  sumando :

pr. (OA)  +   pr. (OB)  —  2 pr. (OP), 

o  bien,  proyectando  sobre   O x :

OA eos p  +   OB eos  q  =  2 . OP . eos  ^   ^

Pero

OP =   O A eos AOP  =  OA eos ^---- - ·

‘> 

Luego

Λ 

 p  +    q 

 p  —   q 

eos p  +   eos  q  =   2 eos —-—- eos  —-— ·

2 

2

Si  proyectamos  sobre  O y,  tenemos :
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Y  reemplazando  en  (I)  y  suprimiendo  el  factor  común  OA  =   OB, se  tie n e :

 p  +   q 

 p  —  q

sen j)  +   sen  q  =   2 sen —¡—- eos —-—-·

2 

2

Tomando  ahora  la  poligonal  OBA,  se  tiene

pr.  (OA)  =   pr  (OB)  +    pr  (BA) 

(l)

y reemplazando  valores,  se  tiene,  proyectando  sobre  el eje   O y : pr.  (OA)  =   O A sen  p, 

pr.  (OB)  =   OB sen  q  =   OA sen g, 

pr.  (BA)  =   BA c o s ^ - ^   =   2AP  cos1^ - ^  -

2 

2

=   20A   san— —- cos^ -~^- -

9

Y  reemplazando  en  (1)  se  tiene :. 

Λ  

 V  —   q 

 p  +    q

sen   p  —  sen   q  +   2  sen------ -  eos  -----

 r  

*  1 

2 

2

-o  bien

0  

 P  ~  q 

 p  +   q

sen  p  — sen   q  =   2  sen  ----- -  eos  ----- - ·

 r  

 *  

2 

2

Y  proyectando  la  (1)  sobre  el  eje  Oa?,  se  tie n e :

pr.  (OA)  =   O A cos p,  

pr.  (OB)  =   OB  eos  q, 

pr.  (BA)  =   —  BA sen^

y  como

BA  =   2AP  =   2 0  A s e n ^ - ^ , 

2

tenem os:

O  A eos  p  =   OB eos  q  —  2 AB sen  ?  sen -----

2 

2

 o    bien,  puesto  que  OA  —  OB; 

o 

 p   +    q 

 p  —  q

eos p  —  eos  q  =   -  2 sen —-—- sen —-—-·

2 

2

Hemos  obtenido  las  fórmulas  (5),  (G),  (7)  y  (8)  del  n°  79. 
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81.  Esas  mismas  fórmulas  nos permiten  deducir  otras que serán 

útiles en  las aplicaciones.  Y así  obtenemos,  por  ejemplo :

82. 

Fórmulas análogas  obtendremos  para  transformaren  producto 

la suma o la diferencia de dos  tangentes o  de  dos  cotangentes. 

Para ello tenem os:
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Y de  éstas,  podemos  deducir fácilmente las  siguientes:

 tg p   4-  tg  q  __  sen  (p +   q) 

ct g p   4-  ctg  q 

sen  (p +   q)

 tg p   —  tg q  

sen  (p — q) 

 ^  

 utgp  —  ctgg 

sen  (p — q)

83. 

Como una aplicación, transformaremos dos expresiones que nos 

serán  muy útiles más  adelante. 

I o Transformar en  monomio  la  expresión :

1  +   fcg a. 

Recordando  que

tg  ^  =   tg  45°  =   1

se  tie n e :

„ 

π

1  +   tg a  =  tg -   ±   tg a  =   tg  45°   ±  tg a. 

4

Luego  tenemos :

sen  ( 7   4-   o\  ¡2  sen  (7   4- 

 r

1  +   tg « =  

\4  ~   /  =  

\4  ~   /   =   U   «en  (45°  +   a)

π 

eos a 

eos  a

eos -   eos a 

4

2o  Transformar  en  monomio  la  expresión :

1  —■

tg a 

■



■ ·

1  +   tg  a
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Tendremos análogamente :

π 

/π 

\

* 

, 

tg  τ   ττ tg  α  ,  sen  -   —  α

1  -   tg α  _   *  4  : 

*  ^  

\4 

 )

1  +   tg α 

π 

/π ’ 

Λ

tg  -  +  tg α 

sen  f -   +f  α 1

Η  ι ί

Y siendo los  ángulos 

—  aj  y  ^   -f  aj?,complementarios :

v 

s  sen 

-f  -v j  — eos  ^  —  aj? 

y por lo  ta n to :

l - t g «  

8βη( ϊ - α) 

/π 

\ 

/π 

\

i   +   tg a  ' 

 π  

 \  

 Ů  

 ' 

 \*

eos  (-  —  al 

 1 

x 

 1

o b ie n :

----- =   tg  (45°  —  a)  —  ctg  (45°  +   a). 

1  +   tg a 

*  v 

7 

*  v 

7

FÓRMULAS  QUE  VINCULAN  LAS  LÍNEAS  TRIGONOMÉTRICAS  DE  TRES 

ÁNGULOS  a, β  Y  v  CUYA  SUMA  ES  IGUAL  A  180°  (CASO  DE  LOS 

TRES  ÁNGULOS  DE  UN  TRIÁNGULO  PLANO). 

84.  Mostraremos  que  siendo α  +   β  Η-  γ  =   180°,  se tien e: m

. 

. 

α 

β 

γ

sen α  -h  sen  β -f  sen γ =  4  eos  -  eos   ~  eos  -· 

r  

* 

 2 

 2 

 2

i ^

En  efecto,  es 

¿ > 

 AVa

γ  =   180°  — (α  +  β ) sen γ  =   sen  (α  +   β). 

'ί

\ _ 

λ'α  U

Luego: 

.4^  ****«? 

v  -  ’  ' 

' 

ο ι  

o 

α +  β 

α — β \  

Λ +  β 

α +  β

sen α + sen β +  sen γ =  2  sen ——   eos —-—  +  2 sen  —-—  eos  —

2 

2 

2 

2

o bien

Λ 

α  -f-  β  / 

α  +   β , 

α  —  β\

sen  α  +  sen  β  +   sen  γ  =   2  sen  —-—  eos  —------h eos  —·—-) 2 

\ 

 2  

2   J
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y transformando en  producto la suma de cosenos y teniendo en  cuenta q u e :

α  +   3 

y 

a  -f  3 

y

^

^

90ο - ϊ  

sen  —

= c o s | , 

 I

se  obtiene

. 

a 

3 

γ

sen  a  +   sen  β  +   sen  γ  =   4  eos  -  eos -   eos -· 

(1)

 Δ 

 Δ 

 Δ

85.  Mostraremos  que  siendo  α  +   β  +   γ  =   180°, 

a 

β 

γ

sen  a  +   sen  β  — sen γ =  4 sen  -   sen  -   coS  γ·

 Δ 

 Δ 

 Δ

Siguiendo  el  mismo  camino,  se tie n e :

sen  α  +   sen  β  — sen  v  =   sen  a  +   sen  β  —  sen  (a  +   β) =

a +   3 

a  —  β 

0 

α  +   β 

α + β

·= 2  sen  ——:-  eos —-------2  sen  —-—  eos  —-—

 Δ 

 Δ 

 Δ 

 Δ

o  bien

a  +   β  Γ 

a  —  β 

α  +   β" 

sen  a  +   sen ¿ 

sen  γ =   2  sen  —-—  eos  —-------eos  —-—

 m

 Á 

 éJ

y  tam bién:

α 

β 

.  . 

sen  a  +   sen  β  — sen  γ  =  4  sen  -   sen  -  eos 

(2)

 Δ 

 Δ 

 Δ

86.  Siendo  a  +   β  +   γ  =   180°,  se tiene:

. 

a 

β 

y

eos a  +   eos β  +   eos  y  =   1  +   4  sen  -  sen  -   sen  £·

 Δ 

 Δ 

 Δ

En  efecto

,. 

Λ 

α  +   β 

a  —  β 

eos a  +   eos  β  =  2  eos —-—  eos  ——

 Δ 

2

 , 

 ,  a\ 

2 «  +   β 

„ «  +   β’

eos  γ =  — eos (a  +   β)  =   —  cos¿ —  ------ senJ —-—

 Δ 

 Δ

2  «   +   β 

 1 

i 

2 * + β  

1 

o 

2 *   +   β

=   —  cosJ  —- —  -T  1  +   cosJ -------  =   1 - 2   e o s ------- -  ·

2 

2 

2

Y  sumando:

- 

r 

α  +   β /  

α  —  β 

α  +   β\

eos α  +  eos  β  +   eos  y  =  1  +  2  eos  —-—  eos  —-------eos  —-—

 Δ 

 \  

 Δ 

 Δ 

 I

8
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y  transformando  en  producto  de diferencia  de  cosenos:

eos α  -f  eos  β  +   eos  γ  ==  1   +  4  sen  ^ sen  |   sen   j-· 

(3)

2 

2 

2

87.  Siendo  a  +   β  +   γ  =   180°,  se  tie n e :

a 

β 

v

eos a  +   eos  β  — eos γ  =   4  eos  -   eos  -   sen ^  —  1. 

2 

2 

2

En efecto:

^  

η 

a  +   β 

a —  β

eos a  -f  eos  β =  2  eos —-— eos —-—

2 

2

O  

2    Λ  

β 

-I

—  eos  γ  =   2 COSJ — p - 5 

1 ·

Sumando:

-  α  +   β  / 

α  —  β 

a  —  β\

eos a  +   eos  β  —  eos  v  =    2  eos  —-—  eos------L  +  eos — -—  —  Ir

‘ 

2 

\ 

2 

2  /

o bien

a 

- β 

v

eos a  +   eos  β  —  eos  γ  =   4  eos -   eos f   sen  2-  —  1. 

(4)

2 

2 

2

88.  Se  obtiene  así,  siguiendo  caminos  análogos,  y  siempre  que α  +   β  +   γ  =   180*. 

sen 2a  -f-  sen  2β  -f  sen  2γ  4  sen  a  sen  β  sen γ 

(5)

sen  2a  +   sen 2β  — sen  2γ =  

4  eos  a  eos  β  sen γ 

(6)

eos  2a  +   eos  2β  +  

eos  2γ  =  —  1  —  4  eos a  eos  β  eos  γ  (7)

eos 2a  -f  eos  2β  —  eos  2γ  =   1  —  4  eos  a  eos  β  eos  γ 

(8)

sen  a  +   sen  3  — sen  v 

a 

3

sen  a  +   sen  β   +  sen  γ 

& 2 

2 

v   r

89.  Siendo  a  +   β   +  v  —  180°,  se tiene:

tg a  +   tg  β  +   tg γ  =   tg a  tg  β  tg

En  efecto:

tg (a  +   β)  =   tg  (180°  -   γ)  =  -   tg  γ. 
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Pero  es

luego

tg a  +   tg  β  +   tg γ  =   tg a tg β tg γ. 

(10)

Y obtenemos  tam bién:

ctg |   +  ctg |   +  ctg |  =  ctg |  ctg |   ctg | ·  

(11> 

tg  ¿ tg   |   +   tg |   tg  i   +   tg  |  tg |   =   1. 

(12)

Hacer  una  fórmula  calculable  por  logaritmos

90. 

 Transformación de una  suma.  —  Sean  A y  B  dos  expresiones monomias,  cuyos  logaritmos  se  pueden  obtener ;  se trata de  calcular el  log  (A  +   B)  sin calcular A  ni  B. 

Podemos  escribir:

S  ·=  A  +   B  =   A  í l   +

e  introduciendo  un  ángulo auxiliar  φ  tal que

se puede  calcular  φ,  puesto  que :

y conocido  φ  se tie n e :

y  entonces:
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91.  Transformar A — B. — Si  A  y  B  son  dos  monomios en las mismas  condiciones  del  caso anterior y si  suponemos A >   B  se tiene A  -   B  =   A  ^1  -   - j , 

y poniendo  ahora con  un ángulo  auxiliar  φ  tal  que :

2 

B  

senJ  φ  =   —, 

A

resulta

A  —  B  =   A  (1  —  sen2  φ)  =   A  eos2  φ. 

Para  calcular el  ángulo  auxiliar φ  se  tiene :

log  B  —  log  A

log  sen  φ

--------------------- 1—

)

Q

y luego

i

log  (A  —  B)  =   log A  +   2  log  eos  φ. 

Y  siendo  A  >   B,  como hemos  supuesto,  la relación  — es  menor que 1

.A

y  siempre se puede hacer  igual  a  un  seno. 

Para el  caso  en  que B  >  A,  pondríamos

A  -   B  =  -   (B  -   A), 

y estamos  en  el  caso  anterior. 

Se  puede  tener un  método  de  transformación  que  sirve  para  cualquier valor de  A  y  B  y  permite calcular A  +   B 

o 

A  -   B. 

En  efecto,  pongamos

A  ±   B  =   A  Í1  ±   í  V

Introduciendo ahora  un  ángulo  auxiliar de  cálculo  φ  dado  por

B

tg  φ

A

se puede  calcular  φ,  pues  se  tie n e :

log tg  φ  =   log  B  -   log A, 
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y entonces se  tiene

o bien

92.  Transformar  la suma  S  =   A  +   B  +   C  +   ···  donde  se  conocen los  logaritmos  de  A,  de  B,  deC,  ... 

Para  ello  se  procede  por  partes.  Primero  se  transforma  A  +   B 

introduciendo  un  ángulo  auxiliar  φ y calculamos  como  hemos visto el log (A  +   B). 

Luego  calculamos

(A  ±   B)  ±   O. 

Introduciendo  un  ángulo  auxiliar de  cálculo  φ1?  y así  sucesivamente. 

93.  Expresiones racionales. — Sea por  ejemplo, transformar en  una expresión  calculable  por logaritmos,  la  expresión :

M 

A  ±   B   ±   C  ±   D  ±   ... 

!N" 

A 1  +   Bjl +  

4“  Di  4-

En  este  caso  se  transforma  separadamente  el  numerador  M  como liemos  visto  en  el  caso  anterior y  luego  el  denominador N  en  la misma forma.  El logaritmo buscado  es : log  M  — log N. 

Sea por  ejemplo,  calcular

 a —  b

 a  4“   b

conociendo log  a y log   b.  

Podemos  po n er:
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y  poniendo

 b

tg φ  =   -, 

 ct

se calcula  φ  p o r:

log tg  φ  =   log   b  — log

y  se  obtiene:

 a  —  b 

sen  (45°  —  φ) 

 a  +    b 

sen  (45°  +   φ)’

y  observando  que

sen  (45°  -f  φ)  =   eos  (45°  —  φ)

re su lta :

 a  —  b   = tg (45°

 a  +    b-

<P)·

Este último valor lo  podíamos  haber obtenido  directamente  escribiendo : y  poniendo

se  tiene

94.  Transformar 

+   B,  donde  se  conoce  log  A   y  log  B.  —  Se

puede poner:

y haciendo

,se  tiene
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95. 

 Transformar 

—  B.  —  Si  B  es  mayor que  A,  el  sub-radical 

es negativo y la cantidad  es  imaginaria.  Luego  suponemos  A >  B  y en  tal  caso,  podemos  po n er:

e introduciendo  un  ángulo  auxiliar  φ  dado  por

2 

B  

cosJ φ  =   —  7

A

se  tiene.:

^A  —  B  =  |/A sen φ. 

El ángulo  auxiliar de  cálculo  φ  se  obtiene  p o r:

96.  Transformar en calculable por  logaritmos  la  expresión

Podemos  p oner:

Introduciendo  ahora un  ángulo auxiliar de  cálculo  φ  dado  por

siempre  existirá el  valor φ  y  se calcula por

log tg  φ  =   log B  — log A, 

y  se  tie n e :

A sen (α  ±   φ)

 y  =   A  (sen a   ±   tg φ eos a)  =

eos φ

97.  Transformar  la  expresión

 y  = ]¡b2  +    c2 —  2 be eos A*
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Veremos  más  adelante  que   y  viene a  ser  el lado  de  un  triángulo cuyo  ángulo  opuesto  es  A  siendo   b  y  c,  los  otros  dos  lados  de) triángulo. 

Podemos  poner:

y  también

resulta  entonces:

y  simplificando  se obtiene :

o bién

Introduciendo un  ángulo auxiliar  φ,  dado  por

R esulta:

Es  claro  que esto  supone conocer  los  valores  mismos de  b  y  c.   Si  en b  —  c

cambio  se  conocen  sus logaritmos, se puede transformar ------ > como b  +  c

hemos  visto en el n° 86,  introduciendo  antes  un otro  ángulo  auxiliar de cálculo  φ0 dado por:

y  resulta
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y  por lo  tanto 

1

-  A

tg<p  =   tg (45°  —  <p0) c tg - > 

y  en  tal  caso

A

 V2b sen (45°  +   φ0) sen —

 y  =  ]/b2  -f   c2  —  2 be eos A  = ------------------------------- -

cps  φ0 eos  φ

 m

Muchas  veces  para  transformar  una  expresión  en otra  calculable por logaritmos, se puede hacer un  artificio  que sólo  enseña la práctica y  la  sagacidad  del  calculista. 

98.  Consideremos una serie   n  de  arcos  en  progresión  aritmética i

a,  a  +   r, 

a  +   2r, 

a  +    (n  —  1)  r. 

Queremos  calcular  la  suma  de  sus  senos y  la  suma  de  sus  cosenos. 

Tengamos  en  primer término :

8  =  eos a  +   eos (a  +   r)  +   eos  (a   +  2r) +   ...  -f-  eos  [a  +    (η  —  1)  r]. 

 r

Multiplicando  cada  término  por  2  sen ->  podemos  escribir

 SJ

Sumando  miembro a  miembro  todas  estas  igualdades,  en  los  sumandos  de  los  primeros  miembros  podemos  sacar  factor  común  a r

2 sen -   que queda multiplicando a la suma de los  cosenos de los arcos en  progresión  aritmética  que  hemos  llamado  S.  En  la  suma  de  los
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segundos miembros,  se  ve que  se anillan  todos  los  términos  excepto el  segundo término del  segundo miembro de la primera igualdad y el primer término del  segundo  miembro de  la últim a;  es  decir,  que  nos queda:

Y  transformando  en  producto  la  diferencia  de  senos  del  segundo miembro,  obtenemos :

(1)

99. 

Para  calcular la suma  de  senos  de   n  arcos  en  progresión  aritmética,  pongamos: Si =   sen ·α -f sen (a +   r) +  sen  (a -f  2r) +  ... H- sen  [a -1-   (n — 1)   r]. 

Se  puede proceder  en una forma análoga que para la suma de  cosenos,  pero  resulta ahora más  simple en la fórmula (1)  reemplazar a por ( | +   aj ...  Es  claro  entonces,  que cada sumando de S,  digamos un término cualquiera que era eos se, se transforma en eos ^   +    ¡cj =  — sen  x. 

Luego al  reemplazar a por ^   -f   xj  hemos  cambiado  de  signo a todos los  sumandos y  al  mismo tiempo  se ha cambiado de  línea,  luego podemos  poner:

pero

luego
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Podíamos haber  procedido  también  en  lá  siguiente  forma ϊ 

Sj  =   sen  a  -f  sen  (a  -f  r)  +   sen  (a  +   2 r)  +  

+   s e n   [a  +    (η  —  1  )r]. 

Se  tiene

Pero  es

Sumando y  simplificando

de  donde

100. 

 Problema. —  Hacer  calculable  por  logaritmos  las  raíces  de una  ecuación de  segundo  grado :

 ax 2  +    bx  +   c-=  0. 
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Se sabe que las  raíces  están  expresadas por

Suponiendo  a positivo,  distinguiremos  dos  casos

 Primer caso :  -  <   0,  vale decir,  c negativo.  Puede escribirse a

Y podemos  po n er:

donde  φ  es un ángulo auxiliar de  cálculo y  se tie n e :

+   tfb2  —  4 ac =  +   δ |/l  +    tg2y  =  +   —-— 

— 

 J 

eos φ

Luego

Y  separando  las  raíces :

 c

 Segundo  caso:  -  >   0,  vale decir,  c  positivo. 

Cuando  b 2 

4 ac >  0,  se tien e:
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y  se  puede  p oner:

y  entonces

Y  las raíces  resultan
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C A P ÍT U L O   X I

VALORES  DE  LAS  LÍNEAS  TRIGONOMÉTRICAS  DE  ALGUNOS  ÁNGULOS

Veremos  más  adelante que  se  construyen  tablas  que dan  los valores  de  los  logaritmos  de  las  funciones  trigonométricas  y  también tablas  de valores naturales de las líneas. Son  valores  que se dan para el primer  cuadrante  y  determinados a intervalos  que  dependen  del numero de  cifras  decimales,  y tales  que  entre uno y otro  pueda  considerarse,  en general,  una interpolación lineal. 

Ahora veremos cómo es posible calcular,  con operaciones de números racionales y  sólo  la  extracción  de  la  raíz  cuadrada, los   senos y cosenos  de  cierta  categoría de  ángulos,  cuyos  argumentos varían  en progresión  geométrica.  Para lo  cual veremos algunos problemas. 

101.  Problema :  Calcular  los senos  y cosenos   de  los  arcos  de  la f  orle  x   180°

 ma

 siendo  le  y  n  números  enteros y  positivos.   —  Hagamos

 2n

primero   1c =--  1  y   n =  2.  Se  tiene,  según  hemos  visto (1G  y  17): Y puesto  que  (72)

se tienen  sucesivamente:
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Es fácil  ver  la ley  de  formación  de  los  segundos  miembros,  y  se pueden  obtener  cómodamente las fórmulas  sucesivas  para  obtener

seno y  coseno  de 

Con las  fórmulas  de  multiplicación,  se puede

ahora obtener el  seno  y  coseno de  los arcos  dados por —

Es  claro que  se obtendrían fácilmente los dados  por los arcos, cuya nrw, 

fc·180 

expresión  sea  9 0 ° ------. 

102.  Problema:  Calcular  los  senos  y cosenos   de  los  arcos  de  la  for 1c  180°

 ma  3  *  2 n

P ara  k  =  1  y   n  =  0,  se tiene,  según liemos  visto  e n : Recordando ahora  (72)  que

se tiene :
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Y resulta fácil  ver la ley de formación  de  los  términos  sucesivos y también  cuando  se dan valores  sucesivos  a  k. 

103.  Problema :  Calcular  los  senos  y  cosenos  de  los arcos  dados por _ k .180°

 la forma general  ■

^ 

.  —  Para  a =   1  y  n =   1,  se  tien e:
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Ύ  obtenido  el  valor del  coseno  se  puede  aplicar  la  fórmula  de  división.  En  general,  si  hacemos  eos  a  =    x,   se  tie n e : Con  lo  que es  fácil  obtener

 Y  ahora  es  fácil  obtener  las  expresiones  dando  sucesivos  valores  a   le. 

104.  Problema :  Determinar  los  senos y  cosenos  de arcos  de  la forma 1c.  1 8 0 ° 

, 

7  7

--------------,  donde  le  y  n  son  números  enteros  u positivos. 

3   X  5  X   2 n 

 *  

 J  r

Haciendo   le  =   1  y   n  =   0,  se  tiene  el  ángulo  de  12°  y  podemos poner

1 8 ° °   _  

_  1 8 0 ° 

1 8 0 °

3 X 5 " 

tí 

ΠΓ*

Y según  el  teorema  de  la  substracción  de  ángulos

o

[image: Image 147]

—  130  —

Pero según nos (16)  y  (17)

Y según  ii°  (49)

resulta

Luego

Y  es  claro  que ahora  se puede  calcular
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CAPITULO  X II

TABLAS  TRIGONOMÉTRICAS

105. 

Teo r em a :   ¡Siendo  x   la   m e d id a   d e   u n   a rc o   p o s itiv o ,   m e n o r 

 q u e   u n   c u a d r a n t e   y  m e d i d o   t o m a n d o   e l  r a d i o   c o m o   u n i d a d ,   s e   v e r i f i c a   la  

 d o b le   d e s i g u a l d a d :

sen  x   <  x  <  tg  x . 

Consideremos  un  círculo  trigonométrico  (fig.  64) y  un arco  AM  =   a?, positivo  y  menor  que 

Se  tendrá  que

 t i

los  valores  de  sen  »  y  tg  a?,  que  son  positivos,  están  dados  por sen  a?  =   MP, 

tg  x   =  AT. 

Donde  MP  y  AT  están  medidos  tomando 

el  radio  como  unidad  de  medida  o  donde 

suponemos  el  radio  =  1.  Uniendo  M  con A, 

podemos  comparar  las  superficies  de  los

triángulos  OAM,  OAT  y  la  del  sector  circular  OAM  y  tenem os: Area triang.  OAM <  área  sector  OAM <  área triang.  OAT. 

Y  expresando  ahora  el  área  de  los  triángulos  OAM  y  OAT  en  función  de la base  O A  y  sus  respectivas  alturas,  y  el  área  del  sector circular en  función  del  radio y  del  ángulo,  se tiene :

 \  O A . MP  <  i  OA . are. AM  <  i  O A . AT. 

 Δ 

 Δ 

 ti

o  bien,  suprimiendo  el  factor  común  ^O A   y  teniendo  en  cuenta  que éiüJ

el  arco  AM  es a?,  se  tiene

sen  x   <  x   <   tg  x  

(1)

que es  la  doble  desigualdad  que  queríamos  demostrar  y  que  como veremos  es  de  gran  importancia. 
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106. 

Teorema :   L a   r e la c ió n   d e  u n   a r c o ,  m e d id o   en  r a d ia n e s ,  a   su  

 s e n o ,  tie n d e   h a c ia   l a   u n i d a d ,  c u a n d o   e l  a r c o   tie n d e   a   c e r o .   —  El  arco puede tender a  cero siendo  positivo  o negativo. Consideremos  primero  el  arco  positivo. Desde que  vamos a hacerlo  tender a  cero,  es  decir a que  adquiera  valores  tan  pequeños  como  se  quiera,  podemos  de hecho  suponer  que  ese  arco   x   sea  menor  que ^  y  por  lo  tanto podemos  establecer  la  doble  desigualdad  del  teorema  anterior,  donde

' ' 

' ‘ 

' sen   x 

r ^

reemplazamos  el  valor  de  tg   x  por  su  ig u a l------ y  tendremos ; eos   x

sen  x

sen   x  <  x   < ------·

eos  x

Y  siendo   x  positivo,  también lo  es  sen   x.   Luego  podemos  dividir  la doble  desigualdad  por  sen a?,  sin  que  el  sentido  de  la  desigualdad cambie,  y  tendremos

 x  

1

1  < ---- -  < ------

sen  x 

eos  x

Hemos  visto  al  estudiar  las  variaciones  del  eos   x ,  que  cuando  el arco   x  tiende hacia  cero,  el  eos  x   tiende  hacia  1.  La  relación   —— > sen  x

estará  así  comprendida  entre  1  y  una  cantidad  1  -f  ε  que  tiende hacia  1  con  el  tender  de o?  a cero.  Luego podemos  poner:

Jim 

\  =   1. 

*-*> \sen  x j

Supongamos  ahora  que  el  valor  de  x   tienda hacia  cero siendo negativo.  Supongamos

 x   =   —  x' 

donde   x'   es  positivo.  Podremos  poner:

 x  

__ 

—   x'  

—   x'  

,  X*

sen  x  

sen ( —  x') 

—  sen  x f 

sen  x' 

Cuando  x  tiende  hacia  cero  con valores  negativos,  x ' tiende  también

 x*

hacia cero con valores positivos.  El límite de la  relación  ------   tiende sena' 
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 %D 

 X

entonces  hacia  1  y  com o-----   es  igual  a —-— » resulta  que  también sen  x  

sen  x' 

r

1 

 X

el  límite de  ----- es  1  cuando  x  tiende  hacia  cero. 

sen  x

 C o r o l a r i o   :  L a   r e l a c i ó n   d e   u n   a r c o   m e d i d o   e n   r a d i a n e s   a   s u   t a n g e n t e ,  t i e n d e   h a c ia   1 ,  c u a n d o   e l  a r c o   tie n d e   h a c i a   c e r o .   —  En  efecto,  podemos  escribir donde ε tiende hacia  cero  con el  tender de  x  a cero.  De  ahí deducimos o bien

pasando  al  límite  tenem os:

"Se  obtendría más  cómodamente  el  mismo  resultado  poniendo y aplicando  el  teorema  sobre producto  de los límites. 

107. 

Teorema :   P a r a   un  a r c o   p o s i t iv o ,  m e n o r  qu e  un c u a d r a n te   y  

 m e d i d o   e n   r a d i a n e s ,   l a   d i f e r e n c i a   e n t r e   e l   a r c o   y   e l   s e n o   e s   m e n o r  q u e  

 la   c u a r t a   p a r t e   d e l  c u b o   d e l  a r c o .  —  Mostraremos  que  para  un  arco que reúne las  condiciones  antedichas,  se  verifica:

 x 3

 x   —  sen  x  <  —·

4

En  efecto,  podemos  poner el  sen  x   en  función  del  arco mitad  y  tendremos :
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O  también escribir

sen * =  2 t g |  ( l   -   sen2| j ·  

(1> 

Y puesto que  x  es  positivo  y  menor  que  un  cuadrante  también  lo (C

será —

y  podemos escribir,  de  acuerdo  con  la desigualdad (1) n°  105, 

 z

(2)

y**

(3)

De  esta  última se  deduce:

(4)

Y  multiplicando  entre  sí  (2)  y  (4)  se  tiene,  teniendo  en  cuenta la (1)

(δ)

o bien

(0)

de  donde  se  obtiene

lo que  demuestra el teorema. 

Y de  aquí  sacamos  esta consecuencia,  que nos  va a  ser útil  en  seguida:'  El error que  se  comete cuando se toma como  valor aproximax do del  seno  de un  arco  positivo y menor que

el  valor del  arco mis2' 

mo medido  éste en  radianes,  es  menor que la  cuarta  parte  del  cubo del  arco.  En efecto,  teniendo  en  cuenta la desigualdad  (1)  del  n°  105 

y la  (6)  tenemos :

í»3

 x >  sen   x >  x  — —

4

de donde  se  saca
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y  resulta que  el  valor de   x  tomado  así  para  el  seno  es  aproximado ar

por exceso y  el  error menor  que  -—·

4

108. 

Se  puede  todavía  estrechar más  el  error  y  mostrar que  ese 

error es menor  que  la sexta  parte del  cubo  del  arco,  es decir,  que  podemos mostrar q u e : x 3

 x  —  sen  x <  —·

En  efecto,  tengamos  en  cuenta la igualdad (5)  del  n°  69

sen  3x  =   3 sen  x  —  4  sen3  x . 

Y  reemplacemos  a  x,   sucesivamente,  por los  valores

y  tendrem os:

U a)

( 2a )

(3 a)

Multiplicando  ahora la  2a  por 3,  la 3a  por 32,  etc.  y la  última por 3n~l  y  sumemos,  simplificando los términos comunes  a  los dos miembros  de la igualdad y  obtenemos : Reemplazando ahora dentro  del  corchete los valores  del  seno  por los valores  del  arco  correspondiente,  que son  mayores,  tenem os:
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lo que  puede escribirse también en  la siguiente forma ? 

M

Desigualdad  que  se  verifica  para  todo  valor  entero  de   n  y  que  se verificará cuando  n crece  tendiendo hacia  un valor tan  grande  como v

 X

se quiera.  Pero, cuándo  n tiende hacia infinito,  — tiende hacia cero,  y por lo  tanto

tiende hacia  1. 

La  cantidad  dentro  del  corchete  es  la  suma  de  los  términos de  una progresión  geométrica  cuyo  primer  término  vale  1,  la  razón  ^   =   i y  el  último  término  tiende  hacia cero. 

La  suma de sus  términos vale :

Y la desigualdad  (1)  se transforma  e n :

o bien

lo que implica

Se  puede  obtener  este  mismo  resultado  en  una  forma  mucho más directa.  Desarrollando en  serie la función sen 

se tiene :
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De  donde; 

que  se  puede  escribir :

La  serie dentro  del  corchete  es  una  serie  convergente  donde  prevalece  el  signo  del  primer  término y  llamando  ε  el  valor  del  corchete, tendremos

de  donde  se  saca

1 0 9 ; T e o r e m a   :   Para  un arco  x  'positivo,  menor  que  un  cuadrante y medid o domando el radio como  unidad.se verifica  la  doble desigualdad En efecto,  hemos  visto  en  el  n°  72  que

 00 

 00

Y reemplazando  s e n -p o r  un  valor  mayor -,  se tiene

 Δ 

 Δ

y  queda demostrada la  primera parte  del  teorema. 

 x

Si  en  cambio,  en lugar de  sen -   en  la  (2),  ponemos  un valor menor, x

que  se obtiene de (5).(n° 107)  donde hay que  hacer el arco  igual  a  - :
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se  tiene

de  donde

Y  con  mayor razón :

con lo  que  se  completa la demostración  del  teorema. 

 Observación.  — Se  pueden  restringir  más  los términos  de  la  desigualdad. 

En  efecto,  tomando la expresión  n°  108 y  aplicándola para  un arco x

-   resulta

se obtiene

de  donde  se  saca

Y  con  mayor razón :

110.  Se puede  todavía dar  otra demostración  del  teorema. 

Tomando  siempre un arco positivo  y  menor  que  un  cuadrante,  el coseno  está  dado  por la serie:

que  podemos  escribir
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La serie encerrada  en  el  corchete es  una  serie  convergente de signos alternados donde  predomina  el signo del  primer  término.  Llamando  e a su  valor, se  tiene

/p2

eos  x  =   1  — —  +   ε·

 Zi

 Y  por lo  tanto

con  lo que  se  demuestra la  primera  parte  del teorema. 

Si  tomamos  nuevamente  la  serie  que  expresa  el valor del  eos ir, podemos  escrib ir:

La  serie  dentro  del  corchete  es  una  serie  convergente  y  su  valor positivo  podemos llamar ε' y  tendremos

Luego

( 1 )

con lo  que  se  completa la  demostración. 

 Corolario. —  Siendo   x un  arco  positivo, menor que un  cuadrante y medido  tomando  el radio  como  unidad,  cuando  se toma  como  valor x2

aproximado del  eos a?,  el valor  1  — — > el  error que se comete es menor Δ

qUel6 ·

En  efecto,  volviendo a  la doble  desigualdad

sacamos

lo  que prueba el  enunciado. 
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Si  se quieren  estrechar más los límites,  se puede  tomar la desigual1 

dad  (1) y  se  tiene :

111.  Cálculo  aproximado  de  sen  10"  y  eos  10".  —  Vamos  a  aplicar las  conclusiones que hemos obtenido,  para calcular aproximadamente el  valor del  sen  10" y  eos  10" y  ver  un  límite  superior  del  error que se  comete al  tomar tales  valores  aproximados. 

El  arco  de  10" expresado  en  radianes  tiene  por expresión (n°  7  III) Lo que  nos  permite  escribir

Luego  tomando  como  valor  sen  10",  el valor (1)  del  are.  10",  el  error que  se  comete;  según  n°  107  es menor que  la  cuarta  parte del  cubo del  arco,  es  decir,  que  el error  es  menor  con  mayor razón  q u e :. 

y  con  mayor  razón

Se puede decir entonces que tomando  como valor del  sen 10" el  valor del  are.  10" expresado  en  radianes,  vale decir que tomando sen  10"  =   0.0000484813681

se  comete  un  error por exceso  menor  que  una  cifra  de  orden  trece decimal  y  tomando

sen  10"  =   0.0000484813680 

se  toma  un  valor por  defecto. 

Análogamente,  si  tomamos  como  valor de  eos  10", la  cantidad
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donde  el  are.  10" se  expresa  en  radianes>  este  valor  resulta  aproximado  por defecto  para  el  eos  10" y  el  error  que  se  comete  es  menor que (n°  109)

 Yq (arc.  10")4

y  éste  a  su  vez,  menor que

1 

1 

^  1

Ic  x  ic  x  ιο '^ ϊο 15' 

íf

Luego  se  puede  tomar  como  valor del eos 10",  basta  la  cifra  de  orden 18  decimal,  el  valor  1  — i(a re .  10")3,  es  decir que  se  tendría  ‘

 Δ

eos  10" =   0,999 999 998 824 778 473. 

, 

1 '^v' 

Construcción  de  una  tabla 

V

112.  Fórmulas  de  Thomas  Simpson.   —  Conociendo  el  sen  10"  y 

■eos  10",  vamos  a obtener fórmulas  que  permiten  calcular  el  seno  y 

-coseno  de  20",  30",...  de  arcos  que varían  de  10"  en  10". 

Tomemos  para  ello,  las relaciones  del  n°  78. 

sen (a  t   p)  -f  sen (a  —  β)  ==  2 sen a eos β 

eos (a  Η-  β)  +   eos (a  — β)  =   2 eos a eos β

 γ   en  estas  relaciones, bagamos

a  =   m 10"  y  β  =   10" 

donde   m  es  un  número  entero y  jjositivo.  Tendremos

sen  (m  +   1). 10"  +   sen  (m  —  1). 10" =   2 sen  m  . 10" eos 10" 

(1)

eos  (m  ■+·  1). 10"  +   eos  (m  — 1).  10"  =   2 eos  m  .  10" eos 10". 

(2)

Observando  el  valor de  eos 10" que  bemos  obtenido, puede  verse  que el  valor  2  eos  10" se  aproxima bastante  al  valor  2,  por  lo  que puede 

•escribirse

2  eos 10"  =   2 

 Je 

(3

donde  1c  es  una  cantidad  muy  pequeña. 
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Y  tomando como valor aproximado del  eos  10" la  cantidad

eos 10"  =   1  — i  (are.  10")2

como  liemos visto,  tendremos,  según (3)

2  —  Je  =   2  — (are.  10")2. 

De donde

 Je  =   (are.  10")2 =   0.000 000 002 350 443 053. 

(4)

Y  reemplazando el  valor de  2 eos 10"  por su igual  2  — 7c,  las  fórmulas (1)  y  (2) nos  d a n :

sen  (ni  +   1)10"  +   sen  (m  —  1) 10" =   2 sen  ni . 10" —  1c sen  ni . 10" 

eos  (m  +   1) 10"  +   eos  (m  —  1) 10"  =   2 eos m .  10"  — 7c eos  m . 10". 

Las que pueden escribirse en la forma siguiente:

sen  [m  +   1) 10"  — sen  ni . 10" ==  sen  m .  10"  —

—  sen  (m  -r  1) 10"  — 7c sen  m .  10" 

(5)

eos  (m  +   1) 10"  — eos  m . 10"  =   eos  m .  10"  —

—  eos  {m  — 1) 10"  —  7c eos  m . 10. 

(6)

Que son las fórmulas conocidas con  el nombre  de fórmulas de  Simpson. 

Puede  verse que las fórmulas  van  calculando los  valores de trecho en  trecho.  Dan así las  diferencias  de

sen  (ni  +   1). 10"  — sen  m . 10"  y  eos  (m  +   1) 10" — eos  m . 10" 

de los  senos  y  cosenos  de  dos  arcos  consecutivos,  variando  éstos  de 10" en  10",  conociendo  las  diferencias  precedentes. 

Conocemos ya,  sen  10" y  eos  10".  Si  queremos  sen  20"  y  eos  20", en  las  fórmulas de  Simpson hacemos  m  =   1  y tenemos :

sen 20"  -   sen 10"  —  sen 10"  —   Je sen 10" 

eos 20"  — eos 10"  =   eos 10"  —  1  —  Je eos 10", lo que nos  permite  calcular sen  20" y  eos  20". 
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Si  queremos ahora,  sen 30" y  eos 30",  las fórmulas  (5) y (6)  nos dan, haciendo  m  =   2 :

sen 30"  — sen 20"  —  (sen 20"  — sen 10") —   k sen 20" 

eos 30"  —  eos 20"  =   (eos 20"  —  eos  10")  —   le eos 20" 

lo que nos permite calcular  sen 30" y  eos 30". Y así se puede continuar para  40",  50",  etc. 

 Observación.   —  Es  fácil darse  cuenta que es  suficiente  calcular los valores  de  las  funciones  trigonométricas  hasta  45°.  En  efecto,  si llamamos  a  a  un  ángulo  comprendido entre  45°  y 90°  su  complemento  (90°  —  a),  será menor que  45° y  se  tiene : sen  a  =   eos  (90°  — a) 

eos  a  ==  sen  (90°  —  a) 

tg  a  =   ctg  (90°  — a) 

ctg a  =   tg  (90°  — a). 

Disposición  y  uso  de  las  tablas

113. 

Existen dos  clases  de  tablas  para  conocer  los  valores  de  las líneas  trigonométricas en  función de los  ángulos,  o  para  conocer  los ángulos  conociendo  los  valores  de  las líneas.  l 0 ,Las  tablas  que  dan los  valores  de  las líneas,  conmmnente  llamadas  tablas  de   valores  naturales  de las líneas,  y  es  claro  que  basta  con  que  den  esos  valores para  el primer  cuadrante,  pues hemos  visto que en el primer  cuadrante todas  las  líneas  toman  todos  los  valores  absolutos  que  pueden tener. 

El  manejo  de  estas  tablas  es  muy  simple. 

2o Tablas  de  logaritmos,  que  dan  los* logaritmos  de las  líneas  trigonométricas  en  función  de  los  ángulos,  generalmente  expresados en  la  división  sexagesimal.  También aquí  es  suficiente que las  tablas den los valores  entre  0o  y  90°

Son  las tablas  más  usadas y  son  de  manejo  muy  simple.  Existen en  el  comercio  varias.de ellas. 

Casi  siempre  cada  tabla  tiene al  comienzo  una  explicación  de  su disposición y  uso. 
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Daremos  una reseña  general;  Por otra parte,  la disposición de las tablas es semejante,  y  aprendiendo el manejo de una, es fácil comprender en  seguida  el  manejo de  otras. 

En general  las  tablas  dan  los  logaritmos  del  sen,  eos, tg y ctg, y  no  los  de  sec y  cosec. 

Ello  se debe a  que  estas  líneas  son  de  poco  uso y por  otra  parte sus  valores  son los inversos  despectivamente del  eos y  del sen. 

Y todavía,  como  hemos  visto,  basta  calcular el  valor  en las  tablas hasta  45°,  porque  si  se  quiere  el  valor de  una  línea  para  un  ángulo comprendido  entre 45° y  90°,  basta  calcular el  valor de  la  co-línea. 

A s í:

sen  72°  =  eos 18° 

eos 72°  =   sen 18° 

tg 72°  =   ctg 18°. 

Existen tablas que dan los valores  de los  logaritmos  de  las  líneas trigonométricas  con  más  o menos  número  de decimales.  Así  los  hay con  4  decimales,  5,  6,  7,  8,  etc.,  decimales.  Y naturalmente  la explicación  que  se dé para  una  de  ellas,  sirve  en general  para las  demás. 

Daremos la  explicación  de las  tablas  de  Hoiiel,  que  son  las  que más usan  mis  alumnos  en  el  curso. 

Gomo  las tablas tienen al  comienzo  una  explicación bastante  clara y  detallada para  comprender  su  manejo,  daremos  aquí  una  explicación muy  breve. 

i

Una tabla de logaritmos  es  una  tabla  a  simple  entrada y  contiene los  valores de las  líneas,  como  decíamos  entre  0o  y  90°.  Pero  es  suficiente  conocer los valores hasta 45°,  lo  que hace disminuir a la mitad el  tamaño  de la tabla. 

Se  sabe que  los  ángulos  complementarios,  uno  tiene  respectivamente  por  sen,  eos,  tg,  ctg,  sec,  y  cosec,  el  eos,  sen,  ctg,  tg,  cosec, y  sec del  otro.  Por  ello  las  tablas  tienen  en  la  columna de  arriba hacia abajo  el  valor de  los  logaritmos  de  las  líneas  de  0o  a  45°  y correspondiéndose de  abajo  hacia arriba el  valor de  los logaritmos de las  co-líneas. 

Si  por ejemplo,  se quiere  el  log  sen  34°21',  que la  tabla de  Hoiiel los  da  de   V  en  1',  leyendo  de  abajo  hacia  arriba,  el  mismo  valor corresponde  al  log  eos  55°39' y  si  se  quiere el  logaritmo  del  sen  de un  ángulo  comprendido  entre  34°2Γ y  34°22'  habrá  que  interpolar entre éstos, y  para  el  eos  habrá  que  interpolar  entre  los  logaritmos de los  eos,  ángulos para  55°39' y  55°38\ 

< 
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1 1 4 .    Tablas  de  Hoiiel. —  Las  tablas  de  9 o ü el  son  de  cinco  decimales y  contienen  los logaritmos  de  los  senos,  cosecantes,  tangentes, cotangentes,  secantes y cosenos  de minuto  en  minuto  desde 0o  a 90°. 

El  seno y  coseno  para  todos  sus  valores y la tangente para ángulos menores  que  45°,  son  cantidades  cuyo  valor es  menor  que  uno;  luego la  característica de  su logaritmo  es  negativa,  pero  en  la  tabla  se le aumenta  en  10  unidades. 

Es  claro que bay  que tener  en  cuenta que un logaritmo  con  característica  6,  7,  8,  9  corresponde  en  realidad a  un  logaritmo  con  característica  4,  3,  2,  1. 

En la  práctica  es  más  seguro y  más  cómodo  trabajar  con  estas  características  positivas que  con  negativas. 

Se  plantean  dos  problemas,  en  general,  al  usar la  tabla :

I o  Dado  un  áugulo,  encontrar  los  logaritmos  de  sus  líneas trigo nométricas. 

2o  Conociendo  el  logaritmo  del  valor  de  una  línea  trigonométrica de un  cierto  ángulo,  encontrar el  ángulo. 

115.  Hablaremos  en  primer lugar del  primer problema. 

Si  el  ángulo  que se da no está  comprendido  en el  primer  cuadrante, ya hemos  visto  cómo  se reduce al  primer  cuadrante  (n°  28). 

De modo  que  podemos  suponer  que  el  ángulo  dado  está  comprendido  entre  0o  y  90°. 

Si  el  ángulo  dado  se  compone  solamente  de  grados  y  minutos,  su logaritmo  se  encontrará en la tabla.  Si  es  menor que  45°  en las  tablas de arriba  hacia abajo  con la  graduación a la izquierda de la página; y  si  mayor de  4h°,  en  las tablas  de  abajo  hacia  arriba  con la  graduación  a la  derecha. 

Si  el  ángulo  contiene también  segundos y fracciones  decimales de segundo,  se hará una interpolación  simple,  paralo  cual  la tabla presta  su  ayuda  con  las  pequeñas  tablas  de   partes  proporcionales  que  figuran  en  las  páginas. 

Hay que  tener en  cuenta  que el  coseno,  la  cotangente y la  cosecante  van  disminuyendo  con  el  crecer del  ángulo,  por lo que las  partes  proporcionales  son  substractivas  ;  es  decir,  que  hay  que  restarlas. 

No es necesario  entrar en  mayores detalles.  La tabla  misma  tiene, como  decimos,  una  explicación muy  clara,  acompañada  de ejemplos para  su  manejo. 

10
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Conviene,  sin  embargo,  insistir un poco  en la explicación,  cuando el ángulo  es  muy  pequeño,  porque  en  ese  caso el  seno y tangente tienen variaciones fuertes y  también  cuando el ángulo se aproxima  a 90° porque en ese caso  el  coseno y la cotangente  tienen  también  variaciones  grandes. 

Y  para el caso  de  ángulos  menores  que 3 o  o mayores  que  87°,  la misma  tabla aconseja dos  procedimientos a  seguir. 

 Primer método. —  Basándose  en que para ángulos  muy  pequeños, la variación de los  logaritmos  de  seno  y  tangente  está  lejos  de  ser lineal,  es decir,  no  varían  proporcionalmente  al  arco,  pero  sí puede aceptarse que varían linealmente los  valores naturales  de  las  líneasr y  justamente  esta  variación,  según  hemos visto,  es tanto  más  proporcional  cuanto  más pequeño  sea el  ángulo.  Se encontrarán  entonces por interpolación  simple , estos  valores y  de  ahí se pasa a encontrar sus logaritmos en  la tabla I. 

Así,  la tabla I I  da para los  3  primeros grados,  los  senos naturales y las  tangentes  naturales  con seis  decimales.  Y  como la tangente y el  seno, para esos ángulos,  tienen valores  aproximadamente  iguales, en la columna que corresponde  a los  valores de la tangente  se  ponen solamente las dos o tres últimas  cifras,  según  el  caso,  y  las  que anteceden son  las  correspondientes  para  el  seno. 

Así  por  ejemplo,  da la tabla  para :

sen 2°30' =   0.043619

y para la tg sólo escribe:  661,  porque debe tomarse

tg 2°30'  -   0.043661. 

En el caso en que pase al orden siguiente de la 3a cifra decimal,  está indicado con un asterisco.  Por ejemplo,  da para sen 2°45' =   0.047978-y  para la tg d a *033;  debe  entenderse  tg  2°45' =   0.048033. 

 Ejemplo. —  Hallar log  sen  1°25'40''4. 

La tabla da para  1°25'  sen.  nat.  =   0.024723 

Dif.  tab.  =   291 

para 40''  =  

194

> 

» 

»  0,4  =  

2

sen  nat.  1°25'40'.'4  =   0.024919 

log  sen  1°25'40''4  =   log 0.024919. 
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Y buscando  abora  el  log.  de  0.0241)19 :

Dif.  tab.  =   18 

para 0*02491  =   8.39637

» 

para 

9  =  

16

log  sen  l o25'40'.'4  =   log 0.024919  =   8.39653. 

 \

Se puede así obtener  el logaritmo  de  un  arco  comprendido  entre  87a y  90°  del  eos,  ctg y  sec. 

 Segundo  método. —  Más  cómodo y hasta  más  exacto y  basado  en la  misma propiedad de que el  seno y la tangente para arcos pequeños varían  con  aproximación  proporcionalmente  a  los arcos,  consiste  en reducir  el  arco,  primero  a  segundos,  tomar el  logaritmo  del  número de  segundos  del  arco  y  agregarle el logaritmo  de  la relación del  seno (o de la tangente)  al  arco, para lo  cual  se tienen  en  el  encabezamiento de las  tablas  I  la  corrección  a aplicar. 

En  el  encabezamiento  de  cada  columna  (tabla  I)  se indica  el  número  de  grados  y  minutos  y  en  cada  página  a la  izquierda  se da  el número  de  segundos  de  5  en  5  y  desde  0"  a  60".  Esto  facilita  enormemente la transformación  del  arco  en  segundos. 

Por  ejemplo,  teníamos  el  arco  de  1°25'40"4. 

Podríamos  calcülar:

1°

=   60 X  60  =   3600" 

25' 

=   25 X  60  =   1500" 

40"4 =

40"4

1°25'40"4 —

5140"4

Con  la tabla  tenemos  directamente  (pág.  19)  *

1°25'40"4  =   5140.4. 

Y  en  la parte de arriba  de  la  misma  columna  encontramos  el número 4.68553,  que  es  lo  que  hay  que  sumarle  al  log  de  5140,4  para  obtener el log  sen  1°25'40"4

TÍ  Tablee  de  Logarithmes,   por  J.  Hoiiel,  1924. 
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y tenem os:

log  5140,4  =   3.71100

log — ....  =   4.68553

are 

----------

log sen  1°25'40"4  =   8.39653. 

El  segundo  problema que  se  nos presentaba  era :

116. 

 Conociendo  el  logaritmo  de  una  línea  trigonométrica  de  un cierto  ángulo y  encontrar el ángulo. —  Si  el  logaritmo  dado  figura en la tabla,  es  claro que se  tiene directamente  el  ángulo. 

Si  el  logaritmo  no  figura en la  tabla,  se  hará  una  interpolación simple y  lineal,  para lo  cual  la misma  tabla  presta  sú ayuda  con las diferencias  tabulares  que da  y las  pequeñas  tablas  para  las  partes proporcionales. 

Pero  cuando  se trata de logaritmos del  sen o  tg  de  ángulos  peque

ños,  entonces  la  variación está lejos de ser  lineal,  y  si  se hace  una interpolación de  este tipo,  se  cometen errores fuertes. 

En  este  caso,  también  pueden  seguirse  dos  métodos,  como  en  el problema anterior. 

 Primer método.  —  Se pasa del  logaritmo  al  número y  se  determina el  ángulo  por  medio  de  su  seno  natural  o de  su  tangente  natural, según  el  caso. 

 Ejemplo. —  Se tiene log sen   x =   8.39653. 

Con la tabla I  encontramos,  buscando  sen nat. 

sen  nat.  x  =   0.024919. 

Y ahora en la tabla  de senos naturales  se tie n e :

para

0.024723  =   1°25' 

Dif.  tab.  291  para

194  =  

40" 

»

2  =  

0"4

 x 

=   1°25'40"4. 

 Segando  método.  —  Se  resta  del  logaritmo  dado,  el  valor  correspondiente  del

resta  obtenida  será  el  loga-
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ritmo  del  arco  expresado en  segundos; luego  se obtiene el arco expresado  en  segundos  y  la misma tabla  sirve para  obtener el  número  de grados y  minutos.  Para encontrar el log  a restar,  cada  página  de  la tabla I tiene  en  el  encabezamiento, después de las letras  S.T.,  dos números,  por ejemplo S.T.  =   8,39  -   8,41. 

El  logaritmo  que  se nos da  está  comprendido entre estos dos, luego tenemos  así la página  en  cuyo  encabezamiento  está  el  logaritmo  a restar,  que en  este  caso  es  4.68553,  luego

8.39653

4.68553

3.71100

Y  directamente  la  misma  página  nos  da  el  número  de  segundos 5140,4 ya reducidos  a  1°25'40"4. 

Las tablas  de  Hoiiel  se  dividen  en :

Tabla  I.  — Tabla  de  logaritmos  de  los  números  enteros  de  1  a 10800. 

Tabla  II.  —  Tablas  de logaritmos  de  senos,  tangentes y  secantes de minuto en  minuto para todo el primer cuadrante. 

Tabla III. — Tablas  de  logaritmos  de  Adición  y  Substracción. 

Tabla IV. —  Tablas  de  logaritmos  a  8  decimales. 

 Observación.  —  No  estará de más recordar que las medidas tomadas con los  instrumentos  no  están  exentas  de  errores,  antes  al  contrario, siempre  están  afectadas  de  errores y es  claro  que  depende de la  exactitud  o  aproximación  de las  medidas,  la tabla con la que es necesario trabajar. 

En  general y  salvo  el  caso  de medidas  de gran  exactitud  como  son por ejemplo  los  trabajos  de  triangulación,  o muchos  de los  trabajos que se hacen  en  determinaciones de longitud,  es un  error de  concepto trabajar  con  una  tabla  de  7  decimales,  error  común  en  nuestros agrimensores, al  calcular mensuras  corrientes. 

117. 

 Tablas  de adición  y  substracción.   —  Estas  tablas  contienen los  logaritmos  de  Gauss,  mediante los  cuales,  conociendo  el  logarit-
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 jno  de dos números,  se puede  con  una  sola  lectura de  la  tabla encontrar el logaritmo  de  la suma o la diferencia entre  esos  números. 

La tabla  se  divide  en  dos partes,  una  es la  de  Adición y  la otra  de Substracción. 

118. 

 Tablas  de  adición.   —  Esta  tabla  da  para  cada  número de la columna  R,  considerado  como  el  logaritmo  de  un número  x mayor que  la  unidad,  el  valor  correspondiente  del  logaritmo  del  número 1  +   i·   A  este logaritmo  se le' llama  el  logaritmo  aditivo  correspon-íO

diente al número  x. 

Tengamos  dos  números   a y  δ,  en donde suponemos  a  el  mayor de los dos y  conociendo log  a y log   b queremos  calcular log  (a  4-   b): Pongamos:

se  tie n e :

Y haciendo:

resulta

Y  se  tie n e :

La tabla nos  da,  entrando  con  logo?  =   log   a  — log  δ,  el log  ^1  +   -j·

Se  busca  entonces  en  la  columna  R  el  valor   x  y  al  lado  está log  (1  +   ; )   que es  lo que  hay  que  sumar  al  log  a  para  obtener  el log   (a  4-   b).   Es  claro  que  si  el  valor de  R  no  está  en la  tabla, habrá que hacer una  interpolación,  para lo cual la tabla  da las  diferencias tabulares y unas pequeñas  tablas para la interpolación. 
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 Ejemplo.  — Tenemos:

loga  =   3.56003 

log  b  =   3.18327. 

 Calcular  log   (a  -f   b).  —  Se  tiene :

loga? =   0.37676

Para 0.376. 

0.15251  Δ  =   30

p. p.  para  7

-   31

p. p.  » 

06. 

-   2 

Para 0.37676.  . 

0.15228 

log   a

3.56003

log (a  +   6). 

3.71231. 

119. 

 Tablas  de substracción.  — Suponiendo que  se conocen los logaritmos de  dos  números   log a y   log b y se quiere  calcular   log  (a  —  b).  

Se  puede  escribir:

Hacemos

Luego

log  (a  —  b)  =  log  a  —  log  a?'. 

Siendo   a >  b,   se  obtiene  log  x y  con  este valor obtenemos El  procedimiento  es  entonces  el  siguiente:  I o  se  calcula

log  x  =   log   a  — log   b. 
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Con  este valor se entra en  la tabla de  substracción  entrando en  la columna de R,  y  se  busca  el   logaritmo  substractivo  en  la  columna de  Lí.  Se  resta  este  logaritmo  substractivo  del  log  a  y  se  tiene log   (a  —   b).   En  la  columna R la  tabla  trae los valores  de  log   x  superiores  a  0.3000. 

Para  valores  inferiores  a 0.3000  sus  primeras  cifras  se  encuentran en la  columna  indicada  con  R  en  la  parte  inferior de  la página y  la búsqueda  se  hace  como  si  log  x  fuese  un  logaritmo  cuyo  número correspondiente se busca. 

 Ejemplo.   —  Conocemos

log  a  =   2.80209 

log   b  =   2.37181. 

Calcular log   (a  —   b). 

Se tiene 

log   x  =   log   a  — log   b  =   0.43028

para  4302.......... .. 

L¿  =   0.20160

p. p.  para  08  . . . . .   . 

=  

5

para  log   x  =  0.43028 . . . . . . .   Ls =   0.20155

log   a............ 

=   2.80209

log   (a  —  b).   . 

=   2.60054. 

 Nota.  —  Estos  logaritmos  de  adición  y  substracción  son  de  gran utilidad  práctica y  cabe  observar que  en  general  tanto  los  técnicos nuestros  como  los  profesores  se  muestran  en  general  reacios  a  su uso,  sin duda  debido a que no  han  tenido  oportunidad  de  ensayar sus ventajas. 

Disposición  y  uso  de  las  tablas  de  J.  Dupuis

1 2 0 . 

Las tablas  contienen  los  logaritmos  con  7  decimales,  de los 

senos,  cosenos,  tangentes y  cotangentes de arcos de  10" en  10",  comprendidos  entre 0o y  90°.  Para  los  primeros  45°,  los  grados  están anotados en la  parte superior y para ángulos  comprendidos  entre 45° 

y  90° en la  parte  inferior.  Es  claro que  los  valores  de las  líneas  de 45° a 90°  son  los  mismos que  los  de las  co-líneas  del  complemento, que  estará  comprendido  entre 0o y  45°.  Las  columnas  tituladas sen, 
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tg,  ctg y  eos,  en  la  parte  superior,  corresponden  respectivamente  a eos,  ctg,  tg y  sen  en  la parte  inferior. 

La  tabla da  las  características  negativas  en  números negativos, signo que va  sobre la característica.  Creemos  que ello  no es  ventajoso y nos  parece más  práctico  y  más  seguro  trabajar  con  características positivas,  para  lo  que  se  le  suma  10,  como  ocurre  en  las  tablas  de Hoiiel. 

A  la  derecha de  las  columnas  que  dan  los  logaritmos  de  senos y cosenos,  en las  columnas  encabezadas  con  D,  se dan  las   diferencias tabulares,   es  decir,  la  diferencia entre  dos  logaritmos  consecutivos, vale decir las  diferencias  entre  los logaritmos  para un  incremento de 10"  en  el  ángulo. 

En  el  centro  figura  la  columna  encabezada'  por  D.  c.,  que  da la diferencia tabular  para  tang y  cotg,  es  decir,  la  diferencia entre dos logaritmos  consecutivos,  diferencia  que  está dada  sin  tener en  cuenta  el  signo,  lo  que  por  otra  parte  no  es  necesario,  porque  con  sólo ver la  columna  que  interesa  en  cada  caso,  uno  se  da  cuenta  si  el logaritmo  va  aumentando  o  disminuyendo. 

Estas  diferencias  son  comunes  para  la  tang  y  cotg y  es  fácil  ver por qué. 

Consideremos  dos  arcos  a  y  a  +   Δα  (en  este  caso  Δα  =   10"). 

Llamemos  Δ  a  la diferencia entre los logaritmos  de  las  tangentes de  esos  arcos  y  Δ' la  diferencia  entre  los  logaritmos  de  sus  cotangentes. 

Tendremos:

Δ  =   log  tg  (α  +   Δα)  — lag  tg  a 

Δ '=  log  ctg (a  +   Δα)  — log ctg  a. 

Puesto  que la  ctg de  un  arco  es  la  inversa  de  la  tg,  se tie n e : log  ctg (a  -f  Δα)  =   — log  tg (a  +   Δα) 

log  ctg  a  ==  — log tg  a. 

Luego

Δ'  =   —  [log tg (a  +   Δα)  —  log  tg a]  =   — Δ. 

Por  otra  parte,  en  el  primer  cuadrante la tg  crece  de  0  a  +   o©  y  la ctg decrece  de  +   o©  a  0. 

Al costado  derecho  de  cada  página, excepción hecha de los ángulos
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comprendidos  entre  0o y  5o  o  lo  que  es  lo  mismo  entre  85° y  90°, están  unas  pequeñas  tablas,  cuyo  encabezamiento  es  la  diferencia  tabular  y  que  dan  las  partes  proporcionales  para  1",  2",  3" 

hasta  9". 

Llamando nuevamente  A  a  la  variación  del  logaritmo  cuando  el arco varía  10",  Δ  es  la  diferencia  tabular  y  si  Δα  es  el  incremento del  arco,  sobre  el  inferior  que  esté  en  la  tabla  y  llamando  ΔΖ  al incremento correspondiente del  log  se  tiene

Δί  _   Δ 

Δα  ~   10"‘

Las  pequeñas tablas  dan  los  valores  de  ΔΖ  para  Δα  =   1",  2",  3"... 9". 

Para pequeños  arcos,  comprendidos  entre 0o y 5o,  como  ya no  puede considerarse  lineal  la  variación  de  los  logaritmos  de  sen y tg,  se han  construido  tablas  de  segundo  en  segundo,  las  que  son  también, desde luego,  para eos y  ctg de  arcos  comprendidos entre  85° y 90°. 

121.  Uso  de  la tabla. —  Senos  presentan  dos  problemas  generales: I.  Dado un  arco,  hallar  el  log  de  una  cualquiera de  sus  funciones trigonométricas,  y

II.  Dado  el  valor de la función  hallar  el  arco  que le  corresponde. 

Los  explicaremos  separadamente. 

I.  Dado  un arco,  hallar  Id  línea correspondiente. 

 a)  Si  el  arco  está en la tabla,  obtenemos  en seguida  su  log y luego con la tabla  de  los  números,  buscando  el  anti-logaritmo,  obtenemos el  valor  de la  línea.  Esto  ocurrirá  cuando  el  arco  esté  dado  por  un número  de  segundos  que termina  en  0,  pues  la tabla  da  los  log  de 10" en  10",  salvo el  caso que el ángulo  esté comprendido  entre  0  y  5o y  se busca  al  sen  o  tg,  o  esté  comprendido entre  85° y  90° y se busca el  eos  o  ctg. 

La  tabla no  da valores para  sec ni  cosec, pero ya hemos  dicho cómo se procede  si  se  buscan  esas líneas. 

 b)  Sieel  arco nó  está en la  tabla,  entonces buscamos  el  arco  inmediatamente inferior que esté en  la  tabla y  a ese  logaritmo le  sumamos, si  se trata de  sen  o  tg,  o le  restamos  si  se trata de eos  o  ctg,  la parte
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que  le  corresponde  por  la diferencia  entre  el  arco  considerado y  el arco  inmediatamente  inferior que  está  en  la  tabla y esa  cantidad,  que liemos llamado  ΔΖ está  dada  por

ΔΖ  =  

·  Δα. 

10" 

El  valor de  ΔΖ  lo  calculamos  fácilmente  con  las  tablas  de  partes  proporcionales.  Cuando  el valor  de  Δ  no figura  en  la  tabla,  siempre  aparece  uno  cercano  por  defecto  y  otro  cercano  por  exceso,  y  se puede hacer  cómodamente  una  interpolación  mentalmente. 

Una vez  encontrado  el  log,  se  busca en la tabla  de los  números  el anti-logaritmo y  se tiene  el  valor natural de  la línea, caso  este último que  se  presenta  poco  en  la  práctica,  porque  lo  que  se  necesita  generalmente  son los  logaritmos  de  las líneas. 

 Primer  ejemplo :  Hallar  el  log sen  35°20'13"4.  —  Se  tiene

log  sen 

35°20Ί0"  =   T.7622072 

D  =   297 

p. p.  para 

3"  =  

89.1

» 

» 

0"4  =  

11.9

log 

35°20'13"4  =   1.7622173. 

 Segundo  ejemplo :  Hallar  log  tg  34°20'37"6.  —  Se  tiene log  tg 

54°20'30"  =   0.1441958 

D  =   445

p. p.  para 

7"  ■= 

311.5

» 

» 

0"6  =  

26.7

log  tg 

54°20/37"6  =   0.1442296. 

 Tercer ejemplo :  Hallar  log  eos  54°20'3 7"6. —  Se tiene log eos 

54°20/30"  =   1.7656317 

1)  =  -   294

p. p.  para 

7"  =  

—  205.8

» 

» 

0"6  =  

-   17.6

log  eos 

54°20'37"6 =   1.7656094. 
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 Cuarto  ejemplo :  Rallar  log  ctg  54°20'37"6.  —  Se tiene log  ctg 

54°20'30" =   T.8558042 

D  =  —  445 

p. p.  para 

7"  =■ 

—  311.5

» 

» 

0"6  =  

-   26.7

log  ctg 

54°20'37"6  =   Ϊ.8557704. 

 Quinto  ejemplo :  Hallar  log  se?i  1°25'40"4.  —  Se  tiene log sen 

1°25'40"  =   2.3964930 

Dif.  1"  =   845

p. p. para  0"4  =   845  X  0.4  == 

338

log  sen 

1°25'40"4  =   2.3965268. 

Cuando  se trata de  arcos  pequeños,  puede  todavía  seguirse  otro procedimiento,  cuando  el logaritmo  no  está directamente en  la tabla. 

Se puede  escribir:

y  tomando  logaritmos  se  tie n e :

log sen a  =   log a  +   (log sen a  — log a) 

log  tg  a  =   log  a  +   (log  tg  a  — log a). 

Cuando el  arco  a  es  pequeño,  se sabe que se tiene

luegq las  diferencias  (log  sen a  -   log a)  y (log tg a  — log a)  son  muy pequeñas y varían  poco para arcos  vecinos. Sumando esas diferencias a log a,  donde  a  se  expresa  por  el  número  de  segundos  de  arco,  se tiene respectivamente  el log sen  a y log tg a. 

Esas  diferencias  están  dadas  al  pie de  las  tablas  de los  números, después  de las letras  s  para  el  seno y  T para tg. 

Además la tabla da la reducción  de  arcos  expresados  en  segundos a grados,  minutos y  segundos de  10" en  10". 
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Se  puede observar que  esa  diferencia  varía  muy  poco  para  arcos sucesivos y es  claro que en todo caso puede hacerse una  simple  interpolación  que  se  liace mentalmente. 

Es  claro  que  el  procedimiento  se puede aplicar a eos y ctg de  arcos que  se  aproximan  a  90°. 

 Ejemplo :  Hallar  log sen  1°25'40"4.   —  Se tiene  en  la  tabla  que  ese ángulo  expresado en  segundos  de arco  es  5140''4. 

Y  la  tabla  da :

log  5140. 

=  

3.7109631 

Dif.  tab.  =  845

p.  p.  para  0"4 

=  

338

log  5140.4 

=  3.7109969

Hay  que  sum arle........   =  6.6855299

log  sen  1°25'40"4. . . 

=   2.3965268. 

 Hallar  log  tg  l o25'40''4.  —  La  tabla da para ese arco 5140"4. Luego tenemos

tg  514 0 " 4 .. 

=  3.7109969

Hay  que  sumarle  (T).  .  .  . 

=   6.6856648

log tg  1°25'40"4. 

=  2.3966617

Buscando  este mismo  logaritmo  de  tg  1°25'40"4  en  la  parte  de  la tabla  que  da logaritmos  de  1" en  1",  se  tiene

log tg  1°25'40" 

2.3966279 

Δ =  845

p. p. para 

0"4 

=  338

log tg  1°25'40"4 

=  2.3966617. 

II.  Dado  el  logaritmo  de una  línea trigonométrica,  

 hallar el arco  que  le corresponde

Conociendo  el  problema anterior,  es fácil  comprender éste,  ya que es  el  inverso.  Y es  claro  que  las  tablas nos  darán  siempre arcos  en  el primer  cuadrante  y  en  cada  caso  habrá  que  buscar,  de acuerdo  al problema que  se resuelve, el cuadrante y por lo tanto  el  o  los  ángulos correspondientes. 
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La  explicación  que  se  ha  dado  para  el  problema  anterior,  hace ver  cómo  se  resuelve  este,  por  lo  que  sólo  resolveremos  algunos ejemplos. 

Si  se  da  el-valor natural de  la línea,  la tabla  de  los  números  da  el logaritmo,  caso  que pocas  veces  se presenta en la  practica. 

 Problema. —  Hallar  el  arco  a  cuyo  log  sen  es  1.7622173. 

Hallaremos  en la tabla :

1.7622173

T.7622072  corresponde  35°20'10/' 

D  =   207

101

89. 

3" 

12

p a r a . 

1 2 . . . . 

0"4

a

=   35°20'13"4. 

 Problema :  Rallar  el arco  a   cuya  tangente  vale  0.186164,   —  Teñe-mos,  en primer lugar  en  la  tabla  délos números

log  0.18616

=   1.2G98864 

D = 2 3 S

p. p.  para  4. 

=  

93

log tg a

=   Ϊ.2698957

Es  decir,  que debemos  buscar  el  arco  a  cuyo  log tg  ==  1.2698957. 

Para ello  tenemos en la ta b la :

1.2698957

1.2698432 

corresponde a

10°32'40" 

D =  1170

525 

para  468

corresponde a

4" 

» 

57

corresponde  a

0"5

a. 

= 10°32'44"5

Para ángulos  menores  que 5°,  para  sen y  tg conviene  usar la  parte de la  tabla en que  da  los logaritmos  de  1"  en  1". 
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CAPITULO  X III

E C U A C IO N E S  

T R IG O N O M É T R IC A S

122.  Se llama ecuación  trigonométrica una  igualdad que  tiene  líneas trigonométricas  de  ciertos arcos  o ángulos y  que -sólo  se  verifican  cuando se da a  estos  arcos o ángulos  determinados valores llamados  soluciones  de  la ecuación. 

En  general,  una  ecuación  trigonométrica  con  una  incógnita admite infinidad de  soluciones,  pero  éstas  se  componen  de  un  número  limitado  de  grupos  de  soluciones,  todas  ellas  congruentes  entre sí. 

Una ecuación trigonométrica se  considera resuelta  cuando  se  lian encontrado las  soluciones  incongruentes  entre  sí  y  en  número  finito, tales que las otras  soluciones  sean  congruentes  con  ellas. 

Para  resolver  una  ecuación  trigonométrica  con  una  incógnita,  se puede  emplear  el  método  siguiente. 

123.  Método general. —  Se  expresan  todas  las  líneas  trigonométricas  en función de una  sola,  obteniéndose  así  una  ecuación  ordinaria con  una incógnita,  que  es la línea trigonométrica elegida y esta ecuación  se resuelve por los métodos  ordinarios del  Algebra. 

Conociendo  el  valor o los  valores  de esta línea  trigonométrica,  las tablas  permiten calcular los  ángulos  correspondientes. 

Dada la  ecuación trigonométrica de  incógnita  a?,  se  expresan todas las  líneas  en función  de  una  sola. 

Por  ejemplo,  en función  de  sen 

que  tomamos  como  incógnita. 

En  general,  en esta forma  se introducen radicales,  los que  será  necesario  hacer desaparecer.  En la  discusión  de las  soluciones,  la  incógnita sen  x  sólo podrá  tomar  valores  tales  que  — 1 <_ sen  x <_  + 1 . 

 x

Se  puede tomar  como  incógnita a  t g - , lo  que  tiene  la  ventaja de no  introducir  radicales,  ya que  todas  las  líneas  trigonométricas  se ηβ

pueden  expresar  racionalmente  en  función de  tg^~

Todavía,  sin  perjuicio  de  estos  métodos  que son  generales  y que pueden  conducir a cálculos largos, hay métodos especiales  que depen
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den de la ecuación misma y que no  pueden  encuadrarse  en  una  regla general. 

Su aplicación  depende  en gran  parte de  lg práctica  del  calculista. 

Pero,  volviendo al  primer  caso,  cuando  se  quieren  expresar todas las líneas en  función  de  una  sola,  podrían  presentarse dudas  sobre cuál línea se elige como  incógnita. 

Oh.  Brioche  ha dado la regla para  saber en función  de  cuál  línea se  ponen todas las  que aparecen  en la  ecuación. 

Si  se toma a tg   x  como  incógnita,  puesto que  esta  función  de   x no cambia,  se reemplaza  x por π  -f-   x,   la  ecuación  propuesta debe reproducirse, luego cuando  al reemplazar  x por  π  +   a?,  la ecuación  no  se transforma en sí  misma, no deben  expresarse las líneas  en  función  de tg  x e inversamente si la ecuación se transforma en sí misma, conviene expresar  todas  las  líneas  en  función de  tg  a?,  y  si tg  a  es  una de las soluciones de la ecuación,  x  =   a  +    Tctz  son las  soluciones. 

Análogamente,  sena?  no  cambia  cuando  se  reemplaza  x por  π  —  a?, luego  si  al reemplazar  x por (π  — a?),  la  ecuación  no  se transforma en sí  misma,  no  conviene  expresar las  líneas  en función  de  sen   x ,  pero si  la  ecuación  se transforma  en  sí  misma,  entonces conviene expresar todas las líneas  en  función  de  sen  x.  Y de la propiedad del eos a?, que no  cambia  cuando  se  cambia  a?  en  — a?,  se  saca  que  no  conviene  expresar todas las líneas  en función del  eos   x si  la  ecuación no se transforma en  sí misma al  cambiar a? en  —  a?,  pero  sí  conviene  cuando  la ecuación  se transforma  en  sí  misma;  De ahí  la   regla  de  M.  Brioche. 

 Γ   Si  la  ecuación  no  cambia  cuando  se  reemplaza  x sea  por  % +   a?, sea por π  —  x o sea por  —  a?,  se  tomará respectivamente  como  incógnita sea  tg X)  o  a sen a?,  o  a  eos x. 

 2o  Si  la  ecuación  cambia  cuando  se  reemplaza x  por  π  +   a?,  por x

π  -    x y por  —  x ,  se  toma a  tg -   como  incógnita. 

 & 

124.  Resolver  la  ecuación

 a sen  x  -f   b eos  x  =  c. 

(1)

 Primer método. —  Para  expresar todo  en  función  de  sen   x,  ponemos eos   x  =   +   (^1  —  sen* a? 

y  tendremos

 a sen   x  +  b^ 1  — sen*  x  ==   c
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o bien,  aislando primero  el término con  el  radical

 b2 (1  — sen2 #)  <=  c2  — 2 ac sen  x  -f-  a2 sen2  x lo que  nos  da 

^  ^  ^

 (a2  -f   b2)  sen2 a?  —  2 ac sen  x  +    c2  —  b2  =  0

y  se  obtiene

Pero

luego

Para que las  raíces  existan  es  necesario  q u e :

 a2  -f   b2  —  c2 > 0 

o  bien 

 a2  +    b2 > c2. 

Cumplida  esta  condición,  es fácil  verificar  que  el  valor  de  sen  x está comprendido  entre  —  1  y  +   1.  En  efecto,  la ecuación  (1)  puede escrib irse:

 b2 (1  —  sen2  x)  =    (c  —  a sen  x)2

lo  que  dice que para  toda  raíz  sen   x de esta ecuación  (1  —  sen2 a?)  es positivo  y  por lo tanto  sen2  x  es  menor que  1. 

Cumplida la condición   a2  -f   b2

c2,  se tienen dos  ángulos  a y β que 

son  soluciones  de la ecuación  y  son  dados  por

Los  ángulos  a y  β  se  calculan  con  las  tablas. 

En  efecto,  si  el  valor de  sen a  es  positivo,  la  tabla  dará un  valor de a  comprendido  entre  0o  y  90°.  Si  sen a  es  negativo,  se  calcula  por n
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las tablas un valor Λ' comprendido  entre 0o  y  90°  que  tenga para el seno el  valor absoluto de  sen a y  tendremos  a  =   180°  -f  a'.. 

Análogamente se  encontrará el  ángulo β  y tendremos

 x  =   2/ίπ +   a

 \  x =   (2  le  +  1)  π  —  a  ^ 

 )  x  =!  21az  +   β 

\  a? =   (2 le  +   1) π  — β  -

 le entero,  positivo,  negativo o nulo. 

No  hay  que creer que todas  éstas  son  soluciones  déla  ecuación  (1). 

Sería así,  si no fuese que hemos  introducido  soluciones  extrañas  para sen a? al hacer desaparecer el  radical. 

En  efecto,  si  consideramos la ecuación

 a sen a?  —   b cosa? =    c

(2)

y  la  tratamos  por  el  mismo  camino  que la  (1)  llegamos  a la misma ecuación  en  sena?.  Las  dos  ecuaciones  1  y  2  tienen  el  mismo  sena?, pero no  son las mismas  ecuaciones. 

Las  soluciones  del  grupo  I,  son  las  soluciones  de las  dos ecuaciones  1  y  2.  S abrá que  elegir las  que  corresponden a la  ecuación  (1)  y ello  es  muy sencillo.  En  efecto, los  ángulos a y  (π  — a)  tienen el mismo  seno,  pero  sus  eos  son  de signo  contrario.  Uno de ellos, verificará la  ecuación  1  y  el  otro la ecuación  2.  Sea  a.L el valor que  satisface a la ecuación  (1).  Un razonamiento análogo  haríamos  con β y  (π  — β). 

Sea βχ  el  valor de uno  de estos  dos  que  satisfaga a  la  ecuación  (1). 

Los dos  valores   <xL y  βχ  nos  dan  finalmente los  grupos  de  solución x  =   2  kn  +  

 x  =   2  kn  +   βχ. 

 x

 Segundo  método.   —  Pongamos  sen  a? y  eos a? en  función  de  t g - , recordando  que
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Υ reemplazando estos valores en la ecuación (1)  tendremos

o bien

Lo  que nos d a :

Llegamos  a  la misma conclusión, de que para que las raíces existan, es necesario que  se tenga

 a2  -f   b2>  c2. 

Se tienen  así los  valores  a  y  β  que  satisfacen  a

Será fácil  calcular así los  ángulos  a y  β. 

Y tendremos  para  a, si  tg a  es positivo, un valor comprendido entre 0  y  90°,  que  satisface a la ecuación.  Si tg a  es negativo,  la tabla dará el  ángulo a'  comprendido  entre 0o y  90° tal que

tg· a'  =   — tg a 

y  tendremos

a  =   π  —  a \

Un  razonamiento  análogo haríamos para β  y  tendríamos

 x- =   kn +  a 

|   =   λ·π  +   β. 

 ¿ i

Y  por lo  tanto

 x ^   2&π  +   2α 

 x  =   2λ*π  +   2β. 
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Se llega así a los  mismos resultados del primer método.  Es  de hacer notar que por este  camino hemos  tenido  una  discusión  más  corta y que no hemos  introducido ninguna  solución  extraña. 

 Tercer método. —  Sea nuevamente  la misma ecuación

( ^

 a  sen  x  +    b eos  x  =  c

que podemos  escribir

 b 

í 

 c  * 

sen  x  +  -  eos   x  =  - · 

 a 

 a

Y poniendo  ahora

(3)

donde  φ  es un ángulo  auxiliar de  cálculo,  tendremos

sen φ 

 c

sen   x  +   ------.  eos  x  =   -

eos φ 

 a

de donde

 c

sen  x  eos φ  +   sen φ  eos  x  == -  eos φ

o  bien

, 

X 

 C

sen  (x  4-  φ)  =  

eos  φ 

 a

( 4 )

Primeramente hay que calcular el  ángulo auxiliar φ dado por la $f)  3

y luego   x  +   φ  y por lo  tanto  x . 

 Discusión.  —  Es necesario que  el  valor  de  sen   (x  +    ψ)  dado  por la  (4)  esté  comprendido  entre  —  1  y  +    1,   para  lo  cual  es  suficiente que  se tenga

Y  como  es tg ©

es  decir
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Y la condición  se transforma en   \

o  finalmente

que es  la  misma que  encontramos  en los métodos  anteriores. 

En  el  cálculo,  tomamos  para  φ un  valor  que  satisface  a la  ecuación (3) y las  tablas nos  dan un valor a que satisface a  la relación c

sen a  — -  eos  o 

 a

y  se  tiene

¿r  +   ?  =   2 A;π  +   a

y  también

 x  +    o  —  (2  1c  +   1 )π  — a. 

Y  por lo  tanto

 x   —   2   Ictz  —

|—

  oc  —  © 

 x  —  2 /ίπ  +  'π  — α  — ®. 

1 

1

Veamos  qué  a c o te ja ría n  las reglas  de  M.  Brioche. 

Tomemos  nuevamente la ecuación

 a sen  x  -f   b eos  x  =  c. 

Si  cambiamos   x  en π  —   x,   la  ecuación  se  transforma  en a sen  x  —  b eos  x  =  c

vale decir,  la ecuación  cambia y  no  es  conveniente  poner  todo  en función de  sen a?. 

Si  cambiamos   x en  π  +    x, la  ecuación  se transforma en i 

? 

—  a sen  x  —  b eos  x  =  c

y  por lo tanto no  es  conveniente poner todo  en  función de   tg x . 

Si  cambiamos  x  en  — a?, la  ecuación queda reducida a

—  a sen  x  +    b eos  x  =  c

y  no resulta  conveniente  poner  todas las líneas  en  función  de eos  x . 
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La regla de  Brioche  aconsejaría,, entonces,  poner  todo en función

«3? 

de fcg o’ 

es  como 

resultado más  cómodo* salvo el último método

t 

t

que nos dió  también  soluciones  cómodas. 

 Determinación gráfica.  —  Tomando la  relación:

y expresando  eos  φ  en  función  de  tg φ  =   ->  se  tiene,  teniendo  en a 

7

cuenta  sólo  el  signo positivo :»

y resu lta:

que  permite  obtener  fácilmente  los  valores 

ele  x. 

Construimos  un  triángulo  rectángulo,  tomando  (fig.  05)  OP  =   0,  RR  =   δ  y  con  centro  en O  y  radio  OR  =  | la2  +   62,  describimos una  circunferencia.  Se  tiene  que  el  ángulo 

ROP  es  igual  a φ.  Tomando  sobre el  eje OB 

una  magnitud  OO  =    c  y' llevando  por  C  la 

Figura es 

paralela a A A', ésta corta al  círculo en M  y N. 

Los  ángulos  MOA y NO A  nos  dan  las  soluciones  de   x  +   φ  y  entonces  ; ax  =  MOA  -   ROA  =   ROM, 

 x2 =  NO A  -   ROA =   RON. 

Para que  el problema tenga  solución,  es  decir,  para  que  la  paralela MN  corte  a la  circunferencia,  debe tenerse: c < j a 2  -f   b2 

o

 c2 < a %

+    b2¡
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125.  Solución gráfica.  —  Podemos  todavía  intentar  una  solución gráfica para  esta ecuación

 a sen  x  +    b eos  x =    c. 

Tracemos  con  centro en  O  un  círculo de radio  c y llevemos   O A = b.  

En A tracemos la normal a OA y  sobre  ella tomemos AB  =    a.   Desde el punto  B  tracemos las  tangentes BT y  B ^   al  círculo  trazado.  Digo que  los  ángulos  formados  por  OA  con OT y  OTx  son las  soluciones del problema. 

Llamémolas  a  y  β.  En efecto,  considerando  la  poligonal  OABT  y su resultante  OT,  tenemos  que

pr.  (OA)  +   pr.  (AB)  +   pr.  (BT)  =^pr.  (OT). 

Proyectando  sobre  OT  y  recordando  que  BT y  OT  son  normales, se  tiene

pr.  (OA)  =    b eos a 

pr.  (AB)  ==   a sen a 

pr.  (BT)  =   0

pr.  (OT)  =    c.  

Luego

 a sen a  +    b eos a  ==   c. 

Análogamente,  considerando la poligonal  O A B l\  y  su  resultante OTx  tendremos

pr.  (OA)  +   pr.  (AB)  +   pr.  (BTX)  =   pr.  (OTx)
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y  proyectando  sobre 0 1 \,  tenemos

ρι\ (OA)  =    b eos β

pr.  (AB)  =   AB  eos^J  — 

=    a sen β. 

 (

pr.  (BTi)  -   0 # 

pr.  (OTO  =   c. 

Es  decir

 a sen β  +    b eos β 

 c. 

Luego  las  soluciones del  problema  son

 x  =  2kTC  -f  a 

 x  =   2 luz  +   β. 

126.  Podemos  resolver  todavía  la  ecuación  en  otra  forma  gráfica. 

Sea la ecuación

 a sen  x  +    b  eos  x  =  e 

(1)

pongamos

X  =   sen  x 

(2)

Y  =   eos  x. 

(3)

La  ecuación  (1)  se  transforma  en  la  siguiente  :

αΧ   +  bY  = c

que representa una  recta. 

Por otra parte,  las (2)  y  (3)  nos  dan

X a  +   Y2 =   sen2  x  +   eos2   x —  1

F igu ra  67

que representa un círculo de radio 1  y  centro  en  el  origen de  coordenadas. 

La recta y el  círculo se cortan en dos puntos M y N. Uniendo  M y X 

con O  es fácil  ver que los  ángulos  MOX  y  XOX  son  las soluciones del  problema,  soluciones  a  las que  se les  puede  sumar  o  restar  un numero  entero de circunferencias. 
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127.  Problema.  

R esolverla  ecuación 

*»

>  *■>? 

 a tg x   +  b ctg a?  —   c.  

(1)

 Primer  método.   —  Si  escribimos  la  ecuación,  expresando  tg  x  y ctg  x en  función  de  sen   x y  eos  a?,  se tiene

lo  que nos  da :

o  bien

y  también

que  es  una  ecuación  del  tipo  de  la  ecuación  (1)  (n°  124)  y  que  se resuelve como  aquélla. 

 Segundo  método.  —  Tomemos  nuevamente la  ecuación

 a tg  x  -b   b ctg  x  =  c

y  expresemos las líneas  en función de tga?,  tendremos

o

 a tg2 a?“ Ctga?  +   ft  =   0

que es  una ecuación  completa  de  2o  grado y  que nos  da

Para que  la  ecuación  (1)  tenga soluciones  es  necesario  que

c2  —  4 ab >  0. obi
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Cumplida esta condición,  tendremos  dos ángulos a  y  β que resuelven la  cuestión

y por lo tanto  encontramos para  x las  soluciones

\

 x  =  ]ctz  +   a 

 x  =    Jctz  +   β. 

128.  Problema.  —  Besolver la  ecuación

 a sen2  x  +    b sen  x eos  x  +    c eos2  x  — d. 

 Primer método.  —  Podemos poner la ecuación bajo la forma

lo  que nos da

o  bien

ecuación del  tipo  (1)  (n°  124)  y  que  se resuelve como aquélla. 

 Segundo método.   —  Pongamos la ecuación bajo la  forma 

 a sen2  x  +  b sen a? eos  x +    c eos2 a?  =    d (sen2 a?  +   eos2 a?) y  dividiendo todo por eos2  x,   tenemos 

"L~

 a tg2  x  +  b t g x   +  c  =  d tg2  x  +    d o bien

 (a 

 d) tg2  x  -f   b tg a?  —  (d  — ;c) == O

ecuación de  segundo grado fácil  de resolver. 

[image: Image 188]

—  171

129.  Problema.  —  Resolver la ecuación

 a (sen  x  +   eos  x)  +    b sen  x eos  x  =    c.  

La  ecuación  se transforma sucesivamente en

Se llega  así a  una  ecuación  de  segundo  grado  cuya  incógnita  es π 

' 

eos  U   -   *

 Segundo método.  —  Consideremos  nuevamente la  ecuación:

β (sen  x  +   eos  x)  +    b sen  x eos  x  =    c y  agreguemos aliora la ecuación

sen2  x  +   eos2  x  =  1. 

Tendremos  un  sistema de dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas  sen  x y eos  x  y podemos  escribir

 a (sen  x  +   eos  x)  +    b sen  x eos  x  =    c (sen   x  +   eos   x)2  ■

 —  2 sen  x eos  x  =   1. 

De  aquí  sacamos

( 1 )

que reemplazando  en la anterior nos da

o bien
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Pongamos

sen  x  +   eos  x  =    s. 

De la (1^  tendremos la ecuación  de  2°  grado

 bs2  +   2 as  —  b  —  2c  =   o

que nos  dará  en  general  dos valores  para  s. 

Calculado  s  se tiene la  suma sen  x  +   eos  x  =  s y  de  (1)  el  producto í

 c  —  as

sen  x  eos  x  = --------

 a

/

podemos  entonces  formar  la ecuación  de  2o  grado  de la  cual  conocemos la  suma y  el  producto  de  las  raíces.  Para  cada  valor  s  se  tiene una ecuación  de 2o grado. 

Esta ecuación tiene dos  raíces  Xi y X 2 que  son  sen  x y  eos   x y lo mismo  para el otro  valor  de  s. 

 Tercer método. —  Pongamos  la  ecuación  bajo  la forma

 a (sen  x  +   eos  x)  —  c  — - b  sen 2o?. 

 2¡

Elevando al  cuadrado,  se tiene

 o   bien

Se llega así  a una ecuación de  2o grado en  sen 2 x. 

 Ejemplo.   —  Sea la ecuación

10  (sen  x  +   eos  x)  — 20  sen   x  eos   x  =   5. 

Por el  primer  método  tendremos la  ecuación
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o  bien

La  que nos  da  dos valores  para  eos  ^   —  ccj  que  son y

De la primera  sacamos

 x  =   30° 

y 

 x  =  60°. 

De  la  segunda

 x  =   300° 

y 

 x  =  150°. 

Resolviendo por  el  segundo  método,  tenemos

20.s*2  -   20 s  -   10  =   0

o  bien

 s2  -   s  -   0,5  =   0

la  que nos  da

Luego tenemos  las  dos  ecuaciones

X 2  -   1.36603 X   +   0.43301  =   0 

X A2  +   0.36603 X i  -   0.43301  =   0, 

La  primera tiene dos  raíces

X'  =   0.866 

X"  =   0.500

que  nos  da

sen  x  —  0.500 

cosa? =   0.866
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que corresponde a a?  =   30°,  y  también

sen   x =   0.866 

eos  x  =   0.500

que corresponde a  x =   60°. 

La segunda nos da

X /  =  

0.500

X /' -=  -   0.866

que nos  dice

sen  x  =  

0.500

eos   x  =   —  0.866

que  corresponde  a  x =   150°,  y también

sen  x  =  —  0.866 

eos  x  =  

0.500

que  corresponde  á x  =  300°. 

Resolviendo  por  el  tercer  método,  aparecen  soluciones  extrañas por haber elevado al  cuadrado. 

En nuestro  caso la ecuación de segundo  grado  sería

400  sen2  2x  -   4 ( -   100  +   100)  +   4 ( -   75)  =   0

o  bien

sen2 2a? =   0.75 . ·. sen 2a? =   +   0.8660. 

Considerando primero

sen 2a?  =   +   0.866

se obtiene

2a? =    k  X  360°  +   60° 

a? =    k  X  180°  +   3 0 °

o  bien

 2x =  (2k  +   1)  X  180°  -   60 ° 

 x =    (2k +   1)90°  -   30°. 

Y dando  a  k los valores  0,  1,  2,... etc.  se tiene

 x =   30°, 

a?  =   210°, 

a?  =   6 0 ° , • M
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Considerando  ahora

sen 2a?  ==  —  0.8660

se obtiene

2a?  =    k  X  360°  +   300°

 x  =   k X   180d  +300°

o  bien

2a?  =   (2 k  +   1)  X  180°  -   300° 

a? =    (2k +   1)  X  90°  -   300°. 

Y dando  a   k los  valores  0,  1 ,2 ...,  etc.,  se  tiene

a?  =   300°, 

a?  =   120°, 

a?  =   100°, 

a?  =   330°. 

Hemos  encontrado  así  las  soluciones

 x  =  30°, 

a?  =   60°, 

 x =   150° 

y 

a?  =   300°

que habíamos  encontrado por los  otros  métodos,  pero  también halla mos las  soluciones

a?  =   210°, 

 x  =  120°, 

a?  =   330°,... 

que  son  soluciones  extrañas  y  que provienen  de  la  elevación  al  cua drado. 

130. 

 Problema.  —  Se  da  un  eje  orientado 

a?'Oa?,  siendo  Oa? la  dirección  positiva.  Se lleva  el  vector  O A  =    a  que  forma  con   Ox  el ángulo  a.  A  continuación  se traza  el  vector 

AB 

6,  que  forma con  OA  el  ángulo  a,  medido  en  la  misma  forma  que  el  anterior. 

Determinar  a  de  manera  que  la  proyección  de  OB  sobre  Oa?  sea  igual  a   m.   Se tiene  (tig.  68)  : pr. OB  =   pr. OA  +   pr. AB 

y  reemplazando valores

 m  =    a eos a   +  b eos 2a

lo  que nos  da

 m  —  a eos a  -f   b (2 eos2 a  —  1)
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de donde  se  obtiene la  ecuación

cuyas  raíces  son:

es  necesario  que  se verifique 

1

—  1 <C eos α <  1. 

131.  Problema. —  Besolver la  ecuación 

J) 

'  1^  ^  2 sen2 a?  +   4 sen a? eos a?  — 4 eos2 a*  =   1. 

Tenemos,  poniendo primero

1  —  sen2  x  -f  eos2  x y  dividiendo  por  eos2 ar,  que  se  tiene tg2  x  +   4 tg  x  — 5  =   0. 

Lo que nos da

d a donde  se deducen las dos  soluciones para tg a?:

tg  x  =   1 

lo  que  da   x  =  45°  +   fe

tg  x  =   —  5 

» 

 x  =  are. tg (—  5)  +   fe

=   10T°18'3G" +   fe. 

132.  Resolver  la ecuación

sen  5a?  =   sen  7a?. 

Se debe tener

 Ix  = 

 +  2 fe

 x  =   fe, 

o  bien

.  π (1  —  2&)

π  —  7a?  =   5a?  +   2/ί*π

a?  = ------------ »

12 

 9

donde hay que dar a   k  valores enteros,  positivos o negativos. 
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Y  calculando  valores  de  a?  menores  que  una  circunferencia,  la primera nos  da,  asignando valores  sucesivos  a  k. 

P ara  k  =   0 

 x  =   0

»   k  =?   1 

 x 

π. 

La segunda nos  da

Para

La primera nos da  dos  soluciones y  la  segunda nos  da  doce  soluciones,  todas menores  que una  circunferencia.  En total  catorce soluciones  distintas. 

Tengamos  nuevamente la  ecuación  y  escribamos:

sen   7x  — sen   5x  =   0. 

Y  transformando en  producto y simplificando,  se  tiene

sen   x eos  6a?  =   0; 

Lo que nos da 

sen   x  —  0

o bien

eos  6a?  =   0. 

La primera tiene  por  soluciones menores que  una  circunferencia:

 x  —  0 

=  π. 

 \ϊ
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La segunda nos da

Y $ando valores  sucesivos a  le,   se  tiene en los dos  casos: Y encontramos las mismas soluciones que anteriormente. 

133.  Resolver  la ecuación :

A  sen'(a  -f  a?)  == B  sen  (β  +   a?). 

 Primer método,   t — Desarrollando  sen (a + a?) y  sen (β 4-  x)  se tiene A (sen a eos  x  4-  sen   x eos  a)  =   B  (sen β  eos  x  +   sen  x eos  β) y dividiendo  por  eos   x,   se tiene

y  se tie n e :

lo que nos permite calcular tg  x y  por lo tanto  x . 
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Para  hacerla  calculable  por  logaritmos,  ponemos

Pongamos

y  tendremos

 Segundó  método.   —  Pongamos  la ecuación  en  esta  forma lo  que puede escribirse

o  bien

o  también

Ecuación que  permite  calcular  el  ángulo

y  por consiguiente  x. 

 Ejemplo  numérico.   —  Sea la ecuación

12 sen (35°43'10"  -f   x)  =   18 sen (40°10'10"  +    x):
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Por el  segando  método tendríam os:

Y  calculando

o bien

134.  Resolver  la  ecuación :

Hagamos 

y  tendremos

y  desarrollando la tg de la suma de  dos  arcos  se tie n e :

y encontramos la ecuación de  2o grado:
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Podemos resolverla en tina forma más  simple escribiendo:

o  bien

sen (a  +    x) eos (β  +    x)  =  k sen (β  +    x) eos (a  +    x). 

Multiplicando por 2  y recordando  que

sen (fc  +   β)  +   sen (α  —  β)  =   2 sen a eos β

*

tendremos

sen (a  +   β  -f  2a?)  +   sen (a  — β) =    1c [sen (a  +   β  +   2a?)  +   sen (β  — a)] 

o  bien

 (k  —  1) sen (a  +   β  +   2a?)  ==   (k  +.1) sen (a  — β). 

Y  finalmente

Se encontrará un ángulo  φ  menor que una circunferencia tal que sea y  podemos  poner:

2a?  +   α  +   β  =   2 kiz  -f  φ 

y 

2a?  +   a  +   β  =   (2 k  4-  1) π  —  φ. 

Tendremos

φ  —  a  — β 

_ 

π  —  φ  —  a  —  β

 x  =  kn  -\---------— — 

y 

 φ =    kn  Η-------- ------------*-·

Lo que nos  da cuatro  soluciones

φ  — α  —  β

Para   k =   0 

 x  = ----------- -? 
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Para que el  problema sea  posible  es necesario que se tenga

lo  que equivale a

 (le  -   1 )2>(fc  +   l)2 sen2 (a  -   ¡3). 

135.  Problema.  — Se tiene  un  sector  circular de  radio  E  y  ángulo α  <   π.  Calcular la  superficie  engendrada  por 

el sector  cuando gira alrededor  de  uno  de  sus 

radios  O A.  Calcular  α  de  manerti  que  esta 

superficie  sea  igual a πΕ 2 (fig.  69).' 

El  área  engendrada  es igual  al  área lateral 

del  cono,  más el área de la  zona  esférica.  El 

área lateral  del  cono  tiene por valor

S1  —  π . BH  χ   E  =   πΕ2 sen a. 

El  área de la  zona  esférica tiene por valor

S2  =   2πΕ2 (1  — eos a). 

La  superficie buscada tiene por expresión

S  =  πΚ2 sen α  +   2πΚ2 (1  — eos a)

S  =   π β 2 [sen a  —  2 eos a  +   2]. 

a

Expresando  aliora  sen a  y  eos a  en  función de tg r , tendremos 2

Si  queremos que  ella  sea igual  a π β 2,  tendremos
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Lo  qne  nos  da :

que tiene  las  soluciones

Puesto que  hemos  supuesto  a  a <  π,  la  segunda  solución  no liay  que considerarla  y  queda  entonces

Sistemas  de  ecuaciones

136.  No podemos  indicar una  regla precisa para resolver un  sistema  de  ecuaciones.  En  general,  podríamos  decir  que  el  camino más cómodo  en cada  caso  se  obtiene  con  la  práctica.  Daremos  algunos ejemplos y la forma  de  encararlos.  Con  esos  ejemplos  se  resuelven sistemas  análogos  y  ellos  darán  una idea  general  de  cómo  se  puede enfocar la resolución  en  cada caso. 

137.  Problema.   —  Resolver los  ocho  sistemas  siguientes Todos  estos  sistemas  se  resuelven  en forma  análoga. 
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Tomaremos  por ejemplo  el  primer sistema, 

 $   +   y   ==z  «

^1)

sen  x  +   sen  y  =  a. 

( 2)

Transformando  en producto  la  (2)  se  tiene

y teniendo  en cuenta la (1)  se tiene

( 3 )

lo que nos  permite  calcular los valores  de

Sabemos  que si  calculamos uno  de ellos,  por  ejemplo  φ,  tenemos OG  —

  f /

que todos los valores de  —

calculados por la (3) están dados  por

Y por la  (1)

Luego  es

donde  k puede tomar cualquier valor entero, positivo, negativo o nulo. 

Para que exista  un valor para  φ  es necesario que
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o  bien

o  también


o   b i e n

138. 

 Problema.  —  Resolver  los  cuatro  sistemas  de  ecuaciones siguientes  :

Los  cuatro  sistemas  se  resuelven  en  forma  análoga,  de  modo  que resolveremos el primero,  y  siguiendo  un  camino  análogo,  será  fácil resolver los restantes. 

Podemos  escribir

y  teniendo en  cuenta  que   x  +    y  —  a,  se  tiene eos  (x  —  y)  =   2 a  -f  eos a. 

(1)

Lo  que  nos  permite  calcular el  ángulo   (x  —  y)  cuyos  valores  están dados  por

 x  —  y  =   2  Ιίπ  +   φ

y  es  también

 íc  +  y  =   a
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luego

Para calcular  φ,  convendrá hacer la  fórmula  (1)  calculable  por logaritmos.  φ  es  un  arco  cuyo  coseno  srale  (2a  +   eos a)  y   1c  un  número entero,  positivo o negativo.  Debe tenerse  (n°  72)

o bien 

*

para que  se  pueda  obtener solución. 

139.  Problema.  — Resolver los  cuatro  sistemas  siguientes : Los  cuatro  se resuelven en forma análoga, por lo que resolveremos  el primero

 x  +    y  =   a, 

Esta última nos  da :

o bien

de donde
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y  puesto que   x  -f   y  =   a,  ►

 χ  —  y 

lo  que  nos permite  calcular

y  obtendremos:

2

y  se  tenía

vale  decir que

Los valores de

que  se  dan por  la  tg existen  siem pre; es  decir, 

la ecuación  se puede  resolver para  cualquier valor real  de   a  y  a. 

140.  Problema.  —  Resolver el  sistema

 x  +    y  =   a

( 1 )

tg ®  +   tg #  =   a. 

 Primer método.   — Podemos poner

de  donde

y  se deduce

conociendo  x  +    y dado por  (1)  y   x  — y  ahora  calculado,  se  obtiene fácilmente  x e  y. 
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Para que el sistema admita soluciones, es^hecesario que se verifique o  bien

En  forma  análoga se resuelve el·sistema

a?· —  y  ==  a

tg  x  —  tg y   =  a. 

 Segundo  método. — Podemos ensayar otra forma de  solucionar este sistema de  ecuaciones.  Consideremos nuevamente

( 2)

( 3

)

La  primera nos  da

y  teniendo  en  cuenta la 2a se deduce

 w

Conociendo  ahora la  suma tg  x  +   tg  y dada por (3)  y  el  producto dado por (4),  se puede  considerar a tg a? y a  tgy como las  raíces  de  una ecuación de  2o  grado que  sería justamente

cuyas raíces  son

estos  dos  valores  son  los  de  tg®  y  tgy,  lo  que  nos  permite  calcular  x  e y. 
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141.  Problema.  

Resolver  el  sistema

0 )

Podemos  obtener

y  también  lo transformamos  en  el sistema

 x  +    y  =   a

de donde

ecuación del  tipo  clásico  a sen  x  +    b  eos   y  =  c  (n°  124)  y  que  resolviéndola  nos  d a : x  -   y

y  luego  se  pueden  calcular,,  teniendo  en  cuenta  la (1)  los valores de  a? y  de  y. 

142.  Problema.  —  Resolver el  sistema

 x  +    y  =   a 

 t g x t g y   -   a. 

 Primer método.   —  Podemos  escribir la  2a  en la  siguiente forma que nos  da
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Lo que nos  permite  encontrar (a? «*-   y)  y tendremos 

U   i

 x  —  y =    2kn ±   φ 

 x +  y *=■«, 

luego

α 

φ

*  =   r,  ±   <7  +   7(π

.O 

' j

Es necesario  que

o  bien

En  forma análoga  se resuelve

 x  —  y  =  a 

tg  x  tg  y  =p  a. 

 Segundó método i —1  Tomemos nuevamente  el  sistema

a?  +   y  =   pt 

tg  x  i g y   —  a. 

La primera nos da

de donde obtenemos  *

tg  x rf  tg  y  ==  tg a —   a tg #   =f=  (1^ -r λ) tg a. 

Conocemos asila suma y  el producto de tga? y   tgy.   Podemos  considerar a  tg a? y  tg  y  como raíces  de  la ecuación de  2o grado X 2  +   (a  —  1) X . tg a  +    a  =  0
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cuyas  raíces  son

X  =  ^

tg « ± l / ' ^ I_l)!fcg2a , - a

las raíces  X x  y X 2 son los  valores  de t  g x  y  tgy,  lo  que nos  permitirá calcular  x e  y. 

 λ

143.  Problema. —  Resolver  el  sistema

®  +    y= r*

La 2a nos  da :

y  de a q u í:

la  que nos  da

y conociendo   x  —  y  dado  por  ésta y   x  +    y  =   a  dado  en  el  sistema  se puede  calcular fácilmente   x  e y. 

144.  Problema.  —  Resolver el  sistema 

^  $  

tg a? tg  y  =  a

 íC  * 

 \t

Expresando  tga>  y  tg y   en  función  de  t g - y   tg ^  respectivamente, tenemos
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o  bien

de  donde

y  por  otra parte

lo  que  nos  d a :

y

Y  de  aquí  sacamos

145.  Problema.  —  Resolver el  sistema

(1)
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Expresando  eos  (x  +    y)  y  eos  (x —  y)  en  función  de  sen  x,   sen  y,   eos  x y   eos y y  simplificando  se tiene


l u e g o

(3)

Conociendo   x  +  y  =  oc  y   (x  -  y)  calculado  por  (3),  es  fácil  obtener x  e   y. 

13
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CAPITULO X IV

R E P R E S E N T A C IÓ N   T R IG O N O M É T R IC A   D E   L A S   IM A G IN A R IA S

146.  Consideremos  un  complejo:

 ct  - i b

y tracemos un  sistema de ejes ortogonales,  x'x  e  y'y (fig.  70).  Tomemos como abscisa el valor  a y como  ordenada   b,  obtenemos un punto M que representa  el  complejo   a  +    ib.   Tendremos 

en  la figura 70 :

 a =   OP 

 b  =  MP. 

Se  dice que  el  punto  M  representa  el  complejo   a  +    ib  y  recíprocamente  el  complejo a  +    ib  es  el  afijo del  punto  M. 

Resulta que  el  eje  x'x representa los números  reales  y el  eje  y'y los números  imaginarios  puros.  Al  eje  x'x  se le  llama  eje de  los  números reales y al  eje  y'y  eje  de los  imaginarios. 

Se  puede  ver  también que dos  cantidades  de  signo  contrario  están representadas por dos puntos M y M', simétricos con respecto al  origen O, y que dos complejos conjugados están representados por dos puntos simétricos  con  respecto  al  eje   x'x. 

Se llama  módulo  del  complejo   a  +    ib,   la  cantidad que viene  a ser la distancia del  origen  O  al  punto  M. 

Se acostumbra  escribir

p  =    ja* +   b¿  =   |  a  +    ib |. 

El ángulo que forma la dirección  OM, con la dirección O®,  medido  a partir de   Ox en  el  sentido  positivo  se  llama   argumento  del  complejo

[image: Image 212]

—  195  —

 a  H-   ib.   Se tiene que  el argumento  es  definido  a  menos  de  un  número entero  de  circunferencias.  Si  llamamos  ω  al  menor  ángulo positivo entre  Oa? y OM, todos los ángulos  congruentes  con ω  están  dados  por 2kn  -f~  w

donde  fe  es  un  número  entero,  positivo  o negativo. 

147. T e o r e m a  

 Toda  cantidad  compleja,  puede  ponerse  bajo  la 

 forma :

p (eos  ω  +    i  sen  ω)

 donde  p   es  el módulo y  ω  el argumento. 

Sea   a  +    ib  una  cantidad  compleja que  representamos  por el  punto M  (fig.  70).  Uniendo  O  con  M  se  tiene,  siendo  p  el módulo  y  ω  el argumento

p  =   OM, 

ω  =   ang  MOX. 

Proyectando  OM  sobre  los  ejes,  se  tiene

 a  =  p  eos  ω 

 b  =   p  sen  ω

y   luego

 a  +    ib  =   p (eos  ω  +    i  sen  ω). 

Recíprocamente,  todo complejo  déla  forma  p (eos ω  +    i  sen ω)  puede ponerse  bajo  la forma   a  +    ib.   Haciendo

p  eos   ω  = a  i 

p  sen  ω  =   b  \

( 1 )

se tiene que  el  complejo  adquiere la  forma

p (eos  ω  +    i  sen  ω)  =    a  +   ib.  

Para  calcular  p,  tenemos

p2  eos2 ω  =    a2

p2  sen2 ω  =    b2. 

De  donde

p2  =    a2  +    h9 

p  =   (/  a2  +    b2·

En  cuanto  al  argumento  se  calcula  por
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y no hay  ambigüedad  para  conocer el  cuadrante  porque  se  sabe  el signo de  sen  ω  y eos  ω  dados  por (1)¿ 

e

Cuando  una  cantidad  compleja se ha  puesto bajo la  forma

p (eos  ω  +    i sen ω)

se  dice que se le  ha dado forma  trigonométrica. 

148. 

S u m a  :  La suma de dos complejos es otro, cuyo módulo es la diagonal del paralelogramo  construido sobre  los módulos  de  los  complejos  sumandos y  cuyo  argumento  es el  ángulo que forma  esta diagonal con el eje 

 O jo *. —  Consideremos  los  complejos

 

 i x  *=  px (eos ωχ  -f   i sen ωχ) 

z2 =   p2 (eos ω2  +    i sen ω2). 

Supongamos  ω2  >   ω1?  sumemos y  se tiene

 ζί ·\·  z2  =   Pi  eos  ωΑ

+   p2 eos  ω2  -f   i  (pj_  sen  aq  +   p2 sen  ω2). 

Llamando  p  al  módulo de la  suma y  ω  al  argumento,  se  tie n e : p  =  !  (pi  eos  ωχ  +   p2 eos  ω2)2«^·(ρ1 sen 

+   p2  sen  ω2)2

 ■0:

1o  que nos  da,  desarrollando las potencias y  simplificando

p  =   1 Pi2 +   p22 —  SpiPü eos  (ω8  — 

y además el  argumento  es tal  que

pt sen co*  -f-  p2  sen  ω9 

sen ω

tg  ω  =   —------- ----- —-------- - = ------

pA

eos  ωχ  +   p2  eos  ω2 

eos  ω

de  esta  última  se  obtiene,  despejando  px y  p2

pt  __  sen  (ω2  —  ω) 

p2 

sen (ω  — coj

Y ahora  si representamos a los dos complejos por los puntos M1yM 2y trazamos  la  diagonal  del  j>aralelogramo  OM8 MMj  construido  sobre OM1 y  OM2  se  tiene  (fig.  71)  que:

OM2  =   px2  -f  p82 —  2p!p2 eos M9OMla

*  Se  aupoue  que  el  lector  couoce  los  teoremas  fundamentales  del  triángulo,  

-que  están  en  los  n°*  193  y  195. 
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Siendo el  sentido positivo el dado  por  la  ileclia es fácil  ver  que  so verifica

OM2  =   Pi2  +   p22  -   2pip2  eos  (ω2  -

es decir

OM  ■=  p. 

Y según el  teorema  del  seno  en el triángulo  OM2M

Pi  __  sen (ω2  —  ω) 

p2 

sen(ü)  —

luego  ω  es  el ángulo que forma  la  diagonal  OM  con  O#. 

Esto  indica  el  camino  a  seguir  cuando  se  quiere  la  suma  de  varios  complejos pi (eos  ωΑ

+    i  sen  cox) 

p2 (eos  ω2  +    i  sen  ω2) 

p3 (eos  ω3  -f   i  sen  ω3)

representados por los puntos M1? M2, M3, 

Se traza primero lá diagonal del paralelogramo construido sobre dos de ellos  por  ejemplo, los dos  primeros  y  se  tiene así un complejo

p' (eos  ω'  +    i  sen  ω')

después la  de  éste  con otro  de los sumandos,  por ejemplo  el tercero  y así  sucesivamente. 

La construcción  geométrica se  simplifica  trazando  a  continuación del  primer  módulo  OM1?  un  segmento  MAM /  igual,  paralelo y  en  el mismo  sentido  que  OM2',  a  continuación del  punto  M /  un  segmento OM/, igual,  paralelo  y  del  mismo  sentido que OM3, 

y  así  sucesivamente.  La recta que cierra la poligonal  o  sea la  resultante,  es  la suma de los  complejos. 

El procedimiento indicado permite ver cómo se descompone un complejo  según  dos direcciones  dadas. 

149. 

D i f e r e n c i a . —  P ara  o b te n e rla   diferencia  entre  dos  complejos

*1  =   pi (eos   túL  +    i  sen  ωχ)

=   p2 (cos  ω 2  +    i sen  ω2)
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basta sumarle al  primer complejo el segundo,  en el cual el  argumento 

* se lia aumentado en π o  en  (2 k  +   1) π. 

En  efecto,  se tiene

eos  ω2 =   —  eos (ω2  +   π) 

sen  ω2 =■  — sen (ω2  +   π)

luego

 zx  —  z 2  =   px (eos  (Oj  t   i  sen  ωχ)  —  p2 (eos  ω2  +    i  sen  ω2)  =

=   px (eos ωχ  +   ¿  sen  oq)  +   p2 [cos(ü)2  -f  π)  +    i sen (ω2  +   π)]. 

Se  deduce  fácilmente  que  el módulo  de la  suma  de  dos  co n cejos  es menor que la  suma de los módulos  de los  sumandos  o a lo  más  igual a ella y que el  módulo  de la  diferencia de  dos  complejos  es  mayor que la diferencia de los módulos  tí  cuanto  más  igual  a  ella. 

150. 

T e o r e m a   :   E l  producto  de  dos  complejos  es  otro  complejo, cuyo  módulo  es  el  producto  de  los  módulos  de  los  factores  y  cuyo argumento  es  la  suma  de  los  argumentos  de  los  mismos.  — Sean  dos 

„com piejos

*1  =   px (eos  oq  +    i  sen  ωΑ

) 

 z2  =  p2 (eos  ω2  +    i  sen  ω2). 

El  producto  será,  haciendo  las  operaciones

 z = z¡z2  =  pjp2 [eos ωχ eos ω2  —  sen aq sen ω2]  +    i [eos oq sen ω2  +

+   eos ω2 sen ωχ]

o  bien

 Z1Z2 =   P1P2 [cosían  +   ω2)  4-  i sen(üq  Η-  ω2)] 

y  llamando  al  producto

p (eos  ω  +    i  sen  ω)

se  tiene

P  =   Pipi 

ω  =   ωχ  +   ω2

lo que  demuestra el  teorema. 
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Se puede representar gráficamente este producto, para lo cual, sean 

Mi y  M2  los  puntos  que  representan  respectivamente  (fig.  72) a los  complejos P! (eos (!>!  4-   i sen ωΑ)

y

p2 (eos ω2  4-   i sen ω2)·

Tracemos la recta Ow que forma con   Ox 

un  ángulo

ω ι   Η"  ω 2·

Tomamos  sobre   Οχ  el  segmento  OK  =   1  y  unimos  K  con  M1? llamando  φ al ángulo OKMlf  Sobre  OM2, en OM2,  formamos con la recta M 2n un  ángulo  igual  a  φ.  Digo  que el  punto  M  de  cruce  de  O m  con M2 n,   es  el punto  que  representa el  complejo  producto. 

En  efecto,  comparando  los triángulos  semejantes ORM1?  y  OM2M, 

se  tien e:

y  reemplazando valores

OM  —  Pip2

y además  el  ángulo  MOa?  es  por construcción

(l)  =   (!>!  -f-  ω2

y  el  punto  M representa  entonces  el  complejo producto. 

Es claro que  si  se trata ahora de un producto  de varios factores,  se hallaría primero  el  producto de  los  dos  primeros,  y  se tiene  un complejo,  después  el  producto  de  éste  con el tercero y  así sucesivamente. 

Luego se tie n e :

 zx  =   px (eos  ωί  +    i sen 

 z2  =   ?2 (cos ω2  4-   i  sen ω2) 

 z3  =   Pa (eos ω3  4-   i  sen ω3)

 zn  =   p n (cos ωη  -f   i sen ton)

se tendría que  el  producto  es  un  complejo de la  form a:

Ρι P2 Pa ··· P«  [eos (ioA

+   i  ω2 4* w3 4-  ...  tún)  4·  í  sen  ((Dt 4~ w24- ti)3 4·  ··.  (*)«)]. 
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151. 

T e o r e m a   :   E l  cociente  de  dos  complejos  es  piro  complejo cuyo  módulo  es  el cociente de  los  módulos y  cuyo  argumento  es  la diferencia de  los argumentos*

Consideremos  el  cociente:

(eos  ωι  +    i sen oq) 

p2 (eos ω2'4-   i sen ω2)

y  sea  el  complejo  cociente

r(cos  a  +   i sen a)

debe tenerse

(eos o)!  -j-   i sen ωΑ)  =   p2 (eos ω2  +    i sen ω2) .  r (eos  a  +  i sen a)  ==

=   p2  r [eos (ω2  +   a) 

 i sen (ω2  +   a).]

es decir,  que  debe  s e r:

Pi

de  donde   r  =  — > 

Ρι  =   p2*\

p2

cox  =   ω2  +  a 

» 

»

a  ==  ωΑ

—  ω2. 

Y por lo  tanto  el  complejo  cociente  es

 r (eos a  +    i sen a)  =   ^  [eos (ω2 —  ωΑ)  +    i sen (ω2  —  ωΑ)]

 ? 2

con lo queda  demostrado  el  teorema. 

Es  fácil  deducir  del  teorema  la  construcción gráfica.  Si  MA

y  M2 representan los  complejos  dividendo y  divisor  respectivamente, se traza por O  la recta   Om que forma con  O# 

un ángulo  igual  a  ωΑ

— ω2  (fig.  73).  Se  toma 

OK =   1  y se une K con M2, formándose luego 

en MA

un  ángulo  igual  a  φΑ

con la recta MAn. 

F igu ra  73

El  cruce  M  de las rectas  Om  con  MAw,  da  el 

cociente. 

En  efecto,  los triángulos  OKM2 y  OMMA

son semejantes,  luego

OM  _   OK 

OM~!  ~   OM2

de  donde

OMj  X  OK

OM  =

OM¡

[image: Image 218]

—  201  —

y  reemplazando  valores 

»

OM  =  ?! 

Ps

y  por otra parte  el  ángulo  MOX  =   ω  es  por construcción

ω  =   (!>!  “i  (i>2< 

 *

152. T e o r e m a  :   La  potencia  de  orderi  m  de  un  complejo  es  otro complejo  cuyo  módulo es  la potencia de orden  m  del  módulo  de  aquél  y cuyo argumento es el argumento  del mismo  multiplicado por m. 

Tengamos

[p (eos ω  +    i sen ω)]"1. 

Podemos  poner

[p (eos ω  +    i  sen ω)]7ί  =   [p (eos  ω  +    i sen ω)]  [p (eos ω  +    i sen ω)]  l .  .  . ]

 m veces  como  factor.  Pero  de acuerdo  con  las  reglas  para  obtener el producto,  tenemos

[p (eos ω  +    i sen ω)]71 =   ppp ... p [eos (ώ  +   ω  +   ω  +   ... ω)  -f

-f   i sen (ω  +   ω  +   ω  +   ... ω)]

tendríamos  que el  módulo  p  tomado   m  veces  como  factor y  el  argumento  es  ω  tomado   m veces  como  sumando,  luego

[p (eos ω  -f   i sen ω)]71 =   p71 (eos w«i)  +    i sen  mu>) lo  que demuestra el  teorema. 

153.  Y  si en la  última  igualdad hacemos  p  =   1  tenemos la  fórmula de  Moivre. 

(eos ω ~f-  i sen ω)7”  =   eos  mtú  +    i sen »»ω. 

Es fácil  ver que esta  fórmula vale también  para valores  negativos  de m.   En efecto,  pongamos que  se tiene un  exponente negativo. 

, 

, 

1 

1

(eos ω  +    i sen ω)—w =   .—:-------- ¡------- — = ------------- ¡---------

(eos ω  +    %

sen ω)7η 

eos  mtú  +    %

sen  mtú
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Y multiplicando numerador y  denominador por

eos w io  —  i sen wo>,. 

se  tiene

(eos ω  -f   i sen ti)}^m =   eos  τηω  —  i sen  mw. 

Pero  se  sabe que  se tiene también

cosmti)  =   cos(—  mtú) 

sen »ιω  =   —  sen '(**-  wíid)

luego

*

(eos ω  +    i sen ω)~m =■·  eos (— mto)  +    i sen (—   mt o) es  decir,  la fórmula de  Moivre vale para exponentes  negativos. 

Si  el exponente fuese fraccionario tal  como —> se  tendría que mos-m

trar que

i

 τη 

( i )  

( i )

(eos ω  +    %

sen ω)  =   eos — h   i sen — ·

 m 

 m

Para  ello  consideremos el  complejo:

ω 

. 

ω

eos — f-   %

 sen — 

 m 

 m

y  elevemos  a la  potencia  m y  tendremos

 f 

ω 

. 

ω \ m

eos — h   i sen — 

=   eos ω  +    %

sen ω. 

L

 

 m 

 m

Y  elevando a la  potencia — los  dos  miembros  se  tiene,  invirtiendo

 m 

7

los términos  de la  igualdad 

r

(eos ω  +   i sen ω)  =   eos — h   %

sen —

 m

que es lo que queríamos demostrar. 

Y*ahora mostraremos  que la  fórmula vale  para  un exponente  frac-

 m

cionario  de la  forma —

 n
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En  efecto, 

O b s e r v a c ió n . En realidad,  cuando  hemos  considerado  el  caso  de un  exponente de la forma —? hemos  tratado de la raíz   m del complejo. 

 m

Puesto  que

eos ω  =   eos (2 Ictz +   ω) 

 

sen ω  =   sen (2/ίπ  +   ω), 

1  uego

i

, 

,  . 

2λ:π  +   ω 

. 

2/ίπ  -f  ω

(eos ω  +    i sen ω)  =   eos ^----------- h   i s e n ---------- ·

 m 

 m

Y dando  a  7c,  m valores  enteros  sucesivos  se tienen  las   m  raíces  del complejo.  Se puede dar, por ejemplo, los valores  0 ,1 ,2 ,  . . .  (m — 1). 

Y  en  efecto,  mostraremos  el  siguiente  teorema:

154. T e o r e m a   :   Todo  complejo  tiene  m raíces  de orden m. 

Consideremos  el  complejo:

p (eos ω  +    i sen ω), 

extrayendo  sli raíz  m,  tenemos

m

(eos ω  +    i sen ω)  =    r (eos a  +    i  sen a) donde hemos llamado

 r (eos a  +    i sen a)

al complejo raíz. 

Elevando  a la potencia w,  tenemos 

p (eos ω  +   i  sen ω)  =    [r (eos a  +    i  sen a)]'n  =    rm  (eos  mu.   +    i  sen wa). 

Luego  debe tenerse

p eos ω  =    rm eos  ma 

p sen ω  =    rm sen  ma. 
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Y  elevando al  cuadrado y  sumando,  se tiene

p2(cos2<t)  +   sen2xo)  = .r 2m (cos2m a  -f  sen2ma)

o  bien

Y también

Y estas últimas  dan 

de donde

donde 1 c es un número entero  cualquiera. 

Entonces  se tien e:

y  dando ahora a fc,  m  valores  enteros  consecutivos  cualquiera,  se  obtienen  m raíces distintas  para  el  complejo. 

Dando,  por  ejemplo  a &,  los valores  consecutivos

0, 1, 2, 

 ( m   —  1 )

se  obtienen los   m argumentos  distintos

Si diéramos  ahora a A; el valor w», obtendríamos el  primer argumento aumentado en  una  circunferencia. 

Haciendo  ω  =   0,  se tiene

donde dando a  Te,  m valores  enteros  consecutivos  cualquiera,  se obtienen las   m  raíces de un  número  real. 
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Haciendo  p  =   1,  se  tiene

. 

. 

 m 

ω  +   2 kiz 

. 

ω  4*  2&π

(eos ω  4    %

sen ω)  =   e o s---------- -  4-   t s e n ----------- -

 m 

 m

Y  si  ahora  hacemos  ω  =   0  se tie n e :

donde  dando  a  k,  m valores  consecutivos  cualquiera,  se  obtienen las m  raíces de la  unidad. 

 Ejemplo. ·.—  Extraer  las  raíces  cúbicas  de  la unidad. 

Tendremos,  haciendo  m  =   3,  que

K(l))  =   eos—   +   * sen  — »

Para   k  =  0,  se obtiene  una raíz  αχ  =   1

El  sen  y  eos  del  múltiplo  de  un  arco,  en  función  del  sen  y  eos  del  arco 155. Tomemos  la fórmula de  Moivre

(eos  ω  4    i  sen  ω),/ι=   eos  meo  -f   i  sen   mtú y desarrollemos  el  primer  miembro, teniendo  en  cuenta las  potencias sucesivas  de   i:
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y  tenernos:

Igualando  las  partes  reales y los  coeficientes  de  las  cantidades  imaginarias,  se tien e: Aplicación.  —  Haciendo  sucesivamente   m  =   2,  3,  4, etc.,  se 

tiene:, 

■

■

"* 

 4

^ 

> 

eos  2ω  =   cos2(o  —  sen2o)

eos  3ω  =   cos3o)  — 3  eos  ω  sen2ü) 

<> ·1

eos  4ω  =   cos4co  —  β cos2ü)  sen2ü)  +   8βη4ω

sen  2ω  =   2  sen  ω  eos  ω

sen  3ω  =  3  sen  ω  cos2ü)  — sen3ü)

sen  4ω  =   4  sen  ω  cos3ü)  — 4  sen3ü)  eos  ω
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Y de aquí  podemos  obtener  la  fórmula que da  la tg  del  múltiplo  de un arco en función  de la  tg del  arco  simple.  Tendríamos:

Y  si  damos abora  a   m  los  valores  sucesivos  2? 3, 4,... se  tiene 156. E c u a c io n e s  b in o m io s . —   Raíces emésimas  de  la  unidad.   — 

Poniendo

 z  =   p (eos ω  +    i sen ω)

y  se tenga

 zm 

 1

por  ser 

1  =  eos   2 Jen  +    i sen  2  Jen

se  tiene

J  w*

pm (eos   m tú.   +    i sen   7ntú)  —  eos 2 kn  +    i sen 2 kn
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y debe ser entonces  i 

o  bien

Puesto que dos  valores de  ω. qqe difieran  en  2π  dan  el  mismo  valor para  z,  se puede hacer

 k  =  0, 

 le ^   1, 

 b =  2, 

 k  =  m  —  1

porque si  se hace también   k  =    m,   resulta

que da para 2 el mismo valor que haciendo  k  =   0. 

Existen entonces  m  raíces  diferentes de la unidad  y  sólo  m.  

Y  esas  m  raíces están dadas p o r:

El módulo  de todas  estas raíces es  1,  luego  los  puntos  que  representan las raíces  están  sobre  un  círculo  de  radio  1  y  centro  en  el origen.  Los argumentos  son :

Y  si  M1?  M2,  MtS, 

M,m—i  representan  las   m  raíces  (fig.  74), 

los  m ángulos

Μ2ΟΜχ, 

M30M 2, 

m 4o m 3, 
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son  iguales  entre  sí  y  cada  uno  vale  la  circunferencia  dividida  en   m partes  iguales.  Los puntos  M1?  M2,  M3,  ...,  son los vértices  de un  polígono  regular de  m lados  inscripto  en  la  circunferencia.  Y  el valor del lado de ese  polígono  de  m  lados  e s :

 l  =   2 sen — 

 m

 u

[image: Image 227]

CAPITULO  XV

D E R I V A D A S .  V A R IA C IO N E S   D E   F U N C IO N E S .  V A L O R E S   L Í M I T E S

D E   A L G U N A S   F U N C IO N E S

157.  Se llama  derivada de una función el  límite de la  relación  del incremento de  esta función al  correspondiente  incremento de  la  variable independiente,  cuando éste tiende a cero. 

Y es  sabido que  si  se quiere  encontrar la  derivada de  una  función y  = / ( » )

se da un incremento   Ax  a la variable independiente  a?,  la  función   y toma entonces un  incremento  Δ y y  se tiene :

 y  +  Ay  =f(<e  +   Δ®). 

Luego el incremento   Ay de la función  es dado  por

 Ay  = / ( *  +    Ax)  - f ( x ) . 

Y la relación del  incremento  de la función al  incremento de la variable independiente e s : Ay  _ f ( x   +  Ace)  -   f ( x )

 Ax 

 Ax

Y  ahora se busca el límite de  esta  relación,  cuando   Ase tiende  hacia cero. 

Buscaremos  ese límite  para las funciones

 y  =   sen a?, 

 y  =  eos  x  e   y  =   tg  x. 

158.  Derivada  de la función  y  — sen o?. —  Sea la  función y  =  sen  x. 

(1)
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Dando  a la variable  independiente   x \ m   incremento  A#,  la  función   y toma  un  incremento  Λ  y y  se  tiene

 y  +   Ay  =   sen ( x  +   Ax).  

(2)

Luego,  restando  la (1)  de  la  (2)  se  tie n e :

A  y  =   sen ( x  +   A#)  —  sen  x. 

Y transformando  en  producto  la  diferencia  de  senos

Y  dividiendo  ambos  miembros  por   Ax

Cuando  Δ#  tiende  a  cero,  el  límite  de  la  relación

 A x \

 (x + — J  víüe eos  x. 

Y  si   Ax  tiende  a cero,  Ay  tiende a  cero y el límite de  ^   es  la deri va-Ax

 dy

da  de  la  función  con  respecto  a  la  variable   x  que  escribimos o

 dx

/  (*)·

Tenemos  entonces

159.  Deri rada   de  la  Junción  y  ■= cosx. —  Consideremos  alioríi  la función

 y  =±  eos  x. 
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Dando a la variable  x un incremento  Aa?,  la  función y  toma un  incremento  Ay y  se tiene 

 ^

Ay —  eos  (x  +  Αχ)  -T  eos  x. 

Y  transformando  en  producto  la diferencia de cosenos  resulta

Y  dividiendo  por Aa? 

Pasando al  límite

160.  Derivada  de  la función  tga?.—  Consideremos  la  función que  es también

Y  aplicando  las  reglas de la derivada de  un cociente :

Y  según los dos teoremas anteriores

161. 

 Caso  general  en  que  se  da  y  =    sen u,  y  =    eos u  o  y  =    tg  u donde u es una cierta función de a?. — Si y  es función de   u y   u  es  función de  x,  resulta y  una  función  de  función,  y  en  ese  caso,  se  sabe que  si

 y   = / ( « )
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y  también 

 u  =   φ (a?)

se  tiene

 du 

 du  du

 ~ Γ   =

   ~ γ

 · ύ -  

0  

 V   x   =   2/ 

 · * > χ

 dx 

 du  dx

luego tendremos si

 y  =  sen  u 

siendo 

 u  =   φ (x). 

di/ 

 d sen m   du 

 du

=   w'oc  =   — -------  ·  —   =   COS   U ·   —    =  COS   U   .   M r . 

dx 

 du 

 dx 

 dx

Si

 y   =   eos  u 

siendo 

 u  =   φ (x)

 du 

, 

 d eos  u  du 

 du

 —  = z  y ’x   =   — -—  ·  —  =   —  sen  u —  =   — sen  u .  u x.  

 dx 

 du 

 dx 

 dx

Si   y  =   tg  u  siendo   u  =   φ (x). 

dy 

, 

, tgx  d-w 

1 

 du 

1

 —  =   y'x  =  d -§ -· —  — 2—  — =  — j—  u’x. 

 dx 

 du  dx  cos^w   dx 

cos^íí

 Ejemplo  I.  —  Calcular  la derivada de

Se tiene

 Ejemplo  I I .  — Calcular la derivada  de

Se tiene

 Ejemplo  111.  —  Calcular la derivada de

 y =   5 |/tg 3  x. 

Se tiene
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 Ejemplo I V . —   Calcular la derivada  de

Se tiene

Variaciones  de  las  funciones  trigonométricas

Hemos  estudiado las variaciones  de  sen a?,  eos  x,  tg  x,   con el variar de   x.   Es interesante y muclias veces  de  importancia el  estudio de  la variación  de  una  función  y,   que  sea  función  de  expresiones  trigonométricas,  donde la variable  x  sea un ángulo y arco.  Besulta de interés señalar los valores  particulares  que puede tomar 

por ejemplo  los 

puntos  de máximo y  mínimo,  los  puntos  de  inflexión...  En  general  el trazado  gráfico de la función rinde buenos  resultados.  Estudiaremos a título  de  ejemplo,  algunos  casos señcillos. 

162.  Estudiar y  representar las variaciones de  la  función

 y  =   sen  x  -f  eos  x. 

Se  puede poner

y  la función  y  en la  suma de las  dos  sinusoidales

=   sen  x

y  resulta la  suma otra sinusoidal. 

En la figura  75  se tienen las  tres  sinusoidales. 

 y i por la  curva  ΟΑπΒ2π... 

~   π  

3 π

 V 2  

»  

0 * 

 ~ 2 >  

Β ···

 y 

» 

CFA G D H BIB... 
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El  máximo  de  la  curva tiene  lugar  en  F  para   x  =  

el  mínimo  en

4

H  para   χ  =  

. En  estos  puntos  la  ordenada  vale  respectivamente:

La  derivada de  la  relación  (1)  es

 y  =   eos íc  — sen a?, 

que indica  el  máximo  para   x —  —

y  el  mínimo  para   x  = — ·

4 

4

163.  Variaciones  de  la función :

 y  =  a sen  x  +    b eos  x. 

Poniendo  ti»· φ  =  

se  tiene

 a

y  puesto  que  es

se  tiene

El  estudio  de  las  variaciones  de  y  se  reduce  al  estudio  de  las  variaciones  de  sen   (x  +   φ).  Si  se  hace  variar   x  de  0  a  2π,  el  ángulo (x  +   φ)  crece  desde  φ  hasta  2π  +   φ. 

[image: Image 233]
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π

La  función   y  pasa  por  un  máximo  cuando  x =   —

—  φ  y  por  un  mí-

'3π

nimo  para  x  =   ——

164.  Variación  de  la función:

 y  =   eos 2#  — 2 eos a\

Siendo  eos  2x  =  2 eos2 a?  — 1,  se  tiene

 y =  2 eos2  x  —  1  —  2 eos  x

o  también

 y  —  2 (eos2#  —  eos#)  —  1. 

La derivada es  igual

 dy

;  =   sen a? (1  — 2 eos 

 dx

que  se anula ;  bien  sea para sen  x = 0  ó   x =  7nr bien para  1 — 2 eos # =  0 

o  sea  eos  x  =   ^  y a?  =   2λ:π± ^·

En el  intervalo  de  0o  a 360°,  lá  derivada se  anula para  x  =  60°, x   =   180°  y   x  =   300°. 

Podemos  todavía  calcular  valores  de  la  función   y,   y  se  tiene el siguiente cuadro:

 X

eos   X

eos-   x

2  (eos2  x  —   eos  x) — 1

0 o

1 . 00 00

1 . 00 00

- 1 . 0 0 0

 co o o

0 . 8 6 6 0

0 . 7 5 0 0

- 1 . 2 3 2

60°

0 . 5 00 0

0 . 2 5 0 0

- 1 . 5 0 0

90°

0 .0 0 0 0

0 . 00 00

- 1 . 0 0 0

120°

- 0 . 5 0 0 0

0 . 2 5 0 0

+  0 . 5 0 0

150°

- 0 . 8 6 6 0

0 . 7 5 0 0

+  2 . 2 3 2

165°

- 0 . 9 6 5 9

0 . 9 3 3 0

+  2 . 7 9 8

180°

- 1 . 0 0 0 0

1 . 00 00

+  3 . 0 0 0

195°

- 0 . 9 6 5 9

0 . 9 3 3 0

+  2 . 7 9 8

210°

- 0 . 8 6 6 0

0 . 7 5 0 0

+  2 . 2 3 2

240°

- 0 . 5 0 0 0

0 . 2 5 0 0

- 0 . 5 0 0

270°

0 . 00 00

0 . 0 0 0 0

- 1 . 0 0 0

300°

+  0 .5 0 0 0

0 . 2 5 0 0

- 1 . 5 0 0

330°

+ 0 . 8 6 6 0

0 . 7 5 0 0

- 1 . 2 3 2

360°

+  1.0000

1 . 0000

- 1 . 0 0 0
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Con esto se traza  la  curva de la figura  76. 

La  curva corta el eje  de las   x en los  puntos  correspondientes a eos 2a?  —  2 eos  x  =   0. 

y  bien 

2  eos2  x  —  2 eos  x  —  1  =  0*

lo que  da

1  +  F3-

COS   X   =   -----------

2

y  teniendo  en  cuenta el  signo  menos

 l ^ f ó

eos  x  =

=   0,3660

2

lo  que  corresponde a

 x  =  l l l ° 2 8 /09" y   x  =   248°31'51". 

165.  Variaciones  de  la función :

 f

 y  —  a tg  x  +    b ctg  x

t

siendo   a  y   b  dos  números  positivos  conocidos y  a?  un arco  variable entre  0o  y  90°. 

La función  y  es la suma de  dos  cantidades  variables cuyo  producto  es  constante.  Be tiene  su mínimo  cuando

, 

& 

, 

i  ¡b

 a t g x   =   -—  

 t g x =

tg  x 

 \   a

Cuando  el arco  crece de 0  a  90°,  la  función  y primero  decrece  de 

+   ? o a 2   fab y luego  crece nuevamente hacia  -h  oo; 
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Cuando   x  crece de  90°  a  180°  la función  tiene los  valores  anteriores  pero con  signo  cambiado. 

166.  Ejemplo  (fig. 77):

sen  y  =  2 tg x  +   3 ctg  y. 

El  mínimo  de  y  cuando

Y  el  mínimo  de  y es

 y   =   2^2~X~3  =   4.8990. 

 X

t<í   X

ctg  x

2  tg   x   4 -  3   ctg

0 o

0

oo

c o

o o

0 . 1 7 6 3

5 . 6 7 1 3

1 7 . 3 6 6 5

2 0 °

0 .=3640

2 . 7 4 7 5

8 . 9 7 0 5

c o o

o

0 . 5 7 7 3

1 . 7 3 2 0

6 . 3 5 0 6

o o

0 . 8 3 9 1

1 . 1 9 1 8

5 . 2 5 3 6

»ü o ó

1 . 1 9 1 8

0 . 8 3 9 1

4 . 9 0 0 9

6 0 °

1 . 7 3 2 0

- 0 . 5 7 7 3

5 . 1 9 5 9

j— o o

2 . 7 4 7 5

0 . 3 6 4 0

6 . 5 8 7 0

0 o o

0

5 . 6 7 1 3

0 . 1 7 6 3

1 1 . 8 7 1 5

9 0 °

,oo

0

co

Valores  límites  de  algunas  funciones

Estudiaremos  ahora algunos  valores límites  de  algunas  funciones para determinados valores  de la variable  independiente. 

167.  Valor  de  la expresión :

1  —  eos  x

 y — ----------- > 

para 

 x  =   0. 

tg  x

0

Haciendo   x =  0,  la expresión  anterior toma  la forma y  =  

pero es

fácil  hacer  desaparecer la indeterminación. 
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En  efecto,  se  tie n e :

y

luego

Y  para  x  =  0, 

168.  Valor  de  la  expresión:

Poniendo

Luego

En el  límite

169.  Valor  de  la expresión:

Se tie n e :

y  también
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luego

y  para # =   a

170.  Valor  de la expresión :

Se  puede poner

y en  el límite,  para  x  =  90°

171.  Valor de la expresión :

 y  =  sec  x  —  tg #, 

para   x  =  90°. 

Pongamos

y  para  x  =  90°:

172.  Valor de  la expresión :
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Se tie n e :

Para  a?  =  0

lim  y  =   4. 

íc=0

 4  it

173.  Valor  de  la  expresión:

sen  mx

 y  -=-------- > 

para  a?  =   0. 

na? 

Se  tiene

m 

sen ma? 

 y  =   -   X -----------

n 

 mx

Pero para a?  =   0, 

,.  sen ma? 

lim -------- ==  1

 mx

luego

 m

lim  y  =   —

z = 0 

W

174.  Valor de  la expresión:

sen  x  —  sen a

 y 

---------------- > 

para  a?  =   a, 

 x 

ot

Se  tiene

Inego  para  a?  =   a. 

lim .  y  =  eos a. 

ÍC—a

175.  Valor  de  la  expresión :

tg a?  4-  1

 y  —  :-------- 7? 

para 

a?  =   90°

tg®  —  1
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Se puede poner

y  en  el  límite 

O  bien  poner

y  en  el  límite

176.  Valor  de  la expresión :

Se tiene

y  para   x  =  0, 

[image: Image 240]


S E G U N D A   P A R T E

RESOLUCIÓN  DE  TRIÁNGULOS  PLANOS 

T E O R E M A S   R E S P E C T I V O S .   A P L I C A C I O N E S
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CAPITULO  I

R E S O L U C IÓ N   D E   T R IA N G U L O S

177. 

 Notación. —  Designaremos  en  general,  un  triángulo  con  las letras  A,  B,  O,  colocadas  en  sus  vértices.  Los  tres  ángulos  medidos en  grados  sexagesimales  se  designarán  por Á,  B,  G,  y  la longitud  de sus  lados  opuestos respectivamente por a,  ó,  c.  El  área la  designaremos  en  general  por  S. 

G iradlo  del  círculo  inscripto  por  r y el  del  circunscripto  por B. 

Los  radios de los  círculos  ex-inscriptos  opuestos  a los  vértices  A,  B 

y   C  los  designaremos  respectivamente por r a,  n ,  rc. 

Las  alturas  correspondientes  a  los  lados  λ,  b y   e las  llamaremos respectivamente  por   haj  hb  y    hc  y   análogamente  las  medianas  por mnj  nib y   w c .  Las bisectrices  interiores  por &«,  bb y    bc y   las bisectrices 

-exteriores  por &'«,  b'b y   b'c. 

Resolución  de  triángulos  planos

178. 

Cuando  el  triángulo  es  rectángulo,  llamaremos  A  al  ángulo 

recto y  a la hipotenusa.  Es  claro  que  podríamos  considerara  estos triángulos  como  un  caso  particular  de  la  resolución  de  triángulos planos  en  general. 

Bastaría  en las  fórmulas  que  resuelven  el  triángulo  en  general, hacer A  =   90° y  simplificar  las  fórmulas.  Aún  a riesgo  de  repetir en 

-el  fondo  las  mismas  cosas y  a los  efectos  de ser  más  claro  para los lectores  principiantes,  expondremos a continuación la  resolución  de 

•estos triángulos,  dando  algunos  ejemplos prácticos y  algunos  proble-, m itas  vinculados  a  esta resolución. 

En  un triángulo rectángulo  tenemos  cinco  elementos  fundamentales  variables,  considerando como  elementos  fundamentales los Huios y  los ángulos;  éstos  son   a3  b,   c,  B  y  C. 

Vamos  a deducir  relaciones  entre estos  cinco  elementos  tomados 

-ile  tres en tres. 

15
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1 7 9 .  T e o r e m a   :   En  un  triángulo  rectángulo,  un  cateto  es  igual  al producto  de  la  hipotenusa  por el  coseno  del  ángulo  adyacente o por el seno  del  ángulo  opuesto.   —  Sea  el  triángulo 

rectángulo  ABO  (fig.  78),  rectángulo  en  A. 

Tendremos:

OA  =    h}  CB  =    a. 

Resulta  que  OA  es  la  proyección  de  OB 

Figura 78 

. sobre  OA  y  tendremos por el teorema de las. 

proyecciones,  considerando la poligonal OB A 

con resultante OA y proyectando  sobre OA

OA  =   OBcos(CA,  CB), 

y por consiguiente

 b  =  a eos O. 

( 1 > 

Análogamente se probaría que  es :

 c =    a eos B. 

(2)

Siendo los  ángulos  B  y  O  complementarios,  tenemos  que

eos B  =   sen O, 

y

eos O  =   sen B, 

y reemplazando en  las  fórmulas (1) y  (2)  se tiene análogamente:

 b  =    a sen B. 

{3> 

 c =   a sen O. 

(4 > 

Las  fórmulas  (1)  (2)  (3) y  (4)  demuestran  el teorema. 

- f  

v

 Observación I.  —  Las dos  fórmulas:   b  =    a sen B  y   c =±   a sen C,  evidentemente  son independientes entre s í ;  ya que en  cada una de  ellas» 

aparecen  elementos que no figuran en  la otra. 

Esas dos fórmulas, junto con la  condición de que A +  B +  O =  180% 

condición  que  por ser A  =   90° se  reduce a B   +   C  =   90°,  constituyen  el  conjunto  de  tres  fórmulas  independientes  que  resuelven  el triángulo. 
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Son  tres  relaciones  independientes  entre  los  cinco  elementos 

B,  O,  a,  b y c.  No  podría encontrarse  otra  fórmula  independiente  de ellas,  porque  si  existiese,  se podría  resolver un triángulo  rectángulo, conociendo  además  del  ángulo recto,  un  solo  elemento  fundamental y ello es imposible*  Cuando  sólo  se conocen  elementos  fundamentales,  hay que conocer dos de  ellos y no más de dos,  además  del  ángulo recto  A. 

Luego  las  fórmulas   b  =    a eos O y c  =   a eos B  son  una  consecuencia  de  b  =    a sen B y c   =   a sen C,  lo que resulta evidente  recordando que  B  -f  C  =   90°. 

 Observación I I .  —  Las  relaciones  que nos  da este  teorema  pueden servir para deducir el teorema de Pitágoras. 

En efecto,  tomando las fórmulas  (3)  y (2) 

nos  dan,  cuadrando y  sumando :

 b2  -f   c2 =    a2 sen2 B  +    a2 eos2 B  =    a2. 

Podría  todavía  obtenerse lo  mismo por 

Figura 79

otro  camino. 

En  efecto,  sea el triángulo ABC  (fig. 79),  rectángulo  en  A y  tracemos la  altura  AH  sobre  la hipotenusa,  se tie n e : a  =  B H + H C . 

Y  siendo  los  triángulos  AHB  y  AHC  rectángulos,  se  tiene  por este teorem a:

BH  =    c eos B,  HC  =    b eos C. 

Luego

 a =    c eos B  -f   b eos C, 

y multiplicando  por  a se tie n e :

 a2 =    b .a  eos C  -f   c . a eos B, 

y  teniendo en cuenta las  fórmulas (1)  y  (2)  se  tiene, 

 a2 =    b2  +    c2. 

180. 

T e o r e m a   :   E n  todo  triángulo  rectángulo,  un  cateto  es igUal al producto  del otro  cateto  por  la  tangente  del ángulo  opuesto al  lado con-y siderado,  o por el producto  de la cotangente del ángulo  agudo adyacente. 
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En  efecto,  según  el  teorema  que  antecede,  se  tiene

 b  =    a  sen B 

 c   =   a  eos B, 

de  donde:

 b  

 ^  

1

Í   =   t g B   =   5 7 B ’

y  se  deduce

 b  =   c  tg B, 

( 1 )

 c   =   b  ctg B. 

( 2 )

Considerando  aliora  las  fórmulas

 c   —   a  sen C,  

 b  =    a  eos C, 

dividiendo  se  tie n e :

y   se  ob tien e:

 c   =    b tg C,  

( 3 )

 b  =    c ctg O. 

(i)

 S u p e r f i c i e .  —  El  área  S  del  triángulo  está  dada  por lo  que  nos  da  también7

181.  R e s u m e n .  —  De  los  teoremas  precedentes,  sacamos  entre  los cinco  elementos  fundamentales  a, &, c, B y C las siguientes  relaciones: B  +   C  =   90°

^  b  =   a  eos C, 

 I  c   —   a  eos B, 

 \ b   —   a  sen B, 

 \ c   =   a  sen  C, 

 \  h  =    o tg B, 

 ¡  e   =   b  tg (3, 

a  las  que  puede  agregarse

 a 2  =   b 2  +   c 2. 
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Resolución  de  triángulos  rectángulos

182. 

Resolver un  triángulo  rectángulo, significa  calcular  los  cinco 

elementos  fundamentales  conociendo  dos  datos. 

Los  casos  más  simples  son  aquellos  en  los  cuales  se dan  dos  elementos fundamentales  del  triángulo,  y  para que  el  problema sea posible es necesario  dar por lo  menos  uno  de  los lados. 

Resolveremos  primeramente todos los  casos que se  presentan  cuando  se dan  como  datos  elementos  fundamentales  del  triángulo y luego resolveremos  algunos  problemitas  en  que  se  dan dos  elementos  cualquiera y desde luego,  por lo  menos  uno,  que  sea una  línea. 

Las  fórmulas  del  n°  (181)  resuelven  todos  los  casos posibles.  Veremos que  sólo  en  algunos  casos  las  transformaremos  con  el  objeto de hacer más  exactos los  cálculos,  pero  en  el  fondo,  allí  en esas  fórmulas están resueltos  todos los  casos  que  se pueden  presentar. 

Y esos  casos  son  cuatro diferentes,  según  sean los  elementos  conocidos.  Ellos  son  cuando  se conoce: I o  La hipotenusa y un ángulo  agudo. 

2o  Un  cateto y un ángulo  agudo. 

3o  La  hipotenusa  y  un  cateto. 

4o  Los  dos  catetos. 

183.  Primer caso.  Se conocen  a y  B. —  Las  incógnitas  son  ó,  c y  O. 

Se tiene  en  primer término :

O  =   90°  -   B, 

y por  las  fórmulas

 b  =    a sen B, 

 c  =  a eos B, 

se calcula  b y   c. 

Desde  luego  que  es  necesario que  a sea una  cantidad  positiva y que  B  sea un  ángulo positivo y menor que 90°. 

Para calcular el  área  S  del  triángulo,  tenem os:

S  =    \  bc  =   ~ a2 sen B eos  B. 

2 

 Δ
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 Ejemplo:  a  =   540.72  m 

B  =   25°5'30". 

Se  tiene

C  =   90°  -   B  =   64°54'30" 

log  a  =   2.73297 

loga -   2.73297 

log  b  =   2.36041 

log sen B  =   9.62744 

log eos  B =   9.95695 

logo =   2.68992 

log 5 =   2.36041 

logo =   2.68992 

5.05033 

 b  =   229.30  m

 c 

489.69  m

log 2  =   0.30103 

log S  =   4.74930 

S  =56143,60 m2. 

Conviene  ordenar  los  cálculos  en la  forma  que sigue,  poniendo a la izquierda  de  la  línea  vertical  los  valores  reales  y  a la  derecha los logaritmos

 a  =   540.72 m 

 b  =  2.36041

B =   25°05'30" 

sen B  =  9.62744 

 a =  2.73297 

C =   64°34'30" 

eos B  =   9.95695

c =   2.68992

 b  -  229.30 m 

c =   489.69 m

 be  =   5.05033 

2  =   0.30103

8  =   5C143.C0m2

S  =   4.74930

184. 

 Segundo  caso.  Se  conocen  b y  B.  —  Las  incógnitas  son  a,  c, C  y  S.  Se  tiene  en primer lu g a r:

O  =   90°  -   B, 

.y los  valores  de  a y   c  se  calculan por las fórmulas: b

 a  = ----- —j 

 c =    b ctg B ,. 

sen B 

e  7

•  -

y  el  área S,  está  dada por

8  =   i  6c =  i  62 ctg B. 

Es  necesario que   b  sea  positivo y  B  positivo y menor que  90°. 
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Si  los datos  conocidos  fueran  c  y  C,  sé  resolvería  en  una  forma análoga. 

 Ejemplo :  b  =   45.32 m, 

B  =   22°15'17". 

 b  =   45.32 m 

 c  =  2.04435

B  =   22°15,17" 

ctg B  =   0.38806 

 b  =   1.65629 

0   =   67°44'43" 

sen B  =   9.57832

 c =   110.7 5 m 

 a  =   2.07797

 a  =   119.67 m 

 b2 =  3.31258 

S  =   2509.63 m2

 b2 ctg B  =   3.70064 

2  =   0.30103

8  =   3.39961

Donde liemos  puesto  μ la derecha  los  logaritmos. 

185.  Tercer  caso.  Se dan  a y  b.   —  Las  incógnitas  son  c,  B y  C. 

Se  tie n e :

^  

 b 

sen  B  =  -> 

 cu lo

 lo  que nos  permite  calcular  B.  Y  no puede haber ambigüedad, puesto que  debe  ser  B  menor que 90°. 

Por  otra  parte,  los datos   a y   b  deben  ser positivos y   a  >  b.  

Conociéndose  B,  se tiene

C  =   90°  —  B 

y 

 c  =    b ctg B. 

Y  el  área  S  tendrá por  expresión:

s   =    \ bc -  

ctg B. 

El  cálculo  por las  fórmulas  que  anteceden  se  aconseja  cuando los datos son,  en  lugar de   a y   b,   sus logaritmos, porque no exige más  que el  cálculo  de log ctg B. Cuando, como ocurre en general, se dan los valores de  a y  5,  es  necesario  buscar tres logaritmos:  los de α, δ y  ctg B. 
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En  este  caso  es  conveniente  usar  las  fórmulas  siguientes,  que  no exigen  más  que  dos  logaritmos. 

En efecto,  tenem os:

 c2  =..  a 2  —  δ2, 

de  donde

 o  z= | l(a  +    b)  (a  -   b)·

Por otra  parte  se tie n e :

eos  O  =   -· 

 a

Lo  que  nos  da  (72):

de donde:

y por lo tanto

lo  que  nos  permite  calcular O  y luego

B =   90°  -   O. 

Como puede verse,  en esta forma  sólo  se buscan dos  logaritmos

log  (a  +   b) 

y 

log  (a  —  b). 
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 Ejemplo :  a  =   540.72 m, 

 b  =   229.30 m. 

 a  =¿=  540.72 m 

 b  =   2.36040 

 b  =   229.30 ni

 á  -  2.73297

sen B  =   9.62743 

B  =   2S°05'30" 

ctg B  =   9.32952

C  =   64°54'30" 

 c  =   2.68992

 be —  5.05032 

 c  =  489.69 m

2  =   0.30103

S  =   56142.3 m2

S =   4.74929

Y  en  otra form a:

 ' a   =   540.72 

 a   -   b  =   2.49335 

 b  =   229.30

 a   +   b  =   2.88650

c2  =   5.37985 

 a   - b   =   311.42 

 c  =   2.68992

 a   +   b   =   770.02

Q

tg2 _   =   9.60685 

 c  —   489.09 m

 Δ

c-   =   9.80342

-   =   32°27'15" 

2

O 

 b  =   2.36040

=   64°54'30" 

 be  =-5.05032 

B  =   25°05,30" 

2  =   0.30103

S  =   56142.3m2

S .=   4.74929

En  el  caso  en  que  el  ángulo  O  resulte  pequeño,  es  decir  cuando a y  b difieren  muy poco,  es  más conveniente seguir el  camino siguiente.  Se tiene n 

δ

eos  C  =   -» 

 a

y  entonces:

O 

i / I   — eos C 

i  la  —  b

seu  2   "   I  

2 

""  \  ~ 2 a ~ 7

 y  tam bién: *

2  are i  O  =   are C. 
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Luego:

de donde:

 Ejemplo :  a =   1242.30 m, 

 b  =  1241.70 m, 

Se tie n e :   a  —   b  =   0.60 m

log  2 (a  —  b) = log 1.20  =   0.07918 

log  a  =   log 1242.30 

=   3.09423

4.98495

=   *¿.49248

log sen  1" 

^   6.68557

log  C"  =   3.80691 

C" =   6411" 

C  =   1°46'51". 

186.  Cuarto  caso.  Se dan  b y c.   —  Las  incógnitas  son   a?  B  y C. 

Se  tien e:

y  luego

y  el  área  S :

El  problema  es  siempre  posible, .pues deben ser  b y  c positivos y no hay ambigüedad para el cálculo de B  puesto que debe ser B <  90°. 

Podría todavía calcularse  a en base a los  datos  por la  fórmula  del teorema de  Pitágoras. 

 a  = j/ b2  +    c¿
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fórmula que no  es  calculable  por logaritmos.  Se  puede liacer calculable  por logaritmos.  Para ello  ponemos y  poniendo 

( 1 )

tenemos

Se ve que  el  ángulo  φ  calculado  por la  (1)  no  es  otra  cosa  que  el ángulo  O. 

 Ejemplo :  b  =   229.30 m, 

 c  =   489.69 m. 

 b  -  229.30 m 

 b  =   2.36040 

 c  -  489.69

 c =   2.68992

tg B  =   9.67048 

B  =   25°05,29" 

sen B  =   9.62743

0   =   64°54'31" 

 a =  2.73297

 ά  =   540.72 m

 be  =   5.05032 

8  =   56142.3 m2

2  =   0.30103

8  =   4.74929

Es  fácil  darse  cuenta de  la forma  de  proceder para  el  cálculo. A la izquierda aparecen los valores y a la derecha los logaritmos.  Puestos los valores de   b y  c,  se  obtienen  los valores de log  b  y  log c.  Haciendo la diferencia log   b  —  log  c  =   logtg B,  lo que  nos  permite  hallar con  la tabla  el valor de  B  y  al  mismo  tiempo log  sen  B.  Obtenido  B, se obtiene el  complemento  O. 

.Restando log  b  menos log  sen B se  obtiene log  a y  sumando log 5-f-log  c  se obtiene log  be y  restando a este  valor el  log 2, se tiene log  S. 

Ahora,  con la  tabla  se  obtienen   a y  S. 
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CAPITULO  II

T R IÁ N G U L O S   R E C T Á N G U L O S .  C A SO S  NO  C L Á S IC O S .  A P L IC A C IO N E S

Y   P R O B L E M A S   D IV E R S O S

187.  Hemos  resuelto los  cuatro  casos en que los  datos  son elementos  fundamentales  del  triángulo  rectángulo;  son los  llamados   casos clásicos.   Pero  un  triángulo  rectángulo  queda  determinado,  cuando además  del  ángulo  recto  se conocen  otros  dos  elementos  cualquiera, con tal  de  que uno de  éstos,  por lo menos,  sea  lineal.  Es claro que el número de problemas que se presentan es  grande.  Resolveremos  algunos que servirán  de guía o  por lo menos para práctica. 

188.  Problema 1.—   Resolver un triángulo rectángulo conociendo la altura  sobre  la  hipotenusa  ha  =   AH   y  la  mediana  que  sale  de  B, mb  =   B M.  Se tiene (fig.  80). 

BM2  -   Δ Β 2  +   AM%

y  reemplazando  valores

y  también

 ha =  c sen  B. 

Y eliminando  c entre estas  dos, se tien e:

y expresando sen B  en  función de  tg B  y  simplificando  se tiene

 hl tg 1 B  +   (5 hl  -   iml) tg3 B  +   4*2  =   0. 

(1)
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Ecuación bicuadrada que nos permite obtener B. 

 (-)

Obtenido  B  se  calcula   c : 

(

 lia

 C  —   ------- — ·> 

sen B

y  luego:

0   =   90°  —  B,  b  =   c tg  B7   a  =    jb2  +    c2. 

Los  valores  de  B,  dados  por  la fórmula (2)  deben  ser  B  <   90°,  En forma  que hay que  tomar  sólo  los  valores  positivos  de tg B  sacados de  tg 2B.  El problema  tendrá  tantas  soluciones como valores positivos para tg B  nos  dé  la  (2). 

Como el  producto  de  las  raíces  de la (1)  es  4,  se  desprende  que  se tendrán  dos  soluciones  o  ninguna.  Y  deberá tenerse

y

de  donde

vale decir

y   en  ese caso  bay  dos  soluciones. 
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 Segunda solución.  — Se puede resolver el problema por otro camino, para lo  cual  tenemos

 b2

 c2  +   —  =    m\. 

4

Y  también tomando  el  área

 b2c 2 =    a2 ha. 

Y  finalmente considerando

 b2  +  c2  =  a2. 

Se tiene  un  sistema  de tres  ecuaciones  con tres  incógnitas

 b2

 ,.2   i 

__ 

2

 c  -+*  —  =    m\j·)

4

 b2c2 —   a2hlj 

 b2  -f   c2  ==?  a2, 

eliminando   b  y   c se obtiene  4a4  +   (9/¿i  —20m2)a2  +   16m4 =   0. 

El problema  tendrá  tantas  soluciones  como  valores  positivos  se encuentren para  a. 

 Solución gráfica.  — Se puede todavía resolver el  problema gráficamente.  Considerando en la (fig. 80) el triángulo resuelto y prolongando la mediana  mb hasta P y bajando la normal  PQ  =    ha  se ve que con los datos  del  problema  se  puede  formar  el  triángulo  PQB,  donde  es PQ  =   ha y  PB  =   2mó. 

Construido  el  triángulo  PQB  con  los  datos  del  problema,  para encontrar el vértice A basta trazar una circunferencia  con  diámetro BM =  m¿,  siendo  M  el  punto  medio de  PB.  Ella  encuentra a la  paralela a  QB  trazada por P en general  en dos puntos  A y Ai que serán dos  soluciones del  problema. 

Uniendo  A con  B  y llevando  por  P  la  paralela a  AB  se  encuentra el punto  C.  Y lo  mismo  con  respecto al  punto   A v

189. 

 Problema  I I .  —  Resolver  un  triángulo  rectángulo,  conociendo.  

 ha  y  B.  Se  tiene

 ha  =    c sen B,  C  =   90°  —  B, 

 c  =    a eos B, 

 b .=   c tg B. 
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De  donde  se  obtienen  fácilmente las  fórmulas  que  siguen, que  resuelven el  problema. 

190. 

 Problema I I I .  —  Resolver  un  triángulo  rectángulo  conociendo la hipotenusa a y el  radio  r del círculo  inscripto. 

F ig u ra   81

Se  tiene (fig.  81)

B  +   C  =   90°, 

B 

G

 a  =   r ctg —  +    r ctg 

 Δ 

 Δ

o  bien

y  también

De  donde

( 1 )

La  fórmula  es  simétrica  con respecto a  B  y  G,  por lo que  podemos suponer  B  >   C. 
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Llamando  φ  al  menor  ángulo  positivo  cuyo  coseno  está dado por la (1)  tenemos:

de  donde

B  =   45°  +   φ,  

C  =   45°·—  φ. 

Y  luego  se  calcula   b  y   c :

/>  =   α-sen B, 

 c  —   a  sen C. 

El  valor  de  B  debe  ser  menor  que  90°. 

El  valor  O,  debe  ser  positivo,  lo  que  significa  φ  <   45°.  

Luego  debe  tenerse:

B - G  

B +  O

0 < ---- < — --

^  

9  

^  

o

liemos  supuesto  B  >   C  o  bien

de  donde

La  segunda  parte  de  la  desigualdad,  es  evidente  porque   a   y   r   son positivos  y  siempre  se  cumple. 

De  la  desigualdad

sacamos

que  es  la  condición  para  que  el  problema  pueda  resolverse  y  admita

 a (|/ 2  —  1)

una  solución.  En  el  caso  límite  en  que   r   =   ——  ----- el  triángulo  es 2

isósceles.  Es  claro  que  si  se  tiene la  solución  ABO  de la figura-  donde B >  C,  admite  luego  la  solución  A x B ü,  donde   A 1 es el  punto  simétri
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co de A  con respecto a la  mediatriz  de BC.  En  el triángulo 

BC,  se 

tiene  que  el  ángulo al  vértice O es  igual  al  ángulo B de la I a  solución. 

 Segunda solución.  — Se  pueden  calcular  directamente  los  valores de  b  y   c.   En  efecto,  de  la  figura 81  se  obtiene  fácilmente,  siendo   2p el  perímetro  del  triángulo  buscado:

 r =   p   —  a, 

o  bien 

 b  +    c =   a  -f-   2r

y   además

 b2  +  c2  =   a2. 

Se  tiene así  un  sistema de  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas.  Se obtienen   b  y c,  calculando las raíces  de la  ecuación

 x2  —  (a  +   2r)  x  +   2 r (a  +    r)  =  0. 

Geométricamente  puede  construirse  el  triángulo  ABC  (fig.  81), trazando  primero  el  triángulo  BOC,  del  cual  se  conoce  BC  =   a,  la altu ra OH  =    r y  el  ángulo

BOG  =   180°  -  

=   135°·

Se  toma  BC,  se  traza  sobre  él  el  segmento  capaz  del  ángulo  de 135°  y se lleva la  paralela a BC  a la  distancia  r.   Los  puntos  en  que 

■encuentra al  segmento  capaz  son  los  centros de la  circunferencia ins-eripta  para las  dos  soluciones  del  problema. 

Se puede  también  proceder en la siguiente forma:  Se traza el círculo  ex-inscripto  al  ángulo  A de  centro O'  y  se  tiene  en  la  figura  82

AB  -|"  BH  -f-  HC  -f  AC  =   2 p. 

Y  puesto  que

BD  =   BTj 

y 

DC  =   CT2, 

se  tiene

AB  +   BTj  +   CT2  +   AC =    2pj

o  bien

ATX

+   AT2 =   2 py

16
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y  puesto que 

ATX

=   AT2, 

se obtiene 

ATX

=   AT2 =   p. 

Pero 

A F   =   A E    —   p   —   a   =   r  

luego


F T i 

E T 2  =   a. 

Y de ahí la  construcción.  Se toma un  ángulo recto.  Sobre  sus lado» 

se llevan  AF  =   AE  =   r y  luego  a  continuación  FTX

=    a.y  ET2 =    a. 

 A

Se obtienen  con las  normales  en F,  E,  T1  y  T2  los  centros  O  y  O' de los  círculos  inscripto y  ex-inscripto.  Las  tangentes  comunes  interiores nos  dan las dos  soluciones del  problema. 

191. 

P r o b l e m a   :   Resolver  un  triángulo  rectángulo  conociendo  un cateto  b y  el ángulo  φ   que forma  la mediana relativa  a ese cateto  con  la hipotenusa. —  Conocemos (fig.  83),  b y  φ. 

Llamemos   x al  ángulo  ABD  y tenemos

Y
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Luego:

/ 

v 

tg  φ) +   tg  x 

tg  φ  +    X) =  

.  fn  —  =   2 tg a>. 

1   T--  tg  φ tg #

De donde:

2  tg  φ tg 2  x  —  tg  x  +   tg  φ =   O

y  se tienen  en general  dos  soluciones. 

F ig u ra  83

Para que el  problema  sea posible,  se necesita que

1   > 8  tg 2 φ

o  bien

El  valor  máximo  de  φ  está dado  por

Corresponde a :

Tmáx  =   19°28'16". 

Y  el  valor correspondiente de  x

Corresponde  a 

Y  resulta:

Se  puede resolver el problema geométricamente. 

Para ello tomamos  AC   =  b  y  en  A  se traza la  normal   Ay.  Se  busca el medio  D  de AC y sobre  DC se traza el segmento capaz del ángulo  φ. 

Los  puntos  B  y  Bj  en  que  la  circunferencia corta a Ay,  unidos  qou C  nos dan las  dos  soluciones  ACB  y  ACB1#  Si  el  círculo resulta tangente a  A  y las  dos  soluciones se  confunden  en  una  sola,·  y  si  es  exterior,  no  hay  solución. 
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192. P r o b l e m a  r   En  un  triángulo  rectángulo,  la  altura  ha  y  los lados  o,  b  y  a  están en  progresión  geométrica de  razón x.  Calcular el triángulo para un valor dado  de ha.  — Tendremos  entonces

 c —  hax 

 b  =  hax2 

 a  =  haxB. 

Y  también

a2 =    b2  +   o2. 

Y reemplazando se tiene:

 K x 5  =    h 2xé  +    h%x2

o bien

#4  —  x 2  — 1  — 0, 

de donde

Y tomando el  valor positivo,  se tie n e :

Y luego es fácil obtener  e,  b y   a en función  del valor de  ha  conocido y   de  x calculado. 

Suponiendo 

1  resulta  #=1.272  c=1.272   b  =   1.618  a=2.058 

B  =   51°49'37"  O  =  38°10'23". 
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CAPITULO  I I I

RELACIONES  ENTRE  LOS  LADOS  Y  LAS  FUNCIONES  TRI

GONOMÉTRICAS  DE  LOS  ÁNGULOS  EN  UN  TRIÁNGULO 

CUALQUIERA. 

193. 

T e o r e m a   (llamado  del  seno):   E n un  triángulo,  los  lados son directamente proporcionales a  los senos  de los ángulos  opuestos y  la relación  de  proporcionalidad  es  igual  al  diámetro del círculo  circunscripto  al triángulo.  — Sea nn 

triángulo  ABO  (fig.  86)  y  tracemos  el  círculo 

circunscripto  de  centro  O  y  radio  R.  Tracemos del  centro O  la  perpendicular OP  al  lado BO.  El  ángulo  BOP  tiene  por medida  el  arco 

BíT,  vale  decir la mitad  de  BNC.  Si  el  ángulo  A  es agudo,  tiene  por medida  la  mitad  del

® 

? 

 v  

■

 

Figura  86

arco  BNC,  es  decir  en  este  caso BOP  =   A. 

En  caso de que el  ángulo  A  sea  obtuso,  como  ocurre para  el  triángulo  BAO  de la misma figura,  el  ángulo A' de ese triángulo tiene por medida la mitad  del  arco B AO y  en  ese  caso  se tiene

BOP  =   180°  -   A'. 

Para  los dos  casos,  se verifica  entonces

sen BOP  =   sen A. 

En  la figura,  el triángulo rectángulo  BOP  nos  da

BP  =   OB sen BOP. 

Donde 

BP  =    % 

OB =  B, 

BOP  = A. 

Luego

 a

-   =   R sen A, 

o  bien 

=   2R. 

2 

’

sen A
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En forma  análoga,  trazando  de  O  las  perpendiculares  sobre  loa lados   b y e ,   obtendríamos relaciones correspondientes. 

Es decir,  que

lo que demuestra el  teorema. 

De ahí sacamos las dos relaciones

independientes  entre sí, j a   que en  cada  una figuran  elementos que no están en  la otra.  Esas dos relaciones, junto con la  conocida

A  +   B  +   O  =   180°

forman  las  tres  relaciones  independientes  que  vinculan  a  los  seis elementos  fundamentales del triángulo  plano. 

194. Teorema (llamado de las proyecciones):   E n   todo  triá n g u lo  la 

 m e d id a   de  c a d a   lado  es  ig u a l  a   la  su m a  de  los p r o d u c to s   de  los o tr o s   dos 

 p o r   los  cosenos  de  los  án gu los  que  ésto st  f o r m a n   con  el  p r im e r o . 

Es 

decir que debe tenerse

 1 

 a   =   & 

eos C  +    c eos B 

 b  =    c eos A +    a eos C 

 c  =   a  eos B  +    b eos A . 

En  efecto,  puesto que

 i

A  +   B  +   C  =   180°

se tiene 

; 

A  =   180°  -   (B  +   O)

lo  que nos da 

 s 

 ¡

sen A =   sen (B  +   C)  =   sen B eos O  +   sen C eos B. 

 t

Y  multiplicando los dos  miembros por  2R  y  teniendo en cuenta el teorema anterior,  se  tiene

.  i  i

 d   =    b eos C  +    c eos B
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y  procediendo  en  la misma  forma,  obtendríamos  fórmulas  análogas para  b y   c,   lo que  demuestra  el  teorema. 

Estas  mismas  fórmulas  pueden  obtenerse directamente  del  triángulo (fig.  87). 

Sea  ABO  el  triángulo y tracemos  la altura  AH,  suponiendo que el triángulo  no  sea rectángulo  ni  en  B  ni  en  O. 

E igu ra  87

Pueden  darse  dos  casos :  que  el  pie de la  perpendicular AH  caiga sobre  a o  sobre  su  prolongación,  como muestra la figura  87. 

En  el primer caso tendremos

BC  =   BH  +   HO

y   en  el  segundo  caso

BO  =   BH  -T  OH. 

Se  tiene

BH  =   c eos B

y  en  cuanto  a  HO,  en  el primer caso

HO  =    b eos O

y   en el  segundo  caso

HO  =    b eos (180*  —  O) =5=  -    b eos O. 

Y  en los  dos  casos

 a  =   b eos O  +   c eos B 

y  análogamente  para  los  otros  lados

 b  =    a eos O  +    c eos A 

 c  ==   a eos B  +    b eos A. 
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195. 

T e o r e m a   (llamado  del  coseno  o  de  C arnot);  E n  todo  triángulo,  el cuadrado de un  lado  es igual a  la  suma de  los cuadrados de  loe otros  dos  lados,  menos el doble  producto  de estos dos  lados por el coseno del ángulo opuesto al primero,  —  Sea  un  triángulo  ABC  y  BH  la perpendicular bajada  desde el  vórtice  B  (fig.  88)¿  Se pueden  presentar dos  casos,  según  que  A  sea agudo u  obtuso.  Supongamos  primero  el ángulo  A  agudo.  JSn esté caso,  por un teorema conocido de geometría? 

tenemos:

BC2  =   AC2  +   AB2  -   2 A C , AH. 

Pero es

BC  =    a 

AC  =    b 

AB  =   c

y  el  triángulo rectángulo  AHB  nos da

AH  =   AB eos A  =    c eos A. 

Y  se tiene

 a2  =    b2  +    c2  — 2 be eos A. 

En el  caso en  que el ángulo  A  sea obtuso,  se  tiene  análogamente BC2 =   AC2  +   AB2  ■+  2AC - AH. 

(1)

Y ahora  se tiene

AH  =   AB eos BAH  =  AB eos (180°  — A)  =  — c eos A. 

Y reemplazando en (1)

 a2 =  b2  +  c2  —  2be eos A. 
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Se demostraría igualm ente:

 b2 =   a2  +  c2  —  2 ac eos B 

 c2 =    a2  +    b2  —  2 ab eos O. 

con  lo que queda  demostrado  el  teorema. 

196. 

T e o r e m a   (llamado  de  Delam bre):   E n todo  triángulo  la  suma (o  la diferencia)  entre dos  lados  es al tercero,  como  el coseno  (o  el seno) de  la semi-diferencía de  los ángulos opuestos a los primeros es al seno (o al coseno)  de  la mitad del ángulo  opuesto al  tercer  lado.   —  Es  decir  que debe verificarse

y también

En efecto,  del teorema del seno

Y  transformando  en  producto  la suma o diferencia de  senos y  expre-ü

sando  sen G  en  función  de  —  resulta

 Δ

y
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A   +   B 

O

y recordando que  A  +   B  +   C  =   180°, se saca  — -—   =-90°  — — > es decir que

lo que nos da

( 1 )

( 2 )

y queda demostrado  el teorema. 

197. 

T e o r e m a   (llamado  de Neper):   E n  todo  triángulo  la  diferencia de dos  lados es a su suma,  como  la relación  entre  las tangentes de  la< semi-diferencía  es  a  Id  tangente  de  la  semisuma  entre  los  ángulos opuestos. 

En  efecto,  tomando  el  teorema  del  seno,  se tiene

de  donde

( 1)

y análogamente

( 2 )

( 3 )
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Podríamos  haber  obtenido las  mismas  relaciones del  teorema  de 

Delambre.  En  efecto,  dividiendo  entre  sí  las  relaciones  (2)  y  (1)  del teorema  anterior,  se tie n e :

c

 y   recordando  que — =   90° — (A +  B),  se  tiene

 Δ

F ig u ra   89

Se pueden todavía obtener las  mismas  fórmulas  por  otro  camino. 

Sea  el  triángulo  ABO.  Con  radio   c  y  centro  en  A  tracemos  una 

•circunferencia.  Prolonguemos  AO  hasta  M  y  X  como  indica  la figura  89. 

Tracemos  BN y llevemos  ML  paralela  a BN.  Tendremos  a s í:

Ύ  el  triángulo  MBO  nos  da

MC

BÓ

•o bien

^Teorema de Delambre)

Y  también  de la figura,  observando  que los  triángulos  MOL y  NOB 

son  semejantes y el  ángulo  NBM  es recto =   BML
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de  donde  se  obtiene,  recordando  que ^   —  90®  —  ^  

^

 ¿¡

3

que muestra el  teorema. 

198.  Resumen.   τ^~Εη  resumen  hemos  encontrado los  siguiente», grupos  de fórmulas:
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lís  fácil  darse  cuenta  que  los  grupos  de  fórmulas  II,  III,  IV   y  V 

pueden  deducirse del  grupo I.  En  efecto,  en realidad las tres relaciones  independientes  entre  los  seis  elementos de un  triángulo,  dados por el  grupo I,  son las únicas  relaciones  independientes  que  pueden encontrarse entre los  seis elementos  fundamentales  del  triángulo. 

En  efecto,  suponiendo  por  un  momento que  existe  otra  relación cualquiera

 f { a ,   b,  c,  A,   B,  C)  =   0

entre los  elementos  del triángulo,  independiente  de las fórmulas  del grupo I,  se  tendría  que  conociendo  dos  elementos  cualquiera  del triángulo tendríamos  cuatro  ecuaciones  con  cuatro  incógnitas  que permitirían  calcular los  cuatro  elementos restantes y por lo tanto  un triángulo  quedaría determinado  cuando  se  conocen  sólo  dos  elementos  fundamentales,  lo  que  es  imposible. 

Quedamos  entonces  que los  grupos de  I  a  V no  son independientes y  pueden  deducirse  uno  del  otro. 

Vamos  a pasar de  un  grupo a otro. 

1 9 9 .   E q u iv a l e n c ia   d é l o s   g r u p o s   I  y   I I |  —  P ara  pasar  del grupo I  al  grupo  IIJ basta ver la  primera  demostración  del teorema de  las  proyecciones,  n°  194. 

Recíprocamente,  tratemos  de  deducir del  grupoCl  la relación

 a■



 b

sen A 

sen B
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 Qjri & 

lo  que se  obtiene eliminando φ   gaf de  las  fórmulas

Se tiene

* 

 a2  —  b2  =  c {a eos B  —   b eos A)

! 

y  reemplazando  c por  su  valor  sacado  de  la 3á  del  grupo  I I I a2  —  b2  =    (a eos B   +  b eos A)   (a eos B  —  b eos A) o bien 

 a2  —   b2  =    a2 eos2 B  —   b2 eos2 A de donde 

a2(l  —  cos2B)  =   62(1  — eos2 A) 

es  decir

 a2 sen2 B  =    b2 sen2 A. 

Y  como  a,  6,  sen  A,  sen  B  son  positivos  en el  triángulo,  se tiene Y procediendo  en forma análoga  se mostraría también

Para deducir ahora la relación

A  +   B  +   O  =   180°

pongamos

lo  que nos  da

 a  =   K sen A 

 b  =   K sen B 

 c  =   K sen C. 

Reemplacemos por  estos  valores  en  las  tres igualdades  del  grupo J T | 

y  tenemos,  simplificando

sen A  — sen (B  +   C) 

sen B  =   sen (O  +   A) 

sen O  =   sen (A  +   B). 
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Como  A,  B  y  C son cada  uno  menor que  180°  debe tenerse por la  I a  o A  —  B ' f   C 

o  bien

A  =   180°  -   (B  +   C). 

Y lo  mismo,  por  la  2a debe  s e r :

B  =   0   +   A

1 h

o bien

B  =   180°  -   (G  +   A). 

igualmente la 3a  nos  da,  ya  s e a :

G  =   A  +   B 

o  bien

G  =   180°  -   (A  +   B). 

Si  no fuese

A  +   B  +   ü   =   180°

será

A  =   B  +   G 

B  =   ü   +   A 

O  =   A  +   B

lo  que  significaría  A  —  B  =   O  =   0,  y ello es  imposible. 

Luego debe  ser

A  +   B  +   ü  =   180°

lo  que demuestra la  cuestión. 

200. E q u iv a l e n c ia   d e   lo s  g r u p o s   II  y   III.  —  Supongamos conocido el  grupo I I  y  vamos  a deducir de  él,  el  grupo  III. 

De las dos últimas del  grupo  Illsacamos

 b  —  c eos A

eos C   = --------------

 a

y

 ^  

 c  —  b eos A

eos  B  = -------------- -

 a
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Y reemplazando  estos valores  en  la  I a del  grupo IlJse tiene

de donde

Y análogamente para   b2 y  c2.   Del  grupo  II pasamos así al grupo III. 

Recíprocamente,  vamos  a pasar del  grupo I I I  al II. 

Basta para ello,  sumar las dos últimas  del grupo  11^ y se tie n e : b2  -f   c2  =  c2  -f  2  a2  +    b2  —  2  ae eos B  — 2  ab eos C, y simplificando y dividiendo por a,  se tie n e :

 a =  b eos O  +    c eos B, 

y  en forma análoga para  los otros lados. 

201. E q u iv a l e n c ia   e n t r e   lo s  g r u p o s   I y   III.  —  Del  grupo  I vamos a deducir el  grupo III. 

Tomemos la relación  A  +   B  +   G  =   180°,  de donde  se  saca 

sen A  =   sen (B  +   O)  =   sen B eos G  +   sen O eos B, 

y  elevando al  cuadrado

/

sen2 A =   sen2 B eos2 O  +   sen2 O eos2 B  +   2 sen B sen C eos B eos  0

 *

o  b ie n :

sen2 A  =   sen2 B  +   sen2 G  *f  2 sen B sen G (eos B eos O  — sen B senC) pero e s :

eos (B  +   G)  =   — eos A =   eos B eos O — sen B sen G

luego:

sen2 A =  sen2 B  +   sen2 C  —  2 sen B sen C eos A

y reemplazando  sen A,  senB  y  sen C  por las  cantidades  proporcionales a,  b y  c  se tie n e : a2  =    b2  +    c2  — 2  be eos A 

e igualmente para   b y c. 
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Recíprocamente,  del  grupó  III, vamos a; deducir el  grupo  I. 

^Tomemos las  fórmulas

 a2  =    b2 +    c2  —  2 be eos A 

 b2  =    c2  +    a2 —  2 ca eos B

y  sumando  tenemos

 2  c2  =  2 c(b eos A  +    a eos B)

o  bien

 e  =  b eos A  +    a eos B. 

,(f}

Y  restando  miembro a  miembro  las  mismas fórmulas,  tenemos

 a2  —  b2  =  c (a eos B  —   b eos A). 

Y  reemplazando  ahora  c por  su  valor dado  por la  (1),  se  tiene a2  —   b2  =  (a eos B  +    b eos A)  (a eos B  —  b eos A). 

=    a2 eos2 B  —  b2 eos2 A  =    a2 (1  —  sen2 B)  —   b2 (1  —  sen2 A). 

Y  simplificando  se tiene

Ί  . 

a 

 b

 a  sen  B   =  b  sen  A  o b i e n -------= ------ -

sen A 

sen  B

e igualmente  se obtendría  para el  lado   c.  

Falta deducir ahora la  relación

A  +   B  +   C  =   180°. 

Hemos  visto  que es

Reemplazando  en  la I a  del  grupo  III,  los  valores  de  a,  b y  c,  se tendría,  eliminando  el factor común  K2 que

sen2 A  =   sen2 B  +   sen2 C  — 2  sen  B  sen  C  eos  A

de  donde

eos2 A  — 2  sen  B  sen  O  eos  A  +   sen2 B  +   sen2 C  —  1  =   0. 

17
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Ecuación de 2o  grado  que nos permite calcular eos A  y nos da:

eos  A  =   sen B  sen  O  +  (/sen2 B  sen2 O  — sen2 B  —  sen2 0   +   1 

o

eos  A  =   sen  B  sen  O  +   ^(1  —  sen2 B) (1  — sen2 O)

o  también

eos  A  —  sen  B  sen  O  +   eos  B  eos  C 

es decir que debe  ser

eos  A  =   eos (B — C) 

o bien

eos A  =   —  eos (B  +   G). 

Debiendo  los  ángulos  ser  menores que  180°,  la  I a igualdad nos da A  =   B  -   C

y  encontraríamos  análogamente. 

B  =   G  -   A 

C  =   A  -   B

lo  que  equivale a

A  +   B  +   G  =   0

es  decir,  que debemos  desechar la solución

eos  A  =   eos (B  —  C). 

Luego debemos  considerar  la igualdad

eos  A  =   —  eos (B  +   C), 

la que nos da

A  — (B  +   G)  =   180°

o  sino

A  +   (B  +   G)  =■  180°

la  I a es  inaceptable por ser  A  <   180°,  luego nos queda  finalmente A  +   B  +   O  =   180°. 
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CAPÍTULO  IV

OTRAS  RELACIONES  ENTRE  LOS  ELEMENTOS  FUNDAMENTALES 

DEL  TRIANGULO,  CALCULABLES  POR  LOGARITMOS

202.  Las  relaciones del  teorema del  seno  son  directamente calculables  por logaritmos y lo  mismo  ocurre  con  las que dan  los teoremas de  Delambre y  de Neper. 

Podemos  todavía  deducir  del  teorema del  seno  otras  fórmulas  de aplicación en  la  resolución de  triángulos.  En  efecto,  de ese  teorema deducimos:

Hagamos  ahora

2  p   =   a  +  b  +  c

A

y  expresando  sen  A  en  función de —y  recordando que según  (84) Δ

. 

„  

. 

A

B

C

sen  A  +   sen B  -f  sen 0   =  4  eos — eos — eos —

2 

2 

2

se  tiene:

y  en forma análoga:

Las  fórmulas  que da  el  teorema de  las  proyecciones  no  son  calculables  por logaritmos.  Se  las  puede  transformar  en  expresiones  que lo sean con la introducción de ángulos auxiliares; pero como cada una contiene  cinco elementos fundamentales  sónde poca aplicación  en la práctica. 
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En  cambio,  las  fórmulas  que  da  el  teorema  del  coseno  (de  Carnot) que  no  son  calculables  por logaritmos,  con  simples  transformaciones nos van  a dar  grupos de fórmulas de  gran  utilidad  y  de  mucha  aplicación.  Tomemos  la  relación: a 2  =    b 2  +    c 2  —  2 b e   eos  A de  donde  sacam os:

pero  por  otra  parte

y  reemplazando  el  valor  del  eos  A  se  tiene

o  también

y  también

Poniendo  ahora

 2 p   =   a   +    b  -f   e

donde p   es  el  semi-perímetro,  se  tiene:

 a   +   b  —   e =   2 p   —   2 c   =   2  ( p   —  e)

 a   +    e  —   b —   2 p   —   2 b   =   2   ( p   —  b)

 b  -f   e  —   a   —  2 p   —   2 a   —   2   ( p   — a )

y  substituyendo  estos  valores,  se  obtiene

( 1 )

(2)
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y dividiendo  una por la o tra :

(3)

donde  solamente hay  que  considerar el  signo   más  para los  radicales, porque  el  valor  de  A  es  menor que  180°,  es  decir —  <   90°. 

2

Se  obtendría  en  forma análoga:

203. 

Fórmulas que dan  Jas  funciones  goniométricas de la mitad  de 

los ángulos  en función de los  lados.  Podemos  todavía obtener  el  seno del  ángulo mismo poniendo:

204.  Del  teorema  del  seno,  deducimos tam bién:

y  tam bién:

Y  en  igual  forma  obtendríamos:
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y

Y teniendo  en  cuenta que  a  +    J),  +    c  =  2p,  se obtiene: Área del  triángulo

205. T e o r e m a  :   El  área de  un  triángulo  es  igual al  semi-producto de  dos  lados,  por el seno  del  ángulo  comprendido.  — Sean   b  y  c  dos lados y A el ángulo comprendido. Tomando  b  como base, la altura correspondiente es  BH =   hb y el  área S  tiene  por  expresión:

y  es:

F igu ra  90

y  se obtiene:
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y  del  mismo modo  tendríam os:

o

206. 

Si  queremos  el  área en  función de los  lados,  podemos  expresar,  por ejemplo  sen  A  en función del  arco  mitad y tenemos: S  =   -  be  2  sen ^  eos φ  

2 

2 

2

A 

A

y  reemplazando  sen — y eos — > por sus  valores  dados  (1) y (2)  n° 202

2 

2

se  tiene  simplificando

S =    ψp (p — a) {p — b) (p — c)

fórmula conocida  con  el  nombre de fórmula de  Heron  y  da el  área de un  triángulo  en  función de los lados. 

ΛΛ_ 

. 

 cí -\-b 

 c

207.  Y  si  se  reemplaza  p p o r --------- se  obtiene:

S  =   -   \  (a +   b +   c) {b +   c —  a) (a -f  c  —  b)(a +   6 —  c) y  efectuando las  operaciones y  simplificando  se  obtiene  una  nueva expresión de la  superficie  del  triángulo que es  incómoda  por no  ser calculable  por logaritmos. 

S  =   |/ 2  a2b2 +  2  b2c2 +  2  a2c2 — a* — b* — c4. 

A 

B 

O

208.  Tomando  ahora  los  valores  de  tg  —y  tg — y  tg   —  en  función 2 

2 

2

de  los  lados,  dados  por  (202),  se tiene  fácilmente:

teniendo en cuenta  la  fórmula de  Heron,  se saca
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209. 

Es  fácil  también,  teniendo  en  cuenta las  fórmulas  de  (202) y la fórmula de Heron,  obtener:

y  la que  teníam os:

 Corolario 1 :  E l área de un  paralelo gramo  es  igual  al  producto  de dos  de sus  lados  adyacentes por el seno  del ángulo  comprendido. 

En efecto,  basta trazar la  diagonal que une los dos extremos  de los lados  que  se  consideran,  para ver que queda  el  paralelogramo dividido en dos  triángulos  iguales  y  luego  expresar el  área  en  función  de esos lados  y  el  ángulo  comprendido. 

 Corolario  I I :   E l área  de  un  cuadrilátero  convexo  es  igual al semi-producto de  la medida de sus diagonales, por el seno del ángulo comprendido.  —  En  efecto, si  x y a?',  y  e  y'  son  los  segmentos  en que  cada una de las  diagonales   d  y   d'   quedan  divididos y  llamamos  a  al  ángulo agudo que ellas  forman, llamando  S  a  la superficie  del  cuadrilátero, se tiene  :

 Corolario  111:  E l  área  de un polígono  regular de  n  lados inscripto en un círculo  de radio  R   es dado p o r:

En efecto,  el  polígono  regular está formado  por   n  triángulos isós360°

celes  de lados  R  y ángulo  comprendido

 n
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El  radio  R es la hipotenusa de un triángulo rectángulo  cuyos  catetos  son la mitad  del lado  del  polígono  y  el  apotema  del  mismo.  Llamando   l al  valor del lado y  a al  valor del  apotema,  tenem os: 360(

Y  poniendo  en la fórmula anterior sen

*  en  función del ángulo

 n

mitad,  se  tie n e :

o  también
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RESOLUCIÓN  DE  TRIÁNGULOS  CUALQUIERA

210.  Casos  clásicos.—   Un  triángulo  plano  queda  determinado cuando  se conocen tres de  sus elementos fundamentales y  entre  ellos entra por los menos una longitud. 

Usaremos la  notación indicada en el  n°  177  y estudiaremos  ahora los  casos clásicos;  es decir,  aquellos en  que los datos  que  se  conocen son  solamente lados y  ángulos. 

·

Es fácil  darse  cuenta  que  conocidos  tres  elementos,  las  fórmulas del  n°  198  nos  permitirán siempre  encontrar  los  tres  elementos restantes. 

Estudiaremos todos los  casos  que puedan presentarse y  para  cada 

caso  calcularemos también la superficie. 

Siempre  es  conveniente  calcular  los  elementos que  se  buscan,  y desde luego siempre que  se pueda,  en base a los  datos  conocidos y no en  base a  elementos  calculados. 

Tiene  ello la ventaja,  en general,  de evitar  la propagación de errores  que  siempre  se  cometen al calcular. 

Los  cuatro  casos  clásicos que  se presentan,  son ! 

 а)  Dados  un  lado  y   dos  ángulos.  —  Poco  importa  cuáles  sean  los dos  ángulos,  porque cuando  se conocen  dos  ángulos,  el tercero es  lo que falta  para que  la  suma  de los  tres valga  180°.  El  tercero  es el suplemento de  la suma de los dos ángulos  dados. 

б)  Se  dan   dos  lados y  el ángulo  comprendido. 

 c)  Se conocen   dos  lados y  el ángulo opuesto a uno  de ellos. 

 d)  Se dan   los tres lados. 

211.  Primer caso :  Resolver un  triángulo  dados  dos  ángulos  B   y  C

 y  el  lado  a. 

T enem os:
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Luego podemos  calcular Á, por

A  =   180° —  ( B   +   O). 

Y conociendo los tres  ángulos,  se tiene

 a sen B 

 a sen B 

sen A 

sen (B  +   C)

 a sen C 

 a sen O

sen A 

sen (B  +   C)

F ig u ra   92

Y  el  área  S,  sería:

Para que el  problema  sea  posible  es  necesario  y  suficiente  que la suma  B  +   C  sea  menor que  180°. 

 Segunda solución :  Puede también resolverse en la siguiente forma : Primero,  calculamos  A  por  A  =   180°  —  (B  +   C)  y  luego  par las fórmulas de  Delambre (n°  196)  se  tie n e :

lo  que nos  permite calcular  b  y   c. 

 Ejemplo :  Sea   a  =   342.72 m, 

B  =   48°57'20"  y  C  =  45°17¿15" 

 a)   Con las fórmulas

 a sen B 

 a sen C 

1  0 sen B sen C

 b  = ------ i- f    e  =■■------ r ’ 

s   =   ó  a  --------- :-----

sen A 

sen A 

2 

sen A

 a  =   342.72 m 

sen B  =   9.87749 

B  =   48°ó7'20" 

 a  =   2.53494

C  =   45°17'15" 

sen A  =   9.99881 

sen C  —  9.85165

A  =   85°4ó'25" 

 b  =  2.41362

 b  =  259.19 m 

 c = 2.38778

 c =   244.22 m 

 a2 = 5.06988

S  =   31563.10 m2

2S  = 4.80021

2  = 0.30103

S  = 4.49918
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Es fácil darse  cuenta el  orden que conviene  seguir en los  cálculos. 

Puestos  los  valores de   a,   B  y  O,  se  obtiene  en seguida  el  valor  de A  =   180°  — (B  +   C).  Luego  se  obtienen  con  la  tabla  los  valores

* 

üf

log  a,   log  sen A,  log  sen B  y log sen O,  que  se escriben a la derecha. 

Ahora  obtenemos  log  b  =  log  a  -f  log sen  B  — log sen A  y  log  c = 

 =  log  a  +   log sen O  — log sen A.  Se obtiene también log  a2 =  2 veces log a;  Luego sumando a log  a2  el  log sen B  y el  log sen O y  restando el  log sen A se obtiene  log 2S.  Restando el  log 2  se obtiene log S.  Y 

ahora obtenemos  &, c y  S. 

 Ejemplo :  b)  Con las  fórmulas

Es fácil darse cuenta del orden a seguir.  Puestos  a, B y C  se obtiene B  +   O 

B - C , 

, 

. 

B —O  , 

B - C

en  seguida— -—   y

Luego log a, log sen —--—> log eos —  -—

2

2 

J  

J

B  

Q  

g   j   Q

log sen — -—   y  log eos — -—  · Ahora  obtenemos log  (b +  c) = log  a +  

2 

2

, 

B - 0  

, 

B + C  

, 

, 

x  , 

, 

B - C

+   log eos —  ------log eos —-—  y log  (b — e)= log  a +  log sen —  ------

2 

2 

2

B  -   O

log Sen

■ 

 *

 2

Obtenemos ahora los valores  áeb  +  c y b   —  c  y por lo tanto   b y   e. 

El  valor de A  es el  suplemento  de  B  +   C. 
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 Tercera solución. r -   Cuando el  valor que  se obtiene  para A  resulta poco diferente  de  B  (o de  C),  se  obtiene mayor exactitud  calculando; _ 

 a sen B 

sen  A  —  sen B

 a  —   o  =    a ----------—  =    a ----------- -------

sen A 

sen A

o  bien

I 

A  +   B 

A  -   B

' 

eos ——-—  sen — -r—■

, 

2 

2

 a  —  b  =  2 a ----------------------------

sen A

y  conociendo  la  diferencia   a  —  b,   se  obtiene  en seguida   b. 

212.  Segundo caso:  Resolver un  triángulo dados dos  lados y el ángulo comprendido. —  Sean  b  y  c los  Lados  dados y  A  el  ángulo  (fig.  93). 

Se  tiene en  primer  lugar

o bien

( i )

F ig u ra   93

Por otra  parte,  las  fórmulas  de Keper  (161)  nos  dan

( 2 )

__   Q

La  que nos  permite  calcular  el  ángulo  —------ y  combinando con  la 2

(1)  se obtienen los  ángulos  B  y  C.  Conocidos  B  y  C,  se  calcula   a  por el  teorema del  seno

(»)

Se  puede  calcular  a  partiendo de  las  fórmulas  de  Delambre:
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La superficie  S del  triángulo,  se calcula  por  la fórmula:

S  =    \  be sen A. 

 Z t

 Discusión.  —  Gomo  la  tangente  puede  tomar  todos  los  valores g _ Q

reales,  el  valor de  tg — - —-  dado por la fórmula  será siempre  acep-Δ

table. 

Admitamos que de  los  valoreé  de los  lados   b  sea mayor que   c.  El Ή  —  O

valor de  tg  — r —  será positivo y siempre se encontrará  un ángulo a en el  primer  cuadrante que satisfaga a la relación. 

B  -   O

Los ángulos  B  y  O  son  cada uno  menor que  180°,  entonces

 2~

debe estar comprendido entre  — 90°  y  +   90°. Luego no hay más  que Β  -   O

un  valor para

y  es

 2 ~

Se  tiene,  por otro  lado

luego:

Para que estos valores  puedan  aceptarse,  deben  estar  comprendidos entre 0o  y  180°.  Ello ocurre  para B,  ya  que a 90°  le  restamos  un ángulo  menor  que  90°  y  íe  sumamos  a,  que  es  también  menor que  90°. 

El ángulo  C  es,  desde luego,  menor que  180°,  ya que es menor que 90°.  Es  menester que  sea  positivo,  para lo cual  debe  tenerse:
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A

Siendo los ángulos 90°   — -   y a ,  menores que  90°,  sus  valores  están en el mismo orden  que sus  tangentes.  La  desigualdad  anterior  se cumplirá,  si  se  cumple la  siguiente:

o  tam bién:

lo que es  evidente. 

Los  valores de  B  y  C  siempre  existen y  son únicos. 

En  cuanto  al  valor de   a dado  por  la  (3)  siempre  existe y  por  lo tanto el  problema siempre admite  una  solución y  una sola. 

 Observación1. —  La fórmula  (2)  no  es  calculable  por  logaritmos, pero.es  cómoda cuando  se dan los valores  de  b  y  c.   Pero,  cuando  en lugar de  conocerse las  medidas  de  b  y  c,  se  conocen  sus  logaritmos, como ocurre muchas  veces  en  la  práctica,  entonces  conviene  transformar la fórmula  (1)  en  una  expresión  calculable  por  logaritmos, utilizando ángulos  auxiliares  de  cálculo. 

Poniendo

se  tiene

se  tiene  entonces:

 Observación I I .  —  El  cálculo  de  a que nos da  la  fórmula  (3),  exige que previamente  se  calcule  B  y  C.  Se podría  intentar calcular directamente  a partiendo del  teorema del coseno  y  se  te n d ría : a  =   |/ó2  +    c2  —  2 be eos A

y  habría que  hacer  calculable por  logaritmos a esta  fórmula,  lo  que
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ya  se lia beclio  en  el n°  97.  Se tendría  que calcular el  ángulo auxiliar φ  dado  por

y  resulta

■ β __q

Si  se  compara la fórmula que  da tg φ con la que da  t g ---- -— »  se ve β   _   Q

que el  ángulo  φ  no  es  otra  cosa  que  el  ángulo — -—   y  por  lo  tanto B  ~   O

hemos  caído nuevamente en  el  cálculo  de ---------------------------- i 2

 Ejemplo : 

A  =   85°45'2ó-", 

 l·  =   259.19 m

 c =   244.22. 

Fórm ulas:

Conviene disponer los  cálculos  en  la  forma  que  sigue,  poniendo a la izquierda de la línea  vertical  los  valores y  a  la  derecha  los  logaritmos. 
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Puestos  los  valores  de  A,  δ  y  c,  se obtiene  en seguida   b  +   c,  b  —  c, A 

B  +   O

— y  — - — ·  Luego  obtenemos  con la  tabla  log  (b  —   c),  log  (b  +   c),  

 2¡ 

 A

^ 

^ 

g   _  0

log  ctg —  y  log  sen  —·  Obtenemos  así  log t g — -—  =   log  (b —  c)  +  

 A 

 A 

 A

^ 

g  _  Q

+   log  ctg —  —  log(&  — c),  y  al  mismo  tiempo  log  eos-------- >  lo  que

A 

g   _  0

nos permite calcular log  a  =  log  (b  +    c)  +   log sen —  — log eos — -— ·

2 

2

B  -   C

Ahora  obtenemos  el  ángulo— -—  y  el valor de  a y en seguida obtenemos  B  y  C. 

Cuando  un  ángulo  A s e   aproxima a  180° o  sea  cuando  la  suma b  +    c  sea  poco  mayor  que   a  (fig. 94),  los  cálculos  pueden  efectuarse 

-en otra  forma  para  obtener  mejores resulta- 

«dos.  Se tiene

 a*

  2  =    b2  +    c2 —   2bc eos A. 

F ig u ra   94

Y poniendo

Á  =   180°  -   £

s =   180°  -   A

donde  ε  es  un  ángulo pequeño,  se  tiene

 a2  =    b2 

c2  +   2  b,c eos ε  =    b2  +    o2  -f  2  be  —  2  be (1  — eos s) 18
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o  bien

y  resalta

Siendo  ε  pequeño,  lo  es  también  sen ^  y  se  puede  poner,  con  bas-Δ

tante  aproximación

 E j e m p l o :  δ  =   541.72  m  c  =   320.43  A  —  178°9/20"  ε  =   1°50'40/

A  =   178°09'20"  

2  =   0.30103 

 b  =   541.72 m 

6  =   2.73377 

c* =   320.43 m

 c  =   2.50573

-   -   0°55'20" 

sen  -  =   8.20669

Q

o

sen2 -   =   6.41338 

*> 

 b  +    e   =   862.15 m

d  =  

.10

a  =   862.05 m

Para  el  cálculo  de  los ángulos  se  tiene:

Y  puesto  que  los  ángulos  B  y  O  son  pequeños,  se  puede  poner Y  en  nuestro  caso  se tiene
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Β"  =   4172" 

6640  =   3.82217 

Ο" =   2468" 

862.15  =   2.93558

Β  =  

1°09'32" 

0.88659 

C  =  

0°41'08" 

541.72  =   2.73377 

Α  =   178°09'20" 

320.43  =   2.50573 

Α +  Β +  0 = 1 8 0 ο00Ό0" 

(Β")" =   3.62036 

(O)"  -   3.39232. 

Y  aplicando las  fórmulas

y
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O  también

 b  =*  2.73377

 c =   2.50573

sen  A  =   8.50767

sen  A  =   8.50767

1.24144

1.01340

sen B  =   8.30589

se n ü   =   8.07791

]g.  a  =   2.93555

]g.  a —  2.93549

 a =   862.09

 a =   861.97

 a  =   862,03 ín. 

213.  Tercer  caso :  Resolver un  triángulo  dados  dos  lados  y el ángulo opuesto  a  uno de  ellos. — Sean   a,  b y  A,  los  elementos  conocidos.  Se puede  calcular  B  de la  expresión :

la que  nos  da

( 1 )

Conociendo  ahora  B,  se  calcula  C  por 

F ig u ra   95

O  =   180°  —  (A  -f  B). 

( 2 )

Y luego  el  valor de   c  se  obtiene por la  fórmula:

( 3 )

Y finalmente la superficicie es  dada por :

 Discusión. — Como  el  ángulo  B  está dado por su seno,  es necesario que  éste sea  menor que  la  unidad,  ya que  evidentemente es  positivo, porque  lo  son  α,  δ  y  el  ángulo  A  debe  estar  comprendido  entre 0 y 180°.  Luego debe  tenerse

 b  seno  A  <  a. 

(4)
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Satisfecha  esta  condición,  siempre  se  encontrará  un  ángulo  β  que cumpla la igualdad  :

Q 

 b  sen A

sen  p  = ---------·

‘ 

 a

Y el  valor de  B,  podrá  s e r :

B  =   β 

o bien 

Bx  =   180°  — β. 

En  correspondencia con estos  valores  de  B  encontramos  para C los valores:

O  =   180°  -   A  -   B 

(5)

0 Α

=   180°  -   A  -   (180°  — β)  =   β  —  A. 

(6)

Evidentemente  estos  dos  valores de O son  menores que  180°;  para que  sean  aceptables  es  necesario y  suficiente  que  sean  positivos.  Se nos presentan  dos  casos. 

I o   E l ángulo  A   es  agudo.  — En  ese  caso  el  valor de  O  dado  por la (5)  es  positivo,  puesto que a  180°  le  restamos  dos  ángulos  respectivamente menores que  90°. 

P ara que  el  valor de  Cx  sea positivo,  debe  tenerse

P >   A, 

y  como tanto  β  como  A  son  menores  que  90°,  la  desigualdad  anterior implica  también sen  β  >   sen A

o  bien

 b  sen  A

--------- >   sen  A

 a; 

y siendo  sen A  positivo,  b  >  a. 

Luego,  cuando  A  es  agudo,  si  se  tiene   b  >  a,   hay  dos  soluciones del  problema,  desde  luego  admitido  que  se  cumple  la  condición (4) y  si

 b  < a

hay  una  sola solución. 
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2o   E l ángulo  A   es obtuso. — El  valor de  Cx  es  negativo y  hay  que desecharlo. 

El problema admitirá  una sola solución,  siempre que el  valor de  C 

pueda aceptarse.  Para  que  sea positivo debe  tenerse

180°  -   A  >   3. 

1 

%

Y  siendo  ahora  los  ángulos  (180°  — A)  y  β,  los  dos agudos,  la desigualdad anterior implica sen (180° — A) >   sen β

de donde

4 

 b  sen  A

sen A  > ----------

 a

y  por lo  tanto   a  >  b. 

Luego,  en  este  caso,  para  que  el  problema  admita  una  solución debe tenerse  a  >  b  y  si   a <  b no hay solución  del  problema. 

 Resumen.   — Podemos  entonces  resumir  los  resultados de  nuestro teoremita en  la forma siguiente:

no  hay  solución 

una  solución

dos  soluciones 

una  solución

no  hay  solución. 

Podríamos  dar a  este  cuadro  otra  disposición  teniendo  en  cuenta que  la condición  de ser   a >_b  implica de  hecho la  condición a>_b  sen  A. 

^

Por otra parte,  siempre  que  a  >  b no  hay más que  una  solución. 

Se puede  poner entonces:

una  solución 

una  solución 

no hay  solución 

no  hay  solución

dos  soluciones

no hay  solución
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 Observación  I.  —  Es  muy  cómodo  encontrarlos  resultados anteriores por un  razonamiento  geométrico. 

Para  construir un  triángulo  dados  a,l·  y  A,  trazamos  el  ángulo  A (fig.  96) y  llevamos  sobre  uno de los  lados  de  A,  una  magnitud AC  =    b. 

Con  centro  en  G  y  radio  igual a a, se describe un  círculo,  que  corta en  general  al  otro  lado del ángulo  A  en  dos  puntos   B 1  y  B2.  Uniendo F ig u ra   96

F ig u ra   97

C  con  estos  puntos  se  tienen  las  soluciones  buscadas.  Sea  OH  la a ltura bajada  desde  C  sobre el  otro lado de A. Se  ve  en  las  figuras  96 y 97  que

CH  =    b  sen  GAH. 

Pero,  observando  la figura,  puede verse  que  si  el  ángulo A  es  agudo,  se tiene  GAH  =   A  y  si  el  ángulo  A  es  obtuso  GAH  =   180° — A. 

En  los  dos  casos  se  tiene :

sen  GAH  =   sen  A. 

Para  que  el  círculo  de  radio   a  corte  al  otro lado  del  triángulo debe  tenerse

 a >   OH

y si   a  <   GH  no  hay  solución  del  problema,  lo  que  equivale  a  decir que  si

 a  <  b  sen  A

no hay  solución. 

». 

Si   a >  GH  o si   a >  b  sen  A,  la circunferencia  corta  a  la recta -AH 

en  dos  puntos 

y  B2.  F alta ver  si  estos puntos  están  sobre  el  lado 

del  ángulo  A  o  sobre  su  prolongación. 
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Distinguiremos dos  casos  :

I)   E l ángulo  A  es  agudo  (fig.  96). — En  tal caso,  el  punto  H  está sobre  AN y  el  punto  Bx  es  siempre  aceptable. 

Para  que  pueda aceptarse el  punto  B2,  es necesario que   a  <  b. 

Luego,  siendo  A  agudo,  si   a <  b  hay  dos  soluciones  del  problema y  si   a 

 b,   una sola,  siempre  sobre la  base de  que  se  cumple

 a >  b  sen  A. 

“   ‘ 

·  Λ

II)   E l ángulo A   es  obtuso (fig.  97). — El  punto  H  está  sobre la prolongación  de  ATS.   La  solución  B2 no  es  aceptable. 

Para 7que se pueda  aceptar  la  solución B1?  o  para que 

caiga sobre  AN  es  necesario  que  a >  b. 

Luego,  siendo  A  obtuso,  si  a  >   ft,  hay  una  solución  del  problema-y  si   a <_ &,  no hay ninguna. 

 Observación  I I .  — Hemos  calculado  el  lado  c,  en  base  al  cálculo previo de  O.  Podemos  calcular  c en  base  a los  datos  del  problema. 

En efecto,  partiendo  de la  igualdad

' 

 a2  =  b2  +    c2  —   2bc  eos  A

tenemos la  ecuación  de  2o  grado  en   c. 

 c2  — 26c,cos  A  +    b2  —  a2 =   0

(7> 

que nos  da

 c =   b eos  A   ± Í b 2 eos2 A  +    a2  —  b2·

(8)

Para  que exista  c es necesario que se  tenga

 b2  eos2 A  +    a2  —   b2 >_ 0 

o bien 

 a2 >  b2  sen2 A

de  donde

 a>^b  sen  A

que  es la condición  (4). 

Para  que  los  valores  de   c  dados  por la (8)  sean  aceptables,  es menester que  sean  positivos.  Como  el  producto de las raíces  es   b2  — a2, si  b  <   a,  el producto de  las raíces es  negativo  y no hay  más  que una solución. 
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Si  b  >   a,  el producto  de  las  raíces  es  positivo;  las  dos  raíces  son del  mismo  signo.  Como  1a.  suma  de las  raíces  vale  2 b  eos  A,  si  A es agudo,  eos A  es  positivo y las dos raíces  son positivas,  luego  hay  dos soluciones  del  problema.  Si  A  es  obtuso,  eos A  es negativo y  las  dos raíces  son negativas.  No  hay  ninguna  solución. 

Si  suponemos   a  =   b,   una  de  las  raíces  es  cero y por lo  tanto  inaceptable.  La otra raíz vale  2b eos A y sólo es admisible  si A es  agudo. 

Hemos  encontrado  así  los  mismos  resultados  que  en  la  discusión anterior. 

Como  este  caso,  en la  resolución  de  triángulos  planos  es  el  más interesante,  ensayaremos  todavía otra discusión  más. 

Pongamos  nuevamente

 c =    b  eos  A  +  ]/  b2  eos2  A  +    o?   —  b2  =  b  eos  A  +    ]/ a2  —   b2  sen2  A que podemos  escribir

Introduciendo  ahora  un  ángulo  auxiliar  φ  dado por

tendremos

Es  fácil  ver que  el  valor  φ  que  hemos  calculado,  no  es  otra  cosa que  B. 

sen  φ  =   sen  B

y estando  φ  comprendido  entre  0  y  90°,  se  tiene  que  φ  es  el  valor  β

que habíamos  encontrado

φ  =   β·

Y tenemos  para  c

y

que  son  exactamente  los  valores  de   c que  obteníamos  para cada uno de los  valores  C  y  0^

Hemos caído  pues  al  aplicar  la  fórmula (7)  en los  mismos  cálculos que  en la resolución  primera. 
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 E j e m p l o   1 :  

»

A  =   32°19'40",  a  =? 341.34 m,  b  =   482.70  m._

Conviene  disponer  ios  cálculos  en  la forma que  sigue,  poniendo a la izquierda  los  valores y  a la  derecha los logaritmos. 

A  =   32°19'40" 

 b =   2.68368 

sen A  =   9.72816

 ü  =   341.34  ni. 

2.41184 

 b  =   482.70  m. 

 a  =  2.53319

B  =   49°07'56" 

sen  B  =   9.87865

B, =  49°07'57" 

B2  =   130°52'04" 

 ñ 

=   2.80503 

Oj =  98°32'23" 

C2  =   16°48'17" 

sen  A

 ex  =  631.23 m. 

 c2  =   184.54 m. 

sen Cj  =  9.99516 

sen C2  =  9.46106

 c1 = 2 .  80019 

 e2 =  2.26609

Es fácil  darse  cuenta  de la  distribución  de  los  cálculos.  Se  obtienen dos  soluciones.  Una,  el triángulo  de ángulos A  =   32°19'40",  B 1 c=  49°07'56"  y 

=   98°32'23" 

y  lados

 a =   341.34 m,  b  =   482.70 m  y 

=   631.23 m

 Λ

y  la otra,  el  triángulo  de ángulos

A  =   32°19'40",  B2  =   130°52'04//  y  C2 =   16°48'17" 

y  de lados

 a  =  341.34 m,  b  =   482.70  m  y   c2 =  184.54 m. 

 Ejemplo  2  :

A  =   32°19'40",  a  =   341.34 m,  b =  302.70. 
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Se tiene

A  =   32°19'40" 

 b  =   2.48101 

 a  =   341.34 m. 

sen  A  =   9.72816

 b  =   302.70 m. 

2.20917 

B  ==  28°18'31" 

 a  -  2.53319

Bx  =  28°18'31" 

B2 =  151°41'29" 

sen  B  =   9.67598

C1 =  119°21'49"  Cs =   -  4°01'09" 

 a 

 -   2.80503

=   556.30 m

sen  A

sen  Cj =  9.94028

ct  =   2.74531

El  problema  admite una sola  solución. 

2 1 4 .  Cuarto  caso :  Resolver un  triángulo  dados  los  tres lados. — Las fórmulas  dadas  en  n°  202  nos  permiten  calcular los  tres  ángulos  en función  de los  lados.  Es  conveniente usar las fórmulas de la  tangente, porque ello  exige menos  trabajo. 

En  efecto,  calculando  por las fórmulas  de las tangentes,  se necesita  buscar  solamente  cuatro logaritmos, los d e p 7 p  —  a, p  — b y  p — c; mientras  que usando  las  fórmulas  del  seno,  es  necesario  buscar seis logaritmos,  los  de 

—  a,  p  —  ó,  p  —  c,  a,  fty c ;  y  si se quiere  calcular por las fórmulas  del  coseno,  hay que buscar siete logaritmos, los seis  anteriores  y  el  logaritmo de^?. 

Por otra  parte,  se  obtiene  más  exactitud,  utilizando  las  fórmulas de la  tangente. 

Tendríamos  así,  para calcular los tres  ángulos:

Y  en  cuanto al área  S,  se calcularía por la fórmula de Heron (n° 206)
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 Discusión.  —  Para que  se  puedan  calcular  los  ángulos  por la tan gente,  es necesario que el  producto: P  { p - « )   ( p - b )   ( p- c ) . 

sea positivo,  es  decir  que  el  producto

 (b  +    c  —  a)  (a  4-   c  —  b)  (a  -f   b  —  c).  >   0. 

(1)

Sea   a el  mayor de  los  lados  del  triángulo,  o por lo menos   a el  lado que no  sea inferior a cada uno  de los otros  dos,  tendremos  que : 

‘  ' 

c  +   ft  -    b 

y 

 a  +  b  —  c

son  factores positivos,  puesto que  es

a > 6  

y 

 a ^ c . 

Para  que  el  producto (1)  sea  positivo,  se  necesita que

 b  4-   o  —  a  >   0

lo  que  equivale a

 b  +    c  >  a. 

Para que el  problema  sea  posible  y  admita  una  sola  solución,  se necesita que el mayor de los lados,  sea  menor que la suma de los otros dos. 

A .  B  

c

íTo hay  ambigüedad  para  los ángulos  A,  B  y  C  ya que  —y  — y —

 2  2 

 2

son  menores que  90°. 

Como  una  comprobación  debe  tenerse,  a  menos  de los  pequeños 

errores de  cálculo

A  +   B  +   O  =   180°. 

 Observación. — En la práctica,  podemos escribir las  mismas fórmulas  I,  en la  forma  siguiente:
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Y  Como veremos más  adelante, el radical  expresa el  valor del  radio r   del  círculo  inscripto  en  el  triángulo y tendríam os: Y  también  es  fácil  ver que el  área  S  es

 8  =  pr. 

Estas  fórmulas  facilitan  las  operaciones. 

Se  tienen  además varias  pruebas de los  cálculos,  pues debe  tenerse 1. 

 (p  -   a)  +    (p — b)  -f   ( p - c )   = p

A 

B 

O

2.  P  tg -   tg -  tg -   =    V

3.  A  +   B  +   O  =   180°

 Ejemplo:

 a  =   250.10 m. 

 p  — λ  =   2 . 43361 

 b  =   3 6 0 .70m. 

 p  —   b  =   2.20629 

 c  =   432.20 m. 

 p  —   c  =  1 .95085

 2p= 1043.00 

6.59075 

 p  =  521.50

 p  =   2.71725

 p   —   a  =  271.40 

 r2 =  3.87350 

 p  —  b  =   160.80 

 r  =-  1.93675

 p  —  e  =  

89.30

A 

„

Prueba 1.  p =  521.50

tg -  =   9.50314 

—  =   17°4()'04" 

2

tg ?   =   9.73046

J

Ό

—  =   28°15'45" 

G

2

tg -   =   9.98590 

 Δ

G

— =   44  04  12 

 p  =   2.71725

 Δ

Prueba  2.  r  =   1.93675

A 

35°20'08" 

B  =   56°31'30" 

C  =   88°08'24" 

A +  B +  G =  180o00'02" 
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Λ

Es  fácil  darse  cuenta del orden a seguir.  Puestos a la izquierda  los valores α,  δ y  c,  se  obtiene .2 p y  por  lo  tanto  p>   Luego   p — a ,p  — b y p —  c.   Se buscan luego  los  log(i> —a),  lo g(p — b\  lo g ( p - c )   y  log^?r que  se  escriben  a la  derecha.  Se  suma  log  (p — «) +  log (jfl —  b) +  log (p — c)y  se  le resta  log  p.,   lo que nos  da lo g r2 y  dividiendo  por  2 ,  se tiene  log  r. 

Restando a  logr,  sucesivamente  log(jp —a),  lo g  (p — b)  y  \og(p — c) A 

R 

O

se  obtiene  respectivamente  log tg  —?  log tg  —  y  log tg  — sumados

 éi 

 Δ 

 Δ

éstos con   log p,   debe  tenerse  log.  r (prueba  2 ).  Obtenidos log t g ^ r 2

B 

O 

A B O

log  tg  o  y  log tg  -   se  obtiene 

 -   y   -   y  por lo  tanto  A,  B y  O

cuya  suma  debe dar  180°,  a menos  de  los  errores de cálculo. 

I
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CAPÍTULO  VI

CÁLCULO  DE  ELEMENTOS  SECUNDARIOS  EN  EL  TRIANGULO. 

215.  Cálculo  del  radio  R del  círculo  circunscripto. 

Habíamos  encontrado  por el teorema  del  seno  (n°  193)

lo  que noR  permite  calcular  R. 

Multiplicando  ahora  numerador y  denominador por 

se tiene

Y  teniendo  en  cuenta la  expresión  de  la  superficie  S  del  triángulo,, obtenemos

o  también  según la  fórmula  de  Heron  (n°  206)

El  radio  del  círculo  circunscripto  es  igual  al  producto  de los tres-lados  del  triángulo dividido por el  cuádruple del  área  del  mismo. 

Es  fácil  obtener  también 

4 ,V;  ,t 

 i? 
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216.  Se obtiene fácilmente

y  también

y

Radio  a* del  círculo  inscripto

217.  Para calcular  el  radio   r del  círculo  incripto  en  el  triángulo, 

•cuyo  centro  se  obtiene,  como  se  sabe,  trazando  las bisectrices  de los 

-ángulos  interiores,  unámos  el  centro  con los  tres  vértices  del  triángulo  (fig.  98).  Dividimos  así el triángulo en tres triángulos que  tienen por base los lados y por altura  el  radio   r. 

Tendremos  que  el  área  8,  tiene  por expresión :

•de dondé

( 1 )

-o  también,  multiplicando  o  dividiendo  el  sub-radical  por   (p — a)  o 

 {p — b) o {p — c)  se  tiene
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-como  habíamos  visto en  el n° 214. 

Es  fácil  obtener  también

La  fórmula (1)  dice que  el  radio  del  círculo  inscripto  es igual  a la superficie  dividida por el  semi-perímetro  y  también es fácil  de obte-tier

_y  poniendo

s e   tiene

Radio  de  los  círculos  ex-ínscriptos

218.  Para  calcular  los  radios  de 

lo s   círculos  ex*inscriptos  (fig.  98)

-consideraremos  el  radio   ra  ex-ins- 

-cripto  en el ángulo  A.  Su centro  0¿ 

se  obtiene  trazando  la  bisectriz  del 

ángulo A y  las  bisectrices exteriores 

-en los vértices  B y  C. Uniendo ahora 

s i  centro 

con  los  tres  vértices 

-del  triángulo,  tenemos que el  área  S 

-del  triángulo  es  igual  al  área  AC^C 

jnás  el  área  AOaB  menos  el  área  BOjC,  es  decir  que  se  tiene  : 19
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de donde

y análogamente encontraríamos

Y  expresando  S  en función de los lados y  simplificando:

219.  Se puede  abora establecer fácilmente que

y también

o bien
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Y  poniendo

se obtiene

220.  Y fácilmente  también
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221.  Distancia  entre el  centro  de  la  circunferencia  inscripta y circunscripta en un triángulo plano. — Sea R el radio de  la  circunferencia  circunscripta  de  centro  O' 

y  r el  radio de la circunferencia inscripta  de  centro  O.  La bisectriz  de  A  pasa  por  O  y  por  E, y 2medio  del  arco  BC  (fig.  99). 

La potencia del punto  O  con respecto al círculo 

de  centro O',  siendo   d  = OO',  es

En el  triángulo  OAB  tenemos
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Luego,  teniendo en  cuenta  el  signo

Pero

Es  decir  que

Y teniendo  en  cuenta que

.Resulta 

OA OE  =   d2- R 2  =   -   2Rr 

o bien

 d2  c E 2 -   2Rr. 

222.  Puede todavía darse otra demostración. Tomemos en figura 99. 

Se  tiene

y

o bien

Pero  es  (217)

luego
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y  también

y resalta

 d2  =  R2  -   2R r. 

Podemos dar una demostración  más elemental. 

La bisectriz del  ángulo  A  (fig.  100), pasa por 

Oí  y  por E, medio  del  arco  BC  y  0 2E pasa por 

el  punto  medio   J)  de  BG.  Proyectando  Ox  sobre 0 2E  en  L,  se tiene

=   Ó¡E2  +   OjE2  -   20¡É . ÉL. 

F igu ra 100

/A 

E

Pero  el  ángulo  ΟχΟΕ vale  (—  +   j

—  y  el ángulo

\   Jí 

 Δ

EC^C  también,  luego  es  OxE  =   EC y  se tiene además 

EC2  =   E D . E H   =   2ED . 0 2E  =   Ó¡E2. 

Luego

(V>2  =   0 ¡E 2  +   2ED . 0 2E  -   2 0 2E . EL

O

O^O2  =   0 ¡E 2  -   2 0 2E (EL  -   ED)

o  bien

 d2  =   R2  —  2Rr. 

(Relación  de  Euler). 

223.  Si  llamamos  O6 al  centro del  círculo  ex-inscripto al ángulo B 

y n  a  su radio,  se tiene,  haciendo  ΟΌ& =    db

o bien

Pero  es  (220)

[image: Image 312]

—  295  —

luego

€S  decir

 db2  =   R2  4-  2R n. 

Y  tendríamos  entonces

 d2  =   R2  -   2rR 

 da2  =   R2  +   2raR 

 db2  —  R2  +   2nR  

 de2 ^   R2  4-  2rcR

lo que  nos da

 d2  4-   d a2  +    db2  -f-   de2  =   4R2  +   2R  {va  +    Vb  4*  r c  — rj o  bien

 d2  +  da2  +  db2  +    de2 =   12R2. 

224. M e d i a n a s . — Consideremos un  triángulo ABO y tratemos  de calcular  la mediana  m a.  Sea M  el  punto  medio del lado  a.  La recta  AM  es la  mediana  ma, que  forma  con  a,  como indica  la figura  1 0 1 , 

los  ángulos  suplementarios  φ  y π  —  φ. 

Aplicando  el teorema  del  coseno  al  triángulo  AMC,  se  tie n e : F i g u r a   101

Y  aplicando  el  mismo  teorema  al  triángulo A M B :

o  b i e n :

Y  sumando
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de  donde  se saca:

y  en forma análoga obtendríamos :

Para calcular el  ángulo  φ,  tenemos

El punto  de encuentro  de las  tres  medianas  se  llama  el   centroide del  triángulo y  divide,  como  se sabe de  la geometría  elemental^ a cada mediana  en la relación  2 : 1 . 

225. 

B isectrices. ¡—  Hallaremos  ahora  las  expresiones  de  las* 

 bisectrices interiores &a,  bb y  bc y  de las   bisectrices  exteriores  b a',  bb'  y Consideremos  el  triángulo, ABC  (fig.  102),  El  área  S  del  triángulo*

Figura  102

ABC es igual  al  área  ADC,  más  el  área  ADB  y  expresando  esa» 

áreas  en función de los lados y  el ángulo comprendido,  se  tien e: y  expresando  sen  A en función del  arco mitad, 

 i
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y  simplificando y despejando   baj  se tiene

A

Reemplazando  eos — por su  valor en función  de  los  lados:

y  en  forma  análoga

226. 

Para calcular las  bisectrices  exteriores,  podemos  ver por la 

figura  102  que

área ABO  =   área AOD'  —  área  ABD' 

y expresando  esas  superficies  en  función  de  los  lados y  el  ángulo comprendido y  observando  que  el  ángulo  CAD’  vale ^  

y el ángulo BAD?  vale 

^ l ·  tenemos

y puesto  que

y

se  tie n e :

de donde
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y  en  forma análoga:

y

227. A l t u r a s . —  Sean 

y  hc las  tres alturas de  un  triángulo. 

 A 

Setiene^  en  primer lugar,  expresando el área

en  función de  la base   f  la altura  y  también 

en función  de dos lados y  el ángulo comprendido  que (fig.  103):

(1)

Y  reemplazando   b  y  c  por  sus  valores  sacados  del  teorema  del seno:

se tie n e :

de  donde

y análogamente

y

También  podemos  poner,  sacando de la (1)

y análogamente  ¿  =  4 ?   Γ,“ έ

y  sumando  se tiene :
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y  resalta  entonces  q u e :

l

i

l

i

—   -j-  —   -)-■  —   =   —·

 lia 

 hb 

 he 

 T

 f

228. 

 Variaciones  de  los  lados y  los  ángulos en el triángulo.   —  P ara determ inar  un  triángulo,  se miden  tres  elementos,  éntrelos  cuales entra por lo menos  un  lado y  luego  se calculan los  demás. 

Es  claro  que al  medir  siempre  se  cometen  errores.  Queremos  investigar la influencia que tienen los  errores  que se  cometen al  medir, sobre  los  elementos  que  se  calculan;  es  decir,  las relaciones  que  vinculan  a los  lados  y los  ángulos  de un triángulo  con  los  pequeños  in crementos  que pueden  tomarse  en la  valuación de  lados y  ángulos. 

Este  interesante problema e  indispensable  en  la  práctica  profesional  es  estudiado  con todo  cuidado  en los  cursos  de  Análisis.  No  estará demás,  sin embargo,  que lo  tratemos  aquí  en forma  sucinta y  en forma  absolutamente elemental. 

Supondremos  que  los  incrementos  que  puedan  tomar los lados y 

los  ángulos  sean  pequeños,  en forma  que  pueden  despreciarse  sus cuadrados así  como  sus productos y supondremos  también   que  expresamos  los  ángulos  en radianes. 

Llamemos,  como  hemos  hecho  hasta  ahora,  α, δ,  c  a  los  lados  y A,  B,  O  a los  ángulos,  y a los incrementos  respectivos los  designaremos  Δα,  Δ&,  Ac,  Δα,  Δβ,  Δ0. 

Sin  perjuicio  de,  tratar  elementalmente  cada  caso  por  separado, podemos ya establecer algunas relaciones entre los lados,  los  ángulos y los  incrementos de lados y  ángulos. 

Tenemos,  en primer término,  que debe verificarse:

A  -f  B  +   O =  π

y también

A  +   Δα  +   B  +   Δβ  +   G +   Δ0 =  π

luego

Δ α   +   Δ β  +   A c   =   0 . 

( 1 )

Del  teorema del  seno,  sacamos

 c sen A  =    a sen C 

(2)

y  también debe ten erse:

 (c  +   Ac) sen (A  +   ΔΑ)  =    (a  +  Δα) sen (O  +   Ac). 

Y  efectuando  operaciones  y  desarrollando  el seno  de la  suma  de arcos,  se  tien e:
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 c sen A eos ΔΑ 4 -  c sen  ΔΑ eos A -b Δ0 sen A eos ΔΑ -f Δ0 sen ΔΑ eos A  =s 

 —a sen O eos Δ0  +    a sen Δ0 eos O  +   Δα sen O eos Δ0 +   Δαββη Ac cosC*

Ahora,  teniendo  en  cuenta  que se  puede poner,  por sen  ΔΑ y  Δα 

pequeños

sen Δα  =   Δα 

sen Δ0 «=  Δ0

y  que

eos Δα  =5= 1  

eos Δ0  *=  1 

simplificando y  teniendo  en  cuenta la  (2 ),  se tie n e :

sen A . Δ0 

sen O . Δα  =    a eos O . Δ0  —  e eos A » ΔΑ

y  en  forma análoga tendríamos :

sen B . Δα  — sen A . Δ&  ==   b eos A . ΔΑ —   a eos B . ΔΒ. 

sen C . Δ&  —  sen B  . Ac =  c eos B . ΔΒ —   b eos O . Δ0. 

Entre  este  sistema y  la relación  (1 )  podríamos  eliminar  ΔΒ y  Δ0 y obtendríamos  una relación que  vincula a los lados   a1 5,  c y  sus incrementos  Δα,  Δ& y  Δ0 con los ángulos  A,  B  O y  el incremento  ΔΑ. 

Se llega a lo mismo,  tomando el  teorema  del  coseno

 a2  =    b2  +    c2  —  2  be eos A

y  considerando los incrementos  Δα,  Δ&,  Δο y  ΔΑ?  se tiene

 (a  +   Δα)2 =    (b  +   Δ&)2  +    (e  +   Δ0)2  - 2   (b  +  Δ&)  (c  +   Δ*) eos (A  +   ΔΑ) y  desarrollando  los  cuadrados y  el coseno  de  la suma  de  los  arcosy despreciando  las  potencias y los productos de  los  incrementos y te niendo  en cuenta que  se puede poner para incrementos pequeños sen Δα  =   Δα 

y 

eos ΔΑ =   1

se obtiene

 a Δα  =    (b  —  c eos A ). Δ&  +    (c  —   b eos A ). Δ0  +    be sen A . ΔΑ. 

Y teniendo  en cuenta el  teorema  de  las proyecciones  que  da 

 b  =   a eos O  +   c eos A 

y 

 c =   a eos B  +    b eos A 

se  tiene

αΔα =    {β eos C).  Ab  +  (a eos B ). Δ0  +    (be sen A) ΔΑ
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y  análogamente 

¿

&Δ&  =    b eos A . Ac  +    b eos C . Δα  +    ac sen B . ΔΒ 

 elc  =   c eos B . Δα  +   c eos A . Δ&  +    ab sen C . Ac. 

Las relaciones  que  hemos  dado  aquí  en  forma  elemental,  permiten ya darse  una idea  de  cómo  puede obtenerse la  influencia  de los  errores  que  se  cometen  al  medir  algunos  elementos  del  triángulo  sobre los  elementos  que  se  calculan. 

Y  siempre en la inteligencia  de  dar  una idea de  este problema  fundamental  en la  práctica  profesional,  daremos  algunos casos  simples. 

229. 

 Caso  1 :  Supongamos  que  quedan  constantes  A   y  c y  queremos  ver qué  influencia  tiene  sobre  a,  b y  B   un  error  Ac.  —  Tenemos en  primer lugar,  puesto que  suponemos  ΔΑ =   0,  que  debe tenerse,  de acuerdo  con  la  relación  (1)

Δ  3  +   A c  —  0 

de  donde

Δβ  =   --   Δ(;. 

Para  calcular  Δα, podemos  poner:

y

o

Y desarrollando  la  diferencia  de  senos,  se tiene

o  tam bién:
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Para  calcular  Δ6,  podemos poner,  de  acuerdo  con  el  teorema  de  las proyecciones:

de  donde 

y  de  ésta

Y  se  tiene

de  donde  se  obtiene:

 b  —  c eos A  =    a sen O ctg O

y  según  el  teorema del  seno:

 a sen C   =  c sen A 

 b  —  c eos A  =    c sen A ctg O

y  tomando ahora los  valores incrementados :

 b  +    Ab  —  c eos A   =  c sen A ctg (G  +   Δ0) luego  por diferencia

y  finalmente

Y  tomando  como primera aproximación:

sen (G  4-   Ac)  =   sen C, 

eos (C  4-   Ac)  =  eos Gy
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230. 

 Caso  I I :  Supongamos  constantes a  b y c, y  queremos ver cómo están vinculados entre sí los incrementos  ΔΑ, ΔΒ, Δ0?  Δα  con  los elementos A ,  B,  C y a,  b,  c.  — Tenemos :

 c sen B  =    b sen G

y  considerando  los incrementos

 c sen (B  -f  ΔΒ)  =    b sen (G  +   Δ0)

y  sumando y  restando  se  tie n e :

 c [sen (B  +   ΔΒ),. +   sen B]  =    b [sen (C  +   Δ0)  +   sen G] 

 c [sen (B  +   ΔΒ)  —  sen B]  =    b [sen (C  +   Δ0)  — sen GJ. 

Y  desarrollando la suma y  diferencia de  senos,  se  tie n e :

(1)

(2)

Y  dividiendo entre sí,  se  saca:
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Y  en  primera  aproximación,  se  puede  poner:

Δβ  __  tg B

Δ0  ~~  tg O

Tomando  ahora  según  el  teorema  de las  proyecciones

 a  =  b eos C  -b   c eos B

e  incrementando

 a  +   Δα  =    b eos (C  +   Δ0)  +    c eos (B  +   ΔΒ) de donde

Y también teniendo  en  cuenta las  relaciones  (1 ) y (2)

( 3 )

y también :

y  en  primera aproximación

y  análogamente

y  en  primera  aproximación λ
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Pongamos ah o ra:

es  decir

Y  puesto  que

se  puede poner

y reemplazando  en  la  (3)  se  obtiene

Y aproximadamente

su
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C A P IT U L O   Y I I

APLICACIONES.  CUADRILÁTERO  CONVEXO.  PROBLEMAS  DIVERSOS

231.  Sea ABGD  un  cuadrilátero  convexo  cualquiera.  Llamaremos 

A,  B,  0 y  D  a  sus  ángulos y   a, b,  e,  d  sus  lados, como indica la ti gura. 

Llamaremos  x  =   AC  e   y  =   BD  a  sus  diagonales (fig.  104).  Los  ángulos  deben  satisfacer la condición  de

A + B + C + D =   360°. 

De  una  manera  general,  podemos  decir 

que  un  cuadrilátero  convexo  queda  perfectamente determinado  cuando  se  conocen  cinco  de  los  ocbo  elementos  fundamentales.  Trazando  las  diagonales, se descompone  el  cuadrilátero  en  triángulos y el estudio  del cuadrilátero,  se  lleva así  a la resolución  de  triángulos. 

Supongamos que se conocen los cuatro lados  a,  b,  c y   d y  el  ángulo A.  Resolviendo  el  triángulo  ABD,  del  que  se  conocen  dos  lados y  el ángulo  comprendido,  se  calcula la diagonal  i/,  y  los  ángulos  ABD  y ADB. Conociéndose ahora y,  en el triángulo  BCD,  se conocen  los tres lados y  podemos calcular los tres  ángulos  BCD,  BDC  y  DBG  y  luego se  tendría

B  =   ABD  +  DBC 

D  ==  ADB  +   BDC. 

Y  tendríamos así conocidos los  tres elementos  incógnitos  B,  C y D. 

En  lugar de  darse  cinco  elementos  fundamentales,  se podrían  dar ciertas  cantidades  o  elementos  vinculados  a  la  figura.  Por ejemplo, los  lados  a,  d,  los ángulos  A  y  B  y la diagonal   x. 

Y  en  lugar  de  darnos  cinco  elementos,  pueden  fijarse  ciertas  condiciones restrictivas  que  nos  darán  igualdades particulares  que  nos servirán  para resolver el  cuadrilátero. 
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Por ejemplo,  puede  fijarse la  condición  de  que las  diagonales  se eorten bajo  un  ángulo determinado^  un ángulo recto  en  particular. 

O puede fijarse  la  condición  de  que  Ja  suma de los lados opuestos sea igual

; 

 a  -f   c  =   b  +    d

lo que  equivale a decir  que el  cuadrilátero es  circunscriptible a  una circunferencia. 

O  podría establecerse que la  suma délos  ángulos opuestos  es  igual a 180°. 

A  +   C  =   B  +   D  =   180°

lo que  equivale a decir que  el  cuadrilátero es  inscriptible en una circunferencia. 

En  estos  casos,  en  general,  cada una  de  estas  condiciones  reemplaza  a un  elemento y  se  puede  así,  cuando  se  fija  una  condición, resolver un  cuadrilátero  cuando  se dan  cuatro  elementos,  con  tal  de que  éstos  sean  independientes. 

Por ejemplo, el cuadrilátero inscriptible queda perfectamente determinado  cuando  se conocen  los  cuatro  lados.  Y  como  una  aplicación de los  conocimientos  de  trigonometría  vamos  a 

resolverlo. 

232. 

 Problema:  Resolver  un  cuadrilátero  inscriptible,  conociendo sus  cuatro  lados  (fig.  105)..—

Si  es  inscriptible,  se  ve  por  la  figura  que

A  +  C  =   180°,  B  *fD  -   180°. 

Considerando  los  triángulos  ABD  y BCD,  tenemos  :

 y2  =    a2  -f-   d2  — 2 ad eos A 

(1)

 y2  =   b2  +    c2  — 2  be eos O. 

(2)

Y  puesto  que

eos O  =   — eos A

se  tiene

 a2  +    d2  —  2 ad eos A  =    b2  +   c2 -f  2 be eos A. 

Y  despejando

 a*  +    d2  -   b2  -   c2 

eos  A  =

2  (ad  +    be)
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Ya  esta  fórmula  nos  permite  calcular A  en  base a los  datos del problema.  Tiene  el  inconveniente  de no  ser  calculable  por  logaritmos.  Vamos a transformarla^  de  modo  de  poder  calcular A  usando logaritmos. 

Tenemos para  ello:

Llamando 2 p al perímetro  del  cuadrilátero,  tenemos :

2  p  =  a  -f  δ  +   c  +   ¿

 2  (p~a)  =  b  +  c  +  d  —  a 

 2  (p — b)  —  a  +  c 

 d  —  b 

 2  (p-*c)  =  a,  +  b  +  d  —  c 

 2  (p — d)  —   a  q-  δ  +   c  — d. 

Y reemplazando  se  tiene :

lo  que nos  da
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Y de éstas  se deduce

y  en  seguida obtendríamos

C  ==  180°  -   A. 

P ara encontrar  B  tendríamos,  procediendo  en  forma  análoga  que con  A  y  considerando la diagonal   x, que

y   luego

Para  calcular  el  área  S  del  cuadrilátero,  tendríamos :

y  puesto  que

se tie n e :

A 

B

 Discusión, r -  Para que los valores de tg — y  tg  — existan,  es nece-Δ 

 Δ

sario que la cantidad  sub-radical  sea  mayor que cero,  o lo que  es  lo mismo,  que  el  producto   (p —  a)  (p  —  b)  (p —   c) {p  —   d)  sea  positivo, o bien  que  se  tenga

 (b  +    c  +    d —   a)  (a  +    c  +    d  —   b) {a  4-   b  +    d  —  c) (a  +    b  +    c  —   d) >  0. 

Si  suponemos que   a  sea el  mayor de  los lados  del  cuadrilátero,  es evidente que los factores

 (a  +    c  +    d —  δ),  (a  -f   b  +    d  —   c)  y   (a  +    b  +   c  -    d)
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serán  positivos,  luego  se  necesita que  sea

 b  +  o  +  d  —  a > 0

o

 a  <  b  4-   c  +    d·

Para que el  problema sea posible  es  necesario y  suficiente  que el mayor  de los lados  sea  menor que la  suma de  los otros  tres. 

233.  Cálculo  de  las  diagonales.  «■

—* Habíamos  hallado

Y por lo  tanto  se  tiene :

de  donde  se obtiene fácilmente

Y  en  forma análoga obtendríamos

Multiplicando las  dos últimas  igualdades,  se tiene

 xy  =    ac  4-   bd. 

Que dice que el  producto  de  las  diagonales  es igual  a  la  suma de los  productos  de  los  lados  opuestos,  en  el  cuadrilátero inscriptible (Teorema de  Ptoloraeo). 

Dividiendo las  mismas  igualdades,  se obtiene

 x  ad  +    be

 y 

 ab  4-   cd

 .1 , 

que  dice que en un  cuadrilátero  inscriptible,  la  relación  de las  diagonales  es  igual  a  la relación de la  suma  de los  productos de los  lados  que llegan a las  extremidades de  esas  diagonales. 
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234.  Radio  del  círculo  circunscripto. —> 

Llamando  R al  radio  del 

círculo circunscripto,  se tiene  (n° 193) :·> 

y reemplazando  en  función  délos  lados  se tiene

^ 

235.  Problema:  Resolver  un  cuadrilátero  convexo,  conociendo  tres

 ^   lados y  los  dos  ángulos  que ellos form an. —  Sea  el cuadrilátero  ABCD 

(fig.  106),  donde conocemos   a ,b ,  c y los ángulos  B  y  C.  Debemos  calcular el  ladq   d y  los  ángulos A y  D. 

 θ

Consideremos  la diagonal AC  =    x y llamemos  a y  β  a los  ángulos  que  ella  forma  con los  lados   a y  &, tendremos

a  =   BAC 

β  =   BCA. 

Podemos  en primer término  resolver el  tri

ángulo  ABC  del  que  se  conocen  dos  lados

 a γ   b  y  el  ángulo  comprendido B,  y así  calcular  a?,  a y  β.  Luego,  en el  triángulo  ACD,  conocemos el  lado   c  por  ser dato  del  problema,  el lado AC =   x recién calculado y el  ángulo  ACD =  C — β.  Conocemos  entonces también  dos  lados y  el  ángulo  comprendido. 

Resolviendo  el  triángulo  ACD,  calculamos  el  lado   d  =   AD,  el ángulo  D  y  el  ángulo  CAD  que  sumado con  a nos  da  el ángulo A.  El problema  admite  una sola solución. 

Si  se  conociesen  los  tres  lados   a,  b,  c  y  los  ángulos  B  y  D,  se resuelve primero el triángulo  ABC,  del que  se  conocen  los lados  a y   b y  el  ángulo  comprendido  B.  Se tiene  así  una  sola  solución  para  el triángulo  ABC,  que  nos permite  calcular la diagonal  AC  =    x  y los ángulos  BAC  =   a  y  BCA  =   β. 

Calculada  la  diagonal  AC,  en  el  triángulo  ACD,  conocemos  dos
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lados   so y e   y  el  ángulo  D  opuesto al lado  a?,  estamos en el  caso del n°  213.  El problema puede no tener solución, o tener una o dos, como se estudió en el  n° 213.  Es  claro que resuelto el  triángulo ACD, y  calculado el  lado AD =    d y  los  ángulos  ACD  y  CAD,  se  obtienen  los

*

ángulos  A y  C  del  cuadrilátero. 

/

 Cuadrilátero  circunscripto.  — Llamando α,  δ,  c y  d a los  lados  y  a, β,  γ, δ  a los  ángulos,  se t

i

e

n

e

>n 

, 

 a  H"  c  =    b  -J-   d, 

 ^  236.  Dados  tres  lados  a,b y  c y un ángulo  a,  determinar el otro lado, los  ángulos,  el área  S   y  el radio  del círculo inscripto r.  —  Se tiene d  =    a  -f   c  —   b

y también

Figura 107

de donde

y  análogamente

de  donde
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La primera  permite  calcular γ  y  la  segunda  nos  da

se  puede  calcular  β  y  δ. 

P ara calcular la  superficie S?  se  tiene

o bien

Para  calcular  el  radio  r,  se tiene

o  también  se tiene fácilmente

237.  Problema:  Resolver  un  triángulo  dados  dos  ángulos  A   y  B   y  el perímetro  2 p.  — Se tiene  en  primer  término

C  =   180°  -   (A  +   B) 

y  de las  fórmulas  del  n°  202  sacamos:
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y  para calcular la  superficie  tenemos  (n° 208)

Q 

A ,   B 

C

8  =    f  tg  -   tg -   tg

El problema,  suponiendo desde luego que 2p, A y B  sean  positivos 

y  que  A  +   B  <   180°,  es  siempre  posible y  admite  una  sola  solución. 

v‘  238.  Problema :  Resolver un triángulo  dados dos  ángulos A y   B   y el radio  del círculo  circunscripto.  — Se  tien e:

C ■=  180°  -   (A  +   B)

y  por el  teorema  del  seno

 a  =   2R  sen  A, 

 b  =   2R  sen  B, 

 c  =  2R  sen  C, 

y  el  área  S  sería

S  =  i   be sen  A  =   2R2 sen  A  sen  B  sen  C. 

239.  Problema 

 Resolver  un  triángulo,  dados  dos  ángulos  A  ¡C< 

B   y  el  radio  del  círculo  inscripto  r.   —  Por  las  fórmulas  del  n°  21  Ί

se  tien e:

f  A

 p  —  a  —  r  ctg —

 1 

f  B

 P . -   í»  =    r  ctg —

C

 p  —  o  =  r ctg —

2

y  siendo

 a  =    2p  —  b  —  e  =    (p — b)  +    (p — c) se tiene
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y  en forma  análoga

y  resulta el área  S :

240. 

 Problema:  Resolver un triángulo  conociendo  un  lado a, un ángulo  adyacente  B   y  la  suma  de  los  otros dos lados  (b  +  c) =   m.  — Se tiene de  donde

y  resulta

Conocido  C  se  calcula  A  =   180°  — (B  +   C)  y  también

y  teniendo   b  -f   c  =  m  se  obtiene   b y   c. 
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Se  puede  resolver el  problema también  en la  siguiente form a:

Luego

Pero

vale decir

como  en la  solución  que  antecede. 

241, 

 ProblemaResolver un triángulo conociendo  un  lado ayel ángulo  opuesto  A  y  la  suma m  =  (b  +  c)  de  los  otros dos  lados. — Según el n°  196  de  Delambre,  se tiene :

que nos  da

lo que nos permite calcular  el  ángulo (B  — C),  y puesto que B y C  de-B — O

ben  ser cada uno  menor  que  180  ,  encontramos  para  —:—   un  solo 2

valor menor que 90°.  Por otra parte

55  90°  — —

2 

2

y  podemos  calcular  B  y  G. 

Tenemos también,  por n°  196
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que nos permite calcular  (6  -  o)  y  como  se  conoce   (b  +    o)  ==  w,  fácilmente  se obtiene   b y   o. 

Para  que se pueda obtener  un  valor  para ^  

es necesario y suficiente  que

242. 

 Problema:  Resolver un triángulo  conociendo un lado a,  la altura correspondiente a ese  lado  ha y  la suma  (b  -f   c)  =    m  de  los  otros dos  lados.  — En  primer  lugar,  obtenemos  el  perímetro 2p  =  a  -f   b  +    c  =  a  +   m 

2  (p —  a)  =    m  —  a. 

Luego  el radio  del  círculo inscripto   r

y  según  n°  217

 A

Conociendo  —  caemos  en  el  problema  anterior y  tendremos
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243.  Problema:  Resolver  un  triángulo,  dado  un  lado a,  el  ángulo

 ^opuesto  A   y  la  altura  correspondiente  a  ese 

 lado ha. —r Sea  H  el  pie de  haj y  se tiene: de donde

o bien

Y  también,  puesto que, 

B  +   O  =   180°  -   A, 

( 1 )

de  donde

(2 > 

Esta  fórmula  nos  permite  calcular  (B — C) y junto  con  la (1)  nos dan  B  y  C. 

Se puede  dar a (2)  una  forma  calculable  por  logaritmos,  introduciendo  un  ángulo  auxiliar φ  de cálculo.  Si  hacemos se  tiene:

Calculados los  ángulos,  se  obtienen  los  lados  por el  teorema del seno,  o por las relaciones:
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La  fórmula  (2) nos da  en  general  dos valores  para  (B — C).  Si  uno es ψ  el  otro  —* ψ.  Y  en  correspondencia  con  esos  dos  valores  de (B — C)  se  tiene; 

Y las dos soluciones  corresponden  a los  triángulos  ABO y  AjBC, 

simétrico  con respecto  a la mediatriz  de  BC. 

Para que  el  problema  sea  posible,  es  necesario  que  el  valor  de eos  (B —O)  dado por  la  relación  (2)  esté  comprendido  entre  —  1  y 

+   1,  es decir que debe  ser  :

2   ha

—  1 <  —  sen A  —  eos A  <  +   1 

—   a

o  bien

 h a  sen A  >  eos A — 1 

 h a  sen A  <   1  +   eos A

 a 

2 

J 

 a 

2

Y  puesto  que

se tie n e :

Y  desarrollando  sen A  en  función d e —-

2

Y dividiendo  por  eos2—  se  tiene:

2

que  es  la  condición  de  posibilidad del  problema,  pór ser  lia  positivo. 
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244.  Geométricamente!  se  resolvería  el  problema  en la siguiente forma :  Se toma  BU   ^   a.y sobre  él  se  traza  el  segmento  capaz  del ángulo  A.  Se traza  una  paralela   q a  la distancia  ha de BC y los puntos  A y  Ai  en  que esa  paralela  corta  al  círculo  nos  dan,  unidos respectivamente  con  B  y  O,  las  dos  soluciones  del problema. 

i.Trazando  la  mediatriz  de  BC  ' qué  corta  al 

segmento  capaz  en  M,  para que la paralela  q  corte 

al  arco  es necesario que   ha  sea  menor o  igual  que 

MP.  Pero  del  triángulo  BMP  sacamos:

 a 

A

Figura 109 

MP 

—

C tg-—

luego para que el  problema-tenga  solución,  es necesario que

, 

 a 

A

 K   <  -  Ctg -

que es lo  mismo que habíamos  encontrado. 

Se  puede todavía dar otra  solución  del  problema. 

Tenemos

de donde

( 1 )

y  también

 a2 =  b2  +    c2  — 2 be eos A  =    (b  +    c)2  —   2bc (1  +   eos A) de donde

y análogamente

lo  que nos  da,  según  (1)
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Introduciendo  ángulos  auxiliares  de  cálculo,  tales  q u e :

(2)

obtenemos

Lo que nos da  δ  y  c. 

La  fórmula (2 )  exige

 Λ7  ;  A 

_ 



a  t  A 

 a >   2Λ„ tg — 

o 

 h a < - c t g - ·

245.  Problema :  Resolver un triángulo  conociendo  un  ángulo  A,  la altura  1ia y  la  mediana  ma correspondientes  a ese  lado.—   Sea  el  triángulo  ABO  y  AD  la  mediana  ma,   AH  la altura  ha (fig. 110). 

Llamemos   d  =  HD. 

Tenemos  :

o   bien

o   también

91
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Pero  se  tiene también

Luego

Es decir que se  tie n e :

a2 tg A  +    4 a lia  —  4 m l tg A  =   0. 

Resolviendo  la ecuación  de  2o grado,  se  tiene

( 1 > 

Y es  claro que calculado  a y   d por la relación

 d  =  ±  | !m%  —  hl

se puede  calcular  B  y  G. 

El problema admite dos  soluciones,  siempre que  el  valor obtenido· 

para  a por la relación (1) sea positivoJBon los triángulos  BAC y BAO.. 

246.  Problema:  Resolver  un  triángulo,  dados  dos  lados  b y g y  la bisectriz ba del ángulo  comprendido. —  La  bisectriz  interior   b a,  tiene por expresión (n° 225)

de donde

(1 > 

El  problema será siempre posible  si

o bien  si

Cumplida esa condición, encontramos un  solo  valor aceptable para —r 2

menor que 90°  dado por la (1) y por lo tanto un  solo  valor para A. 

Conocido A,  el problema se  reduce a resolver  un  triángulo  dadosdos lados  6  y o y  el ángulo comprendido A,  problema  ya conocido. 

[image: Image 340]
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Se  puede resolver  geométricamente  el  problema  en  la  siguiente fo rm a:

Se toma un  segmento  AD  igual  a  ba.   En  el punto A  llevemos  una perpendicular  AN  a  AD  y trazamos  una  recta  D jST,  cualquiera  sea  el punto  N. 

Sobre  ella  determinamos  los  puntos 

Bi y 

de  modo  que  NDB10 1  formen

un  conjunto  harmónico,  cuya  relación

 b  m 

a 

DC^ 

 b  m

sea  -·  Tendremos  -  *  =   -·  Tomemos

 c 

DB¿ 

 c

sobre A Bx  el  segmento  AB  =    c y  so

F igu ra  111

bre AGX

el  segmento  AC  =    b. 

247. 

 Problema:  Resolver  un  triángulo  dado  un  lado  a,  el  ángulo opuesto  A  y  la suma  de  los  cuadrados  de  los  otros  lados  b2  +  c2 =   m2.  

Tenemos

 (b  -f   c)2  =    m2  +   2 bCj 

 (b  —   c)2  =    m2  —  2bc. 

Pero  de

 a2  =    b2  +  e2  —* 2 be eos A  =    m2  —  2bc eos A, sacamos

luego

Lo  que nos  permite  calcular   (b  +   c) y   (b  —  c) y por lo  tanto   b y c, y luego por el teorema del  seno  se  calcula B  y  O. 

Para hacer calculable  por  logaritmos á   (b  +    c)  y   (b  —  c),   podemos poner:

Y  haciendo ahora
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y

 χ

sen φ,  =  —  resulta 

 b  —  c  =  m eos φι

 1 

 m

con lo  que   (b  +    c)  y   (b  —  c)  son  calculables por logaritmos. 

 Tengamos  por ejemplo :  a  =  5 m,  A »   60°,  m2 *=   b2  -f   é   =   45 m2

|/45 m2  =   6.7082 m?  m  = f45 m  =   6.7082 m. 

A  =   60° 

 m  +    a =   1.068490 

 m  =   6.7082 m 

 m - a  -   0.232539

 a  =   5m

1.301029 

 m  +    a  =   11.7082 

eos A 

9.698970

 m  —  a =   1.7082

 x2 =   1.602059 

φ  =   43°18'δ0" 

 x  *=  0.801029 

φχ  =   70°31'43" 

 m  =   0.826606

 b  +    c =   9.2195 

tg  φ  =   9.974423 

 b  -   c  =  2.2361

sen 

==  9.974423

 b  =  5.7278 m 

eos  φ  ==  9.861897 

 c  =   3.4917 m

eos 

=   9.522882

 b  +    c =   0.964709 

 b -   c  =   0.349488

Donde  se  han  colocado a la  izquierda  los  valores y  a  la  derecha  los logaritmos. 

Se  puede  dar otra solución del problema. 

En  efecto,  tomando la  figura  112  se  tie n e ; 

B  +   O  =   180° -   A. 

Y  partiendo  del  teorema  del  seno
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Luego

Y  puesto que

resulta

de donde

o  bien

Calculados  (B  +   O)  y  (B  —  C),  se obtienen  B  y  o, 

Observando la  figura,  se ve fácilmente que el vértice  A  está sobre el  segmento  capaz  del  ángulo  A trazado  sobre   a  y  además  como  el lugar geométrico  de  los  puntos  cuya  suma de  cuadrados  de  distancias a  dos  puntos  fijos  B  y  C  es  un  círculo  de  centro  en  el  punto  M 

medio  de  BC y  de radio MA  tal  que

y de ahí la resolución  geométrica.  En nuestro  ejemplo  tenemos
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Calculando ahora  b y e,  por el  teorema del  seno,  se encuentra b  =  5.728 m 

 c  =  3.492 m. 

248. 

 Problema:  Resolver  un  triángulo  dado  un· ángulo  A,  el  lado opuesto  a  y  la  diferencia  de  los  cuadrados  de  los  otros  dos  lados b2  —   c2 =  n2.   —  Tomando las relaciones

 a 

A

C 0 S 2

A 

A

multiplicándolas  y  recordando  que  sen  A =   2 sen  — eos— ? se tiene

2 

 2

lo  que nos  permite  calcular (B  — C) y  como  por 

otra parte (B  +  C) =  180° — A,  se obtiene B y C . 

Ahora  resulta fácil  calcular   b y  c,  por  el  teorema del  seno. 

Se  puede  resolver  el  problema  geométricamente. En efecto (fig. 113) el vértice A está sobre el segmento  capaz  del  ángulo  A trazado  sobre 

 a y como el lugar geométrico de los puntos  cuya diferencia de  cuadrados  de  distancias  a  dos  puntos  fijos  B  y  C  es  constante,  es  una recta  normal  a  BO  y  pasa  por  un  punto  D,  situado  a una distancia MD  del  punto  M  medio  de  BC,  tal  que o

La intersección de esta recta con  el  segmento capaz, nos da  el vértice A del  triángulo. 
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249. 

 Problema :   Resolver un triángulo,  conociendo  el ángulo A   y las bisectrices interior y exterior del ángulo A,  que designamos con ba y b'a. — 

Las  expresiones  de  las bisectrices  son  n°® 225  y  226

Se tienen  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas   b  y   c  y  es  claro  que se  pueden  así  calcular   b y   c. 

Podemos,  sin embargo,  seguir otro camino.  Dividiendo esas  expresiones  entre sí,  se  tiene o  bien

y  puesto que

resulta

( 1 )

g

  __   Q  

- β  

Q  

^

Calculado — - — ?  desde  que  se  conoce — - —  =·  90°  — —·>  se  ob- 

 2¡ 

 2¡ 

 δ

tiene B y C y luego, para calcular los lados, se tiene en la figura 114, que el triángulo ADC se  conoce el  lado ΑΙ) =  δα, 

-el ángulo  CAD =  — > y  el  ángulo  C;  luego  se

 2

puede calcular  b y en forma análoga c, tomando 

Figura  iu

^1  triángulo  ADB. 

Se  puede  resolver  el  problema  geométricamente  en  la  siguiente forma  (fig.  114)  :

[image: Image 345]

—  328  —

Se  traza el  ángulo  A, 1a  bisectriz  AD  y la normal  a ésta  AD'.  Sobre  AD  y A I)' se  llevan  respectivamente  las  longitudes  AD  =±=  ba y A I)' =    ba.   La recta DD'  determina  sobre los lados  del  ángulo A  Ios-vértices  B  y  O  del  triángulo. 

Y la figura nos  da  ahora

Pero

luego

que  es la relación  (1). 

250. 

 Problema:  Resolver un  triángulo  conociendo  el  lado  a,  la suma b  +    c =    l y el radio  ra  del  círculo  ex-inscripto  en  el  ángulo  A.  —  Se tiene,  siendo 2 p el  perímetro (n°  219)

( 1 > 

Y  también,  n° 196

( 2 > 

B  +   C 

A

La  primera  nos  permite  ealcular — -—   = 9 0 ° —  — y  la  segunda

 Δ 

2

g _ Q

 — - — i  luego  se obtiene  B  y  C, y  por  el  teorema del  seno  se  calcula b  y  c. 

Suponiendo B >  C y  llamando  φ  al  menor  ángulo  que  satisface la relación (2),  se tiene :

B  =   90°  —  é   +  φ, 

O  =   90°  -   £   -   <p. 

 Λ 

 Λ

Para qué el  ángulo  φ  exista,  debe tenerse
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y  C  es  positivo,  si

o bien  si

Se puede resolver geométricamente el  triángulo, para lo  cual  basta observar la  figura  115.  Se  tiene

luego, según (1)

 ( t  

 l

es  decir que tomando A P  —  —-—> se puede trazar  el  círculo ex-ins-Δ

cripto  al  ángulo  A.  Se  toma

y llevando la normal  en 

hasta encontrar a AO', se tiene el centro O 

del  círculo  inscripto  de  radio   r =   PjO.  Luego  se  puede  trazar  la tangente  común  interior a los  círculos  O  y  0 le  Puesto  que  el  ángulo A es  el doble de  Oí AP  se  tiene  así  el  triángulo  ABO buscado,  o también  ABíOí, 251.  Problema:  Resolver un triángulo  conociendo  la superficie  S,  el ángulo  A. y  la suma b  +    c  —  a  =    l.  — Se  tiene,  según  nos  (193) y  (205) y  según n°  216 :

Luego
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de donde

y por otra parte

Ή 

O

Se tiene así el  problema de calcular  dos  ángulos  —  y  —  cuya  suma

' 

 2¡

se conoce y  cuyo producto de  tangentes también se  conoce  (n°  142) y conocidos  B  y  O ya es  fácil resolver el triángulo. 

252.  Problema :  Resolver  un triángulo  conociendo un  lado a, la bisectriz del  ángulo  opuesto  ba y el ángulo  a  que  esa bisectriz forma  con el  lado dado. —  Se  saca de 

la figura

B  =   a  — ^  

y 

C  =   180°  -   a  —

F ig u ra   116

Y por lo tanto,  de la misma figura

Y  como 

 a =   BH  +   HC

tenem os:

de donde

o  bien
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o  también

con  lo  que  tenemos  la  ecuación  de  2o  grado. 

y finalmente

Hay  que  desechar la  solución  negativa, porque el  valor de  —  debe ser  menor que  90° y por lo tanto su  tg es  positiva. 

Encontrado A, es fácil obtener los  demás  elementos  del triángulo. 

253.  Problema:  Resolver  un triángulo  dadas  las  tres  alturas  Jiaj  hb y  hc.  —  Siendo  S  el  área del triángulo,  se tiene

2S  =    alia  =    bhb  =    chc·

( 1)

Recordando  que  S   =  pr (n°  217),  siéndo  r el  radio del  círculo  inscripto,  se tiene n°  227 : que permite  calcular

y  también

y  análogamente
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reemplazando  estos valores  en  la  fórmula  de  Heron  se tie n e : lo  aue  nos  oermite  calcular  S

y luego la (1)  permité  obtener   a,  b  y  e.   Para  obtener los  ángulos  se tiene

B 

,  O 

y  análogamente para tg —  y 

tg — ·

 z 

 z

Para que el  problema pueda resolverse,  debe  ten erse: 

α <  δ  +   c,  δ < α   +   β  y   e < a   +  b 

lo  que equivale a decir

El  problema  puede  resolverse  geométricamente  en  la  siguiente

form a:

Se  toma  una  circunferencia  cualquiera de  centro  O y  radio E y  desde  un  punto  P,  con radios   haj  hb y  hc  se  corta  a  la circunferencia en los puntos  Μ, N y Q.  Se 

prolongan PM,  PN  y  PQ hasta  encontrar 

a  la  circunferencia  en  los  puntos  M1? 

y <Ji-

Digo que los segmentos PM1? PNj y PC^ 

son, proporcionales a los lados del triángulo.  En  efecto,  la  potencia fe* 

del  punto  P  con  respecto  a la  circunferencia  e s :

PM . PMi  =   PN . PNX



PQ . PQX

=    Je2
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que  podemos  escrib ir:

/ ¿ a P M i   =   ¿ f c P N i   *=    h e V Q i   =    k 2

( 1 )

Por otra parte,  se tie n e :

 ah a  =  bhb  =   ehc  =   28

y  dividiendo  miembro  a miembro

Siendo  los  segmentos  PM1?  P N t  y  PQX

proporcionales  a  los  lados 

del  triángulo,  si  construimos  un  triángulo 

(fig.  118)  cuyos  lados  sean  PMj,  PNj  y  PQ X

éste  será  semejante al  triángulo buscado. 

Sea  ABjCí  el triángulo  que así se obtiene. 

Trazando  su  altura  A H L  y  llevando  sobre 

ella  el  segmento  AH  igual  a  Λα,  y trazando

por  H  la  paralela  BO  a  B ^ ,   el  triángulo

ABO  que así  se obtiene  es  el  pedido. 

F ig u ra   118

Se puede  proceder también en la siguiente 

forma:  Se  construye un triángulo cuyos  lados  sean las  alturas  Λα,  hb y  hc.   Luego  se  trazan  las  alturas  de  este  triángulo,  que  llamaremos h'a,  h'b y   h'c. 

Construyendo  el  triángulo  de  lados   h'a,  h'b y   h'c,  este triángulo  es semejante al  triángulo buscado. 

Puede darse todavía otra solución.  Se  tie n e :

 a h  a  =   b h b   =    c h c  =   2S, 

que  se  puede  escribir

Luego  el  triángulo  que  tiene  por lados  las  inversas  de las alturas  es semejante  al triángulo buscado y  por lo tanto sus ángulos  serán iguales.  El  problema queda reducido  a resolver  un  triángulo  del  que  se conocen  sus tres lados. 
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Y  se  tendría así

B  G

Y  en forma análoga para  — y —* lo  que nos da  Á,  B  y  C. 

 Δ 

 Δ

Encontrados los ángulos  es fácil  calcular los lados,  puesto que : 254. 

 Problema :  Resolver un triángulo,  dadas  las tres medianas  ma?  

 mb y mc.  —  Hemos  encontrado (n° 224)  las  expresiones  de  las medianas : Haciendo

Se tiene
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Luego  es

Ϋ  análogamente

 Solución  geométrica.   —  Supongamos  el  problema  resuelto y  sea ABO el triángulo  cuyas  tres medianas  sean  maj  mb y  mCj  que  se  cortan en  un  punto  G,  cuya  distancia  a cada lado  es 

igual  a un  tercio de la mediana (fig. 119). 

Prolonguemos  AD  en  una distancia DH  —  i

 ma·  La figura  BHCG  es  un  paralelogramo  por 

cortarse  las  diagonales  en  partes iguales.  Lúe·  a" 

 e

go  el  triángulo  GBH  es un triángulo  cuyos  tres 

Figura  119

lados  son  iguales  respectivamente  a  los  dos 

tercios  de  cada  mediana. De  abí  la  construcción.  Primero  se  construye  el triángulo GBH  con lados Se  prolonga HG  en  segmento igual  GA  =   GH  =   ^  m a,  y  se  tiene  el á

vértice  A del triángulo.  Se  une  al  punto  D  medio  de  GH  con  B  y  se
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prolonga DC  —-  BD  y  se tiene  el  vértice  C  del  triángulo.  Uniendo A con  O  se tiene  el triángulo  ABC  que resuelve el problema. 

 Ejercicio :  Sea   ma  =   5 m,  mb  =   6 m,  mc  —  7 m. 

Calculando  re su lta :

< 

 x  =  64,444, 

 y  =   49,778  y   z  =   32,444. 

Luego

 a  —  \¡x  =  |/64.444  =   8.03 m 

 b  =  β   — ^ . 7 7 8   =   7.06 m 

 o  =   jfg  =  f 32.444  =   5.70 m. 

255. 

 Problema: Dada una recta AB  y un punto P  sobre ella, situado  a las distancias a y b de A y  B,  determinar la curva  que  describe el punto  P

 cuando los extremos  A   y B   se mueven sobre dos ejes  ortogonales  x'x  e  yy'  respectivamente.   — 

Llamando  a  al  ángulo  ABO,  y  si   x  e  y  son 

las  coordenadas  del  punto  P,  se  teine  :

 x =    a eos a

 y  =    b sen a

Luego

La curva que describe el punto  P  es una elipse de  semiejes   a y   b. 

256. 

 Problema:  Calcular el  ángulo  2x que forman entre  sí las tangentes comunes a dos  circunferencias  de radios  R  y r,  tangentes exteriormente.  — Sean las  circunferencias  de  centros O  y  O' de radios  R y  r y 2o?  el  ángulo de  las  tangentes comunes  ST y  STA

(fig.  121). 
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Tenemos, tim ando por O' la paralela a ST basta cortar normalmente a  OT  en  K  resulta:

Y  es  claro  que  ahora  resulta  fácil  calcular  también  el  ángulo  que forman  ST  con  Z'Z. 

257.  Problema:  Sobre  la  normal  al  eje  x'x 

 se  toman  dos  segmentos  consecutivos  AB  =    a 

 y   BO  —  &,  de  longitudes  conocidas.  Buscar  la posición  de un punto  O   desde  el  cual  se  ve  el 

 segmento b bajo un ángulo dado  a.  Encontrar  la 

F ig u ra   122

 posición  de  O para que a  sea máximo.  — Sea  O 

la  posición  desde  la  cual  se ve al  segmento   b 

bajo  el  ángulo  a  (fig.  122).  Llamemos   x  a  OA  y  φ  al  ángulo  BOA, se  tie n e :

y  también

Eliminando  tg  φ,  se  tiene:

o  bien

En  general  se tienen  dos  soluciones.  Se  puede resolver el problema geométricamente,  trazando  sobre  BO  el  arco  capaz  del  ángulo  a.  Los puntos  en  que  ese  arco  corta  a  la  recta   x'x  son  soluciones  del  problema.  Si  el  arco  es  tangente  a   x'x  hay  una  solución  y  si  es  exterior  no hay  ninguna. 

Por  otra  parte,  se  obtiene

32
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cuyo  máximo  corresponde  a

o  bien

que ocurre  cuando el  círculo de  centro 

es  tangente a la  recta  xfx o 

sea cuando las dos  soluciones  para   x son  coincidentes,  pues  para ello debe  ser

 b2  —  4a  (a + b)  tg2 a  =   0

κ 

258.  Problema :  Llamando  J>,  E  y  F  a   los puntos de contacto  de  los 

\   lados  de un triángulo  ABC   con el círculo inscripto  de centro  O  y radio r,  demostrar que  la relación  de  las  áreas de los 

 triángulos  DEF   al área del triángulo  ABC   es

Uniendo  el  centro  O  con  los  puntos  de 

Figura 123 

contacto  Ό,  E  y  F  y  llamando   s  al  área

DEF,  descomponemos  al  triángulo  DEF  en 

tres, cuyas áreas  son  (fig.  123):

y  análogamente

Luego

Y también  se  tien e:
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Y  sacando   b y  c  del  teorema del  seno:

Hemos  visto  que (n°  84)

y  por el  n° 217. 

Y reemplazando  se tie n e :

o  bien

259.  Problema :  Hallar en  un  triángulo,  la  distancia  que hay  entre el centro  del círculo  circunscripto  y  el  punto  de 

 cruce de  las alturas,  —  Sea  (fig.  124) el  triángulo 

ABC,  O  el  centro  del  círculo  circunscripto y  H 

el  punto  de  encuentro de las  alturas.  Llamaremos   x  a  la distancia OH,  que  es  nuestra incógnita. 

Suponemos  conocidos  los  elementos  del  tri- 

Figura  124

ángulo  ABO. 

Bajemos  la  normal  OP  sobre  el  lado   a  y  tenemos

OOP  =   A. 

Y  en  la figura  se  tiene  además  CHL  =   B. 

Luego

CL  ==  CH sen B  =    h eos C
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de  donde

 =   J cobO 

sen B

Y  también

Y aplicando  el  teorema  del  coseno

o bien

Pero,  según el  teorema del  seno :

luego

 x 2   =  R2  +   4K2 eos2 O  —

4R2 eos O (eos A - B )

y  también

 x 2   =

  R 2  —  4 R 2  eos O  [eos (A  +   B)  +   eos (A  - B ) ]

y transformando  en  producto la  suma  de  cosenos:

 x 2   =

  R2 (1  —  8 eos A eos B eos O). 

Y finalmente

 X =   R |/l  —  8 eos A  eos B eos O·

260.  Problema

 Se  tiene  un  rombo  ABCI)   de ángulo  en  A  =   60°. 

 Por el vértice  A   se traza  una recta  m  móvil 

 alrededor de  A.  que es  cortada por  la prolongación  de  los  lados  del  ángulo  O   en  los puntos  M   y  N.  Uniendo  para  cada  posición  de la  recta  los  puntos  M   y N   con  D   y  B   respectivamente,  los segmentos  MD   y  NB   se cortan en S.  Buscar el  lugar geométrico  de  los  puntos  S,  con el girar  de  lo  recta m  (fig.  125). — 

Llamando  a al  lado del  rombo,  bagamos

F igu ra  125

SB1)  =   a,  BDS  =   β,  MAC  =   7 . 
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Se saca del  triángulo  BMA

BM 

sen (γ  — 30°)

 a 

sen (γ  +   30°)

Y  del  triángulo  BI)M,  se  saca

BM 

sen β

 a 

sen  (00o —β)

Luego  se tiene

sen (γ  — 30°) 

sen β

sen (γ +  3<)°) 

sen (60°  — β)

y  de a h í:

sen (γ — 30°)  — sen (γ  +   30°) 

sen β  —  sen (60°  — β)

sen (v — 30°)  +   sen (γ 

30°; 

sen β  +   sen (00°  — β)

y transformando  en  producto

sen (—  30°) eos γ  __  eos 30° sen (β  —  30°) 

sen γ eos (— 30°) 

sen 30° eos (β  —  30°/

tg 30°  _   tg (β  -   30°) 

tg γ 

tg 30°

o  bien

tg 30°  __  tg (30°  -   β) 

tg γ  ~~ 

tg 30°

De donde  se  deduce

Procedemos  en forma análoga para  los triángulos  DAN  y  BDN  y  se obtiene:

Luego 

30°  -   β  =   a  -   30°

o bien 

 a  +   β  =   60°. 

El  ángulo

*

BSD  =   1 2 0 °

quiere decir que el  punto  S  se  mueve  sobre  el  círculo  circunscripto al  triángulo  BCD. 
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261.  Problema:  Se  tienen  dos  esferas  de radios  R  y Rt y  de  centros O  y  0 lf  externos y cuyos centros están situados a una  distancia d.  Deter-

l

 minar  sobre  la  linea de  los  centros  un  'punto  A  tal que  la suma de  las zonas  vistas desde él sean de área  mínima. —  Pongamos  (fig.  126): OAT  =   a? 

=*  y

La  suma de  las  superficies  de  las  zonas  tiene  por  expresión S  =   2πΚ2 (1 — sen   x)  -f-   2πΊΙί2 (1 — sen   y) =

=   2πΚ2 

2πΕ12  —  2π [R2  sen   x  +   Rx2 sen  y], 

; 

Y por lo tanto,  el valor mínimo de  S,  corresponde al  mínimo  de 

R2  sen  x  +   Rx2 sen   y.   Hagamos

R2 sen  x  +  Rx2 sen   y  =    1c2.  

(1)

Se tiene  además,  puesto  qué

AO  -f  AO,  =    d

que

( 2)

Y  multiplicando (1)  y  (2) se  tiene

cuyo mínimo,  corresponde  al  mínimo de

es decir,  corresponde  al  mínimo de la suma de  dos  cantidades  cuyo producto es  constante  e  igual  a  RR^  Pero  se  sabe  que  este mínimo
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tiene lugar cuando las  dos  cantidades  son iguales,  es  decir,  que  debe tenerse en  el  mínimo 

»

o bien

Pero

de donde

y

y  entonces

y  entonces

Y  el área  total  mínima  es dada  por
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o  bien

y  finn 1 mente

262.  Problema  :  Se  tiene  un  ángulo  conocido  yOx  (fig.  127)   que llamaremos  a.  Trazar  una  recta  AB   que forme con  Ox un ángulo  β   de modo  que el  área OAB  tenga un valor dado S.— 

Llamemos

 x  =   OA

 y  =   o b . 

Y  tenemos

F igu ra  127

Y  también

Luego  e s :

Y  la longitud  AB  está dada p o r:

263.  Problema :  Se  da un  ángulo  yOx  =  a  y un punto  P.  Trazar por el punto  P   una recta APB   de modo que el área del triángulo  AOB   tenga un valor S. —  Se pueden  presentar dos  casos :

I o  Qne  el punto  P  esté  en  el  interior  del  ángulo  a,  y  2o que esté fuera. 

Consideremos  el primer  caso (fig.  128).  Sea AB  la  recta y llamemos

 x   =   OA 

 y  =   OB. 
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Bajemos  del  punto  P  las  normales  PR  y  PQ  sobre  O %  y   O y .  

Pongamos

PR  =   a,  OR  =   <i1?  PQ  =   6,  OQ  =   Zq, 

PO E  =   a1;  POQ  =   α2,  OP  =   c.  

Tenemos

, 

a 

A n  

 a  

 o ±

tg a.  =   —, 

OP   =   c  = ------- = ----- —

 a t 

sen αΑ 

eos aA

a2  =   a  —  aA

F igu ra  128

&  =   c* sen (a — oq). 

Y  según sea  corno  se  da por  determinado  P,  se  calculan  los  valores que  faltan  basta  conocer   a   y   b.   Y  podemos  poner: 2S  =    a x   +    b y   =   x y  sen  a, Tenemos  así  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas.  

Resolviendo  se  o b tien e:

El  problema admite  dos  soluciones,  siempre  que  se  tenga

Y  en  el  caso que  S sen a  =    2 a b .   hay 

una  sola  solución. 

Contemplemos  ahora (fig.  129), el 

caso  en  que  el  punto P sea  exterior 

al  ángulo   y O x .   Hagamos  las  m ismas  consideraciones  y  pongam os: OA  =    ti,  

OB  =   y, 

PR  =   u, 

OR  =    a v  

PQ  =   &, 

OQ  —   b v  

Podemos  poner:

 2 S  =    ax  —  by  = xy sen a. 
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Y resolviendo  este  sistema  de  ecuaciones  se obtiene:

264.  Problema;  Se tiene un  semi círculo  de centro  O  y radio  R  (fig. 

130).  Trazamos  la tangente AT  en  A   y  por  el punto  B   la  secante  BMT,  que forma con  BA   el ángulo  a. 

 Determinar a   de manera  que  el  volumen  engendrado por el  triángulo  mixtilíneo  AMT   sea igual  al  volumen  engendrado  por  el  triángulo 

 mixtilíneo AMB,  cuando  la figura da  una vuelta alrededor de AB. — Debe  tenerse  entonces yol. eng. AMB  =  vol. eng. AMT. 

o  lo  que  es  lo mismo

vol. eng.  BAT  =   2 vol. eng. AMB. 

(1)

Expresando ahora el  volumen  del  cono  BAT y  el  volumen  engendrado  por la  rotación  del  triángulo  mixtilíneo  BAM  que  se puede expresar como la suma  del  volumen  del  cono  BMP  más el  volumen del  segmento de  esfera  PMA,  se tie n e :

Y reemplazando  valores  en  la (1)  se tie n e :

tg2 a  =   2 sen2 a eos4 a  +   sen6 a  4-  3 sen4 a eos2 a. 

Y  dividiendo par sen2a  y  multiplicando  por cos2a  obtenemos

1  =   2 eos6 a  -f  eos2 a sen4 a  +   3 sen2 a eos4 a. 
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o  también :

1  

=   eos2 a  [2 eos4 a  +   (1 — eos2 a)2  -f-  3(1 —eos2 a) cos2 aJ, Y  simplificando

De donde

Ecuación bicuadrada.  Poniendo:

se saca 

resulta

donde  no  hay  que  tomar  en  cuenta el  signo  —,  porque  siendo  cosa menor  que  uno  en  valor  absoluto,  lo  mismo  debe  ocurrir  para  u.  

Luego:

Y calculando  el  valor  de  a,  se obtiene

a  =3  38°10'24". 

Se puede  observar  que  u  es la parte mayor del  radio  dividido  en media  y extrema  razón,  tomando  el  radio  como 

unidad. 

265.  Problema: En una esfera de  radio  R  y centro  O  (fig.  131),  llevar un plano secante AB   de modo  que el  volumen  del cono  de  vértice  O  y cuya base es  la intersección  del plano  con  la  esfera,  sea  igual al volumen  del segmento esférico.  —  El volumen  del 

F ig u ra   131

cono  tiene por  expresión

y  el  volumen  del  segmento  esférico
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Luego  debe  tenerse

sen2  a  eos ·α  =   (1  — eos  a)2  (2  -f  eos  a)

o  bien

V 1' 

rt  < 

(1  — eos  a)  (1  +   eos  a)  eos  a  =   (1  —  eos a)2 (2  +   eos  a) de  donde 

eos2  a  -f  eos  a  —  1  =   0

y resulta

donde hay que  desechar  la raíz  negativa y  resulta

El  valor de eos  a  es  la  parte  mayor del  radio,  dividido  en  media y extrema razón,  tomando  el radio  como  unidad. 

266.  Problema:  ¡Se  tiene  un  sistema  de ejes  ortogonales  O#  y  O  y  (fig. 

132)  y una  recta móvil O n  que pasa  por  O.  Se toman dos puntos A y B   sobre  los ejes  Ox y  O  y respectivamente y  desde  ellos se bajan  las  normales  Α Α λ  y  BE*!  a  la  recta O n.  Buscar  el  lugar  de  los puntos  medios  M   del segmento  AxBt con el  girar  de  la  recta  O n.   —  Llamemos   a al  segmento  O A  y   b  al lado  OB  y  sea  φ  el 

ángulo  que hace   On con   Ox.   Tomemos a  con- 

Figura 132 

tinuación  de  OA^el  segmento  AtC  igual  á

OBle  Se  tiene

Y  también

y
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Luego

tg ACO  =   t i 4 o o   =   ctg  BCO·

Y  los  ángulos  ACO  y  BCO  son  complementarios,  es  decir,  que  el ángulo  AOB  es  recto  y  el  punto  O  se  mueve  sobre  un  círculo  de  diámetro  AB. 

El  punto M,  medio de OC¿ se  mueve  sobre  una figura que  es homo-tética,  es  decir,  sobre  otra  circunferencia  y  la  relación  de  bomotecia 1 

/

es —

 mJ

Podríamos  obtener  el  mismo resultado  por otro  camino.  Llamemos d  a  la  distancia  OM  y  tenemos

2 d  =   OA1 

OBx  =    a  eos  φ  +    b  sen  φ

o  bien

2  d2  —   ad  eos  φ  +    bd  eos  φ. 

Llamando  x  e   y  a  las  coordenadas  del  punto  M  se  tiene d2  =  x2  +    y2

 x  —   d  eos  φ 

e 

 y  —  d  sen  φ. 

Luego 

2  (x2  +    y2)  =  ax  -f   by 

o  también

2   (x2  +    y2)  —  ax  —  by  =   0. 

Que representa  un  círculo  qué  pasa  por  el  punto  O y  calculando  las coordenadas  de  su  centro  Ox  se encuentra

que  son  -  y - ?  lo  que  está  de  acuerdo  con 

4 

4

la solución anterior. 

267. 

 Problema:  Calcular  la  distancia del 

 punto  medio  de  un  lado  de  un  triángulo  a 

 B^

 la  recta que  une  los  pies  de  las  alturas  salí- 

Figu™ 133

 das  de  los  extremos  de  ese  lado  (fig.  133). —

Sea el  triángulo  ABC.  Los  pies  de  las  alturas  salidas  de  B  y  C  s,e encuentran  sobre  la  circunferencia  de  diámetro  BC 

a.  En la  figura,  se tiene

OL  =   (XN  sen  ONL. 
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Por ser el  triángulo  CON  isósceles,  se  tiene  ON  =   ^ y  el  ángulo

 £

ONC  =   C.  Siendo  el  cuadrilátero  BMNC  inserí ptible,  se  tiene Y también

 < 

Luego  M^NO  =   A y  resulta

Para  un  valor de  a,  si  A  queda  constante,  ocurre  lo  mismo  con  OL 

y  con  MN. 

268. 

 Problema:  Sobre un  círculo de centro O   radio  R  se dan dos puntos A y B.  Encontrar sobre el círculo un punto M  tal que AM  +   MB  =    l, siendo  l una cantidad conocida  (fig.  134). —  Tracemos la  bisectriz  OC

del  ángulo  AOB  y  sea  a  el  ángulo  AOC. 

 c

Llamemos   x al  ángulo  COM. Se tiene, si  a><a

y si   x  >   a

c' 

Figura  184

La primera nos  da

que da dos soluciones simétricas  con  respecto  a  OC,  siempre que La  segunda nos  da
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que da dos  soluciones  simétricas  con  respecto a  OC' siempre  que a

2R sen  a  <  l  <   411  sen -·

 t

El  problema  tiene cuatro  soluciones  cuando

AB  <  l  <   AC  -f  CB, 

dos  soluciones cuando

AC  -f  CB  <  l  <   AC'  -f  C'B. 

 Ejemplo:

R  =   5 m.  a  =   60®,  l  =   9.30 ni. 

Se tiene

Se tienen  cuatro  soluciones  y  resulta

AB =  8.66m. 

AC  +   CO  =   10.00 m. 

Si  R  —  5 m, 

a   ==  60° 

AB  =   8.66 m. 

 I  =  15 m. 

Se tiene:

que  bay  que rechazar
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269. 

 'Mostrar qué lás  alturas  A A',  BB'  y*QCr en un  triángulo  ABC 

 son  las bisectrices  del  triángulo A'B'C',  cuyos vértices son los pies de esas alturas  (fig.  135).  —  Llamando  .  al  ángül¿  CC'B'  se  tiene,  en  el triángulo C'AB' 

B'C'2 =    b2 eos2 A  -jfr  <?2.cos2 A  —  2 be eos3 A  =    a2 eos2 A Luego

Llamando γ' al  ángulo  CC'A,  se  tiene  en  el  triángulo  C'BA' 

A'C'2  =    a2 eos2 B  +   c2 eos2 A  —  2 ac eos3 B  =    b2 eos2 B. 

Y  entonces*

Y  teniendo  en  cuenta el  teorema  del  seno



F i g u r a   1 3 5

eos γ  =   eos ν ' 

v   =   γ \

 Otra  demostración.  —  Del  triángulo AB'C'.  Siendo

AB'  =    c eos A 

y 

AC'  =    h eos A

se  tiene,  según  el  teorema  de  las  tangentes,  según  la  figura
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Análogamente,  de  el  triángulo  BAO',  donde  se tiene

BA'  =    c eos B,  BO'  =    b eos B

se saca

Luego

Y  por  lo  tanto

Se  puede  demostrar  lo  misma  geométricamente.  Se  tiene,  según la   misma  figura

Los  triángulos  A BO' y  ACB  son  semejantes  por  tener  sus  lados proporcionales y  común  un  ángulo;  luego

AO'B'  =   φ  =   C 

A BO '  =   epi  =   B. 

Análogamente,  considerando los  triángulos  BA'C' y  BOA,  se tiene BA'C'  =   φ'  =   O 

y

BC'A'  =   φ /  =   A. 



l u e g o

φ  =   τ' 

γ  =   τ'-

23
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270.  Problema:  Se  tiene  una Circunferencia  de  centro  O   y  nidio R. 

 En un punto  T  se  lleva  la  tangente  geométrica  y sobre  ella  se  toma  un-segmento TA =    t¿ Trazat por  el  punto  A   una  secante  ABC,  para  que  el triángulo TBC   resulte de  área  máxima 

(fig.  136).  —  Es  evidente  que ese máximo  existe,  pues  cuando  la  secante ABC tiende  a  confundirse  con la tan gente AT,  el  área  tiende  a cero,  y le Figura 136 

ínismo ocurre cuando esa secante tien-

* 

de a  confund irse con la tangente A T '. 

Llamemos  φ  al ángulo  que  hace  ABC  con  AT y  a  al  ángulo  que forma  AO  con  AT.  Se tiene en  primer término

y también

Y siendo  M  el punto medio  de  BC,  se  tiene

Haciendo AB  =   p' y  AC  =p",  resultan  p' y  p"  las  raíces de la ecuación de  segundo grado y  el  área del  triángulo  BCT tiene  por expresión

Y puesto que

Se tiene

o  bien
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de  donde

Y  el área  S  del triángulo  BCT,  tiene por  expresión

Tratamos de  encontrar él  máximo  de  la función

r, 

sen φ f^cos2 (cp  — a)  —  eos2 a 

o lo que  es lo  mismo,  él  máximo de la función

 y  =■ sen2 φ [eos2 (φ  --  a)  —  eos2 a]. 

Esta función puede escribirse  en  la  siguiente forma

/

 y  =   sen2 φ [eos (φ  —  a)  +   eos a] [eos (φ  —  a)  — eos a]

y  transformando  la  suma y  la diferencia  de  cosenos  en producto,  se obtiene

y  el  problema  se reduce a estudiar el  máximo  de la  función

 y  =   sen8 φ sen (2α  —  φ) 

cuando  φ  varía desde 0  a  2a. 

La  derivada de  la función  con respecto a φ igualada a  cero nos da de  donde 

o bien

y  también

[image: Image 373]

—   356  —

y  poniendo,  tg  2a  =   a,  se  tiene la  ecuación  de  segundo grado que nos  da

vale  decir que la ecuación de  segando  grado  tiene dos raíces reales y de signo  contrario. 

Resulta  muy  interesante  la discusión 

de estas raíces  según  sea la posición  del 

punto  A  sobre  la  tangente,  o  lo  que  es 

lo mismo  según sea el valor del  ángulo a. 

En  particular,  si  A ocupa  la  posición 

del punto  L,  es  decir  si  a  =   45°  o  2a  =  

90°,  tg φ vale  ^3  y  el ángulo  φ  vale  60°. 

 Resolver un triángulo  rectángulo,  cono

Figura  137

 ciendo  la  mediana  ma  y  la bisectriz  ba  correspondientes al ángulo recto  (6g. 137). — 

Se  tiene,  llamando  S,  al área del triángulo,  que

 \Í2

 2 S =   be  =  —   ba  (b  +   c)·

Y también

 (b  +    c f  =    b2  +    c2  +   2 be  =   4 m2  +  ^2  ba (b  +   c). 

Y  haciendo

 x  =  b  +   c, 

tenemos  la  ecuación  de  segundo  grado

 x2  — ^2  bax  —  4 mi  =   0 

que nos permite calcular

Pero  es también

 (b  — c)2 =    b2  +  c2 —  2be =   4 m\  —  ^2  ba (b  -f   c) o  bien
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Calculados  (b  -f-   c)  y   (b  —  c),  se obtienen  fácilmente   b y  c. 

 Segunda solución:  Hagamos

 b  -f   c =    x 

 be =   y. 

Tenemos

 (b  +    c)2 —   b2 +    c2  +    2 be =: 

+    2y  =  a?2. 

( 1 )

Y puesto  que la bisectriz  de  un ángulo  de un  triángulo  divide al lado opuesto  en dos  segmentos  CN y  KB  tales q u e :

 be  =  ΟΝ . NB  +    b\ 

( 2)

y en nuestro caso 

' 

 > 

 ■

CN  =    ma  +   MN 

y 

NB  =    ma  -   MN. 

Y  como por  otra parte

de  donde

y  entonces

y reemplazando  en  (2),  se  tiene

o  bien

de  donde

y  de (1)  sacamos

igualando
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de donde

 x 2  ==  4 ma2  4-   ba2  ±   ^(4wa2  +    b2)2 —  16ma4·

Encontrado  a?2?  se tiene  b  +    c =  1;α?2  y  también Y ahora  podemos  considerar a  δ y  c  como  las  raíces de  una  ecuación  de 2o  grado  de la  cual  conocemos  la  suma  de las  raíces  (b  φ    c)  y el  producto   be. 

 Tercera solución.  — Llamando  d a la  distancia  MN  y  n a  LN,  se  tiene,  tomando  la  potencia  del punto N

V

 %

 (ma  +    d) (ma  —  d)  =  ba  X   n 

o  bien

 ma2  —  d2  =    ban. 

Pero  siendo  el triángulo  LMN  rectángulo, 

de  donde 

que nos da

y  luego

y  en  el  triángulo  AMN  se  conocen  los  tres  lados y puede  calcularse el ángulo  AMN  =   20 y por lo tanto  se obtiene  O. 

Podría  calcularse  O  del  triángulo  LMN que nos  da

tg (45°  —  C)  =  — ·

*  

 n ía

 Construcción gráfica.  —  La ecuación

 n2  +    ban  — 2  ni2  =   O

»r

nos da  el  camino  para la solución  gráfica del problema. 
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En  efecto,  para  obtener  n basta  tomar  on  círculo  de  diámetro  5a, llevar una tangente de  magnitud  ^2 ma  (que es  la  diagonal  del  cuadrado de  lado   ma).   Unir el  extremo  de  esa tangente con el  centro  del círculo y las  raíces  de la ecuación  son  la  secante  entera y  su  parte externa.  Obtenido   n7 con  centro  en  L y  radio  n,  se  obtiene  el  punto K y por lo  tanto A. 

 Ejemplo  numérico.  —   Sea  A  =   90°, 

 ma  =   50 ro ;  ba  = 44.8288 m. 

Tomando  la  ecuación; 

donde es

Se tiene

Y es  claro que  encontrado  U  se tiene  en  seguida:

 b  —  2ma eos O  =   2  X   50 eos 30°  =   86.60 m. 

 o =    2ma sen C =   2  X   50 sen 30° =   50.00 m. 
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 Otra solución. 

Partiendo  de la  ecuación :

y  haciendo

se  obtiene

Y  siendo  según  (3)  y  (4) del  n° 71:

se  tiene

o  bien 

1  +   sen 20  =   K 1

2 sen2 20, 

y también

K2 sen2 20  -   sen 20  — 1  =   0, 

de  donde

Hay  que  rechazar el  valor  negativo,  puesto  que  siendo  C  <   90% 

debe  ser positivo  el  sen 2C. 

 Ejemplo numérico.  Sea  A  =   90°,  ma  =  50 m   y  ba  =  44.8288 m.  — 

Se tiene

donde  es
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 Problema :  Inscribir en un sector  circular,  un rectángulo  que  tenga dos vértices sobre el arco  de  círculo  de manera  que  tenga  una  superficie máxima. — Sea el  sector  circular de  centro  O  y  radio  R y de ángulo 2a y  consideremos  el  rectángulo  inscripto  ABOD,  de  lados  AD  =    a y  AB  =    b.  Llamemos  x al  ángulo  O AL,  siendo  OL  la  bisectriz  del ángulo  MOJS". 

El  área del  rectángulo  es

S  =    ab. 

( 1 )

Cuando   x  tiende  a  cero,  o  cuando  el 

punto A se  acerca  al  punto  L,  el  área 

tiende  a  cero.  Cuando   x  tiende  a  a,  el

punto  A  se acerca a M y  el  área tiende a  cero. Luego  el  área  tiene  un valor máximo  para un  valor  de  x  comprendido entre  0  y  a. 

Del  triángulo rectángulo  OHA,  sacamos

 a  =   2R sen  x

Y  el  triángulo  ABO  nos  da

Y  reemplazando en  (1)  se  obtiene

(2)
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cuyo  máximo  corresponderá al  máximo  de  la  función

 y '=   sen  x sen (a  —   x)

y  se tiene 

 /

o bien

es  decir que el  rectángulo  de  área máxima  se  obtiene cuando  OA  es la  bisectriz  del  ángulo  MOL. 

Puede  llegarse a lo  mismo,  poniendo la  relación  (2 )  en la siguiente forma

cuyo máximo  corresponde  al  máximo  de

eos (a  — 2 a?)

o bien cuando

a 

a  — 2 x  ==  0

 x  = —

·

2

271.  Problema : Por los vértices A, B, O   de un triángulo se trazan tres rectas ABO', BO'A'  y  CA'B'  que forman con 

 los  lados  BO,  O A   y  AB   respectivamente 

 opuestos a  los vértices de donde salen las rectas y  en  el mismo sentido,  un  ángulo  x.  Hallar  los  lados  y  la  superficie  del  triángulo A'B'C'  que así se form a.  Determinar  el  máximo  y  mínimo  del área del  triángulo  A'B'C' 

(fig.  139).  —  Sean  a',  &',  o',  los  lados  del 

Figura  139

triángulo  AB'C',  A',  B' y O' sus  ángulos y 

S' la superficie. 

Los  cuadriláteros

NA'LA,  LB'MB  y  MC'tfC

son  inscriptibles  por  tener  sus  ángulos  opuestos  suplementarios. 
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Luego  se tiene  A'  =   A,  B'  ±=  B  y 

y  los  triángulos  ABC  y

A'B'O' son  semejantes.  Vamos a buscar la relación  de  semejanza. 

Para ello  tenemos

 iy también

Por otra  parte

ABC'  =   180°  -   (A  +    x)

ACB'  =   180°  -   A  -   CLA  =  180°  -   A  -   (180°  -    x)  =    x -  A. 

Luego

sen  ABC' =   sen  (x  +   A) 

sen  ACB' =   sen (a?  —  A). 

Se tiene,  teniendo en  cuenta  el teorema  del  seno

o también

y  resulta

y  también

Cuando  x crece de 0o  a  90°,  el lado  a' decrece de   2a a 0  y  la superficie  S'  de  4S a 0. Cuando  x  crece de  90°  a  180°a'  decrece  de 0  a —  2a y  S'  crece  de  0  a 4S. 
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, 272.  Reducir un< ángulo  al  centro de estación. —   Cuando no  se puede instalar el instrumento eu el vértice C, para medir el ángulo  BCA;=Cr se  hace  estación  en  el  punto  O  próximo  a  ,0  y  se mide  el  ángulo BOA  =   O y la distancia  r  =   OG  y  el  ángulo  COB. Conocidos los elementos   a  y   b  del  triángulo  ACB,  se  puede  calcular  la  corrección que  hay  que  hacerle  al  ángulo  O  para  obtener  el  ángulo  C.  Esta operación  a  aplicar  a  O  es  lo  que  se  llama 

reducción al   centro de  estación. 

Se tiene en  la figura  140

O  +   .8  =   O  +   a

de  donde

0  =   Ο  +   α -   β =  Ο  +   Λ. 

F igu ra  140

Siendo  Δ  el  valor  α  — β,  es  decir  la  corrección  que  hay  que  aplicarle  al  ángulo  O 

para  obtener  C.  De  los  triángulos  BCO y  COA  se  saca 

5

de  donde

Pero  por ser  los ángulos  a y  β  pequeños,  ya  que  la distancia  r es pequeña  con respecto a  a.  y   b,   se tien e:

sen a  =   are. a  =   a" sen 1" 

y 

sen β  —  are. β  =   β" sen 1". 

7Luego,  si expresamos a a y  a β  en  segundos

B esu lta:
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Y  como

 Ejemplo :

273.  Problema  de  la carta:  Conocida  la posición de tres puntos ABC 

 situados sobre  un plano,  se quiere determinar 

 la  posición  de  un  cuarto  punto  M   del  plano 

 desde  el  cual  las  distancias  AB   y  BC   se  han visto  bajo  los  ángulos  a  y  β. — Sea  (fig.  141)

AB  y  BC los segmentos conocidos,  así  como 

el  ángulo  ABCvDesde  el  punto M se ven los 

segmentos  AB  y  BC,  bajo  los  ángulos  a 

y  β  que  se  conocen.  Se  trata  de  determi

^Figura  141

nar los ángulos  x e y  y es claro que conocidos

esos  elementos,  será fácil  calcular  los  demás  elementos  desconocidos. 

Hagamos entonces 

MAB  =   a? 

y

MCB  =    y. 
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Tenemos  en primer término que

Lo que  nos  da

Por otra  parte,  los triángulos  MAB  y MOB,  nos  dan,  aplicando  el teorema  del  seno:

De  donde  se saca,  haciendo  AB  =    a y  BC  ==  ft, 

Tenemos  un  sistema de dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas  que  ya hemos resuelto  en  el n°  139. 

Bepitiendo la  resolución tenemos

o bien

Haciendo

se tiene,  poniendo tg 45°  =   1
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Lo  que  nos  permite  encontrar  w  e y,  pues  hemos  calculado  la  semisuma y la  semi-diferencia.  Encontrado  x  e y,  se  calcula 

' 

 Observación:  En  el  caso  en  que

α  +  β  +   B  =   180°

se  obtiene

x  +    y  =   180°

de donde

sen  x  =   sen  y

y  las fórmulas  se  convierten  en  las  siguientes:

Es decir 

φ  =   45°. 

Y  entonces

En  ese  caso  el  problema  es  indeterminado. 

Se puede  resolver  el  problema  en  forma 

geométrica.  Basta para ello trazar sobre  AB 

el  arco capaz  del  ángulo  a  y  sobre  BO  el 

arco  capaz del  ángulo  β  (fig.  142).  Los  arcos 

así  trazados  tienen  en  general  dos  puntos 

comunes, el  punto B  y el punto  M. Este último  da  la  solución  del  problema.  En  el  caso F i g u r a   1 4 2

particular en que α  +   β -f  B  =   180°, el  cuadrilátero  ABOM resulta inscriptible.  En  tal  caso las dos  circunferen cías  se  confunden  en  una  sola y  la  posición  del  punto  M  queda  inde terminada. 
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En los ejemplos siguientes, uno para B <  180° y otro para B >  180°, se da una  forma de ordenar los cálenlos.  A la derecha  van  los  logaritmos.  Se  calcula  primero  log de a,  6,  sen a y  sen β,  lo  que nos  permite  calcular  φ  y por lo  tanto se tiene y  (45o  4-  φ)  lo  que  nos

 t¿ 

 '  *

da  log tg ——

y  entonces 

obteniéndose  % e y.   Luego  se ob-

 t¿ 

 ¿1 

*

tiene (a +   x)  y (β -f  y), pudiendo hacerse la suma α +  ίΡ +  β - f y +  B que sirve para controlorear los  cálculos. Luego  sen (α +  a?)  y  sen  (β  +    y) lo que nos permite calcular  AM,  OM  y  BM,  este último,  por dos caminos que también  sirvan  de control. 
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 Jüjeniplo  I :

94
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 Ejemplo  II. 
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274.  P r o b l e m a   d e   l a   u b i c a c i ó n   d e   u n   t r a p e c i o .  S e   d a   u n   s e g m e n t o AB  *s   a   y   lo s   á n g u l o s   a   y   β   q u e   f o r m a n d o s   d i r e c c i o n e s   A X    y   BY  c o n   AB  (fig.  143 )¿

 S e   q u i e r e   t r a z a r   u n a   p a r a l e l a   MX   a   AB 

 d e   m o d o   q u e   e l   á r e a  

 d e l   t r a p e c i o   AMXB 



t e n g a   u n   v a l o r   d a d o  

 S .   —  Se  conoce  entonces  la  base  AB  =   u,  los  ángulos  a y  β 

y el  área  S.  Llamemos   x   a la] base desconocida  MN  e   y   a  la  altura  del  trapecio. 

Tenemos  que

0 )

Y  también,  bajando desde  M y X  las normales  sobre  AB,  se  tiene : Y entonces

 a  

 x   =   A H   -j-  LB  ==   y  (ctg a  -f-  ctg β)

de  donde

(2)

Multiplicando  (1)  y  (2)  se tie n e :

2S (ctg a  +   ctg β)  =    ( a   +    x )  

-   a?2. 

Es  decir q u e : 

o  también

Luego  se  tiene

Y ahora  es  fácil  calcular AM  y  BN
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Se  llega al  mismo  resultado,  prolongando  AX y  BY  hasta eiicon trarse  en  O,  y llamando  S' al  área del  triángulo ACB.  Resulta enton ces que el área del  triángulo MCN  es (S' — S) y  se tie n e :

P e ro :

y  por otro  laclo

Luego

Las  fórmulas  precedentes  valen  naturalmente  para  cuando  sean 

α  y  β  agudos u  obtusos,  teniendo  en  cuenta  los  signos  de las  cfcg  o  el signo  del  seno  de (α  +  β).  Cuando  (α  +  β)  es  igual  a  180°,  AM  y  BN

8

son  paralelos y   x> 

=    a  e   y  =  -·

 Qj

Si  α  +   β ^ 180°,  se tiene 

 Ejemplo  :  Tengamos
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T E R C E R A   P A R T E

T R I G O N O M E T R Í A   E S F É R I C A

[image: Image 391]

[image: Image 392]

CAPITULO  I

FÓRMULAS  FUNDAMENTALES  DE  LA  TRIGONOMETRÍA  ESFÉRICA

275. 

El  objeto  de  la  trigonometría  esférica  es  la  determinación 

mediante el  cálculo,  de la  medida  de los  elementos  de un  triángulo esférico  (lados y  ángulos)  cuando  sean  dados los  elementos  necesarios  para  que  el  triángulo  quede  determinado.  Consideramos  los triángulos  esféricos  convexos,  es  decir aquellos  cuyos lados y ángulos  sean  menores  de  una  semicircunferencia. 

Suponemos  conocidos los  elementos  de  la  geometría del  espacio y las  propiedades  fundamentales  del  triángulo  esférico.  Así  damos  por sen tad o :

Que toda  sección  hecha en la esfera por un  plano,  es un  círculo. 

Dos puntos  de  la  superficie  esférica  que  no  estén  en los  extremos de un diámetro  determinan un  círculo  máximo. 

Dos  círculos máximos  dividen  a la  esfera  en  partes iguales. 

P ara determinar un  círculo  menor se  necesitan  tres  puntos  sobre la  superficie  esférica. 

Dos  círculos  máximos  de la  misma  esfera  se  dividen  en  partes iguales. 

La intersección  de dos  esferas  es  un círculo  cuyo plano es normal  a la línea  de los  centro» y  se  encuentra  sobre  ésta. 

Se llaman  polos  de  un  círculo  trazado  en la  esfera,  los extremos del  diámetro  normal  al  plano  del  círculo.  Todos  los  puntos  de  una circunferencia  trazada  sobre  una  esfera se  encuentran  igualmente distantes  de  cada  polo. 

Los arcos  de  círculo máximo  comprendidos  entre las  circunferencias máximas  y  lós  polos  de  éstos,  son  cuadrantes  perpendiculares  a a la circunferencia. 

Todo triángulo  esférico  consta de tres  ángulos y  tres lados,  donde los lados  son  arcos  de  círculo  máximo.  Los  ángulos  son los formados por esos arcos  y  se  miden,  como  todo  ángulo  de dos  curvas,  por el ángulo  de  sus tangentes en los  vértices  del  triángulo.  El  ángulo de
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ellas  es el  ángulo del  diedro  formado por los  planos  correspondiente» 

al  círculo  máximo  de cada uno de los  lados y  cuya  arista  es  el  radio de la esfera que va  al  vértice. 

Los lados y  ángulos  del  triángulo  esférico  se  expresan  en  general en grados,  minutos y segundos  sexagesimales, pudiendo medirse también en  grados  centesimales  o  en  radianes. 

Cuando  el  triángulo  pertenezca  a  una  esfera de radio  B,  el  triedro que proyecta este triángulo  desde el  centro de la  esfera individualiza en la  esfera  concéntrica  de  radio  igual a la  unidad,  otro  triángulo esférico  cuyos  ángulos  son  iguales  a los  del  triángulo  primitivo y cuyos lados  tienen  la  misma  expresión en  grados,  minutos y  segundos,  pero  cuya  longitud  es tal  que  si la del  triángulo  de radio uno  lo designamos  respectivamente  por  a,  b  y   c  expresados  en  grado» 

sexagesimales para  cada  lado,  las  del  triángulo  de  radio  B  ínedi-

. 

J 

A. 

,  παΒ 

πδΒ 

π^Β  J 

_  . , 

do  en  metros  valen  respectivamente  y ^ > 

y ^ j 

y 

y ^   también

expresados  en metros.  Estudiaremos  siempre  los triángulos  sobre la esfera  de radio igual a la  unidad,  y  es  claro  que resulta  fácil  pasar a los  correspondientes en  la esfera de radio  B. 

Designaremos  en  general  un  triángulo  esférico  con  las letras A ? 

B  y  C.  Los ángulos  en  los vértices por A,  B  y  C  y  los lados  opuesto» 

a esos vértices  respectivamente por a,  b y   c. 

Suponemos al lector  familiarizado  con las propiedades  fundamentales que  se estudian  en los elementos  de  geometría y así  damos por conocidas las  propiedades:

En todo  triángulo  esférico,  un lado cualquiera  es  menor  que la  suma de los otros dos o  mayor que su  diferencia. 

La suma  de los tres lados  está comprendida  entre  cero y  360°. 

La suma de los tres  ángulos  está  comprendida entre dos  rectos y 

seis rectos,  es  decir,  180° <  A  +   B  -f  O <  540°. 

Se llama  exceso esférico,  la diferencia  entre la  suma de  los tres ángulos de  un  triángulo  y  180®.  Lo designaremos  por  2 ε  y  deberá tenerse 2e =   A  +   B  +   O  — 180°.  Es  decir,  que el  exceso esférico varía entre cero y 360°,  o  sea 0 <  2s < 

o

En  todo  triángulo  esférico, a lados iguales se oponen ángulos  iguales y  recíprocamente. 

Un ángulo  cualquiera aumentado en  180® es mayor que la  suma de 

los  otros dos,  es  decir,  A  -f  180° >  B   +  O,  etc. 

En todo triángulo  esférico,  a mayor ángulo  se opone  mayor lado y recíprocamente. 
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Dos  triángulos  esféricos  son  iguales:   a)  Si  tienen  sus tres  lados iguales;  b)  Si  tienen  doblados  iguales e  igual  el  ángulo  comprendí* 

d o ;  o)  Si  tienen  un  lado  igual  e  iguales  los  ángulos  adyacentes  a este  lado;  d)  Si  tienen  los  tres  ángulos  iguales. 

Si  se  prolongan  los radios  que  pasan  por los  vértices  de  un  trián gulo  esférico más allá del  centro,  se  forma del  otro lado  de  la  superficie  esférica otro triángulo  simétrico  del  primero. 

276.  Triángulos  esféricos  polares. —  Si  desde  los  vértices  de  mi triángulo  esférico  como polos,  se  describen tres  arcos  de  círculo  m áximo, se formará un segundo triángulo A'B'C' 

que  se llama  polar del  primero  ABO. 

Si el  triángulo  ABO  es  polar  de  A'B'G', 

recíprocamente  j^ B t/ es  polar de  A B O'. 

Siendo  B  el  polo  del  arco  A'C'  (fig.  144), 

A'B  es  un  cuadrante  y  siendo  O  el  polo  de 

A'B',  A'C  es  un  cuadrante.  Luego  A' dista 

un  cuadrante  de  B  y  de  O.  Es  decir  que  A' 

F ig u ra   144

es  un polo  del  arco  BC  y lo  mismo  se demostraría  para los otros vértices,  es decir,  que ABO es  el polar de  A'B'G'. 

277.  En  dos  triángulos  esféricos  polares,  cada  ángulo  de  uno  de ellos  tiene  por  medida  180°  menos  el  lado 

 opuesto. 

Sea el  triángulo  ABO  (fig.  145),  y  prolonguemos  sus  lados  basta  encontrar  los  del triángulo  A'B'G'. 

Siendo  A  el  polo  de  B'C',  AM  y  AN  son 

cuadrantes,  es  decir,  que  el  arco  SIN  es  la 

F ig u ra   145

medida del  ángulo  A;  luego  MN  =   A. 

Siendo  B' el  polo  de  AO,  B'N  es  un  cuadrante y  lo mismo,  siendo  O'  el  polo de  AB,  C'M  es  un  cuadrante; luego:

B'N  +   O'M  =   180°. 

Pero  se tiene

A  =   MN  =   MO'  -   NO' =   MC'  -   (B'C'  -   B'N), 

o  bien

A  =   90°  -   (B'C'  -   909)  =   180° -   B'C'. 
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Lo mismo se demostraría para los  demás  ángulos,  y llamando  a’ b'  

y   &  los lados del  triángulo· A' B' O' polar de ABO,  se tiene A =  180°  -    a', 

B == 180°  -    V, 

C =  180°  -   c! 

o

 a’ =  180°  -   A, 

 b'  180° —B, 

 c' — 1809  -   O. 

Lo mismo  se demuestra  con  respecto  a  los  ángulos.  Tomando la 

misma  figura  145,  se  tiene  qué  la  medida  del  ángulo  A'  es HL,  por ser A' un polo  de  BO.  Y  se tiene  :

A' =  HL =  HO  +   OL ==  HO  +   BL  —  BC, 

pero por ser  O  polo  de  A'B',  HO =  90°,  y  por  ser  B,  polo  de  A'C', BL =  90°,  luego:

A' =  180°  -   BO =   180° r-  a, 

y  en forma  análoga  se  tendría, 

B' =  180°  -    b,  

O' =  180°  -   o, 

o

 a =   180°  -   A', 

 _b =  180°  -   B', 

 c =  180°  -   C'. 

c-

278.  Un  triángulo esférico está en general  individualizado,  cuando se conocen   tres de sus seis elementos fundamentales:  lados y ángulos, lo que indica que de las relaciones entre esos  seis  elementos, relaciones  independientes  entre  sí,  solamente  pueden  ser   tres  y  no  más de tres. 

Determinaremos  esas   relaciones fundamentales de  la trigonometría esférica, 

279.  Teorema (llamado  teorema del  coseno):   En  todo triángulo esférico, el coseno  de un  lado es  igual a  la  suma  de  los  productos de  los eo-t senos de  los otros  dos,  con el  de  los  senos  de  esos  dos por  el  coseno  del ángulo  comprendido,  — Vale  decir que:

eos  a =  eos   b  eos  c  +   sen   b  sen  c eos  A. 

Admitamos  primero  que   b y   c  son  menores que  un  cuadrante,  es decir,  b  <   90° y c<90°.  Sea el triángulo ABO  (fig. 146) que pertenece
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a una esfera  de  centro  O  y  radio  igual  a la  unidad.  Tracemos  en  A las tangentes a los lados  b y e  y sean  ellas respectivamente AE y  AF, La  A ^  se  encuentra con  el radio 0 0  

prolongado,  por  ser  dos  rectas  que 

están en  un  plano.  Sea  E  el  punto 

de  encuentro.  Lo  mismo, la tangente al  lado  c se encuentra  con la prolongación  del  radio  OB,  por  estár las dos  rectas en  el plano  del  círculo 

Figura 146

correspondiente  al  lado  c.   Sea  F   el 

punto  de  encuentro.  El  ángulo  EA F  mide  el ángulo A  del  triángulo esférico.  Uniendo  E  con  F  se  tiene  en  la figura  146:

y  aplicando  el  teorema  del  coseno  a  los  triángulos  planos  EOF  y EAF,  se tiene,  observando que el ángulo  EOF  está medido por   a : y teniendo  en  cuenta  que

se tiene  restando:

0 =  1  +   1  —  2 0 E .  OF  eos  EOF  +   2AE .  AF  eos  E AF, 

o b ie n :

o tam bién:

eos   a  =   cos   b  cos   c  +   sei f b   sen  o  cos  A . 

( 1)
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Pero  habíamos supuesto que δ  <   90° y  o  <   90°,  Vamos a mostrar que  la  fórmula  es  general.  En  efecto,  supongamos  (fig.  147),  que es δ >  90° y  o <   90° y sea el triángulo ABQ¿ Completemos  el  uso  correspondiente  al  ángulo  C 

y  tendremos  el  triángulo ABC',  que  tiene  el 

lado  fc,<  90°, el  lado  a' =  BC' == 180°  — a,  el 

lado  y  =  AC' — 180°  — δ,  menor que 90°,  por 

Figura i47 

ser  b  >   90°,  El  ángulo,  C' =  C,  y los ángulos

A' =   180°  — A,  B' =  180°  — B.  El  triángulo 

ABC',  tiene dos  lados  b'  y  c,  menores  que  90°, luego  podemos  aplicarle  la  relación  (1) y  se tiene : eos   a! =  eos   y  eos   c  +  sen   bf sen   c eos  A', pero  e s :

cos:u' =  eos (180o —  a) =  — eos  a,  eos A '=  eos  (180° — A) =  — eos  A, eos   b'  =  eos  (180° —  b) =  — eos  δ,  sen  b'  =  sen{180° —  b) =  sen  δ, y reemplazando y cambiando de  signo:

eos  a= cos  δ eos o-f sen  δ sen 4? eos A. 

Supongamos  ahora  (fig.  148),  que 

δ >  90°,  c >   90°. Y completemos  el uso 



F i g u r a v   1 4 8

correspondiente  al  ángulo A,  se  tiene 

que el triángulo  A'BC  tiene dos  lados  δ' =  180°  — δ,  y c' = 1 8 0 ° —  c7 

menores  que  90°;  luego podemos aplicarle la relación (1) y  tenemos eos   a =  eos   bf eos  c'  +   sen  δ' sen   &   eos  A' 

pero es

eos  b' — ~  eos  δ,  eos  c' =  — eos  o,  sen  δ' =  sen  δ, sen o' =  sen  c,  eos  A' 

eos  A 

luego:

eos  a =  eos  δ  eos  c  -f  sen  δ  sen  o eos  A y  la fórmula es general.  Se puede obtener en la misma forma  para  los lados  δ y o y se tiene así el  primer grupo de fórmulas  fundamentales, que  demuestran  el  teorema. 
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 í eos  a =   eos  b eos  o -f  sen  b sen   c eos A I

.  < eos  b  =   eos  a eos  c  -f  seh  a sen  c eos B

(  eos  c  —  eos  a eos  b  -f  sen  a sen  b eos C. 

 $

Es  fácil  ver que las  fórmulas  valen  aún  en  el  caso  que uno  de  los lados  6  o o o los  dos,  valgan  un  cuadrante,  puesto  que  son  válidas para valores  de   b y  c mayores o menores  de  90°  y  tan  próximas a  90° 

como  se  quiera. 

En  efecto, consideremos  el  triángulo de lados  a  (90° ±   σ),  y  c,  e indiquemos con   A t  el ángulo  opuesto al lado a,  que vale  A  cuando σ =  0. 

Se  tie n e :

eos  a  =   eos  (b  +   σ) eos  c  +   sen  (b  +   σ) sen  c eos Ax, pasando  al  límite,  para  σ  =   0,  se  tiene la  fórmula del  grupo I,  y  lo mismo puede  hacerse para  el  lado   c. 

280.  Teorema  (llamado  teorema del  seno):   En  todo  triángulo  esférico,  los  senos  de  los  lados  son  directamente  proporcionales  a  los senos de  los  ángulos opuestos. —  De la fórm ula:

eos  a ;==  eos  b eos  c  +   sen  b sen  c eos A, se  saca

y

y  entonces,  reemplazando  sen2   b  y  sen  c2  respectivamente  por 

{1  —  eos2  b)  y  (1  — cos2c),  se  tiene,  dividiendo  por  sen2^: Pero  esta  fórmula  es  simétrica  con  respecto a a,  b y   c;   luego,  si partiendo  de  la 2a  y  3a  del  grupo  I y  por un  camino  igual,  calculasen2 B 

sen2 O

m os-----rr- 

y 

----  — j  obtenemos el mismo resultado,  es  decir que*:

seiro 

sen2  c
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Y  como los lados y los  ángulos en un  triángulo esférico  son  menores  que  180°,  el  seno de  cada uno  de los lados y ángulos  es  siempre positivo,  y  las  igualdades  anteriores  pueden escribirse

281.  Tomando el  polinomio:

P   =   1  — eos2  a  < 

— eos2  b 

eos2  c  -f  2 eos  a  eos  b  eos  c, 

agregando y restando eos2  a eos2 6,  se  tiene

P  =   1  — eos2  a  —  eos2  b  +   eos2  a eos2  b  —

— (eos2  c  +   eos2  a eos2 6  — 2 eos  a eos  b  eos  c)7

o  bien

p   ==  (1  T-  eos2  a) (1 

eos2 6)  — (eos  e ,-r  eos  a eos 6)2, 

ó

P  =   sen2  a sen2  b  — (eos  e  ^   eos  a eos 6)2, y transformando la  diferencia de  cuadrados  en  suma por  diferencia : P  =   (sen  a sen  b  +   eos  c 

eos  a eos  b)

(sen  a sen  b  — eos  c  +   eos  a eos  b)T

que  puede ponerse:

p   =   [eos  o  — eos  (a  +   6)]  [eos (a  —   b)  — eos c], y transformando en productos las diferencias  de  cosenos:

Llamando 2p al  perímetro del triángulo,  se tiene

 a  +   6  +    o =   2p, 

 b  -f   o  —  a =■■ 2  (p  — a), 

 a  +  c  —  6 =   2 (p  —6), 

 a  +   6  —  o =   2  (p  —  o). 
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Y  la fórmula se transform a:

P   =   1  — eos2  a  —  eos2  b  —  eos2  c  +   2 eos  a  eos  b  eos  c =

=   4 sen  p  sen  (p  —  a) sen  {p  —  6) sen  (p  —  c). 

Y  por lo  tanto,  poniendo :

H  s=  foenzp  sen  (p  —  a) sen  (_p  —  6) sen  (p  *-  c), se obtiene: 

o también

Las relaciones del  grupo  II,  pueden  escribirse todavía en la forma siguiente:

282. 

 Relaciones  entre  cinco  elementos.  —  Tomemos  la  primer relación del  grupo I  : eos  a  =   eos  b  eos  c  -1-  sen  b  sen  c  eos A, y reemplacemos  eos  c  por  un  valor  sacado  de la  3a  del  grupo  I,  se tiene

eos  a =   eos  a  eos2  b  +   sen  a  sen  b  eos  b eos C  4-  sen  b  sen c  eos A o  bien

eos  a (1  — eos2  b)  =   sen  a  sen  b  eos 6  eos O  -f  sen  b  sen  c  eos A poniendo  en  lugar de  (1  — eos2  b)  su  igual  sen2  b  y  dividiendo  todo por  sen 6,  se  tie n e :

eos  a sen  b  =   sen  a eos  b  eos O   +  sen  c eos A . 
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Análoga a ésta, conteniendo tres lados y dos ángulos, obtendríamos 

otras  cinco  relaciones,  con  lo que  formamos  el  siguiente  grupo  de fórm ulas:

eos  a sen  b 

sen  a eos  b eos C  +   sen  c eos A, 

eos  a sen  c  =   sen  a eos  c eos B  +   sen  b eos A, eos  b sen  a —  sen  b eos  a eos G  +   sen  c eos B, eos  b sen  o 

sen  b eos  e eos A +¿sen  a eos B, 

eos  c sen  a  =   sen  c eos  a eos B  +   sen  b eos C, 

* eos  c sen  b  =   sen  c eos  b eos A  +   sen  a eos C. 

283. 

Como  estas fórmulas  son  homogéneas respecto a los  senos  de 

los lados,  se tiene,  poniendo

sen  a =    k sen Á,  sen  b  =    k sen B  y  sen  c =   k sen G

*

deducidas  del  grupo ΙΓ, llamando   k a la  relación  constante sen  b 

sen  c 

, 

-----— = -----— —   k,  y  reemplazando  en el  grupo III  sen a,  sen  b  y sen B 

sen G 

?  J 

&  1

sen  c y  suprimiendo  el factor  común   k,   se  tiene 284. 

 Teorema (llamado  de la  cotangente):   En  todo  triángulo  esférico ,  entre dos  lados,  el  ángulo  comprendido y el ángulo  opuesto a uno de ellos,  existen  las  relaciones siguientes :
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Tomemos  la  I a  del  grupo I I I :

eos  a sen  b  =   sen  a eos 6 eos O  -f  sen  c eos A, dividiendo  por  sen a,  se  tie n e :

. 

i 

i 

^  

sen   c

etg  a sen  b  =   eos   b eos C  H--------eos A. 

sen a

sen   c 

sen O

P e r o ------= ------- -f  luego,  pasando  al primer  miembro al  2o  término sen  a 

sen A 

7

del  segundo  miembro se  tiene

ctg  a sen  b  —  etg A sen G  =   eos  b eos O, y   en  forma  análoga  para  las  demás  y obtenemos  el  grupo  V. 

285. 

 Relación  entre  los  tres  ángulos y  un  lado. —  Demostraremos que entre  los  tres  ángulos  y  un  lado,  en  un  triángulo esférico,  valen las relaciones  siguientes:

Í

cos A  =   — eos B  eos G  -f- sen B  sen G  eos a, 

eos  B  =   — eos A  eos G  4- sen A  sen G  eos 6, 

eos  G  =   —  eos A eos B  +  sen A  sen B  eos o, 

•es  decir,  que  en  todo  triángulo  esférico,  el coseno  de  un  ángulo  es igual  a menos  el  producto  de  los  cosenos  de  los  otros  dos,  más  el producto  de los  senos  de  sus  otros  dos  ángulos  por el  coseno  del  lado opuesto  al  primer ángulo. 

Consideremos  un  triángulo  ABG,  cuyos lados  sean  a,  b y   c y sus ángulos  A,  B  y C y tomemos el triángulo polar que llamaremos A'B'C', y   sean a',  6',  c'  sus  lados  y  A',  B',  C' sus  ángulos.  Se  sabe  q u e : a'   =   180°  —  A,  b'  =   180°  —  B,  &  =   180°  -   O. 

A '= 1 8 0 °   - α , 

B'  =;  180°  — 6,  C' =   180°  -   c, 

y   apliquemos a  este  triángulo  polar,  el  teorema del  coseno.  Se tie n e : eos a' =   eos  b'   eos c'  +  sen 6' sen  &  eos A'. 

Pero  es

25
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luego reemplazando y  cambiando los  signos:

eos A  =   ^   eos B  eos C  +   sen B  sen C  eos  a ? 

y lo mismo para  las  otras relaciones,  partiendo  del  coseno  de  W y 286. 

 Ángulos auxiliares  de edículo. 

Las fórmulas  que  anteceden 

de  I a V II,  con  excepción  del  grupo  II,  no  son  calculables  por  logaritmos.  Se  pueden  transformar  utilizando  ángulos  auxiliares d$ 

cálculo.  Por ejemplo  tomando

y

Si hacemos

y

Donde   m  y  u  son dos  cantidades  desconocidas,  que  se  tiene que determinar,  para lo cual  se tiene j

y ahora

Y determinados  u y  m,   se tiene

Muchas veces  resulta  cómodo  este  artificio. 
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CAPITULO  I I

FÓRMULAS  RELATIVAS  AL  TRIANGULO  RECTÁNGULO

Y  AL  RECTILÁTERO

287. 

Suponiendo  que A  sea  el  ángulo recto  en  un  triángulo  esférico  rectángulo,  las  fórmulas  de  los  grupos  I  a VI  se  simplifican. 

Obtendremos  10  fórmulas,  que  es  el número de combinaciones de cinco  elementos,  tomados  de  tres  en  tres.  Bastará hacer  eos A  =   0, sen A  =   1 y  se  tiene

 a)  La primera  del  grupo  I nos  d a :

1 )  r 

eos  a  =   eos  b  eos  c. 

El  grupo  II nos  da,  haciendo  sen A  =   1   :

2) 

sen  b  =   sen  a  sen B

3 ) 

sen  c  =   sen  a  sen C. 

La primera y  segunda del  grupo  III,  nos  d a n :

eos  a  sen  b  =   sen  a  eos  b  eos C, eos  a sen  c  =  sen  a  eos c  eos B, 

de  donde  se obtiene :

4)

tg  b  =   tg  a  eos C, 

tg  c  =   tg  a  eos B. 

5 )

La  4 a y la 6a del  grupo V nos d a n :

ctg  b  sen  c  =   ctg B, 

ctg  c sen  b  =  ctg C, 

o bien

tg 6  —  sen  c tg B, 

6)

tg  c =  sen  b tg O. 

7)
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La primera  del  grupo VI nos  d a :

8 ) 

eos  a =   ctg B  ctg O, 

Y la 2 a y  3a  del  mismo grujió VI nos  d a n :

9 ) 

eos B  =   eos  b  sen C, 

1 0 ) 

eos O  =   eos  c sen B. 

Las  que expresan lo  siguiente,  para  todo  triángulo  esférico  rectángulo : 1 .  En  todo  triángulo  esférico,  el  coseno  de la  hipotenusa  es  igual al  producto  de  los  cosenos  de los  catetos. 

2  y  3.  El  seno  de  cada cateto  es  igual al  seno de la hipotenusa por el seno  del  ángulo  opuesto al  cateto. 

4  y  5.  La tangente  de  un  cateto es igual  a  la tangente de la  hipo-' 

tenusa por el  coseno del  ángulo adyacente al  cateto. 

6 

y  7.  La  tangente de un  cateto es igual al  producto del  seno  del otro  por la  tangente  del  ángulo opuesto al  primero. 

8 .  El  coseno  de  la hipotenusa  es  igual  al  producto  de  las  cotangentes  de los ángulos  adyacentes. 

9  y  10.  El  coseno  de  un  ángulo  oblicuo es  igual  al  producto  del coseno  del  cateto  opuesto  por el  seno  del  otro  ángulo  oblicuo. 

288. T eo r em a . :   En todo  triángulo  esférico  rectángulo,  o  todos  sus lados son menores que un  cuadrante o uno  solo.  —  En  efecto,  tomando la igualdad

eos  a  =   eos  b  eos  c

deben ser,  o todos los  factores  positivos,  o  dos  negativos.  P ara  que ocurra lo  primero deben  ser a,  b  y c,  menores  que un  cuadrante. Para que ocurra lo  segundo,  deben  ser entre a,  6 y c,  dos  de ellos  mayores que  90°  o uno  sólo menor  de  90°,  lo que demuestra  el teorema. 

289. T e o r e m a  :   En  todo  triángulo  esférico  rectángulo,  los  ángulos oblicuos son de  la  misma  especie que  los  catetos  opuestos.  —  Es  decir, que  según que  un cateto es mayor o menor que un cuadrante, el ángulo opuesto  es mayor o menor  que  90°. 

En  efecto,  tomando las  (6 ) y (7) del n° 287, puesto que el  seno de un cateto es siempre positivo,  pues  fry  c son  menores  que  180®,  resulta
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que  tg  b y  tg B  tienen el  mismo  signo;  luego si   b  <   90°,  debe  ser B <  90e'y  si  6 >  90°,  debe ser B >  90°.  Y  lo mismo para  el cateto  c y el  ángulo  C.  Lo  que  muestra  el  teorema. 

290. 

 Regla de  Neper.  —  Neper  ha  dado  una  regla  práctica  para obtener estas  diez  fórmulas.  Es la  llamada regla  del  pentágono  de Neper  y consiste (fig. 149),  en poner  sobre los vértices de un pentágono  y  siguiendo el  contorno  del  triángulo en cualquier  sentido, los elementos del  triángulo,  salteando  el  ángulo  recto y teniendo  cuidado  de poner,  en lugar  de los  catetos   b y  c, los  complemen

tos

como indica la figura.  Se  tiene  así  el  pentágono  de  Neper.  Y  en  ese  pentágono,  el  coseno  de  un  elemento  es  igual al  producto  de la& cotangentes  de  los  elementos adyacentes  y  también 

 al  producto  de  los  senos  de  los  elementos  opuestos.  

Así,  por  ejemplo,  se tie n e :

eos  a  =   ctg B  ctg C, 

o  tam bién:

La primera nos da  la fórmula  (8) y  la  segunda nos da la (1) del n° 287. 

Aplicando  sucesivamente  esta  regla  a  cada  uno  de  los  vértices del  pentágono,  formamos el  cuadro  siguiente,  donde  se  da el  número de la  fórmula que habíamos  encontrado:
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--------- - 

*  
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■ . ' ■ V ...................... . 

1—

---------  · α   ■ ■  !■■«* 
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. 

------------—

eos  a =   ctg B  ctg  C 

eos 

ctg B ctg G 

(8) 



 a   . = =  

 a

eos  a

sen 

eos 6  eos 

=



—

 b j   sen 

—  c j   Cos  a   =  

 c  

(1)

cos B 

etg  ctg ^  —  cj 

=



 a  

tg o 

tg  cos B 

(5) 

—



a



B

cos B  =   sen  ^   —  ¿>j  sen C

cos B 

cos 

=



 b  sen G 

. t (9)

• 

\

eos 

c) 

ctg B ctg 

tg  6  t=  sen  c tg B 

(6) 

-



=



 (φ   -

 b j 

π

 2  ~   °

eos í

c

sen  sen 0

sen 

sen  sen C 

(3)

—



 j   =  

 a  

 Ct  =  

 a  

cos 

fcj 

ctg 

cj  ctg 0   tg c 

sen 

-



=



-



=



 b  tg G 

(7) 

I - *

cos 

sen  sen B

—

 b j   =



 a  

sen  b 

sen  sen B 

(2)

* =  

 a  

eos C 

ctg  a  ctg 

=



^   - -   bj 

tg   b 

tg a  cos 0  

(4) 

=



0

eos G 

sen 

c  sen B

=



—



] 

eos 0 

cos  c sen B  (10)

=



A 2 

 i  

__________ _ 

. 

, 

. 

; 

_____________

2 9 1 . 

Las  fórmulas  que  vinculan  los  elementos  en  el  triángulo 

esférico rectángulo pueden transformarse  en otros  que muchas veces resultan convenientes para el  cálculo. 

Así por ejemplo,  de Ja relación (1) del (nd  287)  se saca:

i

eos  a

eos  c = ----- Tf

eos  b

y  como por otra p a rte :

resulta

[image: Image 408]

—  391  —

y   en forma análoga,  podríamos  haber obtenido

 b 

i / 

λ  —  o 

o  +   o

tg2  =  | / tg —

t g —

’

donde sólo hay  que  tener  en  cuenta  el  signo  +   del  radical,  puesto b 

 c

que  siendo  los  lados  o y e ,   cada  uno  menor que  180°, -  y -  resultan Δ 

 Z

menores de  90°  y  sus  tangentes  son positivas. 

2 9 2 . La  relación  (2) del  (n°  287) nos  d a :

sen  b 

sen  a = -----—> 

sen B

y   como por otra  parte,  se tie n e :

tg  (4 5 »  + í )   =   ±   | / 1 ± ^ , 

\  

2 /  

Π   T   s e n «  

/   -f  -

í

resulta,  reemplazando  sen a :

Y si hubiésemos partido  de la relación (3) del (n° 287)  habríamos  obte nido  por el  mismo  camino :

2 9 3.  La relación  (4)  del  (n° 287)  nos  d a :

y  como

resulta
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y análogamente,  de la (5) del  (n° 287)

Partiendo de la  (6) del  (n° 287), 

y  se tie n e :

y  entonces:

y análogamente:

294.  La fórmula (9)  del  (n°  287) nos  d a :

luego:

y  análogamente:

295. 

 Otra forma de obtener  las fórmulas para el  triángulo  rectángulo. —  Hemos  obténido las fórmulas  fundamentales,  partiendo de las fórmulas  fundamentales  de la trigonometría  esférica.  Se  pueden ob-i

tener directa e independientemente de ellas.  1
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Sea un triángulo  rectángulo  ABO,  (fig.  150), donde A  es el  ángulo recto,  O  el centro de  la esfera a la que pertenece el  triángulo. 

Supongamos en primer lugar  que los  lados 

sean cada uno menor que 90°. Por un punto M 

de la arista del triedro  que  proyecta al trián gulo desde el centro  de la  esfera, trazamos  la normal  MP  a  O A  y  de  P  la  perpendicular 

PN  a  OB. 

Por el  teorema  de  las  tres  perpendiculares,  resulta  MN normal  a  OB,  lo  que  quiere decir  que  el  ángulo  MNP  mide  el  ángulo  B  del  triángulo.  Siendo el  ángulo  MPN  recto  en  P,  se  puede  escribir  :

de  donde

que  es la (1) del (n° 287). 

De los triángulos  OMP,  OMN y  MPN,  sacam os:

Luego

que  es la fórmula  (2)  del (n°  287). 

En  una forma  completamente análoga  habríamos  obtenido

sen  c  =  sen  a  sen O 

que es la (3)  del  (n°  287). 

Tomemos  ahora

eos  a =   eos  b  eos  e 

• 

sen  b  =   sen  a sen B

y  eliminando   b,  para  lo  cual  se tie n e :
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luego  es

o bien

r

eos2  a  +   sen2  a eos2  c  *+  eos2  c ==  sen2  a eos2  c eos2 B, y también

de donde

como a,  o y  B,  son  menores  que  90°,  se tie n e :

tg  c = tg  a eos B

que es la  (5)  del  (n°  287). 

En forma análoga habíamos encontrado :

tg  b  =  tg  a eos C

que es la (4) del  (n° 287)< 

Tomando ahora las fórmulas  :

sen  b  =   sen a  sen B, 

tg  c  =   tg  a eos B, 

eliminamos  a,  para lo  cual,  puesto  que  eos  ar =   eos  b  eos  c9  se  tiene de  donde:

luego:

que es la (6)  del  (n°  287). 
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Y análogamente habríamos obtenido:

tg  o  =   sen 6  tg O

que es la (7)  del  (n° 287). 

De  estas dos últimas  obtenemos,  multiplicando  miembro  a miem* 

bro,  expresando la tg en  función  de  seno y  coseno  y  dividiendo  por 

«1  producto  sen  b  sen  c :

y   siendo  eos  a =   eos  b eos c,  se tiene,  in virtiendo : eos  a  =   ctg B  ctg O, 

que  es  la  (8)  del  (n° 287). 

Tomando nuevam ente:

se tiene 

y  siendo

dividiendo  se tie n e :

y  puesto  que eos  a =   eos  b  eos c,  re su lta :

eos B  =   eos 6 sen C

que es la  (9)  del (n°  287). 

Y  en forma análoga

eos C  —  eos  c sen B 

que  es la (10)  del  (n°  287). 

Pero  hemos  demostrado  hasta  ahora,  sobre  la base de que  los  lados  son  menores que un  cuadrante.  Con un razonamiento  análogo al seguido para las fórmulas fundamentales, se muestra que las fórmulas son  generales. 
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 Fórmulas  relativas  al  triángulo  esférico  rectilátero.   ■*—  Un triángulo  esférico  se  llama   rectilátero  cuando  uno  de  sus  lados  es igual  a  90°.  Y  es  evidente  que  el  triángulo  polar  de  ún  triángulo rectilátero  es  un triángulo rectángulo,  y  es  claro  que una manera  de resolver el  triángulo  rectilátero  es  pasar  al  polar/  resolver  éste  y luego volver al  primero*. 

Pueden,  sin  embargo,  obtenerse las  fórmulas  que  lo  resuelven  di rectamente,  para lo  cual  basta hacer   a =  90°  en  las fórmulas  generales  del triángulo  esférico, lo que  equivale a tomar en ellas  eos  a  =  O 

y  sen  a =   1 ,  y así  se  obtiene :

La I a  del  grupo I  nos  d a :

1. 

eos A  =   —  ctg  b  ctg  c. 

El  grupo II,  nos da :

2. 

sen B  =   sen  b sen A, 

3. 

sen C  =   sen  c sen A. 

La 3a y  5a  del  grupo  III nos  dan,  respectivamente:

4. 

eos   b  =   sen  c eos B, 

5. 

eos   c  ==  sen  b eos O. 

La  I a y  2a del  grupo  IV nos  dan,  respectivamente:

6 . 

tg B  =   —  eos  c tg  A, 

7. 

tg O  =   — eos  b tg  A. 

La 3a y  5a  del  grupo  V nos  dan

8 . 

tg B  =   tg  b sen O, 

9. 

tg C  —  tg  c sen B. 

Y  finalmente la  I a del  grupo  VI nos d a :

10. 

eos A   =  —  eos B eos O. 
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CAPITULO  I II

RESOLUCIÓN  DE  TRIÁNGULOS  ESFÉRICOS  RECTÁNGULOS

297. 

Cuando  se dan  solamente lados  y  ángulos  del triángulo  esférico  rectángulo,  se presentan  seis  casos  distintos,  según  sean los  elementos  que  se dan,  a  sab er: I o  Dos  catetos. 

2o  Un  cateto y  la  hipotenusa. 

3o  Un  cateto y  el  ángulo  oblicuo  adyacente. 

4Ůn  cateto y  el  ángulo opuesto. 

5o  La  hipotenusa y  un  ángulo  oblicuo. 

6o  Los  dos  ángulos  oblicuos. 

Trataremos  separadamente  cada  uno  de  estos  casos. 

298. 

 Primer caso :  Resolver un  triángulo  esférico  rectángulo,  conociendo  los  dos catetos.  —   Resolución:  Sean  los  catetos   b  y  c  los  elementos  conocidos.  Se  desconoce  la hipotenusa  a y los  ángulos  B  y  C. 

Se  tiene,  según  las  fórmulas  del  n°  287. 

eos  a =   eos  b eos  c

Se  ve  que  el  problema es siempre posible y  admite  una sola  solución, pues  siendo   eos b  y   eos c  cada  uno  menor  que uno,  el  producto  será  menor que  la  unidad y 

habrá  un  solo  valor  para   cosa  y  por  consiguiente para  a. 

Estando los  valores  de  B  y  C  dados  por sus 

tangentes,  siempre  será posible  encontrar  un 

valor, y uno  sólo, para  B y  C  y  estos  valores  se 

obtienen  sin  ambigüedad.  En  cuanto  al  cuadrante de  B  y  C  es  el  mismo  respectivamente  que  el  cuadrante  de b  y  de  c. 

[image: Image 415]

—  398  —

Para verificar si se ha calculado bien,  puede  usarse la fórm ula:

eos  a =   ctg B ctg O. 

 Observación.  —  Si los  valores  de  6 o   o  fuesen  pequeños,  eos b y eos c no  se conocerían con bastante  aproximación y   ¿os a no  quedaría bien determinado.  En tal  caso,  puede  calcularse  primero  el  ángulo B 

o el  ángulo  O y  luego  calcular   a  por  alguna  de  las  relaciones  siguientes : o  bien

 Ejemplo :  Resolver un  triángulo  rectángulo, conociendo :

6  *=  82°20'18" 

 c  =   41014'16". 

 Cálculos  auxiliares 

 Cálculos  definitivos

 log  eos  b

 C08  <t

logeos 82°20' 

=9.12519  Δ =  94

log eos  a =  log eos 6  +   log eos   e

i   ■■ 

■  · 

■  . 

μ

- 

. i . 

.  . 

■  l  I  ■  J 

i  ■ 

■ 

J 

■

1 0 " =  

16

log eos  b  =   9.12490 

8" =  

13

log eos   c =   9.87621

log eos  b =9.12490

log eos a =   9.00111

 log  sen  b

log sen 82°20' 

=9.99610  Δ =  2

para 9.00207  a =  84°14'  Δ =  125 

para 

18" = _____ 1

l 83  =  

40" 

log sen 82°20'18" =9.99611

f 13  =  

6" 

 a  =84°14'46" 

 log  tg  b

 tg  B

log  tg  82°20' 

=0.87091  Δ =  96

log tg B  =   log tg 6  —  log sen  c

para 

1 0 " =  

16

log  tg  6  =   0.87120 

» 

8" =______13

log sen  c =   9.81900

log tg  6 =  0.87120

log tg  B  =   1.05220
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 log  e09 o

 B

log eos 41°14' 

^9.87624  Δ =  11 

para 1.05083 

84°55'  Δ =  144 

para 

1 0 " =?? 

2 

 i para 120 

50" 

» 

6 " =  

1

(  » 

17 

7'*

log eos 41°14'16" =  9.87621

B  =   84°55'57" 

 log  sen  o

 tg  C

log sen41°14' 

=9.81897  Δ =  14 

log tg  0   =   log tg o  —  log sen  b 

para 

1 0 " =  

2 

log  tg  o  =   9.94280 

» 

6 " =  

1 

logsení)  =   9.99611

log sen 0=9.81900

log tg C  =   9.94G69

 log  tg  o

 c

log  tg  41 °14' 

==9.94273  Δ =  26 

para 9.94655 C =  41°29'  Δ =  26 

para 

10" =  

4 

í para 13 

30" 

» 

6 " =  

3

f  » 

1  

2 " 

log tg  c =  9.94280

C =  41°29'32" 

 Comprobación 

eos   a  =   ctg B  ctg  C

 log  ctg  B

 log  eos  a

para 84°55' 

=8.94917  Δ =  144 

log ctg  B  =   8.94780 

» 

50"=  

120 

Jog ctg  C  =   0.05331

» 

7 "=  

17

log  eos   a  =   9 .0 0 1 1 1

log  ctg  B =  8.94780

 log  ctg  C

para41°29' 

=^0.05345  Δ=±—26 

» 

3 0 "=  

13 

» 

2 " =  

1

log ctg 0 =  0.05331
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299, 

 Segundo  caso :  Resolver un triángulo  esférico  rectángulo conociendo  la hipotenusa y un cateto.  —   Resolución :  Conocemos la hipotenusa a y  el  cateto  6.  Desconocemos  el  cateto  ó  y los ángulos B  y  C. 

Aplicando la  regla de Neper,  o  sino  directamente por las fórmulas n°  287,  se tien e:

eos  a

eos  a =  eos  b eos  c

de donde

eos  C  = ----- J

eos  b

(1 )

^  

sen  b

sen  b  =   sen  a sen B

' de  donde

sen B  = ------

(2 )

sen  a

 n 

tg 6

eos C  =   ctg  a tg  b

o bien

cosC 

—· 

(3)

t g e

 Discusión.  —  Los  datos   a  y  b  deben  ser, desde  luego,  cada uno menor  que  180°.  Si   a  y   b  fuesen  iguales  se  tendría  un  triángulo trirrectángulo  que naturalmente no ofrece ninguna dificultad. 

Si   a y   b  son suplementarios,  el  triángulo  se reduce a un  huso recto y no  lo  consideramos  como triángulo.  Vale decir,  que eliminamos los casos  en  que  a  sea  igual a   b  o  suplementario  con  6. 

Como una verificación de  los  cálculos  puede aplicarse la fórmula

eos C =  eos  c sen B. 

Para  que el  problema  sea  posible  es  necesario  que  los  segundos miembros  de las relaciones  (1)  (2)  (3)  sean  menores  que  la unidad,  y puesto que  a y   b  son positivos y menores que  180°, basta que se tenga sen  h

----- <   1

sen  a

o bien

sen  b <  sen a. 

Para  que  esto  se verifique,  debe  tenerse:

si   b <  90°  debe  tenerse  6 <  a <  180°  —  6 

» 

 b > 9 0 ° 

» 

» 

6 >  a >  180°  —  6. 

t

Y verificándose  esta  condición,  se tiene

sen2  b <  sen2  a 

(4 )

es decir

1  —  eos2  b <  1  —  eos2  a
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o  sea

eos2 6’>  eos2  a

 (o)

y  el  valor de  eos  c dado  por  la (1) resulta  menor que la unidad. 

Y dividiendo  ordenadamente  la  (4)  por  la  (5)  se tiene  con  mayor razón

tg 2 6 <  tg2  a

y  también  el  valor de  eos C  resulta menor que la unidad. 

Luego,  la q u e a   condición para que el problema admita una  solución¿ 

 y una sola,  es  que a esté comprendido  entre  b y  (180° —   b). 

 Observación. —  Cuando los  valores  de a y de 6  son poco diferentes, eos  c difiere poco  de  1  y  queda entonces mal  determinado por su coseno.  En tal  caso es  conveniente aplicar las  fórm ulas: Es fácil ver que discutiendo estas fórmulas, se llega al  mismo resultado del anterior.  En efecto, tomemos el primer valor, dado por n° 291: a  +  b 

 a  —  b

para que exista,  debe tenerse  tg —-—  y  tg —-—  del  mismo  signo. 

 2¡ 

 Δ

* 

íi 

 b 

.  . 

_ 

 a  -l··   (j

Si  se tiene   a  >   6,  t g :—-— es positiva,  luego  debe  serlo  tg —-— > vale decir

o

30
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o,. 

7  ,  α  —   b 

, 

^  α  +   6  .  . 

Si  se  tiene   a <  o,  tg —-— es  negativa,  luego  tg —-—  debe  ser negativa y por lo  tanto

O

es decir,  que  a debe estar comprendido  entre   b y (180°  —   b). 

 Ejemplo :  Resolver un  triángulo rectángulo  conociendo:

 a  =   40°25'12" 

„ 

 b  =  30°20'15" 

Por estar  a  comprendido  entre

 y

 b  =   30°20'15" 

y

180°  -   6  =   149°39'4δ" 

el  problema admite una sola  solución. 

 Cálculo  de c : 

*

eos a

eos c = ------·

eos ó

 r

 log  eos  a

log eos  40°25' 

=   9.88158 

Δ  =  -   10

para 

10" 

=  

2

»  

2" ...................  = _________

log eos a ........ 

=¿9.88150

 log  eos  b

log eos  30°20' 

=   9.93600 

A  =  -   7

para 

1 5 " ...........   =  

2

log eos   b 

=   9.93G04

[image: Image 420]

 —   403  —

 l o <)  (‘OH  c

log  eos a. 

=   9.88156 

log eos  b .  .  .  . 

=   9.93604

log  eos  c . .  .  . 

=   9.94552

P ara 9.94553 

28°06' 

Δ  =   7 

para 

1

07" 

 c  .  . 

=   28°06,07,/

sen  b

 Cálculo  de  B

sen B  = sen  a

 log  sen  b

log  sen  30°20' 

 =  9.70332 

Δ  =   21

para 

1 0 " 

=  

4

» 

5' 

=  

2

log  sen   b

=   9.70338

 log  sen  a

log  sen  40°25' 

=   9.81180

Δ  =   15

para 

1 0 " 

=  

3

»  

2" 

=   _____ 1

log  sen   a  . 

=   9.81184

 log  sen  B

log  sen  b .  

=   9.70338 

log sen  a.   . 

=   9.81184

log  sen  B

=   9.89154

 B

Para  9.89152.  . 

 =  51°10' 

Δ  =   10

para 

2 .  . 

09' 

B.  . 

=   51°10'09" 
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Y  puesto  que  B  y  6  deben  estar  en  el  mismo  cuadrante,  el  v alor  de  B  es  51°10'09". 

tg    b 

 Cálculo de  C :

eos  C  = tg  a

 lop  tg  h

log tg 30°20'. . . 

9.76725 

Δ  =   29 

P ara 

10" 

5 

1

» 

5" 

______3

log tg 6 ............... 

9.76733

 log  tg  a

log  tg 40°25' 

=   9.93022 

Δ  =   26

Para 

1 0" 

=  

4

»  

2" 

=  

1

log tg a ............ 

=   9.93027

 log  coa  C

log tg  b .....................  =   9.76733

log t g a .....................  =   9.93027

log eos O ..................   =   9.83706

 €

Para 9.83715 

46°35' 

Δ  =   14 

» 

9

40" 

C. 

46°35'40" 

 Comprobación

eos C  =   eos  c sen B

log  eos   c ...................  =   9.94552

log sen  B ................   =   9.89154

log eos O

=   9.83706
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Resolveremos  ahora  el  mismo  problema,  aplicando  las  fórmulas 

estudiadas y  con los  mismos d a to s:

 a =   40°25'12" 

 b  =   30°20'15" 

 Cálculos  auxiliares
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300. 

 Tercer caso :  Resolver un  triángulo  rectángulo,  conociendo  un cateto y el ángulo agudo  adyacente. 

 Resolución.  —  Sea   b  el  cateto conocido  y  O  el  ángulo  agudo.  Desconocemos la  hipotenusa a,  el  cateto   c y el  ángulo B. 

Aplicando la regla del  pentágono de  Neper o  las  fórmulas  dadas 

por n°  287  se tien e:

tg  b

eos G  =   tg  b  ctg  a 

de  donde 

tg  a  = ---- —

eos G

sen   b  =   tg  c ctg G 

de donde 

tg  c  =   sen  b tg G 

y además n°  287  fórm. (9). 

eos B  =   eos 6 sen G. 

En cuanto a los  valores  de a y  de  c,  siempre  existirán,  y no hay ambigüedad en cuanto a su cálculo. 

Se obtiene siempre un  solo valor para a y  c.  Para el  cálculo de  B, siempre se obtiene para eos B  un valor  menor que la unidad,  por ser el producto de  dos  cantidades menores  que  1  y tampoco  puede haber ambigüedad en  cuanto a la determinación de  B. 

Si  eos  B  es positivo,  entonces  B  está  en  el  primer  cuadrante, y  si eos B  es negativo,  B  está en  el  segundo cuadrante.  Por otra  parte, puesto que sen G  es siempre positivo,  por ser C  menor que  180°,  resulta que el  signo de eos B  es  el  mismo que  el  de  eos 6,  o bien  B y   b están siempre en el mismo cuadrante. 

 R l problema es  siempre posible y  admite una sola solución. 
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Como una  comprobación  de los cálculos,  se tie n e :

tg   c =   t g a  eos B. 

 Observación.  —  Si  el  ángulo  B,  estuviese  mal  determinado  por eos B,  se calcula primero  el  valor de tg  a y  luego  se  calcula B  por  la fórmula

o también,  después  de calcular  c  se puede  calcular  B  por Ejemplo :  Resolver  un  triángulo  rectángulo,  conociendo

 b  =  51°31'55" 

C  =   78°37'34". 
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301.  Cuarto  caso ;  Resolver un triángulo  rectángulo conociendo  un cateto y  el  ángulo  opuesto. 

 Resolución:  Sean   b y  B  los  elementos

conocidos.  Desconocemos  a,  c y  O. 

Aplicando la regla del  pentágono de  Neper o las  fórmulas  dadas 

por n°  287  se tiene :
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 Discusión. — Los  valores  de los  elementos  desconocidos,  vienen dados por sus  senos y entonces  se obtienen para  cada uno  de los  arcos a,  c y  O,  dos  valores positivos  menores  que  180°.  Veremos  cuándo y  cuáles de  esos  valores  se pueden  aceptar. 

Consideremos:

I.  B   <  90°.  —  Siendo  B  <   90°,  consideremos  distintos  casos: a)  b <   B.  En  ese  caso

sen  b  <   sen B

y  se tiene  entonces  sen a <   1,  y  se encuentran  dos  valores  para a, uno agudo y otro obtuso.  Y  siendo  a y  c de la  misma especie,  pues es eos  a =   eos  b  eos  c

siendo  6  <   90°,  resulta eos .b  positivo y  por lo  tanto  a y  c de la misma  especie,  vale  decir,  para  a agudo,  c es también  menor que  90° y si   a  es mayor que  90°,  también  c es obtuso,  y  por ser  c y  O  también de la misma  especie,  se tiene en definitiva

 a <   90°,  c y  O  son también  menores que  90° 

 a >   90°,  c y  O 

» 

mayores  »  90°

es decir,  que el problema tienejio^soluciones. 

 b)  b  =   B.  En ese  caso  se  tiene

sen  b  =  sen B

y resulta sen  a  =   1  o  bien   a =  90° y  siendo a,  c y  C  de  la  misma especie  se  tiene 

C 

90° y el  triángulo  resulta  bi-rectángulo y 

el  problema admite una sola solución que es cabalmente un triángulo bi-rectángulo. 

 *iz

 c)  -   >  b  >   B.  Se  tiene,  sen  b  >   sen B  y  por  lo  tanto  resulta

 Δ

sen  a >  1,  es decir,  que  el  problema no tiene solución. 

II.  B >  .90°. — Si  B  es mayor que 90°,  también  se  presentan  varios  casos: 7C

I o)  -  <   6  <   B,  en  ese  caso  se  tiene  sen  6  >   sen  B  y  resulta sen  a >  1, vale decir que  el problema es imposible. 
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2o)   b  =   B.  Resulta en  ese  caso  sen  b  =   sen B  y por lo tanto sen  a  = 1

y  nuevamente  como  en  el  2o  caso  anterior,  se tiene un  triángulo bi-rectángulo. 

A

3o)   b >  B.  En  ese  caso  resulta,  siempre  sobre  la  base  de  ser B 

obtuso, 

sen  b <  sen B

y  por  lo  tanto

sen  a <  1

y  el  problema da dos yalores para «,  uno menor que 90° y otro mayor. 

Se tiene

eos  a  =   eos  b  eos  c

y  siendo  eos  b <  0,  resulta que  a y e  son de  especie  contraria,  es  decir,  que  se tiene,  puesto que  c y  C  son de la misma especie: si   a <  90°, 

 c y  C  son  obtusos

»   a >  90°, 

 c y  O  »  agudos. 

En resuman, vemos  que para que el  problema admita  solución,  debe tenerse que  B  debe estar comprendido entre   b y 90° y  verificándose  esa  condición,  el  problema  admite dos  soluciones. 

Es  fácil  ver,  por otra  parte,  que  ello 

es  así  considerando  el  triángulo ABC 

(fig. 152) rectángulo en  A. 

Si  prolongamos los lados  a j e  hasta 

completar  el  huso  en  B',  se  ve  fácilmente  que  el  triángulo  ABO, también  resuelve  el  problema  por  tener el ángulo  en  B'  igual  a  B  y el  lado  AC  =   6. 

Se ve  que  tie n e : 

 Λ

B'C  =    af  =   180°  -    a 

AB' =    &  -=  180°  -    c 

AC'B  =   O'  =   180°  -   C. 
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 Observación. —  Estándo los  elementos  incógnitos,  calculados  por sus senos,  puede ocurrir que no  queden  bien  determinados.  En  ese caso es preferible  calcular por las fórmulas  siguientes :

 Ejemplo :  Resolver un  triángulo rectángulo,  conociendo :

 b  =   106°38'46" 

B  =   105°48/ó2". 

Se  verifica que  B  está  comprendido entre  106°38'46" y  90°.  Luego el  problema tiene dos  soluciones. 

 log  sen  b

logsen 106°38'46"  =   log sen (180° —  ΙΟ β^δ^β") 

log sen 7&°21'14" 

log  sen  73°21'.  

=   9.98140 

á   =   4

para 

14" 

=

___________1 

1

log  sen   b

=   9.98141

 log  sen  B

log sen  105°48'52  =  log sen (180°  -   105°48'S2")  =   log sen 74°11'0S" 

log  sen  74°11' 

=   9.98324 

Λ  =   3

para 

08".............  =  

—

logsen B. 

=   9.98324

 log  sen  a

log  sen  ó ...................  =9.98141

log sen B ..................   =   9.98324

log  sen   a

=   9.99817
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 a

Si  log  sen   a  =   9.99817 

 a  =  84°45'00". 

Luego  se tiene  para  a :

 a  =   84°45'00" 

 a'   =   (180°  -    a)  =   95°15'00" 

 log  tg  b

log tg 106°38'46"= log [ -  tg (1 80° - 1 06°3S'45")] =  log [ -  tg  73°21'lá"] 

log  -   73°21' 

=   0.52424  η 

Δ 

46

para 

1 0 " .......... 

=  

8

» 

4" 

=  

3

l o g t g ¿ . . 

=   0.52435  n

 log  tg  B

tg  105°48'32" =  -   tg  (180°  -   105°48'52")  =  -   tg  74°11,08/' 

log  -   tg  74°J  V  

=   0.54778  n 

A  =   48

para 

08" 

=  

6

log tg  B .. 

=   0.54784  n

 log serte  =    log  tg  b  —   log  tg  B

Jog  tg   b ...................  =   0.52435  n

log  tg  B. 

=   0.54784  n

lo g se n c ...................  =   9.97651

 c

log sen  c =   9.97649 

c  =   71°19'00" 

A =  4

para 2-.........................  =  

;30" 

 c =   71°19,30" 

o  también

 c'  =   180°

c =   108°40'30" 
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 log  eos  Β

eos 105°48'52"  *= -   eos (180°  -   105°48'52")  =s -   eos 74°11Ό8" 

/

log ( — eos 74°11)................   =   9.43546  η 

Δ  =   44

para 

08" 

=  

—  6

log  eos  B ................. 

=   9.43540  n

 log  eos  b

eos  106°38'46" =  -   eos (180° 

106°38'46")  =  -   eos 73°21'14" 

°  log 

eos  73°21')..............   =   9.45716  η 

Δ  =   42

Pa ra  

1 0 " )  

_

» 

4") 

_______

log  eos  b .............................   =   9.45706  n log  8en  €  =    log  eos  B   —   log  eos  b log  eos  B ..................   =   9.43540  n

log  eos   b .  ,  . ___ __  .  .  =   9.45706  n

log sen  C ..................   =   9.97834

 C

Si  log sen  G  =   9.97833 

O  =   72°03' 

Δ =  4 

para 

1

15" 

O  =   72°03'15" 

o  también

O' =   180°

C  =   107°56'45". 

Calcularemos ahora con  las  fórmulas:
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S ie n d o :

 n
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Y  también
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ó también
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302.  5 o   Caso :  Resolver un  triángulo  rectángulo,  conociendo  la  hipotenusa  y  un  ángulo  agudo. —  Resolución:  Sea  «  y B  los  elementos conocidos. 

Debemos  calcular fe,  c y  C.  Aplicando  la  regia  del  pentágono  de Neper o las fórmulas n°  287,  se tien e:

Sen  b =   sen  a sen B

eos B  ==  ctg  a tg  c 

de donde 

tg c =   eos B  tg  a 

eos  =   ctg B  ctg C 

» 

ctg C  =   eos  a tg B. 

 Biscusióñ:  El  valor  sen 6,  será  siempre  positivo y menor  que  1, por ser producto de dos cantidades positivas  menores  que la  unidad. 

Se encontrarán para  b dos valores,  uno en  el primer cuadrante y  otro en  el  segundo;  pero como   b  debe  ser de la misma especie que  B,  sólo debemos aceptar un  solo  valor,  aquel que esté  en el  mismo  cuadrante que  B. 

En cuanto a los  valores  de  c y  O,  siempre existirán,  ya que  están dados  respectivamente  por  su  tg y  ctg.  Y  no  hay  ambigüedad  en cuanto al  cuadrante,  pues  si  son  positivas  estarán  en  el  primer cuadrante, y  si  son  negativas en el  segundo.  Las  mismas fórmulas que utilizamos  para  calcular  c y  O,  nos  muestran  que tg c  y  ctgC   tienen el  mismo  signo,  puesto  que t g a  y  eos  a tienen  el  mismo  signo y  lo mismo cosNB  y tg B. 

 Luego el problema siempre  admite una solución,  y  una sola. 
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 Observación. —  En  caso de que el lado  6,  que se  calcula  por su  seno, quede  mal determinado,  se puede proceder  calculando  primero c o C  

y luego,  calculando   b por cualquiera  de  las  siguientes  fórmulas tg 6  =   sen  c tg B  o bien  tg  b  =   tg  a  eos C. 

Se  pueden verificar los  cálculos  por'la fórmula :

tg  c =   sen  b  tg C. 

 Ejemplo :  Resolver un triángulo  esférico rectángulo  conociendo: a  =   60°20'07"  y  B  =   72Q04'20/> 
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 Comprobación 

 tg o  —   sen b otg  C

log  sen 6  ..  .  . 

=   9.91737

lo g t g C .........................   = 9.81538

log  tg  c 

=   9.73275. 

303.  Sexto caso: Resolver un triángulo esférico rectángulo,  conociendo los  dos  ángulos  oblicuos.  —  Aplicando  la  regla  del  pentágono  de Neper o  aplicando  las  fórmulas  dadas  en  n°  287,  se  tie n e : eos  a  =   ctg B  ctg C

. 

eos B

eos B  =   eos  b  sen C

de  donde

eos  b  = -----—

sen C

eos  C

eos C  =   eos  c  sen B

»

eos  c  = ----- -·

sen B

 Discusión:  Como  cada  uno  de  los  elementos  incógnitos   a,  b  y  c, está determinado  por  el  coseno,  no  habrá  ambigüedad  para  determinar  a,  b y  c  siempre  que  el  valor del  respectivo   eos  sea  menor que la anidad. 

Necesitamos  ver,  entonces,  que condiciones  deben satisfacer  B y C, para que los  cosenos  sean  menores  que  1 . 

Tomemos  la relación  que  nos  da el  eos b  que  podemos  escribir:

, 

eos B 

eos  B 

eos B

COS   u  —   _____   —   ______________  —   _____________ (

sen O 

eos (90°  —  O) 

eos (C  — 90°)

P ara que  eos  b <   1 ,  debe  tenerse :

eos B <  eos (90°  — C)  y  eos B <  eos (C  —  90°) 

luego  si  C  es  menor  que  90°, es  decir,  si  (90°  -   O)  es  positivo 90°  -   C <  B <  180°  ~   (90°  -   O)

o bien

90°  —  C  <   B  <  90°  -f  C. 

(1)
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Si  en cambio  O  es mayor que 90°,  es decir si  (O  — 90°;  es  pqsitivoT 

debe tenerse:

O  — 90° <  B <  180°  -   (O  -   90°)

o bien

O --  90° <  B <  270°  -   a  . 

(2)

) . » . »

 •ir  :

De la relación  (1)  sacamos:

B + O 9 0 ®   y  B - C < 9 0 ° . 

Y de  la relación (2) obtenemos

C  — B <  90°  y  B  -f  O < 270°. 

Luego podemos resumir ésas condiciones en la siguiente forma :

90° 

B '-f  C <  270°

B  -   C <  90°. 

\

Cumplidas  esas  condiciones  por los  ángulos  B  y O, se  tiene  que : eos B

i  í*í·- 

-----7=  es menor que la unidad. 

sen O

,  . 

.  eos B 

,. 

eos2 B

Ahora bien,  s i ------  <  1,  se tiene 

—

<   1

sen O 

sen2 O

es decir 

Y también

vale decir 

vale  decir

y  existe  un  valor único  para  eos c. 

eos B 

etc B

Multiplicando por — ^ ^  <  1,  se tiene  — ~q  <   1 

etg B ctg C <  1; 

sen 

tg

luego  el  valor de  eos  a es  menor  que  1,  y  por lo  tanto  se  encontrará un valor único  para   a. 

[image: Image 442]

425

Luego,  para  que  el  problema  tenga  solución,  es  necesario y  suficiente  que la suma de  los  ángulos  agudos  (B  -f  O)  esté  comprendida entre  90° y  270ó  y  que la  diferencia  entre  él mayor  y él  menor  sea menor que  906.  Llenados  estos  dos  requisitos  el  problema  tiene  una sola  solución. 

En  general,  para  calcular los  elementos  a,  b  y   c es  preferible utilizar las fórmulas  dadas  en n°  294  que nos  dan   b y  c,  y en  cuanto  a   ay puede  calcularse  por la siguiente  fórmula:

o bien

y resulta 

y  para   b y   c habíamos  obtenido:

 Ejemplo :  Resolver  un  triángulo  esférico  rectángulo  conociendo : B  =   105°48'ó2" 

y 

C  =   72°03'15" 

 log  otg  B  

*

ctg 105°48'52"  =   -   ctg (180°  -  105°48'52")  =   -   ctg 74°11'0S" 

logctg  74°11' 

=   9.45222 

Λ =  48

para 

08" 

=

6

logctg  105°48'52".....................  =   9.45216 w
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 lo g   eos  b

Y calculando  por las otras fórmulas,  se tie n e :
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CAPITULO  IY

OTRAS  FÓRMULAS  DEL  TRIANGULO  ESFÉRICO  EN  GENERAL 

CALCULABLES  POR  LOGARITMOS

(FÓRMULAS  DE  DELAMBRE  Y  PE  NEPER)

304.  Expresión  de ángulos  en función de  lados.   *■*·  Las  fórmulas del grupo I (n° 279),  vinculan los tres  lados de un triángulo con un ángulo. 

Permiten  entonces  calcular  los  ángulos  de  un  triángulo  cuando  se conocen  los  tres  lados.  Pero la expresión  coseno del  ángulo:

. 

eos  a  —  eos  b eos  c

eos  A  = ---------- :------------  J

sen  b sen  c

no  es  calculable  por  logaritmos.  Vamos  a obtener fórmulas que dan los ángulos  en función  de los  lados,  pero que  se  pueden  calcular  por logaritmos. 

En efecto,  recordando  q u e :

se  tie n e :

o bien,  transformando  en producto la  diferencia  de  cosenos, 

H aciendo:

 a  +    b  +    c =  2 p. 
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se tie n e :

luego

Y hay que  tener  en cuenta  sólo  el  signo  +   del radical,  pues  en  un triángulo  sen φ  es siempre positivo. 

Si hubiésemos partido de la  2a o 3a del grupo I  por un camino aná~

O

B



logo, habríamos obtenido fórmulas del mismo tipo para sen —  y  sen l< 2

n

Se tiene a s í:

305.  Procediendo en la misma forma se tiene :

Y transformando en  producto  la diferencia de cosenos:

de donde
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Donde  hay  que  tener  en  cuenta  sólo  el  signo  más  del  radical, 

' 

porque el valor del ánguloes menor que 180° y por lo tanto — es menor m i

que  90°.  Procediendo  en  forma  análoga  con  la  2a  y  3a  ael  grupo  I, Ή 

O

obtenemos  fórmulas del  mismo tipo para eos — y eos  —> y  tendremos:

 λ* 

2

306.  Dividiendo ordenadamente  las  fórmulas  del  grupo  V II  por las del  grupo  7111,  se tie n e :

Fórmulas  que permiten  calcular los  ángulos  de  un  triángulo  cuando  se  conocen los  tres lados. 

Siempre  conviene  utilizar  el  grupo  IX,  pues  aparte  de  calcularse por la  tg en lugar  de   sen  o   eos,  es  fácil  ver  que  calculando  por  el grupo  V II, se necesitan  seis  logaritmos,  calculando  por los  del  grupo V III,  se  necesitan  siete  logaritmos,  mientras  que  calculando por el grupo  IX  se necesitan  sólo  cuatro logaritmos. 
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307.  Si  hacemos

Η  =  ysenjp sen  (p  —  a)sen(p  —  b)  sen  (p  —  c). 

se tiene

308.  Y  haciendo

Tenemos:

Veremos  en el  n° 358  el  significado  de K. 

309.  Expresión  de  lados  en función  de ángulos.   —  Tomando  la  I a del  grupo  VI  (n°  285),  se  tien e:

eos  A  =  — eos  B  eos  C  +   sen B sen C eos a, 

de  donde

luego es
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o   b ie n

y  transformando  en producto  la  suma de  cosenos,  se tie n e :

Hemos llamado  exceso  esférico  2ε  a

<le  d o n d e :

Y  ta m b ién

Luego

y  «en  forma análoga para los  otros lados,  obteniéndose a s í:

Donde  hay que  tomar  sólo  el  signo  más  para el  radical,  puesto que los  valores  de  los  senos  de los  lados y  de  la mitad  de  los  lados  son positivos. 

28
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310.  Análogamente tenemos :

o bien

Y transformando  en produeto la suma de los  cosenos,  se tie n e :

o bien

donde hay  que tener en  cuenta  sólo  el  signo  más  del  radical, ya  que el  eos  de la mitad de un  lado  es  siempre  positivo.  En  forma  análoga J) 

 c

se obtendría  eos -  y  eos -·  Tenemos así

 Z  

 Z

311.  Dividiendo  ordenadamente  cada  una  del  grupo  X II  por 

cada una del  grupo  X III,  se tiene :

Donde  sólo liay  que tener en  cuenta el  signo positivo del radicaL
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312.  Se puede  dar todavía otra forma  de  expresar lo mismo. y; * Γ 

Haciendo

Resulta

ε  =   P   _   90°

sen ε 

=  —  eos P , 

(A  — ε)  —  90°  -   (P  -   A),  sen (A  —  ε)  =   eos (P  —  A), (B  -   ε)  -   90°  -   (P  -    B)y 

sen (B  —  ε)  =   eos (P  —  B)r 

(O  -   ε)  =   90°  -   (P  -   O), 

sen (O  — ε)  =   cos(P  —  G). 

Y los  grupos  anteriores  se  transforman  e n :
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313.  Haciendo

 h  =   ]/ —  eos P eos (P —  A) eos (P  —  B) eos (P  — O) tenemos

314.  Y haciendo

se tie n e :

Veremos más adelante que R  es  el  radio  esférico  del  círculo  circunscripto en el triángulo  (n°355). 

Transformaciones  mediante  el  empleo  de  ángulos  auxiliares  de  cálculo 315.  Transformación de  las fórmulas que dan el coseno de un  lado.— 

Tomando la  I a del grupo  I  (n°  279),  se  tien e:

eos  a =   eos  b eos  c  +   sen  b sen  c eos A, que  puede ponerse
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e introduciendo  un ángulo  auxilar  φ  tal

tg φ  ==  tg  6 eos A, 

se  tie n e :

(1)

o también

( 2)

La  (1)  permite  calcular  a y  la  (2)  calcular  c.  

Primero hay  que  calcular  φ. 

316.  Transformación de fórmulas  que  dan el coseno  de un  ángulo.  — 

Tomando  la  3a  del  grupo  VI  (n° 285)

eos A  =  —  eos B eos O  +   sen B sen O eos

puede  escribirse

e introduciendo  un  ángulo  auxiliar de cálculo  φ,  tal  q u e :

se  tiene

o bien

según  sea que  se quiera  calcular  A o  C. 

317.  Transformación  de  las  fórmulas que vinculan  cuatro  elementos consecutivos.  —  La primera del  grupo  V (n°  284)  podemos  escribirla : sen 6 ctg  a =   eos 6 eos O  +   sen C ctg A, 
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de donde:

e introduciendo un ángulo auxiliar  de cálculo  φ,  dado por

se tien e:

o bien

Según  se busque  a o  G. 

Tomando  la misma fórmula  del  grupo  V,  podemos  escribir:

(

ctfif  a 

\

sen   b ---- — — eos 6)? 

eos C 

/

e introduciendo  uil  ángulo auxiliar de  cálculo  φ1  dado por

se  tie n e :



o   b i e n

Según  sea que  se  quiera  calcular  A  o   b. 

A  +   B

318. F ó r m u l a s  d e   D e l a m b r e . —  Desarrollando  sen  — -— *

2

se tie n e :

y  reemplazando  sen φ ,  sen 

eos φ  y  eos 5 ,  por  sus  valores  dados

2 

2 

2 

^
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por las  relaciones  de  los  grupos  Y II  y  V III  (noe 304 y 305)  se tie n e : o bien

y transformando  en  producto  la  suma de  senos  y  teniendo  en  cuenta el  valor del radical,  según la 3a  del  grupo V III  (n°  305),  se tiene o bien

y   resulta

A  —  Β

Procediendo  en  orma  análoga  y  desarrollando  sen  — -— > 

 Z

eos ^   ^   -   y  eos  — - 

se obtiene  el  siguiente  grupo  de  fórmulas, 

conocidas  por fórmulas  o  análogas  de Delambre. 
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Es fácil recordar esté grupo de fórmulas.  En  efecto:

 a)  En los primeros  miembros  están  los  tres  ángulos,  y  en  los  segundos los lados,  con  esta disposición : A  B 

 a  b

O 

c

 b)  Las únicas líneas  que  figuran  son  senos y   cosenos.   En  los  primeros miembros las  líneas del  numerador y del denominador  son  complementarias y  en los  segundos  miembros  son iguales. 

 c)  Considerando los numeradores,  a un  signo   más  de un miembro, en el  otro  se  tiene  un  coseno y  recíprocamente a un  coseno  en  un miembro,  en  otro  se  tiene  signo  más.   A  un  signo  menos  en  un  miembro  corresponde un   seno  en  el  otro  miembro y  recíprocamente a  un seno  en  un miembro,  en  el  otro  se tiene  signo  menos. 

319. F ó r m u la s  d e   N e p e r . —  Dividiendo  la  primera  fórmula de  Delambre  por  la  tercera  y  la  segunda  por  la  cuarta;  y  dividiendo luego la cuarta  por  la  tercera  e  invirtiendo  los  términos  y dividiendo  finalmente  la  segunda  por  la  primera  e  invirtiendo  los términos,  se  tie n e :
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(a )

(P)

(γ)

(δ)

Conocidas  como  fórmulas  o  analogías  de Neper.  Cada una vincula a cinco  elementos  del  triángulo. 

Dividiendo  la  (γ)  por  la  (δ)  [o  la  (a)  por (β)  e  invirtiendo]  se tie n e : Que  dice  que  la  tangente  de  la  semisuma  de  dos lados  es  a  la tangente  de  la  semidiferencia  de  esos lados  como la tangente de la semisuma de los  ángulos  opuestos  es a la tangente de  la  semidiferencia de  esos  ángulos. 

320. F ó r m u l a s  d e   R e id t .  —  De  las  analogías  de  Delambre,  se pueden obtener otras  fórmulas  dadas por Friedrich  Reidt, que suelen ser útiles  para la resolución  de  triángulos. 

Para  ello  usaremos  la siguiente  abreviación:

A  -f-   a =   4$, 

B  -f  6  =   4íq, 

C 

c  =

A  —   a =   4  dj 

B  —  6  =   4dly 

O  —   c =   4  d2. 

[image: Image 459]

—  442  —

Y tomando  la segunda fórmula de Delambre (XX, n° 318), se tie n e : G 

/  

C \  

■

reemplazando  eos — por sen  (90°  — —)  y transformando  en  producto resulta

tg (45°  -   s2)  ctg (45°  -   d2)  =   ctg  («  -   8X)  tg  ( d  -   áx). 

(a)

Tomando ahora la tercer fórmula de  Delambre,  se tie n e :

tg  (45°  -   s2)  tg (45°  -   <Z2) =  tg  (s  +   sx)  tg  ( d  +    dt).  

(β)

Procediendo  en la misma forma con la primera y  cuarta  de las fórmulas de Delambre,  se tiene respectivamente:

tg   d2  tg  s2 =  tg (459  -    8  -    dx)  tg  (45°  -   «i  -    d), 

(γ)

tg  d2 ctg  s2  =  tg  (45°  -    s  +    d±) ctg (45°  +    sx  —  d).  

(δ)

Multiplicando miembro a miembro la (a)  con la  (β)

tg2 (45°  -    s2)  =   tg   (s  +   *!■)  ctg   (s  -    8t)  tg   (d  +   dx)  tg   (d  -    άλ).   (1) Dividiendo la (β)  por la (a):

tg 2 (45°  —  d2)  =  tg  (8  +    8t)  tg  (8  -   Sj)  tg  (d  +    dx)  ctg  (d  -    d j). 

(2)

En la misma forma,  multiplicando la (γ)  por la (8):

tg 2  d2  == tg (45°  —  s  +   dj)  tg (45°   —  8  +  dx)  ctg (45°  —  d  -f  Sj) tg (45°  -    d — sx).  (3)

Y dividiendo la  (γ)  por la  (δ):

tg2$2 —  ctg (45°   —  8  +   dt)  tg (45°   -r-  s   ~   dx)  tg(45°  +   8t  -   d) tg (45°  -    sx  -    d).   (4)

Las  cuatro últimas  relaciones  son las llamadas  fórmulas  de Beidt. 
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CAPITULO  Y

E X C E S O   E S F É R I C O

321.  Hemos  llamado  exceso  esférico  2ε a lo que  la  suma  de  los ángulos  del  triángulo  excede  de  180°, es  decir,  a

2ε  =   Α  +   Β  +   0 -   i8o°. 

Veamos  a  deducir  diferentes  fórmulas  que  nos  permiten  calcular  el exceso  esférico. 

322.  Exceso  esférico  en función de  dos  lados  y el  ángulo  comprendido. — Tomando las  expresiones  del  grupo  X IY   (n°311)

«acarnos

o bien

de  donde

fórmula  que da el exceso esférico en  función de dos lados y el ángulo comprendido,  pero que  tiene  el  inconveniente  de  no  ser  calculable por logaritmos. 

[image: Image 461]

,—  444  —

Podemos  sacar otra expresión del exceso esférico  en función de dos lados y el  ángulo  comprendido. 

En  efecto,  multiplicando  entre sí  las  relaciones  2a y 3a  del  grupo X II (n° 309)  y teniendo en  cuenta la fórmula I a del grupo X III (n°310) de  donde

( 1 )

Multiplicando ahora entré sí las relaciones  2a y  3a  del  grupo X III (n° 310) y teniendo en  cuenta la fórmula  I a de ese mismo grupo:

de  donde

(2 )

Eliminando  ahora  a entre  las relaciones  (1) y  (2),  se tendrá  el  exceso esférico en  función  de   b,  c y A. 

Multiplicando la (1)  por  eos A y desarrollando el sen  (A  —

en (2)

se tiene:
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y

Y sumando  se  obtiene

( 3 )

Multiplicando la (3)  por eos A y la (1)  por sen A y sumando resulta : ( 4

)

Y ahora  dividiendo  la  (1)  por la (2)  se  tiene:

y  dividiendo  la  (1)  por la  (4)

Las dos últimas permiten  calcular ε  en  función de   b1 c y  A. 
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Exceso  esférico  en  función  de  los  tres  lados  del  triángulo 323. F ó r m u l a   d e   Ca g n o l i. —  Multiplicando  entre  sí  las  relaciones  I a y 2a del  grupo X II (n° 309)  se tiene : Y observando  que es  (n° 309)

y también q u e :

se tiene

de donde

o bien

Fórmula conocida con el nombre de fórmula de  Cagnoli. 
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324. F órmula de  L’H u iller . —  Tenemos  por definición:

y  entonces

Y la tercera fórmula de  Delambre  (n°  318)  nos  da

o bien

y reemplazando  se tiene

Y transformando  en  producto la  suma y  diferencia  de  senos y  de cosenos,  se tiene

(1)
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Partiendo ahora de la primer analogía de Delambre (n°318), tenemos

de donde

o bien

Y transformando  en  producto  las  sumas y  diferencias de  cosenos, se tie n e :

o bien

( 2)

Y multiplicando  (1) y  (2) y  extrayendo la raíz  cuadrada

.Fórmula debida a  Simón  L’Huill'ier. 

325.  Dividendo  la (2)  por la  (1)  del número  anterior se  tiene
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Y procediendo  en forma  análoga  con respecto  a  los  demás  ángulos  se tiene

Superficie  del  triángulo  esférico

326. 

T e o r e m a   :   Las  superficies  de  dos  triángulos  esféricos,  trazados sobre  la misma esfera o sobre esferas  del mismo  radioy son directamente proporcionales a sus respectivos excesos esféricos.  —  Llamando  S y   S 'a las  superficies  de  los  dos  triángulos,  2s y  2s' a  sus  respectivos  excesos esféricos,  queremos demostrar que : S  _   2ε 

S' “  2?*

Consideremos  el  triángulo  ABC,  completemos  los  círculos  máximos  correspondiente s a cada lado y tracemos los diámetros  AA', Figura  153

BB'  y  OC',  siendo  O  el  centro  de  la  esfera

<fig.  153).  Los  triedros  OB'AC  y  OBA'C'  son  simétricos  y los triángulos  ACB' y  A'C'B  son equivalentes.  El liuso  del ángulo A  se  compone del triángulo  ABC  níás  el  triángulo  BCA',  el  huso  del  ángulo B  se compone  del  triángulo  ABC  más  ACB' o lo  que es  equivalente, 

«del  triángulo  ABC  más  el  triángulo  A'C'B  y el  huso  del  ángulo  C, se   compone  del  triángulo  ABC  más  el  ABC'. 

r

29

[image: Image 467]

450  —

Luego podemos escribir:

Huso  A  =   ABC  +   BOA', 

Huso  B  =  ABO  +   A'C'B, 

Huso  C  =   ABC  +   ABC'. 

Y puesto que  la superficie  de  un huso  es a  la superficie  de la  esfera,  como el ángulo del  huso es a  4  rectos,  podemos  poner,  llamando E a la superficie  de la  esfera

ABO  +   BOA' 

A 

E 

“   4R’

ABO  +   A'C'B 

i

E 

" Ι Ε ’

ABO  +   ABC' 

ff 

E 

4 Bi

Sumando y  observando  que  ABC  +   BCA'  +   A'C'B  +   ABC'  integran la mitad de la superficie de la esfera,  se tie n e : O bien,  siendo  S  la superficie del  triángulo,  se tien e:

y también

(1 )

Y para otro triángulo de  área  S' y  exceso  esférico  2ε' trazado  sobre la misma esfera o sobre esferas del  mismo radio,  se tien e: (2> 

Y dividiendo la  (1) por la  (2)  se tiene :

lo que demuestra  el  teorema. 
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327.  Fórmula  de  la  superficie  del  triángulo  esférico.   —  Tomando como triángulo S' el triángulo  esférico trirrectángulo,  se tiene que su superficie es la octava parte  de la superficie de la esfera, y siendo  sus tres ángulos  iguales  a  90°,  su  exceso  esférico  2ε' vale  90°.  Es  decir q u e :

Luego

Y  expresando  el  exceso  esférico  2ε en segundos,  se tie n e :

Β ~ π Β · ____ ________

180  X  60  X  60

π

Y como  --------- —---- — es  el arco de  1" expresado en radianes,  el que 180  x   60  X  60 

7 

^

prácticamente  es  igual  al  sen 1",  obtenemos  como expresión  del  área del triángulo esférico

S  =   B2 (2ε)" sen 1". 
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CAPITULO  V I. 

RESOLUCIÓN  DE  TRIÁNGULOS  ESFÉRICOS 

(CASOS  CLÁSICOS)

328.  Seis  casos  clásicos se presentan en la resolución de triángulos esféricos,  cuando  los  elementos  conocidos  son  lados y  ángulos,  y  son los  siguientes:

1.  Dados los tres  lados. 

2.  Dados los  tres ángulos. 

3.  Dados dos lados y  el ángulo comprendido. 

4.  Dado un  lado y los  áugulos  adyacentes. 

5.  Dados  dos lados y  el  ángulo  opuesto  a  uno  de ellos. 

6 .  Dados  dos  áugulos y  el  lado opuesto a  uno  de ellos. 

Estudiaremos  cada uno de estos  casos  haciendo  una  discusión  de los resultados. 

í  l·! 

329.  Primer caso :  Dados  los  tres  lados a,  by c.  — Es necesario que 0 < a   +   6  +   c <   360°

y que un lado  cualquiera  sea  menor que la suma de  los  otros dos,  es decir,  que

a  <   6  -f  c, 

6  <   a  +   c, 

c  <   a  +   6,  

para lo cual basta que el mayor sea menor que la suma de  los otros dos. 

330.  Si  solamente se  necesita  calcular  un ángulo. —  En tal  caso se aplica la fórmula sacada del  grupo  I  (n°279)

eos  a  — eos  b eos  c

eos A = ------- -------------- ·

sen  b sen  c

Esta  fórmula no es  calculable por  logaritmos.  Puede hacerse  calculable,  introduciendo  un  ángulo  auxiliar de  cálculo  o  utilizando las tablas  de logaritmos  de  sumas y restas. 

Pueden también  utilizarse las  fórmulas  de los  grupos  V II,  V III, IX,  X  y  X I  de los  números  (304) a (308). 
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331. 

 Primera solución  integral.   —  Utilizando las fórmulas del  gru- 

]K>  Y II  (n° 304)  basta XI, (n° 308),  donde  es   2p  ==   a  +    b  +    c.   Us preferible  emplear las  del  grupo X I  por ser más  cómodas.  Veremos  que K 

es  la tangente  del  radio  del  círculo  inscripto  (n°338) y  se tie n e : y

Como  comprobación  del  cálculo,  se  debe tener:

 (p  —   a)  +    (p  —   b)  +    (p  —  c)  =   p Ejemplo: 

 a =   43°04'10", 

 b  =  68°L7'30", 

 c  =  75°47'50" 

Se  pueden  disponer  los  cálculos  en la  siguiente form a:

 a   =   43°04'40"  sen   ( p   —  a)  =   9.88746 

 b  =   68°17'50"  sen   ( p   —  b)  =   9.63061 

 c  =   75°47'50" 

sen   { p  —   c)  =   9.48503

2 p  

187°10'20" 

9.00319 

 p   =   93°35'10" 

sen  p  =   9.99915

 p  -   a  =   50°30'30" 

K2 =   9.00395 

 p   —  b  —  25°17'20" 

K  =   9.50197

 p  -    e  =   17°47'20" 

tg —  =   9.61451 

 Δ

Q) — «) +  (l> —  +  

— c)=  93°35'10" 

tg -   =   9.87136 

—  =   22°22'25" 

2

0

tg  -   =   0.01694

5 =   36°38'09" 

 Δ

2

sen  p   =   9.99915

- =   46°07,02" 

2

K  =   9.50196

A  =   44°44'50" 

B  =   73°16'18" 

G  =   92°14'04" 
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332.  Segunda solución integral. — Utilizando las fórmulas del grupo X X III (n° 325), recordando la fórmula de L’Huiller (n° 324) y poniendo y  siendo 2ε el  exceso  esférico^ se tie n e :

Y como  comprobación  de cálculo,  se tie n e :

( 1 )

( 2)

( 3

)

Tomemos  el  ejemplo  anterior y podemos  disponer los  cálculos  en. 

la siguiente form a:
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 a =   43°04'40" 

 t g P  „   a =   9.67368 

 b  =  68° 17'50"' 

6 

2

o  =   7δ°47'50" 

t g 7’  ~   ¿ 

9.35091

 Δ

 2p  =   187°10'20" 

 p  —   c

 p  =   93ο35Ί0" 

 t g *   c 

=   9.19450 

& 

2

 p   —  a  =   50°30'30" 

8.21909 

 p -   b  =   25°L7'20" 

t g |  =   0.02720

 p   —  c =   17°47'20" 

m2  -   8.19189 

|   =   46°47'35" 

2

m  =   9.09594

 p  —   a

 F 

=   25  15Ί5" 

2

t g |  =   9.12314

 P  ~   °  =   12°38'40" 

O

** (?-!) =9·42226 

 P ~ fí=   8°53'40" 

2

•*(1- 1)

prueba (1)  =   46°47'35" 

1  =   7°33'49" 

2

prueba  (2)  =   8.19187

( -   -   -'l  =   14°48'36" 

\2  

2/

í— -  

=   29°04'18" 

\2 

2/

( -   -   i )   =  38°33'13" 

\2 

2/

prueba  (3)  =   89°59'55" 

-  =   22°22'25" 

2

-  =   36°38'07" 

O

-   =   46°07'02" 

2

A =   44°44'50" 

B  =   73°16'i4" 

C  =   92°14'04" 
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333.  Segundo  caso.  Dados  los fres  ángulos  A B  y C. 

Es necesario 

que

1809  <   A  +   B  +   C  <  540°y

y  también

B  +   C  -   A  <   180°, 

A  +   0  -   B  <   18b9,, 

A  -f  B  -   0  <   180°. 

Es  claro que  este  caso  de  resolución  puede  reducirse  al  prim er caso,  con resolver el triángulo polar  del  triángulo que  se busca.  En efecto,  de  ese  triángulo  polar se  conocen los  tres  lados  que  son Ios-suplementos  de  los ángulos  dados y resuelto el  triángulo  polar y  calculados  sus  tres  ángulos,  es fácil  encontrar  los  lados  del  triángulo buscado,  que  son  los  suplementos de los ángulos  del  polar. 

Vamos a resolverlo  directamente. 

334. 

 Cuando sólo se necesita un  lado.  —  En  tal  caso,  partiendo  del grupo VI (n° 285),  se obtiene :

que tiene el  inconveniente de no  ser calculable por logaritmos.  Puede transformarse,  utilizando  un  ángulo  auxiliar  de  cálculo o bien  haciendo huso de las tablas  de  sumas y  restas. 

Como el lado  está dado  por el  eos,  resulta de  poca  precisión  cuando  el lado es  pequeño o  se aproxime  a  180°. 

Se puede también recurrir a  las fórmulas de los grupos  X II, X III, XIV,  XV,  XVI,  X VII,  X V III,  X IX  (nos 309  á 314),  con  las  que  se obtiene en general  mayor precisión. 

335. 

 Primera solución integral.  —  Utilizando las fórmulas del  grupo X IX   (n° 314),  donde  es : se obtiene:
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Y  como control  del  cálculo,  debe te n erse:

(1)

( 2 )

 Ejemplo:

A  =   116°20'02", 

B  =   75°00'50", 

C  =   70°07'10". 

A  =   116°20'02" 

eos (P  -   A)  =   9.98614 

B  =   7δ°00'δ0" 

eos (P  —  B)  =   9.76069 

0   =   70°07'10" 

eos  (P  -   0)  =   9.69081

2 P  =   261°28'02" 

9.42764 

P  =   130°44'01" 

-   eos P =   9.81461

P   -   A  =   14°23'59" 

tg 2R  =   9.3S697 

P  -   B  =   55°43'11" 

tg  R  =   9.19348

P   -   0   =   60°36'51" 

tg  í   =   0.17962 

Prueba  (1) P   =   130°44'01" 

 b

tg  -   =   9.94417 

®  =   δ6°31'28" 

 Δ

tg -   =   9.88429

-   =   41°19'38" 

2

0.00808 

-   =   37°27'22" 

2

-   cosP   =   9.81461

 a  =   113°02'δ6" 

Prueba (2) tgB   =   0.19347

 b  =   82°39'16" 

 c  =   74°34'44" 

336. 

 Segunda solución  integral. —  De las  fórmulas  de  los nos 324  y 325,  y  poniendo
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se  t i e n e :

Y como  comprobación de Jos  cálculos,  debe  tenerse:

( 1 )

(2)

( 3 )

Podemos  calcular  el  ejemplo  anterior  con  estas  fórmulas,  disponiendo  los cálculos  en la forma que se indica  a continuación y donde aparecen,  a la derecha los logaritmos y  a la  izquierda los valores. 
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A  =   116°20Ό2" 

B =   7 δ°0Ο'δΟ" 

te ( y

C =   70°07Ί0" 

. ( 1   - 1 )   =   9·*3»13

2ε  ==  81°28Ό2" 

1  =   20°22Ό0" 

‘β ( §   - 1)  = 9· « 866 

2

4 =   58°10Ό1" 

t g |   =   9.δ696δ

Μ

2

5 =   37°30'25" 

m2 =   8.36713 

2

m  =   9.183δ6

Q

-   =   3δ°03'35" 

— =   0.81644 

 m

( t   - 1)  =   8 , ”48'° ι " 

t g f   =   0.38609

 ém i

(?  - 1) =   ι , ”° 8'85" 

cíg ^   “    a  =   0.70613 

 Δ

 p  —  b

u °41'35" 

ctg ^  

=   0.30557 

1  =   20°22'00" 

2

c tg ^   7   C =   0.23610

Prueba  (1)  =   90°00Ό1" 

Prueba  (2)  =   1.63289 

 m2  -  8.36711

|   =   67°39Ί5" 

 Δ

 Ρ  ~   α  =   11°07'47" 

2

*   ~  

=   26°19'34" 

2

 *  

=   30°11'δ3" 

2

Prueba  (3)  =   67°39Ί4" 

-   =   56°3Γ28" 

2

ι

- =   41°19'41" 

2

-  =   37°27'22" 

2

α =   113°02,δ6" 

6  =   82°39'22" 

ο =   74°δ4'44" 
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337. 

 Tercer caso : Dados dos lados b y c, y el ángulo comprendido A .— 

1.  Cuando sólo se  necesita el  tercer  lado a.  —  Se  tiene  por la  primer fórmula del  grupo  I  (n°  279):

eos  a =   eos 6 eos  c  +   sen  b sen  c eos A, 

< 

la que puede hacerse  calculable  por logaritmos o bien  calcularse u tilizando las  tablas de logaritmos  de  Gauss. 

338. 

 Si se quiere conocer él tercer  lado  a y un ángulo, por ejemplo el ángulo  B. —  En  tal  caso,  tomándo  la  primer  fórmula  del  grupo  I (n°  279):

eos  a =  eos  b eos  c -f  sen  b sen  c eos A, y  como  se indica en  el (n°  286) haciendo :

eos  b  —  m eos  u, 

sen  b eos A =    m sen w, 

resulta:

tg  u  ==  tg  b eos A, 

eos  b 

sen  b eos A

 m = ----- = -------------- ? 

eos  u 

sen  u

lo que  permite  calcular  u y  m.   Luego  se tiene  (n° 286):

 i

sen ( c  —  u)

eos a  =    m  eos (c  —  u),  

eos B  =    m

sen a

Si  se quisiera calcular  a y   B por la tangente,  se puede poner:

^  

sen  u  tg  A

tg B   =   -----7— — > 

sen  (c  —  u)

 y  conocido  B,  se  calcula   a por

i

tg  (G —  U) 

 t g a =   — — ——■· 

F igu ra 154

eos  B

339. 

Se puede  ver  fácilmente lo que  representan  en  el  triángulo 

los valores   u y  m.   Sea  (tig. 154),  el  triángulo  ABC. 

Tracemos  el arco  de  círculo  máximo que  pasando por  C,  cae  normalmente al lado  c.   Del  triángulo  rectángulo AMC  se  obtiene,  llamando   he al  arco  CM, tg AM 

tg  b eos A. 

Luego  el  arco  AM representa el  valor de  u. 
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El  mismo triángulo nos d a :

_ 

eos   b

eos   hc  =  ------? 

eos  u 

, 

quiere  decir que  m  está  representado  por  eos h c, En forma análoga  se procedería  si  se quiere calcular el  ángulo  C. 

« ! 

 Ejemplo :  b  =   110°35'20" 

 e  =   52°08'40" 

A  =   72°41'20". 

Se  pueden ordenar los  cálculos  en  la forma  siguiente:

 b  =

110°35'20" 

tg  b  =   0.42521  n 

 c  =

52°i)8'40" 

eos A  =   9.47357

A  =

72°-ΑΓ20" 

tg  u  =   9.89878/1

 u   =

141°37'02" 

tg A  =   0.50629 

 C  —  M  =

-   89°28'22" 

sen  u  =   9.79303

B  =

116°39'16" 

0.29932

sen  (e  —   u)  =   9.99998  n 

 a   —

89°45'48" 

tg B  =   0.29934  n

tg  (c —  u)  =  2.03612  n 

eos B  —  9.65187  n

tg  a  =   2.38425

Con  esta  disposición del  cálculo, donde  a la izquierda se  dan  los  valores  y a  la  derecha los  logaritmos,  es  fácil  ver  cómo  conviene  seguir los  cálculos.  Colocados  los  valores  de   b,  c  y  A,  se busca   log  tg b,   y log eos A, junto  con  log tg A.  Se  obtiene en seguida   log tg u,  lo  que nos permite  obtener  u y  por lo tanto   (c  —  u) y también   log sen u.   Se  busca ahora  log sen  (c  —  u) y  logtg(<?  —  n).   Se obtiene   log  tg  B,  lo  que nos permite  encontrar B  y  también  al  mismo tiempo   log  eos  B.  Luego  se obtiene   log  tg a  y  por lo  tanto   a. 
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340.  Solución integral.  —  Las analogías de Neper (n° 319) nos dan : Lo  que  permite  calcular  B  y  O.  Luego,  para  calcular  el  tercer lado a, las analogías de  Delambre  (n° 318)  nos  d a n :

y tam bién:

las que pueden  escribirse:

y

Se  pueden  ordenar  los  cálculos  en la forma  que se indica  en  el ejemplo siguiente,  donde hemos tomado  los mismos datos del ejemplo anterior. 
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Es  fácil  ver el  orden  a seguir con  esta  disposición de los  cálculos. 

_   . 

,  . 

/T 

x 

 t1 

Έ



A   b — c 

 b + e  _

Primero  se obtione   (b — c).  y   (b + c)  y luego — > ——  y Luego  se

2 

2 

2

A 

A 

 b — c 

 b — c 

 b + c

busca log  eos — y log sen — y log eos 

logsen ——> logeos——  

2 

2 

2 

2 

2

δ ~1~ c

y log sen  ——?  lo que permite obtener,  log N,  log Ν',  log M y log M'. 

2

g  I  Q

Luego por diferencia se tiene log tg —— -  =  log N — log M y también 2

J g   __ Q

log tag —-—   =   log N'  — log  M'.  Entonces  puede  obtenerse al mis2

,  B + O   . 

B +  C 

_ 

B +  C

mo  tiempo  por  un  lado  —-— > log sen —-— y  log eos  —-—  y  por 2 

2 

2

B - C , 

B - C  

, 

B - C

otro  — — ?  log  sen  — —  y log  eos  —-—

2 

2 

2

Obtenidos  ^  

y  ——^ ?  se  obtiene  B  y  C. 

2 

2

 a 

B +  C

Se  tiene  también  log  eos -  =  log  N  — log  sen  —-—  y  también 2 

2

 a 

B +  C 

 a

log eos -  =  log  M—log  eos  —-— y  por otro lado log sen -  =

2 

2 

2

g   __ Q  

^  

j g   __ Q

log Ν' —log  sen —-— y también log sen -  == log  M' — log  eos —-— > lo que  sirve para  controlar los  cálculos.  Con  log  sen  ^  y log eos ^  se 2 

2

,  . 

 a 

,  , 

obtme -  y por lo tanto   a. 

2

341.  Cuarto caso.  Dado un lado a y los ángulos adyacentes B  y C.—Este caso  puede  resolverse  al  anterior,  pasando  al  triángulo  polar,  del cual  se  conocen  dos  lados   b'   —  180o —B,  &  =   180°  — C  y  el ángulo comprendido  A' =   180°  —  a. Resuelto el triángulo polar, es decir, calculado B',  C' y a',  se obtienen en seguida  los  que se buscan  del  triángulo,  ya que  se tendría  A =  180°—α',  δ =180° — B'  y  c=180° —  c'. 

Vamos,  sin  embargo,  a encauzar su  solución  directamente. 

342.  Cuando sólo  se necesite el ángulo  A. — Se tiene  por las fórmulas del  grupo  V II  (n°  285),  directamente 

> 

eos  A  =   — eos  B  eos  C  +   sen  B  sen  C  eos   a
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la  que  puede  transformarse,  haciéndolo  calculable  por  logaritmos, mediante  un  ángulo  auxiliar de  cálculo. 

Se  puede  también  calcular  eos  A  y  por lo  taiito  A,  utilizando  los logaritmos  de  Gauss. 

343. 

 Si se  qiiiere el  tercer  ángulo  y  un  lado,  b por ejemplo,  se  puede resolver en  la forma siguiente.  — En la fórmula

haciendo

lo  que nos  da

Resulta

y

Que tienen  el  inconveniente que se ‘calcula  por   cosena.   P ara calcular por  la  tg  se tiene

344.  Se  puede  ver el  significado de   m  y   y 

en  el  triángulo.  Sea  (fig.  155),  el  triángulo 

ABC,  o  tracemos  el  arco  de  círculo  máximo

que  pasando  por C  cae  normalmente  al  lado c,  sea  ΟΐνΓ=   hc.   Del  tr i

ángulo  rectángulo  BCM,  se obtiene  que  la   ctg del  ángulo  BCM  vale eos   a  tg  B,  luego ese ángulo  es   v.   Del  mismo  triángulo  se  s a c a : quiere  decir que  n está representado por  eos  hc. 

30
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Se  pueden  ordenar  los  cálculos,  en la forma  que  se  indica  en  el ejemplo siguiente,  donde a la  izquierda  se ponen los  valores  naturales y a la derecha los  logaritmos. 

B  =   78°30'20" 

tg B  =   0.69175 

C  =   47°15'30" 

eos  a  =   9.52805

 a =   70°17'10" 

ctg  v  =   0.21980 

 v  =  31°04'59" 

tg  a  —  0.44572 

0   -    v =   16°10'31" 

eos  v  =   9.93269

 b  -  68°06'29" 

/ 

0.37841

eos  (O —  v)  =   9.98246/, 

A =   83°49'39" 

tg  5 =  0.39595

ctg (C-t>)  =   0.53751 

eos   b  =   9.57154

tg A  =   0.96597

Es  fácil  ver  el  orden  a  seguir  en  los  cálculos  para  economía  de trabajo.  Puestos  los  valores  de  B,  O  y   a,   se  busca  log  tg  E  y log  eos   a  al  mismo  tiempo  que  log  tg   a.   Se  obtiene en seguida log ctg  v  =   log tg  B  — log  eos  a,  lo  que  nos  permite  obtener  v  y al mismo  tiempo  log  eos  «?·.  Se obtiene fácilmente  (C  —   v) y  se  busca log eos  (O —i?)  y log ctg ( l |—  v).  Luego log tg 

que se obtiene sumando  log  tg a   con  log  cosa  y  restándole  log  eos  (C —v).  Obtenido log tg  b  se obtiene   b y  al  mismo tiempo   log eos b.  Sumando  este último eon log  ctg (O —  v)  se obtiene  log  tg A y por lo  tanto  A. 

/[/apa r

345.  Solución  integral.  —  Con las fórmulas  de  Dekwibre  (n° 31£) se tiene 

 J
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y  luego

o bien

o también

o bien

Se pueden  ordenar los  cálculos en la forma que se  indica en el ejem- 

' 

pío siguiente:
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B  =   116°39'16"  

sen^   =   9.84859 

sen^*=  9.84859

0 =   48°δδ'14"  

2 

i 

2 

Τ>  _  0  

g   _  0

 a  =   89°4δ'δ0" 

e o s — - —   =   9.11925  s e n — -—   =   9.74606 

2 

'  2

B  -   C  =   67°44'02"  

B  +   C  =   16δ°34'30" 

■N  =   9.76784 

Ν' =   9.δ946δ


s e n β 

 ϋ   =   9.99δ()δ 

s e n - ---- -  =   9.68860

2 

2

-   =   44°δ2'δδ"  

2

A 

A 

B - ° =   33°δ2'01"  

sen —  =   9.77279 

eos —  =   9.90605 

2

2 

2

το  i  η

Τ' 

=   82°47Ί 5"  

c o s ^ =   9.85038 

cos^  =   9.85038 

2

2 

2


B  i  Q 

b   _l   0


eos 

=   9.09882  sen. 

=   9.99655 

 b  +    c

2 

2

 - 

81  22Ό0" 

2

M  ==  8.94920 

M'  =   9.84693

 °   ~   ϋ   =   29°13'21"  

2

 b  +    c 

 b  —  c 

tg 

=   0.81864 

tg 

=   9.74772 

2 

2

 b  =   110°3δ'21"  

6  +   c 

 b  —  c 

eos  “  

=   9.17641 

eos 

Λ 

=   9.94088 

2 

2

c  =   δ2°08'39" 

A 

A 

sen —  =   9.77279 

eos —  =   9.90605 

^   =   36°20'40"  

2 

2

2

Α  =   72°41'20" 

Es fácil  ver  el orden  que conviene seguir  para calcular.  Primero se

^   ^  

. 

α Β   +   ϋ  

B  —  O

pone  B,  O  y   a  y  se obtiene  -*  -—-—  y  — -— ·  Luego  se busca 2 

2 

2

, 

 a  , 

 a  .  

B  + C , 

B  +   O . 

B   ~   C

log sen ->  log eos ->  log sen  — - — j  log eos — -— ,  log sen — - —  y 2 

2 

2 

2 

 Δ

_  0

log eos -—-— ·  Se obtienen  así  los  valores  de los log de N,  Ν',  M  y b -j-  c 

 b —  c

M'.  Luego  se  obtiene  log  tg  — -  =   logN — logM  y  lo g tg ——   =

2 

2
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íogN ' — 1 og M\  El  log tg 

nos  permite  obtener el  ángulo

2 

2

 b  4"  c 

 b 

 c 

 b  ■

*—

c

y  til  mismo  tiempo  log sen  — —  y  log  eos  —-—  y  el  log  tg  —-—*

2 

2 

2

6  —  c 

 b  —  e 

 b  — c

nos  permite  obtener  —-—   y  también  log sen  —-—   y  log  eos  —-—·

2 

2 

2

 b  4*  c 

 b  _ c

Obtenidos  —-—   y  —-—?  por  suma  y  resta  se  obtiene   b  y  c.  La  di-2 

2

ferencia  entre  log  N  y  log  sen 

 -   nos  da  log  sen 

lo  mismo  que

2 

2

 b  4*   c

la diferencia  entre  log  M  y  log  eo s—-— ·  La  diferencia  entre  log  N' 

2

¿  _   Q 

^

y  log  sen —-—  nos  da log eos —?  lo mismo  que  la  diferencia  entre  log 2 

2

 b  _ c 

.A. 

M' y  log  eos —-—·  Y  ello permite  obtener  — y por lo  tanto  A. 

2 

2

346.  Quinto  caso.  Dado  dos  lados  a y  b y  el ángulo  opuesto  a uno  de ellos  A.  —  1.  Solución  descomponiendo  el  triángulo  en  dos  triángulos rectángulos trazando  el  círculo  máximo  que  pasa  por  C  y  cae  normal  al lado   c  (fig.  156).  El  lado   c  queda  dividido en dos partes  que llamaremos  n y  v,   según  la  figura.  El  ángulo  O  queda  dividido  en  dos  ángulos

<Pi y Φ2·

Se tiene,  según  el  teorema  del  seno,  que


F i g u r a   1 5 6

y  siendo  β  el  menor  ángulo  que  satisface a su  relación,  se  tie n e : Bj  =   β 

y 

B2  =   180°  -   β, 

es  decir,  que  en  general  se tienen dos  valores paraB. 

Por otra parte, de los triángulos rectángulos AMO y BMC se obtiene
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Los  valores de  u y de φ1?  quedan perfectamente determinados.  En cambio los valores de  v y  φ2,  dadas  por  sus  cosenos, pueden  ser  +    v y  ±   Φ2 y  se  tendría entonces

 c±  =  u  +    v$ 

 c2  =  u  -    v ; 

Cr =   Φ!  +   φ2 

y 

C2 =   cpt  -   φ2. 

347.  Solución integral y  discusión. 

El  ángulo  B  puede  calcularse,  partiendo  del  teorema del  seno: ( 1 )

Calculado B.con las fórmulas  de  Nepere tenemos :

lo  que permite  calcular C  y   c. 

 Discusión.  —  Para que el  problema  sea  posible  se  necesita,  como condición  previa,  que  sen ^ sen A  <   1,  y  cumplida  esta  condición, sen  (X)

siempre habrá dos valores  suplementarios  para B  que  satisfacen a la relación  (1).  Si  β  es  el  menor ángulo que cumple la relación  (1),  se tendrá entonces

Βι  =   β

y

B2  =   π  -   β. 

Por otra parte,  puesto que en  todo  triángulo,  a mayor lado  se opo-C 

 c

ne  mayor  ángulo  y  recíprocamente,  y  también  para  que  — y -

2 

2

O 

 c

estén en el  primer cuadrante, deben ser tg — y  tg -  positivas, es decir

« J  

 ¿á

que tienen que ser  (A  —  B)  y  (a  —   b) del mismo  signo.  El  problema
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puede  tener,  o  dos  soluciones, o una,  o  ninguna, es  decir,  que siendo sen ¿ sen A 

^   problema admite dos soluciones,  o una, o ninguna, 

sen  cl

según que dos,  o  uno,  o  ninguno  de  los  valores de B,  hagan  que  las diferencias   (a  —  b)  y  (A  —  B)  sean  del mismo  signo. 

En efecto,  si  B  es un valor de  β  que  satisface  a  esta  condición y Cj,  c1?  los  valores  correspondientes  de  C  y  c,  existe  un  triángulo cuyos  lados son  a,  6,  cx  y  sus  ángulos A B ^ ,   puesto que esos valores satisfacen a las  fórmulas  que  son  necesarias  y  suficientes  para  la existencia  del triángulo. 

Examinaremos  todos los  casos  que  se  pueden  presentar,  dando a los datos a,  6 y  A del  problema,  todos los valores posibles. 

Supongamos  en  primer término que se satisface la  condición

porque  si  esa  condición  no  se  cumple,  no  hay 

triángulo. 

Es  fácil  ver el  significado  geométrico  de  esta 

condición.  Si  desde  el vértice  C  del  triángulo, 

F ig u ra   157

supuesto  el  problema  resuelto, bajamos  el  arco 

de  círculo  máximo  CP,  normal  al  lado  opuesto c,  altura que llamamos   lie,  es  evidente que (tig.  157): sen  hc =  sen  b sen A. 

P ara  que  el  triángulo  exista,  debe tenerse  entonces

sen  a _> sen  hc

vale  decir,  para que exista el  triángulo,  debe tenerse:

 hc < a <  π —   hc. 

Se  observa que  cualquiera sea el  valor de  6,  resulta   hc  siempre menor  que el  menor  de  los  arcos   b  o  (π  -   6),  salvo el  caso  en  que

 TZ 

 TZ

 b  =   -   y  A  =   -·  En tal  caso   hc =  90°. 

 J¡ 

 2¡

. 

, 

π 

π

Eliminemos  el caso en que  A  =   -  o  a =  

-?  porque en ese caso  el

 ¿  

 Δ
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triángulo  es rectángulo o  rectilátero,  y  ya  lo  hemos estudiado y  ex-chumos  el  caso  en  que  sea  6 

y  A  ?= -*  porque  en  ese  caso

2 

2

 TZ 

 i

 a  =  —

y  el  triángulo  es  birrectángulo. 

2

Supongamos  en  primer lugar  A  <   -   y  distinguiremos  dos  casos·

 J*

 '  

i 

, 

π

según  que  6  sea  menor o mayor  que-·

 TZ 

 TZ

,1,  b  <   -·  Si  a  —  á c*  resulta  senp  =  1,  β  =   -   y  las  diferencías   (a  —  b)  y  (A  —  B)  son ambas  negativas.  El problema admite  una sola  solución,  correspondiente  a un  triángulo rectángulo. 

II. 

Cuando a está comprendido  entre  hc y  ó,  la  diferencia  (a — b)  es negativa.  Si 

es el  menor valor de  β,  se tiene  sen  Bx >  sen A,  vale

sen  b 

decir,  Bt >  A,  puesto  que  es sen  a > i ; luego la diferencia (A — B), es negativa,  y  con  mayor  razón  la  diferencia  correspondiente  al ángulo  B2,  que  toma  ahora  el  valor  A  —  (180o — B^.  Luego  en  este caso el  problema admite   dos soluciones. 

III. 

Si   a 

 b.   Resulta  sen B  —  sen A  y entonces  sólo hay  que  considerar la solución  que nos  da A  — 

=   0,  puesto  que   a  —  b  =   0. 

La fórmula de  Neperjios  da

C 

eos  a 

 c

ctg — = ------  j 

tg  Λ =   tg  a eos A. 

 h  2 

ctg A 

é  2 

s

El  otro  valor del  ángulo  B2  =  π  —  Bx  nos  da una  solución  en  que. 

el  triángulo  se  ha transformado en  el  lado   b. 

IV  Si  a está comprendido  entre   b y (π—ó),  la diferencia   (a — b)  es positiva.  Se tiene sen  a >  sen 6,  luego  A >  B1 y la diferencia (A — B¿) es  positiva,  y esta  solución  existe.  Para  el  otro  valor B2  =  π  —  B1? 

TU

la  diferencia es A  — (π  — Bx)  y  resulta  negativa,  puesto  que  A < -2

y  BA

<  A,  es decir,  que esta  segunda  solución no  existe. En  este caso el problema  admite  una sola  solución. 
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y .  Si   a  =   π  -   6.  La diferencia (<*  —   b)  es  positiva,  ya  que  hemos 1  i 

·   ’t  ·

π

supuesto  que   b < -*   es decir (π — 26),  posi tivo se  tiene sen  β  ==  sen A. 

 Δ

El  valor 

=   A no  es  aceptable.  El  otro  valor'B 2  =    %  —  A,  da para A  —  B2  un  valor  A  —  (π  —  A)  =   2A  — π,  que  es  negativo;  luego  no da  solución, pues (a-* 6)  es  positiva.  Es  decir,  qué  en  este  caso el  problema no admite  ninguna solución*

En  realidad,  en  este  caso  el  triángulo  degenera  en un  huso  que corresponde  al  valor  B2  =   π  —  A,  pues  según  la fórmula de  Neper sq tiene

luego

O  =   180°  =   π. 

VI.  Si   a está  comprendido  entre  (π 

 b)  γ   (π  —  hc).   La diferencia 

 (a  —   b) resulta  positiva  y  sen B  >   sen A,  puesto  que  sen  b >  sen  a.  

Luego  Bj >  A y la  diferencia  (A —Bx)  es  negativa,  es  decir,  que  esta solución  no  existe,  P ara  el  otro  valor  de  B  =   π  —  B1?  resulta A  —  (π  —  Ba)  es  también  negativa  y  tampoco  el  problema  admite solución. 

TU

2o   b >  -·  Y estudiemos los diferentes casos que pueden presentarse. 

 Δ

ΤΓ

I.  a  =    hc.   Se  tiene B  =   -  y  el  problema admite  una  sola  solución, 2

que  es  un  triángulo  rectángulo. 

II.  a  comprendido  entre   hc  y  (180o —Z>),  que  según  hemos visto  es mayor que   hc y la  diferencia   (a — b)  es  negativa y  sen  &>  sen u, luego Bt >  A y  por  lo tanto  (A — B^  es  negativo  y  el  problema  admite esta solución.  Para  el  otro  valor de B2  =   π  —  Bx la diferencia  A — (π —Bt) es  también negativo,  y también  esta  solución  vale. 

Luego  en  este  caso  el  problema  admite  dos  soluciones. 

III.  a  =   π  —   b.   Resulta  sen  B  =   sen  A.  El  valor  Bx  =   A  nos  da (A — B) nulo,  siendo  así  que   (a  —  b)  es  negativo y  esta  solución no  es viable.  En  este  caso  el  triángulo  degenera  en un  huso.  En  cambio, el otro  valor  (B2  — π  —  BAj nos  da  para (A  —  B) un  valor negativo y el problema  admite  esta  solución.  Resulta que  el  problema  tiene  una solución,  y  una  sola. 
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IV. 

 a  comprendido  entre (180o—  b) y   b.   La  diferencia   (a — b)  es negativa.  Y  se  tiene que  sen  a >   sen  6,  lo que nos  da  A  >   Bx.  El problema no admite esta solución,  por ser A  —  B¿  positivo.  En  cambio, el  otro  valor  B2 =   π  —   B1 nos  da que  la  diferencia  A  — (π  — B*)  es negativa,  y  el problema admite esta  solución,  y una  sola. 

y .  a  =  b.   Cuando   a =    b  el  problema no admite  ninguna  solución. 

· 

7Γ

En  efecto,  siendo  a =   6, se tiene  sen A  =   sen Bt y puesto que A  <  -? 

 2¡

 Q

el  primer valor  B1 =  A,  nos  da,  calculando  t g — un  valor  negativo, lo  que no puede  ser,  pues  siempre  la tangente de  la mitad  de un ángulo debe  ser  positiva,  por  estar él ángulo  comprendido entre  0  y tu. 

Tampoco  existe  el  lado  c  correspondiente  al  valor  Bx.  En  lo que se refiere al  otro valor de  B2 =   π  -   B1? tampoco  es aceptable, porque la diferencia  (a — b)  es  igual  a  cero, mientras  que  (A —B2)  es  negativa. 

El problema no admite ninguna solución. 

VI.  6 <  a  <   π  —   lic.   En  este  caso la diferencia  a  —  b  es  positiva y puesto  que  sen   b  >   sen  a,  resulta  Bx  >   A  y la  diferencia  (A — Bj)  es negativa y  esta  solución no es aceptable.  La otra solución  Β2= π  —Bt nos  da A  — (π  — B^  también  un valor negativo,  puesto  que tanto A π

como  Bx  valen  menos  de -·  Luego  el  problema  no  admite  ninguna solución. 

 TZ

Si  ahora consideramos  el  caso  en que A  >  -y  y  seguimos  un  razo-MU

namiento  análogo,  se  llega  a  las  conclusiones  que  se  indican  en  el siguiente cuadro:

una  solución, 

dos  soluciones, 

una  sol.  y una  límite, 

una  solución. 

una  solución  límite, 

ninguna solución. 

una solución, 

dos soluciones, 

una sol.  y  una límite, 

una solución, 

una  polución  límite, 

ninguna solución. 
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ninguna  solución, 

una  solución límite, 

una  solución, 

una  solución y otra límite, 

dos  soluciones. 

ninguna  solución. 

una  solución  límite. 

una solución. 

una  sol.  y  una  sol.  límite. 

dos  soluciones. 

348. 

 Otra solución. — Vamos  a dar otra  solución  del  problema.  En primer lugar  se  calcula  B  por la  fómula

y  los  valores  de C  y  c,  se obtienen,  partiendo de  las  fórmulas ctg  a  sen   b  =  ctg A  sen  O  +   eos   b  eos  C, eos  a  =   eos   b  eos   c  +   sen   b  sen   c  eos  A. 

Podemos  escribir:

y  haciendo

y 

tg  φχ  =   tg   b  eos  A, 

( 1 )

donde  φ  y  φΑ

son  dos  ángulos  auxiliares  de  cálculo,  se  tiene

de donde

(2)
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 ( λ)

Y  puesto que las  relaciones  *  nos  permiten  calcular  φ  y  φ1?  y  las relaciones f   los  ángulos  (C —φ)  y   c — ,φ1?  se  puede obtener C  y   c. 

(>> 

 Discusión. — Debe  tenerse,  en  primer lugar,  q u e :

Cumplida  esta  condición,  deben  tenerse valores  reales para C  —  φ 

y  para   c  —  φ1:' 

De las relaciones  anteriores  se  saca

o  bien

Y  siendo  sen   b  sen  A <_ sen  a,  podemos  poner

sen2   b  sen2 A  =   sen2   a  — k2

donde  Je  puede  ser  en  un  caso  límite  igual  a  cero. 

Se tiene  así

Y  también

o  bien

Los  valores  de  B,  que están  determinados  por el seno,  nos  dan  dos valores  suplementarios  Bt y π  —  B^  Los  ángulos  (C  —  φ)  y   c  —  φ1? 

están  determinados  por  el  coseno y  nos  darán  cada  uno  dos ángulos del  tipo  ±   m y  ±    n.   Estos  valores  ±    m y  ±    n  serán  aceptables  si nos dan para Oye, respectivamente, valores  comprendidos entre 0 y π. 

Cumplidas  estas  condiciones, hay que  ver  todavía  cómo  deben  combinarse los valores  Bx y  (π  —  Bj)  con  estos valores  de  C  y  o,  para que el  triángulo  exista. 
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Tomemos  ahora las  fórmulas :

eos B  =   — c*os A eos <3  4-  sen A  sen O eos  br 

ctg  b sen  c  —  ctg B  sen  A  +   eos  c eos A. 

que  podemos transformar  e n ; 

e  introduciendo los  ángulos  auxiliares  de cálculo  φ  y  φ1?  se  obtiene: de  donde  se deduce que (O  —  ψ)  y  (c  —  φ^,  cuyo valor  absoluto  debe ser inferior a π,  deben  tener el  mismo  signo y  ser positivos  si A y  B 

son  de  la  misma  especie  y  ser  negativos  si  A y  B  son  de  distinta especie,  es  decir,  uno  mayor y  otro menor  que  Δ

Resulta así  que  los  valores  de 

y  B2,  ± m   y  ±   n,  deben  satisfacer a las  siguientes  condiciones: el  problema  tendrá  dos  soluciones,  una  o ninguna,  según  quedos valores,  o  uno  o  ninguno  de  C  y   c queden  comprendidos  entre  0  y  π. 

 Ejercicio :  Sea   a  =  102°38'10",  b =   36°24'50",  A  =   48°00'20". 

Siendo  A <  90°,  b <  90°  y   a  comprendido  entre  b y  (180°  —   b),  el problema  admite  una  sola  solución. 
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Por el  segundo método,  es decir,  utilizando las fórmulas :

a  =102°38'10" 

sen  b  =   9.773504 

 b  =   36°24'50" 

sen A =   9.871111

A  =   48°00'20" 

9.644615 

B  =   26°52'49" 

sen  a =   9.989352

φ  =   48°12'19" 

senB =   9.655263

φ1 =   26°16'03" 

ctg A   =   9.954353 

eos A =   9.825464 

0   -   φ  =   96°19'39" 

eos 6  =   9.905661

tg   b  =   9.867843

 e - ψ ι   =104°06'31" 

tgcp  =0.048692

tg φ!  =   9.693307

0   = 1 4 4 031'58" 

eos φ  =   9.823777 

eos 

=   9.952665 

 c  =  130°22'34" 

tg 6  =   9.867843

eos   a  =   9.339964  n

9.691620

9.292629» 

tg  a  =   0.649387  n

eos  b  =   9.905661

eos (0  -   φ)  =   9.042233  n  eos  (c — p1=  9.386968  n
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‘*T- ΤΐΓ’-ΓΊν» ">■·>—r1-—-'·

 a =

42°δ0'20" 

6  =

74°20'30"~

#

A   Zfr

 > 

< 

25°10'10" 

’-i

 i

:   ‘4 ■

 ·

Βχ  =

37°02'00" 

b 2 =   ·

142°58'00" 

1  'Ί·-  ,  

^ 

\

 a +   6  =

117°10'50" 

ív. 

 a  —  b  = -   31°30'10" 

*

1í

 a 

 b 

58°35'25" 

1 

1

2 

“

 a  —   b 

-   1δ°4δ'θδ" 

2

/  ♦

 \ 

· ' 

A  +   B1  =

62°12'10" 

A  +   B2 =

168°08'10" 

A  -   B,  == -   11°δ1'60" 

A  -   B2 =   - 117?47'δ0" 

1

•  .  A  -h  Bx 

A  -f  B2 

31°06'05" 

2

*> 

84°04'05" 

A  —  Bt

A  -   Bj  _

-  

5°ó5'55" 

58°53'5δ" 

w

2

ς5* | I

c 2 _

< 

I

m

71°δ4'3δ" 

10°δ1'44" 

2

C*2  _  

54°39'93" 

°1  _  

18°08'28" 

2

2

c t  =

143°49'10" 

21°43'28" 

«1  =

109°18'06" 

02  =

3G°1«'56" 
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-seii  b «   9.983576 

sen A  =   9.628692

9.612268 

sen  a =■ 9.832470

sen B  =   9.779798

A  +   B, 

 a  4 -   b

etg 

“   1  =   0.219487

tg   Z 

=   0.214218 

8 

2

eos - 

—  =   9.983378 

coa A 

Bl  =   0.932603

2

2

0.202865

0.146821

*a  4-   b

eos  ^  

=   9.716966

eos A  ■

- - -■  =   9.997668 

2

tg-^í  =   0.485909 

t g ^   =   0.149153

2

e tg A  -   B'  =   0.983370 » 

t g a  7   °  =   9.450334» 

2

8 

2

s e n ^ —-  =   9.433712 w 

sen A  t   Bl  =   9.713116

2

2

0.417082

9.163450  n

A  -   B, 

sen^  ^  — =   9.931184

se n ---- ¡-----=   9.014298  n

2

. 

C

tg  —  =   0.485901 

t g ^   =   0.149152 

■



2

2

 a  ”4”  b

c tg A  +   Bs =   9.016630 

tg  

=   0.214218

2

eos  a 

 --  =   9.983378 

cos ^—

=   9.014298 

2

2

9.000008

9.228516

 a  4-   b

eos 

=   9.716966 

eos A  7   B* =   9.713116

2

2

tg ^   =   9.283042

tg%  —-  9.515400 

8  2

¿ 

c t g A  _   Ba =   9.780513» 

=   0.450334  n

2

2

A  4*  Bo

sen  a 

-   =   9.433712 w 

sen — 7 — ? =   9.997668 

2

2

9.214225

0.448002 n

 a  ~j“  ó

A  -   B2

s e n -------=   9.931184

se n -----— ? =   9.932603  n

2

2

tg ^  =   9.283041

t g ^  =   9.515399 

2

31
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El  problema admite  dos  soluciones y los triángulos  son; 

/   a =   42°δ0'20" 

^ 

/  a =

42°S0'20

J

í   b  =   74°20'30" 

74°20'30

í   * -

1 

=   109°18'06" 

U  4 

'  C g r^

36°ie'56‘

I . 

\

 1  A  =s-  2δ°10Ί0" 

2 ó°1 0 '1 0

 i A= r

f 

=   37<>02,00" 

'  Bt = 142°δ8'0<> 

0,  =· Í43°49'10" 

c 2  =

2 1A43'28' 
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 Sexto  caso :  Resolver  un  triángulo  esférico,  dados  dos  ángulos y el lado  opuesto  a uno de ellos, por ej.  A,  B,  a. 

349. 

 Primer método :  Si nosotros consideramos el triángulo  A'B'C', polar del  triángulo  buscado,  resulta  que  de  este  triángulo  polar conocemos  dos  lados y  el ángulo  opuesto  a uno  de  ellos.  En efecto,  conocemos. 

 af  =   π  —  A, 

 b'   =   π  -   B, 

A' =  π  — a./

luego  estamos  en el  caso anterior, y resolviéndolo y aplicando  el  mismo razonamiento  de discusión,  vemos que puede  tener o dos  soluciones o una o ninguna.  Resuelto  el  triángulo  polar,  es  fácil  encontrar los  elementos del  triángulo buscado. 

350. 

 Segundo método :  Se tiene, en primer lugar, por el  teorema  del sen o :

lo que nos  da los valores  de  6,  siempre  que  sen   a  sen  ^   ^  ^  H ap a(]0

sen  A 

—

se  calcula C  y  c,  por las  fórmulas  de N eper; 

 y

En  cuanto a la discusión,  se  sigue  un  camino  análogo  al  del  caso anterior y  el  problema  puede tener  dos  soluciones  o  una o ninguna. 

351. 

 Tercer  método:  Se  obtienen  los  elementos  desconocidos,  por las fórmulas: 

para calcular   b
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P ara calcular O y e ,   escribimos

eos  A  =  —  eos  B  eos  C  +   sen  B  sen  C  eos   a  =*

==  — eos  B  (eos  O  — sén  O  eos   a tg  B), 

ctg  a sen   e 

ctg  A  sen  B  +   eos   c  eos  B

o  bien,  introduciendo  dos  ángulos  auxiliares  de  cálculo  φ  y   φ1 

dados  p o r:

^ 

, 

ctg   a

 tg   φ  =   -  tg B  eos  a, 

 tg  ψ1  =   -

se tiene

Y  la  discusión  es  análoga  a la  estudiada en  el  5o  caso  de  resolución de  triángulos. 

 Ejemplo. —  S e a : 

A  =   102°18'10" 

B  =   132°43'50" 

 a  *=  63°14'10". 

 Primer método :  Por el  primer  método,  siendo  A'B'C'  el  triángulo polar  tenem os:

αΛ

=   180°  r-  A 

180° -   102°18'10"  =  77°41'50", 

 b'  =   180°  -   B  =  180° -   132°43'50" =  47°16'10", A' =   180°  -    a ==  180° -   63°14'10" =  116°45'δ0". 
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Y  ahora resolvemos  como  en el  5o  caso. 
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Resuelto  el  triángulo  polar,  pasamos  a  los  elementos  del  triángulo buscado,  que  so n :

 b  =   180°  —  B ' =   137°50'04" 

O  =   180°  -    &   =   132°23'02" 

 c  =   180°  — C'  =   137°32'40". 

P or el  2o  método :
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Por el tercer método :
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Otro ejemplo:

Por el  segundo  método:

í 

sen  a =   9.567504 

A  =   160°27'40" 

sen B .=?  9.705755

B  =   30°31'20" 

| 

9.473259 

 a  =   144°09'50" 

sen A  =   9.524327

sen  b  —  9.948932

 V  =   62°45'20" 

 b2  =   117e14'40" 

 4

A  +   B  =   190°59'00" 

A  -   B  =   129°δ6'20" 

 a  +  \   =   206°55'10" 

 a  +  b2  —  261°24'-30" 

 a  -  

=   81°24'30" 

 a ~ b 2  =  26°δ5Ί0" 

A  *   B  =   95°29'30" 

A  ~   B  =   C4°58'10" 

 Λ

2

 a  1*   bl  -   í 03°27'35" 

=   130°42'15" 

Λ

2

 a ~ bi  =   40°42'15" 

 a ~ h* =  13°27'35" 

2

2

c

^   =   17°23'13" 

-?   =  

8°09'33" 

2

^   =   43°22'57" 

=   14°43'53" 

2

2

0 1 =   34°46'26" 

C2 =   16°19'06" 

Cj  =   86°45'54" 

c2 =   29°29'46" 
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Λ  —

f“  5. 

c tg A  t   B  =   8.982914 » 

tg   Z  

=   0-620993» 

2

2

T

A  +   B

eos  _   1  =   9.879719 

eos — -—  =   8.980916  n 

2

2

8.862633  »

9.601909

 a  Η-   b*

A  -   B

eos   Z  

=   9.366912» 

eos -—-—   =   9.626445 

2

2

tg  y  =   9.495721

t g ^   =   9.975464

A  -   B

ctg —  ó—  —  9.669277 

t g a  “    bl  =   9.934631

 h

sen —-—- =   9.814350 

sen A  +   B  =   9.998002

2

2

9.483627

9.932633

 & 

 b*

sen 

=   9.987905 

sen ^   ^  ^   =   9.957168 

2

2

t g ^ l   =   9.495722 

t g ^  =   9.975465

2

A  +   B

a  4-   b9

c t g —  Z —  =   8.982914» 

tg 

 y  2  =   0.065369» 

2

 a  —  b9

A  -f  B

eos —-—   =   9.987905 

eo s— -—   =   8.980916  n

2

 ¿m

 é

8.970819  »

9.046285

 a  *4“   b9

A  -   B

eos— -—-  =   9.814o69  n 

eos 

=   9.626445

2

 Λ

t g ^   =   9.156469

t g ^   =   9.419840 

2

 a  —  b9

c tg — 

^   =   9.669277

tg 

2 =   9.379007 

2

A  +   B

sen^— —  =   9.366912 

sen — -—  =   9.998002 

2

2

9.036189

9.377009

 a  "4"  ba

A  -   B

sen   Z  

=   9.879719

sen — -—   =   9.957168 

2

tg %  =   9.156470 

tg^f =   9.419841 

2

2

El  problema  admite dos  soluciones. 
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CAPITULO  V il

ELEMENTOS  SECUNDARIOS  EN  EL  TRIANGULO  ESFÉRICO.  

OTRAS  PROPIEDADES  DEL  TRIANGULO  ESFÉRICO

352.  Alturas.  — Llamamos  alturas  en  el  triángulo  esférico  ABO, a  los  arcos  de círculo  máximo  que  partiendo de un  vértice caen normalmente  sobre los lados  opuestos. 

Los  designaremos  respectivamente  por 

 hb  y   he  (fig.  158)  y  se tiene:

sen   ha  =   sen  6  sen  C  = se n    c sen  B. 

sen   hb  =   sen   c sen  A  =   sen   a  sen  O. 

sen   hc =   sen   a  sen  B  =   sen   b  sen A. 

F ig u ra   158

Y teniendo  en  cuenta las  fórmulas  del  (n°  281)  y  de  los  grupos  X 

(n°  307)  y  X V III (n° 313), se tie n e :

De  la figura  158,  teniendo  en  cuenta  que  los  triángulos  AMO y AMB  son  rectángulos en  el  vértice  M,  se  obtiene:

eos   b  =   eos  ha eos  MO 

y 

eos   c =   eos  ha eos  MB, 

de donde

y  también
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y entonces: 

Haciendo

y siendo

resulta

Y  entonces

 Y en la  misma forma  se procede para  las  otras  alturas. 

Tomemos  el triángulo de lados  a, 

 c,  siguiente:

a  =  

43°04'40" 

6 +  c

tg  ^   =   0.489443

 b  =  

68°1 7'50" 

c =  

75°47'50" 

t g ft_C =   8.816529

2

6  +    c =   144°05'40" 

 b  -   c =  -   7°30'00" 

ctg —

=   0.403739 

2

6  +   6 -  

72d02'50" 

tg T   =   9.709711

2

_   3°45'00" 

eos  & =   9.567957 

2

eos ^  

=   9.997924

£ — 

21°32'20" 

 ¿i

eos   ha  =   9.570033

φ  =  -   27°08'10" 

-   -   φ  =  

48°40'30" 

<cos   c  =   9.389794 

2  

T

<508 ^   -   φj   =   9.819761

!   +   φ  =   -   5°35'50" 

A„= 

6 8 ° 11Ί 7" 

eos   ha  =   9.570033
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Y  usando  las fórmulas:

donde

se tie n e :

 a =   43°04'40" 

sen  p  t=  9.9991488 

 b  =   68°17'50" 

sen   (p — a )=   9.8774581 

 c  =   75°47'50" 

sen   ( p - b )   =  9.6306135 

sen   (p — c)  =   9.4850264

 ‘2p  ψ   187°10'20" 

 p  =  93°35'10" 

S2  =   9.0022468

 p  -   a =   50°30'30" 

8  =   9.5011234 

 p  —  b  =   2δ°17'20" 

2  =   0.3010300

 p  —  c  —  17°47'20" 

2H  =   9.8021534 

 ha=  68°11'17" 

sen   a  =  9.8344147 

 hb  =   43°02'13" 

sen   b  =  9.9680693 

 he  =   40°5Γ02" 

sen  c  =   9.9865180

sen  ha  =   9.9677387 

sen   hb  =  9.8340841 

sen   hc  =   9.8156354

353.  Arcos  bisectores.  — Tengamos  el  triángulo  ABC  (fig.  159) y tracemos  el  arco  de  círculo  máximo  que  divide  el  ángulo  A  en  dos partes  iguales.  Sea   ba el  arco  AM.  Llamando, 

como  indica  la  figura,  φ  al  ángulo  que  forma   ba  con  MB,  se tiene F ig u ra   159

De donde,  sumando y  restando,  se tiene
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Se  calcula  primero  φ  y  luego   ba y las  bisectrices  correspondientes  a los  ángulos  B  y  C se obtienen  en la misma forma. 

354.  Medianas. — P ara  calcular el  arco  de  círculo  máximo  que ya de un  vértice al  punto  medio del  lado opuesto, tenemos, según la figu-A



ra  160:

de donde:

F igu ra  160

y en forma análoga para las  otras  medianas. 

355.  Radio  del  circulo  circunscripto  al triángulo esférica,.>—   a) En función de  los  ángulos :  Sea  el  triángulo ABC  y  suponemos  trazada la circunferencia de  centro  P,  polo  del  triángulo ABC  y  de  radio esférico  B.  Se tiene R  =   PA   =   PB  =   PC. 

Trazando  por el  polo  P  un  arco  de  círculo  máximo  PM  normal  al lado  a,   el triángulo rectángulo  PBM  nos da

de  donde
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Pero  los  triángulos P AB, PBC y PAC son  isósceles, luego  se tiene, segúñ  la figura  161

y  +   3  =   A , 

 so + y —  B, 

ff  +   f f = C  

<ís decir

lu e g o  

y   re s u lta

(1)

Figura 161

Y   análogamente

( 2 )

( 3 )

 a

Y reemplazando  en  la  primera  de estas  tres últimas  a  tg -  por su  valor en función  de  los  ángulos ( 4 )

o  bien (n°  3 12)

356.  b )   En función de  los  lados. — Poniendo
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Y reemplazando  eos ? 

-  y  sen -  

por  sus  valores  dados  por

 Δ 

 Δ

las fórmulas  de  Delambre,  se tiene

sen  (A — ε)  — 

y  entonces

y  resulta

o bien

Y reemplazando en  (1)  del  número  anterior:

u> 

y haciendo

re su lta :

357^  Consideremos ahora  el  círculo inscripto  en  el triángulo A'BO 

(fig. 161).  Aplicando  al  triángulo  A'BO  las  fórmulas  (4)  del  n° 355 y (1)  del n°  356 y teniendo  en  cuenta que  es  A'  =   A,  B'  =   180°  —  Br C'  =   180°  —  O,  af =   a,  bf =   180°  —  5,  o'  =   180°  —  c,  y  llamando
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Ra  al  radio  esférico  del  círculo  circunscripto  al  triángulo  correspondiente  al  lado  a,  R¿ al  correspondiente  al  lado   b  y  E c al  lado  c, se obtiene fácilmente

358.  Radio  del círculo  inscripto. —   a).  En f  unción  de  los  lados :  Se tiene (fi g.  162)  siendo O  el  centro  del  círculo, que

 r =   OE  =   OF  =   OH, 

y los arcos  de  círculo  máximo  O A,  OB  y  OC  dividen  respectivamente a los  ángulos  A,  B  y  O 

en  dos partes iguales. 

El triángulo rectángulo  OHA,  nos  da

tg  r  =  tg — sen AH. 

2

Pero

AH  =   AE,  BH  =   BE  y  CE  =   CF

F ig u ra   162

luego

AH  =    (p  — a)
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y  entonces

( 1)

y  reemplazando  tg — por  su valor ep función  de los lados (n° 308) 359.  b).  En función de  los  ángulos.   —  Se tiene

o  bien

 b  +    c 

 b  +    c

y reemplazando  sen ——   y  eos —- —  por sus valores  sacados  de  las fórmulas  de  Delambre,  se tiene

o también

y  reemplazando  en  la  (1)  del número anterior. 

360.  Radios  de  los  círculos  ex-insoriptos.   —  Llamando r a,  n  y  r c,  a los radios de los círculos  ex-inscriptos  opuestos  a los ángulos  A,  B y C, respectivamente,  se obtiene por un  camino  análogo
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Otras  propiedades  del  triángulo  esférico

361. T e o r e m a  :   E l  arco  de  círculo  máximo  que  une  los puntos medios de  los  lados  de un  triángulo  esférico,  corta  al  tercer  lado  en  dos puntos  equidistantes  del  punto  medio  de 

 este tercer  lado.  — Sean M1? M2 y  M3 los 

puntos  medios  de  los  tres  lados   a,  b 

y  c  y  M2M3  el  arco  que  corta  al  lado   a 

en los puntos X  e Y. Es claro que X e Y 

son  extremos  de  un  diámetro,  porque 

dos  círculos máximos  se cortan  en  puntos  diametralmente opuestos  (fig.  163). 

Siendo  O  el  polo  del  círculo XM2M3Y, 

r  

 ¿ 

 1 

F ig u ra   J 03

los  arcos  de  círculo  máximo  OA,  OB

y 0 0   caen  normalmente  sobre  el  arco XM2M3Y,  y  los  ángulos  D,  E 

y F  valen 90°. 

Los triángulos  rectángulos  ADM3 y  BEM3 son  iguales  por  tener 

igual hipotenusa,  ya  que  M3 es el  punto  medio del lado  c,  e igual ángulo  en  M3,  por opuestos  por  el  vértice.  Igualmente  los  triángulos
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rectángulos  ADM2y CFM2, son iguales  entre sí, por tener igual hipotenusa e igual  el  ángulo  en  M2. 

Luego:

AD  =   BE  =   GF. 

Los triángulos rectángulos XFC  e  YEB  son  iguales  por  tener el 

ángulo en  X  igual al  ángulo  en  Y,  e iguales  los  catetos  opuestos a estos ángulos,  luego: 

j

BY  =   CX

y  por lo tanto  el  punto  M1?  medio de a,  nos  d a :

MtX   =   MtY  =  Í  XM jY  =   90°, 

lo que demuestra el teorema. 

362. T e o r e m a  ¿   E l polo  del circulo  máximo  que  une  los puntos medios de dos  lados  de un triángulo,  es también el polo  del círculo  circunscripto al triángulo  colunar.  — Se llama triángulo colunar, el triángulo que completa el huso,  y  por lo tanto,  cada triángulo  tiene  tres  triángulos  col uñares. 

Según la  figura 163 y llamando  t a los  arcos  iguales

AD  =   BE  =   CF  =    t, 

se  obtiene:

Y  entonces:

siendo  Ax  el  punto diametral mente opuesto al vértice A. 

Es decir,  que O  equidista de los vértices triángulo AxBO, que es el triángulo  col uñar correspondiente al ángulo  A.  El  punto  O es  el  centro  del  círculo  circunscripto  al  triángulo  AiBC, lo que  demuestra el teorema. 
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363.  Podemos  ahora encontrar este  radio que  hemos  llamado R«. 

Tenemos  en  primer  lugar :

π

Ra  =   -   —  t 

eos  Ra  =   sen  t

 Δ

y  también  del triángulo  AM2M3:

sen  M2M3 __  sen  AM3 

sen  M2  __ 

l

sen  A 

sen  M2 

^ 

sen AD 

sen  AM2? 

de donde

sen  t sen  M2M3 =   sen  AM2 sen  AM3 sen A. 

Es  tam bién:

lu e g o :

Por otra parte,  el  triángulo  rectángulo  0M 1O,  nos  da:

o b ie n :

Y re s u lta :

A 

A

Si reemplazamos sen A  por su  igual  2  sen — eos —  y  luego  expre-

 Δ 

2

A 

A

eamos sen —  y  eos —  en función de los lados del  triángulo, obtenemos: 

 Δ 

 Δ
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Y poniendo  como

H  =  ^sen  p  sen   (p — a)  sen   (p — b)  sen   (p — c), se obtiene:

y  en la misma forma  i

Como habíamos obtenido  en  el  (n° 357). 

364.  Representación  del exceso esférico. — Tomando  nuevamente la figura  163, puesto  que  los  triángulos XOF  e YBE  son  iguales,  como así también  M2OF  con  M2AD  y  M3DA  con M3EB,  se tie n e :

/ X  

/ X  

V X  

X X  

/ X  

X X

XOF  =   YBE, 

M2CF 

M2AD, 

M3BE  =   M3AD, 

y  tam bién:

2XCF  =   X üA   -   M2CF  +   YBA -   M3BE. 

Pero  e s :

„ 

XOA  =  π  -   C, 

YBA  =   π  -   B, 

M2CF  +   M3BE  =   M2AD  +   M3AD  =   A. 

Luego:

2XOF  =   7C^O  +   íc-LiB ^ A   =   7t  —  2e

siendo  2e el  exceso esférico.  Quiere decir que el  ángulo XCF (o YBE) representa el  complemento de la mitad del  exceso  esférico
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365. T e o r e m a   d e   L e ^ e n d r e . 

En una triangulación de primer 

orden,  los lados oscilan  alrededor de los  40  kilómetros,  y  puesto  que el  radio  de la tierra tiene un valor  aproximado a los 6400 Km, resulta que  los  lados  de  una  triangulación  tienen  un  valor  aproximado a 40 

1

----- = ------del  radio terrestre.  Siendo   a el valor del  lado  del  trián-6400 

160

guio y K el  radio  de  la tierra,  supuesta  esférica,  se  tiene aproximadamente : a 

1  

R  =   160

y expresando  a en  grados  sexagesimales,  resulta :

 a  =*  0°21'30" 

es decir,  que los  lados  del  triángulo  son  siempre muy  pequeños. 

Si  se  imagina un triángulo piano  cuyos lados  tengan  la misma  longitud  que los del  triángulo esférico,  los dos  triángulos  difieren  poco entre  sí y tendrán aproximadamente la  misma superficie. 

Si  se calculan los tres ángulos  del  triángulo  esférico,  la  suma  de sus  ángulos  excede muy poco de  180°  y  se  encuentra  que  el  exceso esférico  es del  orden  de  los  3",  ángulo  tan pequeño  que  podemos confundirlo  con  su  tangente. 

/

Bajo  estas  condiciones,  puede establecerse  con Legendre  q u e : Si  los  lados  de un triángulo  esférico son pegúenos con respecto  al  radio  de  la esfera,  tal  el  caso  de  los  triángulos  geodésicos  de 1er orden^  se puede,  sin cometer error apreciable,  reemplazar el triángulo esférico por un  triángulo plano,  cuyos  lados  son  respectivamente  iguales  a  los del triángulo  esférico y  cuyos  ángulos sean  los  del triángulo  esférico  disminuidos  de  la  tercera  parte  del  exceso  esférico  correspondiente. 

Se  ve  entonces  que es  un  teorema  que  señala  una  aproximación, que al  proceder en  esta  forma no  se  hacen las  transformaciones  con exactitud  matemática,  sino  con  una  aproximación  que  no  influye prácticamente  en los resultados. 

Tomemos  una  esfera  cuyo  radio  suponemos  igual  a la  unidad y 

consideremos  sobre  ella un  triángulo  ABC  cuyos lados a,  b y   c expresamos  en radianes.  Llamemos  A1? Bi  y  Cx  los  ángulos  del  triángulo plano cuyos lados  son  «,  b y  c.   El  triángulo  esférico nos da : 4

4 

eos  a  —  eos  b  eos  c

eos A  = ---------- -------------j

sen  b  sen c
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y desarrollando ahora  los  senos y  cosenos· de los  lados  .en  serié  y tomando hasta la 4a potencia,  se tien e: efectuando las  operaciones y  despreciando los  términos de grado mayor que el  cuarto,  resulta :*  ft y  multiplicando  numerador  y denominador  por 

y

despreciando  siempre los términos superiores al  cuarto grado

El triángulo  plano de lados α, δ y c,  nos  d a :

y  también,  puesto que

reemplazando  s e n ^   y  eos 

en función  de los lados, 

2

2



' 

que puede escribirse; 

o tam bién:
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Luego  la  relación  (1)  se transforma e n :

Si hacemos 

A =   A t  +   x

tenemos

 be 

Q

eos   A x  eos  x  —  sen Ax  sen  x  -=  eos Aa  —  —  sen3  A v Y  puesto  que A x difiere muy poco de A,  x  es  un  ángulo  muy  peque

ño, y  se puede poner

eos  x  =   1, 

sen  x =   x

lo  que nos  d a :

Pero  i   be sen  A 1  es  el  área del triángulo   A ± Bx Ox  y como  ésta  di- 

 2¡

fiere muy poco del  área  del triángulo  ABC  se puede escribir

Puesto  que la  superficie del  triángulo  esférico  ABC  (n°327)  siendo el radio  igual  a uno, es S =  (2ε)" sen 1". 

Es decir,  que

Y  expresado en  segundos  sexagesimales

Luego  es
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y  en la misma forma  se obtiene

lo que demuestra el teorema. 
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CAPITULO  V III

RESOLUCIÓN  DE  PROBLEMAS.  APLICACIONES

366. 

 Resolver un triágulo esférico  dados dos  lados  b y c,  y la mediana ma·  —  Be  la fórmula  del  n°  354,  se  saca

Calculado  el lado   a estamos  en  el  1er caso  de resolución  general  de triángulos  (nos  331  y  332). 

367.  Resolver un triángulo esférico conociendo a^by ma. — Primero se resuelve el  triángulo  ACM,  del cual  se  conocen 

 a

los tres lados  -?  b y  ma.   Se  pueden  así  calcular Δ

los ángulos  C,  MAC  y AMC  (fig.  164)  y  por  lo 

tanto  se  tiene  AMB =   (180°  —  AMC).  Ahora, 

en  el  triángulo  AMB  se  conocen  dos  lados  ^

y   nía  y  el  ángulo  comprendido  AMB,  y  podemos  resolverlo  y  calcular  B,  o  y  por  lo  tanto F ig u ra   164

A  =   CAM  +   MAB. 

368.  Resolver  un  triángulo  esférico  conociendo  un  ángulo  A   y  los segmentos lx y  l2 en que  la  bisectriz  del  ángulo  B   divide  al  lado  b.  —

Según la figura  165 :

F igu ra  165

De  donde
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o bien

Calculado  O,  se está en  el caso 4o del n° 341,  pues  se  conoce un lado 6  =  

+    l2 y los ángulos adyacentes  A y  C. 

369.  Problema:  Resolver un triángulo esférico, conociendo un ángulo A,  uno de  los  lados  de  este  ángulo  b  y  la suma  de  los  otros  dos  lados m  =  (a  -f   c).   —  Tenemos:

eos  a  =  eos  b eos  c  +  sen  b sen  c eos A, y puesto  que   a =   m  — c, 

eos  a =   eos  m eos  c  +   sen  m sen  c, de donde

Introduciendo un ángulo  auxiliar de cálculo  φ  dado p o r:

se tie n e :

370.  Problema:  Resolver un triángulo  esférico,  conociendo un ángulo  A,  uno  de  los  lados de este  ángulo  b y  la diferencia  de  los  otros  dos lados (a  —  c)  =  l.   —  Tenemos,  puesto que  a  =    l  +   c, eos  a —  eos  b eos  c  +   sen 6 sen  c eos A, eos  a =   eos  l eos  c  —  sen  l sen c, o b ie n :

eos  l eos  c  — sen  l sen  c =   eos  b eos  c  +   sen  b sen  c eos A 7 

y  también

eos  o (eos  l  —  eos fe) =   sen  c (sen  í  -f  sen fe eos A), 
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y  entonces

Y  haciendo

donde  φ  es un ángulo auxiliar de  cálculo,  se  o b tiene:

 Ejercicio :
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371.  Problema :  Dado un  triángulo esférico, hallar el arco  de círculo máximo que une los polos de los círculos ci rcunscripto e inscripto.— Sea O

el  polo  del  círculo  circunscripto,  y  Ox  el  polo 

del círculo circunscripto en  el  triángulo  ABC 

(fig. 166). Llamemos al arco de  círculo máximo

OOi  =    x. 

Se tiener según la figura 102, 

eos   x  =   eos  AO  eos  AOx  4-

4-  sen AO sen AOx  eos  OAO^

Siendo  2P  =   A  +   B  +   C,  se  tiene

OAB  =   P  -   C, 

y puesto  que

resu lta:

Por  otra  parte,  trazando  desde Oa el  arco de  círculo  máximo  OxP 

normal al lado  AB,  que  es  OxP  =   r,  el triángulo  rectángulo  C^AP, nos da,  siendo AP  =    (p — a)  (n° 358)

eos  OaA  =   eos  r  eos   (p — a)

y

Luego,  siendo  O A  =   E :

o b ien :
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Y  puesto  que,  según las fórmulas  de  Delambre:

Y  según  n° 358

y   según  n° 356

Se  obtiene

Pero

y

Y  sum ando:

lu e g o :

Y   podemos  poner:

33
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o  también

Y  entonces

Siendo   ra el  radio  del  círculo  ex-inseripto  al  ángulo  A  y  Oa,  su polo,  el arco de  círculo  máximo  QOa,  está dado por  xa,   tal  que sen2  xa  =  sen2 (R +  r)  —  eos2 R sen2 r a, 

y  análogamente para   xb  y  #c. 

u

^   372.  Volumen  del  paralelepípedo  oblicuángulo. — Sea  (fig.  167),  un paralelepípedo y  llamemos  a, 5,  c las tres 

aristas  que  concurren  a  un  vértice  y 

sean  α,  β,  γ,  los  ángulos  que  ellas  forman  entre sí.  Llamando  S a la  superficie de  la base y  H  a la altura,  se  tiene  que 

el  volumen  Y  está dado  p o r:

F ig u ra   167

Y =   SH. 

 J

El  área de  la  base S,  tiene  por  expresión

S   =  ab  sen  γ. 

Y la altura Η  =   MP  se puede expresar

Η  =   MP  =   ML  sen  φ  =    c sen  a  sen  φ

que  se obtiene bajando desde un  punto cualquiera de  la arista  EK la normal  MP  al  plano  de  la  base.  Trazando  desde  P  la  perpendicular  PL a la  arista  AD,  por el  teorema  de  las  tres  perpendiculares^ 

resulta ML normal  a  AD  y el ángulo  MLP  =   φ,  mide  el  diedro  formado por la  base  y la  cara  ADKE. 

Luego  se tien e:

Y  =    abe sen a  sen  γ sen φ

o  bien

MI 

Φ  

Φ

V  =   2   abe sen  a  seii  γ sen ¿ eos   - ·

 A 

 A
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Suponiendo una esfera de  radio  igual  a  la  unidad  y  centro  en A , se-determina un  triángulo  esférico  en  su  intersección  con  el  triedro de vértice A , cuyos  lados  son  α,  β  y γ, y  uno  de  cuyos  ángulos  es  el ángulo  φ.  Llamando   2p  =   (α  +   β  +  γ)  al perímetro del triángulo esférico,  se  tiene luego:

que es la expresión  del  volumen. 

/   373.  Reducción  de  un ángulo  al  horizonte.  — Si  se  mide  un  ángulo AOB  y lo proyectamos  sobre un  plano  horizontal, el  ángulo  Α Ό Β ' es el  ángulo  OAOB  reducido  al  horizonte 

(fig.  168). 

Trazando en el punto O la vertical OZ, 

los ángulos  ZOA  y  ZOB  son  las  distancias  zenitales  de  las  visuales  OA  y  OB 

y  los  ángulos  AOA'  y  BOB'  que  esas 

visuales  forman con  el  horizonte, son  las 

Figurares

alturas  de  esas  visuales. 

Supongamos  conocido  el  ángulo  AOB  =   φ  y  las  distancias  zenitales  de las visuales OA y OB, que  llamaremos respectivamente   zA y  zB. 

Si  con  centro  en  O  y radio igual  a la unidad describimos  una esfe

ra,  el  triedro  OABZ  determinará  un  triángulo  esférico  ZMN,  cuyos 

tres lados  son  respectivamente : 

*

MU  =   φ, 

ZM  =   2A, 

ZN  =    zB. 

Podemos  calcular el ángulo en  Z, que es  igual al  ángulo  Α Ό Β ' =  φ', para lo  cual  tenemos :

dondíjjj)  =   zK +    zB  -f  φ. 

j

Queda así  resuelto  el  problema. 

> 
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374.  Problema :  Suponiendo la tierra esférica y dadas las coordenadas geográficas  de dos puntos de su  superficie,  determinar  en función de es»

 tas,  la distancia que  las  separa,  medida  sobre  el 

 arco  de círculo máximo  que  los une.   —  Sea  EE' 

(fig.  169)  el  ecuador,  P N  el  polo  norte,  A  y B 

dos  puntos  de  la  superficie  terrestre,  P NE P SE' 

el  meridiano  de  Greenwicb,  meridiano  a  partir 

del  cual  se  miden  las  longitudes,  que las  consideramos  positivas  de  0o  a  180°,  medidas  Lacia Figura 169

el  Oeste,  y de 0o a  180°,  medidas hacia  el Estei 

Las  latitudes  las  consideramos  positivas  desde 

el  ecuador hacia el  polo Norte y negativas  desde  el  ecuador  hacia el polo  Sur. 

Llamemos λΑ y  φΑ,  la  longitud  y  latitud  del  punto  A, y  λΒ,  φΒ la longitnd y latitud  del  punto  B.  El  ángulo  A PNB  vale

A PnB  =  XB 

λΑ

y  además

P nA.  =   90°  -   φΑ, 

=   90°  -   <p„. 

 y

Luego, llamando   x  a  la distancia AB,  el  triángulo  A PNB,  nos  da: eos   x  =   sen  φΑ sen  φΒ -f  eos  φΑ eos  φΒ eos  (λΒ — λΑ). 

e  introduciendo un  ángulo  auxiliar de  cálculo  φ  dado por:

se tien e:

Conociendo  el valor de   x  en segundos de arco, es fácil  obtener a? en kilómetros.  Admitiendo  el  cuadrante  de la Tierra igual a  10.000 Km, se  obtiene:

 x " .  10.000

—  


C C k m 

-  


■  ■  ■  .  í 

·

90  X  60  X  60

 Pjemplo:  Hallar  la  distancia  entre el  Observatorio  Astronómico de  La Plata  y el Observatorio de Córdoba,  suponiendo la Tierra esférica y  con las  siguientes  coordenadas geográficas. 

La  P lata: 

<pL.P =   -   34°S4'30"  al.p  = 3 h  51*43?7

Córdoba: 

<pc =   -   31°25'15'< 

Xc =   4 h 16* 47?2. 
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Se tie n e :

[image: Image 535]
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Ejercicios  propuestos

1.  Calcular las líneas  trigonométricas  de los  arcos

2.  Calcular los lados  de los  polígonos regulares de  3, 5,  6,  10,15 y 20  lados. 

3,  Calcular las funciones goniométricas de los arcos:

4.  Calcular  sen 3 α  en función  de  sen  a  y verificar para a =   30°. 

5.  Calcular eos 3 a  en  función  de  eos a y verificar para a  =   30°. 

4

6 .  Siendo t g a   =   -y  calcular  sena,  cosa,  s e n 2 a,  eos2 a y  t g 2 a. 

o

7.  Sabiendo  que t g 2 a  — ^3 ,  calcular t g 3 a. 

I β

8 .  Siendo  eos 30°  =   — y  calcular  sen, eos  y  tg  de  15°,  7°30'y 3°45'. 

 Δ

^3

9.  Siendo tg30°  =  

> calcular sen,  eos y  tg de 1δ°, 7°30'  y  3°4δ'. 

 Ó

a

10.  Calcular eos 4a  y  eos -  en función  de  cosa. 

Verificar las  siguientes igualdades :

11. 

sen 105°  +   eos 105°  --=  eos 45°. 

i *> 

13. 

^3

14.  Siendo  tg30°  =  

y  calcular  tg l5 °  y  tg7°30'. 

o

15.  Calcular tg 2a  en  función de  sen 3a. 

1G.  Verificar que  tg  9o  =   1  +   |/5  — ^5  +   2 ^5. 
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 Identidades. —  Verificar las  siguientes fórmulas :
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71

42.  Siendo (α  +   β +  γ)  =   -,  probar que se  verifica

sen2 a  +   sen2 β  -f  sen2 γ  +   2 sen a  sen β  sen γ  =   1 . 

43.  Siendo   tg x   +   sena?  =    m,   y  tg #   — sen a?  =   λ,  probar  que  se verifica

 m¿  —  n2 =  4 |/m w. 

44.  Siendo  α  +   β  -f  γ  =   π,  probar que

sen2 a  ctg a  1

sen2 β 

ctg β  1  =   0. 

sen2 γ  ctg γ  1

 Estudio  de funciones  (máximos y mínimos) :

45.  Hallar el  máximo de

 y  =   sen  x  -f  eos  x. 

46.  Hallar el  máximo de

 y  =   sen  x  eos #. 

47.  Hallar el  valor de   x comprendido entre 0o  y  90° que  hace  mínima-la expresión y  =   tg  x  +   3 ctg #»
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48.  Hallar el  valor de  x  que liace  máxima y  mínima la  expresión y  =   eos  x  +   eos  2x. 

49.  Hallar el  valor de   x que hace  máxima y  mínima  la  expresión y  =   3 sen  x  -f  4 eos  x . 

50.  Hallar los valores de  x que  hacen  máxima y mínimá  la  expre sió n :

 y  =    a tg  x  -f   b ctg  x.  

donde  a y   b son  positivos. 

51.  Hallar  los  valores  de  x que  hacen  máxima  y  mínima la  expresión y  —  2 sen  x  +   3 eos  x. 

52.  Hallar  el  máximo y  el  mínimo  de la expresión

 y  =  a sen  x  +  b eos  x. 

53.  Hallar  el  máximo y  mínimo  de la  expresión:

tg 3  x

 y  =   —3— 7  cuando  x varía  entre  0o  y  90°. 

 J 

tg á  x 

 J

 Variaciones  de  las funciones,   -r-  Estudiar las  variaciones  de  las  siguientes  funciones  y representarlas gráficamente: 54. 

 y  =   sen  x  +   eos  x.  

55. 

 y  =   sen  x  — eos  x. 

56. 

 y  =  tg  x  -f  sec  x. 

57. 

 y  =  sen (a  +    x) sen (a  —  x).  

eos 3®

58. 

 J 

1   H-  eos 2 a? 

eos  x  -f  sen  x  —  1

59. 

 y   = -------------------------- -

eos  x  — sen  x  +   2
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 Limites ; 

 Hacer calculables por  logaritmos  las expresiones siguientes

70. 

 y  =   1  +   sen  x  +   eos  x. 

71. 

 y  — 1  +   eos  x  -f  eos  2x. 

72. 

 y  =   sen  x  -f  sen  y  +   sen  (x  -f   y). 

73. 

y  =   sen  x  +   sen  3x  +   sen  9%. 

74. 

 y  —  sen  x  +   sen  (x  +    r)  -f sen  (x  +   2r) í  <» =   18°20'15" 

y aplicar  para   l(  r =   5°30'45". 
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73. 

 y  =   sen 3a? 

sen 5a?. 

76. 

 y   =   eos 2a?  +   eos 4a?. 

a? 

a? 

a? 

77. 

 y  =   t g -   -   t g -   -   t g - . 

78. 

"  y  =   eos a  +   eos β  -f  eos γ   +  eos (a  -f  β  -f  γ). 

•

79. 

 y   =   eos (a  +   β   +  γ)  +   eos ( a  +   β  —

γ)  +

4-  eos (a  +   γ  —  β)  +   eos (β  +   γ  — a). 

80. 

 y  =   sen (a  +   β  -   γ)  +   sen (a  +   γ  -   β)  +

+   sen (β  +   γ  —  a)  —  sen (a  +   β  +   γ). 

81. 

y  =   tg (a  -   β)  +   tg (β  -   γ)  +   tg (γ  -   a). 

82. 

 y  =  tg (a  +   β  +   γ)  -   (tg a  +   tg β   +   tgv). 

83. 

 y  =   sen2 a  -f  8οη2β  —  sen2 (a  +   β). 

84. 

 y  =   sen a  -f  sen β  +   sen γ  +   sen δ

siendo  α  +   β  +   γ  +   δ =   360°. 

85. 

 y   =   sen a  +   sen β  —

2 eos a  —  2 eos β. 

8 6 . 

 y  =   sen a sen β  -f   ni eos a  eos β. 

 Resolver las  siguientes  ecuaciones goniométricas :

87. 

sen a?  =   sen 7 x . 

8 8 . 

6 eos a?  =   tg a?. 

89. 

6 sen a?  =   5 eos2  x. 

90. 

sen 2a?  =   eos 3a?. 

91. 

sen 3a?  =   8 sen3 a?. 

92. 

tg 2a;  =   3 tg  x. 

93. 

sen  x  +   eos a?  ==  sec  x. 

94. 

eos 2 a?  =   eos a? 
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95. 

eos  3x =   sen  5x.  

96. 

tg 2o?  =   7 tg  x.  

97. 

eos  x  —  a tg  x.  

98. 

eos 3a?  ==  m eos2  x .  

99. 

sen 3  x  —  m sen  x.  

10 0 . 

sen  x  +   2*cos  x  =   see  x. 

101. 

2 tg  x =   7 sen  x.  

102. 

sen  x +   eos »  =*  1. 

 & 

103. 

sen a?  -f  eos  x =   — ·

104. 

tga?  +   ctg a?  =   3. 

105. 

sen  x  +   eos  x  =   0. 

106. 

sen a?  —  eos  x  =  0. 

107. 

1  —  sen a?  =   eos 2a?. 

108. 

sen a?  —- eos  x  =   0.7. 

109. 

sen a?  +   eos  x  +   2 sen a? eos a?  =   2. 

110. 

sen2  x  +   sen  x  ==  eos2 a?  +   eos  x.  

111. 

 tg x  —  sen  x =  see  x  —  1. 

11 2 . 

sen 4a?  +   sen a? =   0. 

113. 

sen 4a?  +   sen 2a?  =  eos  x.  

114. 

tg a?  —  sen a?  =   tg 2a?. 

115. 

sen  x  +   sen 2a? +   sen 3a? =   0. 

3  +   10  β

116. 

sen a?  +   eos a?  +   tg a?  +   ctg  x  -= ----------- ·

o

117

sen a?  +   eos a?  +   tga?  4-  ctg «-·+■  see a?  +   cosec  x =   a. 

*

118. 

sen  x tg  x  +    m eos  x   =  n. 

 a 

 a

119. 

-------- 1------- —   b. 

sena? 

cosa? 

120. 

sen4 a? Η--eos4a? =   a. 

121. 

sen2 2a?  —  sen2  x =    a. 
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122. 

eos 2# =s  meos a?, 

123. 

eos 2 a?  +    m sen  x  —  n.  

124. 

sen  3x  =   m sen2a?. 

125. 

tg *  =  (2  - / 3 ) t g | ·

126. 

eos  x =    a tg  x. 

127. 

cosec  x2 =   4 etg a?. 

128. 

eos  3x  +   sen 3o?  =   ~ Δ

,  *  +    a

129. 

t g ------ =    m. 

 x  —   a

130. 

5 sen  x  —  12 eos2  x. 

131. 

tg 2  x  -f  eos2  x  =   m. 

132. 

sen a  +   sen (a  +    x) +   sen (a  +   2 a?)  =  0

133. 

eos a  +   eos (a  +    x)  +   eos (a  +   2 a?)  ==  0

134. 

sen6 a?  +   eos6  x  =  -·

5

135. 

tg (a?  +   a)  +   tg (a?  —  a)  =   2 etg a?. 

136. 

sen a?  +   eos  x  =   sen  x —  tg a?. 

137. 

sen  x  -f  sen 3a?  =   sen  2x  +   sen 4a?. 

138. 

tg  x  +   tg 2a?  +   tg 3a?  =   0. 

139. 

sen2 2 a?  —  sen2 a?  =   a. 

140. 

sen 7a?  +   sen 3a?  +   2 sen2 a?  =   1. 

141. 

tg  x  +   3 etg  x  =  a. 

142. 

tg  x  +   tg (a  ■

—  x) =    a. 

143. 

 m sen (a  —  a?)  =    n sen (β  —  a?). 

144. 

sen (a  +    x)  =   eos (β  +  a?). 

 Ecuaciones  con más de una  incógnita. 

 f  sen   x  -f  sen   y  =   1

145. 

■



i

 i eos2 a?  —  eos2  y  =  -·-
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146. 

147. 

148. 

149. 

150. 

151. 

152. 

153. 

154. 

155. 

156. 

1 57. 
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k tg*  x   +  tg2  y  =  a

158. 

 1 

f

( tg  x tg  y  =    b. 

^  eos  x  +   eos  y  =  a 

159. 

 \  eos 2 a?  +   eos 2 y  =    b. 

(  9 tg  x  +  tg  y  =  4 

160. 

(  2 ctg*  +   4 ct g y   =   1 . 

^ a t  +  y  =  a 

161. 

 1 sen a¡ sen  y  —  a  eos2  x. 

j  sen  x 

sen  y 

sen (a?  +    y) 

162. 

f 

 a 

 b 

 c

( tg  X   +   ctg  y  =    a 

163. 

 í  a tg x  +  tg  y  —  b. 

^  sen  x  +   sen  y =    a 

164. 

 \  sen3  x  +   sen3  y =   b. 

^  sen  x  =  m eos  y 

165. 

 \  tg 2  X   —  m tg  y. 

tg  x  _   tg  y  __  tg (*  +    y) 

166. 

 a 

 b 

 c

í   a sen  (x  +  y)  —  b sen (a?  —  y)  =  2 ni eos  x 167. 

 l  a sen (a?  -f   y)  -f   b sen  (x  —  y)  =? 2 n eos  y. 

^cos (2 a?  +    y)  =   sen (a?  —  2y) 

168.' 

(eos (a?  +    2y)  =  sen (2 a?  —  y). 

 1  sen2 a?  +   sen2  y  +   sen2 2  =   1

169. 

j  eos2  x  +  eos2  y  —  eos2  z =   1  

( tg 2*  —  tg 2y  +   tg 2z  =  1 . 

 Resolución de triángulos  rectángulos  planos. -r-.  Resolver  un  trián guio  rectángulo  conociendo:

(  B  =   42°30'1 5" 

170. 

 1  a  ---  250.35 ni. 
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f   a =   985.32 m

171. 

(   b  =¿ 643.25 m. 

Λ

 í  b  =   947.30 m

172. 

f  c  =   14.70 m. 

 b

173. 

(   c  =   845.20 tn 

-   =   0.8. 

' 

 a

174. 

 a  —  854.30 m 

 %a  =  320.15 m. 

175. 

 a  =   645.20 m 

 (b  —  c)  =   245.30  m. 

176. 

S  =   8747 m2 

B  =   47°54'15". 

Demostrar que  entre los  elementos  de un  triángulo  rectángulo  se verifica:

177. 

eos (B  — O)  =   —

178. 

179. 

180. 

181.  Demostrar que si  en un  triángulo  se verifica que

sen B  -f  eos O 

, 

eos B  +   sen <J 

? 

el triángulo  es  rectángulo. 

182.  La bisectriz  del ángulo  recto de un  triángulo  rectángulo  divide al  lado opuesto  en dos segmentos  m y  w,  conocidos.  Resolver  el triángulo. 

183.  Resolver un triángulo rectángulo,  conociendo R y  p. 

184.  Resolver un triángulo  rectángulo,  conociendo  B  y la  diferencia   (b  —  c)  =  d. 

185.  Resolver  un triángulo rectángulo,  conociendo  R y r. 

186.  Resolver un  triángulo rectángulo,  conociendo  2  p y  la  altura correspondiente a la hipotenusa   ha-187.  Resolver  un  triángulo rectángulo,  conociendo  a y la bisectriz' 

 bb,  correspondiente al  ángulo  B. 

188.  Resolver un triángulo  rectángulo,  conociendo  el  cateto   b  y la  diferencia   (a  —  o)  =    d. 
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 Resolución  de  triángulos planos  cualesquiera.  

Resolver  un  trián gulo, conociendo:

189. 

A  =   36°20'15" 

B  =   7 4°24'13" 

 a  =   1234.23 m. 

190. 

A  =   57°20'15//

B  =   45°20'12" 

 c  =   127.30 m. 

191. 

 a  =   845.22 m

 b  =   632.15 m

0   =   70°15'13". 

192. 

 a  =   744.20 m

 b —  657.15 m

 c =   1004.05 m. 

193. 

 a  =   1037.25 m

 b  —  1132.15 m

A  =   67°20'12". 

194. 

 a  =   537.10 m

 b  ==  385.40

A  =   69°20'15". 

195. 

 a  =   804.15 m

5 =   357.20

A  =   124°15'20". 

Mostrar que  en  todo triángulo se  verifica q u e :

196. 

197. 

198. 

199. 

200. 

201. 

202. 

203. 

204. 

205. 

206. 

207. 

208. 

34
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209. 

210. 

211. 

2 1 2 . 

213. 

214. 

215. 

216. 

217. 

218. 

219. 

220. 

2 21. 

2 2 2 . 

223. 

224. 

225. 

226. 

227. 

228. 
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229. 

230. 

231. 

232. 

233. 

234. 

235. 

Siendo 

A  +   B  +   O  =  π? 

mostrar q u e :

236. 

sen 2 A  +   sen 2B  +   sen 20  =   4 sen A sen B sen O. 

A

B

O

237. 

eos A  +   eos B  —  eos 0  =   4 eos — eos — eos — — 1. 

2 

2 

2

238. 

sen2 A  +   sen2 B  -f  sen2 0  =   2(1  +   eos A eos B eos O), 

239. 

eos 2 A  +   eos 2B  -f  eos 20  =   — 4 eos A eos B eos 0 ^ - 1

240. 

eos 2 A  +   eos 2 B  — eos 20  =   1  — 4 sen A sen B sen 0. 

241. 

sen 2 A  +   sen 2B  —  sen 20  =   4 eos A eos B eos C«

242. 

eos2 A   +  eos2 B  +   eos2 0   =   1  — 2 eos A eos B eos C. 

243. 

eos2 A  +   eos2 B  — eos2 0   =   1 —2 sen A sen B sen C. 

2A 

2B  , 

20  

o 

A 

B 

O

244. 

sen2 —  +   sen2 —  +   sen2 — — 2 sen — sen — sen — =   1 . 

2 

2 

2 

2 

2 

2

2A 

2B 

2 °   .  O 

A 

B 

o  

, 

245. 

sen2 —  +   sen2—  — sen2 -   +   2 sen — sen — sen -   =   1 . 

2 

2 

2 

2 

2 

2

246. 

247. 

248. 
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251.  Resolver un triángulo  conociendo  a R y  r. 

252.  Resolver  un  triángulo  conociendo  los  ángulos  y  la  suma ((a2  +    b2  +    c2) de los  cuadrados  de los lados. 

253.  Resolver  un  triángulo  conociendo  los  ángulos  y  la  suma (a2  +    b2  — c2). 

254.  Resolver un triángulo  conociendo un lado a,  la altura  corres-B 

C

pondiente a ese lado  ha y el  producto  K =   tg — tg —·

2 

2

255.  Mostrar que si  se  llama íp, 

a las  distancias  de los  vértices 

de  un triángulo  al  punto  de  encuentro  dé las alturas,  se verifica que sen A

256.  Si  en  un triángulo-----=- =   2 eos O,  el  triángulo es  isósceles. 

sen B 

7

tgf 

sen2 A

257.  Si  en un triángulo 

=   — r r r  el  triángulo  es  isósceles  o

tg  B 

sen2 B 

& 

rectángulo. 

258.  Si  en  un  triángulo  sen A  =   8611 j* 

S6n  ->  el  triángulo  es

é 

eos B  +   eos  C 

& 

rectángulo. 

259. 

Demostrar  que  si  entre  los  tres  ángulos  de  un  triángulo 

ABC,  se cumple la relación

sen2 A  -f  sen2 B  +  sen2 C  =   2

el  triángulo  es  rectángulo. 

260. 

Calcular la distancia entre los  centros de dos circunferencias 

exteriores  de  radios  conocidos  R  y  R',  sabiendo  que  el] triángulo formado por las tangentes comunes  exteriores y una de las  tangentes comunes  interiores,  es  un triángulo isósceles. 

Resolver un  triángulo  conociendo

261. 

 a A 

y 

 ba

262. 

 a A 

y 

 ma
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263. 

 a A

 ha  |

264. 

 a A. 

 (be)  «=   m2

265. 

 a A

 (b2  +    c2) =    l2, 

CUADRILÁTERO

266.  En un  cuadrilátero  convexo,  se conocen  los  lados a,  5,  e y   d y   el  área S.  Calcular los ángulos. 

267.  En un cuadrilátero  convexo se conocen tres lados y los ángulos que  ellos forman.  Calcular los  demás elementos. 

268.  Resolver un trapecio  conociendo los  ángulos y las diagonales. 

269.  Resolver  un cuadrilátero  inscriptible  conociendo a,  5,  c y  B. 

270.  Resolver un  cuadrilátero  inscriptible  conociendo tres  lados y una  diagonal. 

271.  Resolver  un  cuadrilátero  inscriptible,  conociendo  dos  lados opuestos y  las  diagonales. 

272.  Resolver  un  trapecio  conociendo  un  ángulo,  la  superficie y sabiendo  que  es  inscriptible  en un  círculo  de  radio  R. 

273.  En  un  cuadrilátero  inscriptible  ABCD,  se  da un ángulo  B, los  dos lados   a y   b,   que forman  el  ángulo  B  y la diferencia   d  =    c  —   d entre los otros  dos lados.  Resolver el  cuadrilátero y  calcular el  radio del  círculo  circuscripto. 

274.  En  un  cuadrilátero  se conocen  los  cuatro lados  a,  b, c y  d y  la suma de  los ángulos opuestos  B  +   D  =   φ.  Calcular la  superficie. 

 Triángulos esféricos rectángulos,   —  Resolver un  triángulo  esférico rectángulo,  conociendo:

275. 

 a  =   58°30'15" 

 b  =

41°13'20". 

276. 

 a =   126°13'19" 

 b  =

57°15'13". 

277. 

 b  =   Sl°41'15" 

 c  =

72°J0,12". 

278. 

 b  =   125°12'4l" 

 c  = 134°24'10". 

279. 

 a  =   50°20'1δ" 

B

73°18'25". 

280. 

 a  =   111°07'43" 

B  =

55°27'12". 

281. 

 a =   91°02'15" 

B  =

88°58,18". 

282. 

 b  =  47°15'12" 

B  =

55°22'14". 

283. 

 b  =   79°27'15" 

B  =

83°25'18". 
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284. 

 b  =   128°19'19" 

B  = 125°18'J5". 

285. 

 b  =   91°13']5" 

C^·

63°12'12". 

286. 

 b  —  12δ°25Ί7" 

0  *= 57°10'l(i" 

287. 

B  =   75°20'18" 

0 =

59°25'15". 

288. 

B  =   89°58'15" 

c   =

88°20'17". 

289.  Resolver  un triángulo esférico  rectángulo,  conociendo la  hipotenusa a y  el radio  del  círculo inscripto  r. 

290.  Demostrar que  en el triángulo esférico rectángulo se verifica: 291. 

292. 

293. 

294. 

295. 

296. 

297. 

298. 

299. 

300. 

301. 

302. 

3 0 3 . 
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 Triángulos  esféricos  cualquiera.  —  Resolver  un  triángulo  esférico, conociendo: 

*

>:  r

304. 

 a  =   35°17'1δ" 

 b  =   δΟ°27Ί7" 

 c =   66°23,13". 

305. 

 a  =   12δ°17'1δ" 

 b  =   137°18'12" 

 c =   δδ°17'14". 

306. 

A  =   8δο20Μ2" 

B  =   9δ°17'1δ" 

C =   106°26,42". 

307. 

 a  =   δ0°12Ί0" 

 b  =   1Í2022,16" 

C =   29°12'14". 

308. 

A  =   11δ°12'1δ" 

B  =   78°10W ' 

C =   120°12'1δ". 

309. 

 a  =   10δ°10'0δ" 

 t

 b  -   37°2δ'1δ" 

A =    m02vr¡". 

310. 

 a  =   4δ°23'47" 

 b  =   7 6°40'24" 

A =  .  22°67,12". 

311. 

A  =   101°10'1δ" 

B  =   13δ°27Ό2" 

 a =   60°10'1δ". 

312. 

A =   161°29'1δ" 

B  --  29°10,1δ" 

 a =   143°12'1δ". 

313.  Calcular el  área de un triángulo  esférico  trazado  sobre  una esfera de  radio  igual  a  20.50 in,  cuyos lados  son

 a  =  75°53'20" 

 b  =   82°25Ί5" 

 c  =  99°22'15" 

314.  Calcular  el  área  de un  triángulo  esférico  trazado  sobre  una esfera  de  radio igual  a  45.30 m  y  cuyos  ángulos son

A  =   40°20'15", 

B  =   52°27'14", 

C  =   138°25'15". 

 Mostrar que en un  triángulo  se  verifican  las  siguientes  relaciones: 3 1 5 . 

3 16. 

3 17. 

3 1 8 . 

3 1 9 . 
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320.  Si  en  un  triángulo  esférico  se  verifica  que  A  —  B  =   20, se tiene que

32J.  Resolver un  triángulo  esférico dados

A  B y   2p. 

322.  Resolver  un triángulo  esférico  dados  A,  b y   (a  +   o)  =   w*

323.  Resolver un  triángulo  esférico  dados  el  ángulo  A y  los segmentos  en que la bisectriz del ángulo  B  divide  al lado   b. 

324.  Mostrar que  un  triángulo  esférico,  llamando

H  =  |/sen^)  sen   (p — a)  sen   (p — b)  sen 

se cumplen las  siguientes  relaciones:
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$  1 5 .0 0

10.  La  v ig a   placa,  por  J .  M o n tú ........ .......................................................   ........ ................................. 

(N®  144)  $  4 .0 0

11.  D eterm inaciones  de  detonancia  de  com bustibles  y   carb u ran tes........................................... 

(N®  146)  $  3 .0 0

12.  L a  A nisotropía  óptica  por  deform ación  elástica  de  los  m edios  transparentes  y   su aplicación  a  la  F otoelasticim etría,  por  el  ingeniero  R aúl  B u ic h .......................................... 

(N®  147)  $  8 .0 0

13.  Sistem as  biperestáticos  planos,  por  el  ingeniero  F é lix   D e  M edina (N®  151)  $ 

5 .0 0

14.  V ig a s  de  hormigón  armado  con  armadura  doble  sim étrica  som etidas  a  flexión  com p u esta,  por  el  ingeniero  J u lio   R ,  C a stiñ e ir a s.......................................... ................................. 

(N®  152)  $  1 .0 0

15.  Producción,  transporte  y   distribución  de  la   energía  eléctrica,  por  el  ingeniero  M ig u el  S im o n o ff..................................................................................................... .......................... 

(N®  154)  $  2 5 .00

16.  E l  proyecto  económ ico  de  estructuras  de  horm igón  armado,  por  el  in gen iero  J u lio R.  C astiñ eiras............................. .......... 

(N®  155)  $  5 .0 0

17.  F ísica   general.  Tomo  I I ,  tercera  edición,  por  el  profesor  doctor  Ram ón  G.  L oyarte (N®  157)  $  1 5 .0 0

18.  T ablas  para  v ig a s  con  chanfles  rectos  y   parabólicos,  para  facilitar  la   resolución  de 

^

sistem as  biperestáticos,  por  los in gen ieros  G.  A .  R abuifetti  y   E .  A .  A m a b o ld i....... 

(N®  158)  $  2 .0 0

19.  Q uinta  R eunión  A n u al  de  Caminos.  D iscu rso  inaugural  del ingeniero  J u lio   R .  C asti

ñeiras.  Conferencias  de  los  doctores  C.  L.  Ruiz  y  E .  P etroni,  agrim ensor  L.  de  Carli, ingenieros  A .  P .  Grisi,  J .  Zuker,  A .  M .  P odestá,  E .  F .  T agle,  E .  A ren as,  A .  K a shirski,  M .  A .  Fornari,  ingeniero  agrónomo  A .  A ren a  e  ingoniero  J . 

J .  F o n t......... 

(N°  159)  $  1 0 .00

20.  Saneam iento  urbano  en  la  R epública  A rgentina.  Prim era  parte.  P rovisión  de  agua, por  el  ingeniero  E .  A rtaza.  Cuaderno  N®  6.  Febrero  1943.................................   ................ 

(N®  162)  $  1 5 .00

21.  F ísica   general.  Tomo  I I I .  Calor,  tercera  edición,  por  el  profesor  doctor  Ramón  G. 

L o y a r t e ............................................................ 

(N®  166)  $  1 5 .00

22.  E lectricid ad .  I ,  E lectricidady m agnetism o.  Π ,  E lectricidad  corpuscular,  por  el  in g e niero  M iguel  Sim onoff...... ......................................'............................................................................... 
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(N® 169) $ 4 .0 0

24.  Sem ejanza  m ecánica,  por  el  ingeniero  C.  B e r ta .......... ................................................................... 

(N® 171)  $ 

4 .0 0

25.  A ceros  y   tratam ientos  térm icos,  por  el ingeniero  A .  Lodeiro  B la n c o .. 

(N®  172)  $ 

4 .0 0

26.  Carburautes.  C om bustibles  y   L ubricantes.  E n sayos  normales,  por  los  asisten tes

doctor  E .  Castellano  e  ingeniero  M.  M esny,  del  D epartam ento  de  M ecán ica........ .. 

(N®  175)  $ 

3 .0 0

27.  F ísica  general.  Tomo  I,  quinta  edición,  por  el  doctor  R.  G.  L oyarte,  ju n io   de  1944. 

(N°  176)  $  1 8.00

28.  Tratado  de  Optica.  Prim er  fascículo,  por  el  doctor  E .  Loedel  P a lu m b o .............................. 

(N® 178)  $ 

7 .5 0

29.  A urel  Stodola  a  través  de  su s  libros,  por  el  ingeniero  Em ilio  M a llo l............................ 

(N 181) 

—

30.  Trigonom etría,  por  el  ingeniero  Nuraa  T a p ia .................: ..............................................................     (N® 182) $  25.00

31.  Introducción  a  la  M atem ática  superior,  por  el  doctor  A lberto  Έ.  Sagastum e B e r r a .. 

(N®  183)

PUBLICACIONES  EN  PRENSA  Y  EN  PREPARACIÓN:

N®  184.  E lem entos  fundam entales  de  m etalografía  m icroscópica,  por  el  ingeniero  A n ton io  E .  Sturla. 

N®185.  R evista.  Trabajes  de los ingenieros  Enrique  C.  B eltram i,  F é lix   Langm ann,  Carlos  Gadda y   M iguel  Simonoff,  y   señor  Ju an   A .  Cibraro. 

N®  186.  F ísica   General,  por  el  doctor  Ramón  G.  L oyarte.  Tomo  IV .  Tercera  edición. 

N®  187.  Capacidad  de  captación  de  las  presas  de  rejilla,  por  el  ingeniero  F élix   Langm ann. 

N®  188.  R evista.  Trabajos  de  los  ingenieros  M iguel  Simonoff  y   R.  M artínez  de  V edia,  del  dootor  Clodoveo  P a s-qualini  y   del  señor  D ouglas  Smink. 

N u  189.  Saneam iento  urbano.  Obras  dom iciliarias,  por  el  ingeniero  E varisto  A rtaza.  Cuadernos  1,  2  y   3.  Tercera edición. 

N®  190.  Grado  de  irregularidad  de  alternadores,  por  el  ingeniero  Ju an   A .  Brochiero. 

N® 191.  Tratado* de  ó p tic a ,  por  el  doctor  E .  Loedel  Palum bo.  (Fascículo  2o.) N*  192.  Contribuciones.  Trabajo  del  doctor  R eynaldo  P .  Cesco.  (Esta  entrega  contendrá,  adem ás,  otros  trabajo» 

del  D epartam ento  de  M atem áticas  e  In stitu to   de  F ísica.) Se  enviará,  sin  cargo,  a  quien  lo  solicite,  la  « L ista  de  P u b licacion es »,  que  contiene  la  nóm ina  com plot» 

de  publicaciones  de  la  F acultad. 
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320, Si en un tridngulo estério se verifica que A = B = 20, so
tiene quo

o G e,
[ —

vy
5 Bt ol e e A7 0 9 m,
e e e e e e

‘menton en quo 1a bisectriz del ngalo B divide 4l lado 0.
324, Mostrar que on triéngalo esiric, Namando

ven (- ayven (50 ven

0 cumplen Iassiguientes reaciones

s (p—a) - sen ()

e

O AR

0= b oot 1
- wteicrmicr ot

320, 1g Rt r = b5 B ot ramti Rac et it R ot re
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Triiagulos efiricn exalguiera. — Kesolver un tridognlo eserico,

conociendo
308, sz
305, 171
a0, ez
07, a= s
308 A=15m1
00, o= 10501005
30, 0= s
3. A= 0r01
S A= 1erees

L e
b o= BT
Be osums 0= 106262,
[T
B 80000 0= 120712157,
b s A= ST
b= w0 A= 2T,
Bo13mTer e 6001015
B= 15 o= 1431205

313, Caleala e dren de un tridngalo estérico trazado sobre wna
estera de radio igual 1 20.50 m, caos ados son

314, Caleala ol irea

— s
T
gz

o un ridngulo exirico trazado sobre una

estern de radio fgual 8 45.30m ¥ cuyos dngulos son

A= o015,

Boweri, 0= s,

Mostrar que n wn tridngulo e serifcan las iguientesrelacionee:

a1

16

s

s,

3.

cona = oont

cos (a4) =

e o son s O

cne en Betg

nlamm one s e e

_eon At aonC,
= Tmee
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L ineas de 257 son fgua en vlory siguo que las el e 2.

3
niido entre .y =; uego clenlaremos én pi-
se_or =
mer tagar = ~ 5 = 2% que s menor que 5. tenemos, s ns for
ol del e 24

5

S .

jowplo 11, — Ballar s lineas el ingulo 910°2015°2.
Tenemos en primer término .

019°081552 = 2 ¢ 300° 4 190°2015°2
Tuego nuestro problems se reduce a buscar as lineas de ngalo
26 199°2615% que son s mismas que as del dngulo de 919°2815°2
por iferie ston en un nimero entero d cireunferencias.
E ngalo 190°20°15"2 st comprendido entre 150 y 270°,
Potemos poner

1000261572 = 1800 4 10°2015

¥ segtin s ormalan del 25, s tiene
Son 1909261572 = sen (1807 + 10°26'15°2) = — sen 142201572
o 100°S1572 = con (180° 4 10°201572) = — con 1201572

EAOITIET = (g (180° 4 19020157 = 4 1 109261572, .
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e b= 1281000 o1,
5. b= oy C= e
250, bl Ce s,
251, B s 0 s
255, B sl 0= s

280, Resolver un eiingul exfirico reetinglo, conociendo la b
potemnsa a.y ol rdio delcirulo iseripto r.
200, Demostrar que en ol tidngal estéico recténgulose verien

eosatgo= senb etg B,

m. [T Y
. [P 3

P
. emiathmmo- wnbssded

205, senla 4 1) = Zacna end eon®
205, Sen(a 4 B)sen o ) = senta s’ B.
aor. L

N senfa + jen (a — )
. Sen (o et =
20 eeth 4 sente — senta = wentbente.
300, sentasentO - sena - sen(a + o).
an.

.
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265, a a
204, A Goem
205, aa wre=r

260, En un cundeilitero convexo, se conocen los ladon a, b, o &
3 ol dren 8. Culeular los ngulos.

267, En un cundrilitero conveso se conocen tre lulos y1os g
108 que elos forman. Calcala 10s demis elementos

260, Resolver un culelitero fnserptible conaciendo a, by ¢y B.

270, Resolver un cuadilitero ineriptible conociendo tres adosy
i diagonal.

271, Resolver un eandlitero fnseriptible, conociendo dos ados
opuestos y s diagonales.

272, Resolver un trapecio conociendo wn dngalo, I superficie
sablendo que s inseriptible en un circulo do radio R.

273, En n coadrilitero nseriptible ABOD, so da un ingulo I,
108 dos lados a.y b, que forman el dngulo B y Ia diferencia d = ¢ —
entre 10 oros dos lados. Resolver ol cuadiliteroy caleular ol adio
e el circuseripto.

214, En un condrilitero so conocen 1o cuatro Indon a,,0y 3 In
suma de low ngulos opuestos B + D = g. Caleular I superfc

Triingulosexféicosretingulo. — Resolver vn
rectingalo, conociendo

ingulo esérico

5. am s e
N am 1S b= s
£ b= mas o= T
215, b=z 134020107,
=10, wm s o,
250, a= v seour

251, am w01 e
a5, b= arm ssvaze
25, b= Tems o
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reciprocus  de signo contearo, Jo que pulimos prever Gindonos
o, donde e profucto de s raices debe xex

X e o e alors tomamos solamente e xigno + para el v,
Vo T 5 st e primer cudrantey debe ser pos

i nuestro problem fuese : Conosiendo i 3 = |3, eateular 1 5

tendeimos las dos oluciones:

Y el proact e fus dos vale 1

4. Faprena sen § y cun'§ n focion de g .

Tenemon.

Luego
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s decr,que para cad valor de tg 2, se obienen dos vlores di
intos pare tg 5. s il explicar la existencia de estos don valores.

i considernmos o cireulo teigonometrico y sobre Ia tangonte geo-
métrica = tomamos el valor d tg, igual a AT, por ejemplo. Todos

o ingulos on origen en & y extremolibre
en Moen M tienen por tg ol valor AT
(8. 51). Y todos estos arcos estin dados
pore

i o

¥ mitad de estos anos por I expresidn

Sieado & un valor par, tenemos I sere

prepmai el

Y toon eston aros tenen por extremo libre lon puntos My 0 M,y e
Qecir oostenen Ia mismn tg AT,
i en carmbio k 8 nimero fmpar,obteneinos 1a seri

P

5

¥ todon estos arcos tienen por extzemo lbre Ios puntos My 0 M,y
ienen 1o miema tg quo es AT,

‘Se puode observar que siends un nimero par, podemos poner
=28y tenemos:

2k
w[Ee

J-u

¥ siendo kimpar, podemos poner & = 24 + 1, tenemos:

@y o

s B

.,[mp‘]vm.;-

Ex decir, que los dos valores que se obtionen para It tangeate son
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¥ dividiend una por 1 ofr, btenemos nuevamente.

P

Wl

e

¥ s fieil oxplicar 1os cotro valores para sen’sy s Sane o
abtienen

75, TEOVENA: L linews triponowetrica de w arco pueden e
sarse racionatmente on funcion de o i del areo it e teore.
1 e de impostancin 5 1 utlizaremos muchus vece, especialmente
en'a resoacién de ecnaciones trgonométricss,
ara o sen & poemos exribi sucesisamente:

B claro e Ia expresion et en fucion do 15 e dads. por

1 expresion racionl directamente por 1 formla que e i
contrado (0 3

tex

@
1wl

Lan Sormlas (1), 2)y (3 dan In expresidn sen, eonc, tga

cion e tg en forma racional.
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76, Divistonss ros 4, §, 16, 52, .. — Hemos visto que cono-
cieno l valor de J Hinea e un’ areo 3, se puede encontrar 1a del
0 que esto nos da 1 panta para caleular T Tinea del

arcodyen

medelogar al arco

[ PPN PV —

donde » o3 un nimero entern.
Tomando nuevamente I expresiones

oo

¥ as sncesivamente para % %3 et
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¥ transformando en producto do diferencia de coseao

_ ot
szt cos 8+ cony =1+ 4 sen Faen }sen

87, Siendo a4+ § + ¢ = 1807, e tene:

cona con s — cony =4 con G eos Saen 1.

Ea efeco:
tosx 4 cos

Sumando:
ona 4 con s~ con
obien

ot oo s — con

@

8. S obtiene as, siguiendo caminos wnflogos, 3 siempre quo.

T4pbr=1s0

2 4 sen 23 4 wen 2 = 4

nasen 3 seny

20 4 00 25 — sen 27 = 4 con 2 o8 aen s

con 23+ con 23 4 con

-
con 2+ con 23~ oon 2y = 1— dconxeon ooy
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©
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¥ transformando en profneto I sum de cosenony teniendo en enenta
aue:

ettt

2

abtiene

8

o e

5oy

85, Mostruremos que siendo -+ § + ¢ = 150°,

%t
sen e 4 sen § — sen 7= dsen § en & cos

Siguiendo el mismo camino s tne :

Senx 4 s 3 sen = s x4 sen § — sen (¢ +

48 s LETCES )

~2sen

ovien

aen g sens seny
5 también

sena b sen 3 = sen @

6. Siendo x4 5 4 ¥ = 180°, se tiene

cosa b cond o cou =14 dsen ]

cmetcong = 2o
PP WS
Vet
ettt
¥ ot

conx + cos b+ cos = 1+ 2 co ﬁ(
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91. Trangformar A~ B.—Si A y B son dos wmonomiosen s mis-
‘mas condiiones del easo nteriosy s suponemos A > B o tiene

Ap-B

3 poniendo abors con un ngulo suxilia  tal que.

a-

»
-3
A-BaA( - ety = A st

Pars calenlar ol dngalo ausilve  se tiene:

e ®
logsen g — KB loz A,

¥ luego .
108 (& — B) = log A + 2 log s 7
¥ siendo A > B, como hemos supacsto,

3 siempre so puede acer il a un sno
Para ol caso en que B > A, pondriamos

R —

A-Beooa),

3 estamos en e caso anterior.
e prede tener un método de transtormacion que sirvo para ensl-
aier valor de A y B y peraito clenlar

A4B o A-B

y

Tnteoduciendo abora un ingolo susiliar de cilalo 3 dudo por

[P—
rsueafs

5
ey

e puede calenla 5, pes 8 tieno:

1o i = hog 8 — g A,
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Paoes o L ]

wer s =Ry

lnego.
texigd 4ty = tEdtE T a0

¥ obtenemos tambin

el ot soefocedagbast  an

et s e

wdued v+ m)
oarimes

0. Transformaciin de wna suma, — Sean Ay B dow expresiones
monomias, cuyos logaritmos se pueden obtener; se trata do calcular
ol log (& 4 B) sin ealealar & ni B

Podemos escribir

searnoa(ie

o introduciendo un dngulo

5 tal que

we

<o puede caleular , puesto que.

Togt

¥ conoeido ¢ e tiene:
Se Al - A,
Wrgs)

¥ entonces:

log $ = 0g (A + 1) = log A = 2log cos 7.
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¥ entonces so tiemo
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w155 * oo

ATBaAlEten = A" £tk
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sen (450 £ ) 13 sen (65" 3)
By oy

92, Transgormar la vowa S
Tos Iogaritwos do A, de B, de, .

Para ello se procede por partes. Primero se transforma A - B

troduciendo un dngalo wnxiliar 5y calealamos como bemos visto el
Tog (4. B).

Laego caleulamos

A£BECE . dondose conocen

asmLe

fendo an Angalo auxilinr de elenlo 5, s sacesivamente,

93, Bapresioncs racionales. — Sea por eemplo,transformat on una.
expresin aleulable por loguitmos, It expresion

En este cuso se transforma separadamente el numerador M como
emos visto en e caso nterior y lego l denominador X en Ia mis.
ma forma. B logaritmo buseado es

Tog M log .

Sea por jemplo,eslenlar

conaciendo log ay log b
Podemos poner
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96, Trangformar (X =B — S B es mayor qne A&, ¢f subradical
s nogativo.y In cantdad es imaginaria. Luogo suponemos &> B y

V-5

o ausiliae § dado por

=

e inteoduciendo un i

.
oy =
e tene:
JE=B =T sens.

Elingulo auxilar de célenlo $ s obtiene por:

Iog B — log &

Tog con =

96, Transformar en calewlabe por logaritmos o expre

= AsenatBeosa.
Potemos poner

Ao B

Tatroduciendo shors un Gagulo auxiliar de cilealo 7 dudo por

B
=g

il valor ¥ s0 calenla por

log tg 7 = log B — log 4,

3 se tine:

Aweniata)
s

v A (senak tegoosa) =
97, Trumformar o cspresion

y=IFFE

oA
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¥ poniendo

o caala 9 por:

¥ oo obtiene;
e (45 — )
sen 1575 5
¥ abservando que '

. e (45 4 9) = o8 (45° — 5)
resulta:

a5

)

s

Este ditimo valor o podiamos haber obtenido directamento escr
biendo:

¥ poniendo

s

e = et = ).

94, Trangormar X5, donde se conoce log A y log B. — So

puede poner
R |fafi+)
» actendo
5
we=l
et

i

A RO <
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cosp | oomg_wngoosp + senpoosy_sen (p+o)

otep + otga = p L o

comp _corg _sengeop — senpomg

P e = O e En

snig—p) __senip-g)
Senpseng ™ e pueig

tp g =222y 20

o
cmpang

wnp_cong _senpaeng - oonpoosg

thp = o
S T ngeny
cos(pta),
sengemp
¥ de éatas, podemos deducir icilment lus siguientes:
tep okt _sen(pao) clip tetgg __wenipag)
ter— g senir—o) Ay —etgg senip—y)

83, Como wna uplicacin, transtormaremos dos expresiones
serin may tils mis wlclante.
1* Transformar en monomio 1 expresidn

1
Recortando que

o =1

2 Transtormar en monomio I expresitn

1-tga
T
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81, Bsus mismas formlas nos permiten deducis otras que verin
Gtiles en as aplicuciones. X i obtenemos, por eemplo:

senp — seng
Senp £ aemg

o p - cosg
g T on

senp tseng
g ey

82, Formalus wilogas obtendremmos pars teanstormar en prodacto
T s T diferencia e dos tangentes o de dos cotangents.
Para ll tenemos:

en senponng 4 sengomp_senp bl
tep + tgq =202 senpong 4 sengensp_sen(p b
P L G epe ooy

T en peong — sengeonp
R Gy oy mpony
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Tendremos anilogamente

it os ngotn (.- o)y (£ + =) complemntarion

V(e o) -)

Sporotuntor
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Tra
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LSS - e ap e )

PARNULAS QU VINCULAX LAS LINEAS TRIGOSOMETRICAS DE 1RES
ANGULOS 3,5 ¥ ¥ CUYA STNA 6 1GUAL A 180° (cASO DE L%
TS ANGULOR DR UX TRINGULO PLAYO)

84, Mostrareos que siendo &  § 4 = 180° s tiene

¢

e sen 3 4 sen g = 4 cos Jeon Eeon

En efecto, en
= 180% (x4 ) sen g en (x4 5

Tuego. PP N

wena+send+sen =2 sen .J,su..ﬁ‘,_

obien

I e )
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S
1o que nos

T Y

Lo solucion del problema depende do una ecuncin e tercer grado.
Todemos ver lo e sigaifoan sus tres raices. i e conoce tg %, ¢
valor e extard dado por-

amimin
¥ entonces,

Hagammos mnevamente
Tores 0,1 2,3 s tien

o te(om s 5 3) - w54 3)

343, donde . puede omar los v

¥ ilandoa . los valores 0,1 2 s

)

v T tes valores do s
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8. Trangformaciin de u producto de senor o cosenos en wna suma
o diferenca. — Partiendo de I expresiones :
et (x4 ) = sen 2 con 3 4+ nen 5 con 3,
son (x5
con (x4 51 = con x on 5 sem zsen

et com 4 — sen . con 3,

o (x = 2) = con @ con s+ nen % e .

Sumanto y restundo las dos primeras, se obiene

sen (x4 2) 4 (sen x = 9= 2 sen z w

et (a4 )~ (senx - 9= 2 sen § con . @
Ao y restando I 3¢y 4 se obtine

o (x4 8 4 oos (2 - 9= 2 conxcon @

s (1= ) = cos (a4 §) = Zven xsen . W

e domle xacumos cuateo irmalas e os serin e

1

sen o cas 5= & fsen (x4 2) 4+ sen (x— 3,

sen o a = 3 fon (x4 5)  sen (1~ 5

cosacon = Jfeos (a4 ) 4 com (2 =

cenzon 3= & fens (5= ) — o a4+ 3

78, Tranormaciin de una suow o dferecia de senoe o corenss on

proicto, — Las foranlas (1), (2, 3) (4) el nimer nterio,resuel-

Vet il probieins. Ellas teanaforman en producto s sums o ifre
s, Bar bncerl i comlas, bagumon

i e do e

arip P
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77, Ut expresin e dice logarituicn, cuando s pucde caleniar
lirectamente en forms que sn logaritimo puede abtenerse como I

i agebraica de otros logaritmos de nimeros conocidos, wlipl
ados o divididos en clrton casos por nimeros enteros simples que

afeiss

Sidsens

s logaricnice, porue s tien:

Tox s = log 4 log a + g b+

mientran que I expresién

ye

1o 5 una expresin ogaritmica.
Varmos a ver algunas expresiones que permiten (ausformar sumas

en productos, o expresiones binomias o pol

Veremos al mismo tiempn algunts traustormaciones
rusolucin e muchos problennas, por ejemplo, transforar una s
o diferencin e un prodacts
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EI presente libro tiene por objeto solucionar, en parte, las
necesidades de los alumnos del curso que dieto en la Facultad
o Ciencias Fisicomatemiticas de la Universidad do La Plata.

He tratado do bacer un eurso prictico, 5 porello pongo en el
texto una serie do problemas y ejercicios para que 1o alumuos
se interesen en ¢l vasto o intoresante campo de apalizar y dis-
entielos problemas.

e han prestado su vallosa coperacion, of ingeniero Héctor
Pallaro en I tarea do rovisar el manuscrito,y el sefior Carlos
Lainz en Ta confeceidn de los dibuios, a quisnes quedo reeo-

Deto agradecer, también, al ingeniero Rodolfo Martines de
Vedia sns gestiones para la aparicidn de esta obra ¥ ala Im-
prenta Coxt, que tan buena disposicidn ha tenido en todo mo-
mento para su mejo presentaciGa.

Nowa Taria.
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¥ Hovando estos valoresen I fgudulen (1) 2, (3) ¥ () se tieme

Pty

®

Eetas custro formulas funlamentales son de grun fmportancia y
tendremos portunidul de udlizarlas muchus veees.

Eilas dicen que: (3 o sum de los senos de dos areos es g
dable prodicto del seuo de b semisumn por el coseno de I s
fevencia de esos arcos.

(6) L diferencia do os senos e los arcos x gual al doble producto
e semo de T s iferencia e esos atcos por e coseno.

o de los mismor.

(1) La s e os cosenos de dos asens e igual al duble producto

el cosen e 1a s srma ot el coseno e semi.diferencia de esos

5 L diferncin de los cosenos de dos arcos es gl & menos ol
dable provluct del st e  senisuna do os aros por el seno e I
Somiiferenci de los miswos,  también igaal al doble prodcto del
oo sean . por e sono o T sem iferenci entee el arco
el sustruendo s of wreo el minser

Olereaciin, — Cunlo seauiers transforar en producto Lo
b diferencin entee wn seno 5 wn caseno, s Teva el probierma 3 lox
easos preceentes ecordundo e e coseno e s arco ¢ f seno del
complemento. Luego
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X reemplazando en (1) y saprimiendo el factor comiin OA = OF,
a¢ tine:

e

senp 4 seng = zuen T oy

Tomando shora In paligonal OBA, se tiene
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7 (OB) + pr (BA) W
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Osenp,
OB seng = OA seng,
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scup - sen g
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80, Las formlas fondamentales de (5] 5, pueien abtenerse toda
vin i otra form par un procedimiento geométrico.
Sen (g 89
A0s—p y  BOs-g

¥ tomenos OA = OB, Uniendo A con B tracemos I perpendicular

Tenemon que:

o1 (OB) + pr. (B) = prOP.

¥ sioudo APy BP dos segn
[ p—

atos igues y de sentdo contrari,

Dr08) + pr.(OB)

. op),

o bien, progectando sobre O

OAconp + OBeong =3.0P con 5L
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g
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conp + con

i progectamos sobre Oy, tenemos:

1. (08)
e (OB) = OB seny

. (0F) = P sen 1~ 0 sen
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Se pede mostrar que tiene tres raicesreals siempre que cos £ < 1.
En efecto, af conocemos el valor de cos % lon valore de % catén
aulos por

FEres

Y 1o valores de I terera parte de stos axcos stin dados por

donde ay qus dar a k todos los valores enteros, ositvos, negativon
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Eedntn

siendo w el maor nimero de veces que st el mimero 3 e b,y
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o tieno entonces
X atiors, dando a . tl0s Tos valores posibes 0, 1,2, % tienen sia

.
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s e, quo se tiewe:

3
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106, Twouss: L relaciin 4o wn arco, wedido en radianee, a o
seno, tewde acia T waidad, cundo e arco tinde a coro. — T axco
e tenier a coro siendo postivo o negativo. Consideretnos prime.
ool arco positivo, Desde que vamos a bacerl tender a cero, e decir
e adquiera valores tan pequelios eomo we quier, podemos de

lecho suponer que ese arco = sea menor que £y por I tanto pode-

doble desigualiad del teorema anterior, donde

mos establecer

rcmazanos o vlor B o g 22 y tendrems

e <o 20,

 iendo s postivo, también Jo e sen 5. Lego podemon dividie In
doble desigunliad por sen x, sin que el sentido de I desigualdad
cambie, y tendremos

Hemos visto al estudiar Ias variaciones del cos 5, que cando

o o tieude haca cero, l con  tiendo hacia 1. Ta relacidn -

estar i comprendidn ente 1y wna cantidad 1+ ¢ que tiend
1oon el tender do x a ceo. Luego podemos poner

i ()
Saponganas abor aue ol valor do enda i coro i neg
A

donie  es pasitiva Posremos paner

.
]

-
e

Cunnio s tende iacia cero con salores negutivos,  tende también
v

]

i coro con valores posiivos. B imite de b relcidn 5 tiende
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TABLAS TRIGONONFTRICAS

105, Twonsua : Niewdo I medida de vn arco positieo, wenor
que wn cxadrante y medido tomando  radio como wnidad, s veifica
doble devigualdad

sene < <t

Consieremos un eitel trigonométrico (6. 04) y un akco AM = 5,

positivo 3 menor que 5+ Sotendri que

B b
o valores e sen = 3.t 7, que son psit-
o st dudos por

Donde MP y AT estin medilos townlo
ol radio como wnidad de medila o donde
Suponemos ef udio 1. Uniendo X con A,
podenos comparar las superfcis o los
triingulos OAM, OAT y la del sector cirenlar OAM y tenemos :

e

QA < firensector DA < irea trang, OAT.

Y expresando ahora o iren de los ridogulos OAM y OAT en fun.
i o T base Ay sus respectivas alluras, y el e dol sector
cireular en foneidn dl rudio el ingul, se tene

ox e <Jox wean < Jox.ax.

 bien, supravendo e futor camin L0 y teniendo en cnenta que
el areo AN x5, sntiene
wnr<e<igs @

que es I doble desigualdad que queriamos demostrar 3 que como.
ereinos es de gran impartanci.
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¥ puesto que x e posiivo. y menor que wn enadranto tambiéa lo

erd S 3 poflemos esrili, de acuerdo con Ia desigualdad (1) n° 105,
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¥ multiptcando ente 4 () () s
iy
sens>25(1-5) )

©

e teniendo en euenta
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de donie se obtiene

-
wnacd

1o que demuestra e toorema.
Y e squi sncamos eta consocuenci, que nos va a sr il e s
ulda: Tl error que so comete cundo s oms como valor aproxima.

o detseno de un arco yasieivo y menor que 3l valor del arco mis-

70 medido éa en radianes, e menor que a cxta parte del cubo
e arco. En efeto, teniendo en cueata I desigualdad (1) del n° 105
510 (0)tenomos:

= e>an

e donie se saca
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De abi deducimos

obien
.
2 eone treons
s

pusando al limite tenemos:

g

S abtendris mis comodumente el mismo resultado poniendo:

3 aplicando el teoren sobre protncto de o lmies.

107, Twomssea: Para un arco poritico, menor gue un ouadrante y
meide on adianes, o diferesia. exire o arca y ol s o8 menoy que
e exarta parte del oubo del arco. — Mostraremon que para un areo
que rein lus condiciones wnteichas, s verifa:

P

En efeto, podemos poner el sen e funcion |
dremos:

seal

ot





index-148_1.png
=

o que e escribirse también en a iguiente forms

e ke ]

sl

Desigualiad que so verifica para todo valor entero do 3 que so
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et o, o s ot il & o v
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E
tenie bacia 1.
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2,
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3 resulta que e valor de # tomado aai para el seno es aprosimado
2
por exceso y el error menor que 5
108, Se puede todavin estrechar mis e ertor y mastrar que ese

ertor es menor que I sexta parto el eubo delareo, es decir, que po-
demos mostrar que

2

B —sens <.

En efecto, tengamos en cuenta I igualdad (5) del v 63
sense = Saens — 4 sen's.

X recmplacemos a , sncesivamente, posJos valores

¥ tendremos:
)
@
@)
nen gt = Soen  — dsent e

Multiplicando abora ln 2* por 3,1a 3¢ por , ety I Gitima por
311y sumetaos, implifeando los téminos comunes s dos mien:
bros de I fgualdad  obtenemos:

=

e e e v ot

Reemplazando alora denteo dol carchete los valores dl seno por lon
Valores de arco correspondients, que son mayores, tenemon:

etz e
[ededravsd

sene>ansen s -4

)
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Dedonde: .

Lo serio denteo del corclito e una sexie convergente donde preva-
lece el signo del primer término llamando < el valor del corhete,
teniremon

—sene=E o
“n.

e donde se sacn

JRES

100, Tuoumva: Para wnareo  posiivo, menor que un cuadrante
 medidoytowandot radio como unidade verifon la dobe doigualdad... s

AR e il s

= o e e

1-f<emecti-F+ 2 ane

lﬁdﬁn hemos visto n ol 72 que g
N oz =1 - 2] )

X recmplucando sen por un valor mayor 3, e
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ames1-f

¥ quoda demostraia In prmers parte del teorem.

St m cambi, e gae do sn S (), pmemos s vl menr,

e o atinsdo 510 107)dode ey e o v 3 52
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L sevie encerrad en el orchate 0 un serie convergente de siguon
alteruados donde predomina e signo del primer término. Liamando o
s valor o tiene

X por o tnto
wne>1-5

on I que se demuestra I primera parte del teoremna.
i tomamos nuesamento Ja serio que oxpresa el valor del c0s 7,
porlemon esribir:

wr-geg-fE-ge}

ERlCh
L serie deniro del corciee ea wna_ serle consergente y su valor
positivo podemos Namar ¢ y tendremos

Iy

1

Luego

el m

eon To que s completa 1 demost

Coratario. — Sienlo = un areo positivo, mener que un cudrante y
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e 2
e iy

En efeto, volviendo a I doble des

1-F <<t
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10 que prucba ol enunciado.
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segtundos micmlros, so ve que se nnlan todos 1os trminos excepto
o segundo término dol segundo miembro de Ia primera fgualdid y o
primer téemino del segando miembro de 1a ltima ; s decit, que nos
aueda:

25 1en ] = sen

= senfesen

¥ transformando en producto Ta difersuia de senos del segundo
miembro, obtenemos N
[T

i e

99, Para caleulr
métics, pnamos:

suma de senos de n arcos en progresidn art

= sen a4 sem (a-47) 4800 (5-+20) 4 4 sem o 4 (0 1) 7).

e e proceder en una forma andlogs que paraa suma de cose
o, ero sesula alora mis simple en Ia formula () reemplazar & por

(5 ) e ot gn s mandodos,Asmssnsi

i calquiers qus e co s traasornt o con (5 4 o)<~ en .

Snep et (-4 o camided s

o o sumandos y ol mixmo tiempo se ba cambindo de Nnen, uego.
podemos poner:

Tuego
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Setiene
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st bt oo
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Vereumon mds adelanto que se construyen tablas que dan Ios vao-
res de los Iogaritmos de las funciones trigonomtricas y tambiéo,
tablas do valores naturale de 1as lieas. So valores que se dan parn
el priwer cusdrante y deceeminados a tervalos que dependen del
nimero de cifras decinales, y tales que entre w10  otro pued con-
siderare, en genera, ana nterpolacion ineal,

Abora veremos cémo e posible caleula, con opersciones de nime:
roa racionalen 310 Ja extraceidn de a iz coudrads, s senos y
evseno o cierta categoria de dngulos, cuyos argumentos varian co
Drogeesidn geometrica. Para o coal veremos algunos problemas.

101, Problema : Culetar los senon y cosenos d los arcos d la for

e EE I ity i evtrny oo, oganos

primero 2S¢ tene, segin lemos visto (16 y 17)
1500 1500
sen 50 v s
¥ puesto que ¢

R

1300

3
SRR

e 1101





index-137_1.png
s

¥ se puede poner:

¥ entonces

-

¥ s rafces resuitan

—btbomg

“ w
pobobens






index-13_1.png
PRIMERA PARTE

TEORIA DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS





index-139_1.png
Ve

p——
Watasrien

T e N S

s ficil ver I ley do formacitn de los segundos micabros, %0
pueden obtener cémodamente las rmnlas sucesivus para. obiener

ety cosnde 32 o s i o

cacion, se puede

hora obtener ol seno y coseno e los arcos dados por 300

s laro que s abtendrian Ficimente los dados por osarcas, cuya






index-141_1.png
¥ obtenido 1 valor del coseno se puede apliar T firmula de.divi
sidn. En general, s lucemos c0s 3=, s tiene

¥ aors es ficil obtener s expresiones dundo sucesivos valo-
ok

104, Probiema: Determinar Lo seno y conono de arcen dela forma
e

donde k y n som wimerow entero y positicon.

e
Haciendo k= 1y =0, s tiews ol ingulo de 12° y pademos
voner
0w s

b [T

¥ segin ol teon
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a Jorm general
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wngion s

98, Consideremmos una seie » de arcos n progresin ritmétion
w oadn ab aiG-n

Queremos culeulac T suma do sus senos y n sums de sus cosenot.
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5= oo x4 conla 1) 408 (6-+30) £t con o+ (0= D7)

[PPSR g —
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mo e dos imeros, se puede con un sola lectura de Ia talla encon
trae ol logaritmo de Ia suma o Ia diferenca entre es08 nimeros.

Lo tabla s divide en dos partes, una o8 a do Adiciény I otra de
Subtracei,

118, Tablas de adicién, — Esta tabla da para cad nimero e Ia
columna T, considerado como el logaritmo de un nimero = mayor
que Ia unidad, el valor correspondiento del logaritmo del nmero

141X et gt s s o gt o v

diento a nimer .
Tengamon dos nimeros a.y b, en donde suponemos a el mayor de
108 doa y conociendo Iog . log b queremos caeular og (o + .

' 8]

s g g5
(3
—
;
e
\
R
e

log 5 = log a — log .

L tabla nos da, entrando con log.s

og a = tog 1 o 1+ ).
S bus entoncen en I columna I o vlr 3 3l I ext
og (1
V0 e+ 5. B caroque i ol vl do R oot en I fabln, b

e hacer una inerpolacidn, parn o cua I tabla dn las iferencins
abnlares y fnas peqeias tablas paa I aterpolaciin.

i
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it del arco expresado en segundos luego se obtiene o arco expre-
o en segundos It misms tabla sirve para obtener el nimero do
rados y minatos. Para encontrae ol log a resar, cada pégina de la
tabla  tene en ol encabezamiento, lespaés de las letras S, dos -
meros, por ejemplo

ST.= 839 - 841

Bl logaritmo que so nos da st comprendido entre estos do,luego
tenemos 4 Ia pigina e cuyo encabezamients e el logaritmo

restar, e en est caso es 408553, luego

30003
08559

S

¥ directamente Ja misma pégina nos da el nimero do segundon
5140,y reducidos 8 1°25/40°,
L tablas do Hoil s dividen en

Tabla T —Tabla de logaritmos de 1os nimeros enteros de 1
10500,

“Tabla 11 — Tablas do logaritmos de senos, tangentes y secantos
e minato en minato paa todo ol primer cvadrante.

Tubla 11, — Tublas de logaritmos de Adicién  Substraceién.

Tubla IV, — Tablas d logaritmos a8 decimles.

Obsreaciin, — No estari de mia recordr quo s medidus tomadas
o los natrumentos 0o estin exentas do errores, antes ol contrario,
siempro estén afectudas de errores y o caro que dependo dea exac.
titud o aproximacidn de s medidas, a tabla con I que esnecesario
traajr

o goneraly salvo l caso de medidas do gran exactid como son
por ejemplo Ios trabajos de triangulacidn, o mucos de on trabijos
uese bacen en determinaciones e longitud, s un error e concepto
trabajar con uaa abla de 7 decimale, error comiin en nucetros
sgrimensores al calenlus mensuras corrientes.

1. Tab de adicion y suistracion. — Estas tablas contenen
los logaritmos de Guus, mediante los caales, conociendo el logari.
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Con este vaor s entra en I tabl de substraceidn entrando en ln
columna do K, se buca ol logaritmo substeactivo en Ia colamna
o L. So resta esto logaritimo substractivo del log a y se t
10g (4 — B). Bn I columaa R la abla rae los valore do Iog = supe-
iores 1 0.3000.

“Para valoren infeiores  0.5000 sus primersa cifas s encuentran
enla colaman indlcada con & en Ia parte inferior de I pigina y In
bisqueda s lice cono si log = fuese un logaritmo cuso nimero
correspondiente s busen.

Hiewplo. — Conocernos
log a = 280200
log b = 237181,
Calear og (a — 1)

Setiens logx = log a — log b= 0.4302

A0 L= 0.20060
B para 05 5
P log = = 045025 L = 050155
loga.. =209
Tog (o = ). o051,

Nota, — Batos logaritimos de adicién y substracidn son de gran
atilitad prictca y cabe observa que o general tanto los téenicos
Ducstros como los profesores so mucstzan en goneral Feucios & a1
o, s duda debido  que no bun tenido oportunidad do ensayar
aus ventajas.

Disposilin y uso

s tabas do 1. Dupuis

120, Las'tablas contienen los logaritmos con 7 decimales, de los
senor, coseaos, tangentes y cotangentes de azcos o 10 en 10, om.
prendidos entro 0°y 90°. Para Ios primeros 45°, los grados estin
‘anotados en n parte supeior y para ingolos comprendidos otro 43°
3 90%an I parta inforior. Ex claro que los valores de s lineas do
45%2.00° son Ios mismos g os de 1as o ineas del complemento,
aue estari comprendido entre 0°y 45°, Las eolamnas tituladas sen,
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Bjemplo. — Tenetmon:
Tog.
log = 88327,

005

Caleutor og (4 + b). — Se tiene

loga = 037670
Parm o370 05251 8
Dppan —n
P — e
Par0:57676... 528
g« = 5.30003
Tog(a + 1) =snm

119, Tabias de substraceidn. — Suponiendo e e conocen los oga-
ritmos de dos nimervs oy @ y ag by se quiere caleula log (o ).
Se pede esribie

[l

[ —

o # = log a — log (a = b

oz (o = b

log .

Sienilo a > b, e obtiene Iog 2. con este valo abtenemos.

\a,f:w<‘ i)

il procedimiento es entonces el signiente: 1 e caleula

Tog x = log a — log b
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comprendidos entre 0y 5% 0 1o que e lo mismo entre 85°y 90°,
estin nnas pequelis {ablas, enyo encabezamiento es In difren.
cin tabu

¥ que dan Tus partes proporcionales para 1, 27, 3"

vamente A In variacion del logaritmo coando el
arco varin 10°, & es I diferencia tabular y 8 A% es el incremento
el areo, sabre el inferior quo esté en a tabla y lamando Al al
Ineremento correspondiente del og se tiene

a_a
il

Tas pequeias tablas dan s valores de 1 parn 3z = 1, 7, 37...",
P pequeio arcos, comprendidos entee 0°3 5% como 32 1o pue-
e comsideraree Tinea I variacian e Jos logaritaos e sen y L, 50
b constraido tablas de segindo e segundo, s que son también,
dende uego, para cosy g de arcos comprendidos ntre 85° 3 0%,

121, Tso et tatle. — Se nos prosentan dos problemas generales:
1. Do un areo, alla e log de una caalquiera de sus funciones
rigonométricns, v
1. Dado el valor e I funcién halar e arco que e correspanl.
Low explcatemos separadamente.

1. Dado un arce, halar 0 ina corrispondinte.

) S5 o arco st n I tabla, obtenemos en segada su log  nego.
con I tablado los mimeros, scano l antilogaritm, obtenenn
e valor de a Yo Fato ocarrivk cuando. el arco esté dado por
imero de segundos que termina en 0, pues 1 tabln da fos log
107 en 107 alvo e caso queel dngulo sté comprendid entre 0y 5*
5 s bsea a3 o tg, 0 sté comprendido enre 85° 3 90°  se e
oo otg.

L taba i d valoros par see i core, ero ya bemos dicho oo
e procede s s busean esus Inear.

)81l areo no eatien In tabla, ontonces buscamos el areo inme.
diatuminte nfeior que stécn n tabla y w se Joguitmo e sumamor,
skt de sen 0 b, o 1 retamos i e rat o con 0 L, I parte
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1,01y con e Ia parte superior, corresponden respectivamente a
coe et L sen en In part inerior.

T bl d las caracteristicas negativas n niweros negativos,
o que va sobre I caacteristi. Creemos que ello 1o s ventajoss
¥ nos parecs s prietico Y mis g trabajar con caructeristicas
positivas, para 1o quo se e suma 10, como ocurre en las tablas de
Hoiel.

Al dorectin do s columan que dan los ogaritmos do senos y
cosenos,en I columnas cncaberadus con D, s dan s dierencias
abular, e deir, a difevencia entre dos logaritmos consecutivo,
valo dect as difeencias entre os logaritnos parm un incremento de
107 en el dngulo

En el centro figura la eolumna encabezada’por D. ., que dala
diferencia tabular pars tang ¥ cot, e decir, Ia diferenci entre dos
logaritmos consecativos, iferencia que est duda sin toner en cuen
a1 sigao, 1o que por ofra pacte o es necesario, parque con 610
ver I coluoma que Interess en cad. cas, uno se d cucnta i el
Iogaritmo va aumentando o disminuyendo.

Estas diferencias son comnes para la tang y eatg y e fiil ver
por aué.

‘Consideremos dos arcon = y = + 8 (e este caso A = 10°)

Liatmenos & 8 la iferencia entre Ioslogaritmos e las tangentes
do o arcon y &' In diferencia entre los logaritmos de sus cotan-
gentes.

Tendeemos.

3= tog tg a4 A~ logtgx
K

log g o+ 30) — log et .
Puesto que I et de un arco s n inversa de n t, s tiene:

log cti (5 4 42) = — log tg (x + 4a)

tog g =

Sogtga
Luego
3=~ flog tg (a4 2)  log tg ]

Por otra parte, en ol primer cundrante a tg cveco do 08 4 = ¥ I
g decrece do + = 4.0,
AL costado dereelo do cada pigins, excepcida bec

delos ingolos
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Cuarto cemplo : Halar log tg 547205776, — o tiene

g Bit < TASNE D= b4

Py ™= —ss
[N [ —r]

logetx  TH203T76 = T3R0TION

Quinto iomplo: Hallar og sen 1925'40°4, — Se tiene

og sen A~ TG0 Dt 17— 845
Do 0= B X 0k 8
log sen 07 = Taneeas.

Cusilo s trata do arcos pegueios, puee todavia seguirie otro
Drocedimienta, cusndo l logaritno o st directamente en n tbla.
Se pede esribi

¥ tomando logartmos s tene.

Togsen

Tog s + (ogsens — log s)
log tg % = log = + (og t  ~ log =)

Cunnio ol areo 2 es pquetio, s sabe que setiene

meLy oy e,

g aa diferencias (g son = 10g 2) y (oK 6  — log ) son sy
peduehus  varian poco para accos vecinos. Sumando esa difercncins
wlog 3, donde = se expresn por ol nmero do segandos de are, se
tiene sespectivamente ol log sen & y og tg 5.

Esan diforencias estén dudas al pi do s tablas do los nimeros,
deaprca do un letras + pra el seno y T para .

“Adomda I tabla da I reduceidn do arcos expresados en seguulos
« grwon, mintos  segundon do 10° n 107,
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que e corresponde por In difsrencin entre o arco consilerndo y el
areo inmediamente inferior que est en I tablay sa canti
o lmado AL esti

R valor de A1 lo calcalamos ficimente con lus tablas de partes pro-
porclonales. Cunndo l alor e & no Ggura en Ta sbla, siempre apa-
rece uno corcuno por defecto ¥ oL cercano por excesd, ¥ se puede
hacer comodamente una interpolacion mentalments

Una vez encontrado e log, se basca en I abla de os nimeros 1
antilogaritm.y ae tiewe ol valor naturalde I inea, caso ese ltimo

ue e presenta poco en I prictiea, porue 1o que se necesta gene:
ralmente san lo logaritmos de Ias lineas.

Primer ciplo: Hallar el log sen 7520 12°4, — Se tiene

logsen G0 - Ticmi D

P 8 = su1
. s v o
log i = e,

Scgundo gionplo : Hallar log 19 5420375, — S tiene

tog 1 030 -0 D=5
prwm o= sna
. s e 01

logtx SIR0ST0 = 0.14iE00,

Tercer iowplo: Hallar log con 542205776, — Se tiene

logems Ba0BY = T3036T
P 203

PN [

logeon 51
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ud. Asienla dgura 1,5 w representa I unidad, el metro por ejemylo
ol segmento w cabe cinco veces n el segmento AT, diremon que AB
ene 5 metros.

&, ¥ debemos tener ¢h caenta, que i omos

coma sentido positivo, el senido A hacia B,

S5 o si & sentido en que ol mévil que engen
ot dra el sogmento AB Io consideramos como

positivo cxndo el mvil e meve do squier
dn & derech, e sentido contrario serh negatio, e decr, caaudo el
movil se mueve de derechu  izquierda. E1 punto desde el cal con-
tamos el segments, o l puoto de donde aeranca. el movil que o en
eudra s Tlma ol origen dl sogmento.

5. La medida do un dugulo, poemos consieraia como I seacion
e e dngalo  atro tomado como unitad, que por jemplo pued ser
e dngalo ecto

@) Bs sabido porta geometria elemental que ena pritica se divide
e inglorecto en 90 pares igasles y cada una do cllas se am u
grado sesageaimal. Que cadn grado se divide asu vez en 60 partes
gualeny a cuda parte o le o un mineo ssagsimal, Que. cads
minto se divide en 60 parten  cada part e un sepunds sesagesmal
5 que oula segundo s divide siguiendo a disision decimal. As .
Dresanos un dngalo por femplo:

"

i,

(Cusndo se oxpresa ast un dngalo, po un niero considerado cour
Diejo artmétieo, s dic qu se sigve In diesidn esapesimal.

) Se pucde tumbian g la division coteimal dividicndo el o
drante n cien grudos, cada.divisin ¢ un grado cntrival  Juogo s
ivide cada grado centesimal en cien partes 5 oala parte s un i
et cenenma, o eada past en cien partes igunls y cada unkce
i wgundo centeimal y Qe en adelnte se igue a division decinal
para s fracciones do seguado. U Angulo so exprosaria i

R ]
o tambitn:
BT 62

Conociendo e ingul expresado en una culquiera do estas don
wnilades, e thcil abiener I exprsidn en I otra uidud, ya que se
trata de va siwple roblema o proporciones de I ritmética.






index-169_1.png
-

o puede observar que ee diferencia varia muy poco para areos
ucesivos o4 laro queen oo caso puede hncerse nna simple inter.
‘polacicn que so hace mentalmente.

s claro que ol procedimiento se puedo aplicaracon y g e arcos.
que se aproximan o 90°,

Ejemplo : Hallar og sn 1234074, — So iene onIa tabla que eso

ingulo expresado en segundos do ateo e 514074,
Y la tabla da:
Tog 5140 < 37108651  DIf tab. = 845
-
0w
Hay que sumarle, Gonsszen
log sen 10254071 5200,

Hallar oy 1y 1

La tabla da parseseareo 5140, Lego

tenermox
s, e

Hay que swarlo (1. .. Bassuis

Togtg 102574074 = Esvoaont

Buscando este miseo logaritmo do g 1°2540°% en

cabla que da logaritmos de 17 n 1, e tieme

Togtg 1725740 —aswem A
prpn 0 iy
logg 1025404 PET

UL Dado ot logaritwo de wna tinca trigonomtrica,
Nallar e areo e e corresponde

Conoclendo el problema auterior, e ficil comprender ése, yu que
an el inverso. ¥ e claro que las tabla nos darin siempre arcos en el
primer cusdrante y an cada cato babri que buscar, e acuerdo al
problema que se resuelve, el cuadrante  por o tanto el o s ingulos
orrespondientes.
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i se quieren estrechar s los imites, s prede tomarTa desigual:
A ()3 s tene:

P

1. Cilenlo aprosiinado de sen 107 y oo 107, —
15 conelusiones que hemos abtenido, par eaenlar aproximadamente
e valor el sen 10"y o8 10" y ver un Hiite superior el eror que.

Bl aceo do 10" expresalo en radianes

or expresidn o 7 111)

. oo
e =y = oo
Lo g nos pernicsserbic s
. )
w107 < e 000,05
EESTEN

Litego tomando como valor sen 107, el valor (1) del are. 107, l ervor
ue e comete, segin n° 107 e mewor qua I coarta paste del cnbo,
el arco, e dcie que e eror e menor con mayoe st qne: .

wr
T <wEew =2
 conmayor .
et0r 1
TS

ar

S e d
1 are 107 expresado e radianes, vale des

i entonces e tomando como valor dl sen 10"l salor
ave tomailo

fen 10° = 0.0000484813651

e comete an erro por exceso menor que wna ifra de orien trece
deciual y tomando
sen 107 = 0000484515050

e tom s valor por defecto
Anilogamente, s tomumos com vaor de con 10 1 cantid

107 00
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com emos viso, tendrenos, segin (3)

2ok=2— (e 107
Do donde

= (. 10% = 0,000 000 002 350 443 035, @

¥ reemplazando e valor e 3 s 10” po su igual 2 — & as rmulas

)y (2) nos dan 2o 19 10 e 47 27K]

pie g
sen o + 1)10° + Senin = 11072 e . 107 — ke 107

o8 (4 1107 4 cos(m — 1)10"

Zeonm. 107~ keaum. 10"

Las que pucien eseribirse en n forma siguiente:

aenim + 110"

e 107 = seum. 107
— sen(n 1107~ ksenm. 10" 5)

o (4 11107 — conm. 107 = cosm. 10—
©

Que son s fomulus comocidas con l momire de firmulasde Simpeon.
Paede verse que Ias firmalas van caleolando los valores o treclo
o trocho. D ai s diferencias de

et +1).10° —senw.10° 3 cos(n + 110"~ cosm. 10"

0 Tossenos  cosenos de dos arcos consecutivos, variano étus de
107 en 107, comocienio I difseacias precedentes.

Conocemo ya, e 10"y cox 10° S queremos sen 20° y cos 20,
n L Tormalas do Simpson acemos m = 1y tenen

n 207 — sen 107 = sen 107 — ksen 10"
Con20 — con 10° = con 10° — 1 — ke 107,

10 que nos permite caleular sen 207y cos 20"
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donde el are. 10°se expresn e rdianes, este salor restlta aproxi
mado por defcto pars ) 08 10"y e exror que. se comete es menor
ve ' 108)

'
e 107
3 e a ez, menor que
LAV T
X T

Linego se pued tomar com valor el cos 10% basta I cif de andens

15 decimal, o valor 1

[T ——

o8 107 = 09 909 903 824 778475,

Cansrucciin do ura 1

112, Firuulas de Thowas Simpeon. — Conociendo o sen 10 y
c0s 10, vamos @ btener ormulas que permiten caleulae el seno ¥
coseno e 20, 307,... de arcos que varian ds 10° n 10°,

Tomenos par el s rlaciones del e 75,

aen(a 4 B+ senla — B = senzeon
con (e 4+ §) + coux — B = 2oonxcond

¥ en estas elaciones, gy

R S B
donde m o5 un nimero entoro y positivo, Teniremox

Sen o 4+ 102307 4 sen (o — 1). 10" = 2aen . 107 cox 100 (1)
con (o 4 1 10% 4 con(n — 1).10° = Deosw 10" con 0% ()

Obervando ol valor e cos 10° e iemos obtenido, puede verse que
o valor 2 cos 10" s aprosima bastante al valor 2, por I que pede
cneibirse

2eomi07 =z

@

ek es una cantidad muy pequei.
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Ducemos una reseta general. Por otra parte, I disposicidn de lax
tablas essemejante, y aprendiendo el mancjo de una, o el compren
deren seguida el manejo d otras,

Fn general s tablas dan los logaritmos del sen, cos, R ¥ et
3 nolosde sec y cosee.

o se debe a que estas Tfacak son de poco uso y por otra parte
‘ous valores son los inversos respectivamente del cosy del sen.

¥ todavia, como hemos visto, basta calelar el valoe en las tablas
sta 45°, porque i o quiers el valor de wna.linea para un fngulo
comprendido entre 45y 90°, bnsta caleular ¢l alor de Ta colinen.

et

Py r——
con?e = wen 180
w2 = g

Eiten tablas quo dan los valors do on ogaritnes e 1as lneas
rigonométrica con s o menos nimero de decimales. Asi los hay
con 4 decimales, 5, 5,7, 8, et decimales. ¥ nataralacnte Ja expl.
caciin que se 0é para una de elas,sirve en general pars 1as demis.

‘Daremos I explicacion de un tubins de Hoiel, que son as que
miesan mis lamnos en el carso,

Como ns tablas tienen ol coienzo una explicacién Lastante clara
5 detallada para compreader sa maneio, daremos aqa wna, explica
cion muy breve.

Una tabla. de ogariiaos s uns tabla & simple entruda y contiene
1o valors de s lincas, como dociamos entre 0° y 0% Pero e sut
ciente conocer Ios valores st 43% 1o que iave diswinui ala mitad
ol tamaio do I tabla.

S0 subo que los dngalos complementarios, uno tiens respect
mente por sen, o, 1, g, ety Y cose, €l coy, se, ct t, cose,
¥ see el ot Por el Tns tablus titen en 1a colamna de arribn
nci wbago ) valor de low Iogariioos do I Nnews de 0° w 4%
correspondiéuose de abajo hacisarrba ol valor de lo loguritmon de
s oineas.

i por jemplo, e quier o log sen 34°21, que 1 tabla do Holel
Towda do 1 en 1, loyendo de abajo bncin arrla, el mismo valor
correspondo al Iog cos 5%y s s quieto el logurtmo del sen e
undngalo comprendido entro 34721y 54°22" habri que fnterpalne
entre éxtos, y pars f cos babrd que interpolar epire lon logaritmus
e 1o con, imgulos para 53°30"y 5593 .
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eremos hors, sen 30"y a 30° I
Inciendo m —

formalas (5)3 () o dan,
D307 = e 207 = (sen 207 — sen 10°) = knen 207
OB — 03207 = (c0n20” — con 10°) — keon 20"

10que nos permite calenlar sen 30°y con 30, ¥ wsi se e contiunar
Dara 407,507, ete.

Obseracin. — B fll darse cuenta que os sucinte al
valores de las fanciones trigonométricas hasta 45°. En efecto, st
Hamamos  a un dngulo compreniid entre 45 ¥ 90° su complemen:
10 (90° — ), e menor que 43° 5 se iene

sen = con (00 — )
083 = sen (00° — )
e =g 000 - 2)
aga=tz 000 - a.

Disposcion y uso do las tablas

113, Existen dosclases de tablas para conocer los valore e s
linens trigonomdtricas en fanciin de los dngalos, 0 para conocer os
imgulos conociendo los valores de ns inews, 1+Las tablas que dan
o valores de las lieas, commmente llamadas tablas de ealore xa
turaln de I lineas, y o claro que hasta con que den esos valores
o o primer cundrante, pes hemos visto qusen ol primer cuadran
o tolus 1as Hneas toman todos los valores absolutos que pueien

E1 mancjo de estas tablas e muy smple,

2 Tublas de ogaritmos, que dan lo€ logaritmos de as Tinens €51
gonométricas en fuacién o los dngulos, goneralmente expresudon
e la divien sexugosionl. Towbién aqui es suciente que Jas tablus
Qe los valores entre 0°y 10°

Son aa ablus mis nsadas 3 son de manejo wuy simple. Existen
en el comercio varis do el

‘Cosi iempre cala tabla tiene al comienzo ana explicacién de su
dispoticitn y o,
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Conviene,sin embargo, inisic un poco en 1a expliacion, onando
el dngulo o6 muy pequeto, porque en ese caso el seno y tangente
tonen variaciones fuertes  también cuando o ngalo se aproxinn &
90° porgue en e caso el coseno y a cotangente tienen también v
riciones grandes.

'Y para o caso de ngulos menores que 3° 0 mayores que 7
nisms tabla aconseje dos procedimientos 4 seguir

Primer métods, — Basindose en que para dngulos muy pequeios,
1 variaain e los logurtmos de seno. ¥ tangente st ejos de sor
Hineal, os decir, n0 varian proporcionalmente l areo, pero s puode
aceptre que vari lincalmente los valores aturales de. Ins lineas,
3 Justamente esta variacida, segn homos visto,es anto mis pro-
porcional cuuato mis pequeio sen l éngulo. Se encontruria enton.
s por interpolacion simpl.estos valores o A se pasa  ncon-
s sus ogaritmos on I tabla 1.

‘Asi, I tabla 1L da para los 3 primeros grados, Ios seaon naturals.
3 T tangentes matursies con sie decimales, Y como Ia tangente y
1 seno, para esos ngulos,tenen valores aprosimdassento iguales,
e 1a colamna quo correspondo a Ios valores do a tangente se poner,
Solamento laa dos o trs limas cifrs, segin l caso,  1as que ante-
cuden son s correspondientes pars f seno.

“Ast por ejemplo, da I tabla pars:

sen 9%50 = 00456010
3 para I tg slo escribe: 651, porque debe tomarse
e 230~ 0083001

ool caso e que paso al onden siguiento dea 3 cifra decimal e
indicado o ua asteiseo. Por jemplo, da para sen 2°45 = 0.047075.
¥ para  te da”033; debe entenderse g 2945 — 0045033,

Ejeuplo. — Ballae og sen 19254074,
Lo tabla da para 1°38” sen. nat. = 0024725
Ditub =20 pasor= 104
o R
sen vt 19254074 = G020
log sen 19251074 = log 024015,
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114, Tablasde Hoiel. — Las tablas de otel son do cinco dec
males y contienen los ogarimaos de 1o senos, cosecantes, angentes,
cotangents, secantes y osenos de mioto en minato desde 0° a 90°

1 teno y coseno parn todos sus valore y o tangente para éngulos
menoros que 457, san cantidades cuyo valor es menor que who; ucgo,
I caructeristica do u logaritmo ex negtiva, pero en In tabla se le
aumenta en 10 nnidades.

tener en cuenta que un loguritmo con carse-

tiend, 5,5, 1.

i a prictien s més seguro  mis oomol trabajar con estas e
Facteraticas positivas que con negativas.

Se plantean dos problemas, en genera,al asr I tab

1* Dado . dogalo, encontrar los logaritmos de sn
nométricas.

2 Conociendo el logaritmo del valor de ura linea teigonométrion
e un certo fogalo, encontrar ol Angalo.

e trigo

115, Hablaremos en primer logae dl primer probieus.

il ngulo quo o da no e comprendido en ol prinier cuadeante,
3 et visto oimo s reduce al primer coudrante (1 25).

e modo que polemos suponer que el ngalo dado esti compren
dido entre 0° 3 90"

i elingalo dado se compone solumente do grados ¥ minatos, su
Ingaritmo s encontrwri en 1 tabia. i e menor que 45° en as tablax
e arriba acia abajo con I graduacion a I izquieria do Ia pigina;
3 8F mayor o 45, en las tablas de abajo hacia arribn con Ia gradu
cion aa derecha

i ¢ dngulo contiene también segundosy fraceones decimales de
segundo, se bark o interpolacidn smple, ara o cual I tabla pres
0 %0 ayida con I pequeRas tablas e gartes proporcionaes que B
urun en I piginas,

Hy que tener en cuenta que el cosean, la cotangonte y 1 cose
cante van disminuyendo con e erecer el Angulo,por o que s par-
tos proporcionales son substractiva ; s decit, quo bay que .
taran

No ea necesario entrar on mayores detalls, La tbla misma tene,
oomo decimos, na explicacidn vy clara, acompannda de ejemplos
pars 10 manejo.
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CcAPITULO 1

| MEDIDA D $EGNENTOS, ANGULOS ¥ ARCOS

1. U segmento de recta AB, puede considerarse como engendeado
o el movimiento de un puBto que recorre 1 recta sostén el seg:
mento, purtienio de extremo A bust g oo extremo Bo tum:
bién como generudo por un mvil que partiendo del punto B y reco-
sriendo I recta I que pertencce el segmento,lega al punta A. S
consileramos que en el primer caso el mévil genera . segmento
positivo, e el segundo el segaento debe considerarse como negativo.

2. Un dngollo puede considerarso engendrado por a rotacion de
nnn sem.rect alrededor de uno de sus extremos, e partiendodela
posicion del primes lado,lega al segundo giaudo en un ciero sent
o,  también girando en sentido contrario y partindo de  posicon
el egundo lado del éngal lega al primero.

3. Un areo de cirealo puede también suponerse generado por
‘movimiento de un mévi sobre I circunferencia a1 que pertenece e
aren, moviéndose-en dos sentidos, de un extremo al atro o de éate sl
primero.

s evidente que 10 segmentos d el ingulos s areos puedes
considerarse como magnitudes de dos sentidos, quo sf consideramon
2 un sentido como postivo, ol sentido contraio debe ser considerado
como negativo y que por I tanto deben ser medidos por nimeros de
Sentido conteario. Desde Inego que I adopeidn de) sentido pasitiva
s abiteaia, pero adoptada éta, debo consderarsc ] db sentido con
traio como neativo.

s considerncionca sobre medidas de segueatos de rects, dogulos
3 arcos corresponden a In Geometrin.

“Asimixmo recorduremos

algunas coses fndamentales,

. Sl Lonited de wn segmento de ycta, el mimero aritmitico
que expresa I relcidn de ese sogmento,al sogmento tomado po uni.
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¥ buseando abora o log. do 0.024910
Ditab =15 pam 002491 = 830637
. . 1

log sen 19254074 = log 002401 = 8.39055.

S pede asi obtener e logar
5907 el cos, i y sec.

o de un areo comprendido entre 87

Sequndo método, — Mia comodo y st mia exacto y busalo e

s propiedad e que o sen0 y a tangente para arcos pequeios
varian con aproximacion proporcionalmente 4 10s arcos, consiste en
reducir el arco, primero a sogandos, tomar el logaritmo. del nimero
e segundos del urco y agregarle ol ogaritno do 1 relcidn del seno
(oo tangente) ol area para o cual setienen en el encaberamiato
e Jas tablas 1o correin @ aplicar.

En el ancabezamiento do cuda. eolumna (tabla ) se indica ¢l
mero de grados y minatos y en cals pigina o Ia izquienda s da el
nimero de sogundos de 3 en 3 y desde 0° a 60°. Bito faclta enor

mente Ia transformacion del arco en segundos.
Por ejeraplo, teniamos el arco de 1°2540"S
Podrismos caleular:

1 =60 x 60 = 600"
25 =25 60 = 1500
s s
i - B

Con I tabla tenemos disectamente (pig. 19)

1540 = 51404,
¥ en I parto de arriba do o misma colamua encontrawos ol imero.
4.68353, que e lo que Lay quo sumarle al log de 5140,4 para ob

© Tt e agerihucs, o 3.
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T

3 tenemos.
log 5140, = 8.71100
Tog 0. = 408053

Tog sen 102514074

0653,

Bl segondo probiema que se nos presentaba era:

116, Conociendo el logritio de wna_lice trigonométrica de wn
certo inguo, exeontrar el dngulo. — i e ogaritmo dado Sgursenla
tabln, es claro quo e tiens directamente o ngul.

Si ) logarito no Bgara en la tabl, se hark una interpolacion
simple y lineal, parsIo cual I misma. tabla presta s ayuda con las
diferencias tablares que da a5 pequetas tablas parn las partes
proporcionales.

Pero cnando s trata de logarimos dol sen o g de dngalos poqne-
o, entonces T variacidn est lejos do see lneal,  si se lace u
interpolaciin de este tpo, o cometen errors fueres

o este caso, tambica pocden soguise dos métodos, como en el
problema anterior.

Primer método. — S pas el ogaritmo al nimero y s determina.
el ngulo por meio e su seno nataral o de su tangente nataral,
cegin o caso.

Bjeuplo. — So tiene log en # = 8.39053.
Con T tabla 1 encontromos, buscando sen nat.

sen . = 0.024010.

Y abiors en I tabla de senos naturaes s tene

[
P
: S
P T ——
e e 2 . 5] e s e
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¥ proyectanio sbre OT, tenemos

PE(OA) = beos

o (AB) = A conls - 5] < asen

or. (B,
01 = e

.

s decir
asend i beosh e,

Linego Ta sabuciones dl problema son

sata
et p

126, Polemos resolve tolavia Ia ecuacion en otra forma g
foa.
Sea ln cenncion
asene +bons=c W
pongamos
X sens @
¥ = con. @

Lo ccuacidn (1) so transtorma en Ia siguiente

axpav—e

Y
e,
aue representa una secta.
Por tea parte an (2 () nos dun
' X Y s 4 ot s = 1
e ue representa un irenloderudio 1 y cn-
tro en e oigen de coordenadas.
Lo rectay el ciroulo s corta en dos puntos XLy N. Uniendo M y X
om0 e il ver que los ingulos MOX y NOX son las sluciones

@l problema, soluciones a Ias que e lea pucde sumar o restar un
Dimero entero do circunferenc
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Por oten parte, no usiremos
tibro.

‘Con respectol siguo,en general cansiderainos como sentido posit
vo cundo Ia otacién e In semirecta s eften el sentido contra.
o al movimiento de s agajas de un rla]y megativo el sentido del
movimiento do esas agujas del relo.

ivisidn eentesinnl en el presento

6. Medir wn aro de cireul es compasarlo con ot areo del mismo.
citculo que s toma como anidad. E1 nimero que mide un areo de-
pende, pues, de a unidad de aco clegid.

7. Sistema. So emplean en trigonometria tres anidades de arco i
ferntes, 0 que da lngara tres sistemas de medidas

primer ogar, o toma como unidad el
rado soxugesimal, e deci, que so toma 1a circanferencia a o que
pertenece ol arco y se dvide en 360 partesiguales. Cuda parto os
arado. Y en I miama forma que s bace para oa dngalos, cada geado
e ivid 60 minotos y il minuto e 60 segundos,continudndose
Inego en fraceiones decimales do segundo. Se pucde expresar ast

BT,
s €l método de melida que s emplearemos e este texto.

1. Sistena conteimal. — Se pude tambiéa usar I diviscn cente-
s, par To oo dividimos I ciranferencia en 400 partes iguales
¥ eaia pacts o un grado centesimal, cada grado so divide en cien
ates ¥ e tiono un minuto contesimal, y cada minuto se divide on
cion pactes y cada parte o5 un segundo contesimal, continudndoso
Inego en fracciones decimales de segundo, como se izo conlos g
o U akeo expresalo en grados contosimales seri

ssmaTa0sn.

Kste método, que es capleado mucl
este volumen.

s e, etk muy poco usalo

LT, — K o ercer sistema, 1a unidad adoptada es l radin, scn
o radiin e areo cuya ongitd s igualal. radio de iveul.

o usa ambin eta vaidad para medi ingolos, lamdodose radiin
e dngalo quo en una circanferencia de radio cuslquiers, enyo centro
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Camplida esta condi
I cnestion

128, Probiema. — Resolver I couacion

asents 4 baenzcons + coors

Primer o, — Polemos poner 1a scuacion bajo la forma.

conte | wen2e | 1geoste
aloguis, b, lbente_,
o que nosda PR

@ acoste  buenzs + et ocnnts 2
o bien
baen e + (o= a)oos2e =2~

‘ocuacidn de tipo (1) (n 124) y que s resuelve como wquéll.

 Spunds mitado — Pongmo I ecuacin o orma

asents 4 bsenscoss + coos's = d(senta + cos's)

=T

¥ dividiendo todo por cos , tenemon
At +bige o= dign 4 d
ovien
€= dea  biga = @ =m0

cuncin do gundo grado el do rosolver.

i, tendremos dos ingulos @y f que reselven
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127, Problews, — Resolver In ccuncion .

atge + betge )

rimer wétwlo, — i escribimos 1a ccuncion, expresando tg 2 ¥
et = en funcion de sen 2. cos 2, s tiene

x| cone

asente + boosts

ovien

¥ también

osen e+ (@ = heos2e=a b

e e councidan del tipo de Ia ccuncidn () (1 124) ¥ que se
resuelve como aquéla

Segundo witodo, — Tomennos nuevamente 1a cuncion
atgetbeiga=c

¥ expresemos lus lineas en funcién do te5, tendremos  ~

»
awes oo
g

atg's—ctgztb=0
que es una ecancion completa de 2* grado ¥ que nos da
PG
tgnm SEITTR
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Pongamos

sens b coss

o8 I ccuncidn ds 2 grado
T

Que nos dark en general dos valores para 5.

Calealado s tene I suma sen 2 + cos.x = 4y de (1) of producto

porlemos entances formar I scuacion de 3 grado de la cual conoce-
mosJa suma. ol producto do Ias raices. Para. cada, valor s o tieno
. conacion do 2* grado.

x-x s

st conncin tieme don raiees X, y X, que son sen sy cos =3 lomis-
mo par e atro valor do

Tercer mitodo, — Pongnos 1 ccuacitn bajo a forma

alsens 4 eoss)

peans
~Lorene,

Elesando o cusdrado g tiene

LY 2
S S —

Vet e — 4 e + @) sne 440 )

S lega as & wna ccnncion e 2 grado o sen 25,

Fjeuplo. — Seu I cuacidn

10 (00 2 + con ) — 20 sem 5 cos 8

Por o primer método tendeemos I ecuscién
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129, Problema. — Resolver I ecuacién

afsens + cons) + baenzcos s =c.

Lo ceuacidn s transforma sucesivamente en

R e
e m soax )4

Zlun;m(%fx)i»%lunlr:; %t‘l‘-gr‘:?“aa?f-,"
B T e

B RSEI E—

e

Sellegn asia un ceuscidn de segundo grado caya inednita es

3. B mitod. — Consideemon musvamente I ccvaciin'
afsens + cons) 4 baenseosz = ¢
5 agreguemos aora Ia ccuacién
sente 4 coste = 1
Tendremos un sistema de dos ecuuciones con dos incinitas sen £y
con 2 y podemos escribi
alsens + eons) + Duenzcona e
(sem x4 cos 2! ~ Zuenzconw = 1.
De aqui sacamon

(ens

wenzcons = —1_c-atens +oonn)
s=stune s om

W

aue reemplazando en I anterior nos da

a(oens + cons) 4 p BT —e
obien

bisns 4 oo+ 20taens b conm) e b0, ()
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aue corresponde a £ = 30°, y también

sen e = 0865
cone = 0300

aue corresponde a2 = 00°.
L seguoda nos dn

e nos dice
= 0500
Pp—

aue coresponde a ¢ = 130°,  también.

Pry——
s 0500

ane corresponde & = 500°.
Resolviendo por el tercer método, aparecen soluciones extraras
por baber levado l cuadrado.
o nnestr caso I ecuacion de sogundo grado seria

400 sen 22 — (= 100 4 100) 4 4 (= 75) =0,

obien
Aen2s = 075, aen 22 = 0.8060

Consideraado primero

sente = 4 0860
e obtiens

BI04 000 e kIS0 £ 300
ovien

Bk D X106 e (k1900 50

¥ dando a K os valores 0,1,

soa0r, somen, e 0e,
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obien

1
- )—i:'?

—2) e son

(i) -Neeld

FHP———Y.

i

1,16 _ 1404214 £ 240090

LN L = os3020
¥

1 _ 1aniene - 2.aanin0

T LA = 0 g0,
Do I primera saewos

sewe oy
Dol segunda
abien

=~ os6m0s.

Liego tenemos lus dos cenaciones

X7 136003 X 4 043301 = 0
X4 03800 X, — 0.43501 = 0.

Lo primera tiene dos aices
X =0
X7 = 0300

aue nos da
sene = 0500

cons = 0860
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e donde se obtiene In ccuaciin

BeosTa b acoss b —m

cuyas raices s

s necesario que s veritque

~1Zemag

131, Problema. — osolver n ecuaciin

Md{,.u(u: 21 srta s bsnsome— st

Tencrmos, poniendo primero.

sens 4 cout y diviiendo por con'a, que e tiene
ek dge - 50,
Lo e nos da

[ S e

e donde so deducen s dos soluciones para g =

te=1  loqueds £ 454 b
Wem =5 s s ewete(- 54k
10818307 4 8. -

132, Beoleer ta covacin
sen 52 = sen T
Se debe tener

eg o

mim

otien

Temse g ,

donde hay que dar & valores enteros, paitvos o negativos.
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Considerando uhora

sen 22 = — 08060
a0 obtieno

2

% 360° 4 5007 X 180° +300°

o bien

e (41 XS0 3000 w= (241 X 909~ 3007
¥ dando a klon valores 0,1, 2 ., e, s tiene
S0, xe20 e 100%, e 3900

Hemos encontrado asi It solaciones.

0, =ty =000

que babiamos encontrado por 1o otros métodos, pero tmbién
mos s sluclones

-

2o,

—a0e, a0

que son saluciones extzatiany que provienen de n elevaciin al .
drado

130, Problema, — S da un e orientado
#0x, sendo O I dieccién positiva. S le
va el vector OA = a que forma con O el
Angulo a. & continuacion s traza el vector
AT =, que forma con OA el dngulo 2, me-
Aido_en 1u misma forma que €l an
Determinar % de maners que Ia proyec
ci6n de OB sabre Os sen igusl @ w. Se tiene (6. 08)

0B = 0K + pr. AT

3 roemplasando valores

acone 4 beorzx
1o que nos da

m=acoss 4 b(zoosta— 1)
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L explicacion que se b dado para el problema anteior, bce
ver cémo se resuelve éste, o 1o que 5o resolveremos algunon

cemplo.
Si's0 el ealor naturaldo In ines, n abla do los nimeros da el

Iogaritans, cuto e pocas veces se presenta en I prictic.

Probloma. — Halla e arco x cayo log sen e 17622175,
Halluremos en la tab

ez
L2622072 corresponie 35°
o
5
w2 o
B i,

Brobloma : Hollar e arco = cuya tangente vale 015164, — Tene:
o, en primer Ingar en Iy tabla delos

Iog 015616
pppa 4
gtgn

= zoomat

e, que debemos buscar ol arco & cayo log g = 12098037,
“Para el tenermos 0 I tabla:
T2ous0s
L9 comeponden 10004 D170
2
para 468 correaponde v
» ot comesponde n v
= ez

Para dugulos wenores que 5% pare seny t oonviene usar I pute
n tabla on que d loslogaritmos do 17 en 17
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den de I scuncidn mistn  que 1o paden encuadrarse en una regla
general.

Su apicacion depende en grun parte do o pricica del calcalnta.

Pero, volviendo al primer caso, coando se quiren expresat todas
s lineas en foncion de una sols, podrian presentarse dudas sobre
cuil inen o elige como fncsgnita.

(Cb. Briocho ha dado la rgla para_ sabes en funcidn do cul linea

ponen toas s que sparecen en I ecuaeicn

Si 50 toma 15 camo fncbita, puesto que sta funcidn de = 1o
cambi, 56 recmplaza = por = + 2, I ccutei(n propuesta debe repro-
ducire, Tuogo cusndo l reemplazar por  + 3, I ecuucion 1o se
transforma en sf misna,no deben expresarse 4s lineas n fancién do
i 0 inversamente i ecnacidn s transforma.en # misma, conviene
expresar toas las linens en funcidn de g 2, 3 8 t & ox una de un
soluciones de In ocuncion, = =  + b= son I souciones,

Andlogamente, sene no cambia cuando so reemplaza ¥ por % — %,
Tnego s a reemplazar = po (= — &) Ia ecuaciin o so transforma en
i misma, 0 conviene expresar as ineas en funcion de sen 2, pero
i1 ecuacidn se transforma en o i, entoncesconviene exprostr
o an lineas en funcidn de sen s, Y d I propiedad del cos 5, que
o cambin cuando so cambia # en — , 50 aca que mo conviene ex.
presue todas I lineas en funcion el cos & s I ecuacion nosetrans.
forma,n si misma al cambiar # en — #, poro s conviene cundo Iu
ecuacion s transforma en i misma. Do abi In regla de . Brioche,

1 8l cenacion w0 cambia cuando s reomplaza % sea por % 45,
e o = — 5.0 38 por — 2, tomard respeeticamente como. incignita
ety 2,0 0 sen 5, 00 o0 .

50 ta scuacion cambin cxando e recmplaza 3 gor 5+ 3, yor

e oy por =, e e 19 o it

120, Beaoler 1o cnaciin

asens 4 beose

o

Primer mitodo. — Paru sxpresas oo en fancidn e sea 5, pane.
]
¥ tendremon
asen s £ b T = e
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122, So lana ccuncidn trigouométrios una igunldad que tiene 1
eas tigonométricus d ciertos arcos o Gugolos y que adlo se ve
can custdo se da o estos arcos o Angolos determinados valores lami
dow soluciones e I cuacin.

o general una ecuacion rigonomsétries con una Inesgaita dinite
i de soluciones, pero éstas se companen de un nimero i
o de grupos de solucioncs todas llus congrueten ente.

Ui cenacién teigonometrica se onsidera resuelta. cuando se b
encoutrado 1as suluciones incongrucntes entre s y e nimero nito,
s que I otrus solaciones seun congracntes con elas,

Para resolver una ecuncin trigonomitrica con una incdguits, so
puce empleat l método siguicnte.

123, Método eneral, — S expresan todas s ineas trigonométr
cus en fancion do wna sol, obteniéudose asi v ecuacidn ondiuwri
on una incdaita, que ¢ 1 lnea tigonomdtries elegida y st scu:
cidn s resuelve por los métodos ordinarios del Algobra.

‘Conosiendo el ¥alor o los valores do est linea trigonumetrica, s
tablas pecmiten caleula los éogulos correspondientes

D I ecuacion trigonométrca do incdguita , s expresun s
1l en foueidn do e sols.

Por couplo, en funcion de 3 %, que tomumos como nodgaita,

En general, on estu forma s introducen radicales,los que sers
cosario huoer dessparecer, En I discusidn de las soluciones |
cigaita sen = 861 podri tomae valores tales que ~1< sens < +1.

S st s o et 65 1o gt b et 4
A A

preien expresar ralonalmente n fancion de 5

“Todavie, sin perjuicio de eston métodos que sou generaies y 4
el condncie  clalos argos, bay métodon speciales qus depen
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1 tablas un valor o comprendido entre 0° y 90° quo tenga para o
seno el valor abeolat e sen . tendramos & = 180° +
Andlogamente se encontrard l éngalo B ¥ tendremos

setiia

\ooEtinz-x-
=B
P

1

& enters, postivo, negativo o nalo.
o by que ercer que todas éstas son soluciones dela ecuaeién (1.
Seria as, s 10 fuese que bemon Introducido salaciones extratas pa-
e sen 2 1 bcer desaparecar ol radicl.
En efuto, s consideramon a ecuncion

asens — beone o @

1 tratamos por el mismo camino que la (1) egamos a 1a misin
‘ocuacion en sen 2. Las dos_ ecunciones 13 2 ienen of mismo senz,
pero no son s mismas ecuaciones.

s soluciones del grapo 1, son Ias solaciones de las dos ecuncio-
s 1y 2. Habré que slegi s que corresponden  1a ecuncion (1) y
o es muy sencillo. Bn efcto,Is Angalos 2 (x tenen el mis-
1m0 semo, pero s cos on de signo contrario. Uno deello, verificars
I cenaciin 1y ol oo I ecuncitn 2. Sea z, el valor que satifucn &
1o ccnucidn (1) Un rasonamicnto anélogo harismos con 6.3 (= — B).
Sen f, ol valor de o de stos dos que saisfaga » n ecuacion (1).

Los dos valores 2,y , nos dan fnuimente Jos grupot de salneidn

smsinte,
RS
Sugundo wito. — Pongaon sen . oo
recartando aue ,
1-wd
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© bien, aistaado primero l término con ol radical

= senta = ¢ — 2ocrens 4 atsents
1o ue nos da T rawn)?
(48 sents — 2acsen e + 60— B =0

e obitiene

o+ @A)
e

Pero

-
= W b

a4 0 ey
Tuego

Pars que I raoes existan s necesatio qv

WEEoEz0 ol @ rvze

Camplidn exta condiciin, e icil veriear que €l valor do sen s
st comprentido entre — 1y + 1. En efect, In ecuacion (1) pueie
PR E—

1o que dice que parn tod aiz sen 3 o exta conacidn (1 — sen’s) es
oty por 1o tanto sen’ s es menor que 1.

Campida o condicion a? + 17> &, sotiemen dos ingalos 2. B
o soluciones de I ccuncidn y sun dudos por

Los ngalos 2.y B so caleutan con s tablus.
n efcto, s e valor de senz e positiva, 1n tabla dari . o
e = comprendido entee 0°y 90°, i e e negativo, s caleula por
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S Hognas  os mismos sesultados del primer método. B de bacer
notar que por este camino hemos tenido non discusidn ms corta y
que 50 hemo introducido ningun solucion extraf.

Tercer mitodo, — Sea nevamente I misma ecnscidn

o

asens 4 booss = e
e podemos eserbis

[T

¥ paniendo whora

®

dedonde

o ien

o9 =5

s ®

Primeramente hay que calealar l dngulo auxitiar dudo por Ia ) 2
Siegos £ 73 porlotnto 5.

Disouiin. — s nesesario que el valor do sen (s + ) dado por
1a (8) esté comprendido entre — 1y + 1, para 1o cual es suticiente
ave e tenga

Zwrsa,

¥ como enty o tiene sty
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X reemplazando estos valores en la eeuacion () tendremos

ey ea(i-w = efise

Grawd
Lo que nos da:

—efeens

PO (T Yo SR ikl
w3 BT

egamos  1a mistma conclusidn, do que pars que 1 ajces existan,
s necesario que e tenga

@rze,

o tienen astlon valores 2.y que satisfucen &

PEt ey
e
gpa T T VS

Tre

e il calealar s o ngolos a y .

¥ tendremos para o, i g x es positvo, u valor comprendido entre
07 90°, que satisface . In ecuncion. 1 12 es ngativo, Iatabla dars
ol dgalo #* comprendido entre 0° ¥ 90° tal que

.
3 tendremos

Un razonamiento andlogo lurivmos para §. tendriamos

¥ poro tanto
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e do Brioshe o, entonse, pose oo e i
1552000 comohn et mie ctmdo, il o mitado
R ——

Determinaciin grifica. — Tomaado a relacion

(et )

Sens,

¥ expresando cos ¢ e foncion do 1g3 = % s tiene, teniendo en

cuenta 1o ol signo positivo:

§ resalta:

aue pernite obtener ficilmente los valores
ex.

Construimos wn tridngulo rectingalo, to-
mando (g, 65) OP — o, PR — b y oo sen.
tr0 e O y raiio OF = [ £ 7, deserbimos
aun cirounterenca. Se tiens que el dngulo
TOP es igual 5. Tomando sobre el ejo OB
una maguitud 00 = e ¥ Tlovando por I
paralela A, ésta cortanl ciculoen M y X
Los ingolos MOA y NOA nos dan las solu-
clones de & +7 y entonce

30A - ROA = ROM,
#,=X0A - EOA = ROX.

Parn que e problema tenga solucidn, o8 decir para quo 1a para
e1a M corte I circunterenca, debo tenerse:

ozl

ox

o
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¥ la condicion se trnform en

@ oo "
St ot i<t
o fhatmento

e

que es1a mma. que encontramos eu 1os étodos anteriores.
En ol cdleul, tomamos para un valor que saisfuce 1 ecua-
(@) s tablas nos dan ua valor & que satisice & I reacidn

3 so tiene
shpmmnia
¥ tamtién
shp=whtun
¥ porto tanto
PR
mtmoag

Veamos qué acousejarian Ias roglas do M. Trioshe.
Tomemos nuevamente I ccnacion

asens 4 boonz

S cambimon 2 on % — £ a ccuacién se transforan en
P —

vale e, I eouncidn cambla y 1o o3 convenlente poner todo en

funcidn de sen s,

Si cambiamos £ en = + =, Ia ecuscion s transforma en

—asenz—beo,

3 por o tanto no e conveniente poner todo en funcion do tg s,
i cambiamos » n - 3, In ecutcidn quei relucida a

~ asens + boos

5 10 resulta conveniente poner todas as Hoeas en fancion de cons.
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125, Solucion grifca. — Podemos tolavia intentar una slucién
rifica par osta cenacidn

asens 4 boos

Trucemos con centro en O un circulo de radio e llevernos OA =,
o A trucemos 1 normal 4 OA ¥ sobro lla tomennos AB = a. Desds

el panto B tracemos Ias tangentes BT y B, l cisculo trazado. Digo
ue los dngolos formados por OA con OT OT, son las saluciones
el problen

lunémolas =y 5. Bn efeeto, considerando 1 poligonal OABT y
s resultante O, tenemos que

D (04) + br. (AT) + pr. (BT) =g (OT).
Proectando sabre OT y recordando que BTy O son normales,
b (04) = beosa
(aB) = asens
1) =0
(O =

Luego
asens 4+ beosa=c.

Anilogamente, considerando Ia poligonl OABT, y s resltunte
O, tendremos

br. (0A) + br. (AB) + pr. (BT, = pr. (OT,)
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209, B ficl ambi, Lenieado en euenta las formulas de (202) 5

1a formala de Heron, btener:

snduen Ben$

G~ ars s

o s
roon B eos Bem G 2Y

v 1 que tenfams:
A B oS
wheluel-5

Corolario 1+ B irea de un paraicogramo n igual al producto de
o desus lados adyacents por el seno et ingulo comprendido.

En efecto, bast trasar a dagonal que une Iosdos xtrems de |
s que se consideran, para ver que queda el paralelogramo divdi-
0 en dos tringalos iguales y Tncgo expresar el irea en fancion do
esos lados y e dngalo comprendid.

Gorolario IT: Bl drea de wn exadrilitero consezocu igua o semi
roducto de o medida de uadiagonate, por el sen dl ingulo compren.
dido.— En efect, sz #,y 0¥ son 10ssogmentos en quo cada vou
de s diagonales d 3 # quodan divididos y lamamos  al ingalo

agudo que llas formas, lamando 5 I saperbeie del candrilitero,
e tiene
' 1 1
8= faysens + Joysena b Jrysena
1
+Levsena

Yot or 2y + s

T (I T v

Corolario 111 L drea de s poligono regular de . lados inseripto
en un cireto devadio e dado por

s

B efecto, el poligono regular esté formado por » tridngulos isds-
R ——
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3 del mismo modo tendrivmos:

1
S=Javeenc.

206, 51 queremos cl ires en funcion de los ados, podemos expr
sar, por ejemplo sen A e fancion del areo mitad  tenemor

A A
s

et o e ddncy3 )3 20
< s it
P

Gemula conocid.con l nombre de frmal de Heron y dael rea do
un tritngalo en i de los Iados.

207 ¥ i et p por £

o obicne:
3

s=yrarsran e AT ha T

¥ efectasao las operacionea y simplicando se obiiene wna mueva
expresion e Ja supertcio de trikngulo que es Incsmoda por o ser
caleulable por logaritmos.

8 = (T e,

208, Tomas
e 1o Indos, dadon por (202}, o tene filmento:

Ay
o tr o v g s 2 e o i

b - L

teniendo en enenta I formal

Heron s0 saca

sepubulid
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I rudio R e I ipotennsa do un tridngulo rectdngalo cagos cate.
tas son I mitad del ldo el poligono y of apotema del wismo. L.
manto Lal valor del lado y a al valor del apotema, tenemos:

' e _a
WO TR

¥ ponendo n it o sen 2, e i e g

it se tiene

e

100 10w asee s
L
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o

En cambi, Ias rmulas que d of teorema del coseno (de Carnot)
que u0 son calenlables por Iogaritmas, con simples transformaciones
‘08 van  dar geupos do emulas e gran wtilidad y de mucha apli
caridn, Tomemos I rlacion:

e decos A

e donde sncamon:
e

A

ero por otra parte

=20
wrebampomrp-y
IR

¥ satiayendo estas valores, ss obtiene

)

)
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CAPITULO 1V

DEL TRIANGULO, CALCULARLES POR LoGARITNOS

202, Laa rlaciones del teorema del semo son directamente calen-
Tables por logaritmos 1o mismo oeurre con s que dan los teoremas
de Delambro y do Neper.

‘Podemnos todavia deducis de
aplicacion en
Aelucimos

teorema el seno otras firmulas do
esolacion do trdngalos. En efecto, do es teorema.

a wna
TEEFe A e B
Hagamos abora

poatrie

A S
b onan
ok a0 oo

Las formulas que da | teorema de I proyecciones 1o son culn:
1ables por lgaritmos. So las puede transformar en expresiones quo
o soan con a ntroduceidn do ingulos auliaes; pero como cad ina
contiens cinco elementon fundamentales so de poca aplicacion en
prictica.
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Aren ot tringulo

205, Twonesin: El drea de un tridngulo s igual al semi prodcto
2 dosladus, por ol seno el ingulo comprendido. — Sean by o dos I
dos y A el ngalo comprendido. Tomando b co-
5 mobase,lnalura correspondiente en BH = b

¥ elirea S tieme por expresion

ACXBH _bxh
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¥ dividiendo una por In otra:

®

donde solumente kay que considerar e siguo mas pars os radicales,

oran e o . menor g 150, i < 0
S obnis o foro sl

203, Formulas que dan las furciones gonfomét
108 dogulos en fancion delos Judos. Poemos todavia obkener o seno
el ingalo mismo poniends

ey
z

¥ en igual forma obtendiamnos

nAE
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Reciprocamente, del grupo TIT, vamos a dedciel grupo 1.
Tomemos las trmulas

»

4 et 2becon s
4a o zaeos B

¥ sumando tenemos

26 = 20 d + aconB)
obien
o= bend +acos. m

¥ restando miembro a mismbro lus mismas rmal

b elacos B~ beos A)
¥ reemlazando aiors e por su valor dado por I (1, s iene

wow

(@08 5 + boos A)(acos B — beos A).
— atort B — ¥ cos' A = a¥(1 — sen? B) — (L — en’ ).

mplieando se tiene

asenB=bsm A obien 8o~

e igunlmente se obtendria para e ldo ¢
Falta deducis ahors n relaciin

A B0 1500,
Henios visto que es

e
e

K = (constante).

Reemplazando en 1a 1* del grupo 111, los valores de g, by &, se
teuiin, siminando el fctor comn K que

Sen & = sen' B 4 sen’C — 2 sen I sen € con A
ae donie

oA — 2 5en B sen € cos A+ sen B 4+ sen? C — 1= 0,
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Benacita de 2 grado que 1os perite calcular cos A  nos da:

08 A = sen B sen © e B o O — sei B~ s 0¥ 1

cou & = sen B sen 0 £ 1T = v B0~ wew 0)

o tambien
con A = sen B en O con B con O

en et que debe ser

s A = cos(B-0)
otien
onn A cos(B 4 O)

Deliento los dngulos ser menores que 150% a 1 igualdad nos da
A-B-¢
¥ encontraiumos anilogamente.

B
C=A-B

1o que equivale s
A+B40m0
s deci, que debernon desechar 1 socién
00 & = (B -
Liego debemmon considerar T fguaiad

con A= cor(B 4+ 0),
1 que nos da
500

A-mro

At B O= 1800
1014 8 inaceptable po see & < 180°, uego 108 queda Sulmente

A+Bso=ise.
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cartroLo 1

[ —

VARIACIN D3 L8 FUNOTON

16, VARIACHN DB N0 5. Veremos en qué forma varian Tas fu
clones rigonometricas de un Angulo s, con e variar del argumenta .
A Para ello daremos valores a In variabe s

3 veremos los que toma s 3, caleulando
4 sen s pura slgunos valores particularen
20, e

Sea (85, 8) wn cirelo trigonométrico,

vale dect orientado y de radio uno. Sea &
el origen de los ecos.

s Unangulocaalquiers et medido porel

mews arco AM. Coando l arco vale cero, n o

iy del ponto M tambica vale cero. Lue-

ol seno de 0° valecro. Cunndo e puato M recoree el arco AT en el

rime ot e o s ewde 0 0° 6331 e ambicn

erece. Podemos caleular aligunos valores e sen . Poe efemploy i 1
ngalovale0°, ofsemo valo MP. Brolongando MP lista Ml tridugn.
1o O’ s un rifugulo equilitero, cad uno do cngos lados vale 1.

(o

Parn el e e 43 () tenemon

T fgura 0. S1 e dogulo DOP vale 45°,sin. et
o e fugulo OPM do 90°, para que Ta sum.

e Jo ngolonnterioes el tridngalo MOP valga 1807, e necesario
que tumbin ol dngalo OMP valga 45°. Resula asi que o tringal.
OP e iiaccles y OF = MP.
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o

e
1o e abiiee lninao$5 3 By do s ormue _
e bzeod

a=benC +con B
bmcomAtacosO.  a = b(bocmdleen®

— = oacos B~ beos )

¥ reemplasando  por su valor sacado de a 3¢ del grapo ITT

e (aconB 4 beos A) (acos B — bens )
- |

otien |
s BTN
de donde
01— con'B) = 1701 — con' &)
es e

et B = et A
¥ como o, b, sen A, sen B son postivos e of tridngalo, s tene.

Y
AT

¥ procedienio en forma andloga se mostraria también

Ered

Para dedocir abora In elaién

A4B4o=1
pongamos
= K = constante

1o que nos da
a=Kund b=Kuab o=KunC
Reemplacemos por estos valores e I trs fgualdades del grapo IX3
(acanda
tend = sen(B +0)
fonB = wen (0 + &)
senC = sen(A + B
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v

lxemso
i il dure cnta que o grupon de fomuia 1L, 11, 1Y y ¥
panien deduire ot geapo 1. B fct, e reaind T e relaio-
e independianin ne To e slemenio o un. tigle, dndon
vor e grupo T, e ices relclonn ndependientes qus pacden
amconiare aio ot i semanes endamaziaes del g,
u afce,seuinado por a2 e gun S sim lsién

cunlquiers
8 S@be, A, B,C)

entre 1o elementos del tringulo, ndependiento de as frmulas del
Krupo T, a0 tendria que conociendo dos elementon cualquiers del
triingolo tendriamos cuatro ecuaciones con custro incdgnitas que
vermitiian calculu los cuatro elementos restantes y por o tanto un
widngulo quedaria determinado cuando so conocen sl dow clemer
tos fandasnentales, 1 que es imposive.

‘Quedsmos entonces que 10 grapos de T V 1o son independientes
 puoden deducirie w0 del otro.

Vamos & pasar do un grupo a otro.

199, EquivALENCIA DE L0s GRUPOS ¥ T — Para pasar del
rapo T al grapo 10 basta vee Ia primers demostracin del teorema
e Tus proyeceiones, n° 104.

Rectprooumente, teatemos de deducir dol grupal a rlacion
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¥ reemplarando estos valores en a 1+ del grupo Tifueteue.

—coma e-boma

o donde
2hocon .

e

 ansiogunenta pars By . el grap 1 pasamos st a grapo T
Recirocamente, vimon  pasar de grop 1131 1,
Bast yar ll,sums o do iz 4l grug I 3 o ten

Vo 2074 B 2accosB — 2abeosC,

plicundo y dividiendo por , se tiene:

a=benO  coos,

'y e forma anéloga pars low otros Iados.

201, BouivaLExet mNTRE Los oRUPos 1% 111 — Del grupo 1
vamos » deduci o grapo 1,
Tomemos Ia selacion &+ B+ © = 150°, do dondo s saca

st A = aen (B 4 €)= sen Bos O + sén G on B,
5 clevando al cundrado
0t A = ean’ B 08" + s Ocos? B+ 2sen B sen Cos B cos O

o bie

500" A = "B + s C + 2uen B sen C (cos B oos © — sen B senC)

peroen:
con(B 4 0) = — con & = o Boos O — sen Baen 0

uego:

et A = bentB 4 sen' — 2een Bsen Ocos &

3 recmplasando wen A, senB 3 sen  por s eantidades proporco-
les 0, y o tene:

W=t 2ecosh

o igualmente para by e
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—as
Como A, B y 0 son caia uso menor que 150° dee tenerse por i 10
A=B40

obien
A 1800 (B 4+ 0)
¥ o mismo, por I 2 debe ser

B

A
oien

B 1800 - (04 A),

B igualmeate Ia 3 nos d, a sea

Caain
obien
1800 a4 B
im0 fuose
AtBao=ise
o
A-pie
B=0sa
C=a+B

o ue sigaifieuria A = B = 0= 0,y ell o posible.
Liego debe ser

P

1o que demuestra I cuest

200, EourvaLkxcra ps 105 Goros Iy IIL — Supongumos
conocido el grupo 11y vamos a deducie de l el geupa L1,
"De las dos ditimas del grapo [ acamos
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a0 —

rertanaue &+ 140 100 wsna A2 g0~

deeir que

AsB_ o Asn_ 0

3 E T Ty
1o que nos da

(n

@

¥ queda demoscrado o teorema.

197. Teomusa (lamado de Neper): B todo tridngulo a dferen
cia d dovlados e a a suma, como la relaciin nire L tangonesdo la
Semidifernci 5 a1a tangente de I semi.euma entre los dnghloe
opuetor.

En efeto, omando ol teoroma del seno, e tiene

de donde

m

=

3 ankiogumente

@

@
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8o demostracia igualmente:

Bt 2eeconB
— 4 2abeoaC.

o 1o quo queda demostrado oftearemn.

196, Teoresn (lamado do Delawbre): B todo ridnguls la muma
(0 la diferencia) entre dos ado e al tercero, como el coseno. (o el seno)
e semi iferecia de s dngulos apucton o o primeron s al seno (0 at
conens) de o mitad del dngulo opuesto al terer ado, — B decit que
labe verifearso

cndB
ars T3
R~
g

¥ también

B efoto, el tearema del seno.

e _ b _ e
A " B " G
a0 tieno.
nd +senn
= o
¥ también

¥ trnastormando n producty 1 s o difeenciade

oy expre
sando sen € en funcin do 5 reslta
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.

que maestra el seorems

198, Fenumen, — En resumen hemos encontrado los sigulentes
grapos do firmuian:

(A+Bacmime
1 b e
[y Sy

b shea
Py samn
lalalb omme
= beonC 4 e
MY b e ¢ e
lelomn rma
P

L
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Potrinmos Baber obtenido Ias mismas relaciones deltearema e
Delambre. Ba efect, diiliendo entre i las relaciones (2 (1) del
teoremn anterio, se ien

wAZE o

\V

3 recordando que § = 900~ (A-+ ) e tieie )
a-n
a-b "5 "
T A o

Se pueden todavia obtener I mismas formalas par otro camin.

Sea el tridugolo ABC. Con radio o y cenizo en A tracemon unn.
cireunferenciv. Prolongnemos. AC basta M y X como indica In
agura 80.

“Traceunos BY y levemos ML paralela  BY. Tendremos asi:

<
o MOm o, -4

xe

©- B, B

O
1M = a4 0 0

>

B

¥ tifagulo MBO vos d
MO _sen i3

BT~
sen BO
c-B

ey e

™ 3
Teorema de Delabre)

¥ tambiéa de I igara, observando que low tringalos’ MCL y NCB.
con semejunten ol dngalo NBM es reeto = BML






cover.jpeg
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195, Trowsa (lamado del coseno o de Carnot): B todo tidn-
ulo, el exadrado de wn loda s igual  la suma de lov euadradon d v
otros daw lados, menow o dole produta de exos dos lado por ol eoseno
et dmguio opucto al rimers. — Sea un tiéngulo ABC y BIL I per-
pendicular ajada dosde ol vértico B (0g. 55). Se preden prosentar.

don casos,segin qie & sea agado o obkuso. Supongarmos primero ol

ngolo A sgudo. En estecasa, por un teorem conocido de geometras
tenemon:

# 4 3B - 2X0. 30

3 o trifngalo estingolo ATIE nos dn

X = KBeon & = con A,
¥ o tene
W= ecos A

o el caso o @

Lingulo A sen obeaso, s tiens andlogamente
B KO 4 AF* 4 950. X0, »

¥ ahora s tiene

XH = KB oos BAR = KB oos(180° — &) = = ccos A.

¥ roemplazando en 1)

=4 Gbecos s,
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1m0 libre del arco sl radio que pasa por el orgen. s postivo en
@1y  cundrante y negativo en el 2'y

Tangent e un arco e I parie de tangente geoméica n ol
origen e os arcos, comprendida enire eso origen y n ntersec-
cidn con I prolongacidn del radio que pasa por el extremo ibre
el aren. Postiva en e 173 3 cundrante, negativa en el 2y 4.

tangente e wrco s a parte de tangente geomctrica en
40 8 un cundrante del oigen comprendida entro este punto
14 prolongacidn del radlo que pasn por el extremo libre del
aro. s positiva en el 173 37 cnadrantey negativa en of 2y 4.

Secant de un arco o5 el segmento de a recta quo e el con
tro del circulo trigonométrico con el origen de lo arcos, com.
prendido entre l centro el iveulo I nterseocion con 1 tay
enteal cireulo e ol extremo libre el rco, Es positiva en el
17y 4° cuadraate, negativa en ol 2y 3%

Coccante do i axco s a parte de Ia rcta que e €l centro
el cieeulo trigonometrico con el punto situado a un cvadrante
el origen, comprenida entre el centro el cireulo y an iner.
sexcidn con I tangente geométrica en l extrem libre del arvo.

3 fici ver que esta deficion, exti en correspondancin con
anteior. Bn efecto, segin I deinicion wateror,teniendo en cuenta
que ol o vestor del punto M vale 1 (5. 7) se tieno:

op NP _AT
NP, eona= O o, tganpp ot

sens = M2

T

op _BK

ctga= 08 = PK ~os,

-0
conon =

Totas estas relaciones se obtienen ficilmente comparando los tic
mgalos semclantes ONP, OTA, OSM, OKE y O,
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192, Prosssck = En un tridagulo rectingul, la altura b y lox
lados by @ catdn en progresitn. geoméirica de rasin =. Calolar
tridngulo para wn valor dado de b, — Tendremos entonees

o omhr
bt
a= bt

o \e ¥ tambien

——
¥ reemplazando so tne:

e Aot Ao M
mens obie

PR

de donde

¥ tomaudo el valorpasiivo,

P
LIS

btene ¢, b3 a onfuncion delvaloe de h, conocido,

¥ laegoes ici
¥ do = calalado.

Suponiendo A=1 resulta -
B 519437 O = 38eL02

212 0=1272 b= 1018 o

s
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e da dos solaciones simetricas oon respeoto & OC siempro.

Muena <1< eend

problema tiene cuatro sluciones cusndo
AB<1<AC+ OB,
don soluciones cvando

AC+CB 1< AC 4O,

B
Refm am00%, 1=0.30m.

Se tiene

PO S

e

P

e i3

§ =1 emsustoree

(obien =

S tionen cuntro sol

ones y resulta

AB=88m AC+CO=10.00m

sin- amwe AB—seEm. 1=
o tiene:
3 T e -

que iy que reciazar

&= 10

20000 5 200%0

(obien = - 120%0)
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EETE

Luego:

2t
De dondo:
2tgptels

1R
.

tge g

0 tionen en goneraldon olucones. o

“Para que ol probleua sea posile,se necesita que

1280y
obien

w's

EL valor méximo de 5 estd dudo por

e

Cormesponde a:

Saae = 10%281
PN ¥ ol valor correspondiente do s
em s [P}
&5 b
Corresponde
¥ resulta:

B

e pue sesalver el problon geoméiricamente.
Para llo tomainos AC =y ou & sotrazala noral Ay. S¢ busen
el medio D do AC y sobro DC setra ol segmento capaz del Angalo 7.
Loa puntos B y B, en que I circunferencis corta a Ay, unidos con
 non dan s dos saluciones ACE y ACB,. Si a circalo reslts ta-
ente a Ay las dos solaciones so sonfundon en un sols; 3 5 e exte-
For, 0 hay solucion.
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Porker e gl CON i, ae tene ON = 3 e dngulo
ONC = C.Seado e usitero BMNO e, e tene

<
B+ NN = 1807

<
B4+ MNO + 0. 1507,

Para un valo de g, A queda sonsant, ocurre To
¥ eon M.

im0 con OL

268, Problema: Sabrewn cirolo de centro O radio R e dan dos pun-
04 Ay B. Encontrar sobre l ireulo un punto M fal que AM + B 1,
siendo 1 una contidad conocda. (0. 114, — Tracemos I bisetriz OC
del ingulo AOB y sen 2 el ngulo AOC.
Llanemos = l ingalo COM. Se tien

et

e

Lo primers nos da

ey

Queda dow solnchonessiméticas con respacto & O, siompre que

R

L seguna nos
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Eo forma audloga, trazaudo de O las perpendiculares sobre los
1ados by, obtendriamos relciones correspondients.
Bs der, que
a b _ e
i

o

1o que demustra o teorema.
De abf sacamos I dos elaciones

Era AR e
indopendientés entre i, ya que en cada. una figoran elementos que
1o st en 1 atr. Eeas dos telaciones, Junto con Ia conocida

A4Bio=1500

forman as tres relaciones fodependicntes que vinculan a los seis
elementos fundamentales del tridngulo plano.

184, Tronssca (lamado do as proyecciones): B todotridngulo
medida de cada lado o igual a 1 suma de o prodton d s otros don
porlon connos de us dngulos que éton forman con ol primero, — Ea
decie que debo tenerse

4= beos0t econB
b= coomd + acosC
e=acosB 4 bens .

o efecto, puesto aue

AtBio=se
A=1d0e - B 40)
1o que nos dn .

® +0)=

BeosO 4 sen Ceon .

% moltiplicando 1o don miembros por 2R y teniendo n enent ¢
teorema anteior, s tiene

a=beosC+ccosB
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Adlogumente, de ftringalo BAC, donde s tiene

BA’ = ccosB, BO = beos

Luego.

¥ por o tanto

S pede demostesr 1o mism geométricamente. Se tiene, segin
misma tgura

e e 1S _ve-ss
|

Los tridngulos ABCy ACB son semejantes or e
proporciouales ¥ comin un ngalo; luego

S—_—

Jrr——
ARG 5= B

Andlogamente, considerauio lostridngulos BA'C y BOA, setiene

B
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carfrULo I

GONONETRICAS DE 108 ANGULOS BN UN TRINGULO
cunLqumEa.

183, Toowsack (lamado del seno): En un tridngulo, los lados som
irectamente proporcionacea o senos de o nglos opusto y la el
cién de proporcioalidad e il ol didnetro

el civeulocireunseipto al trdngulo, — Sea
idngulo ABC (1g. 50, y tracemos el civculo

circunscripto de ceniro Oy radlo R. Trace.

mos del centro O Ia perpendicalar OF a Jado o

BO. Bl fngulo BOP tiene por medida el arco

B, vale decir la mitad de BNC. 81 ¢l dogn i

1o & ea agut, tene por medida Ja. itad del

1o BNG, o8 decis en este caso BOP = A.

En caso 06 quo el ngulo A 1ea abtuso, como ocurre para el tridn-
g0 BAC de a misma figura, e dngalo A’ do s tidogulo iene por
medida la mitad del areo BAC y en eso caso s tiene

~
OB = 150° - A"

Par low dos casos, e verifica entonces
enBOP = ten A,

En a fgurs, el tringolo rectingnlo BOP nos da
BP = OB sea 5OF.
. ~
Douds BP=% OB=E, HOP=A

7
Taego

S=Ruear, o
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260, Mostrar g Y alturas. AN’ BB y'CC en wn tridngulo ABC
aom o bistrices el tridngulo B cvyon értce som o pic e caan
alturas (05, 135). — Liamando , sl énguld CCB' xo tiene, en
idngalo CAB

O = 0ot &+ ¢ con' A — 2o cos' A = o cont A
Laego .

s aemA
Femx T aeos &

Liamando ¢ al ingalo CC'A, se tiena en ol trdngalo CBA”
T = ateosl B 4 oo A — Taccos' B = Vo' B.
¥ entonces

emy _ send
ComB " beus

-

¥ temiendo en caenta e teoremn del

Otra demostraciin, — Del tringalo ABC. Siendo

0 megeBocC

Gte=B4Cmine A
Py
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Pac ello, dividinos n circunferenci, en un nimero cunlquiera de
Dates, quo es mis comolo sean gaales, po ejemplo 16, como se i
dica on I fgura 17, e llamamos 1,2, 3, & - o
‘Sobro el diimetr AA prolongado wmanios on ee donde represen
Camos Ios ngolos 1, 2,3, ..en e escala cualquiers.y luego por cada
extremo del o, por jemplo 2, bejamo Ia normal MP sobro e di
et A’A. I cou’ e3 OP, valor qus Hevamos  nesto sistemsabre
10 normal 2 e 0,5, abteniendo us un punto de  carva. Repitendo

P

o mismo para 1ok dewia Angolos 1,3, 4, ., et., se obtiene I enrv
de T fura 17 La carva muestra también quela funcién es peroica
e periodo igual s uoa circunferencia.

‘e ve que el valor mixinio del coseno e -+ 1ol valor winimo.
s desi, que poremos poner para cualquier valor del ngulo

S1zemaze1,

3 10 tiene sentdo daeal coseno un valor mayor que +1 i menor
ue -1,

e de notar tbién que e cosen se anula para valores el arco

we sean un miltipl fmpar positivo o negativo.

18, VARIACIGN bk Lo TANGENTE. — Trucemos ol cirealo trigo-
omitrico  sea A ¢l origen do los arco. Hemos defuido como

tgam AT

Estudiiremos com varia AT con ¢l variar de 2 Casodo & vale
e, of punto T coincide con A  Ia tagente de 0°,vale cero. Cunn.
o croce en el primer cusrante, Ia tngente AT crece y es pastiva.

Poleanos calelar algunos valores de In tangente pars algunos v
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Liamando & a menor fngalo positivo engo coseno estd dado por i
) tenemos:

e donde

o+ wes.

i

o se calenta by

beasenB, o

B valor de 8 debo ser menor que 0
i valor C, debe ser poitvo, o que sgnifien § < 457
Liego delse tenerse:

emos supiesto B > € o bien

80> cos

e donie

Lo seguna purte d Ia deigunblad, s evident porque a y » son
poniivos y siempre so cample.
e a desigualdad

e I ol pas e ] problems paed rolvere 3 adnita
- e

a elucion. B e easo tiite en que # = “0% =1 1 tidngalo e

e, 1 clato que i 5o tiane I solain ABC de n figurs; done
1€, adite logo s solacion A, B, donde A, 65l prnto simte
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Do donde se obtienen ficlmenta las formulas que siguen, que -
suelven o problen.

. ..
o, ——
[

190. Problepsa I11. — Resover wn tridngulo rectingulo conociends
1 hipotenusa 4y l adio 1 &l cirwlo inserito.

Sh

ovien

¥ tambidn

De donde
w

L Gt s simétrica con respacto a By C, por 10 que podenos
auponer B> 0.
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ién.
1 st [2conta 4 (1—cost @ + 5 (1 con'e)con'a]

¥ simincando

cotafeosta + 1)
De donde
costa + eosta

s

Bewncion bicuadruda. Poriendo:

Wun
resnlta

donde no by que tomar en cucata el signo —, porgue siendo cosx
menor que o en valor absoluto, o mismo debe ocursr ara .
Luego

REEES L

¥ caleutundo el valor de 2 se obtiene.
e sei02,

Se pueie abiervar que  ea a parte mayor del radio diidido en
media y extrema rasén, tomundo el radio como
anidud,

Y BN
265, Problna: B wns e de radio Ry one | NG,

1100 (1 131), leear wn plawo secante AB do mo-
do que e coluoncn dlcono de virtice O ycuya base

el interaeciin de plano con ta cfer, sea il

alcalumen del sepmento férico. — Bl vclumen del  prns
cono tiene por expresin

Lem st e conn
Vo dem s

3 el volumen el segmento exterico

L
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3 presto que

AT, = aT,

e btiene
AT = AT, =p.

AF=AB=p-a=r

uego

T, = BT,

X de i 1 consiruceidn. Setoma un ingulo reto. Sobre sus aos
selevan AF = AE = r y lacgo 8 sntinuacion FT, = a y ET,

e

e obtienen con lus normales en F, E, T, 3 T, los centros O y O de.
s citculos nseipto y ex inseripto. Las tangentes comunes utero-
res o dn las dossolnciones del problema.

191, ProsLENA: Reoleer un tridagulo recingulo consciendo wn
catto by el ingulo  ue forma la mediana rlaica o s ctcto con la
higotenssa. — Conocemnos (Ig. 53), b3 5.

Liamemos 2 al 4ogulo ABD y tenemon

gre=B
»
et =t

»
R
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Luego
®ACO =

1
T

¥ los fugulus ACO y BCO son complementarios, e decir, que el
Angalo AB e recto y ¢l puno O se mueve sobre un circulo e dis-
metro AB.

Bl punto M, medio 0e O, s mueve sobre wna fguraque s homo-

tétcn, s decit, sobre ot circunecencit y 1a rlacion do bomotecia
T !

Fodriamos abtener el mismo resulado por oiro camino. Liamemos
aln distancia OM y tenemos

20=04, 408, =acos 5 4 bsens
oui

200 = ad cos 5 + b con .

Liumando z ey & s coordenaias el punto M s tiene

ety
sedeng o yedung

Luego

2y = ety

204y —ar by

Que represcata un cireul qué pasa por el punto O y calculando fan
coonlenas de su centro O, e encuentra

wr
aue son 1 lo que et do acuendo con

I solucién aaterior,

267, Problema: Calewar s divtancia del
punto wedio de wn lado de w tridngulo o
Lo recta e wne Lo piee do las aituras sali
o do Lo extremon de e lado (1. 135). —
Sen el tridngulo ABC. Los pies do Jas alturns sulidan de By O 0
encuentran sabre Ia. circanferencia e dikmetzo BC  a. En I G
30 e

OL = O sen ONL.
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086 A con respecton Ia mediatri doBC. En ol trngalo 4, BC, se
tlene que el ngulo al véstice Ces igual o ngulo B dela 1* olacio.

Sequnda solucion. — So pueden ealeulae disectamente los valores
by e. Bu cteeo, do I igura 81 o obtieae ficimente, siendo 2p
el perimetro del rifngalo buseado:

obien
biemator
 wtemés
Braoa

o tieme asf ua sstema de dos ccuaciones oon dos Incognitas. S
obtienca b ¢, caleulando s aices de n ccascién

Sttt

Geométricamente puede comsruirse el triogalo ABO (5. 51,
rmaando primero o tridngalo BOC, del cua s conoce KC = a, In
¥ el dngulo

00— B0 - g5

Bou +

So toma BO, so traz sobro ¢l ol segmento capas del dngulo de
135% y se llova la paralea a BC & Ia distanca r. Los puntos en que
encnentra al segmento capaz son os centros dea circunferenci ins-
cvipta para s dos solucones del problems.

e pueie también proceder enJ siguiente forma: Se trazasl it
o exnseipto sl fingulo A do centro O' y so tiene en In fgura 52

AB 4 BD + D0+ AC

¥ presto gue
BD=BT, y DO=O,
s tione
AB BT, 40T+ A0=1p,
obien

AT, + AT,

£y
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Licgo dele tenerse

etz 008 = (1 = o8 (2 + con )
o vien

(1= 00 2) 1+ con ) con 2 = (1 — con 22 4 con2)
A donde
ottt eosa~1=0
¥ resuta

sz = Z1EID
2

donile ay e desechar It rais negativa y resulta

K valo d cos e I pare mayor del radi, dividido en medin y
rena rasin, tomando el rudio como anidd.

266, Problema o tene wn sistewa d e ortogomates O y Oy (3.
152) y et méril On que pasa por OS¢
foman dos punton &y B s s s Oy Oy
repecisamente y dede clo s b las or.
males A, y B,  la et On. Buscar o I
gar de o puntos medion M el segmento A,B,
an el giva de 1o veta On. — Liamemos o
al segmento OA 3 al lado OB y sea 5 el
ngulo que bace Oncon Oz, Tomerwos & con
innacion do OA, 'l sogmento A,C igual
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3 procediendo en I misma forma, obtendriumos formulas andlogas
Dara by ¢, oque demnestr o teorema.

Estas mismas formalas pueden obtenerse directamente del tridn
aulo (8. 37).

Sen ABO el tridngalo y tracemon I altara AH, suponiendo que el
ceingalo no sea sestingalo i en B oi en C.

Pucden darso dos easos: que ef pie da la perpendicular AN caiga
‘sobre a0 sobre su prolongacidn, como mcstra I igura 8.
En ol primer caso tendromos

B0 = B + HO
y en el segundo caso
B

P
S tiene

BH = oot B
5 en cuanto o HO, en e primer caso

HO=beos0
3 on el segundo caso

HO = beos 1309 — ©) = — beos .

¥ en s dos cason
a=beosC +ocnB

5 anilogamente para s otros lados

boaenO+econh
—aconB 4 boos A,
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Sequnda solucidn. — o puede resolver o problems por otro camio,
para lo cu tenemos

e+¥ant
¥ tambic tomando ol iren

vo—ant.
¥ funtmente comiderando

[

S tiene un sistem de tres ccuaciones con tres incégnitas

Badaa,

Solucion grfcs. — Se pueie todavia sesolver el problema gréfic
mente. Consilerando en a1, 80}l tifngrl resuetoy prolongando
11 mediana m basta Py bajando 1 normal PQ = . s ve que con Ios
datos del problems se puede formar el tridngulo PQB, donde ex
PQ = Ay PB = 2.

Construido e trikngalo PQB con los datos del problems, para
ncontrar el vértice A basta traar una eircupferencit con digmetro
B3 — mi, siendo M el punto medio de PB. Elln enctentra I pa.
ralla & QI trazada por P en general en dos puntos Ay A, que srin.
dossalucionea el problr

‘Uniendo A con By levando por P Ia paralela a AT se encueatra
l punto C. ¥ Yo mismo con respecta al punto A

189 Probiena T1,— Revolser un tridngulo recingul, consciendo
Aoy B. o tieno

b= csenB, 0=90° B,

o= acnb, dmotgh
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Y resoliendo ete istema o ecanciones se obtene :

264, Probiema: Setiene wn sewicirevlo de cntro O y radio R (3.

180) Trazomon Lo tangente AT en Ay por el
punto B la scante BT, que forma con BA el
ngulo .

Determinar  de manera g el cotumen on
gendrado por o tridngulo mistilineo ANT sea
igual ol volumen engendrado por of ridngulo
mistilines AN, oxando la e da wna vucl
e ta alrededor de AB. — Debe tenerse cntonces

vol.eng. AMI = vol. eog. AMT.

10 que s lomismo

ng. BAT

vol.eng. AMB. o

Fxpresando abors l volumen del ono BAT y ol volumen engen.
drado porla rotacion del tridagulo mixtilineo BAM que se puedo
expresar como I suma del volumen el cono BME mis ol volumen
e segmento de esfera PMA, a6 tieme:

1 5 e

Vol AT = 13T AB = Semoig

vol PN = 2 BN 0 = & etz o',
2 Bt e

OLPMA = 3 PR’ + JaPN. AP = §oRisents + 4R sen'a cosa.

¥ recmplazanido valores en I (1) se tiene:
1 = 2enta conta + s 4 Suentacon'a.

¥ dividiendo par sew’

3 multiplicando por osts obtenomon

1= 2enta 4 costasenta 4 St costa.
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Bijemos del punto P las noruales PIEy PQ subre O 5 Oy.
Ponganos

PR=a, ORea, PQ=h 0Q=b,

X cogin e como v d o determinado P, s calclon o sulres

e fultan st conocer a3 . ¥ podenos poner = 2
sty mayans % (2L )28
3 4w X7 Figs -2 SEAT
Tenemos asi un xistem e dos connciones con ok neosise:

Resolvieuto se obtiene:

Y e el casnque Ssen s = 2 iy
s s salncion,

Contemplemon aora 5z, 120), 1
casoen que ol panto P sea exterior
Al dngulo yOs. Hagamos T s
s consideraciones 3. porgumos:

ra=i 0

Podens pone

2= e by spsena.
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Liego:

donde.
=
ST
Benplo: @ = 124230m, b = 124170m,
Sotiene: o b= 0.60m

og3(a ~ b= log 1.1

oomms.

loga = log 124230 = 300423
o
o Faous
Togaen 1 = onest
Saomt

e

186, Cuarto caso. S dan by e. — Las incGzaitas son a, 1 y C.
Se tiene.

et
[
b
e B
raims
\
"

0 by ambigiedad para ol cileulo o B puesto que debo ser B<90°.
Polri todavia caleularsc ¢ en buse  los datos por I formula del
teorema de Pitégoras.

e
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B

Liego so tiene

¥ doani

sen = 30%
sy

sy 4 30% _sen—den ot )
S v 59 s w0 )

3 transtormando en producto
sen (= 50%)con; _ con30°sen 8 — 30%)
) sen 30%oon (§ — 0%

e -0
wr T wa

Semyoon(=

o bien
w0 e ),
Fr T

De donde e deduce
oo = I 1

Wy Sty

Procademos en form aniloga par Io tidngulos DAN y BDN y so
obtiene.

e - a)
Luego
00
o vien
PR
Bl dngulo e
D = 1200

quiers decis que el punto § e maeve sobre el cireuln cireunscripto
Al trigngalo BOD.
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Eewplo: = 4072w, b=22030m.
| a=simm | b=230000
b=mpgom | =2 |
s C T

etg =0,
o= 2o
o= 500052

o= isom
S smzam

¥ en ot forma

PR e
ptstvied|

&= s |

[Cpp—
= sy
O = s
B = o0

5 = ooz we|

2~ 00103
S aaam9

En el caso en que el ngalo © resulte pequetio, e deci cuando
b dileren muy poco, e mis conveniente sexvi e camino sizaien
e So tieno,

o=t
¥ ntoncess
T—owC _ fa=b
I T,
» tambiens

1
zare}o=arcc.

oG = areC = C"sen 1"
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B - o0°

¥ aplicando el teorema dol cosens

B = o2 =T 4
obien

et
i

[

Pera g ol teorema del seno s
»

b

0o
e R 41 e0s 0 a0k Cleos A — B)

-
1 AW e A+ B+ con (6~ B
5 trantormando o profcto I v de cosen

(1~ §e0s A cos Bens

¥ fonlmente

ok con B

P

260, Problema: & tews v rombo ACD de dngul on A = 0%
“Pur el vitice A setraza wna recta . woril
alrededor de A, qu s cortada por o prolon.
guciin de 1o lado del ingrlo C e io pun.
fox My X. Uniewdo parn cudo.posiiin de
L vecta ow puntas My X con Dy B respe-
ivamente lossegmeatos MIDy B s coran
. Buacar L tugur geométrico delon pun-
S, con el girar d o ect o (15, 125, —
Lamunto 0l lado e rombo, bagamos

SHD =% BDS—B MACS
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cATITOLO 18

TRIENGULOS RECTANGULOS. CASOS N0 CLASICOR, APLICACIONES.

187. Hemos resuelto Ios cuato casos en que s datos son lemen
05 fudamentales el tidngulo rectingalo; son os Tamados cason
clisicos Pero un tridogolo rectingolo queda determinado, cuando
‘ademis del fngalo recto se conocen otros dos clementos cuslquiers,
on tal de que wno de dstos, por 10 menos, se linel. s laro que el
imero de problemas que s presentan es grande. Resolveremos algu

0 que servirn do gnia o por o menos para préctic.

188, Problewa 1— Reoleer untidngulo rectingulo comoiendo -
tura sobre 1o ipotenusa b= ATy la mediana que sale de B,
i = B Se tiens (15, 801

¥ reemplazando valores

»
oY

¥ expresano sen B en fancion do tg B y simplifeando so tien

BB (GhE — 4w B 4 4AT =0, w
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tlone Tugar cando s dos ountidades son iguales, e dec, que debe.
tenerse en ol mivimo V

seny

obien

Pero

e donde

v

¥ enonces

¥ etoncen .
e B BT

TR aw

X el e total i s dada por

R+ ) | R 41
i aie,;

§ - onR 4 2R -
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P

formala que no s caloulable po logaritmos. Se pede hacer calula:
ble por ogaritios. Para ello ponemos.

¥ poniendo

w

tenemos

8o vo que ol dugalo 5 calealndo por I (1) 1o €5 otra cosa que
fngalo C.

Bjnplo: b= 22030m,  ¢= 450.00m.
b=usom | b=z

o= as0.69 205002
PRy TR

e b — 062743

€= aaepygye [ N0 Z 90T |

T

EEETT e
S oezam| 2= 00103
o Py

B fcil darse cueata de Ia forma de proceder para ol edleulo, A Ta
quierta aparecen los valorc y & a derech los logaritmos. Puestos
s valores de b y ¢, e obtienen low valores de log b y log o. Hacien
ol diforencia log b — lox ¢ = logtg B, 1o que nos permite Lallar
con T tabla el valor de B 3 al miswo tiempo log sen B, Obtenido B,
se obtieno el complemento C.

Restando log b menos log sen Bse obtiens oga y sumandolog +
1. se btiene log b y restando a et valor l o 2, se tiene o 5.
Alora, o Ia tabla % obtienen a. 8.
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261, Problema e tiewen do exferas d vadion B y By y de centron
050, externony cuyos centro caté svuados s wna distanca d. Dter-

mivar sobre L inca de lon centror wn puato A tal que la sma de lox
<oma vstas desde & seam de drea winina. — Pongammos (1. 126):

-~ ~
oxe -

L suma de s supertcia e Is sonas iene por expresién

2R (1 —sen ) + 2ERH(1—sen 3]
e 4 20 — 0 [R sem 1 + Ty sen )

1 de 8, carresponde al misimo do

Waens B seny = F u)

e tiene ademés, paesto

ave

— @

¥ multpticando (1) (2] s tiene

e sy

RS R et

cayo miniamo, corresponde al minim de

cos ey
eny  iens

en decir, corresponde 4l miimo de o suma do dos cantdades cuyo
Drodacto es constante & i & R, Pero 3o sabo que esto minimo
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awe(63) - | os
Lol |

w(63) | oo

woe(s3) | oow [ oo (s

w12 | 1o
(o)
oo | swes!1%) | sosmn
v | soo 039 | o

Represenacion grifon. — ¥ oon estos valores, representamos
hora I curen que representa a funcion cos . Tomumos sobre e o
e s abseisas, en una escala abitrria los valores do .y en el fo
e s ordenadas, tmbién:en o esealn avbitraia, 1os saloes. del

Tendremon ust

L.

Bn forma aniloga a 1a que aplicanes para l seno, podemas abte-
e gréficamente I representacion de cos 3 en ncidn de 5.
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S0m B 2w,

0= 900~ B = %540

loga = 235207 logh < 230081
Togcon B = 09595 log.
Toge=2.65002
bm2030m B0 m g2 = 030105
Tog 8 = 474380
8 =s0143,00m".

Conviene ordensr los cilenlos nla forma que igue, poniendo a Ia
quierda de In finea vertical los valores reales 3 o Ia derecha los
logaritmos.

a=si0im b= 230001

B 2500530 | send = 00274t
= 2507

Omoatawsor | conk = 005095

be2gom [

o= ss060m

5 = 6143.60m"
184, Sepundo case. Se conocen by B. — Lus incogaitas son ¢,
©y'8.S6 teno en prime lngar
-
¥ o8 valores e a . s calentan por las ormlas
3
amgry  e=bagB,

et i, et dnta por

5=l

1
te=Jvagn.

B

B necesaio que b sen positivo y B positivo y menor que 90°,
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Resolucion do tridngulos rectingulos

182, Resolver un tiéngalo rectéugalo, signific caleular los
lementos fundamentales conociendo dos datos.

Los casos mis simples son aquellos en 1o cunles s dan dos cle-
meatos fundamentales del tridagalo, y pars que el problema sea po-
ble es necesrio dur por o menos uno e los lados.

Besolvercamos primecamente todos on cas0s que s presentan cusn-
@0 s dan como datos elementos fanlamentales del tridvgalo y luego
resolveremos algunos problemitas en que se dan dos elementos cunl-
quieray desdo Inego, por 1o menos uno, que sea una linea.

Las firmulas dol 1 (151) esaelven todos los casos posibls. Vere-
mos que sdlo € algunos casos s transformaremos con el abjeto
e bacer mis exactos los cilculos, pero en el fondo, all n exas fir-
mulasestén sesueltos todos1os casos que s pueden presentar.

X esos casos son enatro diferentes, sein sean los lementos cono-
eidos. llos son cusndo se conace

1* L bipotennsa y un dngulo agaio.

2 Un cateto y un ingulo agudo.

3 La bipotennsa y un cateto.

4 Los dos catetos.

183, Priner caso. Se conocen ay 1.
o tione en primer término:

Las ncgnitas son by e .

R
¥ vor as formulas
boasenn,
o= aem,

e caleala by e,
Desdo Inogo quo es necesaro que a sea una cantidad posiciva y
aue B sen un dngalo positivo y menor que 90°.
Para caleular ol drea S del tringalo,tenemon

sen B cos B
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Tenemos,tevzn
wOT en K resul

o or O paralla ST hasta cora normalmente

R

¥ es claro que

o resla fl) calealar

o 51 o 27,
(gtfoanens

250, e Sl it 542
u taen 4o mpuimtn okt 4B = 2
S0, de ginde coeidn, Buce 10
Soicion do w pein O dde o sl s 1
omeni o g dad . oo
et de O par i it Seu 0
T piion atd . oot s venlspmento b
i o fusal (. 133, Lamenes & 045 5 a fugalo BOA,

o ngulo que

wirra -t e

Siga bt et e =
v ot e

En geners s tenen dos soluciones. So puede resalver ol problema
cométricumente, razando sabre BO el arco capas el inglo . Lox
o en que exe rco corta 1 rectn s on solnciones del proble
51 ) o ex tangente & s bay v soluidn y u e €xterior no
Iy iz,

or ot purte,se obtiene
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o

En este caso ex couveniente wsar In formulas sigaientes, que no
exizen mi que dos logaritmos.
En efecto, tenew

e donde

Por ot parte e tiene

e donde:

¥ porlotanto.

Como puse verse,en sta forma sélo se buscan dos Iogaritmoss

lor 4 by logta— by
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1 s sen
ok

s

Hemos visto que ( 81)

Sen A+ senB 4 en

yrorel

¥ reemplazando e tiene .

(sen A b sen s

250, Probloma s Hallar o triingul, ta distas
el cotro de ireul circuseriplo y o punto do

cruce de lasalturas. — Sea (ig. 120 ¢ tridngalo
'ABC, 0 el centro del cirnlo cireamseripto y 1
e punto de encuentro de s alturus, Limare.
nos 2 I disancia O, que e nuesten incé-

Suponcmos conocidos los elomentos del tri. et
Angalo ABC.
Tojemos I normsl O sobre ol Tado & y tenemos
P
o = .
¥ en a fgurs e tiene ademis CHE = B.

Luego
OL = CHsca B = beos
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aniloga.

Henpl
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Py

[T
5 = 250063 m* [Fete B
Bkl 2

5 = S0

Donde bemos puesto 11 dereca s logaritmos.

185, Tercr cao. S dan a y b. — Las incigoitas som , By C.
S tiene:

B

10.qu6 nos permits caleulas B. ¥ o puede babwer ambigiedad, presto
ue dobe ser 1 menor que 90°
Por otra pate, los datos a.y b deben se positvos 3 a > 0.
Conneiéndose 1, e tene

©

By

betg.

¥ e ren § tondrd por expresion

be= 10t tg

B el por s formulas que anteceden se aconsea cusndo Jos
datos son, e lugar de a y b, sus logaritmos, porque o exige mis que

 cileulo de log otk B. Cuando, como ocurre en general, 6 daa lo va-
Tores o0y b, e necesario busca tes logaritmos: losdea, b y ot B,
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A 258, Probiows: Liamendo D, . y ¥ o los putos de conactode los
1 tato de wntriinguto ABC con ol cirewtoinseripto d centro O y radio

r, demostrar que I selacion de las reas de loe +
idnglon DEF al drea del tridnguio ABC e

Uniendo el centro O con Jos punton de
o contacto D, By Fy Tlamando « al dres

DEF, descomponemos sl trisngulo DEF en
tre,cugasdreas s (. 123):
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3 anlogumente

)
aup. DO = 3 sen

von 1
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Lego
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result que el arco ex igual al ngalo medido e dianes. Diremos

indistintamento el arco AM 0.l dngulo AW o ol ogulo s
Sea #e I recta que pasa por o oigen
e Tow arean.

P cutivos. Las orlenadus de lon punton arri.

b del e o' s consileramnos postivas,

Tas medidas debajo del mismo e s con

' slderamos negativas. Tracemos I tangen

o “togoométrica = en el origen o los arconal

cienlo trigonométrio. Las magnitudes

mediian sobro I s et A= 1 conideratmos positivas y 1 medi.
assabre I semi reta A7 como negativa

:7i P e I et o s
\J

‘Consideremos aliora e arco AB igual a Sy en e punto B racemon

I tangente i ul circulo. trigonométrico. Las magnitudes medidax
aobro I sem.secta B las consideraos poscivas, las medidas sobre
Ta semireeta B’ como negativus. Trazando 1a normal yy'al o #s
que pasa por B, las magaitudes medidas sobre I semi recta Oy son
positivas y as medidas sobre O negativas.

“Trncemos la angeate a circulo en o pusto M que corta & 5 en S
yawenn

Liovemos ol ralio OM y prolonguemos. Corta en Ta sy en K o
¥y bajemos do 3 I normal MP al o 7.

‘Detnimos altora I lineas diciendo que en el irelo trigonomé-
trieo 9)

sen = NP, conz=OF, tga= AT,
on

Clg = BK, seox= 08, coses

s deci que

e o un aveo o I prpendicalar bajada desdo o extremo
Hibre el arco al radio que pasa po o origen de los areos en ol
circulo trigonomtrico. B8 positivo en el 11y 2* nadrante. No-
Fativo en o 30y .

Coeno do un arco a n distancin dosde ol centro del cirlo
trigonométrien al pe de I perpendialr bajada desie ol extre.
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Bouscion bicnwirada que nos permite obtener B

Los valores de T, dados por Ia formula (2) deoen ser B < 90°,
forma que iy que tomar 861 los valores posiivos do tg B sucadon

e 7B, B problema tends tantas soluciones coma valores postison
para tg B nos dé I (2
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[ }
e donde =S (amoship bl (4
-, D hr
) (72
ot atvont_wpza, (T

alo docie :
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263, Probioma  Se dawn dogulo yO= = a y wn puto P, Trasar por
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uncalor S, — So pucn presentar dos cason:

1° Que ol punto P estéen e interio el ngalo %, y 2 queesté
fuern.

Consideremos el pi

easo (i 125), Sea AB It rectay llmenmos

r-os
on.
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prolonga D — BD y s tiene el virtice O del tridogulo. Uniendo
X con O se tiene el triingalo ABC guo resuelve ol problema

Ejerciio: Sea ma= B, mo= Om, m. = T
Calealando resuit

T 5y 2=

Laego
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¢ =i =
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Tom.

255, Probloma Dada una rcta ATy un pent P obrell,sitvado
Losdistanias ay e Ay B, determinar o curea que dscibe cl pusto P

cvando Lo extremor A y T ¢ mueeen soire dox
s ortogonals 3 ¢ yy rspectisamente. —
Liamando « o ingulo ABO,y 8 ¢ 3 son

E 108 coondenadas del punto P, se teine
P wne Teams,

I3

f= ot t st e

5

L carva que descibe ol punto P es una elipse de semi fes @y b,

& 256, Problema: Caleular l dngul 23 que forman ntre i Lo tan.
7 gente comuncea don circwnferencia de radion %y v, angnte eterior

mente,— Sean 1 crennferenclas do centros O 3 O do adios Ry r
22 a agalo de la tangoates connaes STy ST, (. 121).
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Y 4o Siendo 8 o dren el tridngulo,se
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Recardando que S = pr (x* 217), sendo el radio del creulo ins-
cripto, s tiene 27 ¢ N
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mun:l—nw-x—mmni Enprenp =0

obien

A+ _sen(p— b+ sen(p — ) e prenip — )
3 (o

3 transformando en producto 1 sama de senos y teniendo en cuenta
el valor del adical, s I 3 del grapo VIIY (o 305), se tiene

obien

3 resiten

Procediendo en orma andloga y desarrollando sen ‘;!
ooB By on A=, ene o igiente gopo ds ormuan

conocldas poe firmulas o andlogas de Delambre.
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S teneasil problemn decaleular do dogalos 3 y &

e conoce  yo producto de tangentes tambiéa se conoce (1 142) Y

conocidos B y C yu e fieil resolver e ridngul.

252, Probiema : Reolser w trdngulo onociendo en lado , L bisee

& trisdel dngulo opueto by el dngulo & que v

biscetrie forma eon el lado dado. — Se saca de
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y o= et
¥ por o tanto, de o misma fgura
o _ n
o
3
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g
e
setene
aghmm S e,
e
obien
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170, Tuokesa : En un tridngulo rectingulo, vn catto e igual a
productsde o Nipotensan po e coens el ingulo adyacent o por e
seno 4l dngulo opucsto. — Sen o tridngulo
1 rectingulo ABC (1g. 78), rectiogulo en A.

Tendremos:

A=, GB=a

B T4 Resulta que OA es la proyeceion de CB
e sobre A3 tendremos por ol teorema do las
progeccioncs,considerando’ poligonal CBA

o resultante CA.y proyectando sobre CA

T& = Theon (04, OB,
7o comiglente
b=aenc. w
Anilogamente e probari que &
o, o

ingulos B y © complementario, enemos quo

coun

c0r0 = sen,

¥ reemplazando en s formalas 1)y (2) s tene anlogamente :

barenn. @
o= asenc. @

L irmulas (1) (2) 9 (1) demnestran el teorema.

Gbsrvacion I, — L dos firmulas: b = asen B y ¢ = asen €, o
dentemente son independicates enre s ya que en cada unsde e
aparecen lementos que 0o figaran en I oten.

cas do firmalus, Junto con n condicdn deque A-+15+0150°,
condicién que por ser A = 90° s reduco B+ © = 0%, constitn.
yen el conjunto de tres formulas fodependientes que zesuelven el
idngalo.
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aue podemos eserii

AP, = WP, = PQ, = o

Por otra pate,so tne:

b= b= ko= 28

¥ dividiendo miembro a wiewbro

A _b e _3s
A e

Siendo los segmentos P, P, y PQ, proporcionales a los lados

el tridagalo, st constraimos un tridngalo

(1. 118) cayos Jados scan P, PN, y P,

éste serd semejante al tridngalo buseado.

Sea AB,O, el tridngalo que asi se obiene.
Tragando su altura AH, 5 levando sobre
ella ol segmento AH igual a &, 3 trsando.
por HIa paralela BO & B0, ¢ tridogulo
ABO que asi se obtiene s e pedido.

o puede proceder tambia en la siguiente
forma: S construye un tringalo cugos ados sean Iasalturas b, Mo
e Linego se trazan Jas alturas do este trigngalo, que lamaremos
k3 Ko

Constragento el trifugalo de lados Koy Vo y Koy exte tridogalo es
semejaute al tridngalo buscado.

Pude darse todavia otra solacion. Se tiene:

P

e xe prede escrit

EFS

Liego el eringolo que ieme por lados Tas inversas do Jus altaas e
cmejante al trdngulo buseado y por 10 tanto sus Gngolos seri gui.
ek Bl probiema queda reducido a resolver un tridngalo del que se
conocen sus tres ndos. A

1 1
WOW W
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xx1.

o

®

Conoeidas como firmulas o analgias de Neper, Cada un vineula a
cineo elementos ddl tridngulo,
Dividiendo la (1) por 1a ) o 1a (&) por () o invin

xx1

Que dice que 1a tangente de Ia semisuma do dos lados es 8 In
tangente do In semidiforencia do eson Indos como n tangente de I
somisuma de os fagalos opncstos e In tangente do I semidiferen
i do esos dngulos

320, Fomerias o Rer. — Do las analogias de Delambre so
‘reden abtene oteas firmals dacas por Friedrich R, que sn
ser tiles para Ia resolacion do tidngl

Para ello usaremos a sigaiente abrevia

Ata=uy Bibmdy,
A-a=st, B-b=dd,






index-237_1.png
CAPITULO T
RmsoLvciOx DR THIANGULOS

177, Notacién. — Designaremos en general, un tridngulo con s
Tetras &, B, C,colocada en sus vérices, Los tres inulon medidos
en grados sexagesimales o designarén po 4, B, €,y I lovgitud de
s llos opuestos espectivamente por a, 4 . Bl ren a desiguare
nos en general por S.

Rl radio del cirealo inseripto por ry e del cireanseripto por 1.
Los radios de los circulos ex-inseriptos opuestos a los vétices A, B
5 C low desiguaremos respectivamente por . i, .

Las altarms correspondientes a los lados 4, y  la Uamaremos
eospectivamento por Ay ke y A 3 andlogamente las modiansa por
o i L Diseeices Tnkeriores por b by by s isectrices
exteriores Do .y Ui y Ve

Resolucin de tidnguls planos

178, Casndo e tridngalo es rectingulo, lamaramos A al dugnlo
eccto 3 @ Ia bipotenua. Bs claro que podriamos considerar a estos
ceiimgolos como wn caso particular de I resolucién do trikngulos
planos en general.

Bastaria en I formulas que restelven ol tringolo en general,
Hacer A  90° y simplificar s ormalas. At a iesgo de repetr en
< fono las misms o 3 & 10s efectos e ser mis claro parn ow
Tectores principiantes, expondrenos & coninuacion n resolucdn de
esto tidngalos, dando agunos jemplos prictios y algunos probl.
mitaa vineuludon a esta resolucin.

En un tidngalo rectiugulo tenemos cinco clementos fundamenta.
s variable, considecando cono lementos fundamentales lot lsdos
3 os ingalos; éstos so by &, B y C.

Vamos & deducie relaclones enire estos cnco clementos tomadon
o tros en tres.
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reemplazando eston valores en I firmula de Heron se tiene

I3

| b ) oo 3 e o S
:
s |/E-RE-3)
2

g porne? 1 163

Para que el problema o resoivers, debe tonerse:

a<bie bate y e<atd

1o que equivale a decie

Bl problema puede resolverse geométricamente an
foron.

LT ——

3 Fude ccatro 0.y adio Ry desde uo pon-

2 t0 Py con radios ko by ke s0 corta a In

circunferencia en os puntos M, N Q. Se

prolongan P, BN y PQ hasta encontrar

¥ Ala cireanforcacia en los puntos My, N,

P va

Digo que los segmentos P, PN, y PQ,

o proporsionales los Indos del ringolo. En efecto, It potencia 4
el punto P con respecto a I cireunferencia e

PMLPM, = PX.PX, = PQ.PQ, = ¥
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s el rocorda esté grupo de formls. Bo efecto:
"9 En los pimeros miembros stén los tes 4ogulos,  en s se-
gandon los lados, con esta disposicicn

Am .t
o B

) Las nicas lineas que Bgaran son sense y corenn. K low prime-
ron micmbros laslineasdel mumerador y del dsnominador o, con:
Plemontarias 5 en los segundos miembros son iguale.

9 Considerando s numeradores, a un signo mis de un mismbro,
en el oo se tiens un coseno y reciprocamente a un coseno en un
miemibro, e otro s tene signo mis. A un signo menos en wn mion
bro carroaponde un scno e el ot miembro § reciprocumente 8 un
seno e un miembro,en l otro s tiene signo menes.

319, Fowvies oy Never, — Dividiendo lu primera form
o Delambre por Ia tercern ¥ a sogunda por Ia cuarta; y divi-
diendo nego 1a canrta por I tercern ¢ fuviriendo Jos términos 3
dividiendo fnalmente 1y segonda. por a prinera o fnvirtiendo los
términos s tene






index-33_1.png
s 2100 = con 4

3
B

08 270° = can

¥ cuudo el ingalo erece en ol cuarto cuadrante desdo 270° 43607,
e coscno crece desde cero busta + 1. Y podria abtenerse

[P L
o oo 12 4100
ot e 3w 4 oo

con 3300 = o8 15— 4

=+ os0

con 300° = con 25

4 4100,

51 5 sigue aumentando el valor del dngulo ol coseno vaelsea reto
mar los mismos valores que al empezar. Resalta asi ol ooseno naa
fancién perioica de periodo 360° 6 2y podemos escrivic

con (2 4 2) = con oy
donle e un némero entero conlquios, positivo o negativo.

Poemos resunit los resalados que hemos obtenido en ol o
ente
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313, Haciendo "

== Pen(F — Aeor (P = Ben (P =)
tenemon

e tiene:

con(P - A)tg R

xix.

con P~ Bytg Rt

Versmon mis adelante que B es ol radio sférico del ciralo cie-
cunseripto e o triéngalo (1°355).

315, Transformacin de ot firmulas que dan el coneno dewn lado.—
Tomando a 1*de grupo I (219, s tene

ensa = cosbcone + senbacnocos A,
aue puede ponerse

conbfom 4 28 o 4] = conbfone g boon A mench
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249, Problema : Resoleerw ridngulo, conoiendo e dngulo A yion
Disetrics iterior y ateior del ingulo A, gue designamon con by
biseetices son 1" 225 y 226

o tienen dos ecuaciones con dos inedgaitas b ¥ ¢ y o8 claro que
¢ pucden as calealar by c.
‘Podemos, sin embargo, seguir otrocamiuo. Dividiendo esas expre.

siones ento i, s ticws

b _bee wenB —en €
e Eor
obien
3 puesto que.
it
o
Caleulado

iene By Cyluego,paracalular Iosado, s iemo e Bgara 114 qve
en el tridagulo ADCse conoce el Ido AD:

tinploCaD =2t s

puedecateular b yen forwa andlogac, tomando
el widngulo ADB.

S0 pueds resolver 1 problema geométreaments n Ia siguiente
forma (05 119):
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Pacien caleularac valores numérioos do I secante para wigunos
Angatos en particula. Seria muy el obtener, po ejemplo:

sector

2
w0 =2 g
H "

o s

¥ construit i In curva que representa. grcamente a Ia funcion
sec s con el variar de 5. Se obticne una carva de Ia forma de hu

gura 25

i laro que tambidn pods
oo estr I igurs 20. .

S prooeds en form. andlogs que pars scs, co, et y 6 lovon
‘comaordenadas s maguitades tles omo OS. Pero polonundo OM

lacersa con procedimientos grificos,
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& ea l doble do O, AP se tiene ast o trdagulo ABC buscado, o tam.

bién ABC,
251, Problema: Revoleer wn tridngulo conociendo ta supefie S,
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: o102 coxn o s s
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bro AD y AD e llevan fespectivamenta 143 longituden AD = by
D= b7, La recta DI determina sabro los Iados del angolo A Jos
Virtices B 3 © del trngalo.

¥ 1a Bgara nos da ahora

Pero

Tuogo

qus o a relacidn (1)

250, Problena : Reaoler un tidugulo convcindo el odo 3, 1 suma.
bite Ly radio ru del ciroul cnscripto en el dogulo A. — Se.
ane, siendo 2p el perimetro (v 219)

w

B2 e bt 376 ot v o e s
s .03 i 1 o e s ichn i
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oo eSS IT S tncniny sk, w

o tanbien
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cosle = ) = SR

@

L (1) permite cateular oy 14 (2 cleular .
Primero hay que calelar 3.

316, Tramformaciin de firmulas que dan e cosens de v dngul.
Tomando la 1° del grupo V1 (o 285)

08 A= — conBeosC + sen B sen Ceona

puede escribirse

gy
[ -
TR —

o intevdusiendo un ngulo suxilisr do dleulo 7, tl que:

= tgBema,
B
conn = 2B
o0+ 9
obien

317, Tranformaciin de as firmula que ineulan cuatrs clementos
conseeutivar, — La yeimers del grupo V (4" 284) podemos escribirls:

senbetga

sbensC 4 senCotg A,
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4 abacisa 2 & In ondenada .

5 radio veetor =

abscna 5.

° raiio veetor ¢ 1 ontenada y.

son las seis funciones trigonométrions o iax o
uncionce goniomticas el duglo x ¥

e liawan respectivamente seno, couno, an- f
gente cotamgentesecane  corcoante, que se

fadican en forma. sbrey

etg, see 5 cose. =
Tenemon ust o
senz=t, cona=? tgx=y ctga=t seen
B o T

Hemor dado asi na defnicién de I
e acostumbra a lamar al

fanciones trigonometricas.

sen, 15 y e s inews
yal
con et y coneo s colneas,

Nosatros nmarernos  todas las licas trigonsmdiricar,

15. B laro quo pueden darse oteas deiniciones do estas mismas
funciones.
Daretnos otra,solimente a los efecton e aclurar conceptos
Tomemos el circulo orientado de cento Oy radio g = 1, & decis
o ciralo trigonométcico de centro O 3 sen A el origen do o arcos
Sen M el mvil queoriginn 0s arcos e suponemos se mueve en el
entido postivo (i, 7). E1 arco AM mide el ingulo s, puesto que

arco = mudio x fngulo ¥ p=1,
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Luego s

¥ andlogumente

ABO o tridngolo cuya tres medisnas seat e mey e, Qe 80 cortan
en un punto G, cuya disancia a cad lado e
igual  un tereio de 1 mediana (g 119,
‘Prolonguemos AD en un distancia DH = 1
. La fgura BHCG es un paralelogramo por
cortarse ns dingonales en partes iguales Lue-
o ¢l tridugilo GBIL es wn tringulo cuyos tres s
Tudos son guales reapectivamente.  lox dow
tarcion de cada mediuna. De ab 1a constraccidn, Primero 36 constr
o el trdogalo GLH con Indos

2

o te, w0-tery bt

H

S pin 16 gt O =G = S 0 im0
‘vétice A del tridngalo. Se nne al punto I medio de GH con B y se.
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Son tren relciones independientes entre los cinco elementos
B,C,a, by . Yo podria encontrarse otra firmula independiente de
elag, porque i existicse, s poiia resolver un tridngulo rectdngulo,
‘conociendo ademia del &ngalo recto, un slo elemento fundamental
6l es imposible: Caando s6lo se conoce elementos fandamenta-
e, hay que conocer dos de ellos  no ms e dos, ademis del dogulo
recto A

Liiogo las formulas b = o8 Oy ¢ = acos B son uni consecuen-
tia do b — asen By 0 — asen , lo que resulta evideate recordando
Que B 4.0 = 90",

Obsersaciin T1, — Las relaciones que nos da ete teorema pueden
servie para deducie el teorema de Pitégoras.

En focto, omando las formulas 3) ¥ 2)
o dan, ensdrando y sumando:

4= atsent B 4 0t B =
Poria todavia obtenerse lo mismo por rem
otro camio.

i efecto, sen ol tringalo ATC (g 79, rectingul en & y truce
mos Iaalturs, ATE sobre Ia bipotemusa, e tene

amBR4TIC,

¥ siendo lon trifngulos AHB y AMC sectingalos, se tiene por

B < ccos B, HO = boos0.

@ oeas B 4 beos,

 mltiplcando por a se tiene
@ =b.acosO ke.acorB,

¥ teniendo en cnenta I

formalas (1) y (2 e tiene,
e

180, TRowsxa : En oo trdngulo rictingulo, wn cateo a iguat at
producto delatro catto por la tangene del ingulo opueat ol lado con.
siderads, o or el prodeto de o cotangete del dngulo 1gudo adyacente.
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X tomando In segunda formala de Delnnbro (XX, 0°318),sotene :
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remilta

G —egGonw@-d) @
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S ) U )=t E @A) 6
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- ez~
(450 1+ 4ot (50 4 1

Y
a o

fando miembro a miembro1a (5 con a3

s o) g (5= ) g (4 ) g (= ) (1)

Dividiendo 1 () por I (2

4D - d) = 1o 4 1) R0

e+ d) g - d) @)
En 1 misma forma, maltiplicando 1a () or 1 2

w0, = g

)RS+ 0 g5~ d g,
W - dmn) ©)

Yai

ondo I (3 por I 2)

= g = s 4 d) 13

Las cuatro it relaciones son as lamads formls de Reidt,
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7. DIVIIGN DE Awcos. — Bl problema de I diviaion de arcos
consiste en o siguiente: Conociendo las lineas del areo 2, caleular

Vo s a0 & done G I vlore ntron 3,

i problema en simple para » igual a una potencia entera de 2
pero, para atros valores de %, condace en genersl & ecnaciones del
srado superior a 2

Hesolseremos en prime lngar los casos s imples.

1 Conociendo ol valor de sen 2, callar ol ralor de

sl oy oy

Tenemos de acuendo on la ormala 1 (1 69)

¥ haciendo 20 = x, so tiene £

sen = 2 senSeon S w
¥ también se tiene
sont§ 4 cost]y )

Tenemos at con 1)y (2) un sistema do dos ecuaciones con dos in-
bguitas, Ias quo por sum y resta nos dan.

3 eots 4 2een ooy = 14 sen,

PR

o

on® 1 = sens,
-
[EETe e

(s} o) =1~ s
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op, - - or,
or, = - or,

Observando I figara o por s frmuls, e ve que los cuatro vl

ron que s tene parn o son % son iguales aJos enatro valores que.

H
se obtienen pars ol cos 3 aunque o se corresponden entre . S tie-

o WP, = O,
M, = OF,
P, = OF,
P, = 0P,

o que por ot parte también indican an firmvlas 5)y (4.

Para calealartg 5 tenemos:

P BTy e
B3 s e ma 1w
H

[ T F———

enatro alores distintos para tg 5.
Sin embargo,  observando I Aigura se ve que s tienen 4o dos

lore iferten ar 555 o fect, 1 5 d o o con e

1 i 1y €4 e, o miomo s oo om
Srema e 3

or ten part, e deuce 1o mismo de s series de ngalos 5 que
hemos dado
i
3 _s
it
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de donde: .

¥ sumando y restando se tiene :

wen = (T ), )
conf = (TR 1T @

S0 obtienen astcuntro valores

ara sen s 3 cuntro valores para

e thll anontra n o st etgonomiro, o sxplecn da
[T B S —
59000 OL et sl sn . L arens cugo s e 1
et s po s

o s v

[

¥ s arcon miad correspandientes son

)

La primera ser corresponte  10s reos con rigen en ol punto A
5 extremo libre en los puntos M, 0 M,; y Ia segunda corresponde
108 arcos cuyo origen e 6l punto A y 8u extremo ibrs en ¥, 0 en

Mo Se vo que s tienen cuatro valores disintos para el

e
o o e yre g o, A n 1 s o
——
oty
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Tendremon:

5 aueremos

o claro que emcontramos n clo valor para cada uao, que son preci-
camente:
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310, Anélogumente tenemos

sindoBod
bRt

2o 1+

obien

4 _senBanG oA+ conBeonC _ cov + cos (B~ 0)

2o en Baen G Bt

¥ teansformaundo en producto 1 suma.de 10s cosenos, e ien

At O A+
P sk S

obien

donie iy que tener en cuenta 110 el sigao més del radical, ya que

o 8 siempre positivo. En forma andloga

o con e I mitad do
o od
e abteniia con y o8

Dy —

s

311, Dividiendo ordensdumente cuda win el grupo XII por
end una del grupo X111,

Donde slo ey que toner en cuenta e sigao positivo del adieal.





index-103_1.png
—an—

Todos 18 de I primern serie tienen In misma t,y todos los dela
= también otra misma tg.

¥ fnalmente, eso prede obtenerse ‘de lat firmulns que dan

e}
En efecto, tomemos nbevameate

Multplicando numerador y denomuador d la it por — 1, e
emos I 1*y moltiplicando namerador ¥ denominador de Ta 5+ por
=Y abtenemos T 2.

‘Cuundo s da,solamento l valor del sen %, 86 enenentran s ol
cianes que anteceden. Es elaro que si se da el arco, I solncidn ex
Gen.

|
v

Fjowplo 1, — Supongumos sen « =

e ten 3y €08 5 ¥t 3¢
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¥ aquellos con ol mismo origen A y extremo libre en M dados por

¥ los areor witad corespondieates son
respectivamente

L primera corresponde  os arcos con exteemo libre n M, y en My,
I segunda aecos con extremo ibre M, y M,
Pero e fcil ver que los arcon

[P ————

rafunod

enen el wistmo cosens, ¥ Balments que 1os reos, que tlenen extre-
mo lbre en ¥,y 3, dados por

Sarimadimadie
tenen 1o misi g o o que los areos con extremo en My y N,
que son dados por:

mefam-dm-d

tenen I wisuns tangente.
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72. Calewlar s lineas trigonométricas el arco s conoce

3
Tenemos segin I relucicn:
5 thmbién sabermos
¥ se obtiene:
Bl
De donie:
w
@
5 dividiendo entre i
w ®

¥ e claro que ko serfafiil obtener cosee’y seey et 5 aue som

respectivamente as nversas do los valores do sen 5

3emdyigy
e v por las rmalas (1), (2 () que dado el valo do con & se

abtienen dos valores igusles y do signo contrario para sen’y con§

ek

Bs comodo ver en ol cirulo rigonométrico, edmo apareoen esos
salores,

Daco el valor de cos s = OP (1. 60, exiten dos seies de arcos
que tienen por cos l valor OF, aquellos que tienen origen en A
extremo libre en M, dudos por 1 sere

204 O
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Do donde e obtienc:
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jenplo 1V, — Caleuar n derivada de

1
yeuwk

1
e Ly entonces y = tgw

Hemos estudindo la variciones de sen., cos., t 2, con el variar
e 5. s interesante y moclas veees de iportanda el estudio do n
sariacién de un foncion v, que sea funcin de expresiones trigono-
métricas, donde a variable = sea un fgulo  area. Besula do interés
seBlar los valores particulares que puede tomar y, por ejemplo 1os
puntos de méximo y minimo, 08 puntos de inflexion... En genersl el
trazado gedfco de I fancién rinde buenos resltados. Estadiaremos
a italo do ejemplo,algunos casos sencillos.

162, Batuiar y ropresentar Ias varincionesde Ia funcion,

= sens 4 con.
56 pueds poner

y=sr e 43)
T —
wmsns
wowmfsrd)

3 resalta 1o suma otra sinusoids
Bl figurn 75 s tenen las tres sinusoidales.

1o I curv OATBSr..
o v %

PR

¥+ crAGDEBIE..
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CAPITULO 1V
OTRAS PORNULAS DEL TRIANOULO SPERICO BX GRVERAL

(FORMULAS DB DRLANNRE ¥ DE NEPER)

308, Espresitn de dngulon en funcion e ladot, — Las foriuls del
geapo (1270}, vinnlan o trs Idos de untidngalo con n dngalo.
Pormiten entonces caleulae Ios dngalos de un tridngalo cuando se
‘conocen los tres ado. Pero Ia expresin coseno del fagulo:

cona =2

— conbeone
Seabne

0 e caleulable por logaritmos. Vamos a obtenes formulas que dan
1os fugulon en funcidn do ls Iados, pero que se pueden cal
Dgaritios.

En efeto, ecordando que

_ cona + conbeoso _conid ) — eona
BT Senbsene

o bien, transformando en producto Ia iferencia de cosenes,

Hhoea-bie

2uen®
aen =

Haciendo:
atbs
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204, Goométricumento se reolverin ) problema c Ia siguicate
forma: e toma BO = 0.y sobre 41 s traza el segmento capaz del
ngalo A. S traza una aralcla g I distancia A, do 1O y los pun-
tos Ay A, en que cxs puraleln corta al cirenlo nos dan, unidos res

pectivamente con By C, las dos soluciones del
problema.

Trazando I mediatrz do BO que corta al
cegmento capat en M, pars que In paralla g corta
alarco s necesario que . sen menor o gl que
MP. Pero del teingalo BMP sacamos

e P Sated

Tnego para que e problema tenga soluién, e necesario que

<Saed
hsgey

aue babiamos encontro,
Drobiema.

an,
e donde

o

5 también
@B hecos A = (b4 o — 2hol 4 cun )
de donde ’

[T

frr—
[

o que nos da,segin (1)

LA
e

o

a

[ e

oo ffar— sresard
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o cumio 25— ¢ y por

Lo funcidn y pass por un i

164, Variacion d ta funcion:

eone — 2amma,

Siendo cos 22 = 2ons’x — 1, e tiene

v et 1 ~ 2eoss
o tumbién
= 2(ooste — conn) -

nall — 2cons)

e xeamula; bien s parasen £=0 6

b para 1 -2 on 20

oseacosz = § y o o 20w
En e intervalo de 0° 0 300°, I derivada se anula para = = 80%,
£ 150%y £ = 300"

Folunos todavia caleular valores de Ia funcidn 3, y se iene el
signiente cuadro

|
|

o | oo | o
\

T | ohe | i
e | | i
ey 0.7500 +2.092
T | o | iie
s2) ) o8
e | e | e
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Se pueds resolver geométcicaments ol problema en la
forma.

o toma un segunento AD gual b B el punto A levemos uni
perpenticular AN & AD y trazamos uoa recta DY, cualquiera sea el
panto X,

Sobre ella doterminamos loa puntos
B,y 0, de modo que NDB,C, formen
un conjunto harmdnien, cuga rlacion

sobro A, e sogmento AB = oy so- i
bro AC, l segmento AC = b,

247, Problema ; Revteer un tridngulo dodo wn lado a, f dngulo
opsto Ay la uma. de los cuadrados de lo ofrosladon B + & = .
Tenemon

(4 o =+ 20,
0= e = 20

Perodo
@b decosd =~ Fecand,
woat
o T2,
lacgo

O o =t 4

Gy 2
Lo que nos permito caleular (b-+ ¢) 3 (b~ 0y porlo tanto by &,
5 Inego por ol teorema del seno so caleala B y C.
Pars bacer calealable por logaritmos a (b + ) y (b — o), podemos
ponet

Wodt (ot e ),

AT A

¥ baciendo ahora,

e remia bt
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Donts by au tn e cuets o o ign i 4 i,
Jortu tvlrde ol ez s 180 oo st s mmr

que 90°. Procediendo en forma andloga. con Ia 2y 3 acl grapo I,
o

e et st s oo 0018 eieme

[ o EEEIG S,
e s
R Y )

3l

Iy
Lo =)

306, Dividiendo ordenniament las formulas del grupo VI por
Tas del grupo VI, s tiene.

[ ==,
\ 5 = g o w
ix ey = aenty

Do - aun(p )
' ®3 senpaen(p — 0)
O_/Enty
3 Senpien(p - o

Férmnlos que permiten calenlarfos éngalos de un tidngulo caan-
o se conocen los tres lador.

Siempre conviene utilizar el gruo IX, pues aparte ds calcularse
por 1 ¢ en Tugar de sen o cor s ficil ver que cleulando por
rupo VI, se necasitan ses logaritmos, caleulando por los el geupo-
VLI, e necesitan site Joguritwos, mientrus que cxlealando por e
rapo IX se necestan sélo cnatro logartmos,






index-227_1.png
a(ug)_

L derivda de I elacin (1) s

¥ = cons = n

163, Varicciones de lo funciin,
v asens 4 beons,

Poniendo g

¥ esto que es

e

Hirws e
e tiene

Y= T sen(e 4 9)

El cstulio de as varinciones e y se veduce al estudio e s va
risciones do sen (s +9). 81 se bace variar £ de 0.
(5 4 5) crece deade § hasta 21+ 5.
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Pero e tene también

Laego
san

Cdah ea

B+ 0= - o

Fa desi quo e tiene

@A f dah— dmigd

Resolviendo I cuacid do 2 grado, e tiene

—2h 0T T TR,
A

»

¥ esclaro que caleniado a 3 & por I reacion

ae s
o prede caleular B y C.

L problema admite dos solaciones, siemre que ol valor obtenido-
i & porla relacion (1) sea postiva. Son o tringalos BACy BAC.

246, Problema: Resoer un tridngulo, dados do lados by oy e
bictri b, de dngulo comprendid — L. bicecriz nterior by, tine
por espresion (v 225)

e donde

L1L2) o

B problema see siopre posible sl

0o
A9t ovinn

Cumplidnse candicién, encontrasmosun sol valor acetable pars 3

menor que 90° dado por a (1) y por 1o tato un sol valor para A.
‘Conocido A, el problema se reduco a resalser un trikugulo dulos.
aosladon by ¢y l ngol comprendido 4, problema ya eonoeido.
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s
wingalo sen 3 e sicumpre posiivo.

i hubiésemos partdo de I 2o 3*del grapo [ porun camino and

P ——————————" Y
oy

Vi

305, Procedieno en I miswma forma se tiene

cona— conbeone
wenbsene

o etbomamin

senbaene 4 oona — condenme,
wenbsene 4

¥ transformando en products Ia diferenci de cosenos

atbie, v
B 3
e
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punto M coincide con A y o pie P dela perpendicular bajada dos.
de M también coincide con A. Bl cos 0° a igual 8 OA = 1.

Canndo el Angulo crece e of primer cuadraste, o cuando el punto.
1 50 mueve desdo A basta B, ol punto P somuere desde A Lasta O,
e coseno decroco entonces desde +1 busta 0. Por consideraciones
lementales do geometria s podrian encontrar lgunos valores para
ol con 5. Axi, por ejemplo, o encontraria ficilmente:

s 01

oum.

Si ol dngalo orece en el sogundo cundrante, aumentando de 90°

Dt 180° o desde S a % l punto M se mueve desde T Lasta A’y

e pie de T perpendiculae se waeve desde O hasta A', ol conen e
erece entonees de 08 — 1, ya que en e segando. cundrante os negs-
ivo, por caer el punto P In zquierda de O. Se obtentia tambiéa,
con coideraciones elementale, que

con 1500 = cos T -

— oo

con 1800 = o % = - 1000,

Mientrss o ngalo creco en o ercer candranto dosde 180° basta
270%, o coneno e deade ~1 4.0 y se pori tener ficilmente.
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Tinego, para que el problena tengn solucidn, es necesario y s
ciente que 1a suma de os ngulos agados (B + ) esté comprendida.
eatro 90° y 270° § que I diferencia entre ol mayor y ol menor sea
menor quo 90%, Lienlos estos dos requsitos el provlema tiene. un
ol solacién
“En general parn calcula los elementos a, by o e prefecibl utii

2ar s formulas dudas en u° 204 que nos dan by ¢,y en cuato & o,
pued ealeularss por I siguiento formula:

Lo l_oma 1= cgBago
3" TFema TFegBagl
obien
_senBuenC —cosBeosO _ _cos(B 40
T senBaen O F eonBeosC con(B—
¥ resalta

| TEmEED
wi|-wwo

¥ para by ¢ abiamos obtenido:

wh= P52

§52 = — g (180° - 105°4852) = — ctgTAOL08"
logetg 74011 e
para o5 -

logetg 10504852, = 0aszion
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B

i ncemos crecer slom al ingulo e el tercer condrante, vale de-
i, el panto M recarre e ureo A’ el panto $ vielve a algurse del
Dunto A’ hacia I izquierda, vale it que I secante decrece, por
Ser st valores negativos ¥ tanto mis so acorque el punto M a I
tanto mis ljos estard de A’ hacia I iquienta del punto S.
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160, Derivadu de ta unciin tg %, Consideremo Ia uneicn

aue s también
e

¥ aplieando lus reglas de Ia derivada de un cociente

dsns | deme

. a a 3
u
¥ sogin los dos teoremas antelores
4 e+ vents 1
E it

161, Caro general en que se da y = som vy y = conw 0 y = lg
donde w e una iora funcion d 5. — Si y o foncidn do w y v o fun.
i e o, ranlta y Wna funcidn da foncidn,  en. e casn, se s
anesi

y=to)





index-331_1.png
La formula (2) nos da e goneral dos valores para (B—C). 81 uno.
o84 61 ot — 4. Y en cormeapondencia con exon dos valores do.
(B-0)se tieno:
B-0_4
Eplat1
B+
=

»

X
A

©

b s

¥ 1as dos solacions corresponden a los ingulos ABOy A,BC,
simétrico con respecto & n mediatre de BC.

Para que el problema sea posible, es necesario que el valor de
‘08 (BC) dado por I relacion (2) eté comprendido entre — 1y
41, s decir que debe ser

obien
hasena

¥ puesto que

v

¥ tambica

B A AL Ay B

que s la- coudicion de posibilidud del problema, i ser . pasitiva.





index-223_1.png
S

Dando 1 variable indepon

o o un incremento A, o fncién y
inerementa Ay y so tiome

-+ dy = son(e + 39) @

o, estando la (1) de 1 2) 5o tiene
3y = sens 4 An) - sens.

X transtormando en proneto ln diferencia e senos

sy s Fonfer 2

X dividiendo sulbos wiembros por A

il e tiende & cero, ol Hinite de I relacin

Y i Ae tide a cero, Ay tiewle n ooy ol lmite e 32 o5
¥ s et acor, Ay iendon ceroy eltimicede 32 s deriva

a
eI Cancion sun sespecta a la varisble = que eserivimon ¥ o
i » e excribinns
s
Tenewos entonces
a
= s,

150, Durivada de tn funciin y — cors. —
funcian,

Consideremos ahors





index-330_1.png
.

203, Problema: Resolvr wn tridngulo, dado wn lado &, f dnglo
puesto Ay ta ailura corvespondionte a cae
lado . Sea H ol pie de by 0 tiene:

h 5.
wB=n  wo=

¥ tambita, puesto que,
BhO=ase A w

0 donde

cos (B-0) = @
Eata formala nos permite calelar (5 0)y jonto con I (1) nos
anBye.
S e dar & (2) wna forma calealable por logaritmos, ntrod-
ciendo un ngalo wuxilar  de edleul. Si acemos

gy
(B TA L sen (A=)
E ay

Calcaladon on ngulos, o abtieuen los 1ados por el teorema del
acno 0 por Ia relacione;






index-439_1.png
Silogeost.
para

PR ame
w

Ty

b= 1800 - 7301147 = J06°34G"

e
Iog conC.
TogaenB.........
logose
Silog cose —new
b o
o =

¥ calonlando por as otras formlas, se tiene:

» = s
- e

T I—— TR

Bo0.] = s s

© = aseoor, 2204 oo,
c-n

£ we w0,





index-22_1.png
—io—
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enlar el Tulg 4 oa dngulos A 3 D.

Consbleremos a dingonal AC = #  lume-
mos .y B a s dngulos que ella forma con
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aoiAb peioh
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ingula. ABO del que se conocen dos lados

wyby ol dngnlo comprendido B,y us culular , &5 B. Luego, en
o tridugulo ACD, conocemos el Indo ¢ por s dato del problem, el
Iado AC—s recién ealenludoy el dgolo ACD =B, Conocemos n:
tances tambide dos ados y el ingalo comprendido.
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problema admite i sla solucién.

Sis0 conociesen s tres Iados 4, I, ¢ y s éngulos B y D,
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tridngalo ABU, que bos permite caleular I disgonal AC =2 3 Tos
dngulos BAC =2 y BOA = f.

Calealu T disgonal AC, e el tidtgalo ACD, conocemos dus
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18,
1.

150,

o tidngalo ea ecténgalo.

152, L biseotes del dngal recto de un i
vide u o opresto e dos segeenton 3 #, canocidos. Tesolver ol
idnglo.

185, Resolver un tidngolo rectingalo, conociendo B y .

150, Resolver un trdngalo ectingal, conociendo B y In difren
dia 00 =d.

105, Resolver un tridugulo rocténgalo, conociendo 1ty 7.

156, Resolver un tridngulo ecténgul, conociendo 2y 1 altura
correapondiente » 1 ipotenusa .

137, Resolver un tifngulo ectingul, conociendo a y I isetris
By otrespondionte l ingulo B.

155, Resolver un tidngalo recdngulo, conociendo el cateto 3 y
I iteencla (o 0 = 0.
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capiTULO XV
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2. Caleular los ados de Tos oligonos regalares de 3,5, 6, 10,15 y
20 udos.

3. Calealr s funciones goniométr

4. Calealr sen . en funcidn do sen & y veriear par = 50°.
5. Calalar cos 3 en funcion de con y verifar para & = 50°.

6. Siendo

7. Sabiendo que tg 22 — 13, clenla tg 3.

5

[ —

I

5. Sienio con30° =

0. Siendo t530° =% cateutur

oyt de 169,790y 3°45.

10, Cules o e con n i s v

Verifar s siguientes igualiades:

1 e 1050 4 c08 1059 = con 45",

cos 9= 1070 +13 + 215

N
1. 1531
14 siento g0 =15, -y e

. Siendo tg30° =, et tg 100y v 750

15, Caleutar tg 22 en fancion do sen 3.

16, Veribear que tg 9° = 1 +15 - |5 5 2)
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27, Tronsa: i dos arcos o dos dngulo diieren de un cxadrant,
e sn, e con 9, 1 g, eyl cowee de wno. . iguals en-salor
abolat vspectinamente ol cob, ev, o1y, 9, cone 3 see el 70,y 4
e signn contrario, escpeion ecka del seno y coseante. — B eocta,

tos arcos o dos ngalos, cusa dierencia s 5y serin:

(G+e) v =
Guslquies sen e valor des. Ahora pademos escibi combinanio
o8 teoremas 0 20y 28

wenfia) = e

4= el

cos(3) = 4 cos x

sen(—a)

)- wf

o) = a5 = o] = oot - come s

coes () = coec[§ — (2] = ert—a)

Con o que e demostrado e teorema.

26, REDUCIR U AXGULD © VX ARCO AL PRINER COADRANTS —
L tabla i lneas rigonomeétricas, 4 s que den e logarimo.
e lo valores do s lineas o oa vlores misinos, nos dan los valores
e 1 inens de areos comprendidon e primer cundrante: e doci,

[N S—

el valor de una e cuyo argumento Do esté enire 0y 0% ya sea
‘mayor o menor, e necesrio bllar ol ingalo o areo del primet ens.
trante que nos dé ol valor absolato d T Tnea que e busea, valor
aue por ot parte e siempre posible encontrar y se comprond que
asiset pora en ol primer cunrante, I4s lineas rigonométricas
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Expresaao cos s + )y cos (= ) en funcidn de sen s, seny, cos
3 covy y simplifcando se tiene

o a4 ) co

=1 @

Toego
»

a—

@

Conociendo s +
sey.

xay =
ssm = b
veuf72)
Ao L qrenmay )
e,
“tmary e a-at
R L T )
Bea lwry) 2b) = g

A=) = i_i

¥ (e~ ) eslenlado por (3) es ficil obtener

2
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esen Acon.d, +caen ycon A+ Sonen A cosdy + Aesen 8, con A =
861 0608 &+ @561 36080 + .50 O cos A + 3860 08 -

Abors, teniendo en cnenta que se puede poner, por sen &, y dc
pequetios

e di= .
sen o 8
e
cordi=1 conde=1
simplieando y teniendo en cuenta In 2} st

AL - sen0. A,

0004 coon A8,

¥ en forma andloga tendrivmos:

fenB .- senA. 3= beon A8 acos B Ay
SenC. A~ senB. A = 0cosB. Ay — beosC. Ac,

Bitre este sistemn y 1 rlacion (1) podrinimos eliminac 3, ¥ ey
abtendriamos oua incion que vineula alos Jados b,y sus fnere-
mentos 3., 33 A con los Gngalos A, B Oy el incromento 8,

Se lega s Io mismo, tomando f tearenn 4l coseno

=1 oo A

3 considerando Lo Inromentos & &4 A.y &, s tie

(04 A =0+ 0 (o4 30— 20+ Ao+ ddcon(A + &)

5 desarrollando los cuaddos y el coseno de Ia suma do low arcot,
Aespreciando s potencias y1os prodactos de los incrementon y te.
niendo en cuenta que se pude poner para incromenios pequedon

smdi=d oy emd=1
e biene

@802 (0 oo A). 3+ (0~ Doos A). A+ bosen A, duc
¥ tenondo en eueuta e teorema de as proyecciones que da
bmaomOtoomdA y  c=acB+boosa

@y = (@608 0)- 34 4 (acos B). &, + Besen A) 3,
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300, Trcer caso : Resoeer wn tridngul. vectingulo, conoeindo s,
cateo y e ingulo aguio adyacent.

esoluciin. — Sea b l ateto conocido 3 O e nglo agudo. Des:
conoeemon I hipoténusa ¢, el cateto 3 of ogulo B.

“Apleando I regla del pentagono de Neper o las formulas dadus
por 1° 257 se tiene:

n=ighoiga  dedonte tga= K0
snb=tgectgO  dedonds  tgo=tenbtg©
¥ ademis 20 287 form. (0. oo = cosbsen .

Eu cunnto a los valores doay de e, siempro existiséo, ¥ o bay
ambigielad en connton su cdlenlo.

o btiene siempro un slo valor para a.y e. Para el eilalo de B,
sempre s obtiene para cos B un alor menor que I unidd, por ser
el productsde dos cantidudes menoree que 1y tampoco pacde haber
ambigiedad en caanto  n determinacion do B

Si con B e positivo,entonces B et en o primer caadrante,y s
cou B ex negativo, B est en el segondo coudrante. Por otra_parte,
puesto qu
aulta qun ol signo de cos B ea e mismo que el de <o, o bien B3 5
eatin siempre o0 ol mismo cuadrante.

11 problema n siempre yoribe y adite wna el slucion.
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10 bay ambigiedad para conocer e cuadrante porgue se sabe o
signo de sen o 3 008 ® dudos por (1),
‘Caundo una cantidad complej se ha pucsto bajo a forma
ploosw + Fsene)

e die que se e b dado forma trigonométria.

148, SoA: L s de dos compiio e otro, o il L diago-
nal del parallogramo constuid sobre os mitulo de los sompleos -
mondan  cuyo argumento e l ingulo gue forma cta diagonalcon l e
0x*.— Consderermos los conplejos

= pulcosu, +iseno)
= rleons + dsen,).

Supongunos v, > o, sumemos y se tiene
2k sy gy o8 0, 4y 08, 4 5 5em 0y F gy e

Liamando pal mdulo de tene.

e y 0 4 argumento,

Feroeu oy

10 que nos da, desarrolando as potencias y simplifcando.
o= Ve 7 T oin o = )
¥ s o argumento ostal que

pisens, 4 gy sen v, _sens
o= -

B oo, + oo, o e
e csta leima.so obtiene, despejando p, 3 ¢

o sy

b sen (o —w)

¥ ahora s representamos 1o dos complejos or1os puntos M,y M, y
razamos Ia diagoual del parsilograimo OM, M), constrnido sabre
OM, y O e tiene (8. 1) e

. A~
ON = 2+ 0 = 2y con MO,
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230, Cuso L1 Supongamon constantesa by e,y queremos ver cimo.
estinvineuladon entre o Lo inerementon 31 3 S, 8 con o cementon
4,8, Cya, b,0.— Tenemos:

oxenB = bsen
3 considerando s ncrementos

esen(B + 8

n(© 480
3 sumando y restando s tiene.

eoen(B + 3 + sen
efsen(R + 3

sen G + 80+ enc)
e B) = boen (0 + 30 - sen .

¥ desarrollando I suma  diferencia de sonos, e ten

confas o

@

wlas
e

W (or s
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Togsen 78037 = oams7 a=3
para s
Tog sen©

SilogemB =082 B
3
B
Comprotaciin

tre= tzacns B
Tog tga = 0.80100
logoos 8 = 018524
g g ¢ = 030020,

301, Cuarto caso: Resoleer wn riingulo rectingulo conociendo s
catets y el dngulo opueto, — Resolciin + Sean by B low elementon
conacidos, Desconocennos a, ¢ C.

Aplcando J reglu del pratigono do N
por u° 287 s tene:

per o lus formulas dudes

senb = senasen s de donde: sen @

B

)

ne=tgbegl
tgberg. =5

wBocosbsnC b sence T
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5. Sent 4+ costx = 1 — 2 e o'
36 tga(l - etghn 4 etgall - tgha) = 0 .
o o 4 tgmcota.

35 g ctga = (tga + ciga) ena o

30, sonta g,

0. (s cona = 2{1 + sena)(1 + cosa)

" e teh | gs

G s g
42, Slendo(x + B+ 1) = Jy probar e s veritin

Sens -+ s 4 sy + 2en sen en

43, Siendo tg= + sens
serifea

¥ tRe— sens = n, probar que se

w4y

44 Siendo o+ § 4 1 = 7, pobar que
seata cga 1

et egp 1
ety gy 1

Butudio de funcionn (misimon y winimos)
5. Hlar of o de

56, Hallar el mixino do
y=snacons,

4. Hllar f valor do  comprendido entro 0° 3 90° que hace mi.
nima I exprosion

tge + detgn
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@4+ . So tiens que el argamento es defuido & menos de un nimero
entero de circunferencias. S llumanos o al menor Angulo positivo
entre O y OM, torlos los ngulos congrentes con o estin dalos por

+o

onde k ¢ un nimero entere, positivo o negativo.

147, TeoRENA  Toda cantdd compici, prede ponerse ljo 1
forma.
eleos o isenw)

donde g s b widlo y 1 el arguments
Seaa -+ ib una cantidad complea que representamos por ol punto
5 (3. 70). Uniendo O con 3. se tiene, siendo ¢ l miduloy ©

P=0M, b wgdOX.
Proyectando OM sabre lox ees, s tiene

TR —

oos v 4 i sen .

Reciprocamente, oo complejo e orma g0 + i e ) pucde
ponerse bajo Ia forma a + . Haciendo,

e
prenw

s tieme que ef complo adquiere I form

pleos 4 sem )+ i

v ¢, tenemos.
oo
et — 12,

De donde

e e

Ein cuanto al argumento se calcala por

.
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P
Para calealar s, podemos pone, de weuerdo con el teorema do lus
progesciones

030 4+ ccon d

e donde
bocoonr=aens
5o bsa
¥ so tiemo
o
o =m0
e donde se bt

b comA =awnCutg
5 segin e teorema el seno:

asnC=csenA
b ccos A —cmenActgC

3 tomndo sboraIos salares incsementados

b+ 0= ccor A = osen Actg(0 + A9

g0 por diferencia

foos C + 89 _ conC]

Smcina Ll

3 fnalmento.

o dsende
" S Csn % 89

¥ tomando como primers aproximaciin

(0 + 89 = %m0, con®+ 30 = sy

wendeo b
ERE]
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1.

20,

o1

25,

2.

E3

2.

a0

@

a2

=

.

Veritar s iguientes ol

S 43— g5 — 2) = 2ug e,

gz =

e} - = e

L3k st

e agta -l E L

e -3 -

te{i ) i+ 3 o

et 5 semx = sen S — sen2s.

sens_1-cms_ | x

Troma™ e =6
o+ 8 con(x )= st et
P —

cnse= e+ o - o

son e = Bsenx — 20 senta + 16senta.

oot

5 o0sta — 20 cos'a + 5 con

et + cones’ = secta cosect,
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‘Suponiendo un esern de radio igual  Ta wnidad 3 centro en A, se-
Aetermina ua tridngulo exférico en v intersceciu can ol triedro do.
vértice A, cuyos lados son 3,y 7, y uno de cuyos Angulon e el
fagalo 5. Liamando 2p = (s + 8 + 3) al perimetrodel ridngalo esfé
oo, se tiene

VW B,

V = 2 abolen psen (p= @y wen (5= Froen (5= )

que es I expreién il volumen.

. 373. Reducsin de un dogul al orisonte.—
"AOB Io proyectamos sobro un plano horizont
ol dngulo OAOB reducilo al horizonte
(og. 165

Trasando en l punco O la vertical 07,
0w ngulos ZOA 3 ZOT son an distan
i zenitales do las visules OX y O
¥ 1os dugalos AOA’ y BOW que csas
Visualos forman con el harsonte,son las e
alturas e esns visuales,

Supongamos conoeida ol dngulo AT = 5 y s distancing zenita-

triero OAB determinari un tridnglo xtéico ZMY, cuyon

tre lados son respectivamenta : .

MN =5, BMes, 2N

Potemos enleular
para lo cua tenemos.

ingalo en 7, que s igualal

o AOF =¥,

oy o
it oens. !





index-41_1.png
B s e
o . deersce
erece | decrece 0000
w0 | o0 dserece
erece | deereoe s
[ N

o podrian fiilimente calealar alganos valores, en a misma forma.
que ¢ bizo para n .
Representando luego grificamente a 1a funcion, para 1o que tom-

o sobee e e de las abacita Tos valores de a ¥ sobre as ordenn:
ns Tos valores do cig, s abtiene un curva como la eI Bgura 25.

Lactg es una funcion periddica de periodo igual  150° (6.0
Liego se puede esribir

ctglbe 9 =ctg

donde ks un nimero entero, positvo, negativo o nal.
5o puede observar tawbidn que In ctg y I tg tieaen siempre el
mismo sigao.
Que I cotangente es discontiuua cn los puntos O, %, 25, et e
decir,en todos os puntos dados por

a= kel entero, posiivo, negativo o o).
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5 resulta entonces que:

228, Variaciones de lo lado y los dngulosen e tridngulo. — Para
acterminar un tridngalo, so miden trea elementos, entre on cuales
atea por lo menoe un Iado y lnego se calcalaa los dem

s claro que al medit siempre so cometen errores. Queremos n
‘vestigar a inluencia que tienen los errores que s cometen al medi,
sobre los elementos que se calulan; o deci, Jas reluciones que vio:
ulan 108 lados y 08 dngulos de un tridngulo con 10s poguesos o
eromentos que pueden tomarae en n valuacion do lados y dngulos.

Eate fnteresante problemn ¢ indispensable en n priction profeso-
e estadido con todo caidado en 1o cursos de Andlisis. No exta
i dems, sin embargo, que o teatemos aqui en forma suciata y en
forma abiolatamente elemental

‘Suponieemos quo los incrementos que puedan tomar los lados y
Tos dngulos sean pequetos, e forma que pucden despreciarse sus
cundrados as como sus prodctos 3 supondreamos wmbiéa qu eapre-
samos los dngulosen radione.

‘Liamemos, como bemos hecho hasta abors, 0, ¢a 108 lados 3
A, B, ©. Tos dngulos, y & los Incrementon respeetivos los desigoare.
@08 8y By &y By B Ao

Sin perjuicio da trtar lementalmente cada caso por separado,
‘podemos ya establecer algunss relaciones entre los ados, los dngnlos
5 los incrementos de ladot y dngalos.

Tenemos, en primer término, que debe verifcarse:

A+Bio=n
¥ tambicn

A4A+BEL 4O+ A=x
g0

St A+ di=o. ux
Del teorem del seno, sacamos

5 tambiéa debe tenerto:

(64 A)8en (A + 3= (o + d9sen(C + 80

A=as0 @

¥ efeetuando operaciones y desareollsndo el seno de la suma do
arcos,se tiene:






index-529_1.png
—ar—

Se tions:
1 = g1 008 O hur)

e = 27037 logetg,., ~0.156253
= 450" 108 €08 — ) =9.097390

Yok 9= BER logtg =0.159652

Ee L2000 logsens, ., =0.35597n

2200 x 10000

20060 X 10000 s (e + ) 00091100
WX 0% 0 e

9330710
ey

= 904K

Togcon
Iogoss =0.077574
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21ogts = hgsenta - b~ logmnto +
okl 0o = 0200
ok vnta ). Sorses
stogte vzt
st 8 :
e ~vonos

Pa 20

tog (x5 = nssuse

2togte (00 - J) = sgnezn

ot - 2) - et
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374, Problema : Suponiendo a tierrs cféicn y dadus lascoordonada
eagriicns d dos punio de v superfie determinar en funciin de o
e, La distancio que las separo, medida sobre el
are0 de ireulo misimo que log wne, — Sea KK’
(85, 160) € ecundor, Py e polo-norte, A y B
dox punton de In superfiie terrestre, 7,EPLE
el meridinnio do Greemvich, meridiano a partic
e cual se miden s Iongitudes, quo las consi
deramos positivas do 0°a 150°, medidas bacia
1 Oest, 06 0% a 150°, medidas hacia ol Este,
Las latitudes s consideramos positivas desde
o ecundor bacin ol palo Norte y negatisas desde of ecuador hacis ol
polo S
Llamemos by o 1a Tongitad y Iatitud del pusto A,y o, a1
Tongitnd y atitad 4o panto B. EI dugulo AP,B vale

A,

TR
¥ ademis
P00 -5, RB=00 -
Litego, Namando =  Ta distancia AB, el tridngulo AP.5, nos da
)

 itrofuciendo un ngalo ausiliar de célealo 3 dado por

08 5 = e 54860 5. -+ C08 7 c0m 50 08

189 = CtR 9 008 G

e, ven (54 ),

Conaciondo e valor do
Kilimetros. Adwitiendo l candranto de
ac obtene

_ w0000
TR

Ejemplo : Hallar a distancia entre o) Observatorio Astrondmico
do L Piatn y ol Obsorvatorio do G6rdabi, suponiendo I Tierra ofé.
Ficn y con s siguientes coondenadas geogrdficas.

Form - Iy = B 4ET
Sy = e rmarie:

LaPlata
Cordoba: %
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.

¥ seomplaz

ox
3

5 porotra parte el ngal MOX.

o e por constrmecion

oo -0

162, Twowssa: La potencia de orden w de wn compleo s otro

compici cuyo il e la potencia de orden w del. mdulo de aquél y

o aryumento sl arguneno del mismo wlliplicado por m.
Tenganos

Podemos poner

foteoso +

o)l = [p(cos o + isen o] fp (s + dsenw]|..]

m veces como factor, Pero de acuerlo con las reglas parn obtener el
Droducto, tenemos

[pe0s + Fsen 0l = prp e ploos(0 + 0 + 0+ .0) +
+iseno o 4ot )

teniriamos que ol médulo p tomado m veces como futor y e argu-
mento e  tomado w veces como sumando, Inego

fplema+

ol

10 que demuestra o teorems.

188, Y
e Moiere,

it guahdad hacemon p = 1 teneinos In firmla

(008 - sem )" = cos s + Fnen o

s ficil ver que eta formula vale tumbica pars valores negativos de
n. B afcto, pongaumos qu se tiene un exponento negativo.

(oot 4 {8 0) ™" = G Taen w ~ cove + (e e
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Prolonguenos  diimetro A’A que pasa por e origen e os arcos.
3 s0bre esa prolongucidn A tomemnos un origen O,. Medimos sabre.
1 cje O losdngalos y sobre l normal lon valores 4l aeno.

Tomnmos en una escala Ios vlores 1,2, 3... sobro Oy, Para encort
trae ol puato de I curva que corresponde al angulo 2, po ejemplo,
a0 en'afigura 14 por MP, projectamos paralelamente:a O, el punto.
M asta encontrae en 3, a 1a odenada llevada. por el puato 2. Kt
punto M, represeata a I curs

Procediendo enl misia forma con respects aos demis puntos se
abtiene I curva de n Bgura 14

e

S ve quea enrva ince v que Ia fncidn es periddin. La curva
ane T representa se ami sinuaide,

Se ve que el valor misimo del seno s + 1y el valor minimo —
e decir, que siempro s verifca para cuslquiee valor do x que

10 80 coneibe un valor del sen x mayor que +1 o menor que — 1.
S ve también que o scnose anuls pars todo valo de x que sea ml
o des.

“Ademis hemos visto que I fancion seno os una funcidn periddica
periodo igual 2z, vale decr, que wimentando el arcoen i nimero.
cualgquiera do cirunforencias, o disminayéndal, ol valor del sen z
queda ol mismo,loque s puede expresar n I siguiente forma.

sen (2he 4 3) = sen
Aanile  desigan un uimero entoro cunlquiera postivn o negative: 0~ sslr .
17, VARIACHGN DL cosENo- — Veamos sboraen qué forma varia

o 5 con of variar de 3. Considerenms un cirenlo trigonomlrico y
ndngalo 2. Por definicdn o8 x = OP. Caando el dngalo vale 0°,
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161, Tookswa: L cociewte de dos conpleon ¢x ofro compleo
g0 midulo vl cocinte de on madulony cugo argumento a la dife-
renca do los argumentor.

Consiteremos o cociente:

oo, 4+ isens,
rlermo,+ ien )

¥ sen el compleo caciento

rleona + isena)
dcbe tenerse

frlcon, + F3en o) = gy (cos v, + Fsen g rleona + isens) =

= parloonn 40+ ienoy 4 )
e deci,qu debe s

i dedonte rf
e o
wmeta > amw-w

¥ por 1o anto of complfo cocente es

oo 4 inens) =

o8 (0 ) + 5em (0, — )
o To queda demstrulo ol teorema.

e fiil deduci del teoremn I constre-
it griie. i My y My representan 1o com
pleos dividendoy divicor respectivamente,
a0 traza por 1 recta O que forma con Os
n dngalo gl a o, — v, (9g. 79 Se towa
OK = 1y seune K con My formindose lucgo.
en M, un ngulo igual 5, con n recta My,

e n B eruce M de las rectas Om con My, da el
cociente,
En efeto, Iostidngalos OK, y OMM, son semejantes,
oK
o, = 0N,

donde
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10. Do areos o dos dngalon se Haman suplementarion cundo s
auma lgebraica vale 150° 0 ; y complementarios coando an suma

T S —
PR ol i
e e 3 0 (o 0 (331802 e 30

yn (5

A —
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3

s decie

¥ puesto que

e puede poner

¥ aproximadamente
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M

Resulta en ese caso sen

sen By por o tanto

wna=1

3 muevamente com e e 2 caso anterior, s tene un trdogul b
Tecingue, AL 4
96> B. B ess caso result, sempre sbre I base d ser B
abtaso,
senb<sent
¥ oo tanto
senac<t

3 e problena da dos salores para s, o meor e 0° otro mayar.
Sotiene
s = conb oore

3 siendo cos b <0, results que oy  son de expecie contraris es de-
cir, que se tiene, puesto que ¢ 3 C san de Ia misia especie:

M, ey Oson obtusos
»a>u0% ey 0 s aguios.

En resumén, vemos que iara que el problema adumita solucién, de-
be tenerse que B debe exar comprendido entro by 90° y verifcindo.
e s condicion,
os soluciones.

Tl ver, por ot parte, que ello
s 1af considerando el wringolo ABC
(65.152)rectingalo en A

Si prolonganos os udos a y ¢ basta
completar 61 huso en B %0 ve fellmente que o triingolo ABC,
también resnele el probiema yor tener o dagulo en B igual a By
ellado AC = b.

S0 vo que tiene

problema wdite

BO—w 1800 - a
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Sieado el sentido positivo ol dado por Ia e s il ver que so

P -
s decis
ox

¥ sogin o teorem el seno cu e tridngalo O

s, —0)
o o = 0)

Tucgo @ o ol dngulo que forma Ia dingonal O3 con O.
Esto i el canino 4 segoie cunudo se quicre 1a suma. de var
Flos compljon
fuleon v, +isen m)
faleos 0, + i sen )
faleon oy 4 i sen )

Fepresentados porlos puntos M, 3, My Se ruza prmero a din-
gonal el paralelogramo coustraido sobre dos e 1l por clemplo,lon
dos primeros y s tiene s un complejo

¢ leosof 5 i en )

espas I d date con otro de los sumandos, por cemplo e terero y

L conatruscidn geométricn s simplifie trazando & contimuaciin
1 primee médulo O, un segmento MMy igual, paralelo y en el
mismo sentido qus O’ o continuacién del punto My’ un sogmento
O, g, paralelo y del mismo sentido que OM,, 3 ast suce-
sivamente. La reta que cierra Ia poligonal o sea o esuliante,es
suma de los compleos

El procedimiento indicado permita ver fmose descompone un com
pleo segin dos direcciones dudas.

149, Dipsusxcis. — Par obtener lu difrencia entre dos cor
ielos

i pulcos oy 4 1 sen )

= paleon 0y + i em )
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Disoustn. — Los valores de los clementos desoonocidos, vienen
lados por sus sea0s 5 entonces s ubtienen para cada uno de los -
0080, 0y C, dos alores postivos menores que 150°. Veremos cuin
0. cuils do es0s alores se pueden aceptar.

Consideremon:

L. B < 907, — Siendo B < 90°, consderemos dstintos casos
) b< B. B ese caso
senb <sen B

3 so tiene entonces sena < 1, 5o ncuentran dos valores para
ano agudo y otro obtuso. ¥ siendo a ¢ dela mi

i capece, pues

mboose

siendo b < 90°, resuta cos b positvo y por o tanto a.y o
ma especi, vale decr, para a 4gudo, ¢ e (ambién menor que 90°
i ea mayor que 90°, tambiéo e o obtuso, y por ser ¢y © tabii
e 1a misma especic, s tene en defnitiva

@< 90% oy C con también mevores que 00°
a>oheyC o+ mayors > 00

s deir, que o problema ton Jogsolucones.
)= B. En eso cuso o tene

wnb = senB

yremltasena =1 obien = 90°y sendo g, oy O de Ia mism
expocie e tiene o= © = 90°y e tridngalo resuta birecténgulo s
a problems adusite s solt salucion que e cabalmente un tridagulo
birectingalo.

0 5545 B. Se thne, aemb> sl 3 g Jo o resn
> 1, e doci, g9 roblns 2 v lecin.

L B> 0% — 81 B ea maor que 90

", también so prosentan va-

19 5<b<B, en ose caso se tiene send>senB y resalta

acna > 1, vl deci que o problems ea mpositle. /Y10~
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y=3sens+dcons.

50. Hallar ls valores de  que bacen misima y miaina Ia expre
sion:

y=atge + botgs,
donde.ay b son position.
51 Hallar Jos valoresde 2 que hacen mixima y minima la ex-
presién
y=2eens + Sooss.
52. Hallar o miximo y el minino de Ja expresicn

¥ asens & booss

55, Hallar ol misimo y misimo do

presin:

cuando = varia entre 0°y 90°,

Variaciones do s funcions. — Bstudne as vasiaciones do 1as
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S0 pederepresentar gréficamento estoproducts, para 1o cual, sean.
3,y My los puntos que representan res-
pectivamento (1. 72) los comlejos

pulease, + isenw)
Paleono, + isenw).

Tencennon I recta Om e forma con Or
n dngalo

ot
o o
Tomamos sobre O el segmento OK =1 y unimos K con M, lla-
mando 5l dngulo OK,. Sabre OMy en O3y, formamos con I recta
Mn un ngalo igual & 3. Digo que o punto M de crace de Om con
My, e of punto que representa el complejo producto.

i efecto, comparando los ridngalos semejantes O, 5 OM,M,
ot

ox _ow, oo

o Tok b

¥ seemplasando valores
ON = gy

¥ aemis e ugalo MO s por construceidn

w=o+a

¥ e puoto M represent entonces el omplejo producto.
1 claro que s s trata abora de un producto de varios fctores se
llia primero el producto do los dos primerot, y se iene un o
Pl después l producto de éte can el tercero y as sucesivamente.
Luego so tiene
n=pleonn, + isens)
2= pyteon o, + i senwy)
= pleonay + i senn)

enleosun + dsenwm)
e temrin que e proncto ¢ un compleo de I form:

10 n 00804 4 0y 0y ) 4§ (04 0y 0 0]
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Por ejempla, pueo farse Ia_condién de que lus diagonles se
onten bajo un gl determiad, un dngulo reto en particalar.
0 pue arse I condicn de que 1a suos de los ludos opueston
ea gl
ate=bia

1o que cquivale  decir e o cundrilitero es clrcunscriptble 8 una
circunferencin,

0 podrin establecersa que 1 suma de os ingulos opuestos s igual
asoe,
A+C=BeD=180
1o que equivale a decir que el cundeilitero s i
canferenci.

i estos casos, n general, cadn una de estas condiciones reem.
plaza  un clemento y 56 puede i, cuando se ia una condicién,
resolser un auadelitero cuando se dun cuatro elementos, con tal do
que éstos sean independiente.

Porejemplo, el cuadiliter inseriptible queda perfectamente deter
minado cuando se conocen Tox tro lados. ¥ como una
e los conocimientos e trigonometria vamos 8
resolvero,

232, Probiema: Rewleer wn cuadrilitero ins.
erptibe, comocondo s cxatr adon (35, 105).— |
Sien ieritible se vo por I g que

A4O=150% B+D 150, P

Considerando lon tringalos ABD y BOD, tenemos

§ @ adean A )
= e @
¥ puesto que
mC= oA
setiene
- 2o A = B 4 Bocos A
¥ despando
s@-poa

A=
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basta sumarle al primer complejo el segindo, n el cul el argamento
-s¢ I aumentado en .0 en (2 + 1.
En ofecto, o tieno
con = — con g+ %)
ety = — sen (o + %)
Tuego
1 5y ga(con iy sen ) — gy (cos oy 4§ sen ) =
= paleon 0, + §3em.0) + galo0s (05 + %) + faen (o, + 7).

e deuce icilmente que ol mdalo de 1a sum de dos complejos e
meor que 1 suma de os modulos de os sumandos 0 alo mis igaal
aellny que el méiulo do n difeencia do dos somplejos cs mayor
aue I diferencia de Jos moalos  cuanto mis igual  ella.

160, THoRENA + El producto de dos conpleon e oo conplio,
o midulo co el producto de los médvios de s Jaclores y ey
argumento e T aunade los argumentos de s mismos. — Sean dos
complejos

fuleos o, + i sen )

£ galcon 4 dxen o).
B profucto serd, haciendo s operacones.

o 0,008, — aem o et o] 4§ con 0 +

12 (008 0, + 03]+ dsen (o, + 0]
5 Namando a producto.
Pleone 47 sen )
o tiene
e=pn
w0
1o que demaestra ol teoreun.
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OAPITULO VIX

APLIGACIONRS, CUADRILTERD CONYAXO. PROBLENAS DIVERSOS

281, Sea ABOD un cundiitters conveso cunlquiern. Livmaremon
AT, 0.y D' sus ngalony a, by,  xus ados,como ndica u gura,
N iamiremos = = AC o'y = BD a sus dingo.
ales (8. 104, Los ingalos deben satitrcer

o I condicion do

As B4 D=0

De i manern genersl, podemos e
P que un eulelitero conveso queda perfee.

tanente determinado cuando s conoee cin
Jos ocio elsmentos fndamentales Trazando Ins disgonales,
o descampone ol cundiliter en riingalos y el estulio del it
e, e lova st a I reslucion de rigalor.

‘Supougvinos que se conocen os cuatro ldon , 4, ¢y 4. ol ugalo
A Resolviendo oftringalo ABD, del e se conocen dos ludos y ]
igalo comprendido, s calcul I dingonal 3, ¥ Jos Angulos ABD y
ADB. Conociéndose wbora , e el tingalo BOD, s conocen Jos tees
Tadon podemos caleular lostres ngulos 5OD, BDO y DOy lucgo.
e tendin

B ABD + DEC
D = ADE + BDC,

¥ tendrismos ad conocidos los tres elementos inctgitos B, C y .
i Ingue de dure o clementos fundamentales, s podian dur
certun cuntiduden o elementos vineulados % g4, Por ejemplo,
10 Tdon a d,low Angulos Ay B y In gl 2.
¥ en lagar do daraos sineo clementos pueden farse ciestus con
dliciones restritivas que nos darin igualdales paticulaes que nos.
sorvidn pars resolver ofcuadiltero.
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Obsercacién, — Bstando los clementos inedgaitos, calealados por
sus senos, pade ocurre que no queden bien determinados, En ese
ot en preferible calealar por lan ormulas siguientes:

=
=y
wlo -2/ ess

Hjemplo: Resalver un tringalo rectingulo, conaciendo

106esan
B = 1050t

e verifia que B estd comprendido entre 106°95°46” y 90°. Luego
e problema tene dos soluciones.

by
Togsen 106%35°46° = log en 180° — 106°35'46") = log sén T1°21'14”

Tog sen 75021, —ossuo A-
para i "
log sens vasin

g e 105948752 = log sen (150° ~ 1034552 = Iog sen T4*11 05"
Tog sen Te1

oo 3

pra [

Togsen B. = v
Togaen ... = 0081
Togsen B L1 = 08520

Togsen o SN





index-535_1.png
.
0.
.
. = con 4 conB 4 covy + conla+ 5.4 1)
. ymcoslat B bom(a B9k
Hooslaty =)+ ooty =
s0. R P e I
Hsenp 4 = sen(a kB b
. Y= twE =B e+ e
o Y=t B = (534 1B
8. ¥ st 4 senth = s (x4 8
s = sen 4 wen 4 ey 4 send
sendos 4§41+ = 900°,
5. 3= sen s~ eoma — 2eomf.
s v senasen + meoss on

Resover s sigiente eevaciones goniométricas

s sene = sents,

s Beose = tgx.
s0. Baens = 5eont,
0.
o
o
o
o






index-198_1.png
e

Tuego.

PELEL

Para calalar 9, convendr bicer Ia formala (1) calealable por loga-
Fitmos. % e 1 areo coyo coseno vale (2 + cox) y & 1 nimero
eatero, positivo o megativo. Delo tenerse (x 72)

-~ 1<%+ ema<1
otien
. - et <auen']

para que se pueda abtener solncion.

130, Problema. — Resolver los cuateo sistemas siguientes:

e " e
& ol fienge.

Los cuateo e resuclven en forma aniloga, por 10 que rsolveremos l
primero

sry=s

st i non dn:

ovien

e donde
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5 en el aroo complementario de s medido  parti do By en el sentido

contraio al que se mide a. Por el

e origen de lw arcos complementarion de los arco deorigen A.
Hechun estas consideraciones, consideremos un areo posiivo 3,

por deiicion s tien

sna=MPy cosa=OP.

¥ tomando como origen el panto B,  eomo positivo el sentdo de
Itk ' e tene -

SnpeML,  eng=OL

randolos ringulos OMP y MO, que son iguale,setene.

o=Mr y  LM=or
Luego

con = sen s,
ovien

En forun anéloga, e tiens

(BB, cigh=AT; g

Liuego:
wamctes ¥
valo

¥ procediendo en 1 misma forma, obtendrinmos

)

RS T

a0 1o que qued demosteado ol teorema.
s claro que e toorem vale para conlquier valor de .
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Para verifear i se b calculado bien, puede usars I orml

cona = ctgBotg .

Obserracién. — Si10a valores do oo fuesen pequeos, corby
one 1m0 80 onocerian con bastante aprosiaaida y cora 1o quedaria

n determinado. En tal easo, puede calelarso primero el fngalo B
el fngalo O Tnego calenlar @ por alguna do las relaciones sl
uienten:

g

R

o bien .
tga= b

0

Ejemplo : Resolver un tridngalo rectingalo, onociendo
b st
o= a1,

Cewton awsitiares | oo deginiticos

byt e
logcos 51920 =9.12519 3=04 | logeosa = logcon b + logeos ¢
w1 logeanb = 012400
¥ logeon 0 = 987021
o oosb =0 12800 Togeona = 9.00111

logsen 52020 =9.90010 A=1 | pars 000207 amBi%14 A =123

w1 jos
187 =3 95011 we e
Prover
T ws
log tg 82720 =0.87001 Ao | log 18 B = logtgh
pamn = s ok 1k 6= 0.87120
> =1 ‘ Togeene = 8.81000

log tg b=057120 log 4 B = 105220
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siedo D el utmero do grados sexagesimales, M el uiimero de minatos
35 el nmero de segundos, so tieno evidentemento s expresado en
arados y fracciones decimales de grado sexagesimal por Ia formala:

M
*oo 000

¥ en ese caso de formulas (4 os da .

Paru T aplicaciin de s irmulan 2,3. 4 e necesario conoeer lon
aloresde <y 1 que son
= = Saas0zIET

[U——
Qe o cltos e ot o o e dcilns

o1,

Obsereaciin. — Tolo esto que hmos expresado para los areos
‘aplica también para los dngulos.

Hay que observas que tato los rcos como 1os ngalos pueden ad
quiie valores mayorus que una circunferencia o que cuatro rectos
decr, que ol nimero que mide un fugulo o un arco puede varias de
—eoa e

8. Cireulo orientada. Arcus diviidos. — Se e que un irenlo e
orientado, cuando se ba deterizado sobre €l ol sentido positivo.
para medit los arcos. Totmaremos en general como sentido positivo
el sentido contrario al movimicnto de us agujus do un rel. Se o
cobre 6l ua punto a partis del cual so miden los arcos; es ol arigen
dolon arcos.

9. Cireuto b
eadio igual 1 1.

onométric o goniométrico es wn eivcul orientado de
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cost> costa ©

3 el valor de cose dulo por 1a (1) resulta menor que I unidad.
¥ diviliendo ordendamente Ia (8 por I () se tiene con mayor
rusin
wo<ia

5 tambin el valorde cos C results menor que Ia unidad.
Luego, I dnica condicion para gue ol problem adia wna solucion;
v ol e que g s comprendido enire by (180° — b

Oereaciin. — Cuadoos valores dea y de b son poco diferntos,
covo difire poco de'Ly qued enéonces mal determinado por su cose.
o En tal caso o convenlente aplicar s formulas

o fmEsh
2limers

"l/

il ver que discutiendo stas formlas, s lega al mismo reul.
tadodelanteor, En fecta, tomemos el priame valor,dado po 1 201 .

St tienea > by 5’
vale e

a<iue -4
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Caloulado G, e esté en €l oo 4*del 341, pues se conoce un lado.
b=ty + 1,3 los ngalon adyacentes A 3 C.

369, Problema : Reolcer wntridngul érico, conociendo wn ingulo
Ay wno e o ladon de ete dngulo by 1 suma de Lo otros dos lados
' (4 o) — Tenemos:

cona = conbonse + senbsenccas s,

3 puesto que a = — ¢,
cona = conmcosce + senmoenc,

tge ‘57“(::1:;‘7 )

senm p

Introdiciendo un dngalo ausiliar de clealo 7 dudo por:

senboosa
eyt
e tiene:

)
fosea 2 E b

)

trom

370, Problema : Ressier un tridngulo exfrico, conpeindo wn dngu-
10, w0 do o Ladosdeeste dngul by I difrencia de lo otros dos
Ladot (4~ )= 1. — Tenemos, puesto que.a = 1 + ¢,

cosa = conbenme + senboenecos A,

cona = con oo — sen aen,

ovien:
conToone — sen Lacn e = conbeonc + sen bsenecon A,

¥ umbien

cono(oos 1 — conl) = seme(senl + senboos A),
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3 puesto que s 4y = 1,

¥ se tenin

e decie que

-y
3
1 ecuncion se puede resolver para cual

Low valores de

e se dan por 1t existen s decir,

e valoe el ey

140, Probloms. — Teesalver o sistema
Tty E
ety
Primer método, — Podemos paner
_senz  seny _senzeosy o senycoss
Y o ey sz ooy
Lt
oz ey
e donde.
sens _eos(x ty) +oosix—y)
B
¥ se deduce.

2ane —acons

conociendo x + y dndo por (1) y # — y ahora calculada, se obtiene
cilmente s 1,
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200, Segundo caso: Resoler wn tridngulo aférico rectingulocono-
ciendo la Nipotenuaa y wncatte. — Reolucion : Conocemos la bipote
usa 0y ol cateto b. Desconocemos ol catoto  y los ingulos B y €.

Aplieando la egla de Neper, o aino dicectamente por I foranl
1287, s tiene: -

cmamcosbeose  dedonde  cmem s (1)

wenb = senasenB dedonde senls =220

b
-E o

cgatgh  obin a0

Discuiin. — Los datos a y b deben ser, desis luogo, cada w0
menor que 150°. i a b fussen guals o tendria un tridagulo
rirrctingalo guo natralmente 1o ofrece ningana dificaltad.

Si 0y b son suplementarios, e tringolo se reduce a un buso ects
3 80 1o consideranos como tidugulo. Vale deci, que eliinamos los
‘casos en que a sea gual 1 b o suplementario con b.

‘Como una verifcacion de oa chlculos puede aplicarse I formula

con O conesenB.

Para que el problema sea posble os necesario que os segandos
fmbro de I relaciones (1) (2 () sean menores que I unidad, y
puestoquo a 3 bson positivosy menores quo 180°, basta quose tenga

obien

ue, debe tenerse:

b0 debetonerse b<a<180° b
s B30 s s b>a>1s0 b

cdadons sta conlictn, e tiene

wenth <senta w
en desie
1o etb<l - corta
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CAPITULO VI
RESOLUCIGN DE FROBLENAS. ATLICACIONES

366, Reaoteeruntridgulo efivio dados dos lados by ¢,y i
='De I firmala del w354, se saca

Caleulado el 1ado @ esamos en el 1 caso do resolucion general do
idugalos (1" 331 y 332).

367, Hesover n tridngulo xirioo concciendo by wa— P
cesuelve e trdagulo ACM, del cusl o conocen

¥ e So pucden as caleular s

o trs Idos
b
Tos dogulos €, MAC 3 ANC (6. 168) y por o .

o' e ASD 180 ANG) Ao §
el oo AMD e consn do o 3 )
3 me3 ol dnlo comprenid AMD,y ot v

mos resalvelo y calcalas B, ¢ 3 por lo tanto
A = CAM + MAB,

368, Busolser un tridngulo africo conociends wn dngulo A y os
sequentonl  y en qu la bisetris del dngulo B dicide al lado b.—
‘Segin a tgura 165

s

De donde
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en el punto 3 de 0,2 que representa el inglo, 50 traza I ormal &
Oy por el punto T I paralel al eje Oy, ol punto de encuentro
o el punto buscado. Proceiendo en u isma forma para s de-
mis puntos,se btiemo I curva que muestra Ia 6gura 21

18, VARIACIGN DE 1o COTAXGENTE. — Consideresios ¢l circulo
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nido por el misimo camino .
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288, Lo eulin ()61 0°28) o
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350, 1) B funcion de lon dngulos, — Sotiene

0~ 0= snflosbro-
obien

s
5 reemplazando sen -7y cos £ por sus salores sacados de las

férmalas do Delambre, se tiene

e T o
"5 oo (X — s (B ent

- B uenG
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o también
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360, Radior delo ireuion eamseriptor. — Liamando ry 1y y v 8
Tos radios e 1o irenlos ex nsoripton opuestos a los ngalos A, By
0, reapastivamente, o btione por un cwmino snlogo
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¥ culeulando. salores do & menores quo unn elscanferoncin la
primera nos d, asignando valores sucesivos & k.

Pamk=0 =<0

s kel zen

L segunda nos da

[ —_— k=6
[
-
- [—
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o,

T

La primera nos da dos soluciones 3 I segunda nos da doce talucio
s, todas menores qus uta sirounforencin. Kin toal catorce olacio-
e distintas.

“Tengaunos nuevamente In cenaciin y escribamos:

sen s — sen 5o = 0. e

P

¥ tranaformando en producto y simplifcando, e tiemo

e o cos s = 0
Lo que nos da

o bien
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Discusién. — Para que se puedan caleulas 1os Gnglos por It
ente, s nacesario que el prodacto:

PE-0 (p=b) (=0
producto
Be+s=9>0. m

sen positivo, e decir que

Gre-aate

Sea 0 ol mayor de los Iados e tidngulo, o por 1o menos o lado.
que no sea infrior  cada o o s otros dos,tendremon que:

ora

by asb-c

s0n factores positivos, pueso que 3~

20y aze
Para que e producto (1) sen postiso se necesita que.

bie

a0
o que equivale s
bre>a

‘necesita que el mayor delos Jnlos, 364 menor que I suma do los ofros
| don.
o lay ambigiedad para los ingulos 4, B C ya que
son menores que 90°.
Como una comprobacion dsbe tenerse, & menos do los pequeion
rrores d chlenlo

(‘ Para que of problecn sea posible y admita una sola slucién, se

ano
AR

A4Bio=se

Obersaciin. — i a prcics, podemos eseibit s mimas formn.
a1, en I forma sgaient

PR =)

wd ==
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291, Las formulas que vincolan los elementos en ol tridngalo
estéica roctdngalo pueden transformarse en oros que muchas veces
rosutan couvenientes par of cdlclo.

st por ejemplo, de I relacién (1) del(a257) se saca

cone= 2228,
3 como po otra parte:

5
e - By Y
remuita (§4)
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(e penp — aven(p ~ b (=),
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358, Radio al ciroulo inseripto. — . En funcion de o lados: S0
iene (1g.162) siendo O ol contro dl ivealo, que

- 0B = OF = 08,

5 loxarcon de civealo méximo OA, OB  0C di
Siden respectivamente a los dngalos A, B y O
n dos ptos iguales.

Bl trifngalo rectingulo OHA, nos da

——

Pero

AH-AF, BH-BE y CB

luego
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Lo que nos da

Puesto que hemos supuesto s 2 < 7, I segunda salucion no iy que
considerari y queda entonces

Sistomas de ecuaciones

136, o podemos indicar uni regla precisa par esolver un sste
ma de couacionos. En general, podrismos decie que el camino mia
oo en eada caso so obtiene con Ia prictica. Daremos algunos
cjemplos y I forma de encararlos. Con esos cemplos se resuelven
sistemas andlogos 3 ellos darén wna iden genersl de cimo se prede
enfocar I resalucin en cada caso

137, Probiewa. — Resolver los ocho sistens siguientes

R preree gletu=s
Tanz s seny=u “lsenssseny=a lems s cony=a
ey=s pErr=e pEmv=s
Teome b cosy—a fans—seny—a *lsens—seny =t
petree rmyes
oos—cony=a *leose--cosy

“Todos estos sistemas se resnelven en forun auiloga.
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217, Paru culoular 1 radio » del eitealo ineripto en el tridngalo,
cuyo centro se obiene, como o sabe, trazando Jas biseetices delos
ngulos ineriores, unamos l centro co Io tres vérties del trikn.
gulo (8. 99). Dividimos ast el tidngaloen tee tringlos que tienen
Dor base los ados y por altra el adio r.

Tendremos que el frea S, tiene por expresion:

PR PR P
-
o _ i w

=

o taabién, mligliando o dividiendo el subradica por (p—a)o
()0 (p—0) e thene

A
rep-atd
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267, Cuando se dun solamente Indos y ingulos del ridngalo est.
Fioo rectdngalo, e presentan ses casos disintos, sein sean s ce-
mentos que se dan, o saber:

1 Don catetos.

2 Un cateto I ipotenusa.

3 Un catato y of ngalo ablicuo adyacente

& Un cateto y of dugulo opaest.

5 La hipotenusa y un dogulo oblicuo.

6 Loa dos dagalos oblicuos.

Trataremon separadamente cada wno do esos casos,

208, Priner cato: Kesolr un tridugnl eféico ectingulo, cono
ciendo lor dos cateor, — Resolucin : Sean 1o cattos by © lon
mentos conocidos. Se desconoce n hipotenusn a5 os ingrilos B y C.
S tiene, segin las Semulas dol  257.

cona = cosbenne

zxn,% 5o= S

o vo que ol roblema e iempre posibe y admite wna sala solucidn,
puea siendo corb y corc cada o menor que 5

an0, el prodicto seré menor que 1a unidad y

Ibri un salo valor. pars cora . por cons

uieate para .
Estando los valores do B y C dados por sns 4 .

tangentes, siempro sord posible encontras un T

valor, o stlo, para By © ¥ estos valores so e

abticnen. sin ambigielad. En cuunto al cua.

drunte do By G s o mismo respectivamente que €l cuvdrante de
bydee.
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Para que ef proble sen posible o necesario que s tenga

Jseniee 42+ B <1

1o que equivale s
=124 1 st

S tieno un acotor cirlar de radio B y dngulo
< = Caleular I superficie engendrada por
o sector cuando gira alreiedor de uno de sus
radios. OA. Calealar % de manern que esta
Superticio sen igual a <R (g 09)

Bl fren engendrada s igual al éren ntera)
el cono, mis el drea doTa zoma esfrica. EI
rea aters el conotiene par valor

8= BH X B = ol sena

BN drea e 1 2ona,estéica tiene poe valor
5, = 28RY1 — coxa).
T supercie buscads tiene por expresion

5= Waena 4+ 26K~ con)

[ —

Bxprenndo shors e o e i do g enlvmon
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206, Firmulas rdaticas al ridngulo._afirico setilitero. — Un
tridngalo efirion s llama. rectiitero canndo o do sun ados e
igual a 90% ¥ es evidonto que ol tridngulo poar do an tridogulo
rectilitero s un rifngalo rectdngalo,y e claro que una manera de
resolvr e triingulo rectilitero ea pusar al polar; reolver ée Y
Tuego volver al primero,

Pueden, ain embargo, obteterse 1a formulaa que To rosuelven i
rectamente, para o cual basta hacer @ = 90° en las formalas gene-
rales del tridogulo efério, o gue equivalo a tomar en ellas cosa = 0

abtiene:

Bl grapo 11, nos da .

2 sen B — senb sen A,
s o0 = sencaenA.

L3ty 5 del grapo TTE nos dan,respectivameat :

o s b= senccos B,
5 con = senb cos .

T 1%y 2 el grupo IV mos dao, respectivament

3 wB = corotgA,
% 0= —conbigA.

La 3ty 5*del grapo ¥ nos dan

5 1B = tgbsenc,
O tgosen B

¥ flmente o 1*del geap VI non da:

10. con A = - conBoosC.
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365. TeoRExA Dk LigExDRR. — En una tisngalacion de priver
orilen, los ados scilan alredodor de on 40 Kilimetros, y pacsta que
o ralio de1a terr tieno un valor aproximado los 6400 K resula
queloa lados do una triangulacién tienen wn valor aproximado a

w 1
= g del adio terestre. Siendo a el valor el ado del. tida

oy Tl radio de I terra supuest esfiricn, e tieno aproximada-

mente:
1

B

3 expresundo a en grados sexagesimale, resulta

e

o des, que s ldos el ridngalo son siempre mug pequetios.

i se magion un tridogulo plano cuyos ludos tengan Ia misms fon
itnd que los el tridngulo esféico, los dos tringulos difiren poco
entre s tendrén aproxinadament a misma supertice

i 20 caloulan o trs ngulos dol tridngalo esfirico, I soma de
st dagulos exceds muy poco de 150° y so encuentrn. quo el exceso
estéico e del onden de los , fngalo an pequeto que podemos con-
fundiclo con n tangente, '

Bajo estas condicionos, pueds establecerse con Legenlo

i o tados d un tidngul efiico on pegueioscon respecto al ra-
i de Lo exers, tal b caso de o tridngulos geodésicosde 1 orden,
puede,sinconeer rror apreiable, reemplazar ol tridgul xrico pr
un tridngulo plans, cuyos lados son.respetivamente iguates a lo del
ridngulo efirico y cuyos ingulossat Lo dl tridngulo efirico diomi
widor dela terera part del exccso exirico cormespondinte

So ve cntomces que o un teorema quo sela unn aproximacicn,
que al proceder en esta forma no se hacon as transtormaciones con
exactitud matemiticn, ino con una aprosimacion que no infaye
précticament en los resultados. -

‘Tomemot una esfera cuyo radio suponemos igual aIn unidad y
onsideremos sobre ellu  triingolo ABC cayos Ladosa, by o expre.

s en Fadianes. Linmemos A, By v ©, lon ogulos del tridngulo
Dlano cuyos ados son a, by e. Bl tridngalo estériconos da

A= e
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138, Probiona. — Resolser loa cuatro sistemas de ccuaciones
siguientes :

(s4y=c soy=e
Heensseny=a *lsensteny =a
(rtymaya-
Sloossoomy=a *lcosncony

Tow cuatro sisteman se resuelven en forma andlog, de modo que
resolveremos o primero, y siguiendo un camino auilogo, ser fiel
resolve los restantes.

Podemos scribiz

m

Lo que non permite calcala ol Gngalo (s — 3) cuyos valores estin
dulos por
P
¥ es cambien
oty
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Tomaremos por eemplo e primer sistema.
sry=x W

et seny e @

Traasformando en producto 1 (2) e tiene

@

10 que nos permite caleular los valores do

3
i caleulamos wno de llos, por ejemplo , tenemos.

Sabennon qu

que todos os valores do

ealculados por

(3)estin dadon por

Yporta (1)

Taego es

donde ¥ puede tomar cualquier valor ntero, poitiv, negativo o alo.
Para que exsta un valoe para  es necesaro quo

2eens
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218, Para calealar los radios de
Tos circulon. exinseriptos. (05, 95)
considerarenos el radlo r, ex.ins.
eripto en el dngalo A. Su centro O,
e obtiene trazando 1 bisectrs del
ngulo A y las bisetrices exteriores
«nlos véttices By C. Uniendo slor
ol centro O, con los tres vistices
g, tememos uo ol drea S
el tridngalo s gual al frea AOC
nfis ol dren A0, menos ¢l drea BOG, es decie qu
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215, Caleulo acl rudio R el cieculo circunseripto
Halsimos encontendo por ol teorema del seno (s 103)

b
[rrRp——y
P T~ = =3
T s " Gk ond Ny
BT

Maltiplicando abors numersdor y denomiauor por b, se tieme

X teniento en cuenta I expresion de
abencmos

pestie S del triingulo,

ave

R

o tambiéa segia T formla de Heron (a- 200)

N=bip—a

B radio el ciroulo elscunserpio s igal i producto de los tres
Julos del tidngalo dvidido por el cusdeuple del ren del misuno.
B ticil obtener tanbién P
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Sea un tidagulo roctingulo ABC, (8. 150), donde A es l fugulo
recto, O ol contro de I esfora a a qu perenece el tridngalo.
Supongamos en primer lgar que loslados
a3t cadt no menor que 90°. Por a punto M
e I arista delwiedro que proyesta al tridn:
gl dosde el centro do I cafe,trazamos Ia
normal MP O y do P In perpendicular
PN 4 OB,
Por el teorema do las tres perpendicula- P
res, resulta MN normal a OB, o que quiere
it que el éngulo MNP mide of 4ngulo B del tridogulo. Siendo
el dogalo MPN recto ea P, se puede eseibie -

ox . or N,
cona = 0N, conb= 08 conom O
e donde
oPcore
conam OB coutcone
b

aue es1a (1) del (o 28).
Do os teidngalos OMEP, OMYX y MPY, sacam

Luego

ue e a formula (2) del (u* 287),
o una forma complotatmento andloga babriamos obtenido.

seno=senasnC  queesla(9) del (o 257
Tomemos abors

cona = conb eono.
senasen B

¥ eliminando b, yaca o enal se tione:

coth = Bt st
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rectingulos ADM,y CFM, son igaales entref, po tener igua hipo-
tenasa o igunl e ogulo €0 M,
Lucgo.
i

- F.

Toa tringalos recdngalos XFC © YEB son iguales por tener el
fngalo en X igual al &ngalo en Y, ¢ igualen 1os cateton opueston a
estos ngalos, uego:

BY = 0X

3 por o tanto el punto M, medio de &, nos da .

P

o que demuestra e teorema.

362, TwownsA: Bl polo del cirelo misino que un los puntos me-
aion de do tdos de wn tridngul, s tambien e polo del cirvlo cirouns-
erito at trdngulo eolunar. —
que completa ol buso, 3 por o taato, cada trimgalo tiens tros trido:
gulos colunares.

Segin Ia igura 163 llamando ¢ a los axcos igusles

AD=BE=CF -t
o obtiene:

[YSRESSIN

oB=00=7

¥ entonees:

on-3

sisndo A, o punto dismetralmente apuesto al vértioe A.

e decir, que O quidiata. d losvétics tiéngulo A,BC, quees e
tidingulo colunar correspondiente l éogulo A. EI panto O es el cen-
tr0 del sisealo circanseripto al ridngulo A,BC, o que demuestrs
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B fici darse ouenta el orden » seguir. Puetos ala isquierda los
Valores 4 . ¢, 50 abtiene 2p. por 1o tanto p. Lucgo p—a, p—by
—e. o buscan luego los og (p—a), Jog (p—b), 10g p—0) ¥ ok,
que te exeriben u 1 derechi. So suma 10 (p—)-+ 0§ (p—b) + log.
(2= o e esta log p, o que nosda log r* y dvidiendo por 2 ve
tiene log 7.

Restando a logr, sucesivamente lg (p—a), g (p—) y 1og (p—)

ALB
5o obtiens respectivamente log te 51 log t8 ¥ log tg § suados

[

B o o
Tog 15 5y tog 15 se obtiene 9 yrorlowntoa, By

caya suma debe dar 150°, o menos de los erores do éleu
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¥ anilogumente, de I (6) del(a* 287):

Partiend do 1 (6 dl 1

¥ sotiene:

¥ entonee:

s

¥ auilogamente

nego :

. Hemos obtenido aa frmuins fandumentales, pariendo da s
firmlas fodamentale de I tigonometrin esirica Se pucden ob.
tener diecta ¢ independientemente do llas. |
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361, TromExa: Bl arco de cireulo masimo que wns los puntos me-
o de on ladow de . tridngulo eérico, corte al terer lado e dov
punton aquidistantes del puato medio de .
tetrcer lado, — Sean M., My 3 My low
Duntos medion do los tres ludos 6, b,
¥ ¢y M1, ol aroo que corta al Iado @
enlos puntos X o Y. Baclaroque X o ¥
son exteemos do un didmetro, porqn 3 g
s cienlos miximos s cortan en pon-
tos dinmotralmente opuestos (1. 163).
Siendo O ol polo del ircalo XM,M,Y,
los aeos do cireulo miximo 04, OB
500 cacn normalmente.sobre ol aeco XM,M,Y, y los ngulos D, 5
YE alen o

Los tridogalos sectingalos ADY,y BEM, son igunlen poe tener
figual ipotenasa, ya que M, s ol punto medio el ado ¢ o igual -
gl en M, por opoestos por ol virtice. Igualmente los triéngalon
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Podemon esolverla en una forma mis

ple esribiondo:

s bn senan.
]
obien

sen o+ 2)con(f 1)

sen (s + 2)cos x + 21

ilicando por 2y recortando que

e 4+ enle P = Tvnccond
[—

“en(e + 84 20) + senx ) = Kfsen(a + 5.4 20) + sen§ = 2)

o vien
(k= Ysen(a 45+ 20) = k] sen(a — B

¥ tualmente N
ret

e

sen (a4 o+ 20 = 5

Seencontearun ugulo 9 menor que uncireunferenci al qu seu

¥ podemos poner

Betath e

Tendremos

P

Lo que nos da cuatro soluciones

P k=0 =FTEZF
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¥ anlogamente habriumos obtenido s .

tho = senb 160
e e 1 (1) del (n257)

Do estas dos ltimas obtenemos, multiplicando miembro & mi
bro, exprosando Ia g en funcidn de seno y coseno y dividiendo por
ol producto sen b sen;

= B O,

5 Sendo con = con b cone, se tiene,invitiendo:

eosa = ctg B etgC,
e ea 1 (8) del (n° 287).
Tomando nuevamente

ae tieno,

3 siendo

dividiendo se tieme

3 puesto que cosa = cosb cose, esula:

conB = cobaenC
ane ea la 9 det (o 281).
¥ en forma anloga

que esa (10) de e 2
Pero hemos demontrado basta abora, sobre Ia base de que los la
s 10n menores que un cadrante. Con un Fuzonamiento andlogo ol
uido para I firmalas fndamentale,se miestrn e s ormnlan
son generales.
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(Como habfumos obtenido en l (a° 357).

364, Represetaciondel esaso efrico. — Tomando maevamente In
gura 165, puesto que los triéngulos XCF o YEBE son iguales, como.
st tambida MK con M;AD) y MDA con DEB, s tiene

P IV NN
A,0F =MD, MBE=,AD,

2XOF = XOA — M,0F + YBA = M,BE.

B XOA=z-C, YBA=z-B,
MOF 4+ MBE = M,AD + M,AD = A.
Laego:
IXOF wre OdmwBoAmn— 2

siend 2« f exceso extricn, Quiere doir que l Angalo XCF o YBE)
Fepresenta el complementa do I mitad del exceso eaférico
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desde A" hasts B, In ondenadis MP crece en valor absoluto, pero
omo es negativa, po extar debajo del eje ', ol seno decrece. Y s
oo, por simples considermeiones geomitricas, nélogas s s que
s heclio para el prier cusdrante y que no vale b pena seetr,
obtener los siguientes resutal

en210° = s

[l

v

ten 2400 = se

RNy

e 2700 s FE—

Mientras ol ngulo erece en el teror cundrante desde 150° hasea
270°, ol valor del seno decrece desde  hasta —1.
Dindo aora al argumento. todos os valores del cvarto cuudranto

adesde

(65 vt 300 525, o s, como e verse a1

gura 12, varia desle ~1 hasta 0y tambiéa s puede obtener ficl

sen 300 IR

sen310 = sen

sen330° — sen

sen 360° — sen

51 segaimos namentando el ngul, de molo de tomar valores
yores que 360° 6 2, los valores de seno repiten. Axiy por jemplo,
i tommos ¢l dngalo de 39

san 300° = som (360 + 30°)

——

5 i sucesivamente. La fancidn seno results, as una funcion pric-
dica e periodo iualu 360° 2.
Hemos obtenido en resumen
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363, Podemos ahora encontras este rudio que hemos lamado B
Toncaon en primer logar :

cos By =sent

n=]

 también doltrdgulo AN,

end, 1
Sew AD  sen AN

sen € sen MY,

acn AN, sen A, sen A,

Bt
L n o LG0T
M1, =} 7R = 4 GOB = o, = W08

Tuego:
o R, sen COM, = sen % e

Por ot parte, e tidagulo reetingulo OM,0, nos da:

sen COM, _ v 00
eow, " e 00 .
ovien: N
sen COM, sn B
¥ resua:

.

o poen p—a)sen (p—b) sen (=
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cona = cosbeoso + senbsenocon &
cosb = cosacose + senasen ccon B
cone = conacosh + senasenbeos .

s el ver que las firmulas valen i en of caso que o de los
10008 6.0 108 dos, valgan wn cuadrante, puesto que son vilidas
para valores de by ¢ mayores o menores de 90°  tan préxinas a 90°
como se quiern.

En efeto, consideremos ol tridngalo de ados a (00° £ 3, y ¢, o n
diquemoscon 4, el ngalo opuestoal lado , que vale & caio.
Se tiene:

s = oos (6 o)ensc + sen b+ ) semecon Ay,

pasando al limite, para s = 0, s tiene
misio puede bacerse para l ado c.

formula del grapo T,y lo

280, Teorewa (lamd tearem del sene): B todo trdngulo e
vic, on senn de lo lados o directamente proporcionals I senck
opuator. — Do l foemul

cova = conb

me & sen bsenocos 4,

B i - £

Senbaenc

3 entonces, reemplasando sen Uy sen o! rospectivamente por
(1= cos®h)y (1 — cos’e), e tieme, dividiendo por sen’

AentA 1 costa — eos'h — eoste 4 2eomacombensorg o3t ene
e Senasa baene

Pero exta firmula os smétrica con respecto & 4, by ; Inego, si
partiendo de Ja 2y 3 del grapo Ly por un caming igun, csleula
er'n o

mosad ¥ e

T S
S

btenemos el mismo resulado, e decir que:
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©= 1800~ 4+ B @
¥ Inego el valor do ¢ 40 obiene por I formln:

asenc

®

¥ Blmente a superfcico s dada por
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262. Relaciones entre cinco elementos, — Tomemos T primer ela-
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cona = conb conc + send senc oon d,
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cona contb + e send conbeon € + aen' s

TN
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cona(1 — costh) = sena sen b cosbc0sC + sen b senc cos A
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cona senb = scta cosb eosC 4 sen con A
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¥ como los Iados  Ios ngulos en un trikngalo estéico son meno-
eno de cada uno de los lados y ngulos e siempre
igualdades antoriores pueden escribirse

281, Tomando ol polinoms

.

— costa — oosth — con'e 4 2cona cosb eune,
agregundo y estando cos'a cos'h s tiene
=1~ costa = costh + costa costh —

—(coste + conta conth — 2cona conb conc),
obien

P = (1 con'a)(1 — cos'h) — (cone — cona conb,

P = (sena senb + conc = cosa conb)
(senasens — cose + cosa cosb),
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T ]
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Pe sttt et l=d
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Distingairemos dos casos

1) Bt ingulo A es agudo (0. 96, — Bn tal cao, el punto T ests
sabre AN y el punto B, ex siempro aceptable.
Parn que pueda aceptarse ol punto By, os necesrio que a < b.
Ligo, sendo & agado, s a < b ny dos soluciones del problema
6025, una sola, slempre sobreIa base do que se cumple

=buen

1) ELdngulo A obtuso (1. 7). — B pato H st sobroa pro-
longacita do AN. La solaciou B, no es aceptable.

Para que se paeda acoptar a solacion By, 0 pars que B, caiga so-
o AN os necesario que 8 > .

Laego,siendo A abtuso, i > B, iy
¥ 8428, o bay ninguna.

i solacion del probiema

Obercacitn 11— Memos calculado el 1ado ¢, en base al cilulo.
previo de C. Podcmos caleolar  en buse  los datos del problems.
En efcto, patiendo do I igualdad.

Wb e A

tenemon In oouacidn de 2 grado en ¢

P ] @
que nos da
T S ®

Para que exista

necesaro que se teng

-bli-w)

oot Akt =020
ovien

LRI
a0 donde

azbsns

que o I condicion (4.

Para que los valoros de ¢ dados por I (5) sea. sceptables, e me.
nester quo sean poatias. Com el prodacto de las rajces e 8 —
5ib < a, ol producto do la rafoes o8 negativo ¥ 0o by i e U
soleitn.






index-508_1.png
o caleula primero  y luego by 1as bisectrices corsespondientes a
108 gulos B y © s6 obtienen en a misma forma.

354, Medianar, — Pars calenlar l arco de cirulo miximo que va
o wn vértice sl punto modio del ado apuest,tenemon, segin I g
160,

o cosbecosdconm t senf senmoors,

¥ en forma andloga para I otras medianas

355, Judio dl crenlo irewneripo al ridngulo eéricn.— @) En
funcion de tn dngulon Sen o triingulo ABC 3 suponemos trazada
T circanferencin de centeo P, plo dl tridngulo ABC y do radio ex
féicn R, So tiene

RePA-PE=PC,

Trazando por el polo P un areo de circulo mximo P ‘mormal
14 0, el trdngalo rectdngulo PEM nus da

conn = tgg ot
o donde
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i v it continaa, excepto para los valoes e 3 = 90° 6%

¥ todos os valores

en el infnito, bt rectas son asiwp-

fotan de T carvy st se Maoua anipiitin. Por epresentar aa
et e 1 sucle Tama fangentode.

e pucle tanbién abtene I eusva que sepresenta grifcamente
Wl s en faucidn de 2 on I forma siguionte Se tom l rrculo
igomomtrin de centro O y xe divide en un nimers cualquiers de
rtes que conviene sean iguale, por ejeplo 16, que wimeramos de
14 16 (5. 21) 3 5o trsn I tagonte geometriea = en el origen A
ac tos arcos.

‘oo e e 22 5 toma an origen 0, sabre & s leva 1 nor
e sk e e donde tomaremos los vlores o a funcion.

“Sobre 0,2 representamas Lo valores e s wna escala cvalquier.
v quiere abtener i epresentacion de nn punto cualyuiera, por
jemplo para e dngalo 2, nieno en el crenlo O con el
prolonzando hasta T, s f

"

oy
por definicin auo AT es . Lnego
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Obersaciin 1. — Ex ay cémodo encontrarlos resaltados antero-
res por o rasonamiento geométrien,

Para consiruie un teidngalo dados &, by A, trazamos l dngulo A
{8 96)y Nevamos sobrs uno de los Jados de A, unn magnitad

A0=1

Con centro en C 5 radio igualaa,sedeserile un sireuo, que corta
e general al otro laiodel dagulo A en dos punios B, y By Uniendo

© con estos ptos se tienen las soluciones buscadas. Sea OFf Il
€ura bajada desde © sobre l oro ladode A. Se vo en I figuras 90

o7 que
o

buen CAH.

Pera, observando I igura, puede verse que i ol Angalo A es nga:

0, se tiene AT = Ay o el ingulo A es ubtuso CAH = 130° —
En o dos cason so e

son CAH = sen &,

Para que ofciccal de radio  corte l otro Jado dl riin

acbe tenerse

azon

st < CHLno iy solucidn del problem, lo que squivale a decir
que

a<hsna
0 by solucin. .

510> CH sl b sen A, n circuntesnela soia & 1a rety AN
en don pintox B, B, Falta ver s estos puntos estn sobre el fndo.
Qe nglo A o sabre un prolongacion
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363, Arcos bisetores. — Tongamos el tridngalo ABC (8g. 159)y
tracemos el area de cirealo miximo que divide el Augulo A en dow
Dartes igunles. Sen B el arco AN, Linmando,
com ndica Ia figur, 7 al ngolo que for-
ma b, con MB, o tieno.

s I
B concon g 4 sen Y sen g con by
N R B ot e
08 0= con con 4 sen  sen g con b —

Do donde, sumando y re

o, 5 tiene





index-294_1.png
P
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A=A, a= 1Sk, = 48270 m,

Conviene disponer Tos cilcalos en T forma que sigue, poviendo &
1 fzquiendn los valores y 1 derechin los logaritmos.

K= srio [rpe

sen & = 0.72816
amanaim [
b= 4s270m. st

53519

B = swran
e 0 w7805
By = 49°0757 | By = 130%204° | 0
250303

C=omazr | ¢, = et

o= 631.23m. | 6= 15434, | senC, = 9.90518
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28000
- 220500

B fici darse cuenta de I distribucion de los clcalos, Se abtie-
en dos soluciones. U, el tringalo de ingulos

A

3040, B, = 49°0TT0" y €, = 983228"

ados

a-Sdm, b ds2i0m y o= GL2m

¥ otr, o tridagulo de dngalos
A=mmou, B=130%208 3 €, = 10T
¥ de lados

T R

Femplo 21
A= 39710907, @ = 34134, b 30270,
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815 > a, ol producto do 1as raoes es positiso; lus dow raices s
Al mismo signo. Como Ia suma de aa raices vale 25 cos &, i A s
agado, cos A es poitivoy 1 dos raices son postivas, luego hay dos.
solaciones del problema. Si A e obtuso,cos A es negativoy Ius dow
raicos son negativas, No hay ninguna solucico.

51 suponemos a — b, ana do las raices s cero 3 por o tanto in
nceptable. Laotrara valo 20 cos & y s6loesadmisible i A e8 agodo.

Hemos encontrado asi los misios Fesultados que en Ia discusién
anterior,

Como esto caso, en In resalucion do tridugulos planos es el més.
intoresante, ensayaremos Codasia otra iscusicn mis.

Pongamos nuevamente

= beon A+ FERTA T @ 0 = beos A % /@ BRe &
aue podemos escribir

L:»[u“i ...Ah_m_{x],
atrodaciondo shors un gl suxilar g dado por

baena

seny = 222

tendremon

cmptnleE A
oy

ver que ol valor 9 que hemos calenlado, no e otes cosn

v s B

¥ estando 5 comprendido entre 0y 90°, s tene que % ex el valor §
aue babiamos enconteado

X tenemos para ¢

mOen o emEen

que son exactamente los valores de ¢ que obtenainos pars cada uno
2 lox alores C y €,

‘Hemos catdo pues al aplicar I formula (1) enlos mismos edlesios
aue en la resolacidn primera.
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Tomemon 14 1*del grupo Il

cosasen b = semaconbcos 0 + senecos &,

dividiendo por sen, s ten

—con b0 + 2 cn,

o
200, g, pasando al primer miembro 8 2 términe
202, tuego, pasando ai o al 2 té

el segundo miembro s tiene

ergasent - ctg A senC = cosbeos

3 en forma nndloga pars lus demés y obtenemos el grugo V...

285. Relaiin entre los trs ingulosy un tado. — Demostraremos
que entre s tres gulos y un lado, en un trikngulo esférico, valen

— cos B c0s + sen B sen € conay
08B~ cos A cos 0+ sen & ben C custy
—cos A cos B+ sen A sen B onac,

ue en todo tridngul estiico, e coseno do un ngulo o8
il 8 menos el producto de Tos cosonon de 1os otron dos, més el
producto de los senos de sus atros dos dngulos por el sosea el lado
opresto al primer dngolo

Considereinos un tringulo ABC, cuyos Iados scan a, by oy su
dngulos &, B y C.y tomemos e rifngalo polar que lamiremos A'BC,
y seana’ By o sus ludow y Ay B, O kus dngulos. So sabe que

B L
N8 e WS-, O s,

3 apliguemos  est tringalo pola, l teorem del coseno. Se tiene:

cosar = conl ense’ + sen ¥ sen con &',

ot et

¢ = en ofens & = - cone,
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Satisfechaesta condicidn, slempro 8o encontrard un ogulo § que.
cumpla T fgualdad -
baen

wen o=
¥ ol valor e B,y s
Bep  oben B0t p

En corresponencia conestos valoes de J enconteamos para Clox
wlores
Co1800-A-B )

©= 1800 — A — (1500 — ) =§ - & ©

Evidentements estos dos valores e O son menores que 180°; para
tue sewn aceptables es necesario  sufciente que sean positivos. Se
o presentan dos caso.

1 Bl ingalo A o agudo. — K eso caso el valor do © dado porTa
(5) e positivo, puesto que a 150° I restamos dos dngalos respect
Vamente menores que 90°

Para que el valor de €, vea positio, debe tenerse

B>a,

3 como tanto § oo A son menores que 90°
vior implica tambide,

o desigualdud ante-

send>sen A
otien

bena

>sen s

fendo sen A postivo, b > a.
Liuego, cuando A es agudo, sf se tiene 5 > a, by dos sulacion

e problem, desde luego admitido que se cawple 1a condicion (4
¥

by una sola solucién.
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283, Como éstas formalas son homogéneas respecto a1os senos de
10 Jdos o tiene, poniendo

oA, senb=ksnB y sene=ksenC

deducidas de geupo T, Namando ¥ I relacidn constante.

senb _

Jy 3 reemplasando en el grapo T sena, send y

fend "G
sen ey suprimiendo el futor comin ¥ s tiene

[ conasenB = oonbaen A cos O 4 sen Coon A,

\m...nc:,,....umm. Boona,
w

conbaen A cosasen Beos € + sen € cos
08 bsen O = cososen Beos A + sen A con B,
cosesen A = cona sen Ceos s + sen B conC,
conosen T = con baen C oos A + sem A co

284, Tuorema (lamado do o cotangente): En todo tidngulo ol
vic,entre dos lado, e dngulo comprendido y el ingulo st o
e lloe, ceitenla reacione sguienes ¢

| ctgasend — cig Asen€ = cosbeonc,
clgasen — clg A senB = conecon B,
elghsena - ctg B aenC = coracosC,
ctghoene  ctg Bren A = conocund,
ctgesena — g Csen B = covacos B,

| ctiesens — cigon s = cosbean .
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2 Bl dagalo A s obiuse: — B valor do C, e nogativo y bay que
desocharl,
I problems admitir una sols solacidn, slempre que el valor de ©
reda uoeptarse. Para qre s positivo debe tenerse
80 A

sen (1307 — 4) > sen §

wna>

baena

¥ porlo tanto a > b.
Tego, en este caso, para que ol problema admita una ol
oo tonerse a > by i < 20 bay solucion dl problema.

in

Henumen. — Podemos entonees resunir on resaltados de nuestro
tooremita en I forma siguiente:

band>a 0 hay solucion

Acwe | una salcién
e acal VST et o oluciones
E a0 slucion

ozt uotaysolucin.

Poriamos dar a este candro otra disposicén teniendo en cuenta
ue I condicion do se b mplia de hecko In condicion

azbun N

Por otra parts, siempre que a > b 1o bay mds que una solacién.
o puee paner entances:

ase na solacién
A<ur ana solucion

=0 azwe 0 Iy solncion
(bsena>a coees oy solucion

<O | punaza [ASUT donoions

1 A=900.. notay salncitn
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287, Suponiendo que A sea e dngulo reto en un trdngalo esté
rico reatingalo, s formalas do lon grupos Ta VI so simplifean.
Obtenitemos 10 firmulas, que e el nimero do combinaciones de cin
0 elementos, tomados do tres en.tros, Bastar hacer €0 A =0,
send = 1 se tiene

) La primera del grupo T nos da:

y cova = conb conc.
Bl grupo TT nos s, baciendo sen & =1+

) senb = sonasen B
3 cone = senasen C.

L primera y segunda del grupo 11T, nos dan:

cona senb = sena o b conC,
cona seno = sena cone con B,

e donie o obtieno:

9 teb=tgaconC,
Kl tge=tga cos.

La 4y 10 6 del grupo ¥ nos dan

stghsene = otg B,
etgosend = oig 0,
otien
o
7
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Tomenon e trifagulo de lados o, ¢, siguente:

e
b e
o= T
T

000"

sz

wlyr)-som

seuso0r

s

cos b, = 9.570053,

o

)

on b= 9570033

e
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Sqmn s oot
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.
Taego reemplazando y cambiando los ignos :

008 A = oI c0s 4 sen B sen  odna,

¥ 10 mitno para as otras relaciones, partiendo del coseao de ¥ y ¢.

286, nguio awsiliares de odleuto, — Lo firmulas que antecedens
@6 Ta VI, con excopeidn del grapo I1, 10 son caleulablea por o.
garitmos. Se puden transformar utlizanto Angulos ansilares do
cdleulo. Por ejemplo tomando

cona = cosb eose + senb senc cos A z

v senacosB = cosbsenc — senboosceomd.  GF

i hacemos

Donde m ¥ u son dos cantidaes desconorii

aetorminas, para Io cual so tene:
senbeon A
=m0 s )

yabora

cona = wmeosle T
actia cosB o maen (o — ).

Muchas vecas esula comodo exe axtifel.
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oAPITULO VI

MLEMENTOR SECUNDARION BN L TRIANGULO KapERIco.
TS PROPIEDADES DEL TRIEXGULO BSVERICO

352, Alturas, — Lismamos altara en e triingulo esférico ABC,
 lo arcos do creulo miximo que partiendo do un vértice caen nor.
‘malmente sabre los lados opucstos

Los desigaremos respectivamente por ke,
By he (85, 158) 50 thene:

sen k= seu b sen © =sen ¢ sen B.
sen by sem csen A = senasen O, 6y e
Seu b = sen a sem B — sem b sen A, s

¥ teniendo en_ cuenta las formulas del (4 251)y de os grapon X
(0" 307) y XVIL o 313) s tiene:

o
b e T &
[PRYTPL
Ty
o _ o

wentm 2 B

De la fgura 158, tenendo en cuenta quo los rifogulos AMOy
AME son recténgulos en el vértice M, se btiene:

covbcoshucos MOy covo = oos hucos MB,

ac donie
b _ e
s NG o B
¥ tamtién

cosb —cose _cos MO — con MB,
GG T cone  con MO F con NB
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¥ reemplazando los valores do o'y § y recordando que
sen(2ke 4 5) = sens
o8 (2ke + 5) = cosa

S encuentran las formlas (1) y (2.
Por oo lado, s en as formals que dan

snp oy s+ d,
reemplazamos  por — § s abtiene aten vez como bemos visto yo

senfe — §) = senxcon — sengoosx
o (2~ §) = conzcon§ + senxsen

Suma do varios arcos

8. Obuereacién. — Do lan firmulas que nos dun I sum.de dossr-
o8, e fucl obtemer s que 108 dan I suma do tres  mis arcos, en
funcidn de as lineas de Ios arcos mismot.

‘Supongamos por fempo, que desearmos el seno, coseno y Ia tan.
ente de I sumi de tres aroos % 6. .

Podemos considerar & by suma o tren arcon % + 8 4+ 1, como In
suma do (x + )y do ; y aplcar las formulns que hemos obtenido,
coma i se tritase do In sum de dos arcos y tendrismos

sen(a 349 = senf(x45) 4 4
con a8+ = con[(x ) + 1

Sen a48) comy + sen c0s a-+ 8

oon (x4 con-- — sem (a8 sen sy
(@49 e

EEers

e

el +)=

¥ i o s desaroln en (4 By o0 (54 )3 15 o+ ) de
acuai’ o 6rmmles (0, ) 0o 38 (5 4l 2505 tenemen

{senzons s + sen g cosm)cosy +
sen g ens 008§ — sen xsen
(evsxcos — senxsen ) con —
(enzcos § + sen cosa)sen 1,

T a7
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Por e segundo meétodo, esdeci, utilizando s formul

e cony,
conte— ) = LT
[T
b = seeaes0 osun
A = o] fromn
B = 200 wena = 0.080352
= os0208
R T 0004353 | comA = 02040
(0=% = 901959 conb = 9905001 b = 80183
= ososy tr - 0000 | tee, - 9.093507

Gty

Covg = OSITTT | cung, = 0952065
0v0zae

(b =0.567843 | cona = 0339001 n

o000 92026294
tga = 05409578 | oos = v00500L

©

) = 9.012233 » loos(0—, = 9386268
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sten cusndo ncrementaumos uno de.

s deir,que s formals s

Tos dngulon én -

T —
positive de ay .
Supongancs gus ol teng n admero m do vesea Sy

Augulo § un nimero » d veoes, podemos poner

—nfer
penfer

Donde o’y § son menores i un enadsaute; podreinos poner

Sen (e 4 ) = sen oo ¥ + sen o’
con (e + £ = cos o' con ¥ — sen ' sen .

¥ shorsaregno gl ,msivnnent m v 3 oo

ool mesvament  vese f dugae I G sempre

e vaiendo y vae entonces para s dngolos & y 5.

67. L firmlas (1) y ) alen para valguier valor de 2y b, —
Hemos mostrado que las formulas () y (2) valen parw cunlquier va-
o postivo de %y 8 mostrarmos que valen parn cuslquier valor de
35, positvo o negativo.

Supongamos que o de clos £ 0 13 dos sean begativos. Siempre
o lea pod agrogar un nimero entero de cirounferencias, hasta -
tenor valors positivos, e docie que podemos bacer (36)

P
2t

son o con ¥ 4 aan o
con # con — nen # se 5.
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CAPITULO 1X

S trata de rsolver o siguiente problena : Conocidos 1os valores
cas trigoniometricus de un asco, calenlr loa valores de. lus
a0 ble trple ., el arco , donie » s un imero en-

= At

ero o Cambin I lneas tigonométrcas detareo 5, 51

mer problema s I s fmpropiasmente de wltiplicacon de arcor
¥ al segundo de dicision de avcon.

s claro que of primer problems se resuelve ficilmente conside.
rano s ineas de 2,3, 4, .,  arcos diferentes  calealundo la linea
el suma, d scuerdo con T formulas dudax en el 1 63 siguien
ey Tuego igualando los arcos ente si. Bs e el fondo como vamos
A proceder.

89, MuLipLICCLGN. — Si en lan firmalus que nos dan sen, cor,
¥t do (x + ) on oacidn do Iaslineas miswas (a5 y 50)bacemos

RS- 0
o 23 = etz — sns, @
e
e 22 @
e
¥ recondando que
wwnakoostx=1 (w37

Tas s primers os dan

cenza = & 2senal 5 o o zeosal T ews,

5 Tas ormulas (1) el 1 68 que nos dan las lneas de 1
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CAPITULO V.

RESOLUCION bR TRIANGULOS OUALQUIERA

210. Casor eliseos. — Un tridugalo plano_queda determinado
conndo s conocen tres de sus lementos fundamentale y entre ellos
entra por los menos un longitad.

naremon I notacidn indicada en el n* 177 y estudiarernon aora
s casos clésicon; e decir, aquellos e e s datos que se conocen
con solamente Iados y dngalon. .

B ficl darso cnenta que conocidos tres elementos, s formulas
el 195 non paemitirn siempro encontra 1os res lementas res

‘atnliavemos tols 1s casos que puedan presentarse ¥ para cada
cuso calcalaremos tumbin n superiie.

‘Siempre e convenionte calcular los elementos que se busoan, y
deslo uogo siempre que se pueds, en basea 1os datos conocion y o
en base  elementon clenlados.

“Tiene oll I ventaja, en general, do evita Ia propagacion de ervo-
res quo sempre so cometen al caleal

Los cuatro caso cldsicon que s presentan, son:

) Dados un lado 3 dos ingulor. — Poco importa. cudles sean Tos
don ngulon, porque cuanilo se conocen don 4ngulos el ercero e lo
que . para que Ia suma de los tres valgs 180°, B trcero es ol
saplemento de 1 suma de Jos dos Angolos dados.

) So dun do ladony l ingulo comprondido.

) So canocen dos Ladoey el dngul opsesto  wno de clo.

) So dun o testadon

2t Prne s Rt gl b s b B30
et aioa :
Tenemon
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¥ simpliteando y ondenando so btiene

s x5+ = senxcos oos+ + en §com o8y +
“.n,m.m,,m....,;.m'
008 1+ = coscoon on — senxsen foon
~ senCeongsen — ven-Semzsen |
wessen - SRS

Ea claro que sri cimodo btene ctg, s, coso de 1 uma de
s aroon, proceiendo en I wiema orma.

S1 v uiier otener e s, conenoy Langerie de I suaa decua
roaron -+ § 4.1+ , procedemo n forma i, Comideramon

o sum e T ctro oo como T s e dos (-7 53 b
tenemon expresada I e de 1 somn e Jos contro arcos en fon
i do s ineus do I suma do o tes rcon (< + 6 + 1 del arco
2 Rocaplasando nego s incaa do I awm de tre oo por o va.
Jores encontradonen funci o ox 4 mismos, o tene. resuelto
A pobiena.

¥ naturalmente s e segule o miswo camino parsobtener oy
e de T s de o imers colanier d arcos.
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Las formulas precedentes valen mtoralmento parn ¢

3 8 agudos w abtaso, eniendo en cuenta los signos e la cig o el

o del seno de (= + B). Coundo (a + ) es fgual 8 180% AM 3 BN
5.

aon paralclos y £ = y

o sean

Sia 4 B3I80%, o tene #5a ¢ 42

jenplo + Tengamos

sena = 0671
e 0si04

g
casp
o seh
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Sendo louion80t 4y 1, menre e 0, o valores s

en el mismo orden que sus tangentes. La. desiguallad anterior so

cumplir,si se comple lasiguiente:
g > e
boe A boe
> prreed ovien 13E <1

1o que e evidente.
Los valores de B y O siempee xisten y son Gnicos.
Bu cuanto al valor de a dado por Ia 3) siempre existe y por 1o
tanto e problema siempre admite una solucidn y una sola.

Obsereacién 1. — La formala (2) no s calealable por logarimos,
o ex comoda casndo se dan los valores de by 6. Pero, cuando 61
Iugar de conocerse s medidas de b ¢, se conocen aus logaritnos,
omo ocurre mclina voces en I préetics, entonces convicne trans.
formar Ia formula (1) n una expresion ealeulable por logarituos,
utilizando ingulos ausiliares de cilealo.

Poniendo

e e Rt

a0 tieme entoncen:

w25l e g et

Oberacin I1,— Bl cilenlo do a quo nos da I ormula (3, exige
que previamente se caleule B y C. Se polria intontar calcal diree.
tumeate a part

3 labria que acer caleulable por logaritos  esta ormula o que
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Lo mismo se demostrarta para los demda dngulos, y llamundo ¥
3 ¢ los udos el tidngalo A’ B O polar de ABO, we tiene

A=1s00-a, B8

¥ o=twe—¢

SIS A, VISP, =180,

Lo mismo se demuestra con respecto a los dngulos. Tomando
misma Sgora 145, se iomo qué Ja medida del dagulo A’ es HL, por
sor A”on polo de BC. Y e tiene

A= HL=HO + 0

O+ BL - BC,

Dero por ser © ol de A'B, T
Bl =907, luego

90%y por sex B, polo do A0,

5000,

poise s, o=1se e

[ O

~ 1300 - 0

278, Un tengalo estéico estson general individuslizado, cannd,
o conocen tes e su seis elementos fundamentales: lados y dngulos,
o que indica que de Ins relaciones ntre saos sci slementos, relacio-
s independientes entre 1, solamente puedon ser fres y o s
do tres. .

Determinaremos esss reaciones fundamentaes e s rigonomeria
afirica.

278, Teorema (lamado teorema Al cosenn): B tod ridagulo -
rico, o cono de wn lado e igual a 1. suma de lo roducon de los 60,
senoe do o oiron dos con e do low sono de esn dow por e coro del
ingalo comprendida. — Valo deit que

oo a=cond con e + sen b sen e con A

Admitamos primero quo b y ¢ son menores que i casdrunte,
lein, b < 90°y ¢ <90% Sea ol ringalo ABC (8g. 146) que orteneco.
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Resaelo el trifngalo polar, pasamos a los elementos del tridngalo
brscado, que son -

b= 150° - B = 13001

0= 1800 = ¢ = 13202502

0= 180° = 0 m 13RI

Por el 2 método:
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X, e eecto, s calenlisemos por elementales consileraciones g

witsias,tendrinmos

A}
= igaoe =t

[P

a0 P

% _ 1900 = & oo liscontion)
e e = i= L7
s - 1ow
P s
“ 3
500 = oo,

Iepreentaciin grifca. — Con estis valoresrepresen
mente I fancion tangente. Sobre 1 cje de las absciss evamos

1 escala cuslquiers los valores e a 3 sabre s onlenadas Tos

valore de 5.

Obtenemo I eurv e stz o fgura 20
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L supertie  deltridngalo, s esleal por a forml

1
oesenn

Diseusidn. — Como la tangente paede tomar todos los valores
reales, e valor do 1525
tabi

‘Admitamos qus de fos valores d fox lados b sea mayor que . EI

B2 ser posiivo ysempre s encontrard un dngulo s

dado por I formal seré siempre acep-

alor de tg

en e primer cundrante que satisoga a I relacion.

A

be
tgampitag

Low ngalos B y 0 son cada uno menor qus 180° entonces

debo esar comprendido entre — 10° y + 90°. Luego 1o bay mis que

S tiene porotro o

Tuego:

A
Bawr-S4u ©

Purs que estos valores puedan aceptars, deben estar comprendidos
entre 0° 3 150°, Ello ocurre para B, ya que 00° Io estamos.
dngalo menor que 90° ¥ la sumamos % que e tambica menor
ave s0e.

Bl ngalo O e, desde luego, menor que 180% ya que ¢s menor que

90°. s menoster que sen psitvo, par o aual debo tenerse:

A
w00 -4 a
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¥ ahora resalvemos como en el 5 aso.
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Pucston oa valores do &, y ¢, 56 obtien enseguida b+ 6, b~ ¢,

5750 s atesnen

1og 0~ o, Tog0 + ),

e o e w6258

log -0+

3

A

g 6+ 6 + log sen % — logcon 2.5
—c

log b — e yal mismo tiempo log c0r 5. lo que

+log ety

a0s permite calenlarlog a

Abors abtenemos el dngalo ™

el valordo a.y en seguida bte.

emon B y C.

Cunndo un dngalo & se aproxion 8 180°0 sea cuando 1a suma
&4 sea poco wayor que a (1. 34), 1os céloulos pueden efectunrse
en atra forma para abtener mejores resulta-

dos. Se tiene ~

B4 2booonA S

¥ poniendo

A=1s00e PRI

donie & s dngalo pequeto, s tiene

B Blecose m B 6 4 Tho - 20e(1 — cony)
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Pero bubiumos supaesto que b < 90° y ¢ < 90°, Vamos 8 mostrar

ue In formula es generu. Ea efecto, supongunos (0. 147) que en

. > 0% 5. 90° sl rdngalo ABG. Com

‘ Dletemos el uso correspondiente al éngalo ©

2 ¥ tenirenos el tridogulo ABC, que tiene o

A ado e < 90% el Iado a'= BO= 180° — a, ¢

+ o ¥ = AU’ = 150° — 3, menor que 9%, por

Fewis | serh> 00, B fagulo, &' O,y Jos éngulos

A= 1800 A, B'=150° — B. El tridngulo

1o s Tados ¥y , enores qe 90% o podemon apli-
carlo T relacidn (1) y o tene :

08 7= s ¥ co e 4 sen ¥ sen e cos A,
peroes: .

0 (180°—a) = —cos 0, can A’ con (1507~ A) = —cos 4,
cos = con (180°—) = —con b, sen ' = sen (10° ) = sen ,

¥ reemplazando y cambiando de signo: .,

e >

Supongamos_abora (8. 145), que
5> 908, ¢ > 90°. X completemon e uso e
comespondients al dogulo A, se tiene

que el trdangalo A'BO tiene dos ados ¥ = 184" 500 e,
nonores que 90% luego podemos aplicarl I rlacién (1) y tenemos

008 = 008 ¥ o9 ¢ - sen ¥ sen ¢ con A"

vero e

—eond, core=—con, menmsend,
sene=sene, con A'=cos A

Inego:

oou bcos o+ sen bsen 0 cou &

3 1 formula o general. So puede obtener n 1 misna forma pars Ios
Tudon by 0y s tiene asi ol pmmer grupo do formulas fundamentale,
que demucstran ol teorema.
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respecto ul punto O. Bajundo del punto M.y del punto M, las nor-
males al o, e ficil ver que s 2 ¢y son I abscisn I ondenada
el punto M, (~2)y () son Ins el punto 1
M, y con silo wplicar In detnicin de s

lineas del w14, tendremos en segaila

senlstal=—sens, ciglera= ciga

oo (= 42) —cons, seoz 4

[ T R PR ——

También podiamos huber eserito, comb
teoreimas 1 23 y

lo sucesivamente lon

enieta) = senfrs(-a] = = son(—2)=—sens
eoszaa = cosfrm(mal - cos(=a)

et ol = b (-2

gl = otgf-(-a] =+ ags
seo(eba) = seofs—(—a] = se(—a) == weos
o (s-+3) = cose 5 ()] = = c0see (—3) = — coseea.

26, Teonesa: Cuando dos arcos som complementarion l s, cor,
19,19, 10y cone e wno son vespectivamente iguales al oseno, veno,
cotangent, g, cose, e de oo, — Sabermon que dos arcon o dos 4

Lossom complementarios sundo

suma igebraica valo90°0 % 110,

Litego i x  son dos dngulos complementarios, deberd tenerse

AHE=000 oben xipe

Vale decie que se tiene
amwe

i decr, que o 5 e el complemento de 3,0 su ver 3.3 ol comple-
meato de , y para btene ef complemento deun ngoloen 1y unidd
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i e compar n i v dn s cona e 15

o
723 por lo tanto.

e

dngalo 5 50 es otra cosn

Boo)
3

hemos caido nuevamente en e célealo de

Fieplo: A= S3UFE, b= 20010m =
Formula:

BAEC o

Conviene disponer s célealos en Ia forma que signe, paniendo a
1 iaquierda de Il vertical los. valore 3 I derechn Ios Togn.
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 un onfer e ceitro O y riio fgual a In unidad. Tracemon en

A

105 tangentes alos Idond ¢y sean ellas respectivamento AE y AF.

La AR se encuentra con el rulio 00
rolongado, po s dos rectas que
estin en un plano. Sea E ol punto
do encuentro. Lo mismo, I tangen.
el Iado 0 3¢ encuentrn oon In pro-
longacin del Tadio OB, por estar
1as dos ectas on of plano del circulo
correspondiento al Iudo . Seu F el

"

punto do encuentro. E) dngulo EAF mide ¢l éngulo A del tridogulo

e, Unendo o F o tine a1 n B 14
QE=seb= iy
% A
A

oR

wnt
i

A=
g

'y aplicando el torema del coseno  los tridngulos planos EOF y

BAF, setiene, observando que el ngulo EOF exté medido por a:

BF' = OF' 4 OF" - 208.OF cos EOF,
s

B’ KF' — 248, AF con BAF,
¥ teniendo on cuenta que

OF' - X = 04

ine restndor . ik fp 2§

L OF' A= 0R'=1

141~ 20E. OF cos EOF + 24E. AF cos EAF,

o
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Apticando aora a es t
ras, v tien

ingulo rectingalo el teorema de Pitigo-
[C

Pero OM vale 1y OF = MP, luego

oW -1

De donde resulta

Podemos tambicn caenlar el seno do 60°

(65 var 10 cont tenemos . o 30. /
Uniendo 3 con & e tréngalo NOA es % N,
porlo mesos incle, pue e 1o O

ial o O como rdiosdaan o cieno.

1 ngalo ONA ca gl 3 OAN 3 tenemon

2643 + 60° = 150, e
Liego los ngalos OAM y OMA valen también 60° y o tridngl
OAM s un trikngalo equiliteo. La perpendicnlae MP divide al Indo
OA en dos partes ignales, e decir, que tencmos

OF - pa -

Y aplieando aora a triéngul rectingnlo OPM ol tearea e Pit
goras, tenemos.

O T O
Pero

=1y or

Inego.
W

¥ obtenemos
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¥ paraIn g tendrmon igualmente

tea+ tgln — 12

“teatg -

tgne

0. GrowTRICAENTE. — Mostrar que s tione:

sona = 2aenzcons,

Tomemos un eicalo tigonométrics de centeo O g sea A ol origen
e los arcos. Tomemos un areo AN igual a 22 desde M bajemos la
perpendiculur MP sobre l ddmetro A’ Uniendo M con A, A’y O
e tiene, por deiicion:
e 2 = P,
con 22— OP.

EL dngalo MA'A vale a. Y se tiene enla 7
g 55

AN _an
vy
AN _aw e

ama= A0

Bl ingalo AMA s reeto y efdrea del Eebingolo AMA vl

AN XMP AN XM
ER
de donde

CEETS

N x

obien
sena = 2sencons.

Para expresar ol cos 2, podemos eseibi

208 0P _ Rt

p— 5

s, en todo tridugule, L difrencia de on cuadrodos de do tdos ex
igual al doble producto 4l Urcer por la proyeccin. sobre et o, e
1o mediona gue lecorrespone
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©CAPITULO 1

WORMULAS PUNDANENTALES DE 1A TRIGONONETRIA RSPERIC

275. I abjeto de Ia teigonomeiria estéica s Ia doterninacion
modiante el cileul, de I medida e los elomentos do un tridngulo
estérico (1ados y dngulos) caando sean dados los elementon necesa-
rios para que el tridngulo quede determinado. Consideramos los
idngalos estricos convexos, es desi aquellos cuyos lados ¥ énga-
o sean menores de una semisirounferencia.

Supanemos conocidos s elementos do I geometria ol expacio y
1 propiedades fundamentales del tidngulo eférico, Asi damos por
sentado:

Que toda seccin becha en Ia sfora por un plano, es il

Dos puntos de la superieie estérica que no estén en Jos extremos
o un didmetro deterinan un cirealo miximo.

‘Do circalos méximos dividen a a esfera.cn partes iguale.

Para determinar un citculo menor so necesitan tres puntos sobre.
o superiicie esféric.

Dos circalos méximos do I misan exfern s dividen en pastes
iguales.

L intarsecein dedos exferas e un eitculo cuyo plano esnormal a
1 linea de loscentros y s encuentra sobre éata.

S llaman. potos de un cirealo trazudo en I esters, os extremos
de dibmetro norma al plano del ciroul, Todos los puntos do una
cirennferencia trazuda sabre wa esfera se encuentran. igualmente
distantes de cad pol.

Lo arcos . cicculo miimo comprend)
clas misimas y s polos d éatos, on o
ala cirounterencia.

Todo wingalo esicico consta de tees ngalon y tes Iados, donde
1oa lnos son arcon do oirculo miximo. Los dngulos son 1o formadon
o esos areos ¥ se miden, como todo dngulo de dos curvas, por
dngao de sus tangentes e los vértioes del tridngulo. B fogulo do’

s entro s cireanteren.
irantes perpendiculares a
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e tres arcos 2,8y  en funcion do las Tinens
acemos 1 — B - 3, tenemos

e os avcos minmos

on 3

-
oo 3 = con'c — Seonx st

Sigx - s

T e

X teniendo en cuenta. nuevamente Ta relcién del
tambicn:

sen 3= Bsen s

e ©
cons, ©

3 s suosivamente, Foiriamos obeneriilmente, proigaiendo en
T s forma
s dsenncom (1 — Boeata)
condn = Beonta — Beosa 41
o A=t
s
sens = sens - 20ses & 10serx

o 53 = 16 conx — 20 cos’x + Seons,

aue dan T lineas de 2 + § hce

nx = sen (1) cos 1 + cona—)xsencx
2acn (1) cont [sen (1~ 1 2 conz — con 4~ 1) 230 5
Tagneden
[T gy
senna = 2senn—Dxcons - son

obien

X tambicn:

cosna = o (u- Dz cosa — sen(n—D)xsens

o8 (01 mcom 2 [con(n— 1) con - sen 3~ )z sen].
ovien:

o = 2con 1 1) conix - cos 423
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Ligo podemos caleulu A, por

A 1800 (B4 O} A
X conniendo los tren ingalo, e tene
axend__asenB
Ry ]
awen0__asent o —5,
nh "B+ 0 e

¥ eliren s, serin:

Parn que ol probloma sea posible es necesario 3 sufcento que
suma B + © sea menor que 130"

Sequnde solucin : Pude también resol .
Primers, calealamos A por A = 180° — (B + ) y luego par las
formalas de Delambre (1° 196 so tiene

1o que nos permite exlenlar by c.

Hjomplo: Sea a = 34272m, B
) Con s formlas

720y 0=

e Bsend
a5 ama

weiem 1 senB = 087740
=20

perrarny
b= 2020m
2as22m

2= 00108
5= sa0nis
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B problems admite dos solucionen  To tidngulon on

Lam s L a= s
{ 2= Juser e

1 o= 10971808 36716907
A= w0 o

B~ 300
0 = 1awaior

v
P
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Terera sofucion. — Cowido e valor que-se obleae pars A resila
poco iferente de B (o de 0} o obtiene mayor exactitad caleulando;

wsenB_ sens —sen®
£y

ovien
. AR A=

ok

5 conociendo I diferencia o ~ by se obiiene en seguida

212, Sagundo cas: Resoler wn tridmgulo dados do Indony el o
comprendido, — Sean by ¢ s ladon dudos
¥ & dl dngalo (fg. 95,

Se tiene en primer lngae

Bio

50— A

obien

Por ot parte, s formulas de Neper (161)os dan

B-c

L que nos permite caeutar et ngto 7 y combinando con 1a.

(1) se obtienen s dngalos B y C. Conocidos By C, se caleula o por

ol teorema del seno
brena

Exs @

o pueie calealar a partieni de s ormulas de Defam

. s annd

=






index-389_1.png
—w—

Do tridugulos estiricos son iguales: a) Si tienen wus tres lados.
gualen; 9) S tionen dowlados iguales  igual ol Aogulo comprendi-
) i tienen . ludo igunl o iguales los fogulos adyacentes o
este lado; ) S tionen 1o trs dngalos iguales.
i se prolongan ios radios que pasan por los véstices de un trida-
il eatéroo més ali del centro,se forma. el otro lado de la super.
e etériea otro tritngulo simirin del primero.

276, Triingulon axiricos polares, — Si deade Ton vérticen de v
idagalo estrico como polos, s describen tres areos de irealo i
ximo,soformari n segundo tidngulo A’
que so llama polar del primero ABC.
Stel trdngulo ABC ea palur de ABC,
reciprocamente BV es pola de A BO.
Siendo B el polo del areo A'C” (1. 148),
A'B es un cusdrante y siendo O el poo de
AB, AC esun cusdrante. Livego A’ dista
un cuadrante do By do . Bx decit quo A’ e
s un polo del areo BO y 0 misio se demos.
trarin para los otros vétices, e decr, que ABO e e palar de A’

277, En dov tridnguton cxévico polares cada dngulo do wno de
elos tene por medida 150" menos ol lado
opueto,

Sea l ridugulo ABC (5. 165), y prolon
guemos sus Jndos st cncontrar loa del
widngulo ABC.

Siendo A el polo de BC, AM y AN son

IFuntes, e decir que ol arco M en In
medida el ngalo A; luego NN = A.

Siendo B el pao de AC, BS es un cun
dranto 3 1o misno, siendo U el poo de AB, O es un cuadrante;
ko
B 4 O3 = 180
Pero e tiene
A= N = MO - NO = MO - (WO - BN,
ovien

A= 000 — (B~ 007 = 180

we.
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Para caleulac O y ¢ esribinos

08 & = — con Boos O 4 sen B sen O cos a =

—con B (eos O

n 0 cosatg B),
cigaseno=ctg Asen B 4 cosccon B

o bien, introduciendo dos Gugolos
Antos por

res de céleulo $ ¥ %

o b, gnn - S
oy
o 0-pym - SAES
ws
JRUES1

¥t discusion e audlogn a In extudiad en el 5 caso, de rosolucion
e rngalos.

Bjemplo. — e A= 101510
B = 150745150"

am w0,

Primer método: Por el primee método,siendo A'BO el trdngalo
polar tenemos

1810 — T,
139043507 = 47160,
Ao IS0 o 1800 - GRLI0Y = 1164550,






index-9_1.png
A i santa Madre,gue simpre e alents
en l desco de mejorarme, y & mis extimados
alumaor, que con v dedicaciin al trabojo
e catimularon en el estudio.
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Bl darse cnenta ol onlen que conviene seguie n los chlenlo.
Pustos los valores de 4, By C, se obtiene enseguida el valor e
A= 1807 — (B + O). Luego o obtienen con Ia tabia log valores
10g 0, log sen &, log sen B Iog 56 C, que se escriben a I derechn.
Aliora obienemos logb = loga + logson B — logaen A y loge =
= loga + log sen — Iog sea A. Seobtiene también Iog a = 2 veces
loge. nogo sumando aloga” ol Tog sen B el log sen Oy restando
ol o en A s abtiene log 23. Restando o log 2 se obtione og 3. Y
ahors obtenemos ey 8.

Ejemplo 1) Con s formulas

i
NLE

4 2asion

e el dars cuenta del onden a e, Pasato
BEO B0 B
39y 250 nego log o, logsen 25, bog cos

W
sy gm0 01

B4y ogo—=loga+logsen 25C

en seguida’

o
50~ logeos

+logeon™

5o
s 25

Obtenemos tiors 0s valores ded + ¢y — ¢ y por o tanto by e,
il valor de A o8 e suplemento de B 4+ .
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elas s l ngolo el oo ormado porlos yianos correspondintes
alciralo maxim de cada uno de los lados y caya arsta e o radio
e 1o estorn que v al vertice.

Los lados - ngulos del tridogulo eaférico se expresan e genera)
en grados, minuton segundos sexagosimales, pudiaalo medirse tam-
bién en gradon centenimals o en rdianes

‘Conndo el tridngalo petenesca . vua exfra de radio , o triedro
10 progeeta este trifogalo desd o centrodo . esfers individunlan
en la esfera concéatrica de o igual a I anidad, otro trikagulo
estiico cuyos dngulos son iguales u los del tridngalo primitivo y
cuyos Indos tenen 1o misma expresidn en grados, minuton  segun-
los, poro cuza Tongitu es tal que s a del tidngulo de radio uno lo
Aesignamos xespectivamente por @, b 3 ¢ expresados en grados

xagesimalos parn cada lado, las del tidugalo do radio T medi-

Y
o en metros valen respectivamento Tox, Ry TR iy
oxpresados n metros. Estudiaremos siempte 1o tridngalon sobre
estera do'radio igual 14 unidad, y e claro que resulta el pasar &
108 correspontientes cn 1aestra do radio R,

Desiguaremos en general un tidngalo esféico con s eteus 4,
By 0. Los dngulos en los vétices por A, B 3 C y lo lados opueston
a eson vértices espectivamento por , 1 .

‘Suponomos al lector familiarizado con 1s propledades fundamen
tale que se stadian en los elementos de geometrin y aaf damos por
conocidus las propiedades

Ea todo tridngalo esféric, un Iado oualquiera es menor que Ia s
ma do 1o otros dos o muyor que sa difrenc

T suma do los trs lados et comprendids entre cero y 300°

Lo suma de los tres ngulos 4 comprendida entre dos rectos Y

rectos, o deci, 180° < & + B + © < G40
Se lau ésceas eirid, I ferencia entre I s d los tres o
o de n tridngulo y 180°, L designaremos par 2 y deberd te-
Derse 2c = & + B+ C — 1809, s decr, quo ol oxceso catiico vria
entre coroy 360°, 0 30 0 < 20 <2082 €

En todo tidngulo extéica,  Indos fguslenso opanen fugalos igus-
les y reciprocamente.

Un dngalo cunlquiera sumentado en 150° e mayor que  suma do
18 atros o, e decir, A+ 180° > B + C, ete.

En todo trifagalo esféiea, o mayor fogulo se opone mayor lado y
rofprocamento.
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St caso: Resotoer wn tridngulo eférice, dados dos dngulosy ot
Lado opuceto & uno de elos, por i A, By a.

45, Primar método: S mootzos consdersmona tikngalo A0,
polar 4l ridngulo buscado, esulta. que de est trikogulo polr oo
Rosemos dos ados 3 1 dngulo opuesto & uno de ellos. En efect, <o
roeeme P

[

FUS

Tuego estamos en el caso aterior,y resolviéndolo y aplicando el mis
mo rasonamiento do discusin, semos que puode toner o dos solucio
s 0 una 0 minguna. Resuelto e triéngalo polar, e ficil encontrar
108 slementos deltridugalo buseado.

350, Scgundo itods : Sotens, en primer Ingar, ot el teorem del
wnasnB

PYSLLL

wnawnB

1o que nos daIosvalores de b, simpre que L0

<1 Raldo
2,80 caleula © 3 &, por I formulan do Nepor:

o cuanto a1 discusid, ae sigue un camino avdlogo al del caso
anteriory e problema puede tener dos solaciones o uni o pingne.

351 Torer método: So obtienen Ion lementos desconocidos por
s formulas
pura calealar b
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278, Problema de la wbiacién de un trapecio. Se da wn segmento
ABw ey lon dngulon 5 3§ que Jorman

o direciones AX y BY eon AB (0. 143).
Se quiere trasar vna paralda N @ AT
de wodo que el drea el trapecio AMNB.
tenga wn valor dado . — S conose en-
tonces 1a base AB =, los ngulos 2§
el ren . Liamemos 2 o 1 baso desco.
Docila MN 0 3 & I alturs del trapecio.
Tenemos qe

)

¥ tambido, bajando desde M y X las normales sobre AT, so tiene

v y
W b=
¥ entonees
AH 4 LB = yictya + cgh)
o donde

cge +oghe @

Maltiplcando (1) y (2) e tiene:

25 etie + etg) = (o + 2)(a - ) =t = st

s decr que:
VTS (g i)
o también
e )
Tuego se tiens

¥ whora ea el ealoular AM y BY

AL
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dividiendo namersidor y denominudor por eon 2 008§  recordando
e

w0 tieno:
b tes

tee+ 9= FESEEE

®

formala que nos d Ia tangente de 1a suna do don arcos e fancidn
o Ias tangeates doos arcos mismos.
i en a rlacidn (6 cambiamos ol signo do & teaemos

ety
o )=
¥ recondando que .
(== tgs,
tonem:

twx— s
e

Las relaciones 5)y (5) as podemos reunir en a siguiente

e

@

ta s gz

O

En forma andloga se proced para ballar I cotungente de a suna o
liferencia e dos axcos.

0. CoruxGRNTE D s = 5. — Podemos eseribic

ey

L=

3 desarollando sen (s 5)y €08 (x & 3) tenemos

conoosp T senzsens

ale s p) = Shaii T

dividiendo numerudor y denominador por sen s sen 3y recondando
aw .

o v e .

e tene:
g o RSB T L
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¥ sumando y restundo

(1) con a (2 tenem

cov(a = &) = conmenn + senasen.
cona + §) = conzeon§ — sensen 5

B2, Ovia preosTRACKN, — Consideremos ol cfrenlo trigononé
trieo y sea AM ol arco x 3 AN ¢l areo 6
Unimos M con X y trozamos Ias normales
Py NQal cje 3, levemos también NK
paraela a .

S tiene en I figura 54

MP = enz, OP = cons,
No=sens, 0Q

s

¥ e tidngalo rectingalo MK nos da:

SV RN 4 R m
Pero s tiene

KN=0Q-0P, y MK=NP-NQ
s decir

KN =coss—cma y MK = sens—sen,
Tnego I (1) nos d:

ST = (e0s — conalf + (senx— seny:

¥ desarrollando los cundendosse e

NN 2~ 2oovxcon — Zaenzsent: @

Si prolongamos NO asta X, y unimos , con M, el tringulo
N,MN e sectingalo en M y bujando I normal MIE sobre ON, se di
N en dos segmentos NH y X, Sosube que:

Pero N, = 2,01 = cos
Luego

) esdesieque 1N =

< conta— )

01— oon

Bl=2 —2eosx—5)
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Luego se tiene A’ = A, =B y 0'= 0 y los tréngalos ABOy
B von semejantes. Vamos & buscac a relaclin de semeanza.
Para elo tenemos

¢~ AW

3 ambién

Por ot parte

ABO = 1500 - (A +5)

ACK = 180° - A — QLA = 180° = A — (180° — 5) =5
Laego

sen ABC = sens + A)

sen ACH = sen(s ~ A).

o tiene, tenienio en coeuta e teorema del sono

Ac AV _ .
e e T Y
o también
A0 AW w
e A s &) TR Ao am A
¥ resulta
5 también
o
¥t

Cuando = eece de 0°  90°, el Iado & decrece de 2a 8.0y 1 super-
e §' de 45 0. Cuando » rece de 90° 8 180% decrece de 0 a-2a
8 crece de 0045
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prede tener, o dos solaciones, o ans, o ninguna,es deci, quesiendo.
snbsen A

i que dos, 0 uno, o ningno de 1os valores do B, hagun que las
diferencins (3 - )y (A — ) sean del miso signo.

o ofecta, i B o8 un valor de § que satistace a esta condicidn y
Gy ¢, los valores correspondientes do C y ¢, existe un tridogulo
uyos lados son 0 b, ¢ ¥ sus ingalos AB,C,, pesto que esos valores
Satisfacen a ls firmulas que son necesarias ¥ sulcientes para la
existencia del trdngulo.

‘Exaninaremos todos los casos que ke pueden preseatar, dando s
108 datos a, by A del problema, todos los valres posibles.

‘Supongamos en prime término quo s satsfuce o condicién

<1, problema admite dossouciones, o una, o inguna,

1

Porque s est condicién o se comple, 1o bay.

erngolo.
B ficl v el signifieado geométrioo do esta
condicion. Si desde el véctics C del tidngulo, w5

upuesto ol problem.resuelto,bajamos ¢l arca
o ciroulo méximo OP, noranl al lado opuesto &, atura que
mos Ay s evidente que (1g. 167)¢

sen = nen bsen A.

Para que el trifngalo exita, debe tenerse entonces

‘vl decir, parn que exist e tifngul, debe tenerse:
hesasmohe

S0 obsersa que cualquicra sea ol valor de b, resulta h, siempre
menor quo el menor de los arcos b0 (= b, wlvo el caso en que

b=y A= Enal oo o= 0%,

Biimis

s can e g & = S0 5 porane e s cao
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61, OTIA DEXOSTRACION DEL TEORENA. — Sean dos avcos 3y §
cirulo trigonométrico do centro O (0. 53). Supongamos que ¢
oo AM seaigual a 4 continuacion y en e seatido posiivo leve-
108 3N = §, tomando como origen al pun-
to M, y llevemos en el sentido nefativo
e arco DN, = - 5.
EI didmetro que paso por el panto 3
s normal en el punto medio P a Ia cuer.
N, Se tiene

v,

Trncemos desde N, X, y P lua normales
NH, X,H, y PP, sobre ol e #  result, teniendo en cuenta los
sigaos.

os(e 4 8= Ol

s =8 =0,

¥ tambiéan
or,

on + on,
g

X sieudo O, I proyeccidn

le OP sobre ', resulta:
L ——

Liego obtenemos

costx

conmone g = I+ 84

m

st firmula vale para cualquier valoe d x 3 de . Hagamos aiora

e v

- ot v e e s 5=

(a4 ) oor(3 )
H B

o bien, presto que cos (5 = 3) = €08 (x ~ ) tenemos:

ot + et

enseng @
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Los valores do u y do 5, quodan pertectamento deterninados. o
cambio s valores do ¢y 5, dadaa por s cosenos, puden ser £ ¢
¥ 5,3 se tendria entonces

amuin Gmw Gmnts 1 C=n-we

347, Sotuoion ntegral y diseusin.
Bl ingalo B puede calcalarse, partieado del teorema el sono

o

1o que permite calealar C y .

probiema seaposible e nocesia, como,
nbuend

condicion previa, que <1,y camplda esta condicion,

smpro habré dos valores suplementarios paru I que satisfacen a la
rolacion (1) 81 es ol meaor fagulo que cumple la elcién (1), so
tonde entoncen

nep oy om

b

Porotra paste puesto que en ol iagalo,  wayor 1ado so opo-

© e
ne mayor dogalo 3 eciprocamente, . también para que 3

estén on o

que tienen que ser
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A donde:

RS NH = snzeong +senpess. (1)
con (e + ) = 08 — RE = conzcons — senxsenf.  (2)

Henmos obtenido estas irm

 pomt do e + 55
s shor 3 oo 0 ) e o o
commendid ce 0 o et e

quier valor de 2o,

PR ES

B efct, o + § s comprenido enire S y 7, sendo oy

1os complomentos de xy § respectisamente, o tiene

wrp<h
¥ podemos escribi, de acuerdo con las formulas (1) ¥ (2)

sen (e + ) = sen con + sen oon,

con(e 4 ) = cosatcon - sen’sen.

¥ puesto que s

ot N -
oy

Liogo, recaplazando valores, s

(e 4 ) sen (54

o (+5) = senxcos§ 4 sonfoonx
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T

Enlos cjomplossigaientes, uno para 1 < 180° otro para B > 1807,
e dn . Tormn do ordena lo cdicnlos. A I derecha van Jos loga.
ritos. Se caleala primero og do 4 b, en .y sen , o que nos per-

RS A

nite ealeula  y por o tanto so tiene

dn tog g™ 5% 5 entonces 272, cbteniéndose z o y. Lnego xaob-

tene (x-+5) 3 (8 43), pudiendo bacorse Insuma s 4.5+ 84y + Bque.
sieve paracontrolorea los cilealos. Luego sen (a-+2) 7 sen 5 + ) 10
‘quenos pecmite calcalar AM, OM y B, este iltimo, pordos caminon
que también sirvan do control.
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Tomemos ahors s formulas

con = — con AconC 4 aen & sen Ceomb
cigbsene = cig B sen A + cosocos A

que potemos transformar ea:

b 252 ) o,
it ome— e 2 e,

« ntroducienda o éngulos s

wes decilculo 5 5, s obtiene:

w9

e donde se deduce que (0 — ) (0 - 9), cayo valor absoluto debe

soe infrior a7, deben tener el mismo g0 y ser positivos 51 A y B

on do Ta misma especie y ser negativos si Ay B son de distinta
B

Resulia asi que los valores o B, y By S y & n, deben stis

especie, e decir, uno mayor y otro menor

facer s gt contciones
A< BB Cmgam omnin
Ib=zlm, cog-m c=g-n

N N Cmpom omgom
IBom-B O=pim emntn

el problema endrd dos solaciones, una o ninguns, sogin que dos
Valores, o 1m0  ninguno de C y ¢ queden comprendidos entre 0 y 5.

jrciio: Sea a = 103810, b
Siondo A <00°, b< 0% ¥ a comprendido entre by (150° — by &1
problema admite ura soa selacion.

s, A






index-37_1.png
1 seguiios incrementando el dngulo, sempre en el primer coa-
draute, canato s se acergue l punto X al punto B, tanto min so
aleack bucia acriba f punto 7.

Consideremos el 4ogalo (10° ~ ¢) o
e (¢ posiivo), tanto mayor ser a tangente ATy podemos poner

o cuanto mis pequeso

0" <9t
Lo tangente creco en e primer cundrante con el erocer do 5
Tomando abora el dngalo 90° + ¢, I tangeate s negativa. Bl

DUnto T est detajo del o ey cuanio mis pequero sea « (« osi

%) tanto mis Iejos estard el punto T y siempre hacia abajo.
Podemos poner:

000 4 g

¥ en el limite, cuando ¢ vale cer, tendectmos

PO S

il punto en que & vale 00°, I tungente e una funcidn discon:
iy aungue nuestra variable 2 varie en forma confinua, ln tan
et sua bruscamente e mis infnito & menos infuit.

Si 80 baco crocee el fagulo en el segundo cunlrante, cuando el
punto M se mueve desde B lastu &', la tangente disminaye en el
valor abeolto, per, como e negativy I tangente crece.

Se podria obtener, po simples consideraciones geométricas anilo-
pus s que bicimos para el primer cuadrunte, algunos valores de
I tangente, por ejemplo

w1200
1360 =

11500 = —

te1s0e oom.

Si s Inerementa of ngalo en el tereer y cuacto cundrante,es ficil
notar que o roprorlucen los valores del primer y segndo cuadrante
respectivamente. La t§ es una funcién periddica de periodo fgnal o
180°0an
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Siewpre, basta bors, con I condicin de sec 3 y & meores que
n cundrunte,

64, Otra demostracion de las formals:

sen (a4 §) = en con 3 + sen o8
cos (x4 5)

covacon — senzsen

‘Supongamos dos axcos postivas 5 §y

cuya suma sen inferior &

Siendo & o1

origen de los arcos, tomemos AM = a y a continaacin MX = f,
tene (og. 57)

AN—atg

Tencemos MP y NQ perpendiculures 3 OA y NR perpendicnl
O, RS perpendicular s OA y RE perpendicalar a NQ, e tene:

snz=MP,  conx
ang—NE, e
Q= RS £NH,  cosla 4 8)

son(a+3)

00 =08 - i

Pof ot parte, siendo semejantes 1o triingalos MOP y KOS, s0

e donde:

3 tambin:

¥ comparando los triknulos semejantes MOP y RNH e tine.

N _mn_ s
oF =P~ On
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aciones g 1o ingulos () y ¢ 5, s puede obtener C¥ e,
(>
Discusiin. — Deve

erse, en primer lugar, que:

senbaen A

Cumplidn esta ondicidn, deben tenerse valore reales para © —

oo 0
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L Py
[
T
g tatbits__cota

e oAt ATenA

¥ sienio sea bssa A < s &, podemos pou

son b sent A = sen e — K

donde  puede see en un caso limite gual & cro.
S tiene i

o (0mg  Lsrtn

¥ tambicu
ot e =9
otien

oot l0=5)

Low valores do B, que esin determinados po lseo, 1o dun dow
Valores suplementarios Byy % ~ By, Los ingulos (C— ) ¥ 0~ %,
estin deterninados por ol coseno y n0s durin cada wno dos dnguloe
e tipo £ m 3 v Katos valores £ m y o serin acopeables i
o dan para Oy, espectivamente, valores comprendilos entro0y 7.
Complilan estas coniiones,Lay qus ver tolavia c6mo deben cun:
binarse los vuloes B, 3 (5 — ;) con ostos valores o Cy 6, parmane
o widngalo xista.
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20, TroREA: Dos areor suplomentario tenen e mieno sno y cove
cante, Zas ineas trigonomdiricas restante ton igwales en oy aboleto
ero designo contrri. — i amamos = o de 13 arcos o ngrlos,

I ol suplementario vale = — 2 (10).8i consi
. deramoselcireulo de a fgurs 29, tomando
o A com origen de losareas,
4 S
Jos puton M 3 M, estén sabre ima paraila
g 30, a e 2. Los dos puntos M y M, tie.
e nen I misnn ordenada y = OL.

o cumbio, comparando los triéngulos
rectingulon OMP.y OM,P, se vo que lus abscisas de los puntos M
3 M, son Igualen y de signo contrario-
i o p el radio del cicalo, considerado siempre como posiiso,
tenemos por defineion (14):

£, oo xm b cosecn:
¥ z

—etgs
oo (== 300 x

cosee (3) = cone .

Con o que queda demostrado o teorem.

25, Dor aveos cuya diferencia e = (6 10°) ienen L wisma tangente
3 cotangente, Las linea restanes son iguale y do signo contrario. —
En efcto, considerando (1. 30) un citculo de radio p.y A como orl.
e de ok arcos. E1 o0 & enil por extremo lbre ol punto M y el
100 =+, enieh como extromo libre ¢ punto M, sinétrico e M con
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con (48 moon [ (o )] = oo+ 3= s s sen g con o,
obien
08 (& + §) = conxcos 3 — senasen §.
Es decir, quelus frmulas (1) (2) valen también cuando &y §estin
et o comprendido e 0 5

65 Motrremos s el firmao (1) ) livtn cvnde
e vno d o a0

Supongaon qus s frmulas (1) 2 i parado dnglon 5
¥ consideremos ahora un dgulo o' = & + 2 B

Despejando f valor de 2 e tiene

€ et e, o) 1
enle=3 )=t Goms s mmsme-3)

confe=Fog)confe -

3 recordando que:

cons —sens —

¥
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con (o + Br= cona’ conf - sen & senfs
3,
d hen (4 §) = senra con 4 sen B oon o
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o también
Sup.0AN )

Pero

Sup. 0AN

Sap.080 = 00 x a1 - 5,

Sup.0BX = LoB x No =

¥ reemplazando en 1) s tine:

aen (x4 §) = senxcon s + sen oo,

Consderemos abora e caso en que.§ sew
negativo, iempre podemos suponer que i
s menor que 2 en valor absoluto, porue
80 10 1o foese, calealamos el sen (5 — 2)y -
uego cambiamos o sigaos de 2 &
Tenromos en ese caso (1. 30y siguienia

camino anilogo.

snsAB, s

conx= 0B, cong o0,

aen (5 ) = N,

¥ e s tridugulon swcamos:

Sup. 04X

p.OANE — Sup. OBY,

otien

SUp.OAX = Sup. OAB + Sup. ALY — Sup. OBN

¥ tambien, puesto que.

Sup. ABN

Sup. AB,
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273, Problema de t carta: Conocida la povicion e trs puntos ABC
sitadon abre v plano, e quicre detrminar. e
a posictn de wn cuarty punto M del plano N
e o cual las ditancias AB y B 1 an
s bjo los dngulos & y . — Sea (0. 141)
AB § B0 low segmentos conocidos, ast como.
el dngulo ABC, Desde el punto M se venlos
“cgmenton. AB'y BC, bajo Jos dngulos «

8 que s conacen. Se trata do determi. g
naros ngalos = 0. esclro que conocidos.
s clementos, ser i caoular los demis elementos desconocidis.

Hugumosoatonees  MAB =2y el
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V. Sia =5 b La diferencia &

npaesto que b <3 8 desr (s~ 26), posiivo se-tee sen § = sen .

Bl valor B, = A o en aceptable. Bl ofto valor' By = % — &, da para
A= B, un valor & — (5 A) = 2A 7, que es negtito; luego no
@ soluciin, e (a8 e poita. B decr, que o este caso ol pev-
blema no admite winguna soluiin.

En realidad, en este easo el triingulo degeners en un huso que
corresponde al valor B, = % — &, pues segin Ia formula de N

) en postiva, 3 que hemos

Tuego

w00
VL Si @ esti comprendido entre (= 1) y (= — k). L diferencia
(@~ by resulta positiva y sen B > sen A, puesto que sen > sen

Liacgo I, > A Ia diferencia (A~ By es negatisa, e decir, que esta
colucidn o existe. Para el otro valor de B — % — B, resultn
A= (=~ B,) e también negativa y tampoco el problema admite

salucion

655 ¥ estulicmos o diferentes casos que pen presentarse.

L @ k. Sotiens B — 2y ef problema admite un sol salucion,

aue es un ridngulo rectdngalo

L @ comprendido entro k. y (180° 1), que sogin hennos visto es
mayor que by I diferencia (4 —b) s negativa y sen b sen a, luego
B> Ay por lotanto (A~ B, es negativo y l problema admite esta
solucion. Para l otro valor de B, = = — B, a difercncia & (7~ 1)
s también negativa, y también esta solucion vale.

Litego en eate caso ) problemns admite dos soluciones.

L1 o = % — 0. Resulta sen B = sen A. Tl valor B, = & nos da
(A=) nulo, sendo as que (s — b)es negativo 3 esa solucion 10 es
viable. Bn exte caso e trikoglo degenern en un buso. En cambioy el
otro alor (B, ~ 7 — 1, nos da para (& — B) un valor negativo e
problema almite esta solucion. Resalta que el problema tiene ana
solacidn, y una sola.
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Tguatundo cou T (2) s tiene:

2

3(eoma = f) =2 Teonxeos

nxsen.

Dedonde
[T —

Cambiando el siguo e 3, setiene

(s + 5) = conmeus s — senzsens.

Cambiando en est Gitima 3 por

aen (4 §) = senzcon + seneons.

¥ combiando abora 3 por ~, s ten

sen - §) = s zcos — sen oosi

8. Supongumos que
e e tendri 5.4 8 < 180"
‘Considereimos o airalo trigonométrico de centro O (. 50) 3 sea
A el arigen e os aros. Tomemos AN — 2 acontinuacidn M — ,
e tendri AN — 3 + 5.
Bajemos s perpendicalares AF, XC y
NE por denicion tenems:

10 2 como 5 sean menores que i enadea

scnx = AB,
on,
sen(a+ §) = NE.

~6,

Uniendo A con Cy con Xy
D ala ntersecsi6n do A con O, presto
que ol tritngalo NOA tiene la misma_saperticie que NCB ya que
1os dostienen 1 misina base NO § Ta mism altura que e Ia distn-
cinentre lus paealelan NC y AB, s tione:

Sup. OAN = Sup. OAC + Sup. 00N + Sup. ACY,

otien
Sup.OAX = Sup.OAC + Sup. OCX 4 Sup. ON,
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. 0+p-0+x
A donde
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Siendo & el valor % — §, e deci a co.
roceidn que bay que aplicatl al dngalo O
paru obtener C. De los tridogalos BCOy COA sesaen

@_mmCOB  b_sncoA

P g T e
a0 donde B
raencOA sen COB,
sena = ZHICOL g eenCOR,
Pero por ser los ngalos &3 § pequetios, ya que Ia distancia  es

peauens con respecto . y , o tieme:

P

“nego, o exprosamos a 3 2 § en sguindos

reen COB,

Resulta:
op{mgos oo
g
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ridugulo es rectingalo o rectilitero, y o 1o bemos estadiado y ex-

o cun on v s 65 3 A= pore n oo

R P —

Supongamos e primer Ingar A < % v distingairemos dos casos.

sein que b sea menor o mayor que

Lb<E Sia=hy el send

18

cins (@~ B) y (A — ) son wibas negativas, B problema
ol solucidn, correspondiente a va tridngalo rectingulo.

3 tas diferen:

L. Cunndo et comprendido entre .y b diferenci (a—b) e
negative 8§ B, onel menor vlor de §, s iene sen B, >xen A, vale

i, By, et e o 22451 lnag n diterencn 4 — B

ex negativa, y con mayor rusén Ia diferencia corrspondiente nl
dogalo B,, que toma ahora el valor & — (150° ). Luego en este
caso el problema aidmite dos solciones.

TIL i = b. esalta sen B = son A y entonces 1o by que con
sidera 1 soucidn e nos da A — B, = 0, puesto quo a — b= 0.
La formula de Neper nos da

0_ e .
- wimwema

Bl oteo valor dl ngalo B, = % — B, n0s ia una salucin e que
o tifngulo s b transformado en el Indo b.

1V 510 esté comprendido enre by (5-b), I diferoncia (a—) es
positva. So tione setia > s b Inego A > B, y I diferencia (A~ B,
4 positiva, 3 st solacion exite. Para e oteo vaor B — - B,

Indienia o A = 5 By rstn i, usto a1 A <3

3T, < A, e des, quo est segundi solucion o existe, En este cato
1 problena admite e sola solncion.
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por tener Ia misma base AB.y la misma altur, que s Ia distancis
entre las paralelas AB y N

Sup. OAX = Sup. AT + Sup. ABO - Sup. OB,
Laego
Sup OAN = Sup. 0AC - Sup. OB,
Paoen

Sup0ax = OLXNE_senle—)

a0 QXD _senzeons
Sup.0a0 = Q0K AR _ senzcoss,
ooy - O XNC_omssns.

s decit que s ten

et §) = senxcon§ — sen feon. @
Hemos encontrado as ormulas que dao sen (s + 5)y sen (s~ )
e ol supresto 1% que >y § sean menores que o
il ver que bajo s mismis condiciones para 3. 3 a ticne

con(e + ) = conzeon — senzsent.

cons — ) = conxcon + senzsens.

En efcto, on Iu formula (2) ponguos on Tugar de o el valor
2y tendremos

ao

Aen[(90° — £) — 6] = sen (00° — )03 — en con (90° — &)

obien
08 (= 2= )= con x con § — sen @ sen
Pero
con (= %= 8) = con s + )y
Tnego
cosa 4 ) = eovacons — senzsens. ®
¥ cumbiando aqut § por —, s tiene

con(e— §) = conzconf + senzsen . @
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Lo que nos permite encontrar & oy, piea hemos calculad In sei
suma y In semi-diferencia, Enconteado s 6., 8 caleals .

PR
ou- e

Obsersacin: i e caso e que

a+pen

se obtiene

shye s
o donde

sens = seny
3 1o Gormulas so convierten n Ingsiguicates

sns_bans
ny " aend

gy =1
B et

P
¥ entonces

0745 90° = 0 er

En ese caso ol problema s indeterminado.

o pued resolver el problema en forma
eométrica. Basta parn llo tenzar sobre AB
el arco capaz del dngulo = y sobre BO ol
arco capaz dl dngulo B (0. 142). Los arcos
i trazados tenen en genersl dos puntos
comunes, el punio B y ol punto M. Esto 1t
00 da 1a solucién dol problema. Ba el caso
particala enques + B -+ B = 150% e cua-
liltero ABCM sesulc insciptibl. En tal caso s do circunfereh
cinsse confunden en un sola. Ia posicién el punto M queda inde-
terminad
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Y. @ comprendido entre (180° )y b. La diferencia (a5 es ne-
gativa. ¥ se tione que son a > sen b, 1o que nos da A > B, Bl pro-
blema o imite esta solucion, por ser A — B, poitvo. En cambio,
ol otro alor B, = — B, nos da que Ja diferencia A — (x — B,) o
egativa, y ol problema adito esta soucicn, y wna sl

v.

- Caando @ = b el problem no adnite ninguna solucién.

B e, indoa = b e e sen A = sen By pusto g0 A <

PN S —.

10 que 20 el ser, pues siempre 1a tangente de a mitad de un -
el debe er positiva, por extar & éngulo comprondido entre 0. 7.
Tampoco existe ol lndo ¢ correspondiente al valor B En 10 que se
refer al ot valor do By = % — B,, tumpoco es aceptable, porque In
literoncia (a—b) es fgual a coro, mientran e (A~ ) es megativa.
L problema no admite ninguna salcion.

VL < 0<% — i En este caso In diferencin @ — b s positivay
esto que sen 6 > sen a,resula B, > A y I diferoncia (A—B) s
Deativa  esta solucidn 10 s neeptable. Laotra solucion By~ B,
ok d & — (= — Ty tambin un valor negativ, paeato que taoto A

‘como B, valen menos de 3 Luego el problems 0o admite ningona
solacion.

i ahora cansideramon el cuso n que A >

¥ seguimos un

namiento anélogo, e lega a Ins conclusiones que se indican en el
siguiente condro;

famh... R —
L<alh don slncione.
ez am b ana ol y von it
[ <5 jpcaca’ n solueién.
@228 e une soluion it
et wlhcddn ninguna nci.
H [amho. cereee o solucen.

\ h<a<n dossaluciones.
[asz)amel o .y ana e,
1223 )2 Z00a S o olatan,

@S SIS e vl e,
b<a<n Ninguna olcion,
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forma.
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271 Problema s Porlasvéties A, B, C de n ridngulo s trazon tres

recas A0, BOA’y OA'B' que forman con
s lados BO, UA 'y AB. respectivamente
opucston a o witics de donde salen Lo res.
tary en ol miomo sntido,  dngulo 2. He.
Uar los ador y 1a eupercie del tridngulo
A que i se forma. Determinar ol mi.
imo y minino del dreadel tridngulo A'BC-
(5. 139). — Sean @) ¥, ¢, lon Iadon dol
homin trikogalo ABC, A By O st fngolossy

8l supertie

Los cuntriliteron
NALA, LBMB y MONC

son fnsriptibles por ener sus dngalos opuestos suplementarios.
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tende u ceo. Cunndo = tiende a , ol
panto & seacoroaa M y el drea tiemdo a coro. Luego l ire tien
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346, Quinto cas. Dado dos ados a y by e dngulo opuesto a wno de
elon &. — 1. Solucion descomponiendo ol ridngulo. en dos triingulon
rectdngulos tazando ol cireulo miximo que pass por C 3 cae nor-
mal al lado ¢ (B 156). K1 lado o queda dividido
en dos partes que lismaremos x ¢, segin In g
. Blngulo € queda dividido en dos ngulos

e
wun - snbeme

 seudo § l menor dngulo que satsfuce & sa relacion, <o tiene:
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%, senk= senbacn A

eong, = tghecti A






index-77_1.png
1. Prabons, — i o rco s g wn conirat, s v

ienyeni iy it 6 e e mtinds et
‘Supongamos (8. 46) el problem resuel- N

. Sew AN el are, tal e I cneria AN ‘IA\

sea gual l cos A0 = OP. Linmemos 2 8 o

v AV, anemas

AN op—

Uniendo M con A’ el triingalo rectin o

ulo. AMA, puesto que MP s 1a perpendicalar de O sabre In
bipotennsa, AN, siendo A’ = 2 y OA = 1, nos da

B

(I

e donde

e o1
X considerand l valor
P

tenemos Ta solucién. Basta. tomat el ldo del tridngulo equilitero
inserpto en ofsirulo, que vle I3 y restarlo el vadio 1 delcirulo.
Encontrado 2 es fiil obtener ol arco AM, que subticnde la cuerla
iguala e

La otea slucién hay que desechacla por sar £ mayor en valo ab-
solato que el didmetro del eicel.






index-473_1.png
—aw—

1 mismo tridngulo nos

conh= 8!

quiers decir que m est representado por cos .
‘Ea forma anflogn se procederia i se quiere caleula e dnglo C.

Bemplo: b= TI0°G520°, ¢ = SO0’ A = T2

e pueden ondenar los edleulos n Ia forma s

[T txb=0az21n
o= s con A = 047557
A= aeawe

b = 050878
[l e ——

- kA = 050520

senw - 070303

Be e oz092.

s ias

tele— 0 = 2030120

oemsin

[

Con esta disposiita del eileato, donde n In zquierda se dun 103 valo-
ron 3 I derecha Ios Iogaritacs, o ficl ver edmo conviene seguir
Tos chlealos, Colocados Tos valores da b, o 3 A, se busca logig by
g cou &, junto con oty A. Se obtiene en segaidn log tg v, lo e nos
Dermite obtener w3 porlo tanto ¢ — ¥) Y tambiéa logsen . So busca
hora log 360 (s — 1) 1og g 0 — ). Se obtiena g tg B, 1o que nos
peraite encontras B también al mismo temp g cos . Luego se
obtiene log g  porIo tanto.
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¥ Tuego de aqui se pueden deducis las demns neas.
Si e hace 1 — 4 e ten

Paran = 6 se tiene el exigono regular,
cuyo lado vale 1y se abtiene

Huciendo » =10 se tiene ol decigono

regular, cayo lado vate '

s senis =

L. Probiowa. — Coustruir en wn cirelo
trigonowdtric wn arco iferir a wn cxadrante tal que la reacion de
Laty o la ctg e igual 5.

Tenemon

Porotra parte,se tiene

tga e =1

Tnego tga. = 3. Busta cutonces tomar scbre In

e

tangente ceométrica 77 una longitid AT jzual a tres veces ol udio

¥ unie T con 0. 8 M es el punto en que OT corta l cireul, o tieno
areo bnseao es AM (0g. 9).
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ovien:
AB,— ABessa,
Luego

(AB) = ABosma.

Y ahora deducimos un eorema fandwmental, que plicaremos varias

57. Teonssa : La proyeciin do la veneltante dosun contorns poligo-
s igual  la s do las proyee.
cione de o lados de la poligoal, o
sea que I sesultante de 1 poligonsl
por el coseno del ngulo que forma.
o In direccin pasitiva del eje do
proyeceion es igual a la sum do s
Tongitudes de los Tados de Ia poligo-
 por lox cosenos de ngulos que
Torma cada lado con Ia direccidn po-
itiva del e de proyeccidn.
En efcto,sea una poligonal (0. 51)

ABop KL,
Sabemon que
AL

D AB) 4 1 (BO) L,
Dero por e teorem anterior

DAL = ALcoss.

D(AB) = ABeos 2 .
b (BO) = BO cons

D (OD) = CDeos

P (K1) = K oos
¥ reemplazando setiene -
ALcos = ABeons + BOcosf + Chensy + 4 KLeask.

Hay que tener eniddo al medir los dngulos de progeceion, que
son sempre los dngalos que forma I dirccidn positivn del e de
progecida con I direcidn positva del sgmento.
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e donde
o =t 4 0 i O T

Bncontrado s, e tiene b + ¢ = & y también

¥ ahora podemos considerar a by ¢ como s raees do una ecun
cidn de 2 grado do 1 cual conocemo 1s suma de las raices (b 4 €)Y
o producto be.

Teroera solusin, — Liamando d ala distancin MX y na L, s tie-
tomando I poteneia del punto X

. Ot ) — ) = b
o bien
&b,

Pero siendo ol tridngalo LN recténgulo,

P

dedonte
rbasmico
I
W, i
e e
.

ampFn

5 en e riagulo AN so conocen Jos tres Indos y puede caleular
e el dngulo AN = 20 y parlo tanto seobtine O
Poiria calcularse © del tridngalo LMY que nos da

Construceiin griice.

La connclin
b Tmi=0

o da e camino para a solucién gréfieadel problemn.
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¥ luego

obien

o también

S pcden ordenar los leulos e a orma quo s indiea en ol ejen
o siguiente :
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) tendremos (0. 13) que

ol o punto ™ siméirioo o T con respcta a 0, o gl
TOT resalta equilitero. Es entonces OT = 2AT y o tiiagolo ree.
ingulo OAT nos dn: B

OF = 07" 4 AT

o bien, puesto que OF = 2AT y OA =1

e donde

e w0

s 15 ()
e

At

¥ se btiene

45

Haclendo = 60° (63), se tene en

e
I Sgurn 19, que i tomamos o simé
trco 07 de O con respecto a AT, e tridngulo OTO resulta equili

teroy el lado
0= 00— 208

2
e riingalo rectingalo OTA nos da

OF = OX 4 AT
¥ reemplazanto OT = 2 y OA = 1, so tieae

Ge1e T

rm——
[ -
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En efeto, e tiene (1g. 49)
DA = A8,
D BO =BG,

CD = D,

KL= KL,
AL = AL,

Pero s sabe segin el teorema de Charles (51 qu
Al

A BO+ KL
uego
DAL = pr AB 4 prBO 4 pr.CD + +prKL.

B deir, e la proyeceidn de Ia resultante
‘royecciones de los lados d Ia poligonal.

s igual ala suma delas

6. Trowmn L wedida de a proyeciin de un seguento AB sobre
g e il ol produco de Lo ongitud del sgmento, or el oose.
0 del dnguo que forma. Lo diveciin pos-

8 del segmento con e i de proyeeiin

Sen (6 30 un segmento AB que forma
con . diseecion positiva del ejo <7 un
ingulo . Sea A,B, l egmento proeccidn
e AB sobre 2. Queremos demontrar aue

Booac

AR = AB,
Tracemos por A la paralela A" ol e £
¥ con centro en A tracemos un cireulo trigonometrico que corta
4 AB ou M. Dosie M tracomos I normal MP 8 Ax”.

Tenemos en n figom 505

AB = A= pr(AB, y oo

Y comparando los tringulos semcjantes MAP y BAB, se tiene
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Se pueden ordenar los cilcalos, en I forma que se indica e el
jomplo siguiente, donde 4 a izquierda se ponen low valores natara-
Tewy 8 I derecu los logaritmos.

b= T5020" wB =005
P cona —9.52805
o170

- gm0 21090
Py 50— 0.4
0 o= 10051 con e = 0.05200
[ oo P
X s orOmn = vems; |

tgb = 0.30505

g (0= 0.55751
con b= 9.571054

A = 000007

5 Siil ver ol orden & seguir en los cilulon pars conoia de
trabajo. Puestos los valores do B, C y 4, se busca log t& B y
1og cos @ al mismo tiempo que log tg a. So obtiene en seguids
ot v log tg B — log cos g Io que nos permite obtener e 3 a1
mismo tiempo log cos &. So bticno icilmente (C )y o busca
g 008 (C—#)  log ot (). Luego o t b, quose obten

do 1og tka con log cose y resténdole log con (O—r). Obtenido,
g 4 b a0 obeene by al mismo tiempo log cor . Surmundo ete i
morcon log et (O—) 5 obtiene log tg A  por o tanto A.

Hopar
Conln s de e 3318)

345, Sotucion inegral.
sotiene
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¥ recuplazanido enIs 1) se tiene
cone 4 2) = conzeon s — senxen s @

i proyectamos abora I s paligonal sobro el le Oy tenemos:

(3= 0¥l -+ 5]

ens + 2

Dr.(01) = OLeos

P (LN) = LN e

¥ remplazando en (1) s tiene:

®
senfat (= 5] = senacos(— 2) + sen(~ Beoss.
oro sem (—5) = — sen 3y cos(—) = cos, luego s tine
e la 5= senacon — veneonx @
3 baciendo 1o mismo en I elcidn (2 tenemos
conla + (= 5] = coszens(~ ) =~ snasen (= §)
o dona
— 5= cosxcons + senasens. ©

senszcons +aengoms
Smacons — senxens’

et =
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Ot solciin, = Partient d I ccncitn

¥ laciendo

e abtiene
£ 4 030 = 2K aen Ocos 0.

¥ iendo segin (5)y (9)del w715

otien

ytambien

e donde

Huy que rechazar l valor negatiso, pueto que siendo © < 90°,
e e positive el sen 20.

Ejowplo wundrio. S A = 90°, ma = 50 y by = 44,5258 m. —
St

14 TR,
Ed

o0 =

aon
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el ver el oxden g

P
wenf sz
P H
L as e TR
o0 e
o1 v
PR PRELEpp—,
5y
oz o = nusas
[
. B2 qommsr senBEC ~ oaonss
B greavoor |
s TR
- e
v [P
b | o bEe_ e el 2t souns
o= ovvosar z
Aoamme cd
[ s 2 = 00005
A

coniene seguir par calcular Primoro so

poe B, 0 3 @ yseabtiene & 250y PO g sobusea
o sen o con s o sen 25 o con 25, g aen 25

. Se btienon anilos valores de

slog de X, ¥, M 3.

3. Luego se obtine log 1 5 = og N—log } 3 lo'q‘%'-
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CAPITULO 1V
RELACIONES XTI LAS VUNCLONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

[UALES, PERO DE 8GN0 CONTRARIG, QUE DIVIEREX. 180°, SU-
PLEXENTARIOS, COMPLENEXTAWIOS, BTC.

23, TeoREsA Tas funciones trigononitricas Nominimas de dox
aros iguale y de iguo contrario on ials en valorabslate, teniends
el minmo signo 1 coren y o ecante y signs
contrario s restants, — En efcto (1. 28,
os arcos iguales y do signo_contrario
oy — tienea ol miswo origen A, pero
sus extremos My M, son simétricon con
respecto al e #3, estin aigual distancia
en valor y signo del e .

L abacist  de los dos puntos M y 3,
Genen ¢ mismo valor ¥ signo, micntras e n
aue o orleunda —y dl punto X, e g
¥ de sigoo contrario  1a ordenad y del punto M. S tiene por det
ion (05.25)

sena=?, cosxmt tgand wga
B Bl
¥ wibién -
atg(—a)
Luego.
wen (o= —sems etg(—) = - etga
on(oa = +eoss weo(-nm secn
W= tgx eosee(—s)— - cosecs.

Con lo que o demestra ol tearen.
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o

—n-

Gorlaria, — So deluco ficilmento que la susa algebrsica de s
Droeceiones de losLudos de uni poligonal cerrada, sobre cualquier
e do proyeocian, s uula.

P Aicidn y substra

256, Determinareos s linean rigonométricasde 1. sumo ife-

% o Youcin e dos o min arcos n fanién do s linens trigonométricas
e los arcos misuos,  mostrarernos en primer término. que se veri-
fea:

Seufe + §) = senxconf + senfcos

sen (x = £) = senxcon§ — xenBoouc,
o (x4 §) = conzeon — senzsen’

o8 s - £) = conxoos 3 + senasens.

Tomenos o iralo trigonoméciosdo centro O (15,52 y a artie
e origen A de los arcos Tlevemos en el

sentido positiva el arco AM igual & 3,4
continuacitn llevemos ¢l arco NN igual
8. Bl areo AN representa la sumn(a + )
3 por definicion de as iness tenemor, i
Jundo de X la normal NL sobre OM, que:

1y,
cons = OL.

Aplicando aliora e teorema de. las proyecciones a I poligonal
OL, cuga resultante es ON e tius

V1 (ON) = pr.(OL) + . w

X proyectauso sobre el sje Os, teneros
Dr.(ON) = ON con(a + §) = conta + §)

(O1) = OLooss = conacon

P—

+4) = ~senasens,





index-371_1.png
En efect, parn abtenes wbasta tomar un. circulo do diémetro 8,
Nevar una tangente de magnitad |2 m, (quo e 1a dingonal del cua.
draido de o m.). Ui e extremo do sa tangente con el centro del
cirenlo 3 las raicesde I cnacidn son In secante entera.y au parte
esterna. Obtenido , con centro o sy radio »,se obtiene el puato
Ny poro tanto A

Ejemplo nundrico. — Sea A = 90°,  my = 50m; by
Tomando a ccusciin

R
donie s
b T
et
e tine
[EETR ow R
“ 7
g/ % 4 2t = srusnes
i
. —
) Vot = s
wd = 2500,
= - a2 = 170

500000
B

5950700

con4s = 0)=

1og 50,0000
log 5171638 = 17140201
Tog 08 (45° ~ ©) = 29349430
4=
0 =30,

¥ e claro que encontruto U se tieno en soguida

b= 2maconC =3 X 50008 30° = 8E.60m.
= s 0 = 3 X 50560 30° = 5000,
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En el 2 caso, o tene:

¥ puesto que

et

¥ puesto que

o tene:
XC = XE + 5,

con 1o que queda demostrwdo el teorema pars los tres casos.

S AB facso negativo, so preseotan tres casos aodlogos que se
reducen al easo snterior canbiando los signos o cambiando el enti.
o positivo de I recta irigida, sostén de 0s segmentos.

‘Supongamos aora ol caso general do n

mentos consecativos
AB,BC, D, K, KL

que etin sobeo Ia misma rectu dirgida,
Vamos & demostrar que se tieno

XL = KB 4 BO 4 0D + L+ IR 4 KL

En efeto, entrolos pantos A, B O se pued eseribir,segin hemos
visto

AB 4 B0 = XC,

5 haciendo lomismo con lospuntos A, G, D; &, D, Ey...ete. s tiene
también






index-367_1.png
dodonde

oo — ) — v

X o ren S del trdogalo BOT, tens por expresién
8= g tseng o G
Tratamondo encotrar o miimo d I funcidn
sen p)eont (7 — & - wox' s
010 4u0 68 1o mismo, e mzimo de n fancidn

s con'( = ) = con'a

Esa funcita pueie esribise en a siguients orma
= menpeos p — 2) + concl oo (5 ~ 2) — co]

¥ transtormando 1a suma y Ia diferencia do cosenos en producto, se
obtiene

¥ e problema o reduce a estudiar ol misimo de I foncidn

y= st guen 2z - 5)

cunnio § varia desde 0. 25,
L derivada do I funcién eon respecto & igualada & oero nos d:

B 5 sen g con g e (25— 7) — sen’ . con (2 — §) = 0
e donde
3congsen (2 = ) — veny cos (22 — ).

ovien

Stgx -9 =gy

¥ también
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weanfen | owe—ton

.
ssoree =5t coner

suies0 =
onores = K

“oearess =
: > wngerr =&
scogss = Eroo g
sacry =%

B s Ll peryrerasr
G+a" | s o
oo = % Loran = o

RS =5 | enare = v
c v <o

G| ageor=q

s =
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©ARITULO VI
ADICIG ¥ suBsTRACCUN DB Acos

Proyeccionss

50, Defniciones, — Se da el nombre de recta dirigida a a recta
indefnida donde se b fjado el sentido postivo  segmento de ecta
1o porei da octa qus 80 sepume qus recorre u movil em om sea-
i deterninao. EI punto de partila del mavi es el origen del
segmento y el punto de legad In extremidad del mismo.

51 AT 63 un sogmento positivo, e evidente que el scgmento BA
cer negativo.

U serie do segmenton tales que ol arigen de uno sea e extremo.
Iibre el anteior, 8o aman segmentos consectisos.

Se lluma suma.do ura seie de segmentos consecntivos

AB,BO,0D, I KL

a un segments cuyo orgen s o
extrem e e extremo delfitimo.

igon del prines segmento y cayo.

51, TEORENA DE CHARLES: La medida de la suwa de varion sy
mentor conecuisos ot suma de las wed

. s dan delos mgment
""" Comsideremos primero dos segmentos A
4w ¥BO,endonde suponemos que AB sea po-
T e (6 47) Bl punto O prede ocupar
P s tres posionen s

) 8 1a derecha del punto B;
on b entro Ay By
@ faquierda del punto A

En el pritoe caso, e laro quo se tene :

B4 WG
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270. Problema : S iens waa circunferenca de contro © y radio B..
B un punto T e llera o Langente geométrica y sobre lla se. toma wn
segmento TA = t. Trazar por el pun

to A wna wconte ABC, para gue ol
ridagulo TBC resulte & drea masimue
(8g. 136). — Es evidente que cse mé-
ximo existe, pues cuando Ia secante.
ABO tiende s confundivse con la tan-
Eente AT, el drea tende a ero, y o
nismo ocurrecuano e secanteten-

e confumiirse con la tangente AT,
Liamemos g al éngalo quo haco ABC con ATy x al angulo quo.
forma A con AT. Se tiene en prines término

ABAc—e

¥ tambien

r0= 2

¥ sendo X o panto medio de BC, se tiene

AB 4+ AC = 2AM = 280 con(g ) = 2 K

eosp-a.

Hasiendo AB = 'y AC =¢', resaltan ¢y ¢ s ruices e ecn
cion de segundo grado.
®

O (e 0

3 ol dren el riingalo BUT tiene por expresién

1
= 3= gy tsens.
¥ puesto que

234 ¥

Se tiene
== =

obien
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340, Soluci integral. — Law analogins de Neper (o 319) nosdan

Lo que permite caleular By O. Luego, para calenlar el tercer
1o 0 s analogins de Delambre (4* 318) nos daw

bee bio
5 T A
550 iy
= =

3 tambicn

o pusden ordenar Jos cdlcalos en 1 forma que so indica en
ejemplo sigaiente donde hemos tomado los mismos dtos delsemplo
anteror.
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Sumando  simplifcando os términos fcualos se obtione

AB 4+ B0+ 0D+ + 7K + KL= &

ue demaestra o teorems

52, So lama proyeceidn de w1 punto A sobre una rects 7, €l
bie de Ia perpendiculas bajuda desde el punto u I recta

53, o llamaproyeceinde wn seguento AB sabro i recta dirig
dn %3, o segmento A/B, que une la proyeccidn A3 de A con
Drogeceidn B, de B (1. 45)

* S aegmento AB et en ol mismo lano
| dotareon e, Tamadn go de propeiin,
E o panton A, 3 s o pien o e

tan perpendicnlares trazadas 8 £ desde
= los puntos Ay B respectivumente.
3 i el segmento AL 1o esti en <l wismo
e Mano que s, se truzan por A y B los
planos porpendiculares a a recta ¢ 3. low
Dantos A,y B son I interseccion de esos plunos oo el eje ',

54, Contorno poligonal s s serie de segmentos consecutivos que
estin 0 no sobre una misma rectn o en va plauo. B origen del primer
Sexmento so lama. ol origen & la_poligmal 3 ol extremo libre del
Gitmo se ma tambiéa o extromo de

ta potigona.

L segments que tiens por origen
o origen de I poligonal y po extre
o e extremo do ta, 58 llam In
renltante de n poigon.

55, Tronaa: Lawedilade i pro- Lk
yecién de v contorno poligonal x a 0
igual a 1o suma.alpebrica de as pro- oo
avioncs de Lo egmenton gue forman

o pligonal, que 1on s ladon, — Vamos & demostra que:

D AB 4 pr.BO 4 r.CD 4+ +ye KL= pr. AL
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Calealados (b 4+ o) y (b~ o) so btienen ficilmente by e.
Segunda sociin : Hogomos

b
b

Tenemon
(04 0f =00 e o= dmd 2y m

¥ puesta que Ia bisectrs de un ngulo de un tridugulo diy
opuesto en dos segmentos O y NB tales que:

bem ON.NB 40 @
yenmestrocaso + -

CN—m MYy NE—m- NN

Y como por otea parte

e donde

¥ entonces.

obien

de donde

¥ do 1) sacamon

igualando
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1 que puede transtormarse, haciéndolo caleulable por logaritmos,
medinnte un ngolo wuxilia de cdlcalo.

Se puele también caleular cos Ay poe To tanto A, utilizndo los
Iogaritimon do Gauss,

343, 84t guere cl tereer ingalo y w lodo, b por cemplo, ¢ puede
rewteer en Lo forma iguinte, — En I formula

cos & = — cos B oos © + T aen O b,

T N

B~ nsenr
sen B con ¢ = con ¢
1o que nos da .
ctge=comate B
LB _snBana
Resata
corA—n
¥
Que tienen o inconveniente que sevcalcaln por coneno. Para caleular
por a1 0 tiene
twa eone
potpa e
= oy

344, S puede ver el siguiiado de m y ¢
en el tridngalo. Sea (0g. 153), o tridngalo =y
'ABC, 0 tacemos el areo de citealo misimo

que pasando par € cae normaimente al lo ¢, sea O3, . Del &
angalo rectingalo BOM, se obtiene que I clg del fugolo BOM vale
cosa g B, Luego ese gl e . Del misio triingalo se saca:

aquiere deie que m st represeatado por eos k.
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SERIE TERCERA

TRIGONOMETRIA
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e
 poiendo,tg 21 = s e I cuacit de segando grado

atgle+dtge—tam
—refiTER

que nos da

ey

PR ——
‘e sano conteci.
[ ——
e ctu s st s 4 posiciin
panta A sabe I tangente o 10 que ox
o i s s ol valor el dnguio.
Ea parteaar, ot A cenp Ia i
e e T, e doci 1 8 — 430
0t vate 3 o ngulo 3 vale 0.

Resoleerwn tidngul rectingulo, cono-
fo— ciedo la madiana ma y 1o ictris. by co

rrespondientsal dngulo reto (0. 137). —
St liumando 5, aldren del tridngol, que

28mto=20040.

¥ tambitn
(40t =B+ 4200 = dmd 413000 4 0

X haciendo
ambig

tenemon 1 scnacién de segund grado
- f3ba— ami=0

ue nos permite calealar

[

sebr =Sl iEE IR

Pero a tambies

G- or =i e

it~ 20+ )

= Vint —Ehs.

obien
»
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il ver el orlen a seguie con esa disposicda e Ios dlealos.
3 Laego se

£ sy g =% open =, b
g con & s o 25 ogen 5 o5

A-e
Primero e obtisns (5-0) 3 (b+¢) 3 luego 1 257

P22, 10 quo pernite abtens

logeen log ,log X' log M y log M-

Linogo po diferenca setiens log tg "5 = log N —log M y también

o 25 — o g .t o st

Bio B0 Bio

mo dempo por un 1ado 258, tog sen B0y 10g,

S tene wmbica log con s = log X — log sen Z2C 3 tambien

ot M=t s 22 gt oo w =

¢ “ . Bc
3 también Jog sen § = log M~ log cos 225,

s o ol o .G g sn 3l s &

por 1o tanto a.

341, Cuartocaso. Dudoun ladoay o dngalos adyacentes By O.—Eito.
uso puede sesolverse al anterior, pasando al tridogulo polr, del
cual 5o conocen. dos lados = 180°~B, ¢ = 150° — Oy ol dngalo
‘comprendido A’ = 180° — &, Resuelo l triagolo polar, o decr, ol
calado B, Oy a', se btienen en sgida 10s qu se buscan dol trfa:
a0, Yo que o tendria A= 180° —a, b 18U By o~ 180° .
Varmos, slo embargo, encaazar s soluidn diveetumente.

342 Cusni o e et s . —Se e ora
Lus del grapo VIL (o 265, directamente

08 A= 0w Bos © 4 sen i sen C con
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337, Terar caso: Dadow dowlados by ,yl dngulo comprendido &.—
1. Cunndo il e neevita l trcer Tado . — Sa tiena por Ia primer.
irmla del graga (o 279);

08 = eosbeose + sen buencoos A,

18 que puede bacerse calcalable por ogaritmos o bien calcularse ut-
lizando as ablas e logaritanos de Gauss.

338, 51 e quiere conocer el terer lado a y un dnguly o iomplo et
ingulo B.— i ta] cuso, tomando Ia primer formnla del gropo |
27

cosa m cos bens + sen bsenocos &,
3 com e indica n e (o 250) baciendo

conb = moon,
senboos & — maent,

resita

envtga
S

wn

¥ conocido B, se olenla a por

telo—u)
- e S

339, S prede ver ficimento lo quo ropresentan en o tridngalo.
Tosvalores u y m. Se (1. 154, o ridngulo ABC.

“Tracemos ol areo do circalo miximo quo pastaro por G, cae nor.
malmente al o . Del tridngulo rectiogulo AMC se obtiene, -
manio kel areo O, )

AN = tghoos A, (i 726 3107
Ligo ol areo A representa el valor de .
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CaPITULO VI

CALEULD DE Las LINEAS TRIGONOMETRICAS DF ARCOS

48, K claro que, do acuendo a las_ relaciones del cuadro del

4, o nntoe 0t st 2, 0 pasien exulr o

domin tne,
ot v shor gt conosemon o sl e e el ol
£

lineas

o regular de x ados, podemos cal

siendo p . nimero entero cunlquiers. Para ello demostrarenos ¢
iiente.

49, THoRENA: Elseno de wn areo poitvo, menor que un cvadran
1y e igual a o mitad de t cuerda que -
tende <t areo dobe, trasada e et circelo
trigonomirico,

Consideremos (1. 44) wn arco positvo
AM, menor que wn cuadrante. B panto M
caeri enire Ay B. Bajemos I perpen-
oular MP sobro e cjo #z. Por debnieion

ten K31 = NP, e

Peolonguemos abora ME lsta M- Es evidente quo AM es gual als
it do MOy que el arco MAX es doble del arco A

Y e aqut s dedoce e o seno de o Zen igun I it det
o el poligons regalar conveso de s ineripto en o irculo
dable det arco ™ es 2%, que e el arco que sub
tiende un poligono regular de & o "

Haciendo » = 3, tenemos «f tridngulo equiltero, cuyo lado vale
V3 y se tiene

trigonométrico, pres
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Sove que para cuda valor el
e signo contrario ara ol con .
s el ver,en I figara 41, que toman
o una Tougitnd OL igual i valor
sena,y trazando por L Ta paralel al eje
14 que corta e circalo en M y M, loe -
arcos con origen en Ay extromo libre en
M0 M, tienen el mistio seno, pero s co
Senos O y OF, son iguales en vaor abio.
o, por serlolos trdugulos OLM y OLM,, E
beroson de igno contrario, Seexylica ssi
el porqué de dobl signo de la frmal (3.
Para calcula el valor de T 1§ & en funcidn de sen & Lenenos se
K ()

e

¥ reemplazando el valor delcos x dudo por I 2, s tiene

T vers

e ve que sotienen dos valors igunleny de siguo conteuro para
tg 2. Y en efecto, observando la igura 41 e tiene que Ia tangente
del urco AM es AT, wientras que l tangeato del arco AM, es AT,
B il ver que AT y AT, son iguales en valor absolato  d siguo
contasio.

Para calealar el valor do In otg en funcidn do sen ®, tenemos
g la (0

¥ poniendo e valor del cos dudo po (2 tenemos.

cgn BT
Para cud valor del sen s se tienen dos valores igualen  de signo
contario para Ia etg « que correspone, en I figura 41,  1os valo-
ren BKy BK,
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¥ como control del hlenlo, debe tenerse :

P-A+E-B+E-0=P 0

P
gy ey = R )

A= 0B, B =005, © = 700710,

T
B 5000
0= 00T

oo (0~ &)= wniit
coa(P — B) = 0.15000
o8 (P~ 0) = 000081

2P = o0
P 130%4s017

pyen
— conp— 051461

PoA = ueavae
PR - s
Po0 = w0l

asenr
010315

Procta (1P = 130°4401

b .
e} = ot

ppe—
[
b s 5
. " oos
| 3 o ~ cos P = 0.81461
| P -
32 e [
o2 S

336, Segunda solcidn integral, — Do la formulas de los 1 324 y
323,y paniendo
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Para cada valor de Tu tg so obtiene wn solo valor para elg y en
efecta, en T figura 45 los arcos con extremo lbre en M o en N, tie
wen I misma i que es BK.
Parn expresar 1 seo 2 en funcin de I g combisams Ia elacin
vmental (@) con I reacién ()  obtenemos

e

seea = T 0w @
s decir, que paraca valorde atg btenemos dos valoresguales
5 de signo contrario para L sec que correspanden (en 1 g 43)u s
‘magnitudes 08 y 05,
L expresidn de coseo x en funcion de 1a tg % se abtiene combi-
mando a expresion fundamentsl () con 1a elacion (1) y obtenemos

[
e

¥ os dos valores corresponden (en I . 43)  lus wagitules OIL
yon

47, Con razonumientos en un todo andlogos » los sneriores, se
btendrin In expresion de las Tinews trigonometricas en funcion de
ctg 2 o sewx 0.de coses x ¥ se tendria i en resumen el siguiente
auneo
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333, Segundo cuso. Dados o trs ingulos A By C. — K necesario
awe
1800 < A+ B 40 <ouee,
¥ también

A+Boccime

s elaro que esto caso do resolucion pusie reducirs ol primer
caso, con resale ol tidngulo plar del trdngulo que se busca. En
eteto, do ese trdngalo pola se conocen Ion tres 1ados que son los
uplementos de loséngalos dados y resuclto ol erdngalo polar y cal
calados sus tres ngulos, e el sncontrar Tos Iados del trikngulo.
buscads, que son 1 suplementos de loséngalon el pola.

Vamon  resolverlo direetamente.

334, Cuando il 10 necest wn lado. — o ta cusa, partindo de

Rrapo VI 255), seobtiene:

08 A+ cos Beos,
iy

quetiene el incouveniente de no ser catealubl porlogaritmos. Pusde.
transtormarse, utilizando un dagalo avsiliar do cdlalo o bien ba-
ciendo huso de I tablas do sumas y restas.

(Como el o est dado por el cor, resulta de poca precision cuan:
o el o s pequeto o so proxime a 150°.

‘S e tmbihn recurri a s férmulas de los grapos XIL X111,
IV, XV, XVI, XVII, XVII, XIX (1" 309 8 314, con laa quo s0
obticno on general mayor precision

335, Primera soluciin inegral. — Utlizando las ormol
o XIX (' 31),donde ex

2P=A4BC

a0 gro-

, S
| ST e - B o

abtione:

G =P AGR, 1§ = con(P = ByigR,

te = oo (P - O)tgR.
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Ejercicio I11 :
Setens
i
a1t
woor <7
cocoe =V TET
Ejercicio 1V : Sabiendo que Ia etg 120° = Hallar lus demiis.
news.

etene

son 1200






index-470_1.png
T

a0 tieme:

m
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Podemos ealeula el ejomplo anterior con estas formulas, dispo-
niono los cdleulos n I forma quo s indica & continuncion  donde
‘apacccen, a I derecha los logaritmos y I izquierda Ios valore.
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L cosecante e discontinua para los puntos Ay A’y e deci, parn
108 ngalos dados po &=, dondo ¥ 0 un nmero entero.

Low signos de I casecante son 108 mismos que s del sen0,y nogo
mostraremon que I cosecapte ¢ 1 nvorsa del seno.

L curva que representa a a fancign coseeanto tiene la forma d
1 fgura 27

22, CUADRO DE Log 810308 D 148 LINEAR TRIGONOMETRIOAS.
— Hemos podido ver que todas y cada una de las Tinens toman en
eada cundrante todos ls valores bsolutos qre pueden tomar. s ne
cesariotener muy presente o signo del vlor que adquiere cada s,
cnando o argumento toma valores n los distntos evadrantes. Para
elo podemos resumie Ios resuados que Homos obtenido en el cuniro
siguiente:

cvteat [ [ | [ [ e
eener | 4 [+ [ [ || x
Segundo. | + | = | = | - | - |+
Tereer | = | = |+ |+ |- -
et (o e [ A I

Se Vo qio 1as fanciones seno y cosecante,cogeno y secante,tan
gentey cotungente, toman los mismos ignos. Verernos s adelnnte
quo son fanciones nversas entresi.
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Ejericio 1 Hemon encontrao (u* 16) sen 30

alor de s demis lineas.
Se tiene

Catentar el

cngor =1 -]

Hjertcio 17+ Hemos allado oo 4
Se tiene
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S0 vo enln figurn 42 que Toa dos valores iguslen y de wigno con-
trurlo corresponden  las mugnitudes AT y AT, -
Igualmente combinando I (¢) con a 2}, e tiene

¥ los dos valores iguales y de
contrario corresponden en I igura  Jas
magaitades BK y BK,.

En cusnto al valor de In secante = en
fuucida el cos 3, es dudo directamente.
vor I relacidn fundamental (@), Se tiene
un olo valor para Ia seo a. Y, en efcto,
s tangentes al circulo n 1os puntos M
M, cortan al e o e el mismo pusto S,
¥ 1 secante do todos os arcos on origen
en Ay extremo libre en M o en M, o8
os,

“Para expresar I cosec % n foncidn de cos 3, combinamos us el
ciones () con (2)y tenemos

Los dos valoresigasles.y de signo contraio esin dados en 1 g0
242 por as magaitades OF y OF,

46, EXPRESIGN DE TODAS LAS LINEAS TRIGONOMATRICAS EX FUN.
LGN D LA TANGENTE 2. — Parn expresa ol sen % en fancidn do
2 %, poemos esribi, teniendo en cuenta a
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331, Prinera alucin interal. — Utlizando I firmulas del gro-
10 VI (3°304) basta X1 (a"308), donde es 2p = a + b +c. Es prefe
riblo emploar s el grapo X1 porser s comodas. Voremos que K
s la tangente del rulio del erculo inserpto (1°335) y 5o tiene.

R e D)

v
WA K B K
ST =B

‘Como comprabacitn del cileulo,se debe tener:

R T
B

senpetghoighe

Bewplo:  a= (010, b= GSITI, o= ToMTI0"
S0 preden disponer los cileulos n I siguiento forma.
am o
b= o
o= T

sen (p = )= 9357460
sen (p = ) = 063061
wen (p = 0 = 045009

o
aseari”

oo S0030s.

o K = 030197
p- o= T O

A _saum

(-t - b +p—o= 5%5510" g

PS—— asnise
o
B oo|  €5momon
g sors
O seroro
:
A sewar
o

o=
v

wosr
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Para exprosar I secanto de % en fncion de sen %, anemos, com-
binando'a (@) con I (2)

Lowdos valore iguales 3 e sigao contrario, corresfonden en I
fgura 41 3 lus magnitudes 08 y 08,

Finalmente, ol valor de la coser s en fancidn do sens ea dado
directamente por a relacion fundamental 6

¥ s tene un solo salor para n coses . i efcto, puee verse en
T Bigurn 41 que I tangentes goomdiricas en 1os puntos X y M, n-
cnentran al e g’ n el mismo punto I, e deie que los arcon AM
3 AM, tienen I misma cosecants O,

45, EXPRESIGN D TODAS LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS 3 YOS
€105 DEL cosRN0. — También sabemos (1 17) que el valor de con x
st comprendido entre 1.y +1, e decie que debe tenerse

Sisemas il 0

Parn expresar ol sen  en funcidn de oot 3 sacamos de I expre.
st ()

e = £ T oo @

Para cada valor de cos s tienen dos valore gnale y de igno
contrario para el sen x. ¥ en efects (1g. 43, llovemos OP ignal a
‘covy por el punto P tracenos u paraielal e yy que corta e gene.
Falal cireulo en dos pantos, M y M, Todos os areos que tengen por
origen el punto A y por extremo libre al puato M o ,,tienen ¢l
misino cox x—~OP. Pero low aroos con eatremo ibre n M, ienen por
seno el valor MP, mientrus que os areos do extremo libre en M, tie-
e porseno e valor M,P. ¥ e fuil ver que 3,2 y ME son igiales
¥ do sigao contrario.

Para expresar In g & on funcidn do cos 3 s tiens combinando la
®cona2)
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CAPITULO VI

RESOLUCION i TRIEXGULOS EapERIcOs
(oason cuisicos)

328, Seis casos clisicos so presentan on a resclocinde rdngulos
estiicos, cundo low elementos conocidos son Indos y fagulos, ¥ son
Tos sguientes

Dados os tres lados.
Dados los tres ngulos

Dados dos lados y el éngulo comprendido.

Dado un Iado y1os ugalos adyaceates.

Dados dos ados y el ngulo apuesto a wno de ellos.
Dados dos fugalos y ) ado opuesta a ano de ello.

eprpwr

Estadiaremos cada uno de estos cutos baciendo una discusion do
o sesultadon.

329, Primer caso: Dados o trs ladon a,by . — Es necesatio que.
0<atbiecane

5 que un ado culguier sea menor que I sum do o oteos do, ex
decin, o

a<bie b<ate e<ath
‘ara o cual bast que el magar sca menor que 1 suma de o otrosdos.

330, 81 salamente e eceit calwlar wn dagalo, — En tal caso e
aplica I forml sucada del grapo 1 (4+279)

conbooe
e

st formula no cs caloulable por logarinos. Puede bacerse calen.
Jabie, introducienio un dngulo suxiliasdo edlelo o utlizando las
ablas de Togaritmos de sumas y resas.

Paden tambicn wtillzrse s formalas de los gropos VII, VAII,
1, Xy X1 de los nimeron (308  (105).
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X teniendo en cuenta Ia (), se obtiene.

)

Lo que nos dice que daio ol valor e (g, s ence
s iguales de signo contrario yara e sen .

En efecto, considereusos (85, 43) un cirelo trigonometrics, don

. s e origen de los arcos. Tomermos sobre

IN_ [, ntangentes? of vlor AT igual al valor de

te . Uniendo T con O prolongando, ene

mos que todos los arcos que tienen por i+

gen el panto A por extremo libre el pan-

M 0.l ponto M, tienen Ia misma tg AT,

Dero los arcas con extremo libre en M tie.

" | nen por seno n longitud MP, mientras ane
. s ascoscon extremolibre e M, tienen por
o ceno lalongltad M,P,. s fici verque M,P,

¥ M son igaalen y de signo contrari.
Para expresar el cos  en fancidn de g = escibimos teniendo en
cnenta la rlacion (o) ¥ dividiendo numerador 3 denominador por

de donde

PPEEY @

S vo que se tienen dos valores igusles y de signo contrario
par con = que corresponden (en T . 45 a s magaitudes OP y
or,.

Lo expresin ccg en funcin e tg a obtenemos mliplcando las
relaciones faudamentales () (910 que nos da

e donde

aga= Lo @
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332, Segunda solein itegral. — Utilizandolas rmalas del grapo
XU (n325), recondando I frmola de L'Haile o 324)y poiendo.

¥ como comprabacién do cdleul, s tene:

mata-beip—ans ®
s ®
N
@ ®

Tomemos el ejemplo nterior y podemos dispones Ios cileulos en,
T sigaiente forms
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e

obtener un sistema de sel conaciones con s inodgaita y se con
“lnir que todas I lincus tiemen valores 6o, Justamente s soucio
s e sisoma de ccuaciones, 1o que es imposile. Homos visto
que s Hincas son funciones del arc.

e puedo afrmar que cualquie otra relcién que
. consecuenca do Ias anteriores,

encuentre es

43, Otras relacioncs, — D I releido () sacsios, por el

P,
¥ tviendo en cuenta b (@) resuln
14igan et

=
2 Multplicando 1a () en 14 (0 s tiene
e cotga 1

Toniendo en cucntala 0y 1o (o) e tiene

PR Ih

34, BXPRESIGN DE 1005 LAS LINEAS TRIGONONETRICAS EX FUN.
016X k. 55¥0. — Suponemos conorido ol valor el seno, ey b
mos vista (o 16), que debe s ta que

“lssmas 0

Para expresar ol cos « en funcidn del sen & tenemos (o)

st 4 cot a1
e donde
e £ TR, @
Para que pueda caleular ol radical, e necesario que In cantidad
aubradical sen

10 que equivale a deci 1o mismo que I (1.
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Taego podenos escibir ¢

Huso A = ABO 4 BCA,
Huso B = ABO + AR,
Huso © = ABO + ABC

¥ puesto que In supertie de un buso esa 1a superdicio de n este-
3, como el éngulo del hso e 4 & rectos, pademos poner, lamando.
Ealn supericio de In stora

ABO + BOA’
Loon_

B0+ aCB
E

ABO 4 ABC_ @
B "

Sumando y obsersando que ABC + BOA’ + A'C + ABC' inte-
ran I mitad do I sperle de I efers, e tene

O bien, sendo § Ia supertie el eingalo, o

23 .1_A+B40

RS
¥ también
A+BiO-m_20
i 3 ®

¥ parn oo ringulo do érea 'y oxceso esféico 2 trazado o
o radio, e tene:

i ©

1o que demuestrn el teorema.
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e donie, puesto que O = 1 y OF = cos

@

1. Thowsaua: La concante de n arco s igual a la wnidad dicids-
dapor e eno del miemo areo. — En efecto, e 1 figura 40, o tenen
vordeticion

O = cosco

¥ comparano los triéngulos rectingalos semejantes OHM y MOP

on_ox

o= or

3 teniendo en cuenta los vores de OM y MP se tiene:

[ o

42, Los cinco Gltimos teoremmas que emos dado, bos dan cinco
elaciones fundamentales entre 1s Hneas de un mismo acco y son s
siguientes:

st 4 costa =1 w

e o

“

@

caseon = ©

Extas cinco.relaciones fundameatales son independintes entro
elas, ya que ea cada una aparece una line que Bogura.en 1asotras
¥ esha son fodas Ias rolaciones independientes quo puoden encon:
e o, en otros término, cualquler otra telcion que se encnentre
sor i consecuencia de e gropo. B efecto, supongamos que existe
otea relacidn independiente do las cinco anteriores. Liogariamos 1
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Y procediendo en forma andloga con respecto & los demis dngulos so
tiene

- xam

tiingula esirico

326, Teonsa : Las supesfiesde dos tridnguln xivicos, trazadon
obre la mioma sfera o sobre xferas del mismo radio, s diretamente
proporcionale a s respetivos escsos eférions, — Lamando S y '
1as superties do los dos tridngulos, 2: 3¢ & sus rospectivos exce.

Gonsideremos el trdngalo ABC, comple-
temon lon circnlos miximos correspondien.
ton 2 cada o  trcennos o dimetros AN,
BB y OO, sendo O ol centro de la esforn
(0. 155). Los triedros OB'AC y OBA'C son simétricos y los trike-
galon ACE'y A'C'B son aquivalentes. Bl huso del gagulo A s con
pone del tridngalo ABC mis el tringalo BOA', o1 huso del fngalo
B0 compone el tridngalo ABC mis ACB'o1o que es equivalente,
el tidugulo ABC mis ol elingalo AC'B y ol huso del fagulo C,
0 compone del tridngulo ABC ms el ABC,
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327, Firmula de o euperfeie &l tridngulo irico. — Tomando.
como tringulo & e tridgulo eféric trirrecingalo, s tiene quosu
supertie o 1 actava parte do I superfic do I ster, v sendo sus
tres ugulos Iguales 8 90°, su_ exceso estico 3¢ valo 90°, Bs decir
aue:

Laego

X expresanio l exceso sférico 2 en segundos, se tiene

ar
B w00

s

X como g e el arco e 1 expresado en adianes, el ave

précticamente es igual al sen 1%, obenemos como expresicn del irea
dl eingalo estrien

8 R 20 sen 17
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valor o m debe ser entonces mayor o igual que +1y menor o fgual
aue —1. Too valor = dudo por

Sisess1
10 ped ser tomado coma valor de a secante.

35, INvaRSION DR La cosRoANTE, —Sen A ol origen do los arcon
en'l ireul trigonométrico del centro O (ig. 30)y tomenos sobre el
e ', & patir de O, el valor OH = m de
I cosssante de un cierto Angulo 2.

i m es poitisa o tomamos sobre 1 s
mirecta Oy, s o8 negativo sabre Oy

Desde ol punto H tracemos as angen:
e alciculo y sean M y M, Ios prnton de
tangencis. Todon los arcos'de origen A y
extremo libre en M, como as, Cambién, t-
o los arcos do oigen A y extrema libre
hom 0 oM, tienen I misma cosecanto m.

‘Con un rasonamiento andlogo al qu ik

mos jara el seno, oncontrariamos que toos esos arcos etdn dados.
por

-t

S ve por a figura que el
3 como un easo I
fingulo s, x necesario qu o] valor e m ea mayor o igual ane +15.
menor o igual que -

36, Resumen. — Todos estos resultados los podermos resumi en el
cundro siguiente

seno y comecante. (-1
Gngentey coangente L keta
coneno y sante seta )
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326, Fomuvia oe LHvLLER,

Tenemos por detuicion:

e A+ B 40180,

3 entonees

o vien
A+w

£]
i

¥ seemplasando se tiene

¥ transtormando en producto I sums y diferencia de senos y de

sumttit

w
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al que hemos Necho pars I tangente, nos dria que todos 508 rcos
pueen darse por In formula genersi

e

X sacatmos que Ia condicién ecesaria y sufiente para que dos
aroos tengan Ia mism cotaugento es que su diferencia sea un mil
tiplo des.

34, INVERSIGN DE 14 SECANTE. — Tomemos ol cireulo trigono-
métrico y supongumos un vlor de-la seo 2 — w. Tomenos sabre In
recta 2 los valorea e scc 3 (8. 58),
& partie el puato O, haca la derecta s m
s postivo. bucin a squierda si m e e
sativo.

Tendremon s

por ejemplo

os

Desde l punto 8, tracemos s tangen
ton M, y S, o cirealo, siendo ¥, y X,
105 puntos do tangenci. Tolos loa arcos con origen en el punto Ay
extrem libre en M,,tinen por sec el valor ; y lamano a sl axco
A, ellos extin dados por I seien

Vu oA dman Geaa
i % dmew Gea

Y todos o axcos con origen en l punto A y extremo libe en M,
tiemen por sec o valor m y pueto que el arco AMy s ualy de ik

o contrario al arco AM, como es muy feil ver, ctardn dados por
Ineseren

W

P
U -

%z “

Lo series (1) 3 (2) por un razonamiento fgusl o que hicimas pars
coseno, pueden encerrarse n Ia ormala genersl

et

o vo que para que se puedan trazar lus tangentes desde el punto
S, ése debe star afuers del eireulo y como caso limice sobre 1.






index-458_1.png
Excoso estricn on funcion

s tres lndos

ridogulo

323. Fowxuia B CravoLs. — Maltplicands entro i I rela-
ciones 14y 2*del grupo X1 (n"300)sotene

l-a,m

e don

N —
5T 2 gy~ sens
nasent

LETE)

33

(st —a

Formala conocida con f nombre do forals de Cagnli,
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Comparando ahora Ios riingulos semejantes OTA y OMP, e tene.

am_we,
o~ 0F

Pero OA =1 yaegin 1) (2) MP = sen, OF = cona; uego e tiene

et ®
[T ———
s

30, Tworeus: La cotangent dewn aro e igual at cocinte de o
seno dividido po e ens el mismo arc. — Trwcemos en 1 Sgura 40
1 tangento geométrica ' al cirenlo en l pungo I y prolonguemos
OM lnsta encontrarlo en K.

Por denicio, tenemos

cotga = K.

‘Comparando ahora los trdngulos rectingalos semejuntes KOB y

OMP, tenemos
BK_or

on

¥ abservando que OB

1 OF = conx y MP = sen s, se iene

woiga =S

“

ane era o que deseitiamos mosts

40, TrowExa: La scente do un arco e pval  la waidad diridido
por el usens dl miswo arco. — Trazando en e punta M n tangente
eométrica al cireul (g 40),so tiene por deticion qne

seox = 05,

¥ comparando akora los tidngulos rectivgulos semejuntes OSM
¥ ONP, se tiene
os

o= or
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Partiendoabora de s rimes analogia de Delambre 5°318) tenemos

A+B

dodonde

obien

o e
[ SR —

tien

Forml debids  Simén Huilier.

325, Dividendo 1 (2) por Ia (1) del nimero anerior o teno.
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s ol punto'E e fhel v, comparando os ridngulos OMS y OAT.
que OS es igual a OT; luogo es mis cGmodo toma como ordenadas
1os respectivos vlores do OT. Una. simple observacion de la fgura
ace ver como se procede, por 1o que omitinos mis explicaciones.

S puede ver que a secante consorva los mismos signos que el
‘coseno. Veremos més adelante quela secante o lainversa dl cosen.

201, Vamiacionss i 14 cossicaxts. — Un rasonamiento an.
g0, o levaria  obtener para la funcion cosecante que.

deeme |2 |
HLO0 L reee | decrece

s una fancion peridtica de periodo 27, s decr, que se prade

poner:
osec (ks + 31 = cosee s,

X entero positivo o negativo.
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RELACIONES ALGRIRAICAS BNTRE LAS LIYEAS TRIGONOMETRICAS
DE X 160 ARCO (PRNVLAS ¥UNDANENTALES)

37, Trowea: La soma de los cuadrador del 1o y corens de wn
wismo arco, e iguala o wnided. — Consi
deremon un circulo trigonométrico y sea A
e origen de los areos (5. 40) Tomemos
n arco AM = . Bajemos desde M In per-
pendicalar MP sobre ol e 2.

“Por definiitn, tenemos

NP sena w

OF = cons. @

Bl widngalo OPM, por ser rctdugulo en P nos dn

S 4 OF = O

Pero O3 = 1, por ser el cieulo de radio 1 teniendo en caenta
s igualdaden (1) y (2) sacamos I formala fandamental

senat 4 contc

1 @

que demuestea el teoremn.

38, Taomsa: La angentede un arco e igual al cocinte dl seno
aividido por et coseno el ismo o, — i I igaa 40 tracemos
tangente goométrica =y prolonguemos OM hasta encontrarla en T,
por definiién, o tiene

tex= AT,
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Representaiin grifca, i representamos grtcamente a a foneién
= are.cos () 1

tamando sobre el e do lus abscisas los
valores de m, tales que. .

[Rpr—

Mevando como ordonadas los valores i 5,
o tiene una cueva como I que muestra
gara 35

Se vo por I igua, que se obtienen para
cad valor de m dos serie de valores para 5,
1a primera dada

N

5 ri dmts

dado por los puntas O y n otra

R e s

udo por los puntos 0.

¥ s dosprende también que T condicién necesarin y sufciente
para que dos arcos tengun el mismo coseno x e s suma o u dif
rencia sea un miltiplo de 2z,

32, 1NvEBSIGN DE L TANGENTE, — Tomenos el cireulo trigons
métrion y en el origen A do los arcos levemwos lu tangente < al
cirealo (g 50).

Supongamos un valor cunlquiers de
tgx= . Llevemos el vaor do m = A
sabre 2 a parte do A. Sobre Ja sen
recta A si m s posiivo y sobre I s
rectn A¥ s w €3 megativo,

Unamos el punto T con el centro del
cirealo 0.y proongucmos.

L recta O cora e cireulo siempre e

[ o puntos M N, y endremos que todos

os arcos de origen A y extreuo libre e

3, tienen por i ol valor AT. ALorn bien, todos estox arons, laman.
101l arco AM, estin dados por asserca
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321, Hemos amado exceso esirico 2 1o que In sum de los
dngolos el trifugolo excede do 180%,es decr,

2= A4 B+C 1800

Vamos a doducie diferentes formalas que nos permiten calenlar el
exceso etérico.

322 Eaces afiico en funciin de dos ldos y l dngulo compren
dido, — Tomando an expresiones del grapo XIV (a°311)

i
= ver O Q
[T 4 »

w5 =) mass ey

obien
B L A=) _sen A cosimsencensA
HGUEET Teme T e
= senActgi-ens A
de donde

b et
[ tu JUUR
T T

férmola que da ol exceso eférico n funcién do dos lados e gl
comprendido, pero que tiene el inconveniente de o ser calculuble
por logaritmos.
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bien, tdos esos arcas, lamando  al arco AM;, exin dados por las

| m ot i Gsia

Doteba, —tsts, —0sts,
14 que pedo encerrar todas en I expresidn
et w

onde k s un nimero entero, positivo, negtivo o nulo.

Pero tambin, todos 0s arcos que tienen poe origen Ay por extre-
mo lbre ol punto M,, tienen por coseno a OF, es decir . Y todos
estosarcos st dcios por L sries

% 4w Ge-x
—roa —tza

T e o encerrar o It expresida

- P @

X aliora se peden juntar as irmulen (1) y (2) en noa sala expre

sion generst
nrka

donde uay que dar n & cuslquier valor entero, positive, negtivo o
o,

S v por I figura 54 que para a parale w levads por P ) e
' carte a cireulo trigonoméirioo, & necesario que l pnto P
esté comprendido entro los puntos A’A, es decir que debe tenerse
para que exista f salor de 2 que

Cisemas il
B loscasos limites en que cos  sonigual a +16 — 1 1a parlcin
s e tangente al civculo en os punios A y A” respeetivamente,
Si e tione
—1s esx =41

entonco In parale corta siempre ol cireulo en dos prntos; quiere
deci, que siempro iy dos valoses el arco, menores que i circun.
frcnia que tiene por coseno ol valor dado.
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e

(n2ebn deba Gren
L

Valores que poiemos encerrar en I fir
ks )

donde & e un nimero entero, posiise, egativo o nulo.
Pero tumbian o axcon con origen en el punto A y extremo libre
en M,, tienen por tg 4 AT, Todoa e3tos arcos estin dados por an
Ve R

le4a ~detn —ds

valores dados que podemos expresa con 1 formola:

@)

©

donde i o nimero catero, positivo, negativo o ulo
‘Poemos todavia dar una expresion general que contenga s fir

s 1)y (2) ¥ ex: -

Deducitos que Ia condicién necesarin y suciente para que dos
arcos tenian I misma tangente e qne su diferencia se4 un wiltiplo
de.

33, TxvaRsGY DR LA COTANGENTE. — Tomenios ol cieulo trigo
ometricn  ea A el oigen de losarcos (8. 31 En el punto B tow.

cemos I tangente geométrica ', Con

S Bt sideremon abora un cierto valor de

ErR——

Queremos ver cuiles valores de a tie-
e par cotangente el valor m, Tome.
108 sabre e, & part de B un valor
BK = m, sobre Ia semireota B, i
n e posiivo y sobre I semi.recta B’
i e negativo, Uniendo K con ol ceu

e 100 y prolongando, I recta KO cota

al crculo sicmpro en dos puntos M y

M, 3 toos low aroos que tengan arigen en ol Punto A y su extreuo
e en M3 en M,,tonen Ia misma.otg. Un Fazonamiento anlogo
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@

Maltiplicaado 1a (3 por cos Ay I8 (1) po sen & y umandoresalta:
senlsen g+ cond con$ cos &

nfng) - AT ®

ang

¥ aiora dividiendo Ia (1) por I (2) s tne:

b e b
e sendsenen & teg e A
R e et
con conf —senbseng cos A 14 tg} G con &
¥ dividiendo Ia 1) por I 4
concon sen &
wp g
sen s+ cos b cos S oon &
ctgLotgd
585

Tt
Thetggotggoon s

L don timas permiten calouar < en funcion do b, ¢y A.
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Podemos sacar ora expresion el excoso esféico en fancion dedos
Iados y el ngalo comprendido.

En ofeto, multplicando entre i ax relaciones 2+ y 3 del grapo
XU (s 509) ¥ teniendo en cuenta afiraula 1+ del grapo XILI (1310

o donde

o

Muliplcando ahora entre i 11 relaciones 2y 3*del grapo XTI
1310,y teniondo en cuenta la frmala 1*de ese mismo grapo:

e donde

Bliminando abor a entre I selaciones (1) (2), e ten
estéica en fuuridn do b, 0y A

aiplicnndo 4 (1) poecon &y dsacoaado st (3 ghen @)
e teno:
sendsen?
sengoma = —2Zun xcona
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X se vo por In g, siendo siempre o areo x = AM, que estos
areos estin dados po I forania

P

@

doude & o5 un nimers entero, positivo, negativo o oo
Poiemos cncerrar as formalas (1)  (2) enna soa

41t

Y e il ver que par valores pares de £, se obtienca todos Ios
‘lores dados por 1)y para valore impares 108 dados por 1 (2).

Ex otmolo mostrar que a formula vale también para vlores ne-
tivos do.

‘Linego,dalo e vaor del sen x = m,se encnenteun i
e arco que tienen . como valor del seno.

o ve por Ia constraceidn que hemos Leclo n Ta Bgura 3, que i
s mayor quo +1, I paralel ' no cortae fzeul trigonométrico
3 que e exterior al cirealo, y 1o mismo acurre si ol valor o w s
menor que ~1, porque entoaces tomari I posicda de Ia ecta e,
por eemplo, o cartaria al citculo. Bl valor delseno, etonces, pars
Que e pueda encontear valores para el arco debe ser magor o fgual
aue 1y menor o igual que +1 e decr, que siempre debe ser

aitos valores

[P -

i los cnsoslimites en qre sn e iguala +1 6.0 —1, s parsle:
1, tals como i e parelas ol fo ' son taugentes a cirenlo
3 s puntos M. , se confunden respectivamente con B 6 5.

S vo quo siempre que ol valor absolno del e0o sca menor que 1,
1 secta cortaal cirulo en dos puntos, lucgo dado of valor del seno.
comprendido entre +1.y 1, hay o arcos menore que o cireun.
erencia quo tenen por seno ol valor dado.

Representaciin grf. — Podemos ahora representar gricamente
wia funcidn,
= e sen )

Qe ca uua forma abreviada de escrib

2 e areo cayo seno e .
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CAPITULO V.
INVRRSIGN DR 1A% LIRS TRIGONOMSTRICAS

20, Si xe conoce e valor de un I trigonométria y se quiere
encontrar el area o los areos cuya linea teigonométrica tene un salor
‘conocido, wetiene planteado el prolema que so lama ineersion de ln
lnea rigonométrica. En resuaen : dado e valor del my e dice
seno fnverso de m, e ol valor do 2 que satisface 1 elcidn anterior

i realdad hay varios valores de % que satsficen exa relacion,
como veremos en soguida. i problems e dividiese en dos partes

1% Encontrar un valor do .

2+ Hallado un valor do %, busear tolos loa demis valores que s
infucen esn relacion.

30, Inversidn &l sens, — Consideremos an cieculo trigonomtico.
Seu A el origen do los accos. Supangumos
3

an valor m del sen « dado en a fign
por 0L

sen = = OL.

Por el punto L levamas wa para
o fe 2, Gta corta en gemeralal sirealo
rigonométrico en dos puntos M y M,y es
il vor on I figura que todos los arcos
cuyo origen sen el punto A y sa extremo
Hore el punto M, tenen el ismo eno NP
igual a OL = w.

Liamando 2 al arco AN, todos estos aecos estin comprenidos en
In firmia.

et o

donde k e wn nimero enter, positivo, negativo o nulo.

Pero, I pacalea llevada por L a e #2 corta tambicn el cie
en el punto My  todos os arcon qu tenen por origen el punto A ¥
por extremo libre 8 M, tienen el mismo seno M,P,

WP, 0L =
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Los valoos do m pueden variar entre —1y +1, para que ol rco
exinta,

Tomamos scbre ol e do s abscisas
Towvaloresdo s y como ordenalan os de
I funcidn

¥ tenemos wna

tra I igura 3.
Hemos eacontrado, y el grétieo o v

tiflea, que dado ol valor de senx

a0 cocentran dos eries de valores de

progesion aritméticn igusl a 2, que

- como It que mues.

% s dria

B

Para e valor do = OL los valores
o2 de 1 primern seric st marcados
con © s valoren de & far I segun:
an serie con O

e desprende, de todo 1o antedicho, que 1 condicion necera
Sufciente para que o arcos tengan ) mismo seo e e s difern
i sea un miplo pa de <o que s suma sea u maltiplo fmpar de 7.

31, TxvRRSIGN DEL cOsENo. — Cousideremos el cirenlo trigono-
métrico (ig.34) y supongamos. un salor

o cos 2 igualam.

Lieveinos, n parte de O, sobre of e
e valor dem positvo a a derecln de 0y
negtivo s a izguienda.

Sen

P

Por el punto P levemos la paraela ww sl
ey’ Inqus corta en geueral a cireulo en
dos pontos M, 3 My

Todos s areos que tengan por origon ol punto A ¥ por extremo.
ire el punto M, tienca po coseno 1 valor O, 8 decit m, Aborw
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PUBLICAGIONES DE LA FACULTAD DE GIENCIAS FISICOMATEMATICAS

A PARTIR DE ENERO DE 1619
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