
        
            
                
            
        

    
[image: Image 1]

[image: Image 2]

[image: Image 3]

[image: Image 4]

[image: Image 5]

[image: Image 6]

[image: Image 7]

[image: Image 8]

[image: Image 9]

[image: Image 10]

[image: Image 11]

[image: Image 12]

[image: Image 13]

[image: Image 14]

[image: Image 15]

[image: Image 16]

[image: Image 17]

[image: Image 18]

[image: Image 19]

[image: Image 20]

[image: Image 21]

[image: Image 22]

[image: Image 23]

[image: Image 24]

[image: Image 25]

[image: Image 26]

[image: Image 27]

[image: Image 28]

[image: Image 29]

[image: Image 30]

[image: Image 31]

[image: Image 32]

[image: Image 33]

[image: Image 34]

[image: Image 35]

[image: Image 36]

[image: Image 37]

[image: Image 38]

[image: Image 39]

[image: Image 40]

[image: Image 41]

[image: Image 42]

[image: Image 43]

[image: Image 44]



index-5_2.png
Tambitn estos métodos exigen un cierto trabajo de céleulo para Ia averiguacién do los
coeficientes m y n_de la recta compensadora.

‘Aquf se indicaré & continuacion un método muevo y simplificado para 1a compensacién
e un serie do datos (x, ), que se supone obedezcan & una relacién lineal La recta com-
pensadora puede ser hallada mediante construcciones simples, puramente graficas, si bien
también puede ser calculada. numéricamente. Este método representa una especie de alisa-
‘miento, pudiendo reemplazar en muchos casos al método de los cuadrados minimos, ¥ pu-
diendo significar por su simplicidsd unaeconomia considerable de tiempo.

Debe reiterarse aqui In circunstancia de que hoy en dia es muy general el uso de méto-
dos grificos do compensacin, que se aplican con mucho éxito, y que pueden ofrecer grandes
ventajas frente a los métodos analiticos, siempre que la exactitud buecada de los resultados
‘permita despreciar la aplicacién del'método de los cuadrados minimos. En primer lrgar los
métodos gréficos permites una cémods visién de conjunto sobre el acuerdo interno do Ios dis-
tintos datos, haciendo posible as, desde un comiento, la eliminacién de errores burdos; en
segundo lugar, estos métodos permiten determinar Ia dependencis mutua de las observaciones,
¥ finalmente significan una economia de tiempo. Es evidente que el observador debe clezir,
en cada compensacitn grifica con el mayor cuidado, el método y la escala més conveniente.

2. Averiguacion de la recta. compensadors mediante construcciones grificas. Las no.
diciones han sumistrado k pares de valores (x, y)). Para encontrar la recta compensa.
dora_procedems del modo descripto a continuacidn.

1. Se dibujan todos los pares de valores (x, ) en un sistema ortogonal de coorde-
nadss, p. ef. sobre papel milimetrado. De este modo so originan los

Pimm Pamm Pronm. P, %)

1

2 ) Se bisctan los seqmenos PLPa Py By PuPe Fun P oriinindoe s
tos Ay, As Ay Avse " o

Bl fgurs 1 e ot

PP B,
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b) Se bisectan a su ver los sogmentos AiAs AsAs AvAu  AvsAvs, originéndose
Tos puntos By By, Bs,  Bea-

) So bisectan Ruevamente los segmentos B, By ByBy BB, BTy, origindndo-

50 1os puntos Cy Co Coy o etc. hasta que finaimente quodan sélo dos puntos M y N.

Si 0 traza. por estos dos puntos M y N una recta, se tiene Ia recta compensadora

buscads.

Las bisecciones son fhciles y ejecutables simplemente con ayuda de una regla milime.
trada. Para no sobrecargar ol dibujo, no se trazan todos los scgmentos entre los punt, o
Qe e suficiente trazar s6lo alrededor del punto medio un trozo de segmento. La posicion

I punto medio se denotark con ura rayita normal ¥ se anotaré para una mejor orienta-
ci6n el correspondiente nimero de orden de la biseceign dol segmento.(fi. 2). i loa datoe
de abservacion tuvieran peso distinta, se dividird los segmentos respectivos en partes pro-
porcionales  los pesos dados.

W]

rez
3. Ctleulo de lax coordenadss (6 12) ¥ (1) de los puntos M y N que daterminan
Lo vecta compensadora. Sean los datos (puntos): Py i = 1,2.3. .. k,es decir:
PG )
P 72
P G v

B,

ondenados todos segtn valores crecientes de . Ea evidente sin s que la-primera biscsén

(vase .2 pig. ) da oo untan Ay § = 1,25, K—1, com la sguintes soordenaa:
Bt 5§ o0t v

fErmiesy
Kt d o+l

AL GFR TGN
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Después de la segunda operacién do biseccion se obtienen los puntos B, 1 = 1,2,8, ...
2, con las coordenadas:

o+l

Ademis se obtienen los puntos Cy i = 1,2,8,  k—3, con las coordenadna:
Gl +8n+Intx) it +Intint
GEIimtn ooy
Colh (o + 83 £ 33 + x4 On + 830 + 33+ va

L N L e P
ete.

(Como se ve, las coordenadas de los puntos medios pueden ser calculadas con ayuda de los
‘coeficientes binomiales. En el caso do k puntos dados, las coordenadas de los dos puntos M y
N: (bwm), (fam) se obtienen medinte las expresiones *

wmgtrremns (57 (s (F57)eer

A

wegr o (57)s (5 s (457

vapnatnd]

wmgir ot (45 (5 ot (5
vocona]
el ot (452 (5 Pt (457

vammnin]

Bea rectate 1a deturminacin d Ja cosrdenades da M, e utlican do on k-
o el Y TR B ST e Sl
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UN METODO GRAFICO PARA LA COMPENSACION DE
OBSERVACIONES MEDIANTE UNA RECTA

Por el Dr. SERGEJS J. SLAUCITAJS®

1. Introduccion. Si blen ol observador puede eliminar en su mayor parte la influen-
cia de los errores sistemiticos o constantes sobro los resultados-do las observaciones, quedsa
o obstante los errores accidentales o irregulares. Estos Bo pueden ser previstos do ningin
modo y serdn do,distinta magnitud en las difcrentes obaervaciones. Asi p. ., en ol caso
de una relacién linea, los puntos medidos se dispersan alrededor de una rects, que Tepro-
senta la dependencia funcional. Para obtener pues el resultado que mejor represente ol va-
o verdadero de Ia magoitud medids, debemos someter todos los valores obscrvados 8. uns
compensacién.

I método clésico do Jos cusdradps minimos, matemiticamente fécil de tratar, que se ba-
ea sobre Ia suma de los cuadrados de|las desvisciones [vv] ¥ provieno de GAUSs", exige
trabajo de céleulo relativamente grande para la averiguacion de la magnitud buscada, con
consiguiente dispendio de tiempo. Para la compensacin de los 'resultados de abservacién
existen i otrus métodos menos conocidos, como . ¢J. el de CAUCHY", que debe preferirse
e slgunas compensaciones al método de los cusdrados minimos.

Si deseamos compensar gréficamenta los resultados de las abservaciones (datos), el pro-
blema de ia compensacién consiste en general en Ia averiguscién de una curva. (que tambin
puede ser recta) que represente la aproximacion mejor posible a la curva, resp. recta, ideal.
Hon sido desarrollados tazmbién una serle de métodos griicos, o gréfico - puméricon en lon
cusles mediante el sacrificio de un cierto grado de exactitud, se puede economizar bastante
tempo. Mencionaremos aquf los mis simples, encontrados por AWSERY® y CAMPEEL', cuya
aplcacion esté restringida a reiuciones lineales de la forma y =mx+n.

T Gas. Thurria smbinatonss Oberstionum ervribusmiimis bmoris, 1026 véave tmbin A Biwsca
e ke Mt ity ey Cot bk Cona et 8T
s Sl e o

RS o L At g 13
s biod of i S Lie o B of Ohvssions, P e a1,

—
2 e . PATIR, Gonviget nd Ziocond bi Asapeichovrfokes, Tauchrit 10 tachn, Pyt

s 0Dyt At Mo o i, S 4 Ot Aotk 3 o s Ao
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En consecuencia, Ia ecuscion de la recta compensadors
3= — 0489 x +0.729 (S

v
ko= 0n89, AT. =+ 695728
El error medio cusdritico do una observacion de AT, de peso 1 es
o= 0o
La ecuacién de la recta compensadora, calculada. segtin el método de los cusdrados mini-
mos,
y = — 0489 x + 0728 (@)
¥ el error medio casdrético de una observacién
PEE Y

En o figura 7, 1a recta (SI) et In determinada por los puntos M (,m) ¥ N (fum),
¥ recta (G) la determinada. por medio de una compensacién de cuadrados minimos.

Mo complazco en expresar aqui mi mis vivo agradecimiento  mis cologas Prof. Dr. A-
Zagsers (U. 8. A.), ex-Director del Observatorio Astronémico de Ia Universidad de Riga,
¥ al Prot. Dr. E. Leimanis (Canadd), por las valiosas conversaciones acerca del método do
compensacin antes expucsto.

‘Afio del Libertador General San Martin”.
La Plata, noviembre de 1960.
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Pero adems los s, situados simétricamente respecto del centro tienen igual valor ab-
soluto. Por esto 610 es menester en este caso, calcular dos valores de ., o8 decir:

12843

- Tizsa-*t?
123

pm2 k—p=d my=a = TTT

p=1k—p=5 a=

Todos los .., buscados son pues (tabla 2):

Tama 2

2. Caleulo de m =

Para ¢l chleulo prictico do m es conveniente ordenar los distintos factores y 8us pro-
ductos segtn Ia forma de la tabla 3.

Tama 3

% o

r
r

—oon | o 1 — o000
Tome | Toums | I3 Zolsss
—ome | Tiow [ F2 s
“oms | i | T2 T st

rhz | Frees | T3 335
—auss | s | 1 T

s s = wo oy ()= 5(7) )
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s muy sencils, s se aplica e siguiente esquema de cdlulo.

Se escribe Jos x y sus correspondientes , ordenadon segtn el valor de x (con el fndice
d6crecente) : o Xuw X - %o Jo Yor, Yo Y en dos columnas y entre ellas ow co-
Frespondientes coeficientes binominales G *)tal como puede verse en 1 tabla 4. Luego se
‘multiplican los nimeros situados en una misma fila y pertenecientes a las columnas 1y 11T
¥ Iy V. Los productos asf obtenidos so suman al pe.

Tana 4

—o.010 — .00 1 4 oom | +om

Zom .y H T osam | Foms

Zoms s H T Gse | T alome

Zomm T H T | Tils

Time g it 1 T dees | F iz
3= 98| n=+0729 | ¥ -+ 16403

b) En caso de que se desce utlisar of método numeérico para la determinacion de I
recta compensadors, es mis simple (como se ve inmediatamente do Ia tabla 5, que contiene
todas las cifras necesariss para la reduceidn) calcular las coordenadas de los puntos M y N
directamente mediante la formula. (1)

Tasia 5

T . 3 - S -

& e ST (- (ol

S RTTIFY T T Lo [1[F 1z

Talas | 4| T ime) 1| — v | Fsloss |4 fFree [+ ones
Ztens |6 | Zolses| 4 | “alaee | 1 lass [ [+ iae |4 [T alsw
Zzlgme 4| “otmisl 6 | = s | ¥ ises |4 1o fa |3 slase
Tz | 1| ozl d | Zolses | o%ads |1+ osis |4 a0
g et i e i Fomm |1 o
18600 = 2 g [ 2t - o686 |1 IR 081 = By [y = ¢ 10408
3 G R 1Y TR0 Y T (R S W3
08 T e X T e 0K - [ 8

BT —————
e e
i7ivy
e g 16 T
.
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do donde

R TN Bt} aw.an
e ot o e s
LAEL e -
lwxu1| |mr§-|,

e 1 = i ek e s i 0
e
N

¢ o ] et 4 s it b 3
TR T e e e S
S e e S e e
AT T o e Y
£ e

e e 2 S s
A T O
T el e ke

marcha AT del crontmetro Caller 750. Low resultados de I recepcion fueron los siguien-
et
1960, Febrero 8 10 Hup — Callier 780 = + 12433
2 +1 40
w 142
1 +1458
208 +

Bajo Ia suposicion de que la correccion del eronémetro varia linealmenta durante la com-
‘paracion, las ecuaciones do condicién son de I forma siguient

AT = AT —T)F AT,

donde:
AT, @ s ccin dol cronimetro para ol intante T, (Bpen 0),
ATV —1a marcha horaria del cronémetro,
Tu— ol instante do recepeion de las sefale horarias,
ATV la correceibn del erondristro para los instantes T..

Para la compensacién poseemos, pues, los siguiantes datos observacionales, sl fijamos
16 como época cero:

Tas chueracons (ndcnds sm e efempion faron renlndas por ol mims ster
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Bjemplo 27, — B 22 do mayo do 1949 sa hizo en ol Circulo Meridiano Repeold del Ob-
swrvatorio de La_ Plata, una determinacién do ssimt k del instrumento y do la correc-
cion del reloj AT Riefler 325, utilzindose micrémetro autorregidtrador. Para la. reduc.
cibn de Ia determinacion e tiempo se empled la formula de T. MAYER. Para las distin-
tas estrelas e obtuvieron los siguientes valores, despuéa de aplcar Todas las correcciones
convenientes para § = AR — [T — 00213 coss secd + (T—T) AT +1i=Cel, T, =
= 1349 mayo 22.909 T.

1o Py o AR ss e w00 -t e
2.6 Leonis w 9asd ' yi01

8y Loonis W wo’s o @i
47 Gctemts, nt. W, mms  a hray
8146 L Minori E TS  rais 36268
&% Graterls B no:  Izme 3500
77 raae s H ns  Fasd 36250

Si se escrile la f6rmula de T. MAYER: AT = AR — [T — 0" 0213 cos psec 8 + (T—T.)
AT 4 Ti4 Kk = Ce) para cads estrella horaris, numerando las estrellas en forma cre-
ciente del norts al sur: 1, 2, 3, 6, obtenemos 6 ocuaciones de condicion de Ia forma.
B=KK+AT para la determinacién de las incGgnitas k y AT *  En consocuenci
pares de valores que entran en In compensacidn son los dados en la tabla 1.

) Determinaclén de Ia. rects compensadors, segtn In fGrmula (8)

eslo de k=21 k—2p—1)
1. Cllalo de los ., Sl

K=6p=01,2845
Es fhell ver que en todos Jos casos en que p=0,

]
yalp =k

—m—m——
Ta sy cresmplr « Ocanis 20 n a1 compesacin,

o T

16
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En la figura 6, la recta (SI) representa I recta compensadora obtenida mediante ¢l
método gréfico expuesto anteriormente.
Do la figura 6 sacamos:
@161, 0=t 1mae

por lo tanto:
m = tga = +0.27
7 en consecuencia, la ocuacién do Ia rects compensadora serd:
y =402 x4 1049, (S)
v ATur=+1°409, ATy = +027.
El error medio cusdrético de ‘una observacion de AT, de peso 1, es (segin la formula
an):
=0,
La ccuacitn de Ia recta compensadors, calculada segin Ia formula (18) es:
y=+0.26,x+ 1049 (G)
3 ol error medlo cusdritico de una observacitn, o = % 0'1,
La recta (G) o ha sido dibujada en Ia fig. § por superpanerse con la recta (S1).
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4. La ecuacién de la rects determinads por M (t, 1) ¥ N (ta ). Para la derivacién
de a ecuscitn so parte do In formula géneral:;

yem _ x=b
Earie

do la cusl 30 deduce:

FeBIRA-BIiiw o yemstn

et
meBIR, o (2B
B=E e (ke )

Dol 0.5 8 cnctn 3l grapo- () s0 obtine:

bt ) 7))
R N N
s

A la ecuncién (2) s le puede dar otra forma. Para este fin se caleul Ia forma general do
»2a):

1 a3 —
(3)-2)-
20=D -8 o (poD) _ 20-DG ... e
TZF  » - 1230 (=1

S |
T (=

P P L
T

(D) [n@pD)] 123 ... (1)
123 » tTZE [n—(pfﬂ}

O (=) .. 2 (2 ()] ... 8.2 1) [ (p)]
Pll—(—D11

e .

o nla—(pt

D11 ©
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En base  Ia ecuscién (8) también se puede escribir In (2) en Ia forma:

bmtimgh Ehea @
=)t (k—2p—1)
el PIk—p—1) '
Do un ol exermente anlogs e bl dn a scuaconn 2 3 4 6l rupn (1) ue:

L Enn. ®

do donde se deduce

®

@

L2t a2y
T TR —p—1T

5. Ctluto del error madio cuadtico s de una obvervacion, a parti de [vv].
Sean (xu), (%3, (530, (xu3) lo ares do datos provison por la. bser-
vacitn.
Sea y=mx + 1 la ccuncion do I rece compensadors.
) S a6l los , estvieron afetados do error, se tendr las iguietes Kk ecuncones
do corrcsitn:
= man =yt
@)= mxu—ytn
W= mu—nta ®

G = mn ‘
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-(n@—) @—2) ... [n—(p—2)]) [n—(p—1—P]
123 G—Dp
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Si también en este caso se basa el cfleulo de los errores medios cusdriticos sabre la condi-
cion gaussiana dol minimo de Ia suma de los (vv], entonces se sigue que el error medio cus-
dritico «, de una observacién de y con peso 1 s

P V ey a0

b) Supesto of caso de aue 6lo los x estuviesen afectados do ertor, s tendria:

ay

de donde

€ Si tanto las x como sy estin afectadas de errores obscrvacionales, las distancias
de os puntas (x,.y,) & I rocta, representarén las correcciones combinadas. Esta suposicion
Fepresenta un caso general, y obtendremos correspondientemente dos roctas (lineas de re-
greaién). Ambas roctas coinciden, cuando [+9], = [¥v], = 0, es decr, cunndo las obser-
Vaclones estn libres de errores. Se llega en la prictica & una rects compensadora inerme-
dia, cunndo se planten la condicion [+v) = minimo.

Gomo se ve en la figura 3, donde PA[|OY, PC[|OX y PBLAC, se sigue

mes
o “
Vv e = v sme
' 2 e et
“ (] = (], cote = (). sentes
R L a9
i=n
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(%01 respectivamente (v, s pueden contar directamente sobre el dibujo en papel milime-
trado, que permite la compensacitn grafics, o se pueds calcular a partr de las ccusclones (3)
¥ (11), que dan los [w], y (vl respectivamente.

Las desviaciones (v,), y (v), —como se deduce de los dibujos 4 y 6, donde DE|| CP ||
O, te pueden calcular tambiéa de acuerdo & Ias relacionea:

E
)
.
W
o & 1 +x
g 4 Tig 5 .
IO ETY S a0

(@i = (=) clgat (n—t)
@)1 = (=) etg (80"

-0} av.

6. Compensacitn por cuadrados minimos de wna recta determinada por una seri de pun-
tos (valores de observacitn) (x,y,). Para consequir una comparacién entre la_ compenss-
cion gratica arriba indicada  Ia compensacitn por cuadrados minimos, indicaremos tam-
bién I, ecuscitn que hubiéremos btenido, en el caso de calcular Ia Fects compensadors, me-
diante la aplicacién del criterio de GAUss.

Sean (x,y),1=1,28, Kk, los pares-de valores dados por la observacién.

La ccuacién de In recta buscada (compensadora): y = mx + .

Las ecuciones do error (sélo 1as y admiten errores): v, = mx, + 2 — .. En base
& 1a condicién de GAuss, [vv] ha do ser un minimo, es decir,

En nuestro caso serd, pues,
dmxta—yd _, dlmzta—pd
35 o + o oy
Do las (15) obtenemos

[me +2—y) x1 = 0
[ + =1 =0

] — (9] + nx) = 0
AT H
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