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APLICACIONES DE UN CIERTO TIPO DE TRANSFORMACIONES 
CANONICAS A LA MECANICA CELESTE

Por
J. L. Sérsic ♦

SYNOPSIS
A formalism based on a particular kind of canonical transformations is developed and used to discuss 

the general solutions of the differential equations of the Theory of Perturbations in Celestial Mechanics.

SINOPSIS
Se desarrolla un formalismo basado en una clase particular de transformaciones canónicas y se lo emplea 

para discutir la solución general de las ecuaciones diferenciales de la Teoría de las Perturbaciones de la Mecá­
nica Celeste.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo se presenta un formalismo basado en la teoría de los grupos de transformaciones, 
con miras a su aplicación a los problemas de la Dinámica en general y de la Mecánica Celeste en particular.

La expresión de las coordenadas canónicas de un sistema dinámico por medio de transformaciones canó­
nicas dependientes de un parámetro y una única función (función característica) constituyen el principal objeto 
de nuestra tarea.

E. W Brown en su Planetary Theory, Cap. VI, expresa las perturbaciones de primer orden de las varia­
bles canónicas por medio de una transformación infinitesimal dependiente de un parámetro y de una función 
característica que llama S. Más adelante determina las perturbaciones de segundo orden a través de la misma 
función y sus derivados, mediante una extensión de la serie de Lagrange para más de una función implícita.

La posibilidad de expresar las transformaciones mencionadas en forma de operadores se vislumbra en el 
capítulo V de los Principies oj Quantum Mechanics de P A. M. Dirac, donde se hace uso intensivo de los parén­
tesis de Poisson y se emplean operadores de la forma elS/h, cuya analogía formal con los que introduciremos 
más adelante se deduce sin dificultad.

Es, sin embargo, en el método de Peano-Baker de integración de ecuaciones diferenciales lineales (Ince, 
Differential Equations, Cap. XVI, 5) y en sus aplicaciones a la Mecánica Celeste hechas por Yusuke Hagiara 
donde deben buscarse los antecedentes lógicos del presente trabajo.

Hemos querido, empero, presentarlo desde el punto de vista de la teoría de los grupos de transformaciones, 
partiendo de la definición de paréntesis de Poisson y su operador (V,) y analizar las propiedades de los grupos 
de transformaciones que genera, para recién arribar al concepto de sistema canónico asociado y formular el 
problema de la integración a través de la existencia y convergencia de las soluciones.

Desde el punto de vista dinámico, formulamos el problema de la integración de un sistema hamiltoniano 
reduciéndolo a la determinación de la función característica de la transformación que resulta de una conve­
niente elección de la forma de la nueva hamiltoniana. El sistema resultante nos lleva al concepto de órbita 
intermediaria y de exponentes característicos, así como nos dice sobre la importancia de la convergencia de 
las soluciones. Las soluciones periódicas, como integrales particulares de un sistema dinámico, así como un 
procedimiento para el cálculo de las mismas se introducen más adelante. Finalmente se escribe la forma de la 
solución formal de V y K hasta el segundo orden, para el caso general.

El autor agradece vivamente los oportunos consejos del Dr. Reynaldo P. Cesco, quien dirigiera el pre­
sente trabajo.

La Plata, Agosto de 1956.



1. Consideraciones Generales.

En el desarrollo del presente trabajo habremos de operar en el campo real, a menos de expresarse lo con­
trario.

Si Ein es un espacio euclídeo de 2n dimensiones, sus puntos (71, 72 7^ Pi, P2 Pn) los indicaremos
simplemente con (q, p); todo el conjunto abierto, conexo y no vacío de puntos (7, p) de E^ se llama recinto 
y se designa con mayúsculas: G, D, etc.

Sea la función F (q, p), diremos que ella es analítica en un cierto entorno de (qf, p') si es desarrollable en 
serie entera ordenada según, las potencias de q—q'; p—p', convergente mientras los valores absoluto^ de 
esas diferencias no pasen de ciertos límites. (Goursat, Analyse; Ch. IV).

Si F, G son dos funciones analíticas de (q, p), se puede definir una función (F, G) de (q, p) poniendo

La función (F, G) se denomina “paréntesis de Poisson” de F y G (Wintner, Analytical Foundations, Cap. I).
Los paréntesis de Poisson gozan de ciertas propiedades que nos limitaremos a enunciar y cuya demos­

tración se encuentra en los tratados clasicos de Análisis y Mecánica Celeste.
Si F, F', F" son funciones analíticas en un cierto recinto D de E, se tiene

(F.F', F”) = (F, F") F' + (F't F")F (F + Ff, F") = (F, F") + (F', F")

y también
((F, F'), F" + ((F", F), F") + ((F', F"), F) = 0 (3)

Además sea F = F(h) donde h = h(q, p). En tal caso se tiene

dF
(F, G) = F'(h, G) donde F' = ----- 

dh

Sean (Λι, h2 hr) r funciones de las 2n variables independientes ^q, p) si es posible expresar todos los 
paréntesis de Poisson (h-, hk) como funciones de (hi, h2 hr), las funciones (hi, h2 hr) se dicen formar un 
grupo. Cada función hi se dice pertenecer al grupo. (Lie, Math. Ann., 8, p. 215).

Si las cantidades (hi, hk) son todas cero, las funciones se dicen estar en involución, o formar un sistema 
de involución.

2. Transformaciones Canónicas.

Dado E2n, espacio euclídeo de 2n dimensiones, si Qi (q, p) y Pi (q, p) son 2n funciones analíticas de sus 
argumentos en un recinto F' del mismo, las ecuaciones

= Qi (?, P) Pi = Pi (?, p) i = 1, 2 , n (1)

definen una transformación de E' en otro recinto E" de Εϊη.



Si además, los paréntesis de Poisson formados con las funciones Qi (q, p) y Pi (q, p) cumplen las relaciones

(2)

la transformación se dirá canónica. (Whittaker, Analitical Dynamics, Cap. XI).
De las diversas maneras de expresar el carácter canónico de una transformación tal como (1), la citada 

es particularmente importante para el desarrollo ulterior de este trabajo.

3. Operador Canónico.

Restrinjamos, por ahora, el problema a un espacio E2 de dos dimensiones y coordenadas q, p; e interpre­
temos las correspondientes funciones Q (q, p) y P (q, p) como resultado de efectuar las operaciones S y T sobre 
q y p respectivamente, es decir

q' = Sq P' = Tp (1)

Nuestro problema consistirá en determinar cuál es la forma de los operadores S y T para que la transfor­
mación resulte canónica.

Supongamos a ese efecto, que S y T sean desarrollables en serie de potencias de un parámetro a, es decir

3 = 1 + ασι + α2σ2 + T = 1 + ατι + α2τ2 +

donde σνν y τνν son operadores. Tendremos

q' = q + aaiQ -f- α2σ2<7 + P' — P- + ατιρ + α2τ2ρ +

y por (2) # 2 debe ser
(?', p') = (Q, P) = (Sq, Tp) = 1 

o sea
1 = (q + ασ^ + , P + στφ + ) = (q + a^q + -, p) + (? + + · ·, ^iP) +

+ = (q, P) + α(σιρ, p) + a(q, τρ) + α2(σ2^, p) + α2(σχσ, τιρ) + a2(?, τ2ρ) +

en virtud de (1) y (2) 1. Además, por ser (q, p) = 1 deben anularse los coeficientes de las sucesivas poten­
cias de a, o sea

(^iq, p) + (q, τιρ) = 0 (2α)
faq, p) + (^q, τιρ) + (q, τ2ρ) = 0 (25)

etcétera. Veamos ahora cómo resolver estas ecuaciones respecto de σι^, τιρ, etc. Consideremos la identidad (5) 
bajo la forma

((F', F), F") + ((F, F"), F') + (F, (F'> F")) = 0

en virtud de (0) # 1. Poniendo entonces F" — p, F = q, F' = V(q, p) donde V(q, p) es una función analí­
tica de q, p en un cierto recinto E' de E2, saldrá

((V, q), p) + «q, p), V) + (q, (V, p)) = 0

y teniendo en cuenta que (q, p) = 1, resulta

((F, ?), p) + (?, {V, p)) = 0 (3)



expresión que comparada con (2α) nos da

W = (7, 9) τιΡ = (7, P) (4)

Consideremos en seguida la expresión (26). En la identidad (3) # 1 hagamos 

y
F = V(q, p)
F = q

F' = (V, q)
F' = V(p, q)

F" - p
F" = (7, p)

sucesivamente. Tendremos

((F, (V, q)), p) + ((P, 7), (V, q) + (((7, q), P), 7) = 0 (5)
y ((q, 7), (7, P» + (((7, P), q), 7) + ((7, (7, P», q) = 0 (6)

Observemos ahora que por fO) # 1 es

((K, ?), (V, p)) = ((P, y), (y, ?)) = - «?, 7), (y, p» 

restando entonces (5) y (6)

(((V, (7, q)), p) + 2((7, q)} (7, p)) + (q, (V, (7, P))) = 0

puesto que

(5)-(6) (((y, o), p), y) - («y, p), g) y) = «(y, g), p) + (?, (y P)), y) = o

por (0) y (2) # 1 y (3). La expresión (5)-(6) da, comparándola con (2b) y recordando (4)

Hemos determinado así los dos primeros términos de los operadores S y T. Mostraremos ahora que las 
relaciones de recurrencia

nanq = (7, Cn-iq) ητηρ = (7ιτη-ιΡ^ (7)

son válidas, permitiéndonos así tener completamente determinados a S, T.
Convengamos en escribir σο = τ0 = 1; en tales condiciones el coeficiente de an en el desarrollo de (Sq'f Tp) 

se expresa como

Diremos entonces que si se tiene

y valen las relaciones (7), habrá de encontrarse

(8)

(9)



En efecto, sea el término (crg, τη— rp) de (8). Aplicando la identidad (3) # 1 a éste y la función V^q, p), 
tendremos

(7, (trq, ^—rP)) -V.^n—rP, (7, G#)) + ((7, Χη-τΡ), GTq) = 0
y con (7) sale 

(7, (Grq, Xn—rq)) + (r + 1) (Xn—rP, Xr+tf) + (n + 1 --  r) (χη+ι—τρ), Xrq) = 0

sumando ahora de r = 0 a r = n resulta
η η n
Σ (7, (arq, Xn—rq)) + Σ (r + 1) (^l-r, Gr+xq) + Σ (^ + 1 - (Xn + 1—τΡ, GTq) = 0
o o o

pero en virtud de (2) # 1 y de (8) se tiene
η n

Σ (V, ^rq, Χη-τΡΊ) = (7,Σ Xn-rP)) = (7,0) = 0 
0 o

además teniendo en cuenta que 
η η + 1
Σ (r + Ό (xn—rP, (úr+1q) = Σ r(Tn+i—,R, Grq) 
o

llegamos a
η + 1 n
Σ r(xn+l_rp, Grq) + Σ (n~ r + 1) (xn^i—rP, Grq) = (n + 1) (τΛ+φ, q) +

1 o
n 

+ (η + 1)Σ (xn+i-rP, Grq) + (n+l) (p, Gn+1q) = 0 
i

o bien 
η + 1 
52 (Xu + l—rP, Grq) = 0 

0
que es nuestra expresión (9) como se quería demostrar. Conocidas entonces las expresiones de σι q, xi p por (3) 
las relaciones (7) nos dan todos los términos de θ y T

Las expresiones (1) se pueden escribir entonces 
o 9a or

o' = Sq = q + «(7, q) + — (7, (7, q)) + ; p' = Tp = p + «(7, P) + — <7, (7, P)) +

y los operadores 
a2 

S s T = 1 + a(7, ) + — (7, (7, )) +

resultan entonces formalmente iguales. Convengamos en escribir ahora S = T = EaV donde por fin

ot2 a3
def.: E‘v 1 + a(7, ) +.— (7, (7, )) + — (V, (7, 7 ))) +

2 6

y las (1) resultan ser 
q' = E*vq P' = E*VP

definiendo la transformación en un recinto E" de E2.



4. Extensión de la operación EaV a las funciones de q,p

Sea ahora F(qr, p') analítica en un recinto D' de E2. Teniendo en cuenta la transformación 

q' = EaVq p' = E*vp 

resulta para F

dF
F(q', p') = F(Eq, Ep) = F(q + Eq — q, p + Ep — p) = F(q, p) + —- (Eq — í) + 

dq

dF 1 d2F d2F 1 d2F
+ “T— (Ep — P) + — — (Eq — q)2 + —- (Eq — q) (Ep — p) + — —- (Ep — p)2 +dp 2 dq2 dqdp 2 dp2

se tiene así definida la operación (transformación) EaV aplicada a una función de q, p; es decir

Oí2
def.: E‘vF(q, p) = F(E“vq, E^p) = F + a(F, F) + — V, (V, F)) +

2Í

en un recinto D Q D' de E.

5. Naturaleza de las transformaciones según el carácter de V

Sean F y G funciones homogéneas en q, p de grados m y n respectivamente. El paréntesis (F, G) será ho­
mogéneo de grado m + n — 2 en q, p.

Así entonces, si V es homogénea de grado n en qt p el grado de los sucesivos términos de las transforma­
ciones 

n a

E*vq = q + a(F, q) + — (F,(7, q)) + ..., E"vp = p + a (F, p) + — (F,(F, p) +

será
1 η— 1 2n —3 3n —5 4n —7

es decir, si j es el exponente de a (orden del término), sale para el grado del término de orden jt

9(j;n) = j(n — 2) + 1

siendo n positivo, debe ser g positiva, pues los distintos términos se forman por derivación. Entonces, si n = 1, 
tendremos sólo los términos de grados

g(0; 1) = 1 y g(l; 1) = 0 



pues sería g(k; 1) < O para k > 1. La transformación es del tipo

q' = q + a p' = p + b 
o sea una translación.

El caso n = 2 es muy importante, pues

= 1 para todo j
y sale entonces

q' = aq + bp; p' = a'p H- b'p; aa' — bb' — 1

es decir, una sustitución lineal canónica. (Jacobiano unitario).
Para n > 2 se obtienen series de potencias en q, p cuya convergencia depende naturalmente de los coefi­

cientes de la función V y de la elección del parámetro.
Estudiaremos en particular el caso de V cuadrática y homogénea. Sea

2V = Aq2 + Bp2 + 2Cqp

Si escribimos D = C2 — AB, tenemos para los sucesivos términos de EaVq y EaVp

(V,q) =-Bp-Cq
(V, (V, q)) = Dq
(V, Dq) = — D(Bp + Cq)

(7, p) = Aq + Bp
(7, (7, p)) = Dp 
(V,Dp) = D(Aq + Bp)

de modo que

Si es D < 0, podemos escribir Θ = iy¡D y las expresiones anteriores resultan

formas periódicas de período 2^/θ en a. Tenemos pues que si 7 es una forma cuadrática definida, la trans­
formación será “estable” en el sentido de que estará acotada para todo a, y periódica, pues al cabo del inter­
valo 2ί:/Θ retomará nuevamente su valor.

6. Extensión de las transformaciones EaV a más de un par de variables.

Dado un espacio E2n y definida en un cierto recinto del mismo una función 7 (qi, pf) analítica en los n 
pares de variables q y p, mostraremos que las expresiones

q,’ = E’vqt Pi' = E^Pí i = 1,2, n



donde

son canónicas.
Para ello solo es preciso que cumplan las relaciones (2) # 2:

Calculemos pues, el paréntesis (qi';pk)·

y tendremos
(Qi) Pk) — ^jk

+ (q3(VpkY) - 0
= 0

etc. De manera enteramente análoga, se anulan los restantes términos. Resulta así que las expresiones (1) 
constituyen una transformación canónica en E2n·

I<a generalización de estas transformaciones a funciones F(q, p) de 2n variables es inmediata y conduce 
a la misma expresión formal que en el caso n = 1, es decir 

donde, naturalmente, los paréntesis tienen por definición la dada al comienzo de esta página, y no otra.

7. Propiedades de las Transformaciones.

•Las transformaciones definidas en parágrafos anteriores gozan de ciertas propiedades, unas comunes a 
la teoría general y otras particulares, propias del especial carácter canónico de las mismas.

Definiciones: el operador
EaV

se dice depender del parámetro (discreto o continuo) a y de la función característica V. A un operador tal, 
corresponde siempre, a saber

a(r, )

llamado operador infinitesimal de la transformación.

propiedad de grupo. Transformando Ε&νΦ con EaV tenemos
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o sea
EaVE&v = E(tt+®v (1)

y observando además que si a + β = 0 resulta

EaVE~aV = 1 (2)
puesto que 

E° = 1 (3)

por definición de EaV; las relaciones (1), (2), (3) nos dicen que las transformaciones EaV forman grupo res­
pecto del parámetro a.

transformada de un paréntesis de Poisson. Consideremos la función (F; G) y el operador EaV, de acuerdo 
con (2) # 6 tenemos

E^iF, G) = (F, G) + a(V(F, G)) + — (F,(F, (FG))) + 

o sea

E°r(F, G) = (F, G) + a((F, F), G) + «(F, (F, G)) + — ((F, (F, G)), G) + a’((F, F), (F, G)) + 

a2 
+ — (F, (F, (F, G)) + 

de donde sacamos 
EaV(F, G) = (EaVF, EaVG) (4)

producto de TRANSFORMACIONES. Teniendo en cuenta (4) y la definición de E*v sale

E^paV _ paE^V p^W 

y el operador 
_ p^wpaVp—w (6)

se dice transformado de EaV por E^w

invariancia. Se dice que una función F(q, p) de los n pares (q, p) es invariante respecto de una transformación 
dada, o admite esta transformación, cuando aplicando a sus argumentos esta transformación, se halla que la 
función no cambia.

Diremos que una función F(q, p) admite la transformación infinitesimal (TT;F) si la función es una in­
tegral de la ecuación (W; F) =0.

Tendremos entonces el teorema: “La condición necesaria y suficiente para que una función F(qf p) admita 
un grupo de transformaciones a un parámetro es que esta función admita la transformación infinitesimal con­
tenida en el grupo”

conmutabilidad. Las transformaciones E*v, E$w son conmutables si las funciones características V, W 
satisfacen la ecuación.

(7, W) = 0



En efecto, en tal caso

y por consiguiente

según (5).

FJW V = V EaVW = W

EaVE^w = E$w EaV

descomposición en factores conmutables. Dado el grupo E*? definido en E2n su operador infinitesimal es 
el paréntesis

(F, ) = ¿ (F, )/
1

como hemos visto más arriba y de acuerdo con 6. Consideremos ahora a (E, ) descompuesto en la forma

donde
(7')

Podemos definir entonces los grupos E'aV y E"aV en los espacios E2k y E2(n—k) respectivamente. Mostra­
remos entonces que 

EaV = E,aVE,,aV

en E2n = E2k X E^n—k}. En efecto, puesto que

(7(7: ) y' = (7(7; )")'

ya que sus campos de definición guardan la relación E2k H F^n-^ = 0.
Haciendo k = 1 y aplicando reiteradamente (7), el grupo E*v puede descomponerse en n factores, cada 

uno de los cuales opera sobre un par (q, pf
No dependiendo esta descomposición en factores nada más que de la descomposición en sumandos (7') 

la primea será conmutable, puesto que lo es la segunda.

8. Transformaciones a parámetro funcional.

Sea el sistema de r n funciones h(q, p) en involución, es decir tales que (he, hk) = 0. Si la función V(q, p) 
característica de la transformación EaV es de la forma

V(q, p) = FW

donde (h) está por (h^ h2, hr), veamos qué forma adopta dicha transíormación. Recurriendo a la expre­
sión (4) # 1 y siendo G(q, p) una función cualquiera de (q, p), tenemos

además las sucesivas derivadas de F respecto de las h son invariantes de grupo, pues son funciones de las h> 
resulta entonces para nuestra transformación

(1)



El operador así definido puede interpretarse como dependiente de los r^n parámetros aFa' que son a 
su vez funciones de q y p. Estando las funciones h en involución podemos escribir el operador anterior bajo 
la forma de producto de r operadores,

^aF Ξ ^(aFr)hr (2)

que conmutan entre sí, #7.
Consideremos ahora la función Φ& de las variables (q, p). Si Φ* admite las r— 1 transformaciones infini­

tesimales (Λ^Φ*), s # k, la (1) nos da:

1:αΡΦ& = E^'^ ΦΛ (3)
y si se tiene Ψ(Φ,) resultará también

Ε^ΨζΦ;) = ψ(Ε^"^Φ^

Esta última expresión nos reduce la sola transformación (1) dependiente de F(h) y del parámetro a a r 
transformaciones dependientes de las funciones h y de los parámetros aF'

ALGUNOS GRUPOS DE FUNCIONES (Λ) QUE CONDUCEN A TRANSFORMACIONES DE INTERES. Sean las T n fun- 
ciones hi = qi, i = 1, 2, r. Evidendemente (qi] qk) = 0. Toda función de la foima Φ^ί, Pí) admite las 
transformaciones infinitesimales (Λ^Φλ). s k, y por lo tanto en caso de ser Φ* = pk tenemos

E^p, = pk = pk + aFk'

en virtud de (3). Y para la transformada de T(?„ p,) sale con (4)
E^qiPi') = Pl + aFf)

Otro grupo de funciones h —muy general— es el de variables separadas, es decir

hi = hi(qi} pi) i = k, 2, r

que nos deja amplia libertad de elección para la forma de las funciones h de los pares de variables (q, p) corres­
pondientes. Las relaciones (3) y (4) se escriben

(3') EaF^(qk, pk) = E{aFk'^k, (4') EaFW^\qjPj) = E(aF’)hi)

Observemos que al depender de un solo par de variables, cada transformación está encuadrada dentro 
de las consideraciones hechas en el parágrafo 5.

9. Sistema de ecuaciones diferenciales asociado a un grupo.

Sea el grupo de transformaciones

q = EaV q' p = EeV'p' (1)

cuya función característica V(q', p'; a) es analítica en el recinto E2n.
Si existe un intervalo θ a < ab donde el grupo (1) admite derivadas respecto de a, a saber



o teniendo en cuenta (4) # 7, resulta

aa aa
(2)

un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden (ecuaciones canónicas) cuyos segundos miembros 
son analíticos para todo

Un sistema tal se dice ser asociado al grupo de transformaciones canónicas en cuestión.

10. Analiticidad de los grupos de transformaciones.

Recíprocamente, dado el sistema de 2n ecuaciones diferenciales canónicas

-y- = (F, í) -γ- = (F, p) (1)
da da

cuya función característica V(q, p; a) es analítica en el recinto

I | < Ti | Pi I < ri | β | < μ

existen 2n integrales que son idénticas a las transformaciones

q = EaV q' p = EaV' p' (2)

y analíticas en el entorno de a = 0, que se reducen a qf, pf, i = 1, 2, n para a = 0. (Cauchy).
En efecto, sea V' ~ V(q',p'; a), tenemos 

etc.,

y entonces las series

se escribirán

lo cual prueba la primera paite del teorema.

* pues



Resta ahora demostrar la analiticidad de las soluciones en un entorno de q^, p/. Sea entonces N una cota 
superior de V en su dominio de analiticidad, la función

donde

seiá entonces mayorante de V Definiendo ahora las funciones

a cada ecuación del sistema corresponderán las ecuaciones auxiliares

donde se ha puesto: =' = ε— σ. Observando ahora que

(3)

vadas iguales, ellas serán idénticas. Entonces

y la (3) nos proporciona la ecuación para determinar S. La solución que se reduce a cero para a = 0, es 

siendo tenemos la cadena de igualdades

por definición se anulan con a, y tienen deri-y notando que las funciones



de aquí que tengamos para las mayorantes de las 2n integrales (g, p) del sistema (1)

funciones éstas que resultan ser analíticas para todo | β | < μ y | a | < «j (β) donde «χ (β) es la distancia de 
punto de ramificación de β al origen.

Queda probada así la última parte del teorema.

11. Convergencia de las integrdles.

Siendo β) mayorante de las 2n integrales (2) # 10 del sistema (1) # 10, éstas convergen al menos 
en el recinto de convergencia de & Dicho recinto está dado por las desigualdades

(1) | β | < μ (V) I α I < αι (β)

donde (β) es el punto de ramificación de

S(a, β), es decir

(2)

Tenemos así que $ converge en un rom­
bo centrado en el origen del plano (α, β) y 
de semi-diagonales (0, μ) y (0, a) respectiva­
mente. (Figura la).

Diremos ahora:

Si ao es raíz de la ecuación a0 = </i (a0), 
es decir

existe un recinto definido por
| β I < Oto I α | < oto (4)

en que 8(σ, β) y por consiguiente las integrales (2) # 10, convergen uniformemente para todo α que satis­
faga a las (4).

En efecto, siendo oto < μ por (3), sale
| β | < αο < μ

y entonces β satisface la condición (1). Ahora siendo | β | < oto tenemos

αι(β) > oti(oto) = oto

(3)



y por tanto
I a | < «0 < αι(β)

que es la (I')· Queda probada así la convergencia en el recinto (4), y que dicha convergencia es uniforme se 
desprende del hecho que a0 es una constante independiente —al menos— de a y β, según (3).

corolario: Las transformaciones de la 
forma

q = EaVM q' P = EaV^p 

convergen uniformemente en ei recinto (4).
En efecto, pudiéndose elegir arbitraria­

mente a y β siempre que 

| a | < ao | p | < a0

puede ponerse en particular 

y las transformaciones (1) # 10 se reducirán 
al grupo precedente.

12. Convergencia de los grupos de transformaciones que genera una función característica homogénea. (Cf. # 5).

Si V es homogénea de grado m en q, p (en se escribe
m

V = Bkqkpm~k 
o

y sale
m

V « Σ I Bk | q^-* « N(q + P)m « N(2S)m 2S »q+p
0

si N es el máximo valor absoluto de sus coeficientes. La mayorante >S satisface la ecuación

dS 
da

cuyas integrales para m = 1, m = 2, y m> 2, son respectivamente
S = S» + 2Ύα S = So eSN‘

1
5 = So[l — — 2)2^NSQm~2, a]

Se observa así que si V es lineal o cuadrática, los grupos de transformaciones que genera, son analíticos 
para todo a.

Si tenemos m > 2, hay un punto singular en
= [m(m — 2)2mNSQm~2]~~l

y las transformaciones serán analíticas para | a | < a¡GSo).



13. Integración directa de los Sistemas Dinámicos.

Sea H^q, p) una función de las 2n variables (q, p), analítica en un entorno del origen. Las 2n ecuaciones 
diferenciales de primer orden

q = (H, q) P = (H, p) (1)

se dicen ser canónicas (# 9) o hamiltonianas y definen el movimiento de un sistema dinámico con n grados 
de libertad, si H representa la energía del mismo. Suponemos que H no contiene explícitamente el tiempo, o lo 
que es lo mismo, suponemos conservativo al sistema.

Si q(0), p(0) son 2n constantes correspondientes a un punto regular de la función H, tendremos que el 
grupo de transformaciones canónicas a parámetro continuo t,

q® = q(0) Pm = E,H" p(0) (2)

representa un sistema de integrales analíticas (# 10) para
ii ii —σ)2
g.(0) < n Λ(0) <n 0á <5 ti -1 1 4ρ“Λ

donde N es una cota superior de | HQ | en su dominio de analiticidad, y σι, n, t, p tienen idéntico significado 
al de las correspondientes cantidades del # 10.

Toda función F(q, p) constante será también integral del sistema (1). En este caso F admitirá el grupo (2) 
o lo que es lo mismo es una integral de la ecuación (H; F) = 0.

14. Sistemas Dinámicos que dependen de un parámetro.

Dado el sistema canónico

q =- P = (Η,ρ) Η = Η. + aHi + ^H2 + (1)

cuya hamiltoniana es función analítica de las 2n variables (q, p} y del parámetro α en un cierto entorno del 
origen de E2n y el intervalo | α | < μ respectivamente.

El grupo de transformaciones correspondientes a las condiciones iniciales q(0), p(0), dependerá de α y lo 
escribiremos

qM - Pm = P«» (2)

Estas integrales son analíticas para 0 t < ti y sus coeficientes dependen de a; mostraremos ahora cómo 
es posible expresar las integrales de (1) como funciones analíticas de a, cuyos coeficientes dependen del tiempo.

15. Integración Formal:

Dado el sistema definido en el parágrafo anterior y en esas condiciones, diremos: Si V(q, p; a) y F(q, p\ a) 
son funciones analíticas en un cierto entorno del origen y en el intervalo | α | < μ', y vale la relación

E*VF = Η (1)

entre sí y H; además si las 2n constantes (q^, po) están ligadas a las g(0), p(0), por el grupo de transformaciones 

g(0) = E‘v° go p(0) = E'v°pa Vo = V(g0, Ρο;α) (2)



las integrales (2) # 14 del sistema (1) # 14 se expresarán como 

g(a, i) = E^E^·, p^, f) = E^E*' p0 (3)

En efecto, según la expresión (5) # 7, tenemos

= ^V^tFq = fitE*VF^V* y = ^tFoy

de tal suerte que

q(a, í) = q„ p^, i) = E'^E^ p0

se reducen a las (2) # 14 en virtud de (1) y de (2). /

16. Orbita intermediaria.

Las expresiones
q' = EtF° qQ pf = EtFo p0 (1)

que se interpretan como las integrales de un nuevo sistema canónico

q' = (F'} /) p' = (F', p')

son funciones analíticas del tiempo, convergentes para 0^ t<h, tal como (2) # 13. Los 2n parámetros (qf, p') 
definen en E2n y en el intervalo (0, ¿i) una trayectoria llamada órbita intermediaria del sistema (1) # 14 re­
lativa a F.

En la adecuada elección de la función F yace la posibilidad de extender el intervalo (0, ¿) de convergencia 
de la órbita intermediaria del sistema. Para ello basta recordar (# 12) que si la función característica es lineal 
o cuadrática en (q, p) el intervalo de convergencia es infi ito. Además no es preciso que F sea lineal o cuadrá­
tica sino solamente función derivable de formas (h) lineales o cuadráticas en involución (#8). Con estas obser­
vaciones estamos en condiciones de hacer la

17. Determinación de la Función Característica.

Si H(q,p] a) se reduce para a = 0 a una función J(h), de las r n funciones hi de (qt, p^ respectivamente, 
las (2) # 14 y (3) # 15 pasan a ser las integrales particulares

q{t, 0) = Eu° q, 

que en virtud de # 8 se escriben

g(í, 0) = σο

p(t, 0) = E,J" p,

p(t, 0) = £(W)'“ po (1)

Entonces: si las integrales particulares (1) convergen para | M¡¡ | < «> es posible determinar la función 
7(g, p; a) de tal modo F(a, p; a) = K(h; a) y las ecuaciones que definen la órbita intermediaria

g'(í) = E^"'^ g0 p'(t) = Et,K‘",l‘ po (2)

serán convergentes para | tK^' ¡ < => y se reducen a (1) para a = 0.



En efecto, escribiendo

K = J(h) + aK, + ; 7 = h +■ ah + «2h +

la (1) # 15 nos da la serie de ecuaciones

(3)

Si cada función Hi se descompone en la forma

Hi = Si(h) + QJq, p)

y las ecuaciones precedentes toman la forma genérica,

Ks(h) 4- (7β, K) = ΜM + L¿q, p)

Determinaremos V escribiendo

K8(h) = MM (4) (7β, K) = La(q, p) (4')

donde las funciones Ms(h), Ls(q, p) tienen las expresiones

Los sucesivos términos de V se determinan a través de las ecuaciones (4').
Siendo K por (4) función de las solas (/i) las (2) serán convergentes para | IK' | < tal como sucede con 

(1), y además Kr = Jr + aM' -|- se reduce a Jr para a = 0, de donde ^2) tiende a (1) con a —> 0.
Las n funciones 

se denominan “exponentes característicos” de las integrales del sistema.
La órbita intermediaria (2) conserva las propiedades de aquella definida por las integrales particulares (1), 

dada la forma en que se ha determinado K. En particular si las funciones (á) son formas cuadráticas definidas, 



las 2n integrales (1) admitirán a lo sumo r n períodos (#5) 2t/Kq respectivamente por par, si J(h) de­
pende de r funciones h. Pero la órbita intermediaria (2) sí dependerá de zi períodos 2π/Κο por par de variables, 
pues aquellas n — r funciones h ignorables en J habrán de aparecer por lo menos en M\. El exponente caracte­
rístico correspondiente será por lo menos del orden de α y el par de integrales correspondientes de (2) admitirá 
un período del orden de 2z/aAfi', esto es, mayor que los restantes. De lo dicho se desprende que las integrales 
de largo período en (2) tienden a constantes en (1) cuando α —> 0.

18. Convergencia de los desarrollos de V y K.

Según hemos visto en el # 11, las transformaciones

E^' po 
convergen si

Además supongamos que V y K converjan para todo | Qo» | , | Pqí | < Ti y | α | < μ. En tal caso la trans­
formada de Kq por Fo, es decir

EaVoK0(hf a) = K(EaV°h0;^

Convergerá por el teorema de Riemman para

pero dicha transformada es por definición, la función H que sabemos analítica para | | , | Poí | < r* y | α | < μ;
es preciso entonces poner

de donde Kq y Vo serán analíticas para

19. Teorema de Poincaré.

Hemos determinado V y K en # 17 a condición de que las funciones del grupo (Λ) sean cuadráticas en 
(g, p) de manera que la órbita intermediaria (2) # 17 tenga por recinto de analiticidad a | goi | < Ti, | Pqí | < fí



y | tK¿ | < ®. Ahora bien, siendo poj a) analítica en un entorno | q^ | < | po* | < Π del origen y para
todo a tal que | α | < μ', la función

V = EtK* V{qQ, po; a) = V(q'f pf; a)

conservará, dicho carácter si

En estas condiciones, el grupo (3) # 15 se interpreta como la transformada de (2) según V. Dichas inte- 
grales convergen en virtud de (6) # 11 para

Diremos entonces que: “dado arbitrariamente 0^ a, < μ puede determinarse t tal que las integrales 
(3) # 15 converjan para todo 0 t < t, y para todo 0 a < «i. (Teorema de Poincaré).

Efectivamente, dado que | ío | , | Po | < #, existe un intervalo (0, t) tal que | σ' | Ei < ε si 0 t < ti, 
en virtud de la continuidad de las (2) # 17. Entonces las relaciones

I σ'Ι S ε < ε. I ίο» I < Π, I Poí I < rit o á t < t,,

reemplazan las anteriores y queda demostrado el teorema (figs. 3 y 4).



20. Existencia de Soluciones Periódicas.

Las integrales del sistema (1) # 14, es decir

a) = Ε’ν q(t) p{t. a) = E'v p(í) (1)

son 2n funciones analíticas de q, p’ a en un recinto | qi |, | pi | < 0 a < ai y el intervalo 0^ t < <ι(ε)
en virtud del teorema de Poincaré.

Si por lo menos hay r n funciones hi en K(h; a) que sean cuadráticas definidas, existirán al menos r pa­
res de integrales

q(t) = Ε^Κ'^Γ qQr p(t) = E{tK^hr pOr r = 1, 2, v = n

de la órbita intermediaria, que serán periódicas de períodos respectivamente por par. (# 5 y # 16) 
Sea entonces {q8, p8) el s-ésimo par de variables intermediarias periódicas. Si definimos ahora las 2n fun­

ciones no nulas

ηΧθ) = a)} Qoñ Poj = 0 Ί i = 1, 2, 3 n (2)
ξΐ(0) = {pXO; a)} qoh pQj = 0 J j = 1, 2, 3 s — 1, s + 1, n

de las solas variables qOs, pOs, tendremos las relaciones

cuyos segundos miembros son analíticos en el recinto | qoj | < ε; | poj | < ε y el. intervalo 0^ a < ai < μ. En 
tales condiciones sus transformadas por EtK° devienen

ya que las η(0), ξ(0) dependen solamente de las qOjf pOj por definición (2). Entonces, siendo las hj Cuadráticas 
(definidas si j v) es (# 5):

E('tK)h} q^j = qQja^t) -b polity Ε{ικ'^ poj = Q0>a/(¿) + pojbjífí

donde a¡, bj, a/, b/ son coeficientes analíticos para todo t (# 12). Ademas Φ>(θ), ψ;(θ), Φ/(θ) serán analíticas 
para

| qos | , | Pos I < r,' < r8 | qoj | , | PoJ < ζι < Ti
0 a < ai < μ (θ) < <ι(ζθ

siendo Θ un punto intermedio del intervalo (0, t). En consecuencia, tanto las bjf a/, b/ como las Φ>, ψ,, 
Φ/, ψ/ estarán acotadas para todo 0 t < ¿i(ζι), es decir

|aJ<Xy I b, I < Bt |Φ,|<^ | Ψ, | < Gi si 0 á t < wo
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y análogas acentuadas. Las (3) resultan entonces:

y si N es el mayor de los 4(n —■ 1) coeficientes de qo, po, resulta

(4)

Diremos entonces: Dado el sistema canónico (i = 1, 2, h)

qi = Pi = (Η,ρϊ H = H0W + aH, -b a*H2 +

cuya hamiltoniana es analítica para Oí’ α < μ, y sus integrales

q(t,<x) = EaVq(t) = E^pd)

convergentes para | q0» | , | Pm | < ri < r/; | a | < ai < μ, 0 t < t, si hay por lo menos una forma definida h, 
entre las n, formas cuadráticas h y las 2n funciones (2) no son todas nulas; existen 2n funciones periódicas

η/0 = Ε^''*8 ητ·(0) = E(tKa)ha ξ/0) (6)

de período 2π/Κ0'$, tales que

| ρ(ίια) I — η(ί) I < I P«ia) — ξ(01 < W
si

I Qos I , I Poj I < ζι < ri I qQs I , I p^j I < rsr < rs | α | < «ι < μ, 0 t <

y estas 2n funciones periódicas, serán las integrales particulares del sistema correspondientes a las 2n condi­

ciones iniciales qQj = poj = 0; qOs, pOs # 0 convergentes ahora para | qOs | , 1 pOs | < r/ <— rs y | α | a0, /<«>.
2

En efecto, las integrales (1) del sistema (1) # 14 están mayoradas por las funciones 

según lo visto en el # 10. Las mayorantcs de las ξ, η, serán entonces

convergentes para todo t si

27

y



pues 

ya que

21. Cálculo de las Soluciones Periódicas.

Determinaremos ahora las funciones η/O); ξι(.Ο) definidas en el parágrafo anterior, conociendo la función 
característica del problema.

Hemos visto en el # 7 que un operador tal como E puede descomponerse en la forma

para lo cual es preciso que los operadores infinitesimales respectivos sean 

(7i )' = (7i ). (7, )" = Σ' (Vi )>

y tengamos
(Vi ) = (Vi )' + (7: )" 

el ápice en la suma indicando la exclusión del índice j = s.
En tales circunstancias tenemos

l l Λ q^ n poi — n p^i

y si la función característica se escribe

V = Wo -h TFi Ψ TT2 t- 

cuando se ordena según sus términos de grado r = 0, 1, 2, en q^ poj definiremos 

ηο» = q^s ηο; = \E,aV q^q^i = Poj= o = α(ΤΓι#οβ) 4—~ (TKi(TF¿Qoy)) + (2)

ξο- = Ροβ ξο; = [E'aVp0j]q0j= poj = 0 = α(Ψιρ0;) 4- — (ΤΓι(Ψ2ρ0/)) +¿i

y las expresiones (1) resultan cuando hacemos q^ = p^j = 0

[EaV°q0i]0.0 = E^™ [E"*vqoi] ; [EaV* pojo-o = V"™* [E"*vpoi]Q.Q

puesto que E'aV no opera sobre qo, po. Observando que [V]o.o = Wq y teniendo en cuenta (2), sale 

ηί(0) = EaW\oi ξί(0) = Τί^ξοΐ (3)

expresiones éstas que nos resuelven el problema. Siendo por definición (2) el par ηΟβ, ξο«, canónico, resulta que 
η,(0), ξβ(0), también lo es. Por el contrario los n.— 1 pares restantes, η»(0), ξ/(0), no son canónicos,



22. Expresiones Generales de la Solución.

La forma de la función hamiltoniana que frecuentemente aparece en la teoría de las perturbaciones de la 
Mecánica Celeste es

H = J(c) + vR(c, w) (1)

donde μ es un parámetro pequeño y R una “serie de D’Alembert” (Brown and Shook, Cambridge, 1933) de 
la forma

R = Σ Q cos AT (2)

donde las Q son funciones de las variables canónicas c» y las N son combinaciones lineales de las variables con­
jugadas Wi.

Antes de proceder al cálculo de la solución general, escribiremos algunas fórmulas de utilidad para dicho 
cálculo. Si A(c, w) = Q' sen Ν', B(c, w) = Q cos N y ponemos j = dN/dw, f = dN'/dw', el paréntesis de 
Poisson (A, B) puede escribirse abreviadamente

Por otra parte, si A = Q' sen Ν', B = Q sen N, se tendrá

Las expresiones (3) y (4) deben, por supuesto, sumarse para todos los pares de variables (C, w) y las dos com­
binaciones de signos.

Con estas premisas es fácil deducir de (1) y (2), con las ecuaciones del # 17 la siguiente expresión de la 
función característica V(c, w) del problema

(5)

donde v = — (K, A) es el “movimiento medio” del argumento A y el ápice en la sumatoria doble implica 
supresión de los términos diagonales A = A'

La función hamiltoniana K(c) se escribe entonces

(6)

y de ella se deducen los “movimientos medios” de las variables de ángulo u\Q intermediarias

(7)

(3)

(4)



30 J. L. Sersic : Aplicaciones de un cierto tipo de transformaciones canónicas a la Mecánica Celeste

La expresión (5) de la función característica permite hallar ahora las transformadas de cualquier función 
de las variables canónicas (c,w). En particular las coordenadas en la órbita, que tienen expresiones del tipo

se transforman a través de las operaciones

ξ = Ε^ξ„ η = E”^

en las siguientes

fórmulas que contienen las perturbaciones de primer orden en μ de las coordenadas. En dichas expresiones 
hemos puesto i = db/dw. Por supuesto que los términos de orden superior al primero se calculan de modo 
enteramente análogos y recurriendo reiteradamente a las fórmulas (5) y (6).
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