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APLICACIONES DE UN CIERTO TIPO DE TRANSFORMACIONES
CANONICAS A LA MECANICA CELESTE

Por
J. L. SErsic *

SYNOPSIS

A formalism based on a particular kind of canonical transformations is developed and used to discuss
the general solutions of the differential equations of the Theory of Perturbations in Celestial Mechanics.

SINOPSIS

Se desarrolla un formalismo basado en una clase particular de transformaciones canénicas y se lo emplea
para discutir la solucién general de las ecuaciones diferenciales de la Teorfa de las Perturbaciones de la Meca-

nica Celeste.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo se presenta un formalismo basado en la teoria de los grupos de transformaciones,
con miras a su aplicacién a los problemas d= la Dinimica en general y de la Mecinica Celeste en particular.

La expresi6n de las coordenadas candnicas de un sistema dinimico por medio de transformaciones cané-
nicas dependientes de un parZmetro y una tnica funcién (funcién caracteristica) constituyen el principal objeto
de nuestra tarea.

E. W Brown en su Planetary Theory, Cap. VI, expresa las perturbaciones de primer orden de las varia-
bles canénicas por medio de una transformacién infinitesimal dependiente de un parimetro y de una funcidn
caracteristica que llama S. Mas adelante determina las perturbaciones de segundo orden a través de la misma
funcién y sus derivados, mediante una extension de la serie de Lazrange para mis de una funcién implicita.

La posibilidad de expresar las transformaciones mencionadas en forma de operadores se vislumbra en el
capitulo V de los Principles o Quantum Mechanics de P A. M. Dirac, donde se hace uso intensivo de los parén-
tesis de Poisson y se em>lean operadores de la forma &*'*
mis adelante se deduce sin dificultad.

Es, sin embargo, en el métnodo de Peano-Baker de intezracién de ccuaciones diferenciales lineales (Ince,
Differential Equations, Cap. XVI, 5) y en sus aplicaciones a la Mecanica Celeste hechas por Yusuke Hagiara
donde deben buscarse los antecedentes l6gicos del presente trabajo.

Hemos querido, empero, presentarlo desde el punto de vista de la teorfa de los grupos de transformaciones,
partiendo de la definicién de paréntesis de Poisson y su operador (V,) y analizar las propiedades de los grupos
de transformaciones que gene-a, para recién arribar al concepto de sistema candnico asociado y formular el
problema de la integracién a través de la cxistencia y convergencia de las soluciones.

Desde el punto de vista dinimico, formulamos el problema de la integracién de un sistema hamiltoniano
reduciéndolo a la det>rminacién de la funcién caracteristica de la transformacidon que resulta de una conve-
niente eleccién de la forma de la nueva hamiltoniana. El sistema resultante nos lleva al concepto de 6rbita
intermediaria y de exponentes caracteristicos, asi como nos dice sobre la importancia de la convergencia de
las soluciones. Las soluciones periddicas, como intezrales particulares de un sistema dinimico, asf como un
procedimiento para el cilculo de las mismas se introducen mis adz:lante. Finalmente se escribe la forma de la
solucién formal de V' y K hasta el segundo orden, para el caso gene-al.

El autor azraclece vivamente los oportunos consejos del Dr. Reynaldo P. Cesco, quien dirigiera el pre-
sente trabajo.

cuya analogia formal con los que introduciremos

La Plata, Agosto de 1966.
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1. Consideraciones Generales.

En el desarrollo del presente trabajo habremos de operar en el campo real, a menos de expresarse lo con-
trario.

Si Ey, es un espacio euclideo de 2n dimensiones, sus puntos (q1, q2 Uny, D1, D2 p») los indicaremos
simplemente con (g, p); todo el conjunto abierto, conexo y no vacio de puntos (g, p) de E.. se llama recinto
y se designa con mayusculas: G, D, etc.

Sea la funcién F (g, p), diremos que ella es analitica en un cierto entorno de (¢’, p) si es desarrollable en
serie entera ordenada segin las potencias de ¢ — q’; p — p’, convergente mientras los valores absolutes de
esas diferencias no pasen de ciertos limites. (Goursat, Analyse; Ch. 1V),

Si F, G son dos funciones analiticas de (q, p), se puede definir una funcién (¥, G) de (g, p) poniendo

n o(F,G)
(F, G) =Z—(—/=—(G,F)
1 a(qi)pi)

La funcién (F, @) se denomina “paréntesis d= Poisson’ de F y G (Wintner, Analytical Foundations, Cap. I).
Los paréntesis de Poisson gozan de ciertas propiedades que nos limitaremos a enunciar y cuya demos-
tracidn se encuentra en los tratados clisicos de Anilisis y Mecanica Celeste.

Si F, F’, I'"’ son funciones analiticas en un cierto recinto D de E, se tiene
(1) (F.F',F"”y = (F,F") F' - (F', F"F (F+F',F") = (F,F")+ (F',F") (2)

y también
((F,F"), F" + ((F", F), F"") + ((F', F"). F) = 0 3)

Ademis sea F = F(h) donde b = h(q, p). En tal caso se tiene

. oF

(F,G) = F'(h,d) donde F' =—

oh
Sean (hy, h, h.) r funciones de las 2n variables independientes 4(g, p) si es posible expresar todos los
paréntesis de Poisson (h;, hx) como funciones de (hy, he h.), las funciones (hy, hs h,) se dicen formar un

grupo. Cada funcién h; se dice pertenecer al grupo. (Lie, Math. Ann., 8, p. 215).
Si las cantidades (h, ki) son todas cero, las funciones se dicen estar en involucién, o formar un sistema
de involucidn.

2. Transformaciones Canénicas.

Dado E.., espacio euclideo de 2n dimensiones, si Q; (¢, p) ¥ P (g, ) son 2n funciones analiticas de sus
argumentos en un recinto E’ del mismo, las ecuaciones

qi, = Qi' (Q) p) P'" = I).‘ (Q) p) 1= 1’ 2 yn (1)

definen una transformacién de E’ en otro recinto E’’ de E,,.



8 J. L. SErsic: Aplicaciones de un cterto tipo de transformaciones candnicas a la Mecdnica Celeste

Si ademés, los paréntesis de Poisson formados con las funciones Q; (g, p) y P; (g, p) cumplen las relaciones

i i 0Py ; oP
(Qj,Pk)=Z(aQ P 3Q; 3 k)=g,.,‘
1

dq; dpi aps  99;

(2)

la transformacién se dirad canénica. (Whittaker, Analitical Dynamics, Cap. XI).
De las diversas maneras de expresar cl carécter candnico de una transformacién tal como (1), la citada
es particularmente importante para el desarrollo ulterior de este trabajo.

3. Operador Candénico.

Restrinjamos, por ahora, el problema a un espacio E: de dos dimensiones y coordenadas g, p; e interpre-
temos las correspondientes funciones @ (q, p) y P (q, p) como resultado de efectuar las operaciones S y T sobre
g v p respectivamente, es decir

¢ = 8q P'=Tp (1)

Nuestro problema consistira en determinar cuil es la forma de los operadores S y T para que la transfor-
macién resulte canédnica.
Supongamos a ese efecto, que S y T sean desarrollables en serie de potencias de un parimetro a, es decir

S =14 ac; + alsy + T =1+ at + a*t2 +

donde 6yv y 1,v son operadores. Tendremos

¢ = q+ ang + a’oq + P' = p.+ atup + a?tp +
y por (2) s~ 2 debe ser
(¢ p) = @ P) =(Sq,Tp) = 1
o sea
1= (q+ ang+ y P+ omip + ) =(q+ acig+ ., p)+ @@+ ang+ .., aup)+
+ = (@p) + alog p) + alg, ) + a¥owg, p) + @¥ag, 7p) + (g, wp) +

en virtud de (1) y (2) # 1. Ademis, por ser (g, p) = 1 deben anularse los coeficientes de las sucesivas poten-
cias de a, o sea

(g, p) + (¢, up) = 0 (2a)
(029, p) + (5ug, =1p) + (g, 2p) = 0 (2b)

etcétera. Veamos ahora cémo resolvér estas ecuaciones respecto de o,g, T1p, etc. Consideremos la identidad (5)
bajo la forma
((F',F),F") + ((F, F"), F") -+ (F, (F', F")) = 0

en virtud de (0) # 1. Poniendo entonces F”’ = p, I = q, F' = V(q, p) donde V(g, p) es una funcién anali-
tica de ¢, p en un cierto recinto E’ de E., saldra

(V,9),p) + (¢, p), V) +(q, (V,p)) =0

y teniendo en cuenta que (g, p) = 1, resulta
((V,a),p) + (g, (V,p)) =0 3)



OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA 9

expresibn que comparada con (2a) nos da

aq = (V’ q) uP = (V) P) (4)

Consideremos en seguida la expresién (2b). En la identidad (3) # 1 hagamos

F = V(g p F' = (V,q) F'"=p
y F=gq F'=V(p, q) F'" = (V,p)
sucesivamente. Tendremos

((V,(V,9)),p)+ (P, V),(V,e) + ((V,9,P),V) =0 (5)
y (g, V), (V,P))y+ ((V,P),q), V) + (V,(V, P)),q) =0 (6)

Observemos ahora que por (0) # 1 es
(V,, V,p)) = (P, V), (V,) = — (g V), (V, p))
restando entonces (5) y (6)
v, V,0), p) + 2(V, ), (V,p)) + (¢, {V, (V. P))) =0
puesto que
(5)-(6) (V,9),p), V)—(((V,p), ) V) = (((V,9), P) + (¢, (Vp)), V) =0
por (0) y (2) # 1y (3). La expresiéon (5)-(6) da, comparandola con (2b) y recordando (4)

1 1 1 1
o029 = E (V» (V: Q)) = ? (V: %1 Q)r Tp = ? (V: (Vy p)) = E‘ (V7 vt p)

Hemos determinado asf los dos primeros términos de los operadores S v T. Mostraremos ahora que las
relacicnes de recurrencia

nonq = (V7 Cn—-lg) noup = (Vl'rn—lp} (7)

son validas, permitiéndonos asi tener completamente determinados a S, T.

Convengamos en escribir ¢p = to = 1; en lales condiciones el coeficiente de " en el desarrollo de (Sg; T'p)
sSe expresa como -

T =n

Z (0rq; Tn—rD)
r=1
Diremos entonces que si se tiene
n
Zo: (arg, Ta—sp) = 0 ®)

y valen las relaciones (7), habra de encontrarse

n+1

; (arg, Tn—sp) = 0 9)
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En efecto, sea el término (s,9, tn—-p) de (8). Aplicando la identidad (3) # 1 a éste y la funcién V(q, p),
tendremos

(V, (orq, 7a—rp)) + (70—, (V, a:q)) + ((V, Ta—rD), 0rg) = (
y con (7) sale

(V, (0:q, tn—rq)) + (r + 1) (taerP, tr429) + (n + 1 — 1) (Tat1—sD), ©q) = 0

sumando ahora de »r == 0 a » = n resulta

20: (V, (o:g, n—r)) + %‘ (r + 1) (tatri—r 5r419) + 2 (0 4+ 1 —7) (Tat1r—p, 0g) = 0
0

pero en virtud de (2) # 1 y de (8) se tiene

2 (V, (01g, =aesp)) = (V, D (514, Tamp)) = (V,0) = 0
0 0

ademés teniendo en cuenta que

ﬂﬂ n+1
%4 (r+ 1) (xo—sD, 0r419) = Z r(Ta+1—R, 0,q)

llegamos a.
n+1
r

(Tat1—rD, 6:q) + 2 (R— 71 + 1) (Tag1—sp, 0:q) = (n + 1) (ta41p, @) +
0

1

+ (n -+ 1)2 ('rn+1—r’p, ch) + (n + 1) (p) °'l+IQ> =0
1

o bien
n+1

> (Tut1—D, 5:q) = 0
0

que es nuestra expresiéon (9) como se queria demostrar. Conocidas entonces las expresiones de g, ¢, ©; p por (3)
las relaciones (7) nos dan todos los términos de Sy T
Las expresiones (1) se pueden cscribir entonces

2

o a
¢=8¢=gq+eV,d+— WV, + 9" =Tp=p+alV,P)+— WV, (V,P) +

y los operadores

2

S=T=1+al, )+—V,(V, )+

resultan entonces formalmente iguales. Convengamos en escribir ahora S = 7 = E*¥ donde por fin

2 3
def.: EV =14V, )+ (V,(V, D+ (V,(V,V ) +
y las (1) resultan ser
qr —_ Equ P = EaVP

definiendo la transformacién en un recinto E’’ de E,.
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4. Extension de la operacion E* a las funciones de gq, p.
Sea ahora F(¢’, p’) analitica en un recinto D’ de E,. Teniendo en cuenta la transformacién
q/ — Equ pl — Equ

resulta para F
, oF
F(¢',p") = F(Eq,Ep) = F(g+ Eq—gq,p+ Ep—-p) = F(q, p) +-—a—q— (Eq—q) +

2 2 2

oF 1
— (Ep—p) + — Eq— q)? Eq—-q) (Ep —p) + —
+ap(p p,+2aq,_,(q q)+aqap(q q) (Ep p)+2ap2

(Ep—p)'+

>F aF 2 oV oF 3V oF
= P(g, ) + a——(V,q) +« mewi{ }=me+w( - )
9q ap dq op ap dq

se tiene asf definida la operacién (transformacién) E*V aplicada a una funcién de g, p; es decir

2

def. EF(q, p) = FUE"q, BYp) = F + oV, F) + =V, (V, F)) +

en un recinto D € D’ de E.

5. Naturaleza de las transformaciones segun el cardcter de V

Sean F y G funciones homogéneas en ¢, p de grados m y » respectivamente. El paréntesis (F, G) sera ho-
mogéneo de grado m + n— 2 en g, p.

Asf entonces, si V es homogénea de grado n en g, p el grado de los sucesivos términos de las transforma-
ciones

@ a*
Equ =4q +' a(V) Q) + —2_' (V’(V) Q)) + e ey Ean =p + a(V, p) + _—2— (V,(V) p) +
sera
1 n—1 2n — 3 3n—5 4n — 7
es decir, sij es el exponente de « (orden del término), sale para el grado del término de orden j,
9(G;n) = j(n—2) + 1

siendo 7 positivo, debe ser g positiva, pues los distintos términos se forman por derivacién. Entonces, sin = 1,
tendremos sélo los términos de grados

g0;1)=1 y g¢g(1;1)=0
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pues serfa g(k; 1) < 0 para k > 1. La transformacién es del tipo
¢ =q+e pP=p+o
o sea una translacién.

El caso n = 2 es muy importante, pues

¢9(j;2) =1 para todo
v sale entonces

’

fl

q = aq -+ bp; P a'p -+ b'p; aa’ — bb' =1

es decir, una sustitucién lineal candnica. (Jacobiano unitario).

Para n > 2 se obtienen series de potencias en g, p cuya convergencia depende naturalmente de los coefi-
cientes de la funcién V y de la eleccién del parimetro.
Estudiaremos en particular el caso de V cuadratica y homogénea. Sea

2V = A¢* + Bp* + 2Cqp

Si escribimos D = C%— AB, tenemos para los sucesivos términos de E*Vq y E*Vp

(V,q9) = —Bp—Cq (V,p) = Aqg+ Bp
(v, (V,q) = Dq vV, (V,p)) = Dp
(V,Dq) = — D(Bp + Cq) (V,Dp) = D(Aq + Bp)

de modo que

, v a?D atD? 3D a3 D?
q =E°'q=q(1+ + + --‘—(Bp—i-Cq)(a-- s T )

2! 4! 5!
2D 1D? 3D BD?
' paV. o L o .
p' = E"p :0(1+ T )+(Aq+Bp)(a+ TR )
Si es D < 0, podemos escribir # = iy D y las expresiones anteriores resultan
sen af sen af

q' = g cos ab — (Bp + Cq) p’ = pcos af + (4q + Cp)

]

formas periédicas de perfodo 27/6 en «. Tenemos pues que si V es una forma cuadratica definida, la trans-
formacién seri “‘estable’” en el sentido de que estara acotada para todo a, y periddica, pues al cabo del inter-
valo 2:/6 retomarad nuevamente su valor.

6. Extensién de las transformaciones E*V a mds de un par de variables.

Dado un espacio E,, y definida en un cierto recinto del mismo una funcién V (g, p:) analitica en los n
pares de variables ¢ y p, mostraremos que las expresiones

q) = E"Vq; pi = E“Vp.- 1= 1,2, n (1)
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donde

n n oV oF oV oF
V,F) =3 (V, F); = 3 ( - )
1 1 aq; 0p;

Bp.- aq,-
son candnicas.
Para ello solo es preciso que cumplan las relaciones (2) # 2:
(¢, Pl:) = 3a

Calculemos pues, el paréntesis (q,’; p’):

@/, 7)) = (@520 + oV, 4, ) + @iV, p)) + 5= (Va)p) +

y tendremos
(i, Px) = B
((Vgi)pe) + (g;(Vpw)) =0
=0

etc. De manera enteramente aniloga, se anulan los restantes términos. Resulta asi que las expresiones (1)
constituyen una transformacién candnica cn Iy,.

Ta generalizacién de estas transformaciones a funciones F(q, p) de 2n variables es inmediata y conduce
a la misma expresién formal que en el caso n = 1, es decir

2

F(EGVQJ'; Eank) = EaVF(Qj» pe) = F(g;pr) + «(VF) + f;— (V(VE)) +

donde, naturalmente, los paréntesis tienen por definicién la dada al comienzo de esta pagina, y no otra,

7. Propiedades de las Transformactones.

-‘Las transformaciones definidas en parigrafos anteriores gozan de ciertas propiedades, unas comunes 2
la teoria general y otras particulares, propias del especial caricter candnico de las mismas.
Definiciones: el operador
EaV

se dice depender del parametro (discreto o continuo) « v de la funcién caracteristica V. A un operador tal,
corresponde siempre, a saber

(Z(V, )

llamado operador infinitesimal de la transformacién.

PROPIEDAD DE GRUPO. Transformando E®V® con E*V tencmos

2
EVEY® = BV + a(V, BVd) + —‘;— (V(V, E¥®)) + =&+ (V) +

+ «(V®) + -122- (V(V®)) + «b(V(V®)) + %z— (V(V®)) +
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0 sea
EaVEBV - E(u+B)V (1)
y observando ademis que si a -+ 3 = 0 resulta
EVE—eV = 1 (2)
puesto que
Ee =1 3)

por definicién de £°7; las relaciones (1), (2), (3) nos dicen que las transformaciones £*¥ forman grupo res-
pecto del parimetro a.

TRANSFORMADA DE UN PARENTESIS DE PoIssoN. Consideremos la funcién (F; @) y el operador E*Y, de acuerdo
con (2) # 6 tenemos

EV(F,G) = (F,G) + a(V(F, G)) + 4‘;— V,(V, (FG))) +

0 sea

2

EV(F,G) = (F,G) + a((V,F),G) + a(F,(V,()) + % (v, (V,6)), @) + o*((V, F), (V, @) +

+E 0,06 +

de donde sacamos
EV(F,G) = (E°VF, EYG) 4)

PRODUCTO DE TRANSFORMACIONES. Teniendo en cuenta (4) y la definicién de E*V sale

W eV EaEBWV oW (5)
v el operador

FEY _ JOW aV p—8W (6)
se dice transformado de E*¥ por E®%

INVARIANCIA. Se dice que una funcién F(q, p) de los n pares (g, p) es invariante respecto de una transformacién
dada, o admite esta transformacién, cuando aplicando a sus argumentos esta transformacion, s¢ halla que la
funcién no cambia.

Diremos que una funcién F(q, p) admite la transformacién infinitesimal {W; I’) si la funcién es una in-
tegral de la ecuacién (W;F) = 0.

Tendremos entonces el teorema: ‘“La condicién necesaria y suficiente para que una funcién F(gq, p) admita
un grupo de transformaciones a un parémetro es que esta funcién admita la transformacién infinitesimal con-
tenida en el grupo”

CONMUTABILIDAD. Las transformaciones E®V, E*" son conmutables si las funciones caracteristicas V, W
gatisfacen la ecuacién.
(V’ W) =0
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En efecto, en tal caso
EvV =V EW =W
y por consiguiente
EaVEBW — EBW EaV
segin (5).

DESCOMPOSICION EN FACTORES CONMUTABLES. Dado el grupo E*¥ definido en E,, su operador infinitesimal es
el paréntesis

v, ) Eilw, );

como hemos visto més arriba y de acuerdo con 6. Consideremos ahora a (V, ) descompuesto en la forma

V, )=V, )Y+, )" (7
donde

n

k
(V) ), = ; (V) )J' (V) ),, = Z (Vr )i

k+1

Podemos definir entonces los grupos E’*V y E’**V en los espacios Es y Es.— respectivamente. Mostra-

remos entonces que
EaV — E/aVE//aV (7//

en F,, = Ey X Eon—1. En efecto, puesto que
Yv:) " = ww;)"

va que sus campos de definicién guardan la relacién Eor N Fy—py = 0.

Haciendo &k = 1 y aplicando reiteradamente (7), el grupo E*¥ puede descomponerse en n factores, cada
uno de los cuales opera sobre un par (g, p).

No dependiendo esta descomposicién en factores nada mas que de la descomposicién en sumandos (7’)
la primea sera conmutable, puesto que lo es la segunda.

8. Transformactones a pardmelro funcional.

Sea el sistema de 7 £ n funciones h(q, p) en involucién, es decir tales que (h;; hy) = 0. Si la funcién Vg, p)
caracteristica de ia transformacién E*V es de la forma

Vg, p) = F(h)

donde (h) esti por (hy, hs, h,), veamos qué forma adopta dicha transtormaciéon. Recurriendo a la expre-
sibn (4) # 1 y siendo ({g, p) una funcidon cualquiera de (g, p), tenemos

oF . L4
(V7 G) = (F) G) = Z m (hs; G) = Z F's,(ha) G.)
1

1

ademéis las sucesivas derivadas de F respecto de las h son invariantes de grupo, pues son funciones de las h,
resulta entonces para nuestra transformacién

r 2 r r
BV = EF =14 a3 F/(h, ) + %EZ F /P (hy(hy, )) + (1)
1 1 1
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El operador asi definido puede interpretarse como dependiente de los r < n parametros aoF,’ que son a
su vez funciones de ¢ y p. Estando las funciones k en involucién podemos escribir el operador anterior bajo
la forma de producto de r operadores,

EaF = E(aFn')th(aF')hz E(aFr)hr (2)

que conmutan entre sf, # 7.
Consideremos shora la funcién ®, de las variables (g, p). Si &, admite las r — 1 transformaciones infini-
tesimales (h,; ®;), s # k, la (1) nos da:

Ean)k = [(aF'ahk d, (3)
v sl sc tiene W'(®;) resullard también
ETY(®;) = W(EC))
Esta dltima expresion nos reduce la sola transformacion (1) dependiente de F{h) y del parémetro « a r

transformaciones dependientes de las funciones k y de los parimetros aF"’,.

ALGUNOS GRUPOS DE FUNCIONES (%) QUE CONDUCEN A TRANSFORMACIONES DE INTEREs. Scan las » < n fun-
ciones h; = ¢qi, t = 1, 2, r. Evidendemente (g;; ¢x) = 0. Toda funcién de la forma ®,(q;, p:) admite las
transformaciones infinitesimales (h,;; ®4). s % k, y por lo tanto en caso de ser ®, = p, tenemos

Ep, = BRI o < i+ oFy
en virtud de (3). Y para la transformada de ¥(q;, p:) sale con (4)
E*W (gips) = ¥(gs, po -+ aF )

Otro grupo de funciones A -—muy general— es el de varables separadas, es decir
]l.' = h,-(qi, p,;) 1= k, 2, r

que nos deja amplia libertad de eleccidén para la forma de las funciones h de los pares de variables (g, p) corres-
pondientes. Las relaciones (3) y (4) se escriben

(3) EFP®(q, pr) = BTN, (&) ETPW(gp)) = W(E Mg, ECOV)

Observemos que al depender de un solo par de variables, cada transformaciéon estd encuadrada dentro
de las consideraciones hechas en ¢l paragrafo 5.

9. Sistema de ecuaciones diferenciales asociado a un grupo.

Sea el grupo de transformaciones
q= EaV'q/ p = EcV’pl (1)
cuya funcibén caracteristica V(q’, p’; «) es analitica en el recinto Ej,.

Si existe yn jntervalo 6 £ a < a;, donde el grupo (1) admite derivadas respecto de a, a saber

dg , dp .
1 EaV V' .ad —r _ Ed V’, ’
» V', ¢) e V', p)
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o teniendo en cuenta (4) # 7, resulta
_dg

dp
da (V) Q) _E' = (V) p) (2)

un sistema de 27n ecuaciones diferenciales de primer orden (ecuaciones canénicas) cuyos segundos miembros
son analiticos para todo

| gi | < 7 | pi] < 7 8] < u

Un sistema tal se dice ser asociado al grupo de transformaciones candnicas en cuestion.

10. Analiticidad de los grupos de transformaciones.

Reciprocamente, dado cl sistema de 2n ecuaciones diferenciales candnicas

dq dp
— = (7,9 — = (V,p) (1)
da do.

cuya funcién caracteristica V(q, p; @) es analitica en el recinto
| q:] < s | pi] < 7 8| < w
existen 2n integrales que son idénticas a las transformaciones
g=EVq p=EVp (2)

y analiticas en el entorno de « = 0, que se reducen a ¢./, p/, 2 = 1, 2, n para a = 0. (Cauchy).
En efecto, sca V' = V(¢/, p’; ), tenemos

dq Y L ;o f 19
() - oo ) -0y (o
do 0 do?

y entonces las series

d I4
-V, p) (d_z;) = (VN> ete,
70

1 1
¢(a) = ¢ -+ ag’ + 7 a’qe” -+ ., p(a) =p' -+ apo + Y a’pe’’ +
se escribiran
1 1 .
g=q + V', q) - 0 2V, V,V,d N+ s p=p +aV,p)+ ey o2V, (V' p) +

lo cual prueba la primera pa:tc del teorema.

* pues
a ’ ’ dq, a ’ ’ dp’ — a ! ’ ! ’ a ’ ! ’
5 70 (F5) + 5 (V,m(da )0——6, V',q) (V', ) + 5 (V'8 (V) =
O 1 A, 8 v
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Resta ahora demostrar la analiticidad de las soluciones en un entorno de g/, p.”. Sea entonces N una cota
superior de V en su dominio de analiticidad, la funcién

B = N(l ~—--B—)— In (1 —- c)
(e g

n

e = min {r;} ai=—=1 o= Z ai(gi + pi)
Ti 1

donde

sera cntonces mayorante de V' Definiendo ahora las funciones

n

Q:=qi—q/ ; P.=pi—p/ = a.(g/ + pd) S =2 aiQi + )

1 1

a cada ecuacion del sistema corresponderan las ecuaciones auxiliares

in‘_l aBl._ Nai P | a8 l_ Na;
da B 61’1‘ B do - 391 -
(1-2) - () wos
B P
donde se ha puesto: ¢’ = ¢— 5. Observando ahora que
ds 2Np?
= 3
o (3)

n
siendo p? = Z a?; < n, tenemos la cadena de igualdades
1

1 dQ. 1 dP; 1 dS

-a_,' da a da 292 da 8
(1 — ——) (¢! —N)
n
1 dO, 1 dP; 1 dS

vy notando quec las funciones , y - por definicién se anulan con a, y tienen deri-
a; da a, da 202 da

vadas iguales, ellas seran idénticas. Entonces

y la (3) nos proporciona la ecuacién para determinar S. La solucién que se reduce a cero para z = 0, es

S(a, 8) = ¢ __\/ o 40:Na
1—8/p
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de aquf que tengamos para las mayorantes de las 2n integrales (q, p) del sistema (1)
’ as ’ a;
1< ¢i' +—— S(, @) P Lpi + - S(a, §)
2? 207

funciones éstas que resultan ser analiticas para todo | < | <uy|a ] < a; (B) donde a; (B) es la distancia de
punto de ramiticacién de S al origen.

Queda probada asf la dltima parte del teorema.

11. Convergencia de las integrales.

Siendo .S(«, ) mayorante de las 2n integrales (2) # 10 del sistema (1) # 10, éstas convergen al menos
en el recinto de convergencia de S. Dicho recinto esti dado por las desigualdades

1) [e]<w 1) |al<a(®
donde o, () es el punto de ramificacién de

S(a, B), es decir

B (e — 3)2 B i)
@@ = (1 ) @

Tenemos asf que S converge en un rom-
bo centrado en el origen del plano (o, 8) y
de semi-diagonales (0, w) y (0, a) respectiva-
mente. (Figura la).

Diremos ahora:

Si @y es raiz de la ecuacién «y = ¢, (ap),

es decir

®

dp = < o (3)
402N
1
* (e—a’)?
existe un recinto definido por
|6I<ao lal<ao (4)

en que S(v, B) y por consi-uiente las intezrales (2) # 10, convergen uniformemente para todo a« que satis-
faga a las (4).
En efecto, siendo ag < p por (3), sale
l <) l <ar< @
y entonces P satisface la condicién (1). Ahora siendo | 8] < a0 tenemos

a1(B) > a(@o) = ao
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y por tanto
|a]< ao < a3(B)

que es la (1’). Queda probada asi la convergencia en el recinto (4),y que dicha convergencia es uniforme se
desprende del hecho que ap es una constante independiente —al menos— de a y 8, segin (3).

COROLARIO: Las transformaciones de la
forma

g = EV@ g P = EV@p + 0(1 (o<

7,

&

convergen uniformemente en el crecinto (4).
En efecto, pudiéndose eclegir arbitraria-
mente « y @ siempre que

\\
.

Ial<70 |p|<ao

puede ponerse en particular ' ///

@ =8

+

-y las transformaciones (1) # 10 se reduciran
al grupo precedente.

12. Convergencia de los grupos de transformaciones que genera una funcién caracteristica homogénea. (Cf. # 5).
Si V es homogénea de grado m en ¢, p (en E.), se escribe
m
V =2 Bigpm
0
y sale
m
VLY, !Bi|¢*pm* <K N(g + P)» <K N2S)» 28 >q+p
0

si N es el maximo valor absoluto de sus coeficientes. La mayorante S satisface la ecuacién

as

04

= m2"NSm—!

cuyas integrales para m = 1, m = 2, y m > 2, son respectivamente
S=So+2Na S=SQGSN¢

1
S = So[l — m(m — 2)2"‘NSU'"—2, a] 2—m
Se observa asi que si V es lineal o cuadratica, los grupos de transformaciones que genera, son analiticos
para todo a.
Si tenemos m > 2, hay un punto singular en

01(So) = [m(m — 2)2"NS,»—?]—!

y las transformaciones seran analiticas para | a | < ai{So).
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13. Integracién directa de los Sistemas Dindmicos.

Sea H(q, p) una funcién de las 2n variables (g, p), analitica en un entorno del origen. Las 2n ecuaciones
diferenciales de primer orden

q = (H,q) P = (H, p) (1)

se dicen ser canénicas (# 9) o hamiltonianas y definen el movimiento de un sistema dinimico con n grados
de libertad, si H representa la energia del mismo. Suponemos que H no contiene explicitamente el tiempo, o lo
que es lo mismo, suponemos conservativo al sistema.

Si ¢(0), p(0) son 2n constantes correspondientes a un punto regular de la funcién H, tendremos que el
grupo de transformaciones canénicas a parimetro continuo ¢,

ey = EtH q(0) P 0 = E‘ p(0) (2)
representa un sistema de integrales analiticas (# 10) para
(t — o)’
| 2:0) | < | Pi0) | < 7 0=st=t = 10N

donde N es una cota superior de | H, | en su dominio de analiticidad, y o1, 74, ¢, p tienen idéntico significado
al de las correspondientes cantidades del # 10.

Toda funcién F(q, p) constante sera también integral del sistema (1). En este caso F admitira el grupo (2)
o lo que es lo mismo es una integral de la ecuacion (H; F) = 0.

14. Sistemas Dindmzicos que dependen de un pardmelro.

Dado el sistema candnico
g = (Hy) e = (H,p) H = Hy -+ aH, + a*H, -+ (1)

cuya hamiltoniana es funcién analitica de las 2n variables (g, p) y del pardmetro a en un cierto entorno del
origen de F», y el intervalo | « | < u respectivamente.
El grupo de transformaciones correspondientes a las condiciones iniciales ¢(0), p(0), dependera de a« y lo
escribirenios
Qt) = ETO ¢(0) Pty = EHO p(0) (2)

Estas integrales son analiticas para 0 < ¢ < ¢, y sus coeficientes dependen de «; mostraremos ahora c6mo
es posible expresar las integrales de (1) como funciones analiticas de a, cuyos coeficientes dependen del tiempo.

15. Integracion Formal.

Dado el sistema definido en el paragrafo anterior y en esas condiciones, diremos: Si V(q, p; «) y F(q, p; «)
son funciones analiticas en un cierto entorno del origen y en el intervalo | a | < w’, y vale la relacién

EF = H (1)
entre si y H; ademis si las 2n constantes (qq, po) estan ligadas a las ¢(0), p(0), por el grupo de transformaciones

q(0) = E*" ¢, p(0) = E*" p, Vo = V(gu, po; @) 2)
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las integrales (2) # 14 del sistema (1) # 14 se expresaran como
g(a,t) = EVE™ qu; p(a,t) = EE™ p, 3)

En efecto, segin la expresién (5) # 7, tenemos

EFo geVo — paVptFe — [tE* FopaVe V = BPY,
de tal suerte que
aV x 7,
Q(a, t) — EtE FoEaVo 90 p(q’ t) — E!E VFnEanpo
se reducen a las (2) # 14 en virtud de (1) y de (2). y
16. Orbita intermediaria.
Las expresiones
¢ = B g p’ = E™ p, (0

.que se interpretan como las integrales de un nuevo sistema canénico
¢ = (F', q) p' = (F',p") (2)

son funciones analiticas del tiempo, convergentes para 0 < t < ¢, tal como (2) # 13. Los 2n parametros (¢’, p’)

definen en E,, yen el intervalo (0, #;) una trayectoria llamada 6rbita intermediaria del sistema (1) # 14 re-
lativa a F.

En la adecuada eleccién de la funcién F yace la posibilidad de extender el intervalo (0, t) de convergencia
de la 6rbita intermediaria del sistema. Para ello basta recordar (# 12) que si la funcién caracteristica es lineal
o cuadratica en (g, p) el intervalo de convergencia es infi ito. Ademis no es preciso que F sea lineal o cuadra-
tica sino solamente funcién derivahle de formas (k) lineales o cuadriticas en involucién (# 8). Con estas obser-
vaciones estamos en condiciones de hacer la

17. Determinacion de la Funcién Caracteristica.
Si H(q, p; ) sereduce para a = 0 a una funcién J(h), de las » £ n funciones h; de (q,, p;) respectivamente,
las (2) # 14 y (3) # 15 pasan a ser las integrales particulares
q(t, 0) = E g p(t, 0) = EY* po
que en virtud de # 8 se escriben
(t, 0) = E¥% g p(t,0) = E¥™ py 1)

Entonces: si las integrales particulares (1) convergen para | tJo' | < o es posible determinar la funcién
V(g.p; «) de tal modo F(a, p; «) = K(h; «) y las ecuaciones que definen la 6rbita intermediaria

q’(t) = E(tKn’)h qo p'(t) = E(tKn’)h Do (2)
0.

seran convergentes para |t Ky’ | < © y se reducen a (1) para a«
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En efecto, escribiendo

K = J(h) + aK; + «*K; + s V=V +aVl, + a®Vs + 3)
la (1) # 15 nos da la serie de ecuaciones
K, = Hy, = J(h)
(Vy, K) + K, = H;

1 ,
(Ve, K) + K2 = H - (V,(V,K))

Si cada funcién H; se descompone en la forma

H; = S«(I) + Qilq, p)

y las ecuaciones precedentes toman la forma genérica,
K,(h) + (Vo, K) = M,(h) + Lu(g, p)

Determinaremos V escribiendo

K.h) = Mh) (4 (Ve, K) = Lu(q, p) 4"
donde las funciones M (h), L,(q, p) tienen las expresiones
M, = S(h) L, = Qi(qip)
My = S() — o (ML); L = Qlap) — 5 (Vilap

1 1
M; = S-(h) - _2‘ (Vle); L, = Q-(q,p) — '2— (Vl: L2)q’p

1 1 1 1 .
-y (VoL); -—— ry (Vi(V1Ly)); Y (VaLi)gp — ry (Vi(Vila))g,p

Los sucesivos términos de V se determinan a través de las ecuaciones (4').

Siendo K por (4) funcién de las solas (k) las (2) serAn convergentes para | tK' | < o tal como sucede con

(1), y ademas K' = J' + aM’ + se reduce a J’ para a = 0, de donde (2) tiende a (1) con « — O.
Lss n funciones

dK,
ah;

se denominan ‘“‘exponentes caracteristicos’”’ de las integrales del sistema.

La érbita intermediaria (2) conserva las propiedades de aquella definida por las integrales particulsres (1),
dada la forma en que se ha determinado K. En particular si las funciones () son formas cuadraticas definidas,
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las 2n integrales (1) admitiran a lo sumo r £ n petiodos (# 5) 2x/K,’ respectivamente por par, si J(k) de-
pende de r funciones k. Pero la érbita intermediaria (2) sf depender de n perfodos 2%/K,’ por par de variables,
pues aquellas n — r funciones k ignorables en J habran de aparecer por lo menos en M,. El exponente caracte-
ristico correspondiente seri por lo menos del orden de a y el par de integrales correspondientes de (2) admitira
un perfodo del orden de 2=/aM,’, esto es, mayor que los restantes. De lo dicho se desprende que las integrales
de largo periodo en (2) tienden a constantes en (1) cuando « — 0.

18. Convergencia de los desarrollos de V y K.

Segin hemes visto en el # 11, las transformaciones

EaVoqo EaVo Do
convergen si
’
T
IQoi|<7'.' Ipo.'|<1’.' [a|<al= <
402u'N
14 ———
(e — 6o)?
Ademas supongamos que V y K converjan para todo [ Qoi I , [ Doi ] <ry | x ] < . En tal caso la trans-

formada de K, por V,, es decir
EV° Ko(h, a) = K(E* ho; a)

Convergera por el teorema de Riemman para

I4

(
I [ I < o =
40%u'N
1+—
(8'—" 0‘0)2

pero dicha transformada es por definicién, la funcién H que sabemos analitica para i ¢os |, | poi | <riy | o | < u;
es preciso entonces poner

P.’
40°w'N

(e — ay)?

1+

A
de donde K, y V, seran analiticas para | qo,-l , l po.~] <71y ] a l <o =
4o7uN
14+ —m—
(E‘— 0’0)2

19. Teorema de Poincaré.

Hemos determinado V y K en # 17 a condicién de que las funciones del grupo (k) sean cuadraticas en
(g, p) de manera que la 6rbita intermediaria (2) # 17 tenga por recinto de analiticidad a Lgoi| < iy | poi| < rs
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y | tKy' | < . Ahora bien, siendo V(go, po; ) analitica en un entorno | go: | < 74, | Doi | < 7 del origen y para
todo « tal que | a | < u/, la funcién
V = % V(go, poi @) = V(¢', ' 0)
conservari dicho carhcter si
|q."|<r.- |p.-'|<r.- |a|<p.’

En estas condiciones, el grupo (3) # 15 se interpreta como la transformada de (2) segtn V. Dichas inte-
grales convergen en virtud de (6) # 11 para

43 n
|| < 7 |pi|<ri vy |a|< ¢ =Y algd + p)
402N 1
14
(e — a0)?

Diremos entonces que: ‘‘dado arbitrariamente 0 < a, < p. puede determinarse ¢ tal que las integrales
(3) # 15 converjan para todo 0< ¢ < ¢, y para todo 0 £ o < &. (Teorema de Poincaré).

Efectivamente, dado que | %], | po [ < E, existe un intervalo (0, t) tal que l | S Ei<esi0=t<ty,
en virtud de la continuidad de las (2) # 17. Entonces las relaciones

®
]0'|§s<el IQo.' < rg lpo.'|<7‘¢, 0sit<t, |a|§a1=
402u’'N
14—
(e—¢)?
reemplazan las anteriores y queda demostrado el teorema (figs. 3 y 4).
@ q
! ) |
|
!
|
|
|
& l
d- i
, {
‘G.:E ------------------- - e ems =G ——————————— ..:. _______ ~—
[
G(t N |
1 €, & !
(
t
|
'
- 1
° t, t 0 o, A=p
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20. Ezxistencia de Soluciones Periédicas.

Las integrales del sistema (1) # 14, es decir

g(t, @) = E*¥ ¢(t) p(t. @) = E*V p(?) (1)

son 2n funciones analiticas de ¢, p; @ en un recinto | q: |, ] pil <r, 05 a< oy el intervalo 0= ¢ < t(e)

en virtud del teorema de Poincaré.
Si por lo menos hay r < n funciones h; en K(h; @) que sean cuadraticas definidas, existiran al menos r pa-
res de integrales

q(t) = ERO Qor p(t) = EKO Dor r=1,2, vV=m"n

de la 6rbita intermediaria, que serin periddicas de periodos 2x/K,’ respectivamente por par. (# 5 y # 16)
Sea entonces (g,, p,) el s-ésimo par de variables intermediarias periddicas. Si definimos ahora las 2n fun-
ciones no nulas

0:(0) = {q:(0; @)} qoj, Po; = 0} i=122 n (2)
£0) = {pi(0;a)} gosypo; =0 f j=1,23 s=—1,s+1 =n

de las solas variables qos, pos, tendremos las relaciones
g:(0, @) — :(0) = 2 qo; ®;(0) +Z po; ¥;(0) 1’%
2 J

pi(0, @) = &:(0) = 2_ qo; ®,/(0) + 2 poj 45'(0)
J J

1,2,3 n

J_7' 1, 2,3 s—1,s4+ 1, n

cuyos segundos miembros son analiticos en el recinto l Qo; | < g I Doj | <eyelintervalo 0< a < oy <. En
. . (] .
tales condiciones sus transformadas por EX® devienen

gi(tia) — n:(t) = 2. BN q;8:(0) + D E“ M pojo;(6)
J J

pilt, @) — &i(t) = 22 EYOM 0,®,(6) + 2. BN poj(6)
J J

va que las 1(0), £(0) dependen solamente de las qo;, po; por definicién (2). Entonces, siendo las h; cuadraticas
(definidas si 3 < v) es (# 5):

EYOM g0 = qoja;(t) + poibi(t); EYM po; = qoja/ () + posbi(t)

donde a;, bj, a;/, b’ son coeficientes analiticos para todo ¢ (# 12). Adem?s ®,(0), ¢;(8), ®,/(0) seran analiticas
para
| gos | | po | <7/ <, | qos |, | poj | < < s
0SS a< <y (6) < t(%)

’

siendo 0 un punto intermedio del intervalo (0,t). En consecuencia, tanto las a;, b;, a,’, b;" como las ®;, ¢,,

®,/, §,’ estaran acotadas para todo 0 =< t < (%), es decir

la;| < 4; |b;| < B; | ®; | < F; lo; | <G si 0= t< t(f)
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y anilogas acentuadas. Las (3) resultan entonces:

| qt, &) —n(t, @) | £ D qoi(Fsa; + b;G5) + 3, poi(Fidby -+ Gia)’)
| p(t, @) — E(t, «) I <X qoi(Fia; + b,G;) + Z poj(F;'bi + G/'a;’)

v st N es el mayor de los 4(n — 1) coeficientes de qo, po, resulta

| q(t, @) == %(t, o) | < LN lg0i], [poi] < Gi<m (4)
Si 4 {gu|, |pu|sr/<r
| pt, @) — &, @) | < OUN la|< o< 0St< t(t)
Diremos entonces: Dado el sistema canénico (¢ = 1, 2, ")
q: = (H,q:) pi = (H,p)) H = Ho(h) + oH, + «H, +

cuya hamiltoniana es analitica para 0 < « < (@, y sus integrales

g(t,@) = E*q(t) p(t,e) = E*Vp(1)

convergentes para I qo,-] , ! poi| < ri < [ o | < o< @ 0= t<{ sihay por lo m2nos una forma definida &,
entre las 2 formas cuadréiticas & y las 2n funciones (2) no son todas nulas; existen 2n funciones periédicas

T)z‘(t) - E(tKo’)ha m(O) Ei(t) — E(tKu)ha Ea(o) (6)
de perfodo 2x/K,’,, tales que

| q(ha) [— () | < LN | ptia) — £(8) | < LN
si

| go |, [ pos | < G<rd | g0 |, | pos| </ < 4 la|<am<u 0t<ty

y estas 2n funciones periddicas, serin las integrales particulares del sistema correspondientes a las 2n condi-

clones iniciales ¢o; = po; = 0; qos, Po. # 0 convergentes ahora para [qos

Apn| < 1 <5 riy|a| e i<e.

En efecto, las integrales (1) del sistema (1) # 14 estin mayoradas por las funciones

Qi, +

a;
" S(a, 8) y p +
62

2 S(a, 8)
2¢° %

segin lo visto en el # 10. Las mayorantcs de las &, v, serin entonces

a; v Us oY a] J
a + _2 . (b(alﬁ)) Vs F —2 ; S(a, a)) 92 (6(0110!) )
P 0,0 ° 0,0 P 0)0

convergentes para todo ¢ si

la|<°‘o= y Iq0j|;|p0f|<ra,<—;:
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pues
|0'(t)|__<- & = Vaa" nga +p(2)a< 2acrc,< A, Ty = €

ya que
C(t) = aa(Qa + pa) = aa(QOa + pOQ) COSs K,,t + ac(q00 -— po,) sen K,,t

o) S V2 au Va3, + Pl = &

21. Cdlculo de las Soluciones Periédicas.

Determinaremos ahora las funciones 1;(0); £:(0) definidas en el paragrafo anterior, conociendo la funcién
caracteristica del problema.
Hemos visto en el # 7 que un operador tal como £ puede descomponerse en la forma

EaV — ElaVE//

para lo cual es preciso que los operadores infinitesimales respectivos sean
(Vi) = (V1) (Vi) =2 (V1);

y tengamos
(Vi) =)+ (V1)
el apice en la suma indicando la exclusién del indice j = s.

En tales circunstancias tenemos

Equo‘_ — ElaVE”quoi Eanoi. — E'MVE""Vpo,-

y si la funcién caracteristica se escribe

V=W+W +W,+

cuando se ordena segin sus términos de grado » = 0, 1, 2, en qo, Po; definiremos
o? .
Nos = Qos no; = [E""qojlgo; = poi= 0 = a(W1qo,) -+ vy (W(W .q05) + (2)
a?
§os = Pos Eoj = [E™ Doslqos = Poj= o = a(Wipo,) + 2 (W2 (Wepos)) -+

y las expresiones (1) resultan cuando hacemos ¢¢; = po; = 0
[V goido.o = EVR [E"Vqq] ; [E*" poido.o = BV [E"*Vpoilo.o
puesto que E"Y no opera sobre go, po. Observando que [V]o.o = Wo y teniendo en cuenta (2), sale
0:(0) = E=Toqq £:(0) = ETog, (3)

expresiones éstas que nos resuelven el problema. Siendo por definicién (2) el par %o, &0, canbnico, resulta que
v.(0), E,(0), también lo es. Por el contrario los n — 1 pares restantes, 1:(0), §;(0), no son canénicos.
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22. Expresiones Generales de la Solucién.

La forma de la funcién hamiltoniana que frecuentemente aparece en la teorfa de las perturbaciones de la
Mecinica Celeste es

H = J(c) + wR(c, w) (1)

donde w es un parametro pequefio y R una ‘‘serie de D’Alembert” (Brown and Shook, Cambridge, 1933) de
la forma

R=) QcosN (2)

donde las @ son funciones de las variables canénicas ¢; y las N son combinaciones lineales de las variables con-
jugadas w;.

Antes de proceder al cilculo de la solucién general, escribiremos algunas férmulas de utilidad para dicho
calculo. Si A(c, w) = Q" sen N’, B(c,w) = @ cos N y ponemos 3 = dN/dw, 3’ = dN'/ow’, el paréntesis de
Poisson (A, B) puede escribirse abreviadamente

(A1B) = (Q"sen N/, Q cos N) = ——( — :th (i ) cos (N =+ N') 3)
Por otra parte, si A = Q' sen N’, B = Q sen N, se tendra
, ’ o ., ., 9@
(A,B) = (Q' sen N, QsenN)———— Q—:E]Q? sen (N £ N’) 4)

Las expresiones (3) y (4) deben, por supuesto, sumarse para todos los pares de variables (C, w) y las dos com-
binaciones de signos.

Con estas premisas es facil deducir de (1) y (2), con las ecuaciones del # 17 la siguiente expresién de la
funcién caracteristica V(c, w) del problema

7'Q’ aQ ! sen (N N !
ve—ELenn - [LE Saio - ()| EED _on @)
donde v = — (K, N) es el “movimiento medio” del argumento N y ¢l &pice en la sumatoria doble implica

supresi6én de los términos diagonales N = N’
La funcién hamiltoniana K(c) se escribe entonces

1 2
K=J0—7wEj— ‘i + 0(u) (6)

y de ella se deducen los “movimientos medios” de las variables de 4ngulo w,, intermediarias

P . S —u?ZJ (Q) (7

dCso dCo0 9cC00C
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La expresion (5) de la funcién caracteristica permite hallar ahora las transformadas de cualquier funcién
de las variables candnicas (¢, w). En particular las coordenadas en la 6rbita, que tienen expresiones del tipo

E=) Xsen K6 n =2 Hcos Ko
se transforman a través de las operaciones
&= E*7g 1= E*"ng
en las siguientes

=ZXsenK6——%p.E[' —)

JjQ aX“

y

sen (K6 &= N) +

n—ZHcosKoJr—uZ[JQ iad zKH—(g) cos (Kb £ N) +

férmulas que contienen las perturbaciones de primer orden en p de las coordenadas. En dichas expresiones
hemos puesto 7 = 96/0w. Por supuesto que los términos de orden superior al primero se calculan de modo
enteramente analogos y recurriendo reiteradamente a las formulas (5) y (6).
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