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SEGUNDA PARTE

PRINCIPIOS Y LEYES FUNDAMENTALES
PARA LA RESOLUCION DE
SISTEMAS PLANOS






CAPITULO 1V

TRABAJO EXTERNO DE DEFORMACION

§ 1.— Productos escalares. — Trabajo

346. Definiciones.— Se llama producto escalar, o producto tntérno,
de los vectores F y v (fig. 212) al producto de la intensidad F de uno
cualquiera de ellos por la proyeccién ‘@ del otro sobre él. Si @ es el

angulo que forman las semirectas 01 y 02, de las direcciones de los vee-
—_— —>
tores contadas segin sus sentidos, el producto escalar de los mismos estara

dado por la expresién

® =F.vcosp=F.a

Fia. 212

Producto escalar resultante, o, simplemente, producto escalar, de un
ntmero cualquiera n de vectores F¢ por otros n vectores v; (1 =1, 2,...,
-1), es la suma de los productos escalares de cada uno de los F; por su
correspondiente v;; es decir, si ¢@; es el angulo que forman los vectores
Feyv,y
a; = v; COS 9.

la intensidad de la proyeccién de este Gltimo sobre #, el producto escalar
resultante de los n vectores F'y por los n v; es

(b = i F,-.v,-cos P = Z F,-a,-.

1=1 1=1



— 4 —

347. — En el caso particular en que uno de los vectores, el F por
ejemplo, sea una fuerza y el otro, v, un desplazamiento experimentado
por su punto de aplicacién, en virtud de la accién de la misma fuerza
o por otra causa cualquiera, el producto escalar constituye el trabajo
de la fuerza durante dicho desplazamiento.

Los teoremas que pasamos a demostrar directamente para el trabajo
de fuerzas seran aplicables, por tanto, a los productos escalares de los
vectores desplazamientos que en ellos figuran, por otros vectores aplica-
dos cualesquiera, que no sean fuerzas.

348. Teorema.— El trabajo de un conjunto de fuerzas aplicadas sobre
una chapa rigida, durante un desplazamiento de la misma, es igual al
trabajo de su resultante.

R

Fia. 213

Sean m fuerzas P; (1 =1, 2,..., n) (fig. 213) aplicadas en la chapa
S y R su resultante. Demos a la chapa un desplazamiento cualquiera,
que se reducird, como sabemos, a una rotacion de intensidad 6§ en torno
a un cierto polo O.

Para una fuerza cualquiera P,, la proyeccion del desplazamiento de
uno cualquiera de sus puntos sobre su direccibn —igual al desplaza-
miento efectivo del punto A situado en el pie de la perpendicular tra-
zada por O a la misma — es

4+ para ¢, <0

a==0.79
p - » @pi>0
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en la que la distancia p; entre la fuerza y el polo O se considera como

un vector dirigido hacia este polo. Por consiguiente el trabajo resul-
‘tante de las n fuerzas Py, sera

n L + para ¢, <0
d = P;.a; =90 + P;. i{ a
i=21 .-Z':l Pl— > ¢pi > 0 [a]

A su vez, siendo

ar=:h0.pr{+para opr <0
— > 9 >0

la proyeccion, sobre la recta de accién de la resultante R, del desplaza-

miento de uno cualquiera de sus puntos, el trabajo correspondiente a
la misma, sera '

(I),=R-ar=:E9.R-pr.{+para ?pr <0

b
s e >0 [b]

Ahora bien, por ser R la resultante de las fuerzas P;, su momento con

respecto a O debe ser igual a la suma de los momentos de estas tiltimas,
es decir,

i + para ¢pr 0 ¢ <0
+ Ry = ﬂ:P-p-{
,';1 TPl — » Ppr > 0 > 0

y, sustituyendo en la [b], resulta que

n + para ¢, <0
’— . .
P’ =6 EI:!:P,p,{ 5 gy >0

i=1

0 sea, comparando con la [a], que

& =,

segiin queriamos demostrar.

349. Teorema. — El trabajo de una cupla de fuerzas aplicadas en una
chapa rigida, durante un desplazamiento de esta ultima, es tgual al pro-

ducto del momento de la cupla por la intensidad de la rotacion que cons-
tituye este desplazamiento.

Sea una cupla de fuerzas P; y P, (fig.214), aplicada en la chapa 8.
Se tendra

P,

I

— P, [a]
y su momento sera

W = Pip [b]
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en la que la distancia p se <_3onsidera. como un vector dirigido de P,
hacia P,. Si la chapa experimenta una rotacién 6 en torno a un polo
0, las proyecciones de los desplazamientos de puntos cualesquiera de las
rectas de accién de las fuerzas P; y Ps, sobre sus direcciones, iguales,

Fia. 214

respectivamente, a los desplazamientos efectivos de los puntos 4; y 4.,
situados sobre la perpendicular trazada por O a las mismas, seran

a =06 p

az = 91)2.

El trabajo resultante de las dos fuerzas que constituyen la cupla, es
por consiguiente :

® = Piai + P:a: =6(P1p1+P2p2),
o, sustituyendo P, por su igual — P,
® =6P (731——172).

Ahora bien, de la figura se deduce que

D =DP1—D2
y, reemplazando,

® =0.P p,
o, recordando la [b],

=97 69,

segiin queriamos. demostrar.

350. — Como corolario del teorema anterior se deduce que:
El trabajo de una cupla de fuerzas durante uma traslacion de una
chapa rigida es nulo.
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351. Teorema.— El trabajo de un par de fuerzas opuestas, es deeir,
de dos fuerzas que actuando sobre la misma recta de accién tienen igual
intensidad absoluta y signo contrario, durante determinados desplaza-
mientos de sus puntos de aplicacidn, es igual al producto de la intensidad:
de una cualquiera de ellas por la proyeccién sobre su direccién del des-
plazamiento relativo de su punto de aplicacion, con respecto al de la otra.

Fia. 215

Sean F4 y Fp (fig. 215) un par .de fuerzas opuestas, aplicadas, res-
pectivamente, en los puntos A y B, que experimentan desplazamientos

@ y b, cuyos vectores equipolentes son p 4., y p By, . Hallemos las pro-
. . —_—> —_ -
yecciones pA” y pB’, de estos vectores sobre la paralela pz a la direccién

de las fuerzas dadas y tendremos que el trabajo de las mismas es
& =F, pA’' 4+ Fpg pB’,
que, siendo, por hipétesis

Fyq =—Fp,
da

® = Fp (pB'— pA’) = Fg.A' B,

expresion que, constituyendo A’B’ la proyececion del desplazamiento rela-

tivo, b’ = A, By, del punto B con réspecto al A, sobre la direccién co-
—_——
mun de las fuerzas F4, y Fp, nos comprueba lo que queriamos demostrar.

352. — Sabemos que una barra de reticulado esti sujeta siempre.a dos
fuerzas opuestas que constituyen la femsion en la misma. Segin esto,
supongamos que la barra 4,4, (fig. 216 a) esta sujeta a un esfuerzo de
traceién, es decir, a una tension positiva 7'. Si desarticulamos la barra
del resto del reticulado, el equilibrio en la misma lo obtendremos apli-
cando en sus extremos dos fuerzas opuestas, 7'; y T"2, de la direccién
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que indica la figura 216 b, y de intensidad absoluta |T'|. A su vez para
mantener el equilibrio en el resto del reticulado, tendremos que aplicar
en los puntos A; y A. dos nuevas fuerzas T; y T, iguales y opuestas a
las anteriores (fig. 216 c¢), que constituyen las reacciones que la barra
trasmite al mismo. Representada, pues en esta forma la tension de una
barra, por las fuerzas que se requiere aplicar a los nudos del reticulado
al suprimirla, una tensién de traccién, o positiva, corresponde a un par
de fuerzas opuestas concurrentes, y a la inversa.

(3)
M ” 7 2 71 A !
_ . @

h-

N
N

A

Fia. 216

-

Si suponemos, ahora, que el reticulado, con la barra suprimida, expe-
rimenta una deformacién cualquiera, el trabajo de la tensién seri igﬁal
segiin lo que acabamos de sentar, al producto de una cualquiera del par
de fuerzas opuestas aplicadas al reticulado, la T'; por ejemplo, por la
proyececién a;,2 sobre su direccion, del desplazamiento relativo del nudo
A, en que estd aplicada, con respecto al A, es decir,

¢ = T]_ . @y,9. [a]

Ahora bien, si 0 es la variaciéon de distancia entre dichos nudos, se
tiene en valor absoluto,

| Ti] =T

lai2] = | 3],
o sea, sustituyendo

@] =|T| |3] [b]

Si la tensién T’ es positiva, como hemos supuesto y si la proyeccién
del desplazamiento relativo a@;,» también lo fuera, ® segiin la [a] resul-
taria positivo. Pero en este caso, el punto A; se aproxima al A, y d
serd un acortamiento o variacién negativa de distancia, segiin hemos

convenido en (72). Para que el trabajo ®, expresado en funcién de la
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intensidad T de la tensién y de la variacién 8 de distancia, nos dé el
signo positivo que le corresponde debemos poner, pues,

b =—T 3.

Como cuando tengamos que calcular trabajos debidos a tensiones, siem-
pre nos referiremos al trabajo efectuado por los pares de fuerzas opuestas
que hay que aplicar al reticulado, en reemplazo de las barras correspon-
dientes al suprimirlas, podemos decir, pues, que:

Dentro de las convenciones de signos adoptadas, el trabajo de una ten-
sion correspondiente a una barra de un reticulado es igual al producto
de su intensidad por la variacién de distancia enire los. nudos extremos
de dicha barra, cambiada de signo.

353. Teorema. —El trabajo de dos cuplas iguales y de sentido con-
trario, aplicadas en otras tantas chapas rigidas, durante um desplaza-
miento de éstas, es igual al producto del momento de una cualquiera de
las cuplas, por la intensidad de la rotacion relativa de la chapa en que
estd aplicada con respecto a la otra.

Sean dos cuplas de intensidades O+ y O/ » iguales y de sentido cen-
trario, es decir, tales que

-%a =—~.%b)

aplicadas respectivamente en chapas rigidas, S; y S», que experimentan
rotaciones de intensidades 6, y 6,. Segiin el teorema demostrado en (349),
el trabajo resultante de ambas cuplas es

S =Os. %+ 9. %,
y, sustituyendo 97, por su igual — OF7,,
S = W (8.— 6)

expresién que, siendo, segin (74), 6, — 6, = 6,5 la intensidad de la
rotacién relativa de la chapa S, con respecto a la S; nos comprueba
lo que queriamos demostrar.

§ 2. — Expresion del trabajo externo de deformacién

354. Consideraciones generales sobre deformaci6én de cuerpois elas-
ticos. — Al aplicar sobre una cadena elistica, isostitica o hiperestatica-
mente sustentada o sobre un cuerpo elastico cualquiera, en las mismas
condiciones, una fuerza P, la cadena, o el cuerpo, experimentari segin
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sabemos, una determinada deformacién, entrando, una vez efectuada, a
una nueva posicién de equilibrio. Durante dicha deformacion, el punto
de aplicacion de la fuerza experimentara un desplazamiento y ella des-
arrollard un trabajo igual, en cada instante, al producto de su intensidad
por la proyeecién sobre su direccion del incremento de dicho desplaza-
miento, correspondiente al instante considerado.

Supondremos, siempre que no hagamos indicacién en contra, que al
aplicar una fuerza sobre una estructura constructiva cualquiera, lo ha-
gamos haciendo variar paulatina y gradualmente su intensidad, desde
cero hasta su valor definitivo P, de modo a mantener el equilibrio en
cada instante, es decir, de modo que la deformacién se efectite sin velo-
cidad, o, lo que es equivalente, sin desarrollo de energia viva. Supon-
dremos, ademéas, que durante la deformacion de dichas estructuras cons-
tructivas, o de las cadenas elasticas que le son equivalentes, no haya
desarrollo ni pérdida de calor, y finalmente, que no se efectiien cambios
de temperatura, de estado magnético o de otro agente fisico cualquiera,
que puedan, por si solos, alterar la mutua distancia de sus particulas
constitutivas. =

En estas condiciones, el trabajo ejecutado por la fuerza P, que llama-
remos trabajo de deformacion, quedara en virtud del principio de la
conservacién de la energia, integramente acumulado en el cuerpo elas-
tico, o cadena elastica equivalente, en forma de emergia potencial, listo
a ser devuelto en su totalidad, al suprimir, también paulatina y gradual-
mente, la fuerza P. La deformacion de un cuerpo elastico constituiri en
todo instante, una transformacion reversible.

355. — Las hipétesis anteriores equivalen, en primer lugar, a admitir
que la deformaecién de los cuerpos elisticos se efectiia sin frotamiento
interno entre sus particulas constitutivas, es decir, sin desarrollo alguno
de calor, y, ademas, que las fuerzas P puedan practicamente aplicarse
aumentando su intensidad hasta su valor definitivo, en un tiempo infi-
nito, de modo a obtener una deformacién infinitamente lenta.

Para los entes abstractos que hemos definido como cadenas elasticas, la
primera hipétesis puede admitirse con todo rigor; pero para los cuerpos
naturales que ellas representan con suficiente aproximacién en los ealcu-
los referentes a la resolucion estitica de sistemas planos, no se satisface
en absoluto. En realidad, ningin cuerpo natural al deformarse bajo la
acciéon de fuerzas exteriores, lo hace sin producir una determinada can-
tidad de ealor y, por tanto, no podra, al desaparecer dichas fuerzas, de-
volver integramente el trabajo por ellas desarrollado, llevando el cuerpo,
a su primitivo estado. Siempre quedara éste eon una determinada de-
formacién permanente. Si volviera el cuerpo exactamente a su primitiva
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posicién, constituiria lo que se llama un cuerpo perfectamente eldstico.
Pero, los materiales empleados en las construcciones se aproximan mucho
a estos cuerpos ideales perfectamente elasticos y, sin error practico, pue-
den, dentro del periodo anterior al limite de elasticidad, ser eonsiderados
como tales; es decir, en dichos cuerpos y en el mencionado periodo, el
trabajo equivalente al calor puesto en juego por la deformacién es muy
pequeno en comparacién al desarrollado por las fuerzas exteriores y su
adjuncién a este tiltimo no altera el ntimero de cifras exactas requerido
en los calculos, pudiendo, por tanto, dentro del grado de aproximacién
correspondiente, no ser tomado en cuenta, o, lo que es equivalente, ser
considerado ecomo un infinitamente pequefio despreciable.

Por lo que respecta a la aplicacién infinitamente lenta de las fuerzas
exteriores, no sblo es fisicamente imposible, sino que la forma de actuar
de las mismas, en las extructuras constructivas, se. aleja mucho de ello.
Sin embargo, cuando las fuerzas no se aplican bruscamente, mediante un
choque, por ejemplo, sino que se las hace actuar gradualmente, aunque
sea en un periodo de tiempo relativamente corto, como sucede en la ge-
neralidad de los casos practicos, el trabajo equivalente a la energia viva
que corresponde a la velocidad de la deformacidén, es, también, muy pe-
queiio en comparacion del trabajo de las fuerzas exteriores, y, puede,
dentro del grado de aproximacién de los calculos, ser considerado como
un infinitamente pequeno despreciable. Es decir que, con toda exac-
titud, dentro de dicho grado de aproximacién, la aplicacién infinitamente
lenta de una fuerza es equivalente a su aplicaciéon gradual en un corto
intervalo de tiempo, como se efectia en la practica.

356. Expresion del trabajo externo de deformaci6én. Ley de Cla-
peyron. —Sea una cadena elastica, o un cuerpo elastico cualquiera, sus-
tentada en forma también cualquiera, a la que aplicamos, haciéndolo
actuar gradualmente, segiin una ley arbitraria, un sistema de n fuerzas
P, (1+=1,2, ..., n) y sea @’y la proyeccion sobre la direccién de la
fuerza genérica P’; del desplazamiento experimentado por su punto de
aplicacion, una vez efectuada la deformacién correspondiente a dicho
sistema.

Siendo, segin hemos establecido mas arriba, almacenado integramente
en forma de energia potencial el trabajo de deformacién desarrollado
por las fuerzas dadas, s6lo dependera de la intensidad final P’y de las
mismas y de la deformacién de la cadena, siendo absolutamente inde-
pendiente de la ley de variacién de intensidad adoptada para la aplica-
cién gradual de cada una de las referidas fuerzas. Dicho trabajo, en
efecto, es una funcién exclusiva del estado final del cuerpo una vez
efectuada la deformacién, desde que, cualquiera que sea el camino adop-
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tado para llevarlo a dicho estado final, debe ser igual al trabajo tnico
capaz de llevarlo del mismo al estado inicial. A los efectos, pues, de
calcular dicho trabajo de deformacién, podremos darnos a voluntad una
ley cualquiera de variacién de la intensidad de las fuerzas P/,.

Consideremos, durante la deformacién, un instante cualquiera en que
las fuerzas hayan llegado a una intensidad P; y en que sus puntos de
aplicacién hayan experimentado desplazamientos, cuyas proyecciones so-
bre sus respectivas direcciones sean a; y designemos por da; el incremento
infinitésimo que experimentan dichas proyecciones de desplazamientos,
a partir del mismo. El trabajo elemental originado por una cualquiera
de las fuerzas P,, sera, salvo infinitamente pequefios de ‘segundo orden,
y dado que, segun lo establecido, la energia viva y el calor desarrollados,
son practicamente nulos,

dq)j = Pj . da,-. [a]

La proyeccién aj, sobre la fuerza P;, del desplazamiento experimentado
por su punto de aplicacién hasta el instante considerado, siendo originada
por fuerzas P; (¢=1, 2,..., n) que varian de intensidad, conservando
su recta de accion, serd una funcion lineal de sus intensidades, desde que
la parte de dicha proyeccién debida a cada una de dichas fuerzas le es
proporcional, es decir, que podemos poner

n
aj=aj,1P1+(Zj,2P2+ +aijn=Zaj}i-Pi)
i=1
en la que «j,1, «j,2... son constantes.

Si como ley de variacién de las fuerzas P;, que podemos, segiin hemos
establecido, elegir arbitrariamente, establecemos que -cada una de ellas se
haga variar proporcionalmente a la P;, es decir, siendo $; (1 =1, 2,..., n)
una constante, para cada fuerza P;, establecemos

P,;=B.,;Pj (7,'=1,2,...,n),

la expresién anterior, sustituyendo, nos da

a; = Y o B:iP;=P;) a8 =A.P [b]

i=1 i=1
en la que A es una nueva constante.
Para el valor final P/ (¢ =1, 2,..., n) de las fuerzas, se tendri, por

tanto, que la proyeccién resultante, a,’, del desplazamiento experimentado
por el punto de aplicacién de la fuerza P, , sera

a,-’ =A.P j',
y, comparando con la [b], tenemos
P/

(4
a;

Pj = . .
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Sustituyendo en la [a], resulta

Py

aj’

dq)j = a; .da,-,

e integrando, a los efectos de obtener el trabajo de deformacién debido
a la fuerza P/, se tiene, finalmente,

P [ 1
®; = J,/ a;.dej = — P/ . af
0 2

Procediendo en forma analoga para cualquier otra fuerza P, tendria-
mos, como expresion del trabajo de deformacién desarrollado por la misma,

y el trabajo de deformacién total, ®, igual a la suma de los trabajos
parciales desarrollados por cada una de las fuerzas Py (1=1, 2,..., n)
del sistema dado, resulta, por filtimo

n 1 n
¢ = E‘I’i=_2‘zpi' a,
1=1 t=1

expresion general de la ley de Clapeyron, que nos dice que:

El trabajo de deformacién de una cadena eldstica, o cuerpo eldstico
cuslquiera, originado por un sistema de fuerzas aplicadas lenta y gra-
dualmente, es independiente de la ley de variacion de las intensidades
de estas ultimas y del orden en que se las haga actuar, e tgual a la m-
tad de la suma de los productos de sus intensidades finales por las pro-
yecciones, sobre sus rectas de acciom, de los desplazamientos resultantes
experimentados por sus respectivos puntos de aplicacion.

§ 3. — Principio de reciprocidad o ley de Betti -

357. Ley de Betti. — Consideremos una cadena elistica, o cuerpo elis-
tico cualquiera, a la que aplicaremos sucesivamente dos sistemas de fuer-
zas Z; y i, de intensidades Ps (1=1, 2,...,n)y P; (i =1, 2,..., n'),
respectivamente.

Designemos, ademis, en general, por @m,, la proyeccién sobre una
fuerza P, del desplazamiento experimentado por su punto de aplica-
cién, bajo la accién del sistema de fuerzas =,.

Sentado lo anterior, apliquemos primeramente el sistema de fuerzas Z.
Las proyecciones, sobre las fuerzas P; del mismo, de los desplazamientos

/
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que durante la deformacién correspondiente experimentan sus puntos de
aplicacién, son ai,,, y el trabajo de deformacién, suponiendo que dichas
fuerzas actiien lenta y gradualmente, es igual, segiin la ley de Clapeyron
que acabamos de demostrar, a

1 n

"2—" P i Q5.

i=1
Apliquemos, luego, el otro sistema de fuerzas X;, y siendo @;,;, las pro-

yecciones, sobre las direcciones de las fuerzas P;, de los desplazamientos
que sus puntos de aplicacién experimentan durante la deformacién debi-
da al mismo, estas fuerzas desarrollaran un trabajo igual a

4

3

1 p
i @51
2 P

®
Ademés, los puntos de aplicaciéon de las fuerzas P;, que ya estaban
aplicadas al actuar las P,, experimentaran desplazamientos cuyas pro-
yecciones sobre sus direcciones seran a;,;, y el trabajo de las mismas,
desarrollado durante la deformacion debida al sistema ZX;, estd dado por
la expresion

n
Y, Pi.agy,
i=1 )
en la que se ha hallado el trabajo de las fuerzas P;, multiplicAndolas
directamente por las proyecciones de los desplazamientos respectivos, as,i,

: . 3 1 :
sin multiplicarlas por—2— a causa de que dichas fuerzas ya actuaban sobre

la cadena elastica con toda su intensidad al comenzar a actuar las Py
del. sistema X;.

El trabajo total desarrollado por los dos sistemas de fuerzas X, y 2,
igual a la suma de los anteriormente calculados, seri, por tanto,

Procedamos, ahora, a la inversa, aplicando primeramente el sistema de
fuerzas X; y luego el Xyx. Bajo la accion del primero, los puntos de
aplicacién de sus fuerzas P;, experimentarin desplazamientos cuyas pro-

yecciones sobre las mismas son a;,1, y el trabajo por ellas desarrollado
resulta igual a

”I
Z PJ' - @js1.
=1

02 |

J
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Al aplicar, después, el segundo sistema X, los puntos de aplicacién de
sus fuerzas, P, experimentarin desplazamientos, cuyas proyecciones so-
bre ellas son ay,; y el trabajo correspondiente a las mismas, ser4 igual a

1 n
— P;.a;y.
2 igl ik

Finalmente, los puntos de aplicacién de las fuerzas P; del sistema 3;,
que ya actuaban al aplicar el sistema X, experimentarin desplazamientos
cuyas proyecciones sobre ellas son aju,-y el trabajo de las mismas, dado
que actuan con toda su intensidad desde el comienzo, seri igual a

nl
ZP,' . Gk
i=1

El trabajo total de deformacién, al aplicar los sistemas 3; y 3; en el
nuevo orden, es, por tanto,

1 n
=_“EP a]yl+_ZP azk+zP Qjk-
2 ;=2 t=1 Jj=1
Como el trabajo resultante de la deformacién debida a los dos sistemas
de fuerzas, X; y X;, es, segiin la ley de Clayperon, independiente del
orden en que se apliquen dichos sistemas, debera tenerse

d, = b,,
0 sea,

__ZP a1k+_ZP GJI+ZP a;;1 =

i=1 i=1 i=1

=—;— ZP,-.a,-,z-f--%-E Pi-ai,k'i‘zpj-aj:k

=1 i=1 i=1

n n'
Y Pi.ay = Y P;.aju,

i=1 i=1

expresién general de la ley de Betti, o del principio de reciprocidad, que
dice que: )

En una cadena eldstica, el producto escalar resultante de las fuerzas
de un sistema por los desplazamientos experimentados por sus puntos de
aplicacién durante la deformacion debida'a otro sistema, es tgual al pro-
ducto escalar resultante de las fuerzas de este ultimo sistema por los
desplazamientos que sus puntos de aplicacion experimentan duranie la
deformacion debida al primero.
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Esta ley, o mejor, este principio, sobre la que fundaremos todas las
otras leyes que utilizaremos pard la resolucién de sistemas hiperestaticos,
fué demostrada por primera vez, por Enrique Betti, en su obra Teoria
dell’elasticita (*).

358. Teorema de Maxwell.— Supongamos que los dos sistemas de fuer-
zas anteriores, 2 y X;, se reduzean, cada uno, a una sola fuerza y sean
P, y P;, respectivamente, dichas fuerzas. Supongamos, ademéas, que sus
intensidades P; y Py, sean iguales, y que los subindices ¢ y j indiquen
solamente las direcciones de sus rectas de accion.

Siendo a;,; la proyeccién sobre P; del desplazamiento experimentado
por su punto de aplicacién durante la deformacién debida a la fuerza
P; y aj,, la proyeccidén andloga sobre P;, del desplazamiento experimen-
tado por su punto de aplicacion, durante la deformacion debida a la
fuerza P;, la ley de Betti, que acabamos de demostrar, nos da

P,' Qg = Pj . a,-;i,
que, teniéndose por hipotesis,
P; = Pj,

se reduce a
a;y; = 44,4,

expresion del teorema de Mazwell, que dice que:

En una cadena eldstica, la proyeccion del desplazamiento del punto de
aplicacion de la fuerza P;, sobre su propia direccién, durante la defor-
macion debida a otra fuerza, P;, de direccion cualquiera e intensidad
tgual a la anterior, es igual a la proyecciéon sobre P; del desplazamiento
de su punto de aplicacion correspondiente a la deformacion debida a la P;.

Este teorema, que no es sino un caso particularisimo de la ley de Betti,
y del cual, a su vez, el caso mas particular en que las dos fuerzas P; y P;
actilen sobre una chapa rigida licada a una cadena elastica, ya hemos
visto en (324), tiene mucha importancia por su aplicacién directa a nu-
merosos problemas, entre otros, el trazado de lineas de influencia de des-
plazamientos debidos a deformaciones. Lleva el nombre del conocido
fisico inglés Maxwell, por haber sido por él encontrado con anterioridad
a la referida ley de Betti.

(*) Il Nuovo Cimento, serie 2s, tomos VII y VIII.
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§ 4. — Aplicacion de la ley de Betti a la resolucién de sistemas
hiperestaticos

359. Sustitucién de los vinculos superfluos por reacciones incégni-
tas hiperestiticas equivalentes. — Si se da un sistema hiperestatico, en
equilibrio bajo la accién de un conjunto cualquiera de cargas, y se supri-
me algunos a todos sus vinculos superfluos, de sustentacién o internos,
aplicanido en su reemplazo las reacciones que le son equivalentes, el sis-
tema no altera sus primitivas condiciones de equilibrio. Para calcular estas
reacciones hiperestaticas, es indispensable ponerlas en evidencia, mediante
dicha sustitucion por las mismas de los vinculos superfluos a que son
equivalentes. Veamos, pues, antes de entrar a la aplicacién de la ley de
Betti para la determinacion de dichas inebgnitas hiperestaticas, como se
efectiia en detalle, esta sustitucion de los vinculos superfluos.

360. — Por de pronto, si se trata de vinculos externos, o de sustenta-
cién, ya hemos visto, en (110) que son equivalentes a fuerzas determina-
das, que constituyen las reacciones capaces de producir el mismo efecto
cinematico que ellos. Asi, un apoyo moévil es equivalente a una fuerza
normal a su direceidn; una articulacién fija de apoyo, a una fuerza de
direccion arbitraria que pasa por la misma, o sea, a sus dos componentes
segin dos direcciones determinadas de antemano, y, finalmente, un em-
potramiento equivale a una fuerza de direccién cualquiera, o a sus tres
fuerzas componentes segiin rectas determinadas de antemano.

Supongamos, por ejemplo, que se nos dé el sistema -hiperestaticamente
sustentado de la figura 217 @, e equilibrio bajo la accion de las cargas
P, (p=1, 2,..., n) y se nos pida reemplazar el empotramiento A, el
apoyo movil C y la articulacién fija D, por las reacciones incognitas hi-
perestaticas equivalentes.

Suprimiremos el empotramiento A (fig.217 b) y, en una chapa rigida,
solidariamente ligada al primer elemento A del sistema, aplicaremos segun
tres direcciones cualesquiera no concurrentes, tres fuerzas X;, X; y X3
cuyas intensidades incégnitas seran las componentes segfin las direcciones
de las mismas, de la reaccién que origina el empotramiento A. El sistema
con dicha chapa y las tres fuerzas X,;, X, y X3 aplicadas a la misma,
se encuentra en iguales condiciones de equilibrio que el sistema empo-
trado en A.

Anilogamente, suprimiendo el apoyo mévil C y colocando una fuerza
normal a su direccion, X4, igual a la reacecién que le es equivalente, como
asimismo, suprimiendo la articulacion fija D, y haciendo actuar en el
punto D, dos fuerzas X5 y Xg, de direcciones cualesquiera, y de intensi-’
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dades iguales a las componentes segiin las mismas de la reaccion equiva-
lente a dicha articulacién fija, tampoco queda alterado el estado primi-
tivo de equilibrio del sistema.

El sistema, pues, de la figura 217 b, isostaticamente sustentado y su-
Jeto a las cargas P, (p=1, 2, ..., n) y a las fuerzas de intensidades
incbgnitas X, (1=1, 2,:.., 6), se encuentra en las mismas condiciones
de equilibrio que el sistema hiperestaticamente sustentado de la figura

217 a.
1
\ "’ 67
Yy .

)]

(3)

Fra. 217

Las tres fuerzas X;, X, y X3, aplicadas sobre la chapa A son, por otra
parte, las fuerzas capaces de impedir que bajo la accién de las carpas P,,
se desplace dicha chapa, o lo que es equivalente, la seccién de arranque
A del sistema. Anélogamente la fuerza X,, es la capaz de impedir que
el punto C, durante la deformacién que originan las cargas P, se des-
place normalmente a la direccién del apoyo mévil respectivo. Finalmente
las fuerzas X5 y X son las capaces de obtener que el punto D perma-
nezca inmévil durante dicha deformacién.

361. — En muchos casos no es necesario poner en evidencia, como fuer-
- zas exteriores, la totalidad de las incégnitas que corresponden a un vincu-
lo externo.
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Asi, por ejemplo, si en el sistema de la figura 218 g se quiere unica-
mente poner en evidencia la proyeccién de la reaccién en la articulacién
en B sobre la direccién zz, convertiremos dicha articulacién en un apoyo
movil de esta direceién (fig. 218 b), reemplazando el vinculo suprimido
por la fuerza incdégnita X que actiia segin la misma direccién, fuerza
que debe ser la capaz de impedir que, durante la deformacién debida a
las cargas P, el punto B experimente los desplazamientos que permite
dicho apoyo.

Fia. 218

Anilogamente, si de las tres incégnitas que corresponden al empotra-
miento A del sistema representado en la figura 219 @, se quiere poner
en evidencia solamente una, se podra articular el sistema en el punto 4
(fig. 219b) y sobre una chapa S, ligada al primer elemento A4, aplicar
la reaccién hiperestitica X, -capaz de impedir la rotacién que bajo la
accion de las cargas P, esta chapa experimentaria en torno a dicha
articulacion.

En igual forma, si se desea poner en evidencia dos de dichas reacciones
ineégnitas, dotariamos el punto A de un apoyo mévil segin una direc-
cién cualquiera (fig. 219 ¢) y aplicariamos una fuerza X, paralela a esta
direccién, capaz de anular el desplazamiento que, segin la misma, dicho
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punto experimentaria bajo la accién de las cargas. Ademés, sobre la
chapa S,, ligada al primer elemento aplicariamos una nueva fuerza X,
capaz de impedir que la misma gire en torno a A bajo dicha accién de
las cargas. El sistema de la figura 219 ¢ se encontraria evidentemente
en las mismas condiciones que el de la 219 @, puesto que no pudiendo
trasladarse el punto A a causa de la fuerza incdgnita X,, ni girar la
chapa S, por efecto de la X;, el primer elemento A permaneceria em-
potrado.

Fi1a. 219

Por otra parte, no es indispensable que el apoyo moévil esté ligado al
punto A4, pudiendo estarlo a cualquiera de la chapa S,. En efecto; el
sistema representado en la figura 220 @, es evidentemente equivalente al
de la 219 a, puesto que estando sujeta la chapa S, al vinculo del des-
plazamiento idéntico por causa de los tres apoyos moéviles 4;, 4; y As,
€l primer elemento A, no puede experimentar ningin desplazamiento, o
lo que es lo mismo, permanece empotrado. Ahora bien, si suprimimos los
apoyos moviles A; y A, (fig. 220b), poniendo en su reemplazo fuerzas
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incbgnitas X; y X, capaces de impedir los desplazamientos que segiin
sus respectivas direcciones experimentarian los puntos 4; y A, de la
chapa S4 durante la deformacién debida a las carpas P,, el nuevo sis-
tema sera también equivalente al de la figura 219 a.

Fia. 220

362. — Consideremos, ahora, un sistema de reticulado eon barras super-
abundantes (fig.221a), en equilibrio bajo un conjunto de cargas P,
(p=1, 2,..., n). Si cortamos una de las barras superabundantes, la
M-N por ejemplo, y en los extremos € y C” (fig. 221 b), aplicamos fuer-
zas T, iguales y de sentido contrario, equivalentes a la tension que las
cargas P, originan en la misma, el equilibrio primitivo, evidentemente,
no alterara.

Las fuerzas T, que implican una sola incégnita, desde que sus intensi-
.dades son iguales y de signo contrario, trasmiten su accion al resto del
reticulado por intermedio de los dos trozos de barra CM y C’N, y los
desplazamientos que bajo las cargas P;, experimentan sus puntos C y C’
-de aplicacién, son iguales a los que, en virtud de la deformacion propia-
mente dicha del sistema, corresponden a los nudos M y N compuestos
respectivamente, con los alargamientos o acortamientos que experimentan
-dichos trozos de barra CM y C’N. .

Por comodidad, supondremos hecho el corte en uno de los nudos, el M
por ejemplo, y representaremos esquemiticamente el sistema resultante
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en la forma indicada en la figura 221 ¢. Una de las fuerzas T actda
directamente en el nudo M y el desplazamiento de su punto de aplicacién,
en una deformacién cualquiera, sera el que experimenta directamente
dicho nudo. La otra fuerza T se aplica al nudo N por intermedio de un
resorte N'N, que posee igual deformabilidad que la barra MN, es decir,

FI.G. 221

que, llamando s la longitud de la barra NM y Q su seecién, bajo la
accién de fuerzas T experimenta alargamientos

As = T'S
E Q

=T ¢

iguales a los que experimentaria esta ultima. El desplazamiento del
punto N’ de aplicacién de la fuerza T, serd el que corresponde al nudo
N compuesto con el alargamiento de dicho resorte.
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Es evidente que el sistema de la figura 221 ¢, en el que se supone que
las fuerzas T tienen la intensidad de la tensién que en la barra MN ori-
ginan las cargas P, o sea la intensidad capaz de obtener que durante
la deformacion debida a dichas cargas la variacion de la distancia MN
sea igual al alargamiento o acortamiento del resorte N’N, es equivalente,
en cuanto a sus condiciones de equilibrio, al sistema dado (fig. 221a).

Procediendo en igual forma para las otras barras superfluas, podria-
mos eliminarlas, considerando las tensiones incognitas correspondientes
como fuerzas incognitas aplicadas al sistema isostatico resultante.

363. — Sea, finalmente, un sistema de celosia rigida (fig. 222a) en el
que sus barras constituyen sistemas de alma llena, con tensiones internas,
o caracteristicas, hiperestiticas. Si le aplicamos un conjunto de cargas
P,(p=1, 2,..., n), la accibn R, que, a través de una seccién cual-
quiera nn, la parte de la izquierda trasmite a la de la derecha, igual y
de sentido contrario a la R’, que esta ultima trasmite a aquélla, es esta-
ticamente indeterminable, segin sabemos.

(3)

,/Ic; R’ n o, I A
/
T R
R

Fia. 222

Si cortamos el sistema de alma llena, que -constituye la barra en cues-
tién, segin la seccidn nn y sobre chapas rigidas ligadas a los extremos
-C y C" (fig. 222b) del corte efectuado, aplicamos fuerzas opuestas, B
y R’ de intensidad igual a la reaccién incégnita buscada, el equilibrio
subsistird. Las fuerzas B y R’ tendrian la intensidad y recta de accién
requeridas para impedir que durante la deformacién debida a las cargas
P, , las chapas C y C’ experimenten desplazamiento relativo alguno.

La fuerza R de la chapa C supone tres incégnitas hiperestiticas, que
elegiremos tomando las intensidades X,;, X, y X3 de sus componentes
segun tres direcciones cualesquiera no concurrentes. Es decir, para man-
tener el equilibrio, una vez efectuado el corte, sobre la chapa C tendremos
que aplicar tres fuerzas, X;, X, y X3, de intensidades iguales a las in-
c6gnitas buscadas y sobre la otra, (’, otras tres iguales y directamente
opuestas. Estos tres pares de fuerzas opuestas, se podrin considerar en



_— 24 —

el sistema que resulta al efectuar el corte, como fuerzas exteriores direc-
tamente aplicadas.

Si, como direccion de las tres componentes X;, X, y X3, elegimos la
recta en el infinito del plano, la paralela y la normal a la fibra media
en el punto de la misma correspondiente a la seccion en que se ha efec-
tuado el corte, sus intensidades incognitas (fig. 223) corresponderin a
las caracteristicas en dicha seccion, es decir, se vendra a tomar como in-
cégnitas hiperestaticas a calcularse, directamente el momento flector Of7
y los esfuerzos normal, 7, y tangencial, ‘G, en la seccién considerada.

25
Fia. 223
e 364. — En muchos casos no seri necesario tomar como fuerzas exterio-

res simultineamente las tres incégnitas, 9%, O7 y ‘@ que supone una
seccion de un sistema de alma llena, sino aisladamente una cualquiera
de ellas.

Para considerar un momento flector como fuerza exterior, bastara efec-
tuar un corte al sistema de alma llena en la seccién considerada, y articu-

Fi1a. 224

lar las partes asi obtenidas (fig. 224 a) en el punto A correspondiente
de la fibra media, aplicando sobre chapas rigidas solidariamente ligadas
con los extremos de dichas partes, dos cuplas de sentido contrario y de



intensidad absoluta igual al moment(; flector, U//, en la misma. El nue-
vo sistema asi obtenido se mantendri, evidentemente, en las mismas con-
diciones de equilibrio que el primitivo, puesto que las cuplas O/ ten-
dran la intensidad requerida para impedir las rotaciones relativas de las
secciones extremas, o de las chapas ligadas a las mismas, en torno a la
articulacion A. Esqueméiticamente representaremos este corte en la for-
ma indicada en la figura 224 b.

FiG. 225

Para poner en evidencia como fuerza exterior un esfuerzo normal 07,
haremos un corte en el sistema y articularemos las secciones extremas,

provenientes del mismo, en el punto en el infinito, O, ., de la normal a
la fibra media, correspondiente a la seccion considerada (fig. 225a),

(6)

07 B’

Q’Ccp Fia. 226

impidiendo las traslaciones relativas perpendiculares a dicha normal que
la articulacion en cuestién permite, o, en otros términos, manteniendo el
equilibrio, mediante las dos fuerzas 97 y 97’  aplicadas en los centros de
gravedad de las secciones extremas, como indican las figuras 225a¢ y b.
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Finalmente, para considerar un esfuerzo tangencial como fuerza exte-
rior, haremos, como en los casos anteriores, un corte en el sistema (fig.
226 @ y b) y articularemos las secciones extremas en el punto en el in-
finito, O:;,, de la tangente a la fibra media en la seccién considerada,
manteniendo el equilibrio, es decir, impidiendo las traslaciones relativas
normales a dicha tangente, que la articulacién permite, mediante las dos

fuerzas ‘@ y ‘©’, iguales y de sentido contrario.

@) & G

4}. :(‘.':b | 4}1 |

Fia. 227

365. Teorema. — Sea (fig. 227 @) un sistema cualquiera con G in-
cégnitas hiperestaticas correspondientes a vineulos internos y de sustenta-
cién, no sujeto a cambios de temperatura y sometido a un conjunto de
n cargas P (p=1, 2, ..., n). Suprimamos un nimero cualquiera G".
o la totalidad de sus vinculos superabundantes, reemplaziandolos por las
fuerzas o cuplas incégnitas que constituyen las reacciones equivalentes,
de acuerdo con el criterio establecido en los niimeros anteriores y como
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indica la figura 227 b. Designaremos, en general, por X;, la intensidad
de la fuerza, o cupla, o de una cualquiera del par de fuerzas o de cuplas,
que determina sin ambigiiedad, dichas reacciones correspondientes a los
vinculos suprimidos, es decir, que X; nos podri representar segin los
€asos:

1°) La intensidad de una fuerza, componente, segiin una direccién
determinada, de la reaccién debida a una sustentacidén;

2%) La intensidad de una cupla, componente segin la recta en el
infinito, de la reaccion debida a una sustentacion;

3°) La intensidad de una cualquiera de las fuerzas iguales y opues-
tas que constituye un esfuerzo normal o un esfuerzo de corte;

4°) La intensidad de una cualquiera de las cuplas iguales y de
sentido contrario que constituyen un momento flector,

5°) La intensidad de la tension en una barra de reticulado, tomada
de acuerdo con la convencién de signos adoptada en (136).

Suprimidos, pues, asi los G’ vinculos superabundantes, obtendremos un
sistema en equilibrio, hiperestatico o isostatico (*) sujeto a las cargas P,
(p=1, 2,..., n) directamente aplicadas y a las fuerzas o cuplas que
corresponden a las G incégnitas X; (¢ =1, 2,..., G'), considerados como
fuerzas exteriores.

Consideremos, ahora, el sistema asi obtenido sin carga alguna, y siendo
Ui 53=1, 2,..., n) valores completamente arbitrarios, apliquémosle el
viguiente sistema de fuerzas (fig. 227 ¢)

Xi1=U; Xe=Us;...; X; =U;; Xo =Ug
P1=P2= =Pp= =Pn=0’

0 sea
X;=U;=1,2,...,G
P,=0(p=12,...,n),

es decir, demos valores arbitrarios Us (¢ =1, 2,..., G’) a las intensidades
de las fuerzas, cuplas, pares de fuerzas o cuplas, que constituyen las
incégnitas X; y supongamos nulas las cargas directamente aplicadas P,.
Supongamos determinada, ademés, la deformacién que ,en dicho sistema
isostatico, origina este estado de cargas y sean a, y a; los desplazamientos
correspondientes a las fuerzas P, e inebgnitas X, durante dicha defor-
macién, llamando desplazamientos correspondientes a las fuerzas P, a las
proyecciones sobre sus direcciones de los desplazamientos experimentados

(*) Isostético en el caso en que se considere como fuerzas exteriores la totalidad G de las inc6gnitas hiper-
estdticas del sistema.



por sus puntos de aplicacién y desplazamientos correspondientes a las
incégnitas X, a las proyecciones de desplazamientos absolutos o relativos,
0 a las rotaciones absolutas o relativas, que hay que determinar, segin
los casos, para formar productos escalares, con las fuerzas, pares de
fuerzas opuestas, cuplas o pares de cuplas opuestas que constituyen, es
decir, que a; representara:

1°) Si la incdégnita X; correspondiente es una fuerza, la proyeccion
sobre ella del desplazamiento experimentado por su punto de
aplicacion ;

29) Si la inebgnita X; es una cupla, la rotacién de la chapa en que
esta aplicada;

3°) Si la inecbégnita X; es la intensidad de una de las dos fuerzas
opuestas que constituyen un esfuerzo normal o de corte, la pro-
yeccién sobre la direccién de las mismas del desplazamiento
relativo experimentado por el punto de aplicacion de la fuerza
considerada con respecto al de la otra;

4°) Si la incbégnita X; es la intensidad de una de las cuplas de un
par iguales y de sentido contrario, la rotacién relativa de la
chapa en que actiia la cupla considerada, con respecto a la otra, y

5°) Si la inedgnita X; es la tensién de una barra, la variacion de
distancia de los puntos de aplicacién del par de fuerzas equi-
valehtes, con signo contrario para tener en cuenta lo que hemos
dicho en (352). con respecto al signo que resulta para el pro-
ducto escalar de una tensién de acuerdo con la convencién de
signos por nosotros adoptada.

Calculados, pues, segiin lo anterior los desplazamientos @, y a; corres-
pondientes a las cargas P, y a las incdgnitas X;, durante la deformacién
debida al estado X;, = U; (1 =1, 2,..., @), el producto escalar resultante
del sistema de cargas P, e incégnitas X, por los desplazamientos debidos
a dicha deformacién, es

@ n
ZX,-.a,-—l-.—ZP,, ap [a]
t=1 p=1

Si llamamos a¢, p+¢,, €l desplazamiento correspondiente a la fuerza
X;="Uq, en la deformacién del sistema considerado, debida al conjunto
de cargas P, e incognitas X;, el producto escalar resultante del sistema
de fuerzas correspondientes al estado de carga X, =U; (1=1, 2,..., &)
por los desplazamientos debidos a dicha deformacién, es

G'

Y Ui.aigra [b]

t=]
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En virtud de la ley de Betti, los productos escalares dados por las
expresiones [a¢] y Tb] deben ser iguales, es decir,

G’ n (e
Z X.-.a,- + Z P.,,.a,, = Z U;.a,-,(p“).
r=1

Pero, si X; (1=1, 2,..., @) representa, como hemos supuesto, las
intensidades de las incégnitas hiperestiticas correspondientes al estado
de cargas P,, los desplazamientos a; (5. 5), que corresponden a las incog-
nitas X;, durante la deformacién debida a las cargas P, y X;, deben ser
nulos, puesto que las intensidades de dichas inebgnitas X;, son precisa-
mente:

1°) Si X, es una fuerza, las capaces de anular la proyeccién sobre
su direccién del desplazamiento que experimenta su punto de
aplicacién durante la deformacién debida a las cargas P, ;

2°) Si X, es una cupla, las capaces de anular la rotacién que, du-
rante dicha deformacion, experimenta la chapa en que actia;

3°) §Si X, es la intensidad de una de las fuerzas de un par iguales
y de sentido contrario, las capaces de. anular la proyeccién so-
bre las mismas del desplazamiento relativo de sus puntos de
aplicacién experimentado durante la misma deformacidn;

4°) Si X, es la intensidad de una-de las cuplas de un par iguales
y de sentido contrario, las capaces de anular la rotacién rela-
tiva que, durante dicha deformacién, experimentan las chapas
en que estin aplicadas, y

5°) Si X, representa la intensidad de una tensién en una barra,
las capaces de anular la variacidén de distancia experimentada
durante dicha deformaciéon por los puntos de aplicacién del par
de fuerzas opuestas que la misma constituye.

Teniéndose, pues,
a;, (p+i) = 0,
y, por tanto,
¢
Z U,-.a,- @+d = 0)

i=1
la anterior expresién se convierte en

G n
Y Xi.ai+ Y, Ppoa,=0,
p=1

i=1

que nos dice que:
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Si en un sistema hiperestdtico cualquiera, en equilibrio bajo un eon-
junto de cargas y nmo sujeto a‘variaciones de temperatura, se suprime un
niumero también cualquiera de vinculos superfluos, reemplazindolos por
las reacciones hiperestiticas correspondientes, y, al sistema resultante se
da la deformacién debida a valores arbitrarios atribuidos a dichas incdg-
nitas, la suma de los productos escalares de las fuerzas exteriores apli-
cadas a este ultimo (cargas y reacciones incognitas de los vinculos su-
primidos), por los desplazamientos que les corresponden durante dicha
deformacion, es igual a cero.

366. Resolucién de sistemas hiperestaticos. — Consideremos un sis-
tema hiperestatico cualquiera de grado @, con vinculos superfluos internos
y de sustentacién, sometido a un conjunto de cargas P, (p =1, 2,..., n)
¥y no sujeto a variaciones de temperatura. Suprimamos la totalidad @
de sus vinculos superabundantes, reemplazidndolos por las reacciones hi-
perestaticas correspondientes y propongimonos determinar las G inecdg-
nitas X; (1 =1, 2,..., G) que éstas implican.

Apliquemos al sistema isostitico resultante al suprimir en la forma
dicha, los G vinculos superabundantes, el estado de cargas

X1=U1;X2=X3= =X,'=
P1=P2= =Pp

XG=0;
=P, =0,

es decir, demos un valor arbitrario U; a la intensidad, de la fuerza o
cupla, par de fuerzas o de cuplas opuestas, que constituye la primera
incégnita X; y supongamos nulas todas las incoégnitas restantes, asi como
las cargas directamente aplicadas P,. Tendremos en esta forma un es-
tado particular de cargas que llamaremos estado X; = U,, o estado X,
unitario (*). Determinemos, ademés, mediante algunos de los procedi-
mientos conocidos, elasticas o diagramas de Williot-Mohr, la deformacion
que, en dicho sistema isostatico, origina este estado de cargas y sean
respectivamente a,,; y @:,; los desplazamientos correspondientes a las car-
gas P, y a las incognitas X, (**). En virtud del teorema que, como
una consecuencia directa de la ley de Betti, acabamos de demostrar,
debera tenerse que

(¢} n
1=1 p=1

Aplicando, en igual forma, sobre el sistema hecho isostitico, sucesiva-
mente estados de carga Xo = U, Xg = Us,..., es decir, en general es-

(*) Porque, por lo general, se tomard para U; un valor igual a 1 t 6 1 tm, con el objeto de simplificar
los célculos.

(**) Entendiendo por desplazamientos correspondientes a las inobgnitas X¢ lo establecido en las p4zinas
24 y siguientes.
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tados de carga unitarios X; = U,, en los que se debe entender que se
aplica solamente una fuerza X; = U;, y determinando los desplazamientos
@p,y Y @4,y correspondientes a las cargas P, y a las incégnitas X;, du-
rante las deformaciones respectivas, obtendremos el siguiente sistema de
ecuaciones lineales

Qq n
EXi.ai,j-FZPp.ap,j:O (j=1,2?ooo,G),
=1

i=1

o sea, desarrollando,

r

Xl.a1,1+7{2.a2,1+ +XG.GG1+ZPp.ap,1=O
p=1

Xl.a1,2+X2.a2,2+ +XG.GG.2+ZPP.(1P,2=0
p=1

l[a] <
X1.a1,j+X2.l12,j+ +Xg.ag,j+ZP,.ap,,-=0
p=1

X1.a,g+ Xe. a2+ + Xg.ag.q¢+ Z P,.ap,6=0,
r=1

\

sistema que, por ser de tantas ecuaciones, @, como incognitas hiperesta-
ticas X; (1 =1, 2,..., G) nos resuelve el problema de la determinacién
de las mismas.

367. — Resumiendo, pues, el procedimiento que acabamos de obtener,
como una aplicacién directa de la ley de Betti, para la resolucién de los
sistemas hiperestiticos, o sea, para la determinacién de sus incbgnitas
superfluas, consiste en lo siguiente:

Se suprimen todos los vinculos superabundantes, internos y de susten-
tacion, convirtiendo el sistema dado en uno estiticamente determinado
mediante el reemplazo de los mismos por las reacciones superfluas co-
rrespondientes a las incégnitas X; (¢ =1, 2,..., G) a calcular. Se apli-
can sucesivamente estados de carga X;=U; (1 =1, 2,... @), es decir,
se supone, sucesivamente que, sobre el sistema isostatico resultante, sdlo
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actiie una fuerza X;=U; (j=1, 2,..., G) de valor arbitrario, y se
calculan los desplazamientos a,; y @i,; que, en las deformaciones origi-
nadas por dichas fuerzas U;, corresponden, respectivamente, a las .car-
gas P, y a las incbgnitas X;, y con ellos se forma el sistema [a] de
ecuaciones del niimero anterior, que resuelve el problema.

368. — Si, en el sistema anterior, en lugar de aplicar sucesivamente
estados de carga X; = U;, aplicaramos un estado en que diéramos simul-
tineamente valores arbitrarios a cada una de las incégnitas, es decir, un
estado

X1=U1’,X2=U§'...,Xj= j’,...,XG=I/rG’,

y llamaramos a, y a;’, los desplazamientos correspondientes a las cargas
P, e incégnitas X; durante la deformacién originada por el mismo, el
teorema del niimero (36¢5) nos daria

G n
Z‘ Xi.al + ), Pp.a) = 0. (a]
t1=1 p=1

Aplicando otro estado de cargas X; =U;” (=1, 2,..., G), obtenido
dando otros valores arbitrarios U;”, a las incognitas X;, llegariamos a
otra ecuacidén aniloga y asi, a cuantos quisiéramos. Parece, pues, a
primera vista, que es posible obtener un numero cualquiera de ecuacio-
nes, y que el sistema resultante, teniéndolas en mayor niumero que
inebgnitas, carece de solucién deteminada. No sucede asil, sin embargo,
siendo la solucién perfectamente determinada, pues las ecuaciones anilo-
gas a la [a] son una simple consecuencia de las [a] del ntimero (366),
resultando de combinaciones entre éstas — que son las tnicas indepen-
dientes — obtenidas sumando algebraicamente sus miembros multiplicados
por constantes determinadas.

En efecto; en el estado de carga anterior, la fuerza unitaria cualquiera
U/ origina desplazamientos @'5,;, y @'s,5, correspondientes a las cargas P,
y a las incognitas X, dados, en virtud del principio de la superposiciéon
de los pequenos efectos, por las expresiones

U/
I — . J
Q' p,j = Qp,;
U;
y _

N4

a’. ¢ mmm a. ..U_.J
)y — Y2 ]

U;

en las que ap,y ¥ a4,y son los desplazamientos andlogos debidos a la fuerza
unitaria U, aplicada en (366).
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Los desplazamientos debidos a todas las fuerzas Uy (j=1, 2,..., @)
seran, por tanto,

Q
’ ’ _
ap = Z Qp,j = Z apn
i=1

i=1 J

q
U
’
a; =Ea.,= Zam‘

Y
J
i=1 Jj=1 Uj

Sustituyendo en la [a] se tiene

G U ’ n G U ’
Z X Z @iyj 2 E apj—— = 0,

1=1 ij=1 7

expresién que resulta de sumar los términos X, . ai; y Pp . ap,y de las
J

[a] de (366), previa multiplicacién por los factores , como queriamos

demostrar.

La aplicacién del procedimiento expuesto en (366) conduce, por consi-
guiente, a las tnicas ecuaciones independientes posibles entre las incég-
nitas X;, y el problema tiene solucion perfectamente determinada.

369.— En cl nimero (366) hemos dicho que, para emplear el procedi-
miento en él expuesto, se suprimen todos los vinculos superabundantes,
convirtiendo el sistema dado en uno isostatico. Ello, sin embargo, no es
necesario, pudiendo emplearse el mismo método cuando s6lo se supriman
alguno o algunos de los vinculos, dejando hiperestatico el sistema resul-
tante, siempre que se sepa hallar las deformaciones que, en este ultimo,
originan los estados- unitarios de carga, correspondientes a los vinculos
suprimidos. Esto no se sabri, por lo general, efectuar, por cuya causa,
en la mayoria de los casos, sera indispensable suprimir todos los vinculos
superfluos, de modo a trabajar con un sistema isostatico.

Suponiendo, pues, que se pueda hallar dichas deformaciones del sistema
hiperestatico resultante, al suprimir sélo algunos vinculos superfluos (*),
veamos en qué forma aplicamos dicho procedimiento para la obtencion de
las incégnitas hiperestaticas correspondientes a los mismos. Sea, por ejem-
plo, el sistema hiperestatico de la figura 229 g, sujeto a las cargas P,
(p=1, 2,..., n), y propongdmonos determinar la incégnita T corres-
pondiente a la tensién de la barra MN. Suprimamos dicha barra, colo-
‘cando en su reemplazo, como indica la figura 228 b, mediante el resorte

(*) Caso que se presenta en el método de Mohr para la resolucién de las vigas continuas y en el de re-
ducciones sucesivas, aplicable a un sistema cualquiera.
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NN’, de deformacién equivalente a ella, el par de fuerzas 7, que constitu-
ye la tension en la misma, con lo que el equilibrio no quedara alterado.

(@) 6)
%,

Fia. 228

Siguiendo el procedimiento anterior, consideremos un estado de cargas
en que s0lo actiie un par de fuerzas opuestas (fig. 228 ¢)

T = U,

siendo U; un valor arbitrario (**), y determinemos la deformacion que
el mismo origina en el sistema hiperestatico resultante, cosa que supon-
dremos que sabemos realizar; sean ay,: los desplazamientos correspon-
dientes a las fuerzas P,, o sea, las proyecciones sobre ella de los
.desplazamientos experimentados por los puntos de aplicacion y d el des-

(*) Que, como ya hemos dicho, por lo general y para comodidad de los cdloulos, se tomard igual a la
unidad.
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plazamiento correspondiente a la tensién T, o sea la variacién de distancia

entre los puntos M y N’. El teorema del nimero (366), nos conduce a
la ecuacion

T.(—38+ ), Pp.ap. =0,

p=1
Y

en la que a 3 precede el signo negativo de acuerdo.a lo dicho en (352),
con respecto a la expresion del producto escalar de una tensidén. La
ecuacién obtenida nos permite hallar directamente el valor de la incég-
nita hiperestatica 7.

Si, procediendo en igual forma, suprimiéramos, uno a uno, los vinculos
superfluos del sistema en cuestiéon, y suponiendo siempre que supiéramos
hallar, en cada caso, en los sistemas hiperestiticos resultantes, las de-
formaciones debidas a valores unitarios de la incbgnita correspondiente
al vinculo suprimido, obtendriamos ecuaciones anilogas a la -anterior,
que nos darian, directamente; los valores de dichas incdgnitas, con lo que
el problema de la resolucion estatica del sistema dado se efectuaria con
suma comodidad.

Analogamente, si, en lugar de suprimir uno a uno los ¢ vinculos super-
abundantes, suprimiéramos simultineamente un ntmero cualquiera G’
de ellos, obtendriamos, aplicando sucesivamente G’ estados unitarios de
carga, X;=U; (=1, 2, ..., G), al sistema hiperestatico resultante,
G ecuaciones entre las incognitas consideradas, que nos determinarian
sus valores.

§ 5.— Aplicaciéon de 1a ley de Betti a la obtencion de
desplazamientos debidos a deformaciones de
sistemas planos. Teorema de Mohr

-

370. Esfuerzos auxiliares. — Al aplicar sobre un sistema isostatico o
hiperestitico un conjunto cualquiera de cargas, experimenta segin sa-
bemos, antes de llegar a la posiciéon de equilibrio, una determinada de-
formacién, durante la que sus diversos puntos sufren desplazamientos
absolutos y relativos, cuya determinacién es de interés practico en mu-
chos casos. Entre estos desplazamientos, cuya determinacién puede ser
necesaria, se encuentran los siguientes:

1°) Proyeccién del desplazamiento de un punto sobre una direc-
cién dada;

2°) Rotacién de una seccién de un sblido de alma llena, o, lo que
es equivalente, de una chapa rigida solidariamente ligada al
elemento correspondiente de fibra media;
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3°) Rotacién de la direccién de una barra de un reticulado. No
puede hablarse de la rotaciéon de una barra de un reticulado
debida a una deformaciéon del mismo, pues dicha barra se de-
forma durante ésta 1ultima. Los desplazamientos de la barra
pueden descomponerse: primero en un alargamiento o acorta-
miento y luego en una rotacion comyp si se tratara de una chapa
rigida. Esta tltima rotacion es lo que designaremos rotacion
de la direccién de la barra. Si en el nudo A (fig. 229) de una
barra articulamos una chapa que se apoye moviblemente sobre
su otro extremo B, es evidente que durante el alargamiento o
acortamiento de la barra, esta chapa no experimentari ningin
desplazamiento, y que la rotacién de la misma durante una
deformacién del reticulado serd precisamente igual a la rota-
cién de la direccién de la barra;

Fra. 229

4°) Proyeccion, sobre la direccién de dos puntos, del desplazamien-
to relativo de los misfnos, que da, salvo el signo, la variacién
de la distancia entre ellos;

9°) Rotacién relativa entre dos secciones de un sistema de alma
llena, o, lo que es equivalente, entre dos chapas ligadas solidaria-
mente a los elementos correspondientes de las fibras medias, y

6°) Rotacion relativa de las direcciones de dos barras de un reticu-
lado, o lo que es equivalente, de dos chapas anilogas a las S de
la figura 229, vinculadas con dichas barras.

Designaremos, en general, estos desplazamientos a calcular con la letra
a, que podra representar, por tanto ya una proyeccién de desplazamiento,
ya una rotacién de una chapa, ya la proyeccién de un desplazamiento
relativo de un punto con respecto a otro, ya la rotacién relativa de una
chapa con respecto a otra.
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Para la obtencion de estos desplazamientos se requiere, segiin el teo-
rema de Mohr, que demostramos en el niimero siguiente, hallar la defor-
macidn del sistema debida a fuerzas, o cuplas, o pares de fuerzas opues-
tas o pares de cuplas opuestas, segiin los casos, convenientemente elegidas
Yy de intensidad arbitraria, fuerzas, cuplas, pares de fuerzas opuestas o

(3a)

pares de
esfuerzos

o (6)

A

8 -Q

Fra. 230

cuplas opuestas. que designaremos con el nombre genérico de
auziliares. La eleccion de estos esfuerzos auxiliares se hara

de acuerdo con lo que a continuacién se indica:

19)

29)

3°)

Si se trata de calcular la proyeccién sobre la direccion zz (fig.
230 a) del desplazamiento experimentado por un punto cual-
quiera A, se aplicard en el mismo una fuerza de intensidad

arbitraria U y direccién zz;

Fia. 231

Si se trata de calcular la rotacién de una seccion mm (fig. 230
b), de un sistema de alma llena, o, 1o que es lo mismo, de una
chapa 8 ligada al elemento correspondiente de fibra media,
se aplicarid en esta chapa una cupla cuya intensidad arbitraria
designaremos en general, también por U;

Si se trata de calcular la rotacién experimentada por la direc-
cién de una barra AB (fig. 231) de un reticulado, se aplicara,
sobre la chapa 8 vinculada en la forma que indica la figura, una
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cupla de intensidad arbitraria U, cupla que transmitird a los
dos nudos A y B del reticulado dos fuerzas normales a la direc-

cién de la barra AB, de igual intensidad absoluta

U
S

)

' P

en la que s es la longitud de la barra;

4°) Si se trata de hallar la proyeccién sobre la recta zx, que une
los puntos 4; y 4, (fig. 232a), del desplazamiento relativo
del primero, con respecto al segundo, se aplicara en dichos pun-
tos fuerzas opuestas U y — U, de intensidad arbitraria;

FiGc. 232

59) Si se trata de hallar el desplazamiento relativo de la seccién
mymy (fig. 232 b), con respecto a la msm, de un sistema de
alma llena, o, lo que es lo mismo, la rotacién relativa de las.
chapas S; y S, ligadas a los elementos de fibra media corres-
pondientes a dichas secciones, se aplicara sobre estas ultimas.
dos cuplas U y — U, iguales y de sentido contrario, de inten-
sidad cualquiera, y

6°) Si se trata de determinar la rotacién relativa de la direccion
de la barra A:B; (fig. 233), con respecto a la de la A.B, de
un reticulado, se aplicard en las chapas 8; y S, vinculadas a
las mismas como indica la figura, dos cuplas U y — U, iguales.
y de sentido contrario.

371. — Cualquiera de estos esfuerzos auxiliares queda determinado en
intensidad por un unico dato, puesto que cuando estan constituidos por
un par de fuerzas o cuplas, éstas son iguales y de sentido contrario. Los
designaremos, en general, como queda dicho, por la letra U, cualquiera
que sea su naturaleza, que representara indistintamente la intensidad de
la fuerza, de la cupla, o de una de las fuerzas o cuplas opuestas que los.
constituyen.
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Representaremos, también, con una misma letra @, la intensidad del
desplazamiento a calcular, debiendo entenderse que a representa la inten-
sidad del desplazamiento de un punto o de la rotacién de una chapa segin
que U sea una fuerza o una cupla. Anilogamente, cuando a represente
la proyeccion sobre la direccion de dos puntos del desplazamiento relativo
de uno de ellos con respecto al otro, o la rotacion relativa de una chapa

Fia. 233

'con respecto a la otra, U dara la intensidad de una del par de fuerzas
o de cuplas opuestas que constituye el esfuerzo auxiliar correspondiente,
precisamente de la aplicada sobre el primer punto o sobre la primera
chapa.

Segin esto, el producto escalar de un esfuerzo auxiliar cualquiera U,
por el desplazamiento @ que le corresponde durante la deformacion que
las cargas originan en el sistema, sera en valor y signo igual a U.a.

372. Teorema de Mohr. — Sentado lo anterior, consideremos un sis-
tema cualquiera, isostatico o hiperestético,‘sobre el que actia un conjunto
de n cargas P, (p=1, 2,...,m) y propongdmonos determinar un despla-
zamiento, @, cualquiera, producido durante la deformaciéon debida a las
mismas, desplazamiento que podra ser tanto la proyeccion sobre una di-
reccién dada de un punto determinado o la rotacion de una chapa, como
la proyeccion sobre la direccion de dos puntos de su desplazamiento rela-
tivo, o la rotacién relativa de dos chapas.

Apliquemos sobre el sistema el esfuerzo auxiliar U, correspondiente, de
acuerdo con lo establecido anteriormente, al desplazamiento a calcular
y sean aps (p =1, 2,..., n) los desplazamientos que durante la defor-
macién originada por el mismo corresponden a las carpas P,. Si con-
\sideramos, por un lado, el estado de carga U y por el otro el P,, como
el desplazamiento que este Gltimo origina segiin la direccién de aquél, es,



precisamente el ¢ a calcularse, se tendra en virtud de la ley de Betti que

n
=Y P,. 0y,
p=1

P
= "5‘ 2=: p + Opyuy [a]

expresion del teorema de Mohr que nos dice que:

El desplazamiento absoluto o relativo, de puntos de un sistema eldstico,
o chapas rigidas vinculadas con el mismo, debido a un conjunto de car-
gas que sobre él actita, es igual al producto escalar de estas cargas por'
los desplazamientos originados por el esfuerzo auxiliar correspondiente,
dividido por la intensidad de este esfuerzo auziliar.

373. — La aplicaciéon del teorema de Mohr para el cilculo de despla-
zamientos fluye inmediatamente de lo anteriormente expuesto.

Es evidente, ademas, que la deformacion debida a un esfuerzo auxiliar
U, permite caleular el desplazamiento correspondiente debido a cualquier
estado de cargas del sistema. Bastara, en efecto, reemplazar en la [a]
del nimero anterior las nuevas cargas P, del sistema de cargas que se
considere, y los desplazamientos a,,, que les correspondan en dicha de-

formacion.

§ 6. — Aplicacion de la ley de Betti a la determinacion de las
reacciones de vinculo superfluo debidas a dilataciones térmicas,
de fragiie, higrométricas, etc.

374. — Consideremos un sistema hiperestatico, con G vinculos super-
fluos, que experimenta una variacién cualquiera, uniforme o no, de tem-
peratura (u otra variacién de forma debida a cambios higrométricos, de
fragiie, etc.). Ya hemos dicho que este cambio de forma origina reacecio-
nes de vinculo hiperestatico Xy,: (2 =1, 2,..., G) que nos proponemos
determinar.

Suprimamos los vinculos superfluos y calculemos los desplazamientos
a, (2=1, 2,..., G) que en correspondencia a los mismos el ecambio
dado de temperatura originaria en el sistema isostitico resultante. Si hu-
bieran subsistido los vineulos superfluos estos desplazamientos hubieran
sido nulos, originidndose las reacciones Xy,:, que son, por tanto; el
conjunto de fuerzas capaces de anularlos, o sea, el conjunto de fuerzas

capaces de producir en el sistema isostitico una deformacién tal que
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correspondan a los mismos desplazamientos valores precisamente iguales
a los — ay,;.

Ahora bien, si segiin una cualquiera de las incognitas X;, hacemos
actuar una fuerza arbitraria U; y determinamos los desplazamientos a,;
que corresponden a las G inecdgnitas, entre este estado U;, de cargas
vel Xit 01=1,2,..., @), la ley de Betti nos conduce a la expresién

G
Ui (—aj) = Y, X . 0ij

1=1

e,
E Xiy.a,;+ Uj.aje = 0.
i=1
Haciendo actuar sucesivamente G estados de carga U; (j =1, 2,..., &),
obtendremos, en igual forma, el siguiente sistema de G ecuaciones entre
las @ incdgnitas X;,;

‘i Xit.00i+Uj.a;,=0 (G =12,...,G), [a]
0 sea, o
( X1 @ + Xogazy + + Xge.061a +Ur. a1 =0
Xi,e. a2 + Xy a2y0 + + Xgi.0g2 + Uz. a2 =0
[a'] {.

| Xue. 01,9 + Xop . 2,6 + + X - ag¢ + Ug . agn = 0,

que nos permite determinar sus valores.
Los coeficientes a;,;, desplazamientos originados por los estados uni-
tarios de carga U; (j =1, 2,..., G) son, por otra parte, los mismos que

intervienen, segiin la [a] de (366) en la determinacién de las incégnitas
hiperestaticas debidas a un estado cualquiera de cargas.

375. — Si en un sistema hiperestatico actiia un conjunto de cargas P,
(p=1, 2,..., n), y al mismo tiempo se produce un cambio de tempera-
tura, se calculard independientemente las reacciones hiperestaticas X y
X,,¢, correspondientes y las reacciones totales seran, en virtud del prin-
cipio de la superposicion de los pequenos efectos,

X."=X,'+X,',g (’I:=1,2,...,G). [a]

Pero, si se quiere calcular directamente estas reacciones resultantes
X/, nos bastarid sumar miembro a miembro las ecuaciones correspondien-

tes del sistema [a] del ndmero anterior con los del [a] de (366)-
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Se tendri asi

(¢} n
Y, Xi+ X ani+ Y, Pp.api+Uj.a;,, =0 (Gi=1,2...,4),

v

o, de acuerdo a la [a],
ZXt" ai;i+AZ Pp.ap;+ Uj.a;,0 =0 G=L.2...,G), [b]
1=1 p=1

sistema de G ecuaciones entre las G incégnitas X/, que nos da, preci-
samente, sus valores.

EJERCICIOS DEL CAPITULO IV

I. — Aplicaciéon de la ley de Betti a la resolucion de sistemas hiperestaticos

Datos. — Se da el sistema de triangulado simple representado en la 14mina VII, isost4ticamente susten-
tado, pero con un vinculo interno superfluo, constituido por la barra AB= 0-20. Las longitudes 8; y sec-
ciones Q; de sus barras, asi como los coeficientes de alargamiento

83

e = ,

E Q;
CUADRO Ne 1
Barea i 8,j Qi,j &,j = E—s’é? T',5 Asj,j=T'ij. ¢i,j
m m? 1076¢"1m t 107¢m
0-1 ; 19-20 2,00 0,0022 45,5 + 2,80 + 127
0-2 ; 18-20 2,30 0,0020 57, — 3,27 — 188
1-2 ; 18-19 0,70 0,0010 35,0 0 0
1-3 ; 17-19 2,00 0,0022 45,5 + 2,80 + 127
2-3 ; 17-18 1,90 0,0010 95,0 0 0
24 ; 16-18 2,40 0,0020 60,0 — 3,27 — 196
34 ; 18-17 1,40 0,0010 70,0 0 0
3-5 ; 15-17 2,00 0,0022 45,5 + 2,80 + 127
4-5 ; 15-16 2,00 | 0,0010 100 —0,73 — 73
4-6 ; 13-16 2,90 0,0016 90,6 —2,93 — 265
5-6 ; 13-15 2,90 .| 0,0010 145 + 0,50 + 72,3
5-7 ; 14-15 3,40 0,0015 113 + 2,10 + 237
6-7 ; 13-14 3,70 0,0010 185 — 2,27 — 420
6-8 ; 12-13 3,40 0,0015 113 + 1,80 + 181
6-9 ; 11-13 2,80 0,0010 140 — 3,67 — 514
7-8 ; 12-14 3,00 0,0015 100 — 1,80 + 180
89 ; 11-12 2,60 0,0010 130 —1,83 — 238
, 810; 10-12 3,00 | 0,0015 100 + 3,42 + 342 R

9-10; 10-11 2,60 0,0010 130 0 0

9-11 3,00 0,0010 150 — 4,43 + 664

0-20 18,00 | 0,0010 900 + 1,00 — 900
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\

e oconsignan en el cuadro Ne 1, en el que se ha adoptado para el méduio ae elasticidad del acero dulce de
qQue se supone construido el sistema, un valor

E = 20 X 10° tm™%

Se pide resolver los siguientes problemas:

1. — Hallar la tensién hipereststica X1 = Te-, que, en la barra superflua 0-20, originan las cargas verti-
cales P (1 = 1,2,...,5) representadas en la lémina.

Se ha comenzado por poner en evidencia dicha inc6gnita hiperestdtica X1, para lo que se ha suprimido
la barra 0-20 y del par de fuerzas que constituyen la tensién equivalente, una se ha aplicado directa-
mente al punto 4, y la otra al punto B por intermedio del resorte B'B, de igual coeficiente de alarzamiento
que el ec20 de dicha barra.

Segtin lo establecido en (366), si se aplica un estado de carga unitario X; = Uy = 1 t, es decir, si sobre el
sistema hecho isostético no se aplica més que este par de fuerzas iguales en valor absoluto a U, y‘ de sizno
contrario, y se determinan los desplazamientos api Y 41,1 que corresponden, en la deformacién del sistema
debida a dicho estado de carga, respectivamente a las fuerzas P;i y a la incégnita X1, deberd tenerse que

5
Xia11 + Z Pi.ap,s =0,
1=1
o, recordando que, segtin (352), el desplazamiento correspondiente a la tensi6én incégnita X1 = To-20, esth
dado por la variacién de distancia 3 entre los puntos A y B’ con signo contrario, que

5
Tos. (—3) + Z Pi.api=0
~
\
LS
To-2= _5- -Zl Pi.ap,‘i. [a]
3 =

expresién que nos da el valor de la inc6gnita buscada.

Para obtener los desplazamientos api y 3 que figuran en la anterior expresi6én, se ha calculado la defor-
macién del sistema debida al estado unitario de cargas X1 = Ui. Mediante un diagrama de Cremona,
en la ldmina se han obtenido las tensiones 7"¢,j en las barras del sistema, originadas por dicho estado de
carga, que se coneiznan en el cuadro No 1, en el que asimismo se calculan los alargzamientos,

Asjj = TG, &,j
de las mismas barras.

Con estos elementos se ha construido en la l14mina un diagrama de Williot-Mohr de dicha deformacién,
comenzando por suponer que el sistema esté empotrado en el punto C, medio de la barra 9-11, situado sobre
el eje de simetria.

Llevando a partir del polo p = C,,, vectores p 94y y p 11,, iguales en valor absoluto a la mitad del alar-

—_— —>
gamiento Asg-11 de la barra 9-11, se han obtenido loe puntos 9,, y 11,,; trazando por ellos normales res-
pectivamente a las barras 9-10 y 11-10, se ha hallado en su intersecci6n el punto 10,,, y, prosiguiendo en
la forma conocida, se han obtenido los puntos 8,,, 7,, 64p..., de la mitad izquierda del sistema. Los puntos
12,,, 134,... de la mitad derecha se han obtenido directamente de los anteriores por simple simetria con
respecto a la vertical de p= C,,.

Para llevar el sistema asf deformado a las condiciones de sustentacién, se requiere darle un desplazamiento
como si se tratara de una chapa rigida, y se sabe que 8i se da un desplazamiento igual y de sentido contrario
al mismo, los vectores que van de los puntos del nuevo Williot a los del primitivo dan los desplasamientos
resultantes del sistema en sus condiciones de sustentacién. En el caso de que se trata, el vector que va del
punto A, del nuevo Williot al A,, del primitivo debe ser nulo, desde que el punto A permanece inmévil,
es decir, A,/ = A,,. Por otra parte, como el punto B por las condiciones de sustentacién debe desplazarse
horizontalmente, el punto B,,” debe encontrarse en la horizontal A,, By, de By; a su ves como el Williot
de la recta AB, en el desplazamiento rigido que se busca, debe ser una normal a la misma, el punto B,,’
deber4 encontrarse a su vez sobre la vertical que pasa por A,,’. En el nuevo Williot coinciden, pues, los
puntos 4, y B,,’, es decir, que el desplazamiento rigido requerido para llevar el sistema a las condiciones
de sustentacién es una traslacién, desde que los desplazaumientos de dos de los puntos, A y B, son iguales.
El nuevo Williot buscado se reduciré, por tanto, a un punto, congruente con el A,,, y los vectores que van
del hismo a los puntos del Williot primitivo proporcionan los desplasamientos resultantes del sistema en
las condiciones dadas de sustentacién, es decir, dicho Williot primitivo referido al punto p’'= Ay = A,’
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como polo, da los desplazamientos resultantes debidos a la deformacién del sistemsa en sus condiciones de
sustentacién.
Obtenido asf este Williot, se han proyectado sobre la direccién vertical de las fuerzas P;, Ps,... los vec-

—_—

tores p'7.p, '8¢ .., desplazamientos de los nudos 7, 8,... halldndose los segmentos 0p7p, 0p8p,..., Que,
—_ —>
100 X 107 m
cm
dientes a dichas fuersas que figuran en la [a]. En el cuadro N° 2 se consignan estos segmentos directamente

lefdos en centimetros en la 14mina, es decir, las magnitudes ap, (cm), ap, (cm),... En el mismo cuadro
. 5

lefidos en la eacala del Williot, nos dan los desplazamientos ap,, ap,,..., correspon-

se calcula la sumatoria Z P¢.api (cm). Llevando ahora, a partir de B,, un vector B,, B,,

—
t=1
CUADRO Ne 2
P; ap: (cm) P; . ap: (cm)
Y
t cm tcm
1 3,6 —44 — 15,8
2 7.2 —6,9 — 49,6
3 7,2 — 8,0 — 57,6
4 7.2 — 6,9 — 49,6
5 3,6 —4.4 — 15,8
5
Z P, api (cm) = —188,4 tcm
i =

equipolente del alargamiento experimentado por el resorte B’B bajo la accién de la fuerza Uy = 1¢ (alar-
gamiento Aseo-20, consignado en el cuadro Ne 1), se ha obtenido el punto B,,’. La variacién de distancia 3
entre los puntos A y B’, que es el desplazamiento correspondiente a la incégnita X1, est4 dada por el seg-
mento p B,,’, que en valor absoluto y leida directamente en centimetros en la l4mina, es

[3 (cm)] = 21,3 cm.

Por otra parte, moviéndose el punto B’ hacia la izquierda, se aproxima al punto .A fijo, es decir, se trata
de un acortamiento o variacién negativa de distancia, o sea

3 (em) = — 21,3 cm.
100 X 1078 m . .
Observemos, ahora, que siendo la escala del Williot, la [z] se puede escribir
m
¢ e
5 -
1 100 X 107°m
To2 = — Z Ps . ap; (cm) -
100 X 107¢m cm
3 (cm) . i=1 -
cm

1 5
T T B Pieori e
1=1

es decir, que para calcular el valor de T'¢-20 se puede, en lugar de utilizar los desplazamientos efectivos 2,
Yy api, hacer uso de los nmeros 3 (cm) y api (cm), que le Bon proporcionales y que resultan de leer directa-
mente en centimetros los segmentos que en el Williot representan a dichas magnitudes; sustituyendo los
valores obtenidos, resulta, pues,

To-co = X (—188,4tcm) = 8,84 t,

—21,3cm

oon lo Que queda resuelto el problema propuesto.
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2. — Hallar la tensién hiperestitica T o-20 que en la barra superflua 0-20 originan las cargas -oblicuas F;
(i =1,2,...,5) representadas en la ldmina.

Como en el caso anterior se tiene que el valor de 7”¢-20 es

1 5 1 5
T'o20 = — Fi.aff = ——— Fi.afi '
1= s=1

en la que 3 (cm) y af; (cm) son, respectivamente, los segmentos lefdos en centimetros que en el Williot ante-
riormente trazado, debido a la deformacién del sistema bajo la accién del estado de cargas X1 = U), co-
rresponden a la incognita TV¢-20 y a las cargas Fs. El primero ya ha sido obtenido para la resolucién

CUADRO Ne 3

. F3 s (cm) Fi.agp (cm)
t cm tcm
1 1,8 19 34
2 2,85 14 40
3 2,25 11 24
4 2,25 9 20
5 1,12 ‘6 7
5
Z Fi.afi (cm) = 125t cm
1=1

del ejercicio anterior y los segundos se consignan en el cuadro N 3, en el que, a su vesz, se calcula la suma-
toria que figura en la expresién anterior. Sustituyendo valores, resulta

1
’ _— ————— D ee—
T 020 —213om X 125t cm 585 ¢t.

Como se ve, el Williot correspondiente al estado X1 = U, da los desplazamientos requeridos para el cdlculo
de la tensi6n superflua, To-20, correspondiente a cualquier estado de cargas.

3. — Calcular las tensiones que en las barras del sistema originan las cargas verticales P§ (i=1,2,...,5).
8i 77;,j es la tensién que en la barra 1,5 del sistema hecho isostético, origina el valor de la tensién super-

flua To-10 = Ui, para la intensidad de esta Gltima de 8,84 t toneladas calculada en el ejercicio (1), corres-
ponderd una tensién

4

T'4,j
1

8,84t = 8,84 T3 j.

—

8i, por otra parte, ?‘:,j es la tensién que en la misma barra originan las cargas verticales en el sistema hecho
isostdtico, mediante la supresi6n de la barra superflua 0-20, las tensiones resultantes en el sistema hiper-
estético serdn, evidentemente,

T*;,5 = Ts,5 + 8,84 Ts,5.

Las tensiones T';,j ya han sido obtenidas para la resolucién del ejercicio (1) y se consignan en el cuadro
Ne 1. Las T,j se calculan en la 14mina mediante un diagrama de Cremona. En el cuadro N° 4 se agrupan
ambas series de tensiones y se calculan, de acuerdo con la anterior expresién, las resultantes del sistema
hirerestdtico, T*¢j, pedidas.
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CUADRO Ne 4
T;j 8,84 T';,j T*i,j=Ti,j+8,84 T'3,j
Barra 1,j

t t t
0-1 ; 19-20 —29,6 + 24,7 — 49
0-2 ; 18-20 + 16,7 — 28,9 —12,2

1-2 ; 18-19 0 0 0
1-3 ; 17-19 —29,6 + 24,7 — 4,9

2-3; 17-18 0 0 (]
2-4 ; 16-18 + 16,7 — 28,9 —12,2

3-4 ; 16-17 0 0 0
3-5; 15-17 — 29,6 + 24,7 — 4,9
45 ; 15-18 + 3,80 — 6,45 — 2,65
4-6 ; 13-18 +15 —259 — 10,9
5-6 ; 13-15 — 2,60 + 4,42 + 1,82
5-7 ; 14-15 —25,8 + 18,6 — 7,20
6-7 ; 13-14 + 23,8 —20,1 + 3,70
6-8 ; 12-13 —24,8 + 14,1 —10,7
69 ; 11-13 + 31,2 —32,4 — 1,20
7-8 ; 12-14 —19,8 + 15,9 — 3,90
89 ; 11-12 + 19,6 — 16,2 + 38,40
8-10; 10-12 — 40,0 + 30,2 — 9,80
9-10; 10-11 — 4,40 0 — 4,40
9-11 + 42,4 — 39,2 + 3,20

II. — Aplicacién de la ley de Betti (teorema de Mohr) a la obtencién
de desplazamientos debidos a deformaciones

Datos. — Se da el sistema hiperestitico de reticulado tratado en los ejercicios anteriores y represen-
tado nuevamente en la l4mina VIII. Se pide resolver los siguientes problemas:

1. — Calcular la proyeccién 8obre la direccién de la recta xx del desplazamiento que el nudo 13 expersmenta
bajo la accién de las cargas verticales P; (1 =1,2,...,5).

De acuerdo a lo visto en (372) se tiene que aplicar en el nudo 13 y segdn la direccién zz del desplasa-
miento a buscar, un esfuerzo auxiliar U y calcular los desplazamientos ap:, que en la deformacién debida
al mismo, cqrresponden & las fuerzas Pj, y el desplazamiento pedido estar4 dado por la expresién

1 5
o =0 2 Pi.ap; {al
1=1
Aplicado, pues, un esfuerzo auxiliar U = 1 ¢, originar4 en la barra 0-20 una‘tensién 7"’o-30 dada por la

expresi6n
T"¢20.(-2(cm)) + U.azu (cm) =0

U.az,u (cm)

Tll an
0-20 > (om)

siendo 3 (cm) y az,u (cm) los desplazamientos leidos en centimetros que durante el estado de carga Ui = 1.
(aplicado en la l4mina VII) corresponden respectivamente a la incognita 7"/¢-30 ¥ a la fuersa auxiliar U.
El primero ya ha sido obtenido en el ejercicio anterior; en cuanto al segundo, del diagrama de Williot-Mohr
de la ldmina VII, se deduce que su valor es

Gz.u = 4,4 om.
Sustituyendo estos valores en la anterior ge tiene que

1t X 4,4cm
—21,3om

T gegom = — (0,204 t.
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Las tensiones T'*;,;j que en las barras 1,j del sistema hiperestético origina el esfuerzo auxiliar U serén

por tanto,
T, .
« T'o20 = T, — 0,204 T'4,5.
U

T*;j = Tij +

en la que T";,j son las tensiones obtenidas en el ejercicio anterior para el estado dée carga Ui = 1 {, que

se consignan en el cuadro N¢ 1 del mismo, y T4,j las tensiones que en el sistema hecho isostdtico mediante
la supresién de la barra superflua 0-20, origina el esfuerzo auxiliar U = 1 t. Estas Gltimas se han obtenido
en la l4mina VIII mediante un diagrama de Cremona y se consignan en el cuadro N° 1, en el que se calculan
adems4s, las tensiones resultantes T*;j, asi como los alargamientos Asj,y de las barras respectivas, que les.
corresponden. -

Con estos elementos se ha construido en la 14mina VIII un diagrama de Williot-Mohr de los desplaza-
mientos correspondientes a la deformacién debida al esfuerzo auxiliar U = 1 t, tomando como polo el panto
» = C,, y suponiendo, primeramente, que el sistema esté empotrado en el punto medio C de la barra 9-11.
Llegado al punto 20,,, correspondiente al nudo B = 20,,, se ha agregado el vector 20,,20,," representativo.

—_—
del alargamiento de la barra AB; el punto 20’,, viene a corresponder, pues, al extremo A de dicha barra
una vez efectuada la deformacién (o al punto B’ de la 14mina VII extremo del resorte B’B equivalente a
la barra AB) y, si no se ha cometido error, la variacién de distancia entre el mismo y el A (contada segtn
la direccién horizontal que las une) debe ser nula, lo que se verifica, pues el punto 20’y, ha resultado sobre
la vertical del A’,,.

Para obtener los desplazamientos del sistema ya deformado, en sus efectivas condiciones de sustentacién,
debemos cdnstruir, segtin sabemos, un Williot de un desplazamiento rigido igual y de sentido contrario al
que las haga satisfacer, dando los vectores que van de los puntos de este Williot a los del primitivo dichos
desplazamientos efectivos. El punto 4’,, del nuevo Williot, debe coincidir con el A4,;, desde que €l despla-
zamiento de este punto, por las condiciones de sustentaci6n, tiene que resultar nulo. El punto B’,, debe
encontrarse, a su vez, sobre la horizontal de Bw, desde que e] desplazamiento de B, a causa del apoyo mévil
respectivo, debe ser horizontal. Por otra parte corresponde en el Williot del desplazamiento rigido buscado,
a la recta AB una normal que pasa por A’,,; trazdndola, pues, y hallando su interseccién con la horizontal

ByB'’yw, se ha obtenido el punto B’y;, y con él el segmento A’,,B’,, correspondiente del AB, que, tomado
como base de semejanza, ha permitido construir, mediante una figura semejante y normal al sistema, él
Williot buscado del desplazamiento rigido del mismo, igual y de sentido contrario al requerido para lle~
varlo a sus condiciones de sustentacién.

CUADRO No 2
) Py api (cm) P;. api (cm)
1 .
t cm t cm 1
[
1 3,8 — 1,87 — 6,73
2 7,2 —1,72 —12,38
3 7.2 —0,28 — 2,02
4 7.2 +1,78 + 12,67
5 3,6 + 2,34 + 8,42 !
5
Z P{.ap; (cm) = .— 0,04 t cm
i=1

Los vectores 7,,'7,, 8,'8y 10,'10;... dan los desplazamientos efectivos de los nudes 7, 8, 10,...
—_> — —)

durante la deformacién debida al esfuerzo auxiliar U = 1 # y sus proyecciones verticales, los desplasamien-

tos aps que figuran en la [a]. Lefdos directamente en centimetros en el Williot, se consignan estos dltimos

3
-
en el cuadro N 2, en el que a su vesz se calcula la sumatoria E P; . api (cm.), que siendo 250 X 107 m
c¢m
1=1
la escala del Williot, nos da para la sumatoria de la [a] un valor
5 8 9
-6 -
Y Piopi= Y Pi.api (om) XM 004 tem 20X 1o x 10 0tm
om cm

t=1 t1=1
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Bustituyendo en [a] tenemos, finalmente, que el desplazamiento pedido del nudo 13, segtin la direceién
zz, debido a la deformaci6n del sistema originado por las cargas Pj, es

! ; Pg 1 ! (—10 X 107¢t m) 10 X 107¢
a T .Zl 1.0pt TR m) = — 10 X m,
g =

2. — Hallar el desplazamiento que el nudo 13 experimenta, segdn la misma direccién zz, bajo la accién de
las cargas oblicuas F3 (1 = 1,2,...,5).

Como en el caso anterior, este desplazamiento serd:

1 5
e = T Z Fi . afs, [a]

en la que af; son los desplazamientos correspondientes a las fuerzas F3, durante la deformacién debida al
esfuerzo auxiliar U, aplicado en el nudo 13, seglGn la direccién zz.

El diagrama de Williot-Mohr obtenido en el problema anterior para la fuerza U = 1¢, nos da, por tanto,
los desplagamientos afi, Dicho diagrama sirve, pues, para calcular los desplazamientos del nudo 13, sezGn
la direccién zz, debidos a cualquier estado de cargas que acthe sobre el sistema.

CUADRO N° 3

L 4

_ Fg af,i (cm) Fi . af,i (cm)
3
t cm tcm
1 1,12 0,7 0,78
2 2,25 4,05 9,11
3 2,25 5,66 12,73
4 2,85 6,2 17,67
5 1,8 5,0 9,00
5
Z Fi.a; (cm) = 49,29 t om
1]
1=1

Siendo los vectores 20°,,20,5, 1945'19,5,.17:5'17,p,.. ., los desplazamientos efectivos de los nudos 20, 19,
—_— > ——>

17,... en que actGan las fuerzas Fj, sus proyecciones sobre la direccién de las mismas nos dan los desplasa-

mientos az;, aue, leidos directamente en centimetros, se consiznan en el cuadro Ne¢ 3, en el que se calcula

5 . 250 X 1078 ecm
ademds, 1a sumatoria Z Fi, L (em), que, siendo p—

la escala de Williot, nos gis

1=1

5 5 250 X 107 m _
Fi.a, = Fi.a,. (cm) - = 12322 X 107¢t m.
Ji Ji cm

i=1 i=1
Sustituyendo en la [a] se tiene finalmente
1 9 1
o - — Z Fi.a; = — 12322 X 10t m = 12322 X 10™%m,
U it

1=1

III. — Aplicacién de la ley de Betti a 1a determinacién de incégnitas
hiperestiaticas debidas a variaciones de temperatura.

Datos. — Se da el mismo sistema considerado en los ejercicios anteriores (L&m. VIII). Se supone que el
cord6n exterior experimente un aumento de temperatura de 30°, mientras el interior y el tensor 0-20, no
sufren cambio alguno; para las diagonales se supone un cambio de temperatura que varia linealmente desde
30° en sus extremos exteriores y 0° en los interiores. Se pide resolver los siguientes problemas:
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1. — Calcular la tensién hiperestéiica T’ o-s0 en la barrg 0-20, debida a dicho cambio de temperatura.

Los alargamientos de las barras de cordén estdn dados por la expresién
Asgj = A.t.84,5,
1
siendo A el coeficiente de dilatacién lineal, que se ha fijado igual a 0,0000135 ?; tla variaci6én de tempe-

ratura expresada en grados, igual en este caso a 30°, y $;,j 1a longitud de la barra considerada. Para las
barras del cordén interior y del temsor 0-20, dichos alargamientos son nulos. Finalmente, para las dia-

— CUADRO Ne 1
83,7 t Asjj=A.t.8j
Barra
m 1076 m,
0-1 ; 19-20 2,00 30° 810
1-3 ; 19-17 2,00 30° 810
35 ; 17-15 3,40 30° 810
. 5-7 ; 15-14 3,00 30° 1377

7-8 ; 12-14 3,00 30° 1215
8-10; 10-12 3,00 30° 1215
1-2 ; 18-19 0,70 15° 142
32 ; 18-17 1,90 15° 385
34 ; 16-17 1,40 ) 15° 283
4-5 ; 16-15 2,00 15° 405
5-6 ; 13-15 2,90 15° 587
76 ; 13-14 3,70 15° 749
6-8 ; 13-12 3,40 15° 688
89 ; 11-12 2,60 15° 526
9-10; 10-11 2,60 15° 526
02 ; 24 2,30 0° 0
16-18; 18-20 2,30 0° 0
46 ; 13-16 2,20 0° 0
6-9 ; 11-13 2,80 0° 0

9-11 3,00 0° 0

0-20 18,00 0° o

gonales, a causa de su variacién lineal de temperatura desde 30° a 0°, est4n dados por la misma expresién
anterior, suponiendo una variacién s6lo de 15°. En el cuadro N 1 se calculan estos alargamientos.

2000X 10" ¢ m
‘Con ellos, en la escala ———— , se ha construido en la l4mina un diagrama de Williot-Mohr de

. cm
la deformacién debida a la variacién dada de temperatura en el sistema hecho isost4tico con la supresién
de la barra 0-20. Para ello, se ha comenzado por suponer el sistema empotrado en el punto medio C de la
barra 9-11. Se ha tenido, pues, » = (. Ademés, no alargidndose la barra 9-11, también ha resultado
p= 9,,= 11,,. Llevando por p vectores pl0’ y pl0’’ respectivamente equipolentes de los alargamientos

—_ —>
de las barras 11-10 y 9-10 y trazando por sus extramos perpendiculares a estas barras se ha hallado el punto

10w. Llevando por 10, y 9,,, vectores 10,8’ y 9,,8” equipolentes de los alargamientos de las barras 10-8
—_ —>

y 9-8, y haciendo pasar por sus extremos perpendiculares a estas Gltimas, se ha obtenido el punto 8. Tra-

zando por 8,, un vector 8,8’ equipolente del alargamiento de la barra 8-6 y haciendo pasar por su extremo

—_—
6’ una perpendicular a esta barra y por el punto 9,, (desde que el alargamiento de la barra 9-8 es nulo)

otra a la 9-8, se ha determinado el punto 6w. Prosiguiendo en igual forma, se han hallado todos los puntos
del Williot correspondientes a la mitad isquierda del sistema; por simple simetrfa con respecto a la vertical
de p, se han determinado, finalmente, los puntos correspondientes a la mitad derecha. La variacién de dis-
tancia entre los extremos de la barra 0-20, que la temperatura origina en el sistema hecho isostitico me-

diante su supresi6n, estd dada en valor abeoluto por el segmento 0,,20,,, que, leido en la escala de Williot,
nos da

2000 X 107¢m
% = — 14 om X = — 28000 X 107 m,
om
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correspondiéndole el signo menos, porque el punto 20 se ha movido hacia la isquierda con respecto al 0, es.
decir, porque ha habido un acortamiento de distancia.

Por otra parte, la variacién de distancia originada por el estado To-20 = Ui = 1¢, era, seglin se hall§ en
el problema (1) del primer ejercicio de este capitulo,

100 X 107¢m 100 X 107¢m
3 =3 (cm) X = —21,3cm = — 21300 X 1076 m,
cm cm

De acuerdo con lo estab’ecido en (374), la tensién 7”"e-20, originada por la variacién de temperatura (¥),
estd dada por la expresi6n:

T2 (—3) + U1 (—3) =0
Uy 3t 1t (— 28000 X 107°m)

= — - —1,31t.
3 — 21300 X 107%m

T 020 =—

2. — Hallar las tensiones en todas las barras del reticulado debidas a la variacién de temperatura.

Estas tensiones son las que en el sistema isostdtico origina la tensi6n superflua calculada 7"’’g-20. Siendo
T'{,j 1as que originaba en el problema (1) del primer ejercicio, una tensién Uir = 11¢, se tendré evidente-
mente que las buscadas, T,j,f, serdn

L R '
Tijt = —= o0 = — 131 X T';j.
1

Las tensiones del Cremona para el estado Ui = 1¢, trazado en la 14mina VII, multiplicadas por 1,31

la escala

nos dan, pues, )as tensiones debidas a la variacién de temperatursa, o, lo que es igual, siendo
cm

de dicho Cremona, el mismo, leida en la escala

1,31 X 0,5 ¢t 0,655 t

-
cm cm

y cambiado de signo, nos proporciona las tensiones pedidas.

(*) Los signos menos de 3 y 3t se presentan por lo establecido en (352), con respecto al desplazamiento,
correspondiente a una tensién.
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CAPITULO V

TRABAJO VIRTUAL

§ 1. — Desplazamientos virtuales

376. Definiciones. —Hemos llamado vinculo de un sistema a una con-
dicién o limitacién impuesta a todos sus desplazamientos posibles. Como,
por otra parte, estos desplazamientos posibles del sistema vinculado que-
dan determinados por las fuerzas que actiien sobre el mismo, las condi-
ciones impuestas por un vinculo, para que éste resulte tal, deben ser inde-
pendientes de las sujeciones especiales que puedan corresponder a fuerzas
accidentales cualesquiera.

Se llama desplazamiento virtual de un sistema a cualquiera de sus
desplazamientos infinitésimos posibles, es decir, compatibles con sus con-
diciones de vinculo.

Si, a partir de una determinada posicién de un sistema, le damos un
desplazamiento virtual, diremos que este tltimo es reversible, cuando sea
posible, a partir de la misma posicién inicial, otro desplazamiento igual
y de sentido contrario. Si este segundo desplazamiento no es posible,
diremos que el primero es irreversible.

Los vinculos de un sistema se llaman bilaterales cuando todos los des-
plazamientos virtuales que permiten son reversibles. En cambio, cuando
alguno o algunos de estos desplazamientos sean irreversibles, los vinculos
se llaman wunilaterales.

377. — Consideremos, para aclarar las definiciones anteriores, una cha-
pa rigida S con un punto fijo O. Los desplazamientos virtuales de este
sistema, es decir, los desplazamientos infinitésimos compatibles con sus
vinculos, estin dados por las rotaciones infinitésimas de la chapa en tor-
no a dicho punto O. Como, para cualquier rotacion de la chapa, sera
siempre posible a partir de la posicién inicial, otra igual y de sentido
contrario, todos los desplazamientos virtuales del sistema son reversibles
y sus vinculos, por tanto, bilaterales.

Sea, ahora, un punto mévil A4, ligado con un punto fijo O, mediante
un hilo flexible e inextensible, de longitud r. Este vinculo permite al
punto A cualquier desplazamiento en la superficie esférica de centro O
y radio r, y dentro del espacio encerrado por la misma. Para todo des-

63
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plazamiento infinitésimo que mantenga el punto A sobre dicha super-
ficie esférica, sera posible siempre, a partir de la posicién inicial, un
desplazamiento igual y de sentido contrario; los desplazamientos virtua-
les sobre la superficie esférica son, por tanto, reversibles. En cambio, si
damos al punto A un desplazamiento infinitésimo normal a la superficie
esférica, aproximandolo al punto O, la inextensibilidad del hilo, no per-
mitira, a partir de la posicién inicial sobre la superficie esférica, un des-
plazamiento opuesto que aleje el punto A del centro O; dicho desplaza-
miento virtual sera, por tanto, irreversible y los vinculos que sujetan el
punto A, resultan unilaterales.

Un apoyo mévil que, contrariamente a lo que hemos admitido en (105),
s6lo impidiera los desplazamientos normales a su direccion y segun el
sentido que va de la chapa a que pertenece hacia la Tierra, seria, segin
lo anterior, un vinculo unilateral.

378. Desplazamientos virtuales equivalentes y dependientes. — Dos
desplazamientos virtuales de un sistema se llaman equivalentes cuando
se puede pasar de uno a otro multiplicando la intensidad de los despla-
zamientos de sus puntos por un factor constante. Asi, todos los desplaza-
mientos virtuales de la chapa rigida con un punto fijo ‘anteriormente
considerada, son equivalentes, puesto que dadas dos cualesquiera de las
rotaciones en torno a dicho punto, que constituyen dichos desplazamien-
tos, se puede pasar de una a otra, mediante el producto de la intensidad
de la primera por un factor determinado que equivale a multiplicar las
intensidades de los desplazamientos de los puntos de la chapa durante
dicha rotacion, por el mismo factor.

Un desplazamiento virtual de un sistema se llama dependiente de dos
o mas desplazamientos virtuales del mismo sistema, cuando es resultante
de ellos o de desplazamientos equivalentes a ellos.

Un desplazamiento virtual de un sistema se llama independiente de
otros del mismo sistema, cuando no es ni equivalente ni dependiente de
alguno o algunos de ellos.

379. Desplazamientos virtuales de puntos libres.— Cualquier despla-

zamiento infinitésimo de un punto libre es un desplazamiento virtual del

mismo. o 1R

Todo desplazamiento virtual @ = AA’ (fig. 234) de un punto 1ibfe~
—_—
sobre el plano, seglin una direccién xz, es equivalente a cualquier otro

desplazamiento de intensidad an = AA”, seglin la misma direccién. Se
—
podra expresar, en efecto, en funcién de @, en la forma.
a, = &.a,

en la que a es la relacion de las intensidades de ambos.



— 56 —

Como el desplazamiento @ es resultante de sus componentes n y t_‘, segln
dos direcciones oy y oz cualesquiera, es dependiente de los mismos.

Fia. 234

A su vez el desplazamiento a» es resultante y, por tanto, dependiente
de sus componentes

Nn x."

G =a.§

segin dichas direcciones, y siendo, ademéis, estas componentes respecti-
vamente equivalentes de las n y T del desplazamiento a, el aa, resulta
también dependiente de estas ultimas componentes.

Cualquier otro desplazamiento del punto A es resultante de sus com-
ponentes segun dichas direcciones, las que a su vez son equivalentes de
las n y T, o, lo que es lo mismo, se tiene que:

Todo desplazamiento virtual de un punto libre en el plano es depen-
diente de dos desplazamientos arbitrarios, 1 y C, tomados sobre dos direc-
ciones cualesquiera.

O, lo que es equivalente:

A un punto libre en el plano no se puede dar sino dos desplazamientos
virtuales independientes.

Este niimero de desplazamientos virtuales independientes de un punto
libre en el plano es, por otra parte, igual al de sus grados de libertad
que, como se recordara, son sélo dos, desde que cualquiera de sus des-
plazamientos qJ\Jeda. determinado por sus proyecciones sobre dos direccio-
nes arbitrarias.

y

380. Desplazamientos virtuales de sistemas cinematicos. — Consi-
deremos un mecanismo cinemitico cualquiera, constituido por barras y
chapas rigidas articuladas entre si y sujeto a determinadas condiciones de
sustentacién que le dejen n grados de libertad. Un desplazamiento de este
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sistema queda precisado cuando se dé n condiciones de la posicién final,
o sea, cuando se dé las proyecciones, segiin direcciones determinadas, de
los desplazamientos de » de sus puntos convenientemente elegidos.

Supongamos elegidos estos n puntos ¢ (1 =1, 2,..., n) y las direccio-
nes de desplazamientos correspondientes. Demos sucesivamente valores
arbitrarios u; a las proyecciones a; de los desplazamientos de cada uno
fde estos puntos sobre la direccién respectiva y hagamos, a la vez, en
cada caso, nulas las proyecciones de los desplazamientos de los restantes
puntos, es decir, demos sucesivamente al sistema los desplazamientos que
resultan de atribuir a las proyecciones de desplazamiento de los puntos
¢ los siguientes valores:

Qi =W, QG2 =0 ;A3 =0} ...} A =0 ;...; Gp = 0
ay =0 ;0 =U2;, A3 =05 ..., =0 ..., QG = 0
a =0 ;0 =0, QA3 = U3 «..;0;, =0 ;...5, A = 0

a =0 ,; QG = 0 ; Q3

li
()
Q
-

It
£
Q
S

]
=

G, =0 ;02 =0 ;A3 =0 ;...; AQ; = 0;...; G = Up,

en los que wj, %, %s,..., %;..., %n, SON proyecciones cualesquiera sobre
las direcciones respectivas de los desplazamientos de los puntos 1, 2, 3,...,
t..., N

Obtendremos asi n desplazamientos virtuales del sistema que serian evi-
dentemente' independientes. Cualquier otro desplazamiento, en cambio, se-
ra dependiente de los anteriores, puesto que sera el resultante de los des-
plazamientos que se obtienen dando sucesivamente valores determinados
a .cada una de las proyecciones a@;, haciendo nulas las restantes, cada
uno de los cuales es equivalente con uno de los anteriores.

Quiere decir, pues, que:

Un mecanismo cinemdtico es susceptible de um niumero de desplaza-
mientos virtuales independientes tgual al de sus grados de libertad.

381. — Consideremos, para aclarar lo anterior, una chapa rigida libre,
que constituye un mecanismo cineméitico de tres grados de libertad. Re-
firiéndola a un sistema cualquiera de ejes o (2, ¥), podre"mos darle suce-
sivamente una traslacién paralela a cada uno de dichos ejes y una
rotacién en torno al origen o, tres desplazamientos virtuales que serin
independientes, puesto que ninguno de ellos puede ser resultante de los
otros o de otros equivalentes con los mismos. En cambio, cualquier otro
desplazamiento de la chapa ser4 dependienté de ellos, puesto que podra
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considerarse como resultante de dos traslaciones paralelas a los ejes y
de una rotacion en torno al centro de coordenadas, y cada uno de estos
desplazamientos componentes es equivalente con uno de ellos.

382. — Analogamente, a una cadena cineméitica libre de » chapas, que
posee n - 2 grados de libertad, podremos' darle sucesivamente rotaciones
relativas arbitrarias en torno a cada una de sus m—1 articulaciones
intermedias, con lo que obtendremos n — 1 desplazamientos virtuales inde-
pendientes. Ademéis, podremos considerar el conjunto como una chapa
rigida y darle sucesivamente, traslaciones segiin dos ejes de coordenadas
Y una rotacién en torno al origen, con lo que obtendremos tres nuevos
desplazamientos virtuales independientes, que, agregados a los n —1 an-
‘teriores, nos dan los n-}+2 que corresponden a los grados de libertad
del sistema.

Fi1a. 235

Otro desplazamiento cualquiera de la cadena quedara determinado lle-
vando una de las chapas, conjuntamente con el resto del sistema supues-
to rigido, a su posicién definitiva, mediante traslaciones paralelas a los
ejes de coordenadas y una rotacion en torno al origen, y haciendo expe-
rimentar, luego, rotaciones relativas determinadas sucesivamente en tor-
no a cada una de las articulaciones intermedias. El desplazamiento ser4,
por tanto, resultante de una serie de desplazamientos equivalentes con
los anteriores y, por consiguiente, dependiente de los mismos.

383. Desplazamientos virtuales de cadenas elasticas. — Sea (fig. 235)
una cadena elistica isostiticamente sustentada y, segiin una direccién zz,
apliquémosle una fuerza cualquiera P, con lo que experimentara una de-
terminada deformacién, o lo que es equivalente, determinados desplaza-
mientos de sus eslabones. Si hacemos variar la intensidad de dicha fuer-
za estos eslabones experimentarin, segin sabemos, rotaciones absolutas
proporcionales a la misma, en torno a polos fijos y determinados. Una
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fuerza variable, pues, aplicada sobre una cadena elastica isostitica, segiin
una direccién determinada, sujeta los desplazamientos de la misma en
forma tal que sus chapas giran en torno a puntos determinados. Esta
sujecién de desplazamientos no constituye, sin embargo, un vinculo del
sistema, seglin el concepto que hemos dado en (386). FElla no es, en
efecto, previa e independiente de las cargas accidentales que, seglin direc-
ciones cualesquiera, se puedan aplicar sobre el mismo, sino, en cambio,
funcién directa de estas cargas. El desplazamiento originado por la
fuerza P, o por otra cualquiera que actie sobre el sistema, mo es, por
consiguiente, un desplazamiento virtual.

Las cadenas elasticas isostaticas, como las de la figura 235, no pueden
experimentar mas desplazamientos que los originados por las deformacio-
nes debidas a cargas accidentales, es decir, no son susceptibles de despla-
zamientos virtuales de ninguna especie, 0 mejor, si se quiere, sdlo puede
experimentar un desplazamiento virtual nulo o idéntico.

Si en ellas se suprime alguno o algunos de los vinculos de sustentacién,
resultaran susceptibles de los desplazamientos virtuales del conjunto sin
variacién relativa de posicion de sus eslabones, como si se tratara de
chapas rigidas, y de ellos habra, por consiguiente, tantos independientes
cuantos grados de libertad dejen al econjunto, asi considerado como rigi-
do, los vinculos suprimidos.

384. — Sea, ahora, una cadena elastica hiperestatica (fig. 236 a). Sus
tnicos desplazamientos posibles serin, también, los debidos a las defor-
maciones originadas por cargas accidentales y, por tanto, tampoco resulta
susceptible de desplazamientos virtuales de ninguna especie.

Si en ella suprimimos un vinculo externo o interno cualquiera (fig.
236 b y ¢), el equilibrio, bajo la accién de un sistema dado de cargas,
podri mantenerse aplicando, en reemplazo de dicho vinculo, la reaccién
hiperestatica X; equivalente. Ahora bien, para cualquier sistema de car-
gas que apliquemos sobre la cadena elastica asi considerada, siempre ha-
bra fuerzas segin las direcciones X; y los desplazamientos, o deformacio-
nes, de la cadena estaran sometidos a las sujeciones que, de acuerdo
a lo establecido en (383), implican las fuerzas segin estas direcciones.
Vale decir, pues, que estas sujecciones, comunes para cualquier despla-
zamiento del sistema, constituyen vinculos dentro del concepto estable-
cido en (376).

Por consiguiente, las cadenas elasticas en las que, como las de las
figuras 236 b y ¢, se suprime algin vinculo, reemplazindolo por la
reaceién hiperestitica X, quedan sujetas, ademéis de los restantes vincu-
los cineméticos, al vinculo eldstico que resulta de aplicar fuerzas cuales-
quiera segun la direccion de dicha reaccionm.
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81 aplicamos, por tanto, una fuerza de intensidad arbitraria U, segiin
la direccién X; de la reaccién correspondiente al vinculo supriinido, el
sistema experimentari una deformacién que constituye un desplazamiento
virtual, toda vez que corresponde a los tnicos vinculos que permanecen
comunes para cualquier estado de -cargas.

@) x; (b

Fra. 236

Si damos a X; otro valor arbitrario U;’, obtendremos un nuevo des-
plazamiento virtual que sera equivalente del anterior, desde que los des-
plazamientos experimentados _por los puntos del sistema bajo la accion
de las fuerzas U; y U, de misma recta de accién, son proporcionales
a sus intensidades.

385. — Si en un sistema hiperestitico suprimimos lo totalidad o un
ntimero cualquiera G’ de sus vinculos superfluos, de sustentacion o inter-
nos, y los reemplazamos por las reacciones hiperestaticas X; (1 =1, 2,...,
G’) equivalentes, obtendremos un sistema que, para cualquier estado de
cargas, tendri siempre fuerzas aplicadas segilin estas reacciones X y que
por tanto, estard sometido a los vinculos elasticos que ellas implican.

Si en dicho sistema damos sucesivamente valores arbitrarios U; (1 =1,
2,..., @) a cada una de las fuerzas X;, suponiendo nulas las restantes,
obtendremos G’ deformaciones que serdn desplazamientos virtuales evi-
dentemente independientes, por tratarse de deformacions ocasionadas por
fuerzas de direccion distinta.
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Por otra parte, si damos luego otra deformacién al sistema, atribu-
yendo valores arbitrarios Uy (1=1, 2,..., G’) al conjunto de dichas
fuerzas X, obtendremos un nuevo desplazamiento vii'tual, dependiente,
‘eomo es facil ver, de los anteriores. Este desplazamiento es, en efecto,
la deformacién resultante de las debidas a cada una de las fuerzas U/,
supuesta aislada, y los desplazamientos virtuales que estas tltimas impli-
can son, a su vez, equivalentes de los debidos a las fuerzas U, ante-
riormente aplicadas.

El sistema resulta, por tanto, susceptible solamente de un nfimero de
desplazamientos virtuales independientes, igual al G’ de vinculos super-
fluos suprimidos.

En resumen, se tiene que:

Un sistema hiperestditico al que se suprimen la totalidad o un miumero
cualquiera G de vinculos superfluos, reemplazindolos por las reacciones
hiperestiticas X; (1=1, 2,..., G’) equivalentes, es susceptible de G’
desplazamientos virtuales independientes dados por las deformaciones que
se obtienen al atribuir sucesivamente valores arbitrarios U, (1= 1, 2,...,
@) a cada una de las fuerzas X,;, suponiendo simultdneamente mulas
las restantes.

§ 2. — Principio de los trabajos virtuales. Enunciado
y aplicaciones

386. Trabajo virtual. — Definiciones. — Se llama {rabajo virtual de un
sistema sujeto a un conjunto cualquiera de fuerzas, durante un deter-
minado desplazamiento virtual del mismo, al producto escalar resultante
de dichas fuerzas por los desplazamientos experimentados por sus pun-
tos de aplicacidon en virtud del referido desplazamiento virtual, o, 1o que
es lo mismo, al trabajo que desarrollarian las fuerzas aplicadas al sistema
durante este desplazamiento virtual.

Por brevedad, llamaremos desplazamiento wvirtual correspondiente a
una fuerza, o, simplemente, desplazamiento virtual de una fuerza, a la
proyeccién sobre su direccién del desplazamiento experimentado por su
punto de aplicacion durante un desplazamiento virtual del sistema en
que actiie. Segin esto, trabajo virtual de una fuerza, durante un deter-
minado desplazamiento virtual del sistema en que esti aplicada, es el
producto de su intensidad por el desplazamiento virtual correspondiente.

387. Enunciado del principio de los trabajos virtuales.— El principio
de los trabajos virtuales dice que:

Es condicién mecesaria y suficiente para que un sistema de puntos,
sujeto a vinculos determinados, se mantenga en equilibrio en una poss-
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cién dada, bajo la accién de un conjunto de fuerzas, que el trabajo de
estas fuerzas, durante cualquier desplazamiento virtual efectuado a par-
tir de dicha posicién, sea igual o menor que cero.

Si el desplazamiento virtual es reversible, se requeriri, para que la
condicion anterior quede satisfecha, es decir, para que haya equilibrio,
que el trabajo virtual sea nulo. Si fuera, en efecto, negativo, durante
el desplazamiento virtual igual y de sentido contrario, posible por la re-
versibilidad supuesta, resultaria positivo y no habria equilibrio, segin
el enunciado anterior. De aqui el principio de los trabajos virtuales para
los desplazamientos reversibles, que dice que:

El trabajo virtual resultante de un conjunto de fuerzas que mantienen
un sistema de puntos en equilibrio, es nulo para cualquier desplazamiento
virtual reversible de este ultimo.

388. — Los vinculos de los sistemas planos empleados en las construe-
ciones, tal como los hemos encontrado hasta ahora, son todos bilaterales,
0, por lo menos, se mantienen tales dentro de los estados de cargas que
pueden actuar sobre dichos sistemas, y todos los desplazamientos virtua-
les, es decir, compatibles con ellos, son, por tanto, reversibles. En ade-
lante, pues, siempre que no hagamos indicacién especial en contra, se
tratara de desplazamientos virtuales reversibles y deberemos aplicar el
principio de los trabajo -virtuales en la segunda forma enunciada.

389. Aplicacion del principio de los trabajos virtuales. - Ecuaciones
de trabajos virtuales. — Aceptado, por ahora, sin mayor explicacién, el
principio en cuestién, sobre cuya comprobacién nos ocuparemos mas ade-
lante, veamos cémo se aplica en la resolucion de sistemas planos.

Consideremos al efecto, un sistema cualquiera, que debe permanecer
en equilibrio, bajo la accién de » eargas conocidas P, (p =1, 2,..., n)
y G fuerzas de direcciones determinadas, pero intensidades incognitas X,
(t=1, 2,..., G) y propongidmonos hallar los valores de estas ultimas.

Si damos al sistema un desplazamiento virtual j, reversible, y ap,; ¥ @i,y
son los desplazamientos correspondientes a las fuerzas P, y X, el princi-
pio enunciado nos dice que para que haya equilibrio debe verificarse que

n q

E Pp.a,,,,- + Z X,-.a,-,,- = 0,

p=1 i=1
y nos proporciona, por consiguiente, una ecuacién lineal entre las inten-
sidades incégnitas, que llamaremos ecuacién de trabajos virtuales.

Dando otros desplazamientos virtuales al sistema, obtendremos ecua-

ciones analogas, y se concibe asi que sea posible obtener el niimero @
suficiente para hallar los valores de las incégnitas X .
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En los problemas que se nos presentarin en la resolucién de sistemas
planos, podremos llegar siempre a tantas ecuaciones de trabajos virtuales
como incégnitas, es decir, los valores de estas ultimas podran ser determi:
nados sin ambigiiedad de ninguna especie. Para probarlo, comencemos
por demostrar que sélo se obtienen ecuaciones de trabajos virtuales inde-
pendientes, 0 sea que no pueda pasarse de unas a otras mediante sumas
algebraicas de sus miembros previamente multiplicados por coeficientes
determinados, cuando los desplazamientos virtuales que les dan origen
son, a su vez, independientes.

390. — Dos desplazamientos virtuales equivalentes conducen a una mas-
ma ecuacion de trabajos virtuales.

Sea un sistema en equilibrio bajo la accion de n fuerzas B; (1 =1, 2,
..., n), conocidas e inecbgnitas. Démosle un desplazamiento virtual j y
sean a4,; los desplazamientos correspondientes a las fuerzas E;. En virtud
del principio de los trabajos virtuales, se tiene la siguiente ecuacién:

i R,; Qg5 = 0. [a]

t=1

Demos, ahora, un nuevo desplazamiento virtual ¥ equivalente al ante-
rior, cuyos desplazamientos, a;,x, correspondientes a las fuerzas R;, se-
ran, por tanto, proporcionales a los anteriores, es decir,

a,p, = & .04;; (’L = 1, 2, o oy n) [b]

“Aplicando el principio de los trabajos virtuales a este nuevo desplaza-
miento, se llega a la expresion

Z R,;. Qi = 0,

i=1
que, reemplazando a3, por sus valores dados por las {b], se convierte en

n

ZR;.ai,k=aZR,~.ai,,-=0

1=1 1=1
n
Z Ri-ai,j = 0)

i=1
ecuacioén igual a la [e], como queriamos demostrar.
391. — La ecuacion de trabajos wvirtuales que corresponde a un despla-

2amiento dependiente de otros, es una simple consecuencia de-las que estos
ultimos proporcionan, es decir, una combinacién lineal de las mismas.
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Sea un sistema sujeto a un conjunto de fuerzas exteriores (conocidas e
ineégnitas) By (¢=1, 2,..., n), y démosle sucesivamente m desplaza-
mientos virtuales independientes, j, (j =1, 2,..., m). Si a4, es el des-
plazamiento correspondiente a la fuerza R; durante el desplazamiento
virtual j, el principio de los trabajos virtuales, aplicado a los desplaza-
mientos dados, nos conduce a las m siguientes ecuaciones lineales entre
las fuerzas R;:

YRi.aj=0 (=12...m). Ia

i=1

Si damos, ahora, al sistema un desplazamiento dependiente de los m
anteriores y llamamos a; el desplazamiento correspondiente a la fuerza
R;, tendremos, en virtud del mismo principio,

inm=m [b]

i=1
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