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ADVERTENCIA DE LA SEGUNDA EDICION

Aunque la primera edicidn (mimeogréfica y de muy reduci
do tiraje) de este trabajo, se realizd en agosto de 1953, aun
no habiamos tenido oportunidad de estudiar el folleto de R.CAR
NAP, The Continuum of the Inductive Methods (Chicago,1952) ten

importante y de tanto valor e¢n la fundamentacidén de la proba-

bilidad.
Nos hemos ocupado, en otra parte y con algun detalle,le

la tesis sostenida por ese autor, y nos parece innecesario in
sistir en la conveniencia de estudiarlo e interpretarlo,al la

do de otros tan significetivos como él.

Ademas de la presente advertencia nos limitamos a afia—
dir que esta segunda edicidén contiene, con respecto a la pri-

mera, algunos agregados y numerosas correcciones formales.-

EL AUTOR






PREFACIOOZ()

l.- El modesto trabajo que presentamos, es fruto, toda
via inmaduro, de cerca de diez afios de lecturas sobre la ma-
teria.

Debemos a nuestro querido profesor, el Dr. HILARIO MA-
GLIANO ya desaparecido, la inquietud y el apasionamiento por
el tema, que nos trasmitid desde sus clases, anteriormente.

Como acto de estricta honradez, tenemos gque confesar que
cuando empezamos nuestra tarea, nos habiamos propuesto alcan-
zer un resultado bastante mas importante de los aqui logrados
si hay algunos que merezcan ser conciderados tales, :In efeciq
pretendiamos formular, por nuestra cuenta, una fundamentacidn
de la probabilided acorde con las opiniones nuestras, que es-
timdbamos acertadas.

Para cerciorarnos del valor de esas opiniones, procedi-

mos a la investigacidn bibliogréfica; asombréndonos, al prin-

cipio, de que lo que suponiamos original y propio ya estabadi
cho, y mucho mejor, por autores de fama reconocida, Pero, va-—
rias veces, los autores con los que coincidiamos pertenecian
a escuelas distintas, opuestas entre si.

Se nos ocurrid, entonces, como primera medida, buscar el

entrongue de las ideas sobre fundamentacidén de 1a probabili—

(Y De la primera edicidn.-
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dad, hallado el cual - nos prometimos - reiniciarfemos 21 in
tento de conseguir la formulacién personal .-

Sin embargo, ésta no llegd. La oritica y la comparecién
nos fué volviendo exigentes con nosotros mismos, y nos fué cer
cenando la capacidad de subir tan alto como ansidbsamos.

Nos ocurrid lo que e fcaro: derretida la cera por los ar
dientes rayos del sol, se sg¢pultd en el mar. Pero las plumas
continuaron balancedndose en el aire del espacio, como protes
ta nuda contra su destino.

Esto que traemos en las péginas siguientes, constituye

algo as{ como las plumas de nuestra primera intencién.

2.- Sobre la base de la informacién bibliografice a mes
tra disposicidn y que, segin entendemos, abarca los mas cons
picuos representantes de las distintas escuelas, hemos conse
guido trazar un panorama general, cuyo valor, principalmente,
reside en permitir una visidén de conjunto, objetiva y sinté-
tica, de dichas escuelas.

Una pequefia parte del presente trabajo - en especial las
discusiones habidas en la década anterior — fué adelantada an
te el Primer Cologquio Argentino de Estadistica (')(Mendoza, ju
1io de 1952), y merecid ser debatida publicamente en esa opor
tunidad.

Hoy procedemos a completar esa parte con otras monogra-—
fias que nos fué posible conocer y con una oritica de las apre
ciaciones sostenidas; y la integramos con la referencia a las
demds doctrinas fundamentales expuestas antes de 1945.De esta
manera, podemos ahora ofrecer la visifén de conjunto desde LA-

PLACE hasta nuestros dfss (1953).-
Una advertencia para concluir. La divisién en capf{tulos

no significa siempre una clasificacién de las escuelas.Se jus

("} Cfr. Estocdstica, afio 1, N° 1, érgano de la Sociedad Argen
tina de Estadistica.-



escuelas.Se

=0
tifica 8dlc por el deseo de alcanzar claridad en la exposicién,
en homenaje a la cual hemos sacrificadc, a veces, el orden cro

*

nolégico o de estricta afinidad de fondo () .-

Eduardo Hernan del Busto

Agosto de 1953

)

() Asi, por ejemplo, el capitulo consagrado a REICHENBACH po
dria ir siguiendo al que trata de las teorias frecuentis-
tas; y el dedicado a KOOPMAN, a continuacién del referen-
te a las de la creencia racional.-

\






CAPITULO I

LA TEORIA CLASICA

La posicidén de Laplace en la historie

del célculo de probabilidades. La de-

finicidn "clésica" y sus limitaciones.
Las teorias abstractas.

3.- Debe concederse a LAPLACE el mérito de haber sinteti
zado y organizado en una sola gran teoria todo el cumulo de es
tudios, opiniones y problemas que, en torno al azar y a la pro
babilidad, se habia formado a través de largos periodos histé-
ricos., No podremos sino referirnos a su obra al comenzar nues-—
tro estudio; porque esa obra, se nos ocurre, es tronco robusto
del cual parten casi todas las concepciones de nuestros dias
como ramas primarias o secundarias, y al cual convergen,en ma-
rafia nutricia, las ideas de muchos seres anonimos, de grandes
filésofos, de poetas, de hombfes de ciencia, de comerciantes,
de billogos, de jugadores: Los nombres de KEPLER, GALILEO, PAS
CAL, FERMAT, el caballero de MéRé (gran jugador), HUYGENS,LEIB
RIZ (en Arte Combinatoria, la primera de sus obras matemdticas),
SANTIAGO BERNOULLI (Ars Conjectandi), MONTMORT, DE MOIVRE, NI-
COLAS BERNOULLI, BUFFON, JUAN BERNOULLI, DANIEL BERNOULLI, EU-
LER, D'ALEMBERT, BAYES, LAGRANGE, CONDORCET, GAUSS y TREMBLEY;

esos nombres, con toda su herencia cultural (que se remonta a

ARISTOTELES pasando de alguna manera por DANTE, exponente de
una época) se juntan en LAPLACE, concluyen su aislado peregri-

naje por los siglos, y se concretan en una gran teoria de 1la
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probabilidad, partiendo de la cual pronto llegaremos a una po

lifurcacidén sorprendente (') .-

Muchas cosas ha dicho LAPLACE sobre la probabilidad.Esta
ria mal si no recordéramos algunas, aunque parezcan todavia des
conectadas de upa sola idea directriz; pero es que son, enver
dad, gérmenes de concepciones modernas que no siempre han dado
a conocer su origen. Anotemos las mAs importantes:

a) La mayoria de los méds importantes problemas de la vi-
da no son mas que problemas de probabilidades;

0) Los principales medios para alcanzar la verdad -la in
duccidén y la analogia - se fundan en las probabilidades; y,por
ende, todo el sistema de los conocimientos humanos;

c) El azar no es mds que la expresidén de nuestra ignoran
cia respecto a las causas verdaderas (Este pensamiento se impo
ne a la mente determinista de LAPLACE como expliceacidn de aque
1llo tras 1o cual no aparecen nitidemente las causas finales,se

gun lo requiere el principio de razdn suficiente);

d) La probabilidad se relaciona en parte con esa ignoran
cia y en parte con nuestros conocimientos;

e) La teoria del azar consiste en reducir todos los even
tos de la misma naturaleza a un determinado nimero de casos
igualmente posibles; es decir, a cesos tales que estemos igual

mente ingeguros de su existenciea;

f) La probabilidad es un nimero fraccionario cuyo numera
dor es el numero de casos favorables y cuyo denominador es el
numero de casos igualmente posibles;

g) La certeza y la probabilidad son comparables; aunque

haya diferencia esencial entre l1os respectivos estados de esgi

ritu;

h) Le teoria de la probabilidad se relaciona con cuestio

(") Aparte de la obra histérica de TODHUNTER, es de interés con
sultar el 1ibro de critica y exégesis de DU PASQUIER (Cfr.

Bibliografia) .-
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nes tan sutiles que no sorprende que, con los mismos datos,dos
personas encuentren resultados diferentes;

i) La teoria de la probabilidad se aplica a la cienciana
tural cuando se trata de observaciones numerosas; también se
aplica a las cienclas sociales;

j) La teoria de la probabilidad no es, en el fondo, mas
que el buen sentido reducido al cédlculo;

k) La teoria de la probabilidad hace apreciar con exacti

tud lo que los espiritus justos sienten por una especie de ins

tinto.
Estas ideas de LAPLACE - que nosotros hemos extraido, a

veces casi textualmente, de la famosa introduccidén a su Théo—

rie analytique des Probabilités (1812), después publicada en

forma separada como Essai philosophique sur les Probabilités,

(hay traduccidn al espafiol) - constituyen la fundamentacidn td
cita o explicita de toda su teorfa. Hoy, es cierto, notamos in
compatibilidades entre &l gunas de sus afirmaciones; pero eso
es justamente 1o mds valioso para nuestro estudio; porqgue, ce
gin pongamos el acento en ciertas partes de ellas, iremos des
cubriendo el origen de casi todas las concepciones modernas.,

Invitamos a quienes nos hagan el honor de leernos, a que
vuelvan a este capitulo después de haber recorrido el resto de
nuestro modesto trabajo, a fin de certificar el aserto ante-
rior. Tornaré a nosotros entonces el simil del &drbol, cuyo
tronco es LAPLACE; y pensaremos ademas en BACH, quien ha sido
comparado, no a un arroyo - como indica su nombre - sino a un
mar donde desembocan corrientes fluviales de muy diversas pro
cedencias.

4.~ No obstante el conjunto de ideas que ocupaban la men
te de LAPLACE el tratar la teoria de la probabilidad, se acep
ta frecuentemente una de ellas - que €l enuncié en modo expli

cito (") - como la definicién de probabilided que adoptaron los

(7 Fué enunciada también por autores anteriores a LAPLACE.-
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tratadistas cldsicos hasta POINCARE; a saber:
"La probabilided de un evento es la relacién entre el mi

mero de casos favorables y el mimero total de casos igualmente

probables” .-

4.1.—- LAPLACE dice "igualmente posibles"; pero ello nomo
difica el concepto que quiso expresar.

Comentando la definicidén (clédsica), afirma CASTELNUQOVO
que el concepto de "Mgualmente probables"es convencional. Asi,

para el constructor de dados ha de significar, en uUltimo extre
mo, que el cubo goza de las propiedades de la simetria, y su

baricentro coincide con el centro geométrico de la figura; en
otras cuestiones — como en la teoria de los errores de observa
cidn, en los problemas de estadistica, etc. - la experimenta-

cién nos diréd cudl de las hipoétesis que formulamos previamente
es mds o menos probable, supuesto que admitamos como postuledo
la igual probabilidad de los eventos individuales.,

Si admitiéramos el criterio convencional - por demds im

preciso, adelentemos - la definicién cldsica no tendria el oca
rédcter de un circulo vicioso. Sin embargo, POINCARE habia re-
conocido la presencia de tal cfrculo vicioso y habia reputado
indefinible la probabilidad sin formular una peticién de prin
cipio.~

4,2.,~ Dos objeciones fundamentales se pueden sostener
contra la definicién clédsica. MISES ha expuesto y desarrolla-
do algunas con elocuencia suma, y han de considerarse,en cier
ta medida, como definitivas,

En primer lugaer, queda por aclarar qué se entiende por
njgualmente posible" o "igualmente probable"; es decir,la cues
ti6n basa a ser trasladada a otra de manera alguna clara. Ko
cabe distinguir tampoco, con sutilezas lingliisticas, lo proba
ble de lo posible; porque el unico matiz diferencial entre am

bas significaciones radica en que, cuando sumamos todas las

probabilidades de cada una de las alternativas, llegamos a la
unidad; de modo que lo probable enclerra una especie de norma
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lizacién de lo posible, pero nada més. [Claro estd que esta
discusidén se halla encuadrada en un orden de ideas estricta-
mente cldésico, que no admite ninguna interpretacidn ajena al
mismo].

En segundo lugar, la definicidn clésica podrda aplicarse
cémodamente al estudio de los juegos de azar o0 a cuestiones
que admiten un modelo isomorfo a dichos juegos; es decir, po-
drd aplicarse a sdlo aquellos problemas en que se presentan
casos igualmente posibles. Pero no al estudio, por ejemplo,de
las probabilidaedes geométricas, donde interviene el continuo;
ni a otros muchos, quizéds los més ( écémo"hablar de casos
igualmente probables en problemas de probabilidades de muer—
te 7).

4.3.~ Puede intentarse salvar la segunda objecién, 1limi
tando la nocién de probabilidad a 1o que ha dado en llemarse
probabilidad "matemética" y que nosotros, en cambio, denomina
r{smos "aritmética". Nos cefiiriamos a la teoria combinatoria

y excluirismos a priori toda posibilidad de penetrar en elmm

do fisico, contentdndonos con perder el rasgo de fecundidad
caracteristico del método probabilistico.

Dir{amos con PEANO:

"Si existe un grupo de N letras (con N = N o+ N, + e
cos + nr) constituido por n, letras a,, n, letras 8,,cecec.y
n_, letras 8 s la probabilidad de que une letra perteneciente

"
a la clase de las 819 85eesey 8, S6a una letra a, es ns/N .

Esta definicibn nos serviréa para los (pocos) problemas
en que sea posible construir un modelo isomorfo a la clase de
letras y, evidertemente, estéd libre de todo circulo vicioso;
pero es estrecha frente a la aplicabilidad del célculo de pro
babilidades.

4.4.- Otro intento de fundamentacidn abstracta,sobre la
base del concepto primitivo de evento, es el de BOHLMANN (1908),

enupciado con estos postulados:
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1) La probabilidad de un evento E es un nimero positivo
p, 8 é1l relativo;
2) p =1 81 es clerto E;
3) Dos eventas El y E, se excluyen, y, respectivamente,

, 2
tienen las probabilidades pl y p2; la probabilidad de que se

produzcen E, é E, 68 P, + P,3

4) si p, es la probabilidad de El y p'12 la probabilided
de El y E2 juntos, la fraceién plz/pl es la probabilidad de EZ

cuando ya aparecid El'

4.5.- CANTELLI afirma que, pars que una teoria sea ver-
daderamente abstracta, no debe apelar a ningun concepto de ba
samento empirico como el de evento, que usa BOHLMANN. Sin em-
bargo, el camino de éste ha sido proseguido y depurado a extre
mos insospechables, como veremos después.

Pero, por el momento, seguimos dando la razén a POINCA-
RE.

5.- Sin modificar sustencialmente la linea de pensamien
to que conforma la teorfa cldsica, tratadistas modernos como
BOREL y KOLMOGOROV han adoptado un camino abstracto, colocéan-
dose en un punto de vista generel desde el cual no es necesa-
rio referirse a la naturaleza de los elementos considerados,si
no s6lo en el instante de la aplicacidn de la teoria. Este ca
mino constituye, al decir de NEYMAN, la "teoria clésica moder

nizada". Dudemos que la denominacidn resulte un hallazgo fe—

1liz.
Por rezén de espacio no nos referiremos en este capitu-

lo al detalle de algunas teorias de esta corriente fundamen—
tal; sino que lo haremos m&s adelante. Pero, de una manera ge
neral, podemd>s advertir que sus primeros adherentes admit{an

el postulado empirico del azar: "en una serie de pruebas repe
tidas un gran numero de veces en las mismas condiciones, cada

evento se manifiesta con una frecuencia relativa que es ocasi

igual a su probabilidad; la aproximacién crece con el nimero
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de pruebas",.

FRECHET y HALWACHS enunciaban la ley experimental del
azar: "précticemente, si un evento se produce cierto mimero de
veces, la frecuencia de ese evento en grupos muy numerosos,va
ria poco".

FRECHET vidé luego que, admitiendo que esa "frecuencia
que varia poco" es una especie de constante fisica, puede de-
rivarse una definicién empirica de la probebilidad (objetiva),

Es decir que, si los clédsicos modernizados aceptaban en
cierto momento el postulado empirico, estaban ya tendiendo un
puente para comunicarse con la fundamentacidn empirica de la
probabilidad.

5.l.— Tal puente no existe en otros representantes mas
conspicuos de esta direccidn. Y es porque, segin dijo CANTE=—
LLI, el desarrollo del calculo clésico de la probabilidad im-
porta tres instantes:

1°) Busqueda de la significacidn experimental de la no-
cidn de probabilidad y de la nocidn de igual probabilidad; y
justificacidn experimental de los principios de probabilida—
des totales y compuestas;

2°) Elaboracidén de una teoria abstracta independiente de
las nociones fisicas de probabilidad;

3°) Verificacidn de la teoria abstracta en los hechos ex
perimentales; es decir, verificacidn de que la teoria abstrac
ta es una elaboracidn aplicable al mundo fisico.

Para nosotros es rasgo elocuente la circunstancia de que
a las ideas de FRECHET habremos de volver al iniciar el estu-
dio de von MISES, representante supremo de le concepcidén fre-
cuentista de la probabilidad.-



CAPITULO II

LAS TEORIAS CLASICAS MODERNIZADAS

La teoria clasica "modernizada". Axio
mas de Xolmogorov. Lo empirico en Kol
mogorov. Los eventos fortuitos y lateo
ria de los conjuntos. La continuidad.
La axiomdtica de Cramer. Generaliza—
ciones. Objeciones a XKolmogorov. Los
reticulados de Kawada.

6.~ Los grandes probabilistas cldsicos, desde LAPLACE a
POINCARE, sabian que la parte deductiva del cédlculo de proba

bilidades podia inferirse de ciertas propiedades de la proba
bilidad; a saber: ésta se halla comprendida entre O y 1 (ex-
tremos incluidos), verifica el teorema de las probabilidades
totales, y verifica el de probabilidades compuestas.-

Dichas propiededes pueden ser objeto de un tratamiento
axiomdtico, sin referencias a ninguna nocién "fisica" de pro
babilidad.

Partimos de la teoria de los conjuntos. La probabilidad
consiste en el evento de que un punto M de un segmento S se

encuentre sobre el conjunto E de puntos de ese segmento.Se su

pone la existencia de p (B) y se la define descriptivamente
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dando las propiedades que ha de cumplir: por ejemplo, Se pue-
de requerir que p (E) sea una funcidén sditiva del conjunto E,
en sentide restringido. Pero tembidn se puede utilizsr, segun
innovacién fundamental de BOREL (1903), su concepto de medida
e introducir la funcidn p (E) -en Ya categoria de las funcio—

nes completamente aditivas.

La ventaja de la aditividad completa radica en la sim—
plificacién de lenguaje, sobre todo con relacidén a la medida,
y deja abilerto el camino de la sxiomética, que constituye hoy

la teoria clasica modernizada de la probabilidad.

El afdn de sus sostenedores es elaborar une disciplinsa
formal (abstracta) de la miama especie que la geometria o el
dlgebra axiométicas; vale decir, una disciplina hipotético-de

ductiva.

7.~ As{ KOLMOGOROV parte de ciertos elementos, de cuya

naturaleza no se ocupa, llamados eventos elementales 5,'?,,5,

eeses que constituyen una coleccidén E. La coleccidén E constade

subconjuntos, que denominaremos eventos fortuitos. Formamosun

conjunto % de subconjuntos de E y establecemos los siguien-
tes axiomas:

l.- Qr es un "cuerpo" de conjuntos; o sea, la suma,pro
ducto y diferencia de dos subconjuntos de ¢9~, también perte-
nece a & .-

20~ 9r!contiene e E.

3.- A cada subconjunto A de % se le asigna un numero
real no negativo P(A), que se llama probabilidad del svento
(fortuito) A.

4.-P (E) = 1.

5¢= S1 A y B no posesen aelementos camunes:
P(A+3B) =P (aA) + P (B)

Estas cinco axiomas describen el concepto de cusrpo de
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probabilidad.
Si E cansiste en un solo elemento S y ?conaiato de
E y del canjunto nulo O, P(E) = 1 y P(O) = O por axiomas 4 y

5
Podemos, enseguida, construir cuerpos de probabilided,
Sea E un conjunto finito arbitrario: ’

E = {51. S peeees Sk}

2

y Ssea {pl, pz,...., pk} un conjunto arbitrarioc de mimeroq no
negativos cuya suma p1 + p2 + coe + pk = 1, Entonces g. se to
ma como el conjunto de todos los subconjuntos de E y se pone:

P {gil, gizyooo’ 51A} = pil + plz + oot piA

A las pl, p2,..., pk se les llama probabilidades elemen

tales, por corresponder a 108 eventos elementales 51, 52.

csooey .Sko-

7.l.- Partiendo de estas premisas, el desarrollo pura-—
mente matemdtico no ofrece dificultades importantes. Pero KOL
MOGOROV, interesado en mostrar desde ahora la aplicabilidad de
su teor{a, hace un breve paréntesis para indicar cémo debepro
cederse al respecto y utiliza "en gran medida, la obra de R.w
MISES" (Cfr. KOIMOGOROV, A.N., Foundations of the Theory of
Probability, Chelsea, N.York, 1950, pég. 3, nota 4, refirién-
dose al YWahrscheinlichkeitsrechmung, pég. 21-27).

Por ejemplo: El complejo de condiciones que intervienen

en el hecho de arrojar dos veces una moneda sea & . En cada
lenzamiento puede aparecer cara o ceca; asi que los eventos
elementales, al arrojar dos veces una moneda, resultan ser cua
tro: Cara-Caras, Cara-Ceca, Ceca-Cara, Ceca-Ceca., Si el evento

A siznifica la aparicién de una repeticién, entonces consisti
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ra del primero y cuarto de aquellos eventos elementales.De es
ta manera, todo evento puede considerarse como un conjunto de
eventos elementales.

Pero deberemos admitir que a cierto evento A, que puede
0 no presentarse en las condiciones & , se le asigna un né.
mero P (A) tal que:

a) Cumple la ley experimental del azar;

b) Cumple la ley "inica" del azar; si P(A) es muy pe—
quefia nosotros podremos actuar como si A no hgya de producir
ge jamas.

5CuéndoiP(A) es "muy pequefia"?. No hay respuesta absolu
ta; depéndese de la escala en que uno se coloca, dice FORTET.
Asi, para las consecuenciass de la vida diaris, P(A) < 10"6 es
la probabilidad de un evento casi imposible (ser embestido
por sutomotores en las calles de Par{s); en escalas clsmicas,

decir que P(A) es pequefia veldra tento como pensar que P(A)
< 107190 ¢ p(a) € 107299 _

Tanto la ley experimental como la llamada ley unica(de
BOREL) son de naturaleza extramatematica. KGIMOGOROV sélo se
refiere a ellas; pero en seguida prosigue su direccidn axio-
matica prescindiendo detbda otra digresidén, tan significativa
como la presente.

7.2.- Para continuar el pensamiento axiomatico de KOL—

MOGOROV, dése un modelo sobre la base del siguiente diciona-
rio bilingiie.

TEORIA DE CONJUNTOS * EVENTGS FORTUITOS

l.- Ay Bno tienen elementos | l.- A y B son incompatibles

comunes; es decir AB = O,

e~ A BeeoeN = 0. o= A.B,._’.’N son 1n'compati
bles.
3o— A B.eoe N = X, 3.~ X 08 el everto de la ocn




rrencia simultdnea de los
eventos A, Byeooep No

4o A + B + o0ee + N =X, donde | 4.~ El evento X significa la
+ indica suma en general, aun aparicién de por lo menos
cuando los conjuntos tengan els | uno de los eventos AyBy...,N
mentos comunes.
S5e= Z, conjunto complementarioc.| Se.-~ I, evento opuesto que con

siste en que no se presenteA,

be=— A = O, 6.~ A es un evento imposible
Te= A = B, T-— E1 evento A debe ocurrin

8.- Al <+ AZ + oeceo + An = E. @- 8.- Al’ A2’000,An son los pg

es el sistena de los conjuntos

A

sibles resultados de un expe

rimento @. .
i.

9.~ B C A. 9.- Si eparece el evento 3B,

aparece inevitablemente el A,

Te3e~ Sin dificultad, se demuestren las sigulentes pro-

posiciones (%):

P(a) + P(A) =1, ©P(A) =1 - P(a);

ye que E = 0, P(0) = 0;

si A, Byeesy N son incompatibles P(A + B +eee + N) = P(A) +
+ P(B) +eoe + P(N);

P(AB)

PCa) °° por definicidén, la probabili

si P(aA) > O, PA(B) =

H ’
(') Un resumen comentado, con referencias y notas de interes

acerca de la axiomdtica de KOLMOGOROV se puede leer en S.
RIOS "Introduccidén a la axiomdtica del cdlculo de probabi-

lidades", lLas Ciencias, 12, N° 3, Madrid.-
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dad condicional de B (bajo la condicién de A); es decir:

P(AB) = P(A) PA(B); ¥y, por induccién, el teorems del producto:

P(A; A,eee A) sP(Al) P, (A,) P, , (AB)"'P (a))

1 182 Aykoeeed

Demuéstranse después los teoremas, de 1la probabilidad

totaly

P(X) -P(Al) PAI(X) + P(Az) PAzm + voo + P(An) PAn(X) donde

X es arbitrario y donde Al + A2 + eoe + An = E3

y el teorema de BAYES:

P(A,) P, (X)
) - — S ¢ A —

(X) + P(Az) 1>A (X) + oee + P(An)P (x)

A 2 Ay

P_(A
X1 P(4,) P

(1 =1,2,3,00.yn), donde Ai son las "hipétesis" o "causgs" y

P(Ai) las probabilidades a priori de A,.

Ted4 .~ Los cuerpos de probabilidad considerados hasta
ahora son los cuerpos generalizados. KOLMOGOROV introduce wun
sexto axioma para poder referirse a los cuerpos infinitos. Es
te axioma no puede ser referido a conceptos empiricos y debe-

ra considerarse originado por un proceso de idealizacién.-

Axioma 6 (de continuidad): Sea una sucesién decrecien-
te de eventos Al o A2 O eeo aAn.) veo G0 T, tal que Al A2

oo An... = O’ entonces:

limJP(An) = 0 para n 00
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Pruébase que el axioma 6 es independiente de los cinco
anteriores.

Con el axioma de cantinuidad se procede a demostrar,te

niendo en cuenta el teorema de adicidn, que la probabilidad

P(A) es una funcidn de conjunto completamente aditiva sobre F

Y, por fin, que un cuerpo de probabilidad es un cuerpo borelia

no de probabilidad si el correspondiente cuerpo ¥ es un aier
po de BOREL.
No nos detenemos més en la posicién de KOIMOGOROV (').Pa

samos Uirectemente a su diseipulo CRAMER, donde hallaremos la
oportunidad de aclarar la nocién de cuerpo de BOREL, a través
de los conjuntos borelianos.

8.- La clase de los conjuntos de BOREL (B-conjuntos) es
t& formada por todos los conjuntos que pueden ser construidos
partiendo de intervalos J, mediante la aplicacién de un mimero
finito o infinito de veces de las tres operaciones elementales:
reunién o suma 1égica, interseccién o producto légico,suma di-

recta.

51 S;y S,9e.. sOR B-conjuntos de un espacio euclideo

2
k-dimensional Rk’ se cumplen:

S 7 - .
lim Sn = lim (Sn + Sn+1 +eo o) ’
1im Sn = lim (Sn Sn+1. o0 ) ’

(Y MISES he observado que el sistema de KOLMOGOROV es incomp]_:’e
to, pues existen problemas en que deben utilizarse simulta
neamente varios cuerpos de probabilidad. En consecuencia,no
Bestard el concepto de medida referido a un solo espacio y
tendréd que hallarse el producto cartesiano de dos o més es
pacios. En este producto tendrén sentido los pares (X,Y) o
triples (X,Y,2), etc. de variables gleatorias.(Cfr. Sur les
fondements du calcul des probabilites, Coloquio de Geneve,
Actualites Scientifiques, N° 735, 1938) .~




-25-
si 1im Sn = 1{m Sn hablaremos de 1{im Sn’ que resulta ser

un B-conjunto.

Los conjuntos de que trata CRAMER son B-conjuntos pun-—
tuales; admite también que la funcién de probabilided es com-
pletamente aditiva; y agrega dos cuestiones més:

a) Todas las funciones g(X), definidas por los puntos
X = (51, coo sk) de un espacio R » se suponen BOREL-medibles
(o B-medibles). Es decir, si a y b son dos numeros reales, el
conjunto puntual X para el cual a £ g(X) & b, es un B-conjun
to;

b) Para la introduccidén de los valores medios y los de
expectacidn, CRAMER utiliza la integral de LEBESGUE - STIELT-
JES; en cambio KOLMOGOROV echaba mano a la integral de FRECHET

).

La axiomatica de CRAMER se realiza, entonces, sobre la
base de un espacio eucl{deo k-dimensional, R , cuyos puntos va
riables son X = ( 51,..., Sk)’ teniendo en consideracidén la cla
se de todos los B-conjuntos S en R . A X se denomina punio for
tuito, vector fortuito o variable fortuita.

Los axiomas de CRAMER son:

1) A todo B-conjunto S corresponde un nimero no negati
vo P(S), que se llama probabilidad del evento X C S.

P(S) es una funcion de conjunto, se llama funcién de pro
babilidad de X y define la distribucién de probabilidad en Rk’

2) P(Rk) = 1.

3) P(S) es una funcitn completamente aditiva, y los con
juntos S son B-conjuntos sin puntos comunes.

8.l.- En esencia, el sistema elaborado por CRAMER par-
te de esta idea fundemental: la probabilidad de un evento es

un nimero asociado a ese evento, y los axiomas expresan sola-

(") Por 630 suele llamarse a la teoria de los parrafos 7 a 7.4,
axiomatica de KOLMOGOROV-PRECHET.-
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mente las operaciones a que puede someterse ese numero (Cfr.lo
que dijimos de BOHLMANN, Cap. anterior).

En primer lugar, advierte que la probabilidad puede con
siderarse como una funcién aditiva de conjunto, y después pos
tula la existencia de esa funcién.

De otra manera: CRAMER (tanto como KOIMOGOROV) admite
un concepto de probabilidad objetiva, andlogo en esencia al de
FPRECHET. Y afirma que la verificacién empirica de su teor{a se
supedita & la comprobacién de que la probabilided y la frecuen

cia emp{rica se confunden prédcticamente al sumentar el numero
de observaciones. Pero, al igual que KOLMOGOROV, no dedica su
obra fundamental sino al desarrollo matemitico de su axiométi
ca, con exclusién de toda aplicacidn; vale decir, tembién é1
se limita a construir un modelo matemdtico para cuerpos de he
chos empiricos. Por ende, las conclusiones de tal axiomdtica
son verdaderas en el unico sentido en que lo pueden ser: esto
es, cuando son implicaciones del conjunto de axiomas.

las diferencias entre CRAMER y KOLMOGOROV residen sélo
en el aparato matemdtico empleado por 2.los; diferencias no
muy grendes, por cierto.

8.2:- No existe, empero, necesidad de *iTse a espa—
cios eucl{deos, como lo hace CRAMER: es facil ela ‘rar una teo
ria matemdtica de la probabilidad basads en espacios bstrao-

tos y utilizar nociones de med‘da mis generales; como construlr
la, no para uno, sino para vari. espacios abstractos - con lo
cual se amplia grandemente el conce,to matematico de probabi-
lidad. Tampoco es indispensable, por otra parte, en la genera
1idad de los problemas de indole prédctica, recurrir a las no-
ciones de integral y medida antes mencionadas: muchas veces
baata‘bonaidarar la integral de RIEMANN.

Quienes se interesen por estas conclusiones pueden re-
visar diversas obras, cuyo comentario no hacemos por corres—
ponder a un trabajo de otra naturaleza (Cfr. CANSADO, MARTINEZ
SALAS, REY PASTOR y SANTALO SORS, op. cit. en la Bibliografia)
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9.~ El punto de partida de la msyor parte de las teoriss
clasicas modernizadas ;aa KOILMOGOROV. Este auwtor ha sido blanéo
de objeciones de diversa naturaleza: por un lado, los practi-—
cos 10 han rechazado sin estudiarlo, debido a la dificultad de
su lectura; por otro lado, ha sido oriticado severamente por
aquellos matemdticos que equiparan la probabilided y la frecuen
cia. Entre éstos, MISES lo hace con singular énfasis; pero con
poca fortuna, porque razona alrededor ¢e una premisa injusta—
mente atribufda a KOLMOGOROV: suponer que la teorfia de la pro-
babilidad es una parte de la teoria de los conjuntos.

TORNIER le rebate el principio de ls aditivided comple-
ta; pero FELLER demuestra que el propio TORNIER utiliza dicho
principio en el mismo sentido que KOLMOGOROV.

Se pretende también decir en cémo y cudnto la teoria de
la probabilidad difiere de las mateméticas aplicadas. Sin en—
bargo, las diferencias no son esenciales, porgue KOLMOGORCV se
limita a construir - como dijimos antes - un sisteme axiométi-
co que s86lo tiene con el campo de las aplicaciomes la remots
conexién de las leyes del azar, & las cusles se refiere de pa-
so, como a un apéndice inesencial.

Dos ideas (*) de su doctrina son en verdad flojas:el axio
ma de continuidad, por arbitrario en cuanto s la estructura—
cién axiomdtice,ppes es absolutamente independiente de los de-
més; pero que se introduce por exigencias de la aplicabilidad;
y el concepto de evento (concebido como une relacién conjuntusel
del tipo X c S), por su falta de contenido intuitivo univoco,

y por ende, por falta de suficiente caracterizacién.
Por 1o demds, la idea madre de esta fundamentacidn es

concebir, objetivemente, la probabilidad de un evento como wun

() FORTET ha sefialado insuficiencias en los conceptoa maneja~
dos por KOLMOGOROV (Cfr. parrefo 34.2 b).-—
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rimero vinculado al mismo.

10.- El matematico japonés YUKIYOSI KAWADA advierte que
la nocién de evento elemental de KQLMOGOROV admite mds de una

interpretacidon. Esta circunstancia, unida al cardcter de mode-
lo exiomdtico de la fundamentacién de KOLMOGOROV, conduce auna
teoria polimorfa doblemente: por s{ y por la multivocidad del
concepto de evento,

Atendiendo alos nuevos desarrollos de la topologia, en~
saya KAWADA una fundamentacién de la probabilidad sin echar ma
no a la nocidén de evento; es decir, colocéndose en un punto de

vista muy general y dando como primitivo el concepto de varia-

ble estocastica x.

La variable estocdstica es una magnitud matemdtica,por-
que podemos postular la existencia de su esperanza matemdatica
E(x). Desde el punto de vista abstracto, nos basta enunciar los
sizuientes axiomas:

1) Si x e y son variables estocasticas, existe una va-—

riable estocédstica z llamada suma de X e ¥ ¥y que indicamos con

zZ =X + Y

2) Si x es una variable estocastica y X es un numero

real, existe una variable estocastica y = N x,

3) las operaciones + y A\ . tienen las siguientes pro-

piedades:

(x +¥) +2=x 4+ (¥ + 2)

A(x +¥) = Ax + Ay
(X +(3) x = Xx + [51
(x3) x = & (fdx)

l x =X



-29-
Ox=0

A la variable estocdstica 4.l la llemaremos constante
siendo 0.1 = O la constante nula.

4) A ceada variable estocastica x corresponde un mimero
real E(x) tal que:

E(Xx+ [5y) = X E(x) + B E7)

5) Siendo x e y dos variables estocasticas, una de las
siguientes relaciones (indefinidas) se cumple:

X =y é x%i

6) Valen x =x; de x =y e y = x se sigue que x = y;

de x =y ey= 28 se sigue x = 2z.

7) De x =y se sigue x + 2=y + 2; de x =y y = O,se

sigue ocXx =Xy,

8) Para x > y vale E(x) = E(y).

10.1.- Para construir la teor{a de las probabilidades
debemos ahora construir un dominio de variebles estocdsticas,
que corresponde &l cuerpo de KOLMOGOROV. Lo hecemos as{:

Def. l.- Un conju.ntox de variables estocdsticas esun

dominio de probabilidad si tiene las propiedades sigulentes:

(1) L es un espacio lineal; es decir si X > x, ¥ se
sigue que L 323X x + /:5 y ¥ que 0831.

(11) X es un reticulado vectorial completo con respec

to a1 orden =,

(111) Deﬁéxzéooo’ xnez y /\nanOOna(;
.86 sligue que:
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1im E(In) =0

(La condicidén (iii) corresponde a la completa aditivi—
dad del cuerpo de KOLMOGOROV; pero las exigencias de la Def, 1
son menores que la de este concepto., Si nos limitamos a conjun
tos Xb de funciones medibles o0 a conjuntos X.e de funciones

integrables, nos reducimos a la teorfia de KOIMOGOROV).-

Def, 2.~ Una funcidén de realizacién f en un dominio de
probabilidad Y, es una funcidén real en X tal que:

(1) £(1) =1

(1) f(xx + P¥) = X£(x) + B2(y)
(iii) £(x) = £(y) para x = y.

10.2.- Con l1lo0s precedentes axiomas y definiciones KAWA-
DA construye una doctrina abstracta més general que la de KOI-
MOGOROV y que, desde .el punto de vista axiomatico es inobjeta
ble. Pero, ademés, puede dar cuenta de la interpretacidén fre—

cuentista (tipo MISES) siempre gue se modifique el sistema de

axiomas y definiciones de esta manera:

Ax. l.- Dejar en pie los axiomas 1, 2, 3;

Ax. 2.~ Para dos variables estocésticas x, y, se dan las
variables estocdsticas 2, ¥ 2, definidas como 2, = XUy ¥
z, = X N y, respectivamente, donde N y \J tienen las siguien
tes propiedades:

x Ux =.x x N x=x

x Uy =y UJUx x Ny=y O x,

(x VUy)uz = x U (y U2) (x Ny) Nz =xN(yNaz)
(x Uy)Nnx = x (xNy)Ux=x
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(xVy) +2=(x+2)U(y +2) (x05)+z = (x0z) + (y O g)

X (xVUy)= Xx URARY, X >0 X(xNy)= xxNXy, X >0,
A (XVUY)=XX N AY, AL O X(xNy) = Xxvuaxy,x £ o.

Elxu y)> B(x) = E(xNOy).

Def. 3.- Tambiéq debe modificarse la definicidén de do-
minio de probabilidad, dejando en pie las propiedades (i) y
(iii) de Def. 1, pero reemplazando la (ii) por (11)s:

(1i)tczfes un reticulado vectorial completo para las

operaciones x Vy ¥y x0ny.

ll.- Los detalles de la obra de KAWADA no podemos dar-
los nosotros. Pero advertimos que importan novedades desde el
punto de vista de la fundamentacién. Sus exiomas son mas gene
rales que los de KOLMOGOROV; no hacen uso de espacios puntua-
les; no necesitan del concepto de evento, y permiten introdu-

cilr la probabilidad en el dcminio de los sistemaa;parcialmeg—

te ordenados.

Tembién esbozan, sin desarroller, la posibilidad de dar
cuenta de las doctrinas frecuentistas como la de MISES, claro
que mediante la modificacidn de ciertos axiomas y definicio—
nes, segun dijimos arriba.

Su gran mérito, para nosotros ('), reside en ese empleo
que hace de los sistemas parcialmente ordenados; en virtud de
lo cual = no obstante sustentar tacitemente el punto de vista
objetivo -~ hallaremos mas adelante el puente de conexidén for-

mal con las "probabilidades intuitivas".

NOTA. Un conjunto ordenado R en el cual cada par de ele

mentos tiene extremo inferior (superior) se llama conjunto re

(') Sin desconocer el antecedente de BIRKHOFF G.,"Lattices -and
their applications", Bull. Am. Math, Soc., 1939.-
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ticulade inferiormente (superiormente). En ese conjunto a ce-

da par de elementos a, b, dados en cierto orden, le correspon

de, pues, un elemento de R, univocamente determinado: su extre
mo. Indicamos esta circunstancia as{: ¢ = a A b, Por tanto, A

es una operacidén binaria., Demuédstrase que son propiedades de

esa operacidén: (a) consistencia: a = a A b es equivalente a

a < b; (b) idempotencia: a = a A a; (c) conmutativa:aAb = bAa;
(d) asociativa: (a Ab) Ac = a A(b Aog).

Un reticulaedo R puede caracterizarse por la operacidn
binaria "infimo (.)", cuyas propiedades son: (a) a<bsi y
s6lo si a.b = a; (b) a.a = a; (¢) a.b = b.a; (d) a.(b.c) =
= (8sb)oCo=

Un conjunto R°que sea reticulado inferiormente y que,al
mismo tiempo, 1o sea superiormente (es decir, que cumpla las
condiciones de R y sus duales), se llamara conjunto reticula-
do.

Un conjunto reticulado R* es completo cuando toda par-
te suya no vacia tiene extremo inferior y superior.
Existen reticulados nc distrib.tivos y otros que son

distributivos. En particular, los anillos de conjuntos son dis

tributivos.
[Def.] Se dice que x es el complemento del elemento a de
gi: (1) aAx=0y(2) a Vv x=1,

. ]
un reticulado R = ROl

[Def.] Se dice que un reticulado distributivo Ro es un

1
glgebra de Boole si todos sus elementos tienen complemento.

Confréntese las precedentes nociones - utiles en el sis
tema de KAWADA - con las desarrolladas por KOOPMAN, segun deci
mos en el parrafo 29 y siguientes.



CAPITULO IIIX

LAS TEORIAS DB LA FRECUENCIA

Venn y Coolidge. El empirismo de Mises.
El colectivo. Operaciones en un colecti
vo, Dorge, Copeland y Wald. Cernuschi,
Critica al empirismo frecuentista.

"Probable es aquello que
por lo comin ocurre".-—

ARISTOTELES.

12.- Parece ser J.VENN el primero an expresar claramen
te el concepto de probabilidad desde el punto de vista empiri
co. Sus ideas fueron expuestas en The Logic of Chance (1866)y
en algunas monografias sobre el azar y sobre la naturaleza de
los promedios. En sintesis, sostiene que la probabilidad sur-

ge de una proporcidn fija entre cierto evento y el numero to-

tal de casos. Esa proporcidén fija existe como un "limite" al

crecer el numero de casos, y se presenta principalmente en las
cosas naturaeles: por lo tanto, es la experiencia su clave cog
noscitiva. Aparte de ello, cuando no tiene origen emp{rico,la

probabilidad se reduce a la aplicacidén del célculo combinato-

rio.
La posicidn de VENN, que reconoce precursores muy remo

tos, fué adoptada y retocada por muchos autores; entre ellos,

COOLIDGE.,
COOLIDGE, adepto a la doctrina frecuentista, parte de
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tres presupuestos que 6l llama "empiricos"; a saber:

la,) Si un evento, que puede ocurrir en dos formas dife
rentes, se repite gran numero de veces en las mismas condicio-
nes esenciales, la razén entre el niumero de veces en que apare
ce en uns de esas formas y el nuUmero total de pruebas, se apro
ximaréd a un l{mite cuando el dltimo mimero crezca indefinide—
mente.

2a.) Si un evento puede ocurrir en cierto numero de for

mas, todas igualmente verosimiles, y si cierto nimero de éstas

es favorable, entonces la razén entre el nimero de formas favo
rables y el numero total es igual a la probabilidad de que el
evento sea favorable.

3a2) Si un evento depende de n variables independientes
Xqs XppesesX s continuas en un continuo n-dimensional, enton-
ces existe una funcidr analftica f(xl,...,xn) tal, que la pro-
babilidad de gue un resultaedo esté representado por valores de
Xy T3a X5
en un infinitésimo de orden superior, del wvalor f(xl,-..,xn)

d x

las X pertenecientes a l1los intervalos difiere,

1°°° d xn.

No vale le pena discutir el "caracter empirico" de es-
tos presupuestos, sencillamente inadmisibles como tales y mno

exentos de circulos viciosos.

13.- En cambio, tenemos varios motivos para ocuparnos
con algun detalle de la posicién de RICHARD VON MISES: el ori
zinal acento de su teorfia; la vasta difusidn que ha merecido,
por obra de digcipulos, exégetas y opositores; la cantidad de
criticas que ha provocado; el tono polémico de sus escritos.

Para MISES el unico fin de las probabilidades y de le
estédistica es describir ciertos fendmenos observables (los fe
némenos-masa) y ciertos eventos reiterativos. Ese fin va a ins
pirar toda su doctrina,

2s una docirina de bassmento empirico, pero alcanza una

formulacidén matemdtica; como la teoria matemética de la elec—
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tricidad, cuyo origen es emp{irico.

Pretende descartar el punto de vista, por é1 llamado es
coldstico, segin el cual la probabilidad proviene de la intui
cién y es anterior a la experiencia objetiva: todo lo contra-
rio. Descarta la posibilidad de su aplicacién a casos aisla—
dos, pues sostiene que carece de sentido dentro de sus presu-
puestos fundamentales. Y echa mano a un aparato matemdtico sen
cillo: la teorfa de funciones reales y la teor{a elemental de
los conjuntos,

Vamos a seguir el curso de sus ideas, especialmente =a
través de sus trabajos Probabilidad, Estadistica y Verdad y So
bre los Fundamentos de la Probabilidad y la Estadistica (cfr.
Bibliografia).

13.1.- Sea una sucesién indefinida de experiencias u od
servaciones, cada una de las cuales presenta un resultado en
forma de un nimero o de un grupo de numeros. X sea esa suce—

sién X191 Xpp Xypeceo Llamaremos colectivo al modelo teérico

de las secuenclas emgiricas (o poblaciones). Entonces:

a) En el colectivo, cada frecuencia posee un valor 1li-
mite si el numero de elementos crece sin término. Este valor
limite - cuya existencia se admite - es "la probabilidad del
atribuyo en cuestidn dentro del colectivo correspondiente".El

conjunto de todas las frecuencias 1limites se llama distribu—

cidn.
b) Para que un problema pertenezca a la teor{a de 1la’

probabilidad, ha de darse: o la distribucién o las frecuencias
li{mites para ciertas sucesiones., Para resolver el problema,qé
lo podrén ser deducidas - mediente ciertas operaciones - nue-
vas sucesiones de las cuales habrén de computarse sus distri-
buciones.

‘Las suceslones tienen que cumplir condiciones bien de-
terminadas, Adoptando la nomenclatura de COPELAND, se llama a
estas sucesiones, nimeros admisibles. Asi, pueae afirmar que:

"La teor{a de 1la probabilidad es el estudio de las trens
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formaciones de los numeros admigibles; particularmente el es-
tudio del cambio de distribuciones que tales transformaciones
implican". O sea, sl X es una sucesin {(mimero admisible) y X'
es la sucesidn deducide (segin operaciones que luego diremos),
la teor{a de la probabilided trata de los mimeros admisibles
X' = T(X), donde T representa la transformacién.

MISES define cuatro operaciones irreducibles, que son:
gseleccién, mezcla, particién y combinacidn.

13.2.- Seleccién. Dado un colectivo, obtenemos otro es
cogiendo elementos de aquel mediante una operacién denominada
geleccidén localizeda (en inglés, "place selection"). Pues bien,

de acuerdo con la azarosidad de los colectivos, las probabili
dades no varian en el nuevo colectivo seleccionado.

la seleccién"localizada” consiste en una transformacién
de mimeros admisibles. Sea S esa transformacion. S admite
los valores O 6 1: S, =1 significa que el d{gito n-ésimo de
la sucesidn original debe ser retenido; S, = 0 significa, en
cambio, que el digito n-ésimo debe ser descartado. La reten—
cidn o el descarte del elemento n-ésimo depende de los valores

precedentes X190 Xy9eeey X, 19 PEro no de x ¥ siguientes (%).

Por ejemplo, en el juego de cara (K) o ceca (C):

sins=1
S =1 si x 1" Cy cuando n es primo

sl 3= K, cuando n no es primo

S, = O en los demds casos

La experiencia muestra que X' = S(X) da frecuencias ca

8i iguales que X. Entonces nos vemos obligados a admitir que

(" véase pérrafo 16 B.
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si ¢ es una seleccidén localizada:
distr. [s(x)] = distr. [x]

Este resultado empirico abona el principio de que los
colectivos son agrupamientos azarosos, en los cuales es imposi
ble formular cédbalas o martingalas: descértanse pues los “sis-
temas" de juego.

En resumen, la primera operacién - seleccién - tiene deos
notas significativas: la.) permite reducir el numero de elemen
tos mediente la seleccidn locedl izada; 2a.) no hace variar la
distribucioén,

Mezcla., La segunda operacién de MISES, mediante la cual,
dado un colectivo, obtenemos otro colectivo, es la mezcla.

En ésta, los elementos del nuevo colectivo son los mis
mos, pero sus atributos son mezcla de aquellos. Por ejemplo:
los elementos de un colectivo sean 108 sucesivos arrojamientos
de un dado, y sus atributos sean los seis posibles resulteados
de cada jugada. Se pide un colectivo nuevo cuyos elementos sean
también los arrojamientos sucesivos de un dado, y sus atribu-
tos sean "sale par" y "sale impar" (dos etributos),

"Salir par" significa en este caso, que sale 2 6 4 6 63
"galir impar", que sale 1 6 3 6 5. Es decir, el atributo del
colectivo nuevo, involucra o "cubre" a tres atributos del co-
lectivo original. Por lo comin, en la operacidén de mezcla de
atributos aparece cubrimiento tsal,

{A veces pensamos jue, en nuesiro idioma, mejor que ha
blar de "mezclar" podriamos usar la palabra castellana "tras-—
lapar", cuyo significado incluye el concepto de cubrimiento .]

38 claro que el problema de calcular el valor de la pro
babilidad en colectivos derivados por mezcla, se resuelve me-

diente la regla de la adicidén.En el caso continuo, mediznie la

integracidn,

Particidn. Consiste en 10 que sigue:
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Del conjunto de atributos originales, determinamos un
subconjunto; después, retiramos del colectivo inicial, todos
los elementos que corresponden a los atributos del subconjunta
estos elementos y atributos conforman el muevo colectivo.

El nimero de elementos de éste es necesariamente infe-
rior al dsl inicial.

La regla operativa consta de dos pasos: 1°) Sumar 1las
probabilidades de los atributos que deben retenerse; 2°) Divi
dir la probabllidad del atributo que nos interesa, por el va-
lor obtenido en el primer paso,

El procedimientc consiste, pues, en una divisién de pro
babilidades: el dividendo-es la probabilidad a priori, y el di

visor es la probabilidad a posteriori.

MISES aboriina de estas denominaciones; preriere hablar

de probabilidad inicial y final, respectivesmente, para evitar

- dice - tcda interpretacidn de tipo filoséfico. Para é1, am-
bas probabilidades son también hijas de la interpretacién fre
cuentista y, por fin, permiten sostener el verdadero signifi-
cado (empfirico) de la famosa regla de BAYES.

Combinacidn. La cuarta operacidén de derivar colectivos

es la combinacidn. Se produce asi:
1°) Sean los colectivos K y K' independientes. Es decinr,
la distribucién de K' no varia si hemos realizado: una selec-

cién localizade S(X) en K, un muestrec en K' por medio de S(K),

y otra seleccidn localizada S1 en la parte pertinente de K'.

2°) El colectivo combinado de K y K' (independientes),

tiene elementos y atributos que son combinaciones de los de K

y K'e |
Aclaremos. Scan K y K' dos colectivos: queremos estahle

cer una correspondencia biunfvoca entre sus elementos. En-'X
hay un atributo oK ouya frecuencia relativa es n, /n. En K'
hay un atributo P cuya frecuencia relative es ng /n.

Cada vez que ™ aparece en K, anotamos el atridbuto que

aparece en K'c En n, casos aparece X, y ennps casos apa-
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rece /> al lado de « . La frecuencia relativa de la aparicién
de A en caso de la aparicién de X es n . /Dy -
En eso consiste el muestreo.
Se comprenderd que todo colectivo es susceptible de al

&in muestreo, estableciendo una correspondencia y eligiendo atri

butos. .
Ahora bien, se dice que el colectivo K es independiente

del K' si un muestreo sobre K' efectuado a través de K no cam~
bia la distribucidén de K'.-

MISES fundamenta la independencia en la experiencia,en
la mayorfia de los casos; en otros, empero, puede obtenerse de
la misma definicién de colectivo.

En general, la regla operativa que permite combinar co
lectivos es la regla del producto: la distribucién del colecti-
vo resultante es el producto de las probabilidades que tienen

los atributos antes de que se combinen los colectivos.-

13.3.- El1 esquema miseano es como sigue: 1°) Determinar
los colectivos iniciales y hallar sus distribuciones; 2°) Carac
terizar el (o los) colectivos finales, cuyas probabilidades se
pretende conocer; 3°) Aplicar las transformaciones que nos dan
las cuatro operaciones fundamentales, a fin de derivar los colec
tivos finales partiendo de los originales.

La nota caracteristica de MISES es el "colectivo".- La
probabilidad tiene sentido si, y sélo si, se refiere a colecti-
vo8. A B8u vez, el concepto de "colectivo" implica dos nociones
fundamentales: la existencia de los valores 1limites de las fre-
cuenclas relativas, y el principio de la imposibilidad de inven
tar "sistemas" de juego; 0 sea, la existencla del azar.

14.~- La teoria de VON MISES ha sido reformulada y modi-
ficada por distintos autores, con el objeto de librarla de obje
ciones mas 0 menos importantes.

K.DORGE limita el concepto de colectivo. Empieza consi-
derando un numero finito de secuencias distintas Ky» KypeeoK

que denomina "colectivos fundementales". También toma en cuents



-40-

un numero finito de selecciones localizadas A Az,..., An.
Los colectivos y las selecciones son representables por

formulas y tanto los K, como las Ai son elementos de cuerpos

» |
numéricog.
DORGE define las siguientes operaciones: Seleccidn A

sobre el colectivo Ky.; seleccién Ax sobre la seleccidm Ay( Se-
leccién producto); particion de un Ky; muestreo de Kx mediante
Ky. Con respecto a estas operaciones construye el cuerpo de co
lectivos fundamentales y el cuerpo de selecciones.

Definido el merpo, podemos operar, pues, solamente con
sucesione¢ formulizables; con 1o cual se eliminan dos criticas
al sistema de MISES; a saber: a) Para conocer el valor limite
de una secuencia hay gque conocer su ley [aqu:[, ahora, se cono-
ce la ley | ; b) Para saber que un colectivo es derivado hsy que
asegurar la existencia del colectivo original [ aqui, ahora,esa
existencia estd asegurada, porque los colectivos pertenecen al

sistema cerrado de los cuerpos.].

15.- Considerando colectivos con un numero finito n de
atributos, las n fracciones que definen .das probabilidades de
cada uno de esos atributos, y cuya suma es 1, definen la "dis-
tribucidén* del colectivo.

COPELAND, para n = 2, y WALD para el caso general (n fi
nito), demostraron que:

Dada una distribucidén arbitraria y un conjunto numera—
ble arbitario de selecciones localigadas:

a) Es posible definir un caolectivo en el cual las fre-
cuencias relativas de los atributos particulares tengeam los 1i
mites prescriptos por la distribué¢ion dadaj;

b) La distribucién no es afectada por ninguns de las se
lecciones localizadas (*) .-

. Von MISES creyd que los resultados anteriores probaban

() Véase 1o que se dice a este respecto en el parrafo 17 ¢ y 4.
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la consistencia o compatibilided de su teorfa, porque demostra
ben la "existencia" de colectivos que satisfarfan & los axio—
mas del velor limite y de la invariancia del 1imite frente a
selecciones localizadas.«

Sin embargo, nétese que los casos de COPELAND y WALD se
cifien a n finito y que, para cubrir las hipétesis de MISES,hay
que considerar un conjunto infinito de atributos.

MISES introduce restricciones en las proposiciones antes

enunciadas que, a estar a los resultados, no cambian el cardc-

ter de las selecciones localizadas admisibles. Pero esas res—

tricciones son restricciones a la condicidén de azar, por esen-

cla ajena a toda legalidad.

16.,- FELIX CERNUSCHI se declara partidario de von MISES
y afirma que la manera satisfactoria de definir operacionalmen
te un proceso aleatorio, es mediante el concepto de colectivo.

Pero un colectivo, entiende, es un conjunto tedricamen-
te ilimitado de objetos similares, o una sucesidén ilimitada de
observaciones, con las propledades:

a) Las frecuencias relativas de los atributos particula
res tienden a un l1imite fijo;

b) Ese 1limite no varia si se hacen actuar diversas se—

lecciones, siempre gque estas selecciones sean independientes

del resultado que corresponde &l elemento considerado.

La condicién a) es aceptable, segin CERNUSCHI, como es
aceptable definir otros conceptos fisicos - aceleracién, densi
ded, etc, - como pasos al limite.

Sin embargo, la condicidén b) no puede admitirse.

En efecto, en el juego de "cara o cruz", tomemos la su-
cesién de ceros y de unos, donde O significa "cara" y 1 signi-
fica "cruz".

Toda sucesién de ceros y unos puede representarse por
un punto del segmento [0, 1].-

Ahora determinamos una regla de seleccién, fijando una\



-4 2=

correspondencia biun{voca entre elementos del colectivo que va
a derivarse y los elementos obtenidos por la regla de selec—

cién. A la seleccién obtenida, por ser una sucesidén de cerosy
unos le corresponde un punto en [0, 1] .-

No _es légicemente imposible la existencia de un proce-

so aleatorio de ceros y unos que esté representado por el mis

mo punto. Es decir, es posible gque la seleccidén no sea indepen

diente de los elementos considerados, 1o cual puede conducir e
resultados contradictorios.-

Para evitar contradicciones ()} como la expuesta, CERNUS

CHI propone reemplezar la condicién b) por la
E) si & es un etributo del colectivo, p_ su probabilidad,
na/n su frecuencia relativa; entonces la probabilidad de ha—

l1lar una regla de seleccidén para le cual:

n
1{m na # P_» 8 cero.
n —+ 0 |

Pero b') introduce la nocién de probabilided em su pro

pia definicién., Es decir, hay una peticién de principio. Para

evitarla, CERNUSCHI establece las sigulentes gondiciones:
a

la frecuencia

la.) Sea una regla de seleccidn. Sea
relativa del atributo a (a = 1, 2...) en la sucesidén j~ésima.
Se forman m sucesiones de n elementos cada una; es decir,se to
man m procesos aleatorios equivalentes y, en cada uno, se se—
leccionan n elementos con una misma regle de seleccién.Enton-

ces existen los limites:

=], ] =]
Pslm n l+ n 2 + oo + a mﬁ-

() cfr. la regla de seleccidén en el pdrrafo 13.2.-
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(para n == 00, m —=00)

2a.) Dichos limites son independientes de toda regla de
seleccién que se fije arbitrariamente para determinarlos.
Por ejemplo, si llamemos m el nimero de sucesiones pa

ra las cuales:

n

1
1in —3- = P,

la condicidén 1la.) impone que:

1im._nj‘;._=o
m
m =& Q0

En sintesis, un proceso aleatorio no tiene por imagen
una sucesidén indefinida determinada, sino, por el contrario,

un nuimero infinito de sucesiones indefinidas en las cuales va

le la restriccidén anterior.

Para CERNUSCHI, aqui reside la esencia del azar.

17.~ Para finalizar este capftulo, nos basta hacer una
apreciacién de conjunto de la posicidén empirista, y dar los
elementos indispensables para su critica.

En primer lugar debemos hacer una aclaracién. lLa posi-
cién empirista no esta absolutamente divorciada de la clédsica
ni de la clédsica modermizada. Destacados autores que defien—
den el punto de vista del "modelo matemético®™ - segin hemos
caracterizado el capitulo anterior - tienen una posicién coin
cidente con las expuestas en el presente cap{tylo en lo que se
refiere a la naturaleza de la probablilidad. KéLMOGOROV y KAWA
DA, por ejemplo, creen, como von MISES, que la probabllidad
tiene origen en la frecuencia emp{rica. Sin embargo, aquellos
no hacen tema de sus estudios el problema de la naturaleza de
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la probabilidad, y se limitan, tan 8dlo a describir la estruc
tura del calculo probabilistico, utilizando diversos medios
matematicos.

Tembién los empiristas netos echan mano de procedimien
tos formales, & veces bastante abstractos, para presentar ese
cdlculo. Y, salvo su adhesidn demasiado explicita a la opinidm
de que la naturaleza de la probabilidad se canfunde con la de
la frecuencia empirica, el andemiaje de sus teorias, en las
etapas mas evolucionadas, poco difiere de las teorias matemé-
ticas puras; a punto de que puede dudarse, por serios motivos
metodoldgicos, al ubicar a KAWADA como representante de algu-
na de las dos tsndenclas hasta ahora expuestas por nosotros.-

Aparte de esto, los empiristas sefialan la preeminencia
de la estadistica sobre la probabilidad, pues afirman que és-
ta nace de la frecuencia, y su estudio deviene, por ende,el de
una ciencia natural como la fisica o alguna otra.

Se han advertido deficiencias serias en las fundamenta
ciones de este tipo. Centrandonos en von MISES, indiquemos va
rias de esas deficiencias.

a) La existencia del 1imite de la frecuencia, carece de
significacién; porque carece de significacidén matematica (y de
eso se trata) la definicién de limite en sucesiones cuya ile-
galidad es necesario admitir.

Tampoco vale la alternativa de suponer que las sucesio
nes de frecuencia no obedecen a ninguna ley excepto la de con
currir al limite probabilistico; ni la de cefiirnos a determi-

nadas sucesiones en que ese 1{mite exista, porque de cualquier’
modo estaremos contradiciendo la irregularidad propia de los

colectivos, o0 sea el azar.
b) Si la condicidn de azar se restringe, como lo hacen

gsecuaces de MISES, se renudcia a la solucién de problemas que
no se adapten a su concepto restringido del azar, y, por ellqg
reducen el dmbito del cdlculo de probabilidades, sin salvar la
dificultad inicial de su fundamentacién.- '
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Si, por el contrario, nos aferramos a las condiciones
del colectivo miseano, llegamos & contradicciones del tipo se
fialado anteriormente al heblar de CERNUSCHI.

¢) MISES aseguré que las investigaciones de CCPELAND y
WALD (quienes pudieron demostrar la existencia de colectivos
que cumplen la condicién de azar) habian probado la consisten
cia total de su propia teoria.

No es as{. Tanto CCPELAND (para n = 2) como WALD (para
n finito) demostraron la existencia de tales colectivos con n
atributos, pero partiendo de una restriccién del concepto de
seleccién localizada; restriceién por la cual las selecciones
admisibles forman parte de un conjunto numerable de seleccio-

nes. Es decir, que la consistencia de las teorfas de WALD y @
PELAND, por ser casos particulares de 1la teoria de MISES, no
puede probar la consistencia de la de éste.

d) Pero la misma teoria de, WALD, aparentemente libre de
contradicciones, ofrece, segin advierte FRECHET, una objecidn
fundamental. En efecto, la definicién de probabilidad que WAD
debe admitir para evitar toda contradicecién 1égica, es depen-
diente de las nuevas leyes de seleccidén que él permite utili-
zar para derivar colectivos. llegamos as{ a una infinidad de
probabilidades, relativas a cada seleccién admisible:: es de—
cir, a un resultado que, aparte de diferir con los propésitos

miseanos, hace impracticable la teoria.-



CcAP ITULO IV

LAS TEORIAS DE LA CREENCIA RACIONAL

El grado de creencia racional de Keynes. De
finiciones y exiomes. Antecedentes., La pro
babilidad numérica. E1 problema de la induc
cibén, Justificacidén. Criticas & Keynes.- El
sistema de Jeffreys. las suertes. Critica =
Jeffreys.~

18.~ En radical oposicion a las teorias frecuentistas,
JOHN MAYNARD KEYNES sostiene que el ezstudio de la probabilidad
tieng conexidn con la légica y con la filosofia.

n nuestras creencias (vele decir, en esss adhesiones
que brindamos a ciertas ideas presumiblemente verdaderas), en
nuestras creencias, digo, se distinguer dos elementos: 1o ra
cional y 1o no racional,., "Conocemos" una cosa cuando poseemos
de ella cierta creencia racional., Pero la creencia raoional(qg
mo la otra) tiene distintos tipos; esto es, hsy conocimientos
ciertos y conocimientos probables.

Teniendo en cuenta no su constitucion sino su origen,

hay conocimientos directos (o por intuicidn) y conocimientos
indirectos (o por argumento). El conocimiento argumental fun-
clona sobre ciertas premisas que le suministra la intuicion.-

Partiendo de dichas premisas, el argumento extrae conclusiones
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de diverso 5rado de creencia racional., Esas conclusiones se og

tienen, dice KEYNES, porque percibimos la relacidén logica que

hay entre ellas y las premisas,
Segin MAGLIANO, esa aptitud de la razdén de "percibir" 1la

relacidén probabilistica, es andloga al concepto de comprobacidn

16gica (efr. GOBLOT) expresivo de la vinculacidén que se advier

te entre los juicios, y que hace posible el pensamiento.-
Resulta necesario, pues, elaborar una légica probabilis
tica que sistematice los procesos de inferencia y que permita
comparar las probabilidades o grados de creencia racional,cuan
do ello sea posible.
Para fundar la comparabilidad, tenemos el principio in-

tuitivo de indiferencia. Por él estamos capacitados para dese-—

char aquello que vemos no tener ninguna conexidén ldgica con las

premisas y conclusiones de un argumento, & saber, lo imperti—

nente ("irrelevant"); por él llegamos &l concepto de equiproba
bilidad, pues si la evidencia de cualquiera de dos conclusiones
sentimos ser la misma, decimos que sus probabilidades son igua
les; y por él también advertimos que si hay algo que agregar a
una de las evidencias (y ese algo, que es una evidencia adicio
nal, es pertinente) entonces decimos que una de -esas conclusio
nes — y sefialamos cual ~ es mds probable que la otra.

El principio de indiferencia es necesario pero no es su
ficiente, a1l decir de KEYNES.

Pero es més.- No todas las probabilidades son campara-

bles. Intentando una clasificacidén, reconoce KEYNES las siguien
tes posibilidades:

a) Casos en que no existe probabiidad. (Por supuesto,en
el conocimiento Airecto).

b) Casos en que las probabilidades no pertenecen a un
unico conjunto de magnitudes, medibles con una unidad comin.-
Como en las probabilidades individueales.

c) Casos en que no nos es dable en la prictica hallar

la unidad de medida o la menera de efectuar ésta.-
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d) Casos en que no es posible en absoluto asociar la
probabilidad y el nimero.

e) Casos en que tenemos probabilidedes numéricas.

Trae KEYNES el ejemplo de la similitud. Con respecto =a
la similitud, podemos decir que aumenta o disminuye, pero no
cudnto. As{ hay érdenes de probabilidad (y probabilidades de
distintos érdenes) entre las cusles no es posible establecer
comparaciédn.

De manera que la probabilidad no siempre es medible ni
numérica. Esta Ultima conclusién, que comparte con EDGENORTH y
GOLDSCHNMIDT, separa radicalmente a KEYNES de LAPLACE, de sus
sucesores, de le escuela clidsica modernizada y de los empiris-

tas.,
También 1o separa de 1ldégicos como STANLEY JEVONS que,en

lo demds, concuerden con su corriente epistemolégica.

B suma, para KEYNES le probabilidad es un concepto muy
amplio y puede contener, como casos limites o particularizacio
nes, a, otros conceptos de probabilidad que, con relacién al su

yo, son restringidos,

18.1.- El1 formulisino que XKEYNES introduce tiene una pre
tensién muy encumbrada; pues no sélo serviré para echar los fun

damentos de la probabilided, sino los de toda la inferencia:

tanto la probable como la necesaria. Aspira, en suma, a expo—
ner las lLeyes del Pensamiento, vale decir, las normas que go—
biernan el trénsito de una proposicién a otra en los procesos
de razonamiento directo e indirecto.

La nomenclature y la definicidn de muchas constantes lé
gicas que emplea KEYNES en su tarea, estan tomadas de BERTRAND

RUSSZLL, por lo que nos renitimos a Los Principios de la Mate-

métice de este Wltimo autor, para dilucidar alguna dificultad
de terminolozia.

Con cuatro grupos de definiciones, dos de axiomas, y una
serie de teoremas, expone el problema de la inferencia necese-

ria y de la inferencia probable. Luego, agregando un quinto gru
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po de definiciones y un tercero de axiomas, puede presentar y
desarrollar la probabilided numérica. Pero la tarea es demasia
do profusa, y el cemino seguido, carece de elegancia, es fati-
goso y estd lleno de minucias que entorpecen la lectura. El sal
do, empero, es notable en cuanto a la magnitud de la obra emw
prendida.

Conviene tener a la vista el indice de las principales

proposiciones de su formulismo.

Primer conjunto de definiciones. La probabilidad es una

relacidén de proposiciones y, cuando existe, se simboliza con
p = a/h, donde a es una proposicidén y h otra, premisa hipoté-
tica. Si la relacidén es de certeza a/h = 1; si es de imposibi
lidad, a/h = O, Si la relacidén es de probabilidad pero 1o de
certeza o de imposibilidad, a/h 1 b a/h > 0. Si a/h = O,
la conjuncién sh es incompatible. La clase de proposiciones a
tales que a/h = 1 es h (def. de grupo). Si b/a h = 1 y a/bh=1
entonces (a £ b)/h = 1; que es la relacidén de equivalencia(re

lative a la premisa h).

Primer conjunto de axiomas.(l) Existe una y s6lo una re

lacién de probabilidad p entre a como conclusibn y h como pre

misa. (2) Si (a = b)/h =1 y x es una proposicién, x/ah x/bh

(equivalencia).

ab/h=1

(3) (a + b

a)/h = 1

o
v
e
i

(ab+ab=0bl/h=1

Si a/h =1, a h=h

Seundo conjunto de definiciones. La suma y el producto:

ab/h + ab/h = a/h
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ab/h = a/bh.b/h = b/ah.a/h

La resta y la divisidn:

I
si pq=r, p= .

sip+gq=ry P=Tr-q.

Sezundo conjunto de axiomas. Axiomas operativos.

(4) Si dedas p, q, r, existen pq, pr, P + g, P + ¥, €0
tonces:

(4a) Si existe pq, existe qp y es pq = qp; si existe
P +Qq, existe q + py esp +q =q +

Yo

(4b) pqg < p, amenos que q =1 6 p = O; P +q>p ame

]
O On

nos que ¢ = O; pq = p siq=16p 5 P+q=psiq=0.

(4c) Si pqé presqs ramenos quep = O, Sip + g

P + T es qé r y reciprocamente.

NIN

(5) [iP:QI + [_triB] =[ip+r] —[:q:sat

= [:’p + r] + [* G i.s] = [I P + Q] - [: r + s] , Siem—
pre que existan [+ p +4q] . ¥ [iri's]°

(6) Si existen r + s, pr, Ps entonces:

p(r +8) =pr +ps

Tercer conjunto de definiciones. (Independencia) Si al/azh =

= afh y -azjalh = az/h entonces las probabilidades al/h Yy az/h

son independientes.

( Impertinencia)., Si al/azh = al/h decimos que a, es im

pertinefite con respecto u al/h.



18.2,- Con este bagaje de definiciones y axiomas, se de

muestran las proposiciones de la inferencia necesaria o cierts,

incluyendo, como teoremas, las llamadas leyes del pensamiento
en la 16gica tradicional, como el principio de contradiccidn y
la ley del tercero excluido.

Con respecto a la inferencia probable, se demuestran los
siguientes teoremas de la probabilidad (amplia):

adicidén de probabilidades;

pertinencia, impertinencia e independencia;

miltiplicacién de probabilidades;

inversién de probabilidades.

Como io0s teoremas sobre multiplicacidn de probabilida—

des tratan siempre de combinaciones de conclusiones, se desarro

l1la,en seguida, el tema de la cambinacién de las premisas que
KEYNES expone siguiendo el método de JOHNSON, més velioso gque
el que podria seguir €l echando mano de los axiomas y definicio
nes hasta aqui expuestos.

Para dar, pues, los teoremas-sobre combinaciones de pre
misas, introduce el siguiente:

Cuarto _conjunto de definiciones (JOHNSON)

(a). a/bh-- ‘ah‘b} a/h donde

’ah'b) es el coeficiente de influencia de b sobre a en la hipé-

tesis h; que también podria denominarse coeficiente de depen—

dencia:
(b) El coeficiente tiene las propiedades:

{ah b). fa 2 c} - {ah e c},
{ah b}{a P ¢ af e} - tah ble ab e}

Es decir, que estos coeficientes se comportan como ope-

radores separativos,
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18.3.- El tratamiento simbélico de la légica de las in
ferencias cierta y probable que KEYNES realiza en su tratado,
considerando el problema de la probabilidad desde un punto de
vista esencialmente distinto al que, a su tiempo, toman los pro
babilistas mateméticos o empiricos, no carece de precedentes.-
KEYNES mismo nos da la genealog{a de sus ideas, paesando ligera
revista a trabajfos de: LEIBNIZ (que es el introductor de los
gimbolos 1 y O de la certeza y de la imposibilidad, utilizando

el signo % -eminentemente variable para é1l pese a su grafia -

para representar 1o probable); BOOLE (cuyo simbolismo sirve a
KEYNES para introducir la probabilidad numérice); MC COLL (que
da & la probabilidad el sentido de relaecidén entre proposicio-—
nes y que provee de un simbolismo andlogo al a/h de KEYNES.
Hay que recordar que KEYNES (como también JEFFREYS) fué
diseipulo de W.E.JOHNSON. En A Treatise on Probability el nom

bre de JOHNSON aparece citado diez veces, dos de las cuales con

expreso reconocimiento de deuda intelectual.

18.4.- Es evidente que KEYNES poco se interesdé por des
arrollar la teor{ia de la probabilidad numérica. De su extenso
libro, dedica seis péginas a esta cuestiodn.

En realided su preocupacidén méxima fué, como 4dijimos,
fundamentar la probabilided amplia, que, como caso particular,

encierra a la numérica.

Para la probabilidad numérica es preciso dar més defini
ciones y axiomas., A saber:

Quinto conjunto de definicilones.

(a) a/h + {a/h + [a/h + (a/h +eeeX términosﬂ} = r.q/h;
(b) Si r.%/h = p/% entonces q/h = —%—'g/f;
(¢) Si p/@‘= q.q/% entonces -%—-b/% =r-%7-c/%

Tercer conjunto de axiomas.
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(7) Si ¢ ¥y r son enteros finitos y q<r, existe una re-

lacién de probabilidad que puede expresarse camo —g— o=

como condicidén necesaria, se ve en seguida que para que
a/h sea medible numéricamente e igual a —%—, deberan existir

las as/hs y ser:
qQ
ae >, @0

s=1
r
Eae/hs =1
8=]
4 1) .
Si a/h = - ¥ b/h = —— » la splicaciin de teoremes
1 2

de pertinencia permite afirmar que sélo sera:

en caso de que a/h y b/h sean argumentos independientes. De ma
nera que, a menos de tratar ese grupo de argumentos, no podre-
mos aplicar el método aritmético aunque nos hallemos en el do-
minio de las probabilidades medibles. Por ello la mgyor parte
de la probabilidad matematica se la vincula con casos en que sl
multéneamente se dan las condiciones de independencia y de me-
dibilidad numérica, limitdndose por tanto el dominio de la 16-
gica probabilistica de KEYNES.

No obstante, existen casos de probabilidades no numéri-
cas que admiten una ubicacién "entre® limites numéricos, esto

es, un ordenesmiento relativo a aslguna probabilidad tipo. Enton

ces, por comparacién, puede epreciarse la probabilidad.
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El método de comparacién consiste de cuatro teoremas
que dicen:

(1) x y/h yace entre xh y x/h + y/h = 1 y entre y/h y

x/h + y/h = 1 {axtremos incluidos);

n4+l
(2) X, Xy eee xn+l/h >Exljh
1
- [€<x/h-y/h 4+
(3) xy/h + x y/h 3
>¥/b - x/h 4+ 1

(4) xy/Mm - xy/h=x/h +y/h -1

18.5.- Un detalle de las conclusidnes de KEYNES, que &6
motivo a polémicas y que nosotros no vamos a snalizar, concier
ne a la aplicacién de la teorfia general de la probabilidad a
cuestiones relativas a la conducta humana, Es empero natural
que éstas no escapasen al &mbito del pensamiento de KEYNES,por
cuanto su propbésito esencial fué el de fundamentar toda la in-
ferencia y, en particular (tercera parte del Tratado) el pro—
blema de la induccién y de la analogia, tan anexo a aquellas
cuestiones.

BERTRAND RUSSELL (Cfr. An Outline of Philosophy, Cap.29
dice que el mejor examen del problema de la induccién es el de

KEYNES. Es interesante, pues, que lo bosquejemos, siguiendo sus
1{neas generales.

4 Por qué aprendemos de la experiencia?. ;Es ol nimero
de cesos - 8610 el nimero - 10 que proporciona fuerza y base dl
aprendizaje por induccién?. ¢ Hay elgin otro fundamento de és
ta, eparte del numero de casos?.-

KEYNES sostiens que la induccidén va adquiriendo probabi
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1idad al ir incrementéndose el nimero de casos en que se pre-

sentan las caracteristicas pertinentes; pero no solamente a caul

sa del ndmero, sino a causa de la probabilidad de que no ten—
gan en comin, unos con otros, nada mas que las caracteristicas
antedichas., Si ese nimero de casos se egranda, admite que, ain
cuando no sepamos si tienen otra cualidad en comin, la probabi
lidad de que asi sea, disminuye.

Supongamos que queremos establecer inductivemente la ge
neralizacidn g "todo 1o que posee F también posee f". Hemos de
actuar as{: observamos varios casos en que las propiedades F y
f se presentan juntas, y ningin caso en que no se presenten jm
tas; observamos que, aparte de F y f aparecen otras propieda—
des como comunes; y observamos que aparecen propledades no co-

munes. La suma de las propiedades comunes se llama analOgia po
sitiva; la suma de las propiedades no comunes se llama analo-—

gia negativa.
Para afianzar una induccidén debemos disminuir todo lopo

sible la analogfa positiva; por eso hay que agrandar el nuimero
de observaciones o buscar un camino que signifique, en ultimo

andlisis, sgrandarlo.
Ahora bien, la induccién tiene valor practico aprecia—

ble cuando la relacién probabilistica se acerca a l 6 a 0,() .~
Veamos que, para acercarse a 1 (certeza), debe cumplir la in—
duccién dos condiciones:

(1) si la generalizacién g es falsa, la probabilidad de
que sea verdadera en un nuevo caso (después de haberla hallado

tal en cierto nimero de casos) disminuye en una cantidad "fini

ta".
(2) Existe a priori una probabilidad en favor de la ge-

neralizacién g.

La dificultad de hallar esa probabilidad & priori es socs
layaeda por el Principio de la Limitacién de la Variedad, que
KEYNES erige en postulado, por el cual se asume que la exien—

() Quizds también a %.-
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sién de la variedad de propiedades en el Universo estd limita
da; y podemos estar seguros de que las cosas, por ende,no son
infinitamente complejas.
NICOD enuncié este postulado con los siguientes térmi—

nos:
Existe un nimero finito n tal,que, dado un objeto deter

minado, hay la probabilidad de que el ndmero de cualidades que

no pertenezcan al objeto sea inferior a n.

18.6.- Reconocido implicitamente el papel preponderante
de la probabilidad en la inferencia estad{stica (donde basta

que las propiedades F y f se presenten juntas muchas veces,aun

que en alzunos casos no se presenten juntas, para poder hahlar

de la probabilidad de g), creemos que las anteriores reflexio
nes en torno &l valor de la nocidén de probabilidad frente al
problema de la induccidén cient{fica tal como lo presenta KEY-
NES, son suficientes para justificar su estudio a la luz de la
16gica probabil{stica que é1 desarrollé.

19.- Las criticas a la obra de KEYNES son de diverso con
tenido. Ciertos autores (cfr. CRAMER) descartan de entrada opi
nar sobre la misma, porque sélo consideran aplicable la nocién
de probabilidad a los problemas que sean pasibles de interpre-
tacidén frecuentista. Preguntar sobre la probabilidad de que
"Méscara de Hierro sea hermano de Luis XIV" o de que "Existavi
da orgénica en Marte", no tiene sentido dentro de aquella in-
terpretacidén por tanto no les interesa saber si tales probabi-

lidades son calculables o, siéndolo, si tienen utilidad practi

ca.
MISES expresa que, justamente, ampliar el campo de la

probapilidad a cuestiones que trascienden la significacién fre
cuentista no conduce a ningin resultado de interés practico,por
lo cual no es comprensiblc el propdsito de ir mas alld de esa
gignificacién. Por otra parte, dice, el enunciado del princi-—
pio de indiferencia de KEYNES permite conclusiones paradojales
inadmisibles en la ciencia,
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En verdad, KEYNES detallé varias de las contradicciones
a que conducfa el principio de indiferencia (cfr. paradojas so
bre volumen especifico y sobre cuerda de un circulo). Peroacla
ré que el error aparece al tratar al Principio como condicién

suficiente cuando no es méds que necesaria. Teniendo en cuenta

esta circunstancia, puede hallarse una regla que permita emitir
juicios de indiferencia sin caer en contradiccionmes.

Con todo, KEYNES aparece como el primer autor que cons-
truye un sistema de axiomas con respecto a la probabilidad 16-
gica. Algunos puntos de su sistema, es cierto, carecen de cla-
rided: por ejemplo, no existe, en muchos casos, una estricta
distincién entre definiciones y axiomas, y, en 10 que & su 1lé-
gica inductiva se refiere, sigue un método principalmente des

criptivo y comparativo més bien que sistemdtico y constructivo.

20.,- Dentro de un orden de ideas muy semejantes al de
KEYNES, el geof{sico JEFFREYS se propone fundamentar la proba-
bilidad sobre la base de las siguientes directivas: (a) descer
tar toda definicidn basade en procesos que den cabida el infi-
nito; (b) descartar la opinién de que en la ciencia es posible
la prediccidén exacta; (c¢) no admitir el principio de causalidad
ni el determinismo estricto cuando sostienen que antecedentes
similares conducen a consecuencias similares; (d) afirmar que
la probabilided es una relacién (o funcién) ‘de dos argumentos:
la proposicién y el dato; (e) afirmar que la probabilided esor
denable, porque existe en nuestra razén la capacidad de perci-
bir el grado de creencia racional; (f) convenir en la convenien
cia de introducir la probabilidad numérica.

Dichas directivas tienden: a explicar los procesos induc
tivos sin nada decirnos del ser de la induccidn; a metodizar en
general las ciencias naturales; a actuar en condiciones de "cer
teza préctica”; y a proveer a la ciencia de una légica inducti
va que, ante la humana necesidad de aprender por la experien—
cia, elimine la insuficiencia de la 1légica deductiva.
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Veamos los grandes trazos de esta fundamentacién,
Axioma 1. Dado p, entonces g es menormente, igualmente

0 mayormente probable que r. Dos alternatives no pueden darse
simulténeamente.

Este axioma establece la comparabilidad, sélo definida
por un dato p.

Axioma 2. Dado p, si g es mds probable que r Yy r es més

probable que s, entonces (dado p) g es més probable que s.

Transitividad.
Axioma 3, Dado p, todas las proposiciones deducibles de
p tienen la misma probabilided; y, dado p, todas las proposi-

ciones incompatibles con p tienen la misma probabilidad.

Este axioma, al dar la certeza y la imposibilidad como
casos extremos, permitird la cabida de la légica deductiva.

Tengamos presente la siguiente nomenclatura:

Cuando la proposicién g es deducible de p, diremos "p
entrafia q" (p entails q), entendiendo que cuando p es idénti-
co a g también diremos "p entrafia g".

Pero, adviértase que cuando P es una norma general ted
rica y q es una proposicién empirica, nunca podremos afirmar
que "p entrafia q", porque asi podr{a llegarse a negar a priori
alguna proposicidén cuya validez se pueda comprobar anp:[ricangg

te.
Axioma 4. Si q y q' son excluyentes y r y r' son exclu

yentes (sobre p), ¥ 81 g ¥ r son igualmente probables y q y q°
son igualmente probables, entonces (dado p)s

qQquaq' ¥ rur' son :I.guglmente probables.

Axioma de la suma 1l6gica o disyuncién. Se puede exten~

der (tecrema 1) al caso de n proposiciones g y n proposiciones

L.-

Convencidn 1, Asignamos nuimeros iguales & probabilida-

des igualesy nimeros mayores & probabilidades mayores que o-
tras.
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Convencién 2. Si, dado p, g ¥ q' son excluyentes, enton

ces el nimero asignado a g UV q' e3 la suma de los numeros asig

nados a q y a q'.
Axioma 5. La relacién ordenable "més probable que" es-

t4 en correspondencia biunf{voca con un conjunto de nimeros rea
les crecientes. ]

Teorema 2. Si p entrafia E, P(q/p) = O

Convencién 3. Si p entrafia q, P(q/pP) = 1.

Axioma 6, Todas las proposiciones equivalentes tienenla

misma probabilidad sobre los datos. Es decir, sl pq entrafia r
entonces P(q r/p) = P(a/p).

El séptimo teorema de JEFFREYS coincide con la defini-
cién laplaciana, la que establece que la probabilidad es una
relacién propia (nimero racional). Después (teorema 8) se ex—
tiende al mumero real.

La regla del producto de probabilidades constituye en
JEFFREYS el

Axioma 7. P(q r/p) = P(a/P) . P(r/g p) // P(q/q p)

Para el caso en que q entrafia q p, es decir, P(q/q p) =

= 1, tenemos la regla del producto (de JOHNSON). Si, ademss,
P(r/q p) = P(r/p) tenemos el caso especial en que:

P(qr/p) = P(q/P) P(r/p), definitorio, para JEFFREYS, de
la impertinencis de p c;on respecto a q, dado xr.

Regla de BAYES. En la teoria de JEFFREYS, la regla de
BAYES, o principio de probabilidades inversas, constituye el

décimo teorema, cuyo enunciado resume asi:
Probabilided posterior X P.obabilidad anterior X Vero

similitud (") .-
Antes de intentar poner en claro este enuanciado,adelan-

temos que hemos entrado en contacto con uno de los puntos cru-
ciales de la probabilidad., Los adherentes a la escuela axiomé-

{) ¢ se lee "es proporcional a".-
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tica aceptan, postulan o deducen la regla de BAYES sin mayores
dificultaies, como en el caso de JEFFREYS. Los frecuentistas,
como MISES, se esfuerzan por rechazarla o la rechazan explici-
tamente.

El problema que BAYES intenta resolver es de suprema im
portencia en la inferencia cient{fica. En verdad: supongamos
que un evento pueda ser explicado con diversas hipdtesis exclu
yentes qy formuladas teniendo en cuenta un conjunto H de datosg
ahora supongamos que el evento acaece. Entonces la regla de BA
YES dice que la probabilidad de la hipétesis q, después de que
el evento haya acaecido (probabilidad posterior) varia propor-
cionalmente a la probabilidad atribuida antes de acaecido (pro
babilidad anterior) multiplicada por la probabilidad de que,so
bre los datos H, sea q la hipotesis exacta (verosimilitud - o
wlikelihood" de FISHER). En simbolos:

P(qx/pH) oC P(qI/H) . P(p/qu)

(p es una informacién adicionel...)

["La lucha por la existencia - en frase de THIELE - nos
compele a corsultar los oriculos". Con estas palabras concluye
KENDALL al exponer el teorema de BAYES, dando a entender que
cuando el "cdlculo” no baste nos inclinamos por algo as{ como

la "aedivinaci 6n"] .

20.1.- Une Wltima novedad. Hemos visto que las probabi-
1idades de les proposiciones dependen de los datos, Pero pue—
den formularse casos (cuya existencla debe ser considerada) en
los cuales las probabilidades se mantienen las mismas en un am
plio intervalo de datos adicionales. Asi que, en dichos casos,
es dable concebir a la informacién no comin a todos los datos,
ocomo impertinente a la probabilidad de la proposiociénm.

Entonces, si las proposiciones Qyreeer q_n son impertinen

tes con respecto a p, daedo r, es:
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P(p q;/7) = P(qi/r) P(p/qr) = P(qi/r) P(p/r)

Esas probabilidades en que por la impertinencia de Ay
P(p/q; T) = P(p/r), se denominan suerteg (chances).-

2l.- La obra de JEFFREYS tiene con la de KEYNES muchos
puntos de contacto, como que ambos fueron discipulos de JOHN-—
SON. Pero su valor radica principalmente en la preocupacién ma
nifiesta de hacer extensiva splicacidén de la probabilidad 16-
gica a 10s problemas matemdticos de la estadistica; cosa que,
por cierto, no preocupé a KEYNES.

Pero, por 1o menos una objecién importante hay que ha-
cer al sistema de JEFFREYS. Se refiere a la convencién 1, que
asigna numeros iguales a probabilidades iguales.

Nada dice la convencién sobre cudndo podemos hablar de
probabilidades iguales en el sentido de la comparacién (Ax.1l);
ni en ninguna otra parte de su obra se dilucida el problema.
Afirma empero que "decir que las probabllidades son iguales es
una manera precisa de decir que no tenemos fundamento para ele
gir entre alternativas", o sea "es meramente la manera formal
de expresar la ignorancia®", "A veces se la cita como Principio
de Razén Insuficiente".

O sea que la convencidén 1 contiene el Principio de Ra-
zén insuficiente, el que, por lo menos, salvo enunciados més
estrictos - que JEFFREYS no expresa - conduce a paradojas y
contradicciones conocidas (Cfr. LEVY - ROTH, p. 24).

Esta objecidén invelida varias proposiciones de JEFFREYS,
a saber, todos los teoremas que implican la convencidn 1.

Hubiera sido preferible introducir, pues, la equivalen

cia como axioma, sin mds,-



CAPITULO V

LOGICA FRECUENTISTA Y LOGICA MODAL

1a l6gica plurivalente de Reichenbach.lLa p-im-
plicacién. Los axiomas. El problema de la in-
duccién, E1 1l{mite "fisico" y la verdad "fisi-
ca", La légica de 1o posible.~

22.- HANS REICHENBACH comienza asegurando que la proba
bilidad aparece siempre como relacidn entre proposiciones. Es

necesario dar, entonces, las propiedades de esa reioa—cién para
poder caracterizarla.

La relacidén probabilistica no es una relacién entre en
tes aislados, sino, al contrario, sdélo se concibe como rela—
cidn entre proposiciones con respecto a su pertenencia a cla-
seg determinadas,

&Quiere qsto decir que tampoco REICHENBACH va & conce—
bir la probabilidad del caso unico?.

No. Pero el caso dnico se concibe como 1limite de una su
cesidén de clases contenidas unas en otras, de mayor a menor,

Adnite que las clases se presentan en forma de sucesién
numérica; aunque esto se supone solamente para simplificar el
probl.ema ¥y no para restringir su generalidad.

.Ahora bien, en la légica oclésica cada proposicidén podie
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tener uno de dos valores: verdadero o falso. Modernamente se
han hecho ensayos de erigir légicas plurivelentes, que admitan
verios (o infinitos) valores entre V y F.

La 1légica de REICHENBACH es infinitovalente, siendo su

concepto fundamental nuevo el de "implicacidén probabilistica"

() .-

22.1.- La implicacidén probabilistica és una relacién en
tre tres miembros: una clase O, otra clase P y un par de ele~—

mentos xi, yi’

Se denota as{:

(i) (xie o) Sp- yié P),

que se lee: para todo i, la pertenencia de x; & la clase O p-
-implica la pertenencia de yi a la clase P. O sea, para todo i,
xié O p-implica con probabilidad p que y, & P.

i
La expresidén simbdélica admite dos abreviaturas:

0 ? P, o bien W(0,P) = p. Esta Wltima se lee "la pro

babilided de O a P es D¢
En la nueva l6gica hay dos negaciones:

(a) Negacién débil:

(6) = Df (1) (x:l & 0) que niega que

"para todo 1, Xy E O";

(b) Negacidén fuerte:
(3) = Df (1) (xia O0) oue afirma que

para todo i no es Xy g O.

Los axiomas de que se sirve REICHENBACH para el célculo

de su 1légica probabilistica son cuatro:

(") Este concepto es muy distinto al de "implicacién 16gica® or
dinaria, donde a O b es falsa s6lo cuando b es falsa y
8 verdadera.~
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Axioma de univocidad., Para cada par de clases O y P,la

implicacidn probabilistica posee sdlo un valor. O sea, 8i pggq
y si w(o,P) =p y w(O,P) = q ello implicaréd negar O.

Axioma de normalizacidn. La probabilidad tiene por 1i-
mite superior 1, por inferior 0, y puede tomar todos los valo

res entre Oy 1, El valor 1 corresponde a la necesidad, el O

a la imposibilidad, los demés a probabilidad mayor o meror.

Axiona de adicidn.

si: W(0,P) = p, W(0,Q) =q, 0.P D Q
entonces: W(0,PVQ) =rconr =p + q

Y si: w(0,P) = p, W(O,P Vv Q) =x, 0P DQ,
entonces W(0,Q) =g, cong =1 - P

Axioma de la multiplicacidn generalizada.

si: w(o,P) = p, W(OP,Q) =,

entonces W(0,P Q) = w con w = p.u

si: #(0,P) = p, W(O,P Q) = w,

entonces W(0O P,Q) = al producto de las otras aos,
si: W(0 P,Q) = u, W(0,P Q) = w

entonces W(0,P) = al producto de las otras dos.

A partir de este axioma podemos definir la independen-
cia de "P y Q con relacidén a 0" cuando:
w(0,P) = p, W(0,Q) =q ¥y W(O,PQ) =w=p q = W(0,P).W(0,Q).
Con estos axiomas y & través de unos pocos teoremas,se

llege hasta el teorema de BAYES sin dificultades.

22,2.,~ La 1égica probabilistica de REICHENBACH admite,
vues, una gradacion continua de valores de verdad entre O y 1l.

Es una 1l6gica cuantitativa construida mediante el cédlculo de
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probabilidedes y — en su concepcidén - se completa con la inter
pretacién frecuentista de su sistema de axiomas.
Para dar esa interpretacién, echa mano de un concepto

auxiliar: la o -ordenacién dirigida que ahora vemos a carac-

terizar.
Sean x1 los elementos de una clase 0O e yi los de una
clase P.
n .
Sea Ni(xi £ 0).(y1£ P) el nimero de elementos en que
1
se de la conjuncidn de pertenecer x, 8 O e y; 8 P simulténea-
mente.
Decimos: n
gi(xi € O).(yi € P)
H_ (0,P) = =
N,(x, € 0)
1i i

la X -ordenacidn dirigida permite entender:

wW(o,P) = 1im Hn(O,P)
n=q0oo

con 1o que se introduce la frecuencia en la probabilidad for-
mal como caso muy particular, y referido solamente a aquellas
sucesiones especiales en que, sin hacer uso del principio de
irregularidad del colectivo miseano, es posible introducir la
nocién de limite sin incurrir en contradicciones.

Dichas sucesiones se caracterizan porque se pueden ex-
traer de ellas sucesiones parciales que tengen el mismo limi-
te de frecuencia., Dice REICHENBACH de tales sucesiones que se

hellan libres de efecto posterior.

Cuando una sucesién puede descomponerse en sucesiones
parciales independientes, libres de efecto posterior, se deno

minarda sucesién norimal,

Para las sucesiones normales, REICHENBACH concede la in
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terpretacidn frecuentista de la probabilidad formal; aunque no
se preocupé de hallar la férmula matemética que pudiera expre
sar tales sucesiones, porque el grado de probabilided - y el
1{mite de frecuencias - deben, & su entender, ser determina—
dos emp{ricamente en esas sucesiones.

[BOREL, en cambio, demostré que los "nombres entiérement
normaux", por el definidos, son sucesiones numéricas expresa—
bles por férmlas matemdticas].

Advierte REICHENBACH que sus sucesiornes normales,en su
gran mayoria — aquellas de verdadera utilidad préctica - se con
funden edn-lgs sucesiones de BERNOULLI, que satisfacen el teo-
rema del mismo nombre, a saber:

Con-una probabilidad que se aproximard a la certeza tan
to como deseemos, podemos esperar que la frecuencia relativa
‘le un evento en una sucesion de pruebas independientes con pro
babilidad p, difiera de esa probabilidad en un velor menor que
cualquier € » 0, siempre que el nimero de pruebas sea suficien

temente grande.

22,3.- Como habré sido apreciado, el intento de REICHEN
BACH consiste en dar a la implicacidén probabilistica una inter

pretac;én doble. Por una parte, es el concepto expresable por

un conjunto de axiomas. Por otra, tiene el caracter de un limi_

te de sucesiones,

Pero ; Cémo hablar de limite en las sucesiones empiri—
cas, donde el proceso infinito no es practicable?.

En realidad esta cuestién no puede resolverse dentro del
émbito de la 18gica bivalente. REICHENBACH pretende que la so-
lucién ha de encontrarse en la légica infinitovalente o légica
probabilistica.

En esta 1légica el valor no es lo verdadero o lo falso,

sino lo probable, con toda una continua gama de gradacicnes,ex

tremos incluf{dos. Entonces, la nocion de limite de frecuencias

halla justificacién en la l6gica probabilistica y trasciende,
por ende, el concepto de limite matemdtico.-
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Segin REICHENBACH el limite probabilistico se funda en

el axioma de induccidn, cuyo enunciado es:
»Si 1la observacidén de una magnitud fisica determina una

sucesién de medidas de frecuencia h; de las cuales h,, h2...,
h ya han sido halladas; si la sucesién puede ampliarse discre
cionalmente; y si existen 8y y 52 tales que, a partir de hm
(con 14 m < n) todos los hy (m < 1 < n) estédn entre 8, ¥ 8,;
entonces existe una probabilidad w de que la sucesidn tiende a
encerrarse entre s, y 8, (1{imites). La w crece hacia 1 si n-m
crece hacia infinito".

En este concepto "fisico" se funda, repetimos, el de 1i
mite probabilistico, advirtiendo que la palabra "probabilidad"
que aparece en el enunciado del axioma debe entenderse como X
-ordenacion dirigida.

Es que para REICHENBACH toda la teoria del conocimien—
to se basa en el axioma de induccién que es el que permite in
ferir y aprender por la experiencia, y el que permite resolver
los problemas de aplicacién. Preguntar, entonces, por el valor
de la probabilidad es preguntar por el valor del axioma de in
ducecién.

. Ahora bien, por este akioma se ve aparecer una probabi

1lidad p a través de otra w (") que se halla en su enunciado ¥y
que es desconocida. Pero no: w ha surgido de una anterior enu

meracién; y .zé'sta de otra, indefinidamente.

&Con 1o que la cuestién se vuelve irresoluble?. En tér-

minos légicos,. si.

Pero en la vida préactica hay un momento en que identifi
camos la probabilidad y la prediccidn. Y una predicecién es el

hecho de afirmar una probabilidad sin indicacién del grado de

() La letra w sugiere la palabra peso (weight) .=
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probabilidad (*).- De facto, el retroceso que amenazaba llegar
al infinito, estd detenido. Pero se ha introducido un nuevo
concepto (w) ya no frecuentista y cuyo solo justificativo es-

té en la necesidad de la accibén....-

Todo este raciocinio se aclara més. si atendemos a 1la
nocidén de verdad que es vdlida para REICHENBACH, ex miembro
del Circulo de Viena.

En Experience and Prediction sostiene que la verdad es

una propiedad "f{sica* de cosas fisicas llamadas simbolos, a
través de la cual aprendemos que en una proposicién hay tanto
sentido como el que puede ser utilizado en la acciédn.

Con respecto a las proposiciones de probabilidad, ade-
mas, la necesidad de la accidén nos impulsa a emitir juicios que
conciernen al futuro, por medio de la prediccidn y de la proba
bilided.

22.4.- En sintesis, la obra de REICHENBACH permite arri
bar a las siguientes conclusiones:

(a) Hay una interpretacién dualista de la probabilidad.
Por una parte la probabilidad nace como extensidén hacia las 1é
gicas plurivalentes. Por otra, es la interpretacidn frecuentis
ta, tipo VON MISES.

(b) La introduccidén de las sucesiones normales en lugar
de los colectivos, restringe el campo de aplicacién de la pPro
babilidad frecuentista; pero la libra de las contradicciones
miseanas.

(¢) E1 concepto de 1{mite - que permite, a veces,intro
ducir la probabilidad del caso Unico - no es un concepto mate
mético en REICHENBACH. Es un concepto fisico,

(d) Lo verdadero es una propiedad "fisica" que permite
la accién.

(e) La prediccidén y (por ende) la probabilidad son in-

(') Para CARNAP esto equivale al reconocimiento de que la no—
cién de frecuencia l6gica sola no basta para la cotidiana
tarea de aprender de la experiencia.
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cursiones al futuro, necesarias para posibilitar la accién.

23.- En otro orden de ideas, se concede que la suposi-
cién bésica de la alternativa estricta entre falso y verdade-
ro, propia de la légica clésica, no deja lugar & la mayor par
te de las proposiciones que surgen de la vida diaria, particu
larmente las referidas al futuro, que involucran el "quizés"o
el "posiblemente”.

Los logistas, como LEWIS, han introducido.los operado-
res P (posible) y N (necesario) en un mismo nivel que elr(cier
to), de la légica clasica.

El célculo con estos nuevos operadores tiene ciertas di
ficultades cuando se iteran P y N. Pero algunas de ellas se
vencen al transformar el campo de 1o verosimil (aquel en que

ceben P ¥y N) en el campo de la probabilidad medible, en donde

a la probabilided "a" de un evento, le asignemos un numero
0<£ a<1l.,

Ko es indispensable que Xbs valores de la probabilidad
gsean todos 1o0s nimeros del intervalo [0,1] . Por ejemplo,pue-

de servir el conjunto finito:

0O, —i—. '—i— posey 1_1_1.-1}_' 1l (con n entero positivo no nulo).

Esta es la 16gica de LUKASIEWICZ, de la cual, si n = 1,
se retorna a la légica ‘bivalente ordinaria, asignando a O 1lsa
certeza del no, y a 1 1la del sf{. Si n = 2, aparece la légica
trivalente: cierto (1), posible (%), imposible (0).

Si pasamos al continuo, tenemos la légica de REICHEN—

BACH.
En la légica de LEWIS las operaciones ~v , U , N ,—»

se definen por esquemas. Asi tenemos:

Proposicién A, B A—B

valor a, b : 1-a+min(a,bemin (1
-a + b)

‘por convencion,




CAPITULO Vi

PLURALISMO., LA MATEMATICA Y EL AZAR

El pensamiento dualista de Weyl. lLas tres
probabilidades de Kemble. El caso Servien
Ideas de Schrddinger. Contra el monismo.-—

Opiniones "legas".

Reunimos en este capitulo las opiniones de cuatro desta
ados autores contemporaneos no estrictamente especialistas en
probabilidades. El primero de ellos es:

24 .~ HERMANN WEYL. Para WEYL resulta significativo que
el cédlculo de probabilidades haya nacido para satisfacer reque
rimientos de jugadores. Ello exvlica por qué se ha desarrolla-
do primero un célculo que no un andlisis descriptivo de la pro
babilidad.

*El Ars Conjectandi de SANTIAGO BERNOULLI se mueve en tor

no de algunos conceptos de origen y naturaleza subjetivos,como

nesperanza", "expectacién", "conjetura". LAPLACE subraysa,en su
definicidén clésica, el aspecto objetivo; pero presupone bases

subjetivas a priori que posibilitan la comparacidn: los casos

jguelmente posibles y el principio de indiferencia anexo.
Tembién SANTIAGO BERNOULLI tiende un puente entre los

aspectos ovjetivo y subjetivo de la probabilidad, mediante la

ley de los grandes numeros; pero en su enunciado queda siempre

un residuo de incerteza acerca de la determinacidén de la proba

bilidad a priori.-
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Sin embargo, en muchos casos de la vida diaria no es po
sible la determinacién de una probabilidad a priori, sino sé-
lo a posteriori sobre la base de frecuencias observadas.( Por
ejemplo, la probabilidad de nacimientos). Pero ain en estos ce
sos, la pretensién de fundar la probabilidad en la frecuencia
introduce la ficcidén imposible de un l{mite calculado a través

de un numero infinito de pruebas...
Con el objeto de que las reglas matemiticas tengan vali
dez en cuanto al 1imite, se obliga a que las sucesiones cum—

plan clertos requerimientos especiales que implican algo as{

com¢ "orden en lo grande, desorden en 1o pequefio"; pero que,an
el fondo, encierran simplemente oculta la probabilidad a prio_
ri detrds de la férmula dogmdtica fictlcia de la tendencia al

limiteo \
Sin embargo, si en los eventos atémicos individuales

existiese (como parece decirlo la fisica mode.rn\a) una especie

de probabilidad primaria irreducible a leyes causales, estar_:_(_a

mos constrefiidos a introducir—en las leyes de la naturaleza
un factor original: la "probabilidad en si" o algo vinculadoa
ella, Y la definicidén clésica quedar{a reducida a los casos de
gsimetr{ia en los cuales el principio de razén insuficiente es
guia adecuada de accién.

Lo cierto es que, en el estado actusl de la f{sica, la
estadistica desempefia un papel por lo menos tan importante co
mo el de las leyes estrictas; y es natural ‘esperar que ssea la
fisica la encargada de esclarecer, en el futuro, el real signi
ficado del cdlculo de probabilidades.

25.,~ El1 fi{sico teérfco EDWIN KEMBLE propone distinguir
tres tipoa diferentes de probabilidad: probabilided a priori,
probabilidad inductiva y probabilidad teérica; y trata de ca
racterizarlos, principalmente desde el punto de vista opera-—
cional.

Ante todo, la probabilidad es la.resultante de dos in-
gredientes, Por un lado, el ingrediente numérico que extrae—
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mos de ciertos datos (nuestra informacién) mediante regles ti
picas. Por otre lado, el ingrediente psicolégico, que consiste
en el testimonlo acumulativo de la experiencia, dependiente de
la madurez del individuo y del riesgo que pueda alcanzarle en
caso de error, y que, en clertos casos, crea una certeza préc
tica dtil a la vida y a la acciédn.

El primer tipo de probabilidad, la probabilidad a prio.
ri es el aplicable a problemas en que la definicidén clésica de
LAPLACE (relacién entre posibilidades favorables y posibilide
des totales) permite el célculo. Es decir, cuando el princi—
pio de simetrfa admite su utilizacién, y el cdlculo de proba-
bilidades es s4lo un andlisis de posibilidades.

Loa frecuentistas dicen peyorativamente que saber cuég_
do puede aplicarse el principio de simetria es cuestién de adl

vinacidn; pero desde el punto de vista operacional podemos afir

mar que el uso del tipo de probabilidad a priori estad justifi
cado cuando faltan datos estadisticos. Por otra parte, la mane
ra de tornar minimo el elemento subjetivo de esa “"adivinaciém",

es comprobar, cuanto sea posible, la "realidad" de la simetria

,presupuesta(’) .~

El segundo tipo es la probabilidad inductiva, utiliza-
ble cuando la intuicidn - dice KEMBLE - nos sugiere la identi
ficacién entre la probabilidad y la frecuencia relativa a la

larga. La identificacidén no reza, a la corta,

Ruestro sentido de la expectancia, pues, nos ensefia que
la probabilidad inductiva se acerca a la frecuencia, en una se
rie larga de pruebas, <...Pero cémo entendernos con las series ne
cesariamente cortas?.

Respuesta absolutamente inobjetable no hay. Pero algana
solucién prdctica nos provee la teoria del muestreo, por la
cual la probabilided inductiva se acerca a la probabilided a

() Cuando se trata de suertes (chances) 1la simetria puede de
terminarse en forma sumamente precisa y completa.- '
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priori: porque, del resultado obtenido en la serie (pequefia) de
prueba, deberemos inferir y aspreciar la probabilidad en la se
rie total.

La definicién de probabilidad inductiva, afirma este au
tor, es la férmula que permite calcularla.

El tercer tipo, es la probabilidad tedrica. En la fisi-
ca atémica de MAX BORN todo el curso de los acontecimientos es
td4 determinado per leyes probabilisticas. Un proceso mecédnico

estd acompafiado por un proceso ondulatorio descripto por laeaia
cién de SCHRODINGER, cuyo significado es el de prever la proba
bilidad de ciexrto proceso mecédnico. El concepto unificador en-

tre onda y corpisculo es el de probabilidad.

No hay reglas para elaborar teorias en la fisica.De mo-
do que no estd uniformada la relacién entre los datos sobrelos
cuales se edifica una de esas teorias y las probabilidades que
resultan de esos datos. Por esta razdén, la concepcién de la pro
babilidad como elemento unificador de ondas y corpdsculos,debe
sus derechos a ser denominada tal, n¢ a la manera por la cual

se obtiene de los datos sino a la manera en que esperamos usar

la.
Tales probabilidades, concebidas como presupuestos de

presupuestos (como hipdtesis para elaborar teorias), son proba
bilidades segundas y, KEMBLE las llama tedricas.

26.,— Antes de iniciar este spartado, dedicado al caso
SERVIEN, el autor de la presente monografia debe aclarar quela
Unica razén - si puede llamarse tal - que tuvo para referirse
aquf{ al desarrollo de las ideas de SERVIEN, es la de que tam—
bién éste es un "lego" en probabilidad; aunque en sentido més
particular que los demds publicistas referidos en este capitu-
lo. Y para presentarlo, necesita de una breve referencia histé
rica, que hacemos en este lugar, sin msyores pretensiones apar
te de las diddcticas.,

Para ARISTUOTELES (Cfr. Metaf{sica) l1o0os seres son produ-

cidos por el arte, por la naturaleza, por el azar o por la for
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tuna.
"El arte es un principio que reside en un ser diferente

del objeto producido; pero la naturaleza reside en el objeto
mismo, porque es un hombre el que engendra a un hombre. Respeg_
to a las demdés ceusas (el azar o la fortuna) no son més que
privaciones de estas dos",

TOMAS DE AQUINO (Cfr. Comentario) nos aclara que la for

tuna y el azar son "como los defectos y privaciones de la na-

turaleza y del arte; ambas son, respectivamente, el entendi—

miento y la naturaleza obrando fuera de intencién. Luego,lo que
se hace por le fortuna y el azar, no se asimila a sus agentes,
porgue la fortuna y el azar no son causas propias,sino tan sé

lo causas accidentales",

Si tenemos en cuenta que, en Ars Rethorica, ARISTOTE—

1ES afirma que"lo probable es lo que por lo comin ocurre",ad-
vertimos un matiz diferencial entre 1o que el estagirita con-
cebia como "azar" y como "lo probabdble".

Después, en el decurso de la historia, azar y probabi-
lidad aparecen estrechamente vinculados o confundidos; porque
la prdctica de ciertos juegos de azar ha originado la teoria
de las probabilidades. Y ha acontecido que lo0s problemas del
azar fueron planteados a matematicos - y casi siempre por ma-
teméticos - sin preguntar previamente con qué elementos puede
la matematica afrontar el azar.

PIUS SERVIEN comienza inquiriendo qué cosa es el azar
que aparece en el lenguaje cientifico...

En una balanza de precisiém, el equilibrio (igualdad de
peso) no se presenta nunca. Por ello, cuando el hombre de cien
cia dice que el peso de A es igual el de B, estéd haciendo una
afirmacién por decreto y no por 1lo que le ensefilan los hechos.

En una serie de veinte pruebas habréd observado, porejem
plo, que en once casos peso de A fué mayor que peso de B,y que
en nueve casos el de B Puperé el de A. En la observacidn vigé

simo primera AQuién pesarda méas: A o0 B?,.
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Aqui, se dice, interviene el azar porque no hay ningu—

na razén que permita esperar una cualquiera de las dos alter—

nativas,
Ahora bien, si siempre resultase peso de A mayor que pe

so de.B, puede echarse mano de un modelo matematico que carac-
terice la relacidén "mayor que". Pero cuando n veces peso de A
se presenta menor que peso de B y otras n ocurre lo contrario,
ha de ser por propia decisién, por decreto, que nos sirvamos
del modelo mateméatico de la igualded y afirmemos que peso de A
es 1gual a peso de B.

En este ejemplo,que para SERVIEN carscteriza el azar,ve
un punto fundamental, a saber: que en el azar no cabe la iden-
tidad; al contrario de la matematica, que reposa sobre la iden

tidad.
Por consigulente, ha de reconocerse que la mateméaticano

habla el mismo idioma que el azar; y seréd siempre inadecuada
para traducirlo perfectamente. Sin llegar a la pretensidn ex—
trema de excluir el matematico antes de que se halle un idioia
mas adecuado al azar, no hay que olvidar empero que, en el cilcu
lo de probabilidades se encuentran mezclados dos elémentos in-
conciliables: por una parte el azar (el dado en el aire), por
otra parte, el calculo, la identidad (el dado sobre el tapete).

El azar reside en todo lo observable (estd, por ende,en
la fisica) y excluye, por ser contrario a su esencia, al serma
temdtico (ideal) basado en la igusldad. E1 azar envuelve todo
nuestro conocimiento del Universo; esté escondido en la "miste
riosa" ley de GAUSS, y en el "misterioso" cuanto de PLANCK,gra
no minusculo que ha escaldado la ciencia clésice...

El desarrollo de estas ideas generales (Probabilités et
Physique, 1945; Probabilités et Quanta, 1948; Hasard et Mathé-
matiques,1948; Hasard et Probabilités, 1949) dan oportunidad a
SERVIEN para rebatir las fundamentaciones de la probabilidad:

tanto las de von MISES y su escuela, como la cldasica y clésica

modernizada, y eaquellas que -~ erigiendo una ldégica nueva sobre
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bases viejas - 86lo han cemseguido, a su juicio, adentrarse en
el error de confundir el mundo del azar y el mundo de lo for—
mal; es decir, el mundo de la ciencia y el mundo del lenguaje.

27.- La lectura de un trabajo de SERVIEN indujo a ERWIN
SCHRODINGER a reunir sus propias ideas sobre la probabilidad,
animedo por el propésito de reducir a un minimo las proposicio
nes axiomdticas y de alejarse de la concepcién frecuentista.

En realidad, SCHRODINGER ha hecho una colaboracién de
muy escaso valor, poblada de ambigiiedades y de contradicciones
encubiertas tras la intencién (formulada) de dar una aprecia—
cién pragmdética de la probabilidad,

Sobre la base de una nocién de evento insuficientemente
delimitada, introduce la definicién de probabilidad numérica

como un numero reasl que sirve como medida cuatitativa de nues-

tra conjeture acerca de la aparicidén del evento. Y pasa que,co
mo nuestro conocimiento puede ser "simétrico"™ con respecto a
la conjetura de una u otra alternetiva, podemos introducir el
concepto de "probabilidedes iguales"., Y cuanto mayor sea la
fuerza de nuestra conjetura, mayor sera la probabilidad,

Por una convencién, la probabilidad se extiende al con-

tinuo [0,1] y se la hace alcanzar inclusive los extremos del
intervalo. ' Por otra convencion la probabilidad se normaliza,-

Un primer axioma da la regla del producto y una proposi
cidén enuncia la regla de la suma. Por fin, la relaciémn entre
probabilidad y frecuencia debe buscarse en el teorema de BER—

NOULLI, que @ la postre justificaria una tercera convencién re

ferente a la identificacién entre probabilidad y frecuencia.
28.- Como resumen de este capftulo('), sefialamos que WEYL

admite une interpretazcién duelista provisoria de la probabili-
dad (la clésica y la estadistica); pero opina que la fisica po

dré esclarecer el real significado de la probabilidad.-

() Una concepcién plureliste es también la de GOOD,J.F., Pro-

bability and the Weighing of Evidencg, Griffin, London,1%50,
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KEMBLE da tres tipos diferentes, segin el uso que ‘se ha
ga de la probabilidad: la relacién laplaciana, la frecuencia
relativa a la larga (con la observacién acerca del muestreo),
y la hipétesis probabilistica de la fisica teérica.

SERVIEN maenifiesta que la esenclia del azar no ha sido
comprendida por el cdlculo de probabilidades, porque aquél -
que reside en la vida real - no puede ser aprehendido por el
lengua je, instrumento puramente formal.

En cuanto a SCHRODINGER, sin ningin cuidado por funda-
mentar 10 que efirma, enuncia ideas y opiniones sobre la pro-
babilidad en dos de sus aspectos: el de la frecuencia y el de
la conjetura, pero recalcando la prevalencia de esta Ultima S0
bre la primera,

Su contribucién no es rigurosa. A lo sumo puede consi-

derarse de valor heuristico y sugestivo.-



CAPITULOC VII

LA OBRA DE KOOPMAN

La tesis intuitiva de Koopman. La co
herencia. El1 dlgebra de Boole.— 1l 0 8
axiomas., La probabilidad numérica.la

vinculacién con la frecuencia., Criti
Ca.-

Le certeza no es posible.

29.- En 1940, B.0.KOOPMAN intenta proveer a la teor{a de
KEYNES de una formulacién axiomética rigurosa. No se propone
refutar ni defenderla, s6lo pretende enunciarla en términos pre
cisos, deducir la teorfa clédsica y, después, introducir lafre
cuencia relativa.

Parte del presupuesto de que la probabilidad proviene de
la intuicidn y es anterior a la experiencia objetiva. En su for
ma més pura, la tesis intuitiva se enfrenta con el aforismo:
vgl conocimiento es posible, pero la certeza no".

No comienza asociando la probabilidad y el nimero,por—
que el nimero no estd intuitivamente ligado al grado de credi
bilidad. Tampooco, por consiguiente, comienza por la nocidén de
medida, que estd separada de la probabilidad intuitiva poruna
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laguna inexplicable.

Para KOOPMAN la probabilidad se nos presenta como una
ordenacién parcial de eventualidades, tal que la expresién:

"a, en ¢l presupuesto de que h sea verdadero, es igual
o menormente probable gque lc es b, en el presupuesto de quek
sea verdadero”
provee significado preciso a la intuiciédn.

En simbolos, ponemos:

a/h {b/k 6 bv/k.>a/h

con lo que indicamos el concepto de "comparacidén en probabili

dad". Decimos que a/h, b/k son eventualidades; &, b, contin—
gencias; h, k, presunciones. El signo .([)-] se lee infraproba-

ble [ supraprobable.]
29.1.- Cuando el individuo es coherente puede aceptar,

rechazar o dudar acerce de si la eventualidad a/h es infra o
supraprobable a la b/k. Ello depende de ceda individuo y has-
ta de cada estado psiquico de un mismo individuo. Pero no pue
de dejar de afirmar de que, si acepta que a/h £ b/k y que b/k
£ cfl1, debe aceptar también que a/h L ¢/1 y que~a/h > ~Db/k,
~b/k > e/l

Estas leyes [sub;jetivas] son fijas en los individuos
coherentes. Y la unica funcidn de la teoria intuitiva de la pro
babllidad es deduclir las reglas que permitan derivar compara—
ciones en probabilidad de otras comparaciones ya dadas,

29.2.~ Para echar las bases axiomdticas de la tecria,se
requiere un élgebra de BOOLE, o sea, un sistema B que tiens las

siguientes propiedades:

1) B cuenta con dos operaciones binarias (o,y) que sa-
tisfacenlas leyes idempotencial, conmutativa, asociativa y dis
tributiva;

2) B cuenta con una relacién binaria ( < ) que es refle

xiva, asimétrica, transitiva y que cumple la ley de consisten
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cia; es decir, a =b, a Ub = b, a . b = a son equivalentes.
3) B posee dos elementos (0,I), cotas universales que
gsatisfacen las leyes de "o" y de "y,

4) B posee una operacidén monaria ( r'v ) de complemento,

que es ccmiletiva [a Vewa=1, acva= d, dualitiva [m(aub)

= v 8, v by, va.b = NV a uwb] e inveolutiva [N( ~8a) = a'_\.

29.,21.~ S1 tomamos un sistema de elsmentos de un alge-
bra de BOOLE tael que, ¢on respecto a "o", forme un gy upo abe-
liano; con respecto a "y" sea cerrado; y, edemss, la operaciém
de "y" sea asociativa, y respecto de "o", distributiva; enton
ces tendremos un anillo en el dlgebra de BOOLE.

29,22,.~ Un conjunto u no vacio de elementos de un ani-
1lo de BOOLE A, se llama ideal en A si

1) Cuandc a €& x-.z-, bea, entonces (aub)&t?

2) Cuando a & ;; b &€ A, entonces a.b £ U.

Dos observaciones previas., la primera: El simbolo a/0
sera excluido porque su significacidén es una proposicién ase-
verada, siendo que la probabilidad intuitiva entiende sélocon

proposiciones contempladas (provenientes de la fisica, de la

econom{a, de la biologia, etec.). La segunda: Queda prohibido
hablar de probabilidad de probabilidad, es decir, no se admi-
ten expresiones como (a/h < b/k) < ¢/l.

29.3.- Los axiomas que sirven de base a la tesis intui
tiva de KOOPMAN son los nueve siguientes, cuyo enunciado se en
tiende referido a un anillo de BOOLE A (con unidades 0,1).

1) Axioma de la contingencia verificada

a/h < k/k

2) Axioma de implicaciénm.

Si a/h )> k/k entonces h c a

3) Axioma de reflexividad.

a/h £ a/h
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4) Axioma de transitividad.

si a/h < b/k y b/k { ¢/1 entoences a/h £ ¢/1

5) Axioma de antisimetria.
si a/h< b/k entonces ~u a/h > mb/k

6) Axioma de composicién.

6.1) Si al/h1< 32/h2 y bl/alhl< b2/a2h2, entonces
ayby/by £ 8yb,/h,
6.2) si al/hl < b2/32h2 y bl/%.hl < a2/h2,entoncea

a;b)/hy < 8yb,/h,

7) Axioma de descomposicidén. Sean 8, bl h'l #= 0y 8,e

.b2h2 =% 0. Entonces si alguna de las eventualidades

a)/by, by/a 0y (e;)

guarda la relacién supraprobable con alguna de las eventualida

des
a,/hys b,/8,h, (e,)

entonces la restante even tualidad (el) guarda la relacién in-—
fraprobable con la restante eventualidad (92).

8) Axioma de la presuncién alternativa.
si a/bh< r/s y &/v bh< r/s, entonces a/h {r/s

9) Axioma de subdivisidén. Para cualquier entero n leas
=D

proposiciones Byreces 8 bl,..., bn sean tales que a

n ia;j i°

b= 0 (1% ), 1,3, =1,..omj a=8,U ... Vs 5£0;b =
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= b,V ...ubn b= O3 al/a 4 eve <an/a; bl/b< coe <bn/b3 en

tonces al/a < bl/b."

29.4.~- Nota. Cuando se cumplen simulténeamente las re-
laciones a/h £ bk y ~(a/h > b/k), utilizamos el simbolo

de menorprobable (mayorprobable) y escribimos:

a/h < b/k (b/k > a/h)

Si valen simulténeemente a/h £ b/k y a/h > b/k,usa
mos el simbolo de egquiprobable:

a/h ~ b/k

29.41.~ Cuando en una asercidén todos los signos < pue
den reemplazarse por =z , la nueva asercién surge de sguzar la
original. Si por 10 menos un < se reemplaza por un £ , la
nueva asercién surge de reforzar la original.

Demuestra KOOPMAN que los axiomas 4, 5, 6, 7, 8 y 9 ad
miten aguzemjento y refuerzo; propieduades éstas que se deta—
llan en un conjunto de 13 teoremas relativos a operaciones 1§
gicas de implicacién, conjuncién, disyuncién y negacién, donde

aparecen uno o ambecs de los signos & y =~=.

29.5.- Para introducir la nocidén de probabilidad numéri

ca, de cuya significacién KOOPMAN no se ocupa, es necesario for
muler algunas hipdtesis adicionales.

Definicién 1. Una n-escala es un conjunto de n proposi-

ciones (u.:L

1) u = u.lU uzu ooouun + 0,

) ooey un) tal que:

2) u

111;i =0 (15 J) para todo i, J = 1,...y 0

3) ui/uzuj/u para t0do 1,j = 1,..., D.
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Hipdtesis 1. Si n es un entero positivo, existe por lo

menos una n-escala.
Sean shora una n-escala { u,} y una m-esceala {x_j} v ¥

gean 0 < 0" <£n y 0< § =m; entonces:

u, U ...Uuio_/u <, ~— > VJlU ...UVJ /v Seglin sesa

ol f
o/ { = YE/m

Dada una eventuelidad a/h, la relacién U U Uut<
a/h seréd verdadera para un velor t (0 < t £n) por lo menos.
Ademds el mAximo t para el cual vale dicha relacidén es indepen
diente de la n-escala elegida. Este méximo serd denotado por

+(n)
Anélogemente hay un minimo, T(n), para el cual a/h <

ulu coe UuT

Se prueba la existencia de los siguientes limites:
p (ay,h) = 1im 3%’-)- » P (8,h) = 1fn 2%)-

n—* o n-e 0

tales que 0 £ p_(a,h) < p(a,h) < 1.

Definicién 2. Una eventualided es tasable cuando:

Pi(a.h) = P*('a,h) = p(a,h), ¥y el 1{mite comin, p(a,h) es la
probabilidad numérica de a/h.

[ s1 nuestro anillo A fuese completemente ordenable,to
da eventualidad seria tasable |.

29.51.- La condicidén necesaria y suficiente pars que
a/h sea tasable es que, siendo a'/h' y a"/h" tasables, exista
£>0 tal que si:

a'/h' { a/h £ a"/h", sea

p(a",h") - p(a',h'){ €.
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Salen de estas proposiciones: el principio de la proba
bilidad total, la ley del producto en caso de independencia,y
por fin, la prueba de que la funcién p(a,h) es una funcidn de
conjunto, aditiva, que satisface los axiomas de KOLMOGOROVjcon
lo cual queda tendido el puente a esa teoria.

29.6.- Para KOOPMAN es innegable que la nocidn de fre-
cuencia relativa presupone el concepto intuitivo de probabili

dad, a través de un principio general que nos hace razonar asi:

La probabilided intuitiva de un suceso E, perteneciente & un

colectivo X , auwmenta con la frecuencia w.

Veamos qué formulacién recibe este principio, en la 1§
gica del £ .

Si (1) lLa secuencia X de pruebas de E es un colectivo
de frecuencia w;

Si (2) lLa secuencia 0(5‘E de pruebas de un segundo evento

% . ]
E e8 un colectivo de frecuencia w ;

si (3) w( W

-we

entonces

[g&e E aparezca en la nﬁgmeba! < [Qge E aparezca en

la n2 prueba .

29.61.~ La anterior conclusién puede afirmarse mds si
se hace - uso de dos hipdétesis adicionales, a saber:
Si (4) tenemos dos conjuntos cualesquiera que contienen

t enteros positivos distintos, (il""’it)’ (Jl"""jt)’ enton

ces la probabilidad intuitiva de que en las pruebas il,....,
,1t-ésimas salga E, es igual (2 ) a la probabilidad similar

para las pruebas jl,..., Jt-ésimas. Esto vale para t = 1,2,..

Si (5), andlogamente para E.

29,7.- Para formular la conclusidén que dimos al final
del parrefo preanterior, no es necesario hacer ninguna modifi
cacién mds en la teoria de KOOPMAN. En efecto, la conclusién
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sale como "teorema" si consideramos que (4) y (5) son sus hi-
pétesis y llemamos. X , ™ a las secuencias de pruebas de E
y ﬁn, cuyas frecuencias cumplen la hipétesis (3).
No es preciso decir, en el enunciado del teorema, que
X y X ® son colectivos; porque es cuestién s6lo de defini
cién. Justamente, definicién del colectivo miseano.

30.- La obra de KOOPMAN tiene, a nuestro juicio - apar
te de los méritos que seflalaremos en otro lugar - une dificul
tad: el sistema de axiomas. En efecto, por ser una teoria de
la probabilided intuitiva, no deberfia basarse en axiomas cuyo
siggificado "no se advierte de inmediato, pero, una vez adver

tido, su veracidad queda confirmada%, segin sus mismas pala—

bras.
Ocurre que enuncia nueve axiomas de distinto valor:unos

son intuitivos, como 1,2,3,4,5 y 8; y otros son operativos,co
mo 6, 7Ty 9.

Los individuos coherentes son los que concuerdan con las
leyes de la probebilidad intuitiva, .dice el autor. Con esos

nueve axiomas, no todos de aprehensién inmediata,‘aPuede darse
la definicién - implicita, por supuesto - de coherencia?.
Ahora bien, la coherencia se necesita para considerar

las.aserciones contempladas, esto es, proposiciones originadas

en el mundo de la fisica, de la economia, de la biologis,etc.
Y la probabilidad intuitiva sélo se refiere a dichas asercio-

nes contempladas, eliminando las aseveradas; porque, si no lo

hacemos as{, caeremos en paradojas o contradicciones.

De manera que la confirmacidén absoluta, o la certeza,mo
caben en la 1légica de KOOPMAN; pese al cardcter intuitivo y a
su intuitiva vinculacién con "grado de creencia racional”.

Por otra parte, la concesién a la teor{a frecuentista,
que se ve obligado a hacer (§ 29.6), no concuerda con su posi
cién primera (§ 29) de inspiracidén paralela a la de KEYNES.Pe
ro su actitud posterior, hacia el dualismo, es de trascenden—

cie y no parece posible supererse,



CAPITULO VIIX

RELATO DE DIVERGENCIAS

Bl symposium de 1945 y la posicién de
Carnap. E1 congreso de 1949 y Bruno de
Finetti, La posicién de Nolfi y la de
otros.=-

31.- Hesta aqui hemos referido puntos de vista muy diver
sos sobre los fundamentos de la probabilidad, & través de los
gutores més representativos de cada una de las escuelas.Acuer-
do total entre las teories no hemos advertido; séloc hay conco-
mitancias de origen o de intencién.

En las conferencias y conzresos se discute grandemente
el problema, en debates que por lo comin trascienden, por sus
términos, el émbito de lo cientifico, sin que se obtengan resul
tados satisfactorios mds o menos importantes. En general, los
sostenedores de las distintas teorias no ceden ni transigen, y,
por ello, la ocasién de defender puiblicamente sus ideas corclu
ye siendo aprovechada para reiterar su formulacién primera,con

los leves retoques que las circunstanclas aconsejen oportunamen

te, .
32,- Pasemos revista, pues, al symposium sobre probabili

dades de 1945, recogido por "Philosophy and Phenomenological Re
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search”, vol. 5 ¥ 6. All{ opinan los siguientes congresales:

(a) DONALD WILLIAMS presenta objeciones a los colectivis
tas, del tipo que conocemos, particularmente subrayando el ca-
récter nc operacional de sus teorias, basadas en la idealiza—
cién del colectivo infinito y del limite de frecuencias.

Manifiesta, en cambio, que el significado "clasico" de
probabilidad es el que coincide con la nocidén intuitiva y popu
lar de "grado de oreencia racional". Y que siendo éste una cues
tién Qe estricta légica, no puede discutirse fuera de la liza
propiemente filoséfica.,

(b) ERNREST FAGEL después de defender & los colectivis—
tas de los ataques de WILLIAMS, dice que no es posidble acordar
a la probabilidaed una sola acepcién. El se define como dualis-
ta, entendiendo que una probebilidad sirve en el campo de la
frecuencia, y otra se necesita para comprencer el problema de
la inferencia no determiniete.

(¢c) BANS REICHENBACH también replicc a %Williems, defen-
diendo al colectivisxc,

S6lo las frecuencias en colectivos pueden proveer una &i
rectiva para la accidn futura. Preferir el evento més probable
(o sea, el de mayor frecuencia) significa neda mencs gque afir-
mar que 86 ha tenido éxito en el mayor nimero de cesos.

(d) RUDOLF CARNAP interviene en la controversia con su
concepcién duslista. Por conaiderar que sus ideas son muy impor
tantes, vamos & detenernos en la obra que publicd en 1950 (cCf.
Bibliografia, donde se cita la reimpresidn de 1951), que dese-
rrolla la tesis sostenida en el gsymposiunm.

Hay dos conceptos fundamentelmente distintos gque se nom
bran oon la misma palabra:

(1) Uno es el grado de confirmacién de una hipétesis con
respecto a una evidencia, o dato observado. Es éste el concep-
to 16gico, seméntico. Una proposicidén sobre este concepto val-
dré segun su andlisis 1égico, y si fuese verdadera 10 serd en
el sentido légico.~
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Daremos a esta acepcién el nombre de probabilidadl.

(2) Otro reside en la frecuencia relativa a la larga de
una propledad de eventos con respecto a otra. las proposiciones
que se funden en esta acepcién son fdocticas o empiricas.

La denominaremos probabilidad,.

2

Tanto prob,., como prob,_. son conceptos objetivos, y to-

1 2
do psicologismo debe desterrarse de ellos.

Ahora bien, para CARNAP, existen, por su parte, tres con
ceptos seménticos de confirmacién, que son: (a) el concepto cla

sificatorio de confirmacién (la hipétesis h se corrobora por el

dato e); (b) el concepto comparativo de confirmacién (la hipé-

tesis h sobre e se confirma con mds fuerza que la h' sobre e');
(c) el concepto métrico de confirmacién (h sobre e se confirma
en una cantidad q).

Prob.. es un juicio analftico, prob., es un juicio empi

rico; pero st advierte que ambos son funciorzzes de dos argumen-

tos: sentencias en un caso, propiedades fécticas en el otro.
El problema de la 16gica inductiva se concibe en CARNAP

1+ Pero la 16gica inducti

va puede erigirse con prescindencia de la deductiva con la sola

como el problema de explicar la prob..

definicién del gredo de confirmacién.

La 1ldgica deductiva se basa esencialmente en la relacidm
de implicacidén total; la inductiva, en la relacién de implica-
cién parcial.

CARNAP se impone la tarea de construir una 1égica induc
tiva completa, que dé la caracterizacidn de toda la técnica pro
babil{stica y la técnica de la estimacién, de los estadisticos.

Para ello intenta definir una funcidén de confirmacién,y otra de

estimacidén basada en aquella, las que & su vez, se hallen unifi

cadas en otra, la que seré la explicacién dltima de la induc—

cién,
No se ocupa de prob.,, pues es concepto emp{rico.

De los conceptos aplicebles a prob.l prefiere y desarro

1la los cuantitativos (o métricos) por ser mds fecundos,
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Sin embargo, su teoria héllase ain en elaboracidn.

(e) HENRY MARGENAU también es dualista, pero por motivos
completamente distintos,

Existe una probabilidad definida "constructivamente":es
de LAPLACE. Existe otra probabilidad definida "operacionalmen
te": es la frecuentista,

Pero debe desvincularse la cuestién de la probabilidad

de todo problema 16gico o filoséfico.

(£) GUSTAV BERGMAN, por el contrario, arguye que cual—
quier teoria probabilistica (en particular,la empirica) perte
nece necessriamente a la filosoff{a de la ciencia, y es imposi
ble no admitir vinculacién con ella.

(g) RICHARD VON MISES participa en la discusién sdélo en
la medida de reiterar sus conocidas objeciones a las teorias

no frecuentistas, de que nos hemos ocupado circunstanciadamen

te.
(h) FELIX KAUFMAN critica conceptos de légica inductiva

vertidos por CARNAP; porque, afirma, la induccién difiere esen

cialmente de la deduccién.
En efecto; en la deduccidn, una implicancia se resuelve

directamente del examen de los significados de los términos;

en cambio, en la induccién hay que tener en cuenta, para resol
ver una implicancia, todo un cuerpo de conocimientos y reglas,
ademds de la significacién. Por eso las conclusiones inducti-

vas son provisorias, y son relativas a tal cuerpo de conoci—

mientos y reglas, pudiéndose descartar cuando este cuerpo se
modifica en clerta manera peculiar.

(1) RUDOLF CARNAP, respondiendo a KAUFMAN, expresa que
la induccién no difiere de la deduccién tan radicalmente. Pa-
ra comprender esto hay que tener clara idea de lo que es "gra
do de confirmmacién" (Cfr. lo expuesto en (d) .

Por otra parte, KAUFMAN - segun CARNAP - no distingue en
tre "verdad" y "verificabilided", que es lo que interesa al
hombre de ciencia, ya que la verdad le es inalcanzable,porque
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constituye un pseudoproblema.

(J) PELIX KAUFMAN le contesta diciendo que no puede con
cebirse la 1légica de la ciencia s6lo como una descripcidén de
lo que hace el hombre de ciencia. Es necesario referirse al ni
vel de clarided y certeza que é1 persigue, y también a las nor
mas que permiten realizar la critica cientifica.

La verdad, y no la verificabilidad, posibilita un estu-
dio cabal de la ldgica de la ciencia.

33.,- En resumen, el symposium de 1945 se nos presenta
como una prueba del gran desacuerdo de fondo y de forma que sub
siste entre quienes pretenden fundementar la probabilidad.

El propio KOOPMANN dice en otro lugar (Mathematical Re-
view, 7, 8), que nadie ha sabido caracterizar la induceidén en

el congreso de 1945.-

Aparte de algunos puntos oscuros de CARNAP, concuerda
con 61 en cuanto a la doble acepcién de la probabilidad.- Dice
que la critica de KAUFMAN es metaf{sica (sic) en cuanto afirma
una posicidén personal no demostrativa. Discrepa con REICHENBACH
porque confunde frecuencia con numerosidad. Con MARGENAU,porque
todas las definiciones y no Unicamente la de probabilidad, son
descriptivas y operacionales. Y con MISES, por las razones can
sabidas,

33.1.~- Sin embargo, comparando los temas discutidos en
el symposium de 1945 con los que se expusieron en el coloquio
de probabilidades suscitado por la Universidad de Ginebra poco
antes de la segunda gran conflagracién, se nota un marcado acen
to filoséfico en aquél frente a una apreciacidén més especiali-
zada en el segundo; en el cual, autores como FRECHET, MISES,
WALD, CANTELLI, STEFFENSEN y FELLER explicaban todavia las gran
des teor{as con independencia de cuestiones del conocimiento.

34.- En la Seccién VI del Concreso Internacional de Fi-
losof{a de las Ciencias (Paris, 1949), seccién dedicada al CAl
culo de Probabilidades, hay abund&rite material de controversia.

Leas colaboraciqnes hacen frecuente referencia al punto
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de vista subjetivo extremo del profesor romano BRUNO DE FINET-
TI, que interviene en el congreso y cuyos trabajos y opiniones
habian sido hechos piblicos desde muchos afios atrés.

Por ser de interés en el panorama histdérico de la funda
mentacién de la probabilided, dedicemos a DE FINETTI el pérra—
fo siguiente, antes de analizar los demés temas discutidos. en
el Cangreso de 1949,

34.1.- DE FINETTI es el representante extremo del sub-
jetivismo, llegando a afirmar que la probabilidad objetiva mno
existe nunca, aunque s{ se pueden describir las leyes de lo sub
jetivo y construir un ecdlculo riguroso sobre la base de ellas.

Cuando un individuo juzga iguelmente probables dos even
tos es porque, frente a ellos, se encuentra en idéntico estado
de dnimo y puede intercambiar sus temores o esperanzas basados
en la aparicién de uno u otro de esos dcs cventos.

Para medir la probabilidad subjetiva se echa mano de la
esperanze matemdtica.

Cuando se hace una apuesta, el premio que se ofrece es

tanto mayor cuanto mayor es la confianza que se tiene en vencer,

Un individuo es coherente cuando formula apuestes con
otros individuos sabiendo que no estén en condiciones de vencer

lo con seguridad., El cdlculo de probabilidades es la teoris ma
temdtica que ensefla a ser coheremte.

No es necesario dar las particularidades del cdloulo de

DE FINETTI, pero eés bueno que citemos el ejemplo dado en suobra
de 1931 (Cfr. Bibliografia).

Sea nuestro propésito medir el grado de confianza que
una persona H tiene con respecto a la realizacidn del evento E.
Supongemgs que H estd obligado a sostener una benca de apuestss
a favor o en contra de cierto mimero de eventos, entre los cua
les estd E.

Admitemos que participan n concurrentes y que los even=-
tos E;» Ez...., En (para los cuales H debe aceptar apuestaa).sig
nifiquen la victoria, respectivemente de los concurrentes 1, 2,
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o009 n.
Las reglas de apuestas son:

(1) H puede establecer el precio p de un bono que da de
recho a rescatar un peso en el caso de que cierto E se verifi-

que;
(2) H se obliga a vender y comprar el precio p tantos bo

nos como el publico desee;

(3) Alguin competidor se presenta a la banca de H y quie
re aposter a E; es decir, puede comprar al precio pS un obliga
cidn que le da derecho - si vence - a exigir una suma S.

El numero p - tunto mayor cuanto mayor confianza tenga
H en la realizacion de S - es la probabilidad de E segin el in
dividuo H.

34.2.- Volvemos ahora al Congreso de 1949,

(a) NOLFI (de Zirich) sintetiza un trabajo aparecido en

Dialéctica (1949). Nos hace notar que LEVY, no obstante decla-

rarse partidario de la probabilidad subjetiva a extremos de
afirmar que es la unica que nos permite dar un esquema de su na
turaleza, y no obstante sostener que el buen sentido - reacio
a ser encerrado en férmules matemdticas - desempefia un papel im
portante en tal esquema, concluye afirmmando que la fundamenta-

cidén de la probabilidad ya esté resuelta todo lo biemn que pue-

de hacerse racionalmente. ;No serd posible, entonces - dice NOL
FI - llegar por el camino de las cosas resueltas, a la probabi
lidad objetiva?.
Nos explica que carece de buen éxito la observaciém que

GINI reeliza para justificar la proposicién de "casos igualmen
te posibles" en el sentido de que la condicién de toda medida
es admitir que hay casos iguales. Pero, en probabllidades, las
dificultades de hallar la unidad de medida, son a veces inven-
cibles. Por ejemplo 'aCuél es la unidad de medida de la morta-
l1idad?.

" Ni LEVY ni GINI (tampoco FRECHET) salvan la distancia en

tre probaebilidad subjetiva y objetiva; porque no es comprensi-
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ble una metamorfosis tan redicel. Es mejor, en todo caso, como
DE FINETTI, quedarse en 1o subjetivo sélo; sunque la fecundi—
dad del calculo probabilistico, fuerza es reconocerlo, radica
en la construccion de reglas objetivas operacionales.

NOLFI proclama que unicamente el punto de vista dialéc-
tico permite salvar las distancias en torno a la fundamente—
cién de la probabilidad.

Dicho punto de vista - sostenido por la escuela de GON-

SETH - se encuentra radicadc en el principio de idoneidad que

reemplaza al de verdad, cuendo ésta no puede conbdcerse.

"Si. tu ne connais le vrai,
L'idoine i1 te faut chercher"

La dialéctica, en oposicién &1 racionalismo, no preten-
de edificar un conocimiento definitivo y absoluto; sino sola—
mente un sistema (provisorio) de conceptos, un juego de ideas,

con la condicién de que sea: adecuasdo, coherente y eficaz. Ade

cuado, es decir, acorde con la informacidn que poseamos; cohe-

rente, esto es, obediente a las reglas internas de una légiba
probabilistica; eficaz, en relacidén a su valor pragmatico, en
continuada reverificacidn.

El principio de idoneidad (adecuacién, coherencia, efi-
cacia) no entrefia el principio de sutoridad, ' porque estd some-

tido & continua revisién: es a 1lo sumo una autoridad provisio-

nalo
Con ese principio se nos esfuma el velo de la verdad ab

roluta; es decir, renace la condicidn necesaria para marchar ha
cia adelante en la investigacién. La ciencia no ha de buscarla
realidad sino la eficacia (momenténea) de sus conclusiones.

No existe un criterio previo de idoneidad. El iddneo se
revela en la accién...

Sobre la base de esta concepcidén - que es una teoria del
conocimiento - el célculo ‘de probabilidades puede ser compara-
do, segun NOLFI, a una matematice de la conducta, 0 matemdética

de la libertad - rafiz de la vida —-; un cdlculo no sometido,por
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ende, al principio de causalided ni a su influencia espiritual,

(b) FORTET advierte - en su colaboracién - que en la
axiomética de KOLMOGOROV existen conceptos insuficientemente ca
racterizados. Por e jemplo écémo distinguir los "eventos" pro-
babili{sticos de los no probvabili{sticos?

Una segunda dificultad se presenta en agquellos casos en
que, en problemas f{sicos (DESCHAMPS) aparece una probabilidad
no representable por nimeros reales.

Una tercera dificultad aparece en cuestiones anexas alsa
teor{a de BAYES. En efecto, en.el problema de estimar un paré-
metro numérico, se introduce una valuacién de probabilided a
priori del parémetro sin aseguraise entes (y no hay manera de
hacerlo) si el pardmetro es aleatorio y que, siéndolo, admite
esa valuacidn. (.'Habré que suponer, acaso, que hay dos tipos de
probabilided: una vulgar y otra cientifica; o habrd que adopter
la postura de DE PINETTI?.

(c) Para VAN DANTZIG, el calculo de probabilidades es di
rectamente aplicable en los casos en que los "modelos" matemd-
ticos disponibles, concuerd.n con el fenémeno que haya que in-
terpretar.

Pero hay casos en que los modselos no nos serén de utili
dad por las condiciones ambiguas del fendémeno en cuestidn.

Es imposible que exista un idnico modelo, universal,al
que puede referirse la nocién de probabilidad. Por eso la adop
cién forzosa de un modelo matemético no debe interpretarse co-
mo nada més que una operacién de sondeo; y nunca podrd probar-
se que ese modelo es "correcto" o "verdadero”: a 1o sumo podrd
de<cirse que es "aceptable" 0 no, dentro de un nivel de conflan
za pqgestablecido por el experimentador.

El hilo de Ariadna en estas ideas de VAN DANTZIG parece
ser: que los fendémenos qmpiricoa son susceptibles de interpre-
tacién 8810 mediante modelos probabilisticos diversos; y que la
valoracién de los resultados obtenidos segin esos modelos, de-
penie, ro 4e la probabilided, sino de la "aceptabilidad"("like
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lihood") d&e los mismos,
(d) A propésito, DE FINETTI aclera, desde su posicién
subjetivista, que probabilidad, verosimilitud y aceptabilidad,
no significan, en el fondo, nada més que valuaciones de las opi

niones individuales.
(e) FRECHET responde que, si la probabilidad ha de con-

sistir en une ciencia comunicable, ha de hacer uso de aquello
que todo hombre pueda aceptar; es decir, ha de hacer uso de no

ciones objetivas.
Por eso, cuando el mismo DE FINETTI afirma que atribuir

una probabilidad pequefla a una eventuaslidad importa tanto como
juzgar que es casi clerto que esa eventualidad no ocurriré,es-
t4 implicitamente aceptando el principio (objetivo) de COURNOT.

(f) Para PAUL LEVY, el célculo de provabilidades, aungue
sugerido por la experiencia, es ante todo (como la geometria)
una creacién de nuestro espiritu.

Podria decirse que los juegos de azar hayan sido inven-
tados para hacer comprender el célculo de probabilidades. Y en
ningin otro modelo es de absoluta aplicacidn.

De modo que, cuando el calculo probabilistico se usa fue
ra de los juegos de azar, surge la cuestién de verifiear hasta
qué punto el modelo es aplicable., Y la mayor o menor aplicabi-
lidad se determina por la experiencia.

Aparte de esta disquisicidn, hay hechos que permiten ad
vertir una cierta compenetracidén entre la aritmética y la pro-
babilidad. Asi, por ejemplo, en la aparicidén de las cifras de-
cimales de T y en las reglas generadoras de numeros primos en
general, se puede interpretar que el azar interviene con todas
sus caracter{sticas.

35.~ A nuestro juicio, la nota mas eslta y novedosa en el
congreso de 1949, la da el suizo NOLFI con su apreciacién dia-
léctica de la probabilidad. La discusidén se plantea en un émbi
to que es, sin retaceos, el de la teoria del conocimiento; y al

acuerdo parece' imposible.
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Los demds concurrentes vierten opiniones sobre distin—
tos aspectos especiales y sobre el problema de fondo de la fun
damentacidn,

Pero ya se nota la ausencia - quizds definitiva - de los
voceros de squella escuela frecuentigta que tan grende tono de

polémica habian provocado con sus teorfas, poco tiempo antes.-



CAPITULO IX

INTENTOS DE RECONCILIACION

la ley dnica del azar.La descripcion
de Toranzos. la reconciliacidén segun
Kendall.la reconciliacién segiun DeFi
netti.-

36.- En 1948, FORTET proclema que, por encima de las di
vergencias ‘tedricas, el acuerdo entre objetivistas y subjeti—
vistas existe de hecho porque todos ellos admiten, a la postre,
la ley Unica del azar. Aunque la interpreten, después, de mane
ra diversa.

Esa ley, en términos pragméticos, enuncia que "debemos
actuar, frente a un evento de probabilidad suficientemente pe-
quefia, como si ese evento no se produciere jamas",

Entonces, aunque haya divergencias profundas en cuentoa
la significacidn de la probabilidad, ni el Cédlculo de Probabili
dades ni la validez de sus aplicaciones pueden ser cuestionados
ni perjudicados por doctrinas antagdnicas.

37.- Entre nosotros, en 1949, TORANZOS, pretende encarar
simulténeamente dos aspectos, aparentemente distintos, del es-

tudio de la probabilidad: el matemdtico y el de la aplicacién.
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Se esfuerza en describir, pues, los elementos fundementales,
(cuatro, para é1) que deben intervenir en la definicién de la
probabilidad,

Primero, el sistema de pruebas: representable matemati-
camente comd una funcién - aditiva y no negativa - de conjunto,
Esa funcién - habrd que admitirlo - puede ser determinada,como
cualquier magnitud fisica, a menos de cierto &

Se do, 61l conjunts de contingencias, que puede consi-
derarse como estandd en correspondencia con un conjuntoc espo—
cial boreliancg

Tercero, ¢l sistema de conocimientos gue se posean res
pecto del corjuntc d4e contingencias. Los conocirientos pueden
provenir del campo de la ciencia natural, del principio de ra
zén suficienta o de la observacibn estadistice de frecuencias.
zize en datos la ley de los grendes minmeros, 10 cuel implicza
que he de¢ ¢sperarse un ceercamicnto agintdtico entre lo que ex
presa la razds suficiente y lo gque ensefia la frecuenciajpero si
el acercanicntc ne se presenta, simc, en cambio, agparecen dis-
crepancias, Lebré gue prefcrir el resultalc cstadistico;

Cuarto, una varieble vectoriecl en el especie euclideo
n-dimensional, quie servird de utemnsilio matematicc.

thora bisn, estos cuatro elementos se interpretan en for
me diferente en lae diversas escuelas y surgen divergenciss im
portentes. Pero éstas se deben principalmente a las posiciones
epistemolégicas de los sutores; 1o que no obeta a que las teo-
rias Jlcguen a conclueiones no incompatibles sino complementa

! i&Bp
38,«= P 1949, ¥ ENRDALL propugna una reconciliacidén entre

las teorfies sobre la probaebilided, que no se base Wnicamente
en el valor pragmético de la misma sino que descienda al fando
de la cuestién, el cual linda con la teoria de la inferencia.
' | 22 4 matemético, que 8@ preocupa por organizar el calculo
de probabilidades, no se interesa de elucidar el problema de

la inferencia inductiva, base del metodo cientifico.
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El estad{stico tampoco se vincula con este método sino
con una percela, la de los eventos repetibles - que no son los
inicos. Por eso no sabe responder a la pregunta sobre la proba
bilidad de que HOMERO fuera ciego.

El estadistico se cifie a 1las probabilidades experimental
mente verificables, el 1légico de la inferencia no: su émbito es

mayor.
Por otra parte, todas las corrientes probabilisticas que

no toman a la probabilidad como idea primitiva, introducen de
alguna manera una idea equivalente antes de ir a las aplicacio
nes ("Igualmente posibles", "colectivo", "azar", "fortuito",et
cétera).

1a base es la nocién de probabilidad a priori, cuya gé-
nesis es psicoldgica: nace y se madura en una experiencie in—
consciente y no recordada, Asi que si bien la probabilidad a
priori subyace en toda nccidén de probabilidad, esa probabili-

dad a priori se engendra en la experiencia.

38.1.- El punto de convergencia entre empiristas y no
empiristas es éste: Los primeros buscan la objetivided defi—
niendo la probabilidad en funcidén de la frecuencia (pero deben
usar nociones subjetivas de fortuitidad o equiprobabilidad)los
segundos toman la probabilidad como idea primitiva, pero deben
adnitir que sus leyes reflejan de alguna manera la conducta de
los eventos naturales, y, cuando han de establecer las probabi
lidades numéricas tienen que hacer cuanta hipétesis adicional
convenga al propésito.

Los frecuemtistas obtienen la regla del producto sin ma
yores dificultades, aunque inveclucrando la idea subjetiva de
azarosidad o alguna similar. Los no frecuentistas tienen incon
venientes: Asi JOHNSON la formula como axioma; KEYNES, como de
finicidén; JEFFREYS como axioma. Nunca como proposicién deduci-
ble de la idea subjetiva de probabilidad.

En cambio, un no frecuentista halla natural establecer

la ley de las probabilidades inversas, por la cual:
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probabilidad a posteriorl = probaebilidad a priori x verosimili
tud;
ley inaceptable desde el punto de vista frecuentista, en esta
formulacién. La dificultad radica en la determinacién de lajpro
babilidad inicial. FISHER pretende salvarla introduciendo la we
rosimilitud o aceptabilidad como idea primitiva, de cuya natu-
raleza la intuicidén no nos informa. NEYMAN interpreta el grado
de aceptabilidad por medio de la distribucién fiduciaria,que
equivale a otro tipo de incerteza. PEARSON, con sus intervalos
de confianza, tampoco elimina del todo el matiz subjetivo.

En consecuencia, da KENDALL varios casos en que deben

coincidir frecuentistas y no frecuentistas., Unos y otros se in
tercambian ideas en determinados momentos del desarrollo de sus
respectivas teor{as: particularmente en el momento de la apli-
cacién.-

39.,~ Tenemos noticlias de que en 1950, L.J.SAVAGE publi-
ca en mOmétrica, 18, un trabajo conciliatorio titulado "The
role of personal probability in statistics", donde el califica
tivo de "personal" es equivelente a "subjetiva"™ o "psicoldgica"

pues se refiere al "grado de convicecidn".

40.~ En una contribucién que aparecid en 1951, BRUNO DE
FINETTI contesta a las argumentaciones de KENDALL y SAVAGE,
sosteniendo que la base méds apropiada para una reconciliacidn
es la teoria subjetivista (la construfda por é1, naturalmente),
porque equidista de los objetivistas y los subjetivistas de la
creencia racional.

La probabilidad no nace de la creencia racional; sino de
la creencia, simplemente, de la creencia personal (real y ac-
tual) de cada individuo. Pero exige la elaboracién de un crite
rio que caracterice a la coherencla, preparando el camino de
una posicién objetivista, De menera que hay un paso de 1o uni
subjetivo a 1o multisubjetivo, donde se engendra la parte ra-
cional de nuestra creencia,

Para DE FINETTI la regla de BAYES, por ejemplo, no es
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una cosa misteriosa; es, en cambio, la expresién de una creen-
cia personal, directamente aprehensible por el individuo,medien

te su propia estimacién de la probabilidad a priori.

El problema de la decisidén se plantea, légicemente, por

intermedio de decisiones que dependen de un solo individuo ( o
de més de un individuo que tienen la misma creencia); pero se

resuelve después de elaborada una teoria de la coherencia que

constrifie a todos los individuos a efectuar una misma estima—
cién, no importendo la opinién personal de cada uno acerca de
su estimacidén particular previa. Y sabido es que las discrepan
cias personales desaparecen por accién de la experiencia, que
comprueba y confirma las leyes de la decisién multisubjetiva.-
Intentar la ereccidén de una teorfa de la probabilidad

sin el concepto bdsico de probabilidad a priori es veno. Pero

también es vano, y falaz, intentarlo con la creencia personal
s6la, 8in una teor{a de la coherencia que multisubjetive lo in
dividual.

Autores modernos como von NEUMANN y MORGENSTERN (Cfr.
Theory of Games and Economic Behavior, Princeton, 1947) al in-
troducir la probabilidad en la econom{a hacen - al decir de FI

NETTI - consideraciones similares a las de 1la teoria subjeti-
va; pues emplean, en cierta medida, un concepto de probabilidad
basado en las apuestas. Un criterio cuaslitativo de mera compea-=
racién estd siendo sustentado por G.POLYA.(Cfr. "Preliminary re
marks on a logic of plausible inference", Disléctica, vol. 3,

1949). Difiere este autor de la escuela del subjetiviasmo extre

mo sélo en que aquél concibe dos acepciones distintas de la pro
babilidad: la estad{stica, vinculada a la frecuencia, y la otra
cuyos lineamientos generales son semejantes a 1o0s de DE FINETTI.



CAPITULO X

CONCLUSIONES

4l.- Un rasgo ceracteristico de las teorias frecuentis
tas, en su m&s alto desarrollo, es el de considerar el estudio
de la probabilidaed como el de una ciencia natural. MISES, por
e jemplo, se empefia en edificar una teorie matemética de la pro
bebilidad, de le misma manera - dice - que se edifica la teo-
ria matematica de la termodinémica o de la electricidad. Los
frecuentistas en general, concuerdan en el origen empirico de
ia probabilidad, cuyas leyes (como las leyes naturales) se pro
ponen descubrir, a través de la observacién de eventos reitera
tivos y a 18 larga.

S1i bien es cierto que LAPLACE no asimila la probabili-

ded a la ciencia natural, debe recordarse (Cfr. 3, 1) que sefia

la su aplicacidén a la clencia natural justamente en aquellos
casos en que los frecuentistas fundan toda su doctrina. En efec

to, dice LAPLACE que la teorie de la probabilidad es aplicable

e las ciencias naturales cuando se trata de observaciones nume

rosas.
También declara (Cfr. 3,b) que todo el sistema de los

conocimientos humanos, con los principales medios para alcanzar
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la verdad - a saber, la induccién y la anslogi{a - se funda en
probabilidades. Aqui{ LAPLACE habla con palabras que supondria
mos de un KEYNES o de algin otro partidario de las teorias ba
sadas en la creencia racional. Mas ain, cuando leemos (Cfr.3,
g) que "la certeza y la probabilidad son comparables”.
Se acerca, por otro lado, a los subjetiyistas extremos,

como DE FINETTI, ouando menciona los estados de espiritu (Cfr.

3,8); cuando anuncia (Cfr. 3,h) que, con los mismos datos,dos
persones pueden-llegar a resultados probabilisticos diferentes;
cuando explica (Cfr. 3,k) que la teor{a de la probabilidad ha
ce apreciar con exactitud lo que los espiritus justos { ; dire

mos "coherentes"?) sienten; y cuando menciona (Cfr. 3,j) el
buen sentido, en frase después tantas veces citada,

Para LAPLACE, 10 que los espiritus justos sienten lo es
por una especie de instinto (Cfr. j,k). KOOPMAN dice "intui—
cién", esto es, conocimiento directo, no discursivo; FINETTI,

cree en un aprendizaje empirico previo, no recordado y casi in
consciente, que constituye el origen psicolégico de la probabi

lidado
Si bien LAPLACE es determinista Yy el azar no le resulta

gser otra cosa (Cfr. 3, ¢,d) que-la expresién de nuestra igno-—

rancia frente a las causas verdaderas; el reconocimiento de que
padecemos de esa ignorancia es como un puente tendido hacia el

JEFFREYS, que rechaza el determinismo estricto.

La légica de REICHENBACH pretende fundar la induccidn
cientifica sobre la implicacién probabilistica, a semejanza
de 1o que procura CARNAP para su probabilidad sub uno. En LA—
PLACE {Cfr. 3,b) sec enuncia idéntico propdsito con relacién a
"todo el sistema ds conccimientos humanos",

"La mayoria de¢ los mds importantes problemaes de la vida
no son més que problemes de probabilidades" se lee en el Essai
(Cfr. 3,a), NOIPI habla de la probabilidad como de la matemdti
ca de la conducta ¢ matemdtica de la libertad - raiz de la vi-

Ja., SERVIEN ve, quizds, en esa misma rafz vital el porqué del
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fraoeso del cdlculo matematico del azar. En verdad, ni en NOL-
FI ni en SERVIEN se manifiesta una conexién directa con LAPIA-
CE; pero no dejamos de percibir en ellos ciertas notas con re-
miniscencias laplacianas.

Cuando VAN DANTZIG nos trae la teoria de los modelos ma
tematicos, y cuando LEVY sostiene gue el cédlculo de probabili-
dades es creacidén de nuestro espiritu, recordamos palabras del
Essai (Cfr. 3,e) que afirman que la teoria del azar consiste
en reducir todos los eventos de la misma naturaleza a un de—
terminado mimero de cesos igualmente posibles; lo cual equiva
le, para nosotros, a la introduceién de un modelo ideal, Tam~
bién la definicién luego llamada "clésica" (Cfr. 3,f) relativa

a la fraccién numérica, comporta una nota de significacién cres

tiva.
Todos estos aspectos que hemos venido comentando, expre

sivos de elocuentes conexiones, nos conducen a confirmar nues-
tra opinidn de que en LAPLACE estédn, en ciernes, la mayor par-
te de las ideas principales que condicionan las distintas teo-
rias elaboradas hasta el presente, sobre los fundamentos del
cdlculo de probabilidades. La circunstancia de que sélo una de
las aseveraciones adoptadas y formuladas por 81 (esto es, la
definicidén cldsica) se haya considerado unanimemente como la
unica representativa de su doctrina, se explica por su eminen-
te valor operativo, comprobado a lo largo de toda la teoria la
placiana;pero no debe significarnos que el autor no presintie-
ra distintos aspectos del problema, los que, ulteriormente,fue
ron revalorados por otros, desarrolléndose en direcciones a ve
ces divergentes,

42.- Las cuestiones promovidas en torno al objetiviamo
y al subjetivismo, con ser tantas (Cfr. MARIO BUNGE, op. cit.
en Bibliografia), deben darse al presente por superadas,

La ciencia cldsica ha radicado sobre la nocién de obje-
tos exteriores cuyas propiedades ser{an intangibles. Pero la re
ciente evolucidén de la f{sica ha sefialado los 1l{mites de una
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concepcidén tan redical. Los objetos no son ya sino objetos re

feridos a nuestra escala: asi en la relatividad como en la me

canica ondulatoria, donde las posibilidades de la representa-

cién objetivante se han reducido mucho.
Por tento, el fin de la ciencia actual no parece ser el

de describir el mundo exterior; sino, partiendo de cierto con

junto de medidas y observaciongs heches en un instante dado,el
de prever el resultado que darédn ciertas mediciones ulteriores.

Las diferencias entre objetivo y subjetivo, pues, no son
tentas ni las mismas que en épocas de la ciencia clésica. Lo
objetivo se ha subjetivado y lo subjetivo ha tefiido 10 objeti
vo en clerta manera.,No es posible, en consecuencia, referirse
a la significacidén de ambos términos, antes tan distintos,sin
advertir que esa significacién no se ha mantenido inalteradsa.

El origen de la nocidén de probebilidad, su génesis y de
sarrollo ulterior y hasta su aplicacidén en la técnica estadis
tica, pueden considerarse subjetivos: pSr experiencia acumula
da atévicamente, por ser las "formas" de l= facultad cognosci
tiva, 0 por ser una especie de memoris inccnsciente.ee.

Pero la teoria de la probabilidad desposef{da de ingre—

dientes metodolégicos se construye sobrec bases objetivas; esto
es, sobre bases que pueden ser aceptadas por todos y que valen
como una légica de la induccidn. As{, la creencia racional,la
coherencia de KOCPMAN y la coherencia de DE FINETTI, terminan
gsiendo conceptos objetivos, universalizsbles en le mismsa medi

da que las doctrinas propiamente objetivistas (') .-

En la probabilidad tedrica de KEMBLE, cuya funcién esla

de servir de presupuesto a una hipdétesis sobre la naturaleza de

L ]

() En 1954, la obra de L.F.SAVAGE, The Foundations of Statis-—
tics, Wiley, N.York, expocne un conjunto de ideas concordan
tes con las de De Finetti, relativas a la metodologf{a esta
distica. En ella se puntualizan l1l0s elementos subjetivos{:
(Nota de la 2da. edicién).-
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lo fisico, la objetividad esté traducida a nuestra escala, ¥,
por ende, posee matices peculiares, expresivos de la nueva acep
cién con que estos términos se entienden en la ciencia moder—

na.
Por cierto_no nos detenemos en el andlisis de los ele-

mentos subjetivos que algunos smtores admiten en la técnica

probabili{stica, sin distinguir lo 1légico de lo metodolégico.—

43.,~- Cuando el conocimiento proviene de la inferencia
inductiva, la probabilidad provee de las condiciones para pen
ser y actuar. Funciona como una categoria objetal, esto es,re
ferida a clase de objetos y a sus relaciones.

Por tanto, el dominio de una légica probebilistica debe
abarcar la légica de clases y la 1légica de relaciones. Pero tam
bién debe otorgar cabida a los casos inicos, no referidos a cla
ses; por lo cual se justifica una 1ldégica formal proposicional
probabilistica.

Ahora bien, si no se trabaja con un metalenguaje como
intenta CARNAP dentro de la ldégica modal plurivalente que se
requeriria en consecuencia, tiene que formalizarse una légica
probabili{stica con tres secciones: la proposicional, la de las
clases y la relacionsal.

La fundamentacién de KOOPMAN, salvo el caracter no in-
tuitivo de algunos axiomas, es una l6gica proposicional adecua
da @ los sistemas parcialmente ordenados., La de REICHENBACH,
eminentemente objetal (clases y relaciones) no alcanza a carac
terizar el caso unico. La de CARNAP, no modal, ain en desarro-
1lo, no puede ser juzgada cebalmente todavia, pese a su nota—
ble aliento () .-

44 ,~ Por el momento, no es posible adoptar una concep-
cién monista de la probabilidad.-

(") El autor ha analizado la obra de CARNAP en un trabajo poste
rior.-
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Nos hemos enfrentado, por un lado ("), con un cédlculo de
probabilidades pasible de concebirse como pura creacién denues
tro espiritu; por otro, con la frecuencie estadistica y los fe
némenos estocdsticos, cuyo estudio y andlisis permiten la pre-
diccibén cient{fica; por otro, con la 1égica probabilistica,emer
gente de una especie de categorfia objetal; por otro, en.fin,
con la probabilidad utilizada como presupuesto de la hipdtesis

cuéntica, para explicar la naturaleza de ciertos fendmenos fi-

sicos.
No todos esos y otros aspectos diferentes se mantienen

sin conexiones. Asi{, desde hace unos quince afios, viene desa—

rrolléndose el cdlculo aleatorio, moderno instrumento matemdti

co que intenta abarcar no solamente los problemas de ese cdlcu
lo de probabilidades originado en los juegos de azar (lo que
ellos llaman "azar puro"), sino también los problemas estocds-
ticos, que promueven las observaciones medibles. En nuestro pa
{s DEDEBANT, DI MAIO y MACHADO trabajan en esta direccidén (1953),
no sabemos con qué resultados finsles.

gntre frecuencia y 1légica no se ha logrado hasta ahora
una unificacién satisfactoria. El dualismo de CARNAP, comparti
do en l1los ultimos afios por el propio KOOPMAN ("), parece inevi-
table, Pero ese dualismo serfa ain insuficiente si no lograse
explicar la probabilidad teérica de KEMBLE, presentada no ya
como una cuestidn fenoménica o 1l6gica, sino como de alcance mu
ménico aunque provisorio.

Desde el punto de vista dialéctico de la teorfa del cono
cimiento, se podria concluir que una triple interpretacién de
la probabilidad (la de medida, la de frecuenciae, la teérica)re

sultaria, en el estado actual de la ciencia, adecuades, coheren

() Falta todavia realizar aquf un estudio sobre la técnica es-
tadistica, donde la probabilided halla su mds inmediata epli
cacién. Este tema estd tratado en un trabajo posterior del
autor.-

(") Tembién POLYA es dualista (Cfr. 4. cit. ;: 40) o=
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te y eficaz; porque cada uno de los tres aspectos de la inter-
pretacién han probado ser iddneos en sus dominios. Pero sobre
cuestiones filoséficas de este calibre no nos podemos decidir
por falta de competencia y de argumentos que nos permitan anu-
lar los que KAUFMAN esgrime el referirse a la verdad (Cfr. 32,

j).

Sin embargo, lo que s{ resulta evidente es la necesidad
de rechazar el monismo frecuentista.

45.- Resumiendo este cap{tulo, sentamos las siguientes
conclusiones:

(1) La mayor parte de las ideas que se han discutido mo
dernamente sobre los fundamentos de la probabilidad, tienen an
tecedentes en la obra de LAPLACE.

(2) Separada de los elementos metodolégicos subjetivos
que pueden intervenir en la técnica estadistica, la teoria de
la probabilidad es objetiva; pero debe darse al concepto de ob
jetivo la acepcién nueva que ha alcanzado en el estado actual
de la ciencia.

(3) Una 1l6gica probabilistica completa debe abarcar el
dominio de lo proposicional puro, de las clases y de las rela
ciones.

(4) No es posible aceptar, por ahora, una interpretacién
monista de la probabilidad. Pero la cuestién sigue abierta.

(5) E1 monismo frecuentista es inadmisible.-



A P EN DI CE

SIGNIFICADQ DE LAPLACE EN LA HISTORIA DEIL

CALCULO DE PROBABILIDADES(?)

RESUMEN. En este breve ensayo pretexidemos dar una interpreta-
————

eion, quizas nueva, de la posicidn .que Laplace ocupa en la his
toria del calculo de probabilidadea, particularmente enlaocues
tién de sus fundamentos.

Para ello, nos proponemos dos objetivos. El primero,can
firmar la opinidén, en eotra parte sustentada, de que Laplace es
el punto de partida de las concepciones modernas por més que mu
chas sean muy distintas entre si, porque dichas concepcimes es
téan enunciadas, o comentadas o desarrolladas a veces en las me
morias. laplacianas.

El segundo objetivo consiste en sostener que lLaplace es
también la sintesis de las ideas antiguamente sustentadas %o
bre fundementacién de la probabilidad, y en é1 es donde se ven
o entrevén las actuales comple jidades del asunto.

Como consecuencia, sugerimos que un tratamiento hiatéri
¢o del mismo puede echar alguna luz ¥ permitir una aistematiza
cién de las controversias contempordneas.

En nuestra exposicidén seguimos el siguiente programa:re
sefia biogrdfica, noticia de las principales monografias 1apla
cianas, comentario del Traité y del Essal, influencias sufri—
das por lLaplace, influencia de Laplace en los modernos.-

”b

l.~ Al dar comienzo a este trabajo, tomamos a Laplaceco
mo punto de partida de las modernas teorfas de la probabilidad
y como entronque comin de las corrientes fundamentadoras ante-
riores a él. Trataremos de justificar una apreciacién semejan-

tee~

™ Eate tema ha sido desarrollado, sin mayores cambios,en el
Instituto de FPilosoffia de las Ciencias (Madrid). Conferen-
cia del 14 de enero de 1955. Se incluye en este libro Pon
que aclara una de sus conclusiones.—
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Buscando un simil, dirfamos que Laplace es el robusto
tallo de un &rbol cuyas raices se nutren en las aportaciones
precedentes y cuyas ramas son el apoyo de las concepcliones pos
teriores y actuales, Porque de ninguna manera es posible com~
prender y valorar su enorme significecidén en el campo de la teo
ria de las probabilidades, sin reconocer la herencia intelec—
tual por él1 recibida; ni explicarse el cimulo de orientaciones
diversas de la hora presente, sin inmediata remisién a sus
ideas, sea tomadas en conjunto, sea parcialmente; ni mucho me
nos, interpretarlo como pensador aislado, absolutamente origi
nal y udnico.

Nos payece oportuna y conveniente, en este caso,la opl
nién que sustentaba Du Pasquier en 1926, cuando explicaba que
la mejor manera de llegar al concepto cabal de las ﬁ;%babiligg
des era estudiarlas en su evolucién histérica. En efecto, no
obstante los remotisimos origenes del cdlculo que Pascal deno
minara "geometria del azar", la mayor parte de sus aplicacio-
nes, interpretaciones y aportaciones modernas proliferan, cho
can y se interfieren, ahora con mayor frecuencia que nvnca an.
tes, pues son 10s nuestros los tiempos de la probabilided y da
los grandes numeros como fueron otros, pretéritos, los de la
certeza y la determinacién; pero los elementos matemdticos,fi
loséficos y experimentales de nuestra novisima eatocdstica vie
nen desarrollédndose y conjugédndose desde muy atréds, a partir
de muy modesta cuna, como casi todas las grandes ideas de 1la
historia de la ciencia.

Para contribuir a la comprensién de la actitud probabi
l1istica de nuestro siglo y no sélo para rendir merecido home-
naje a hombres conspicuos, resulta necesario, entonces, tratar
en 1o posible de desoubrir el germen que dié origen & las in-
terpretaciones contemporeneas. Es Laplace, sin duda, el germen
més evidente en todas ellas.-

2.~ Algunos tratadistas franceses sostienen categérica

mente que el cédlculo de probabilidades nacié en Francia y que
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en ese pais alcanzé luego su mayor esplendor. Los autores ita
lianos prefieren rastrear la idea de probabilidad y de juegos
de azar, y encuentran vestigios de una y otros en la DivinaCo
media de Dante Alighieri (1265-1321) o en el poema latino De
Vetula. Los anglo-sajones fustifican su primaria falta de con
tribucién en estas materias, diciendo que el puritanismo de
sus pueblos impidid en ellos el desarrollo de los juegos de
azar, cosa que no ocurrié en los paises catélicos; pero que -
eso 8{ - en las estadisticas y cuestiones vinculadas a 13; fi
nanzas, el aporte de sus hombres ha sido decisivo.

Aunque a nosotros estas razones relativas a la naciona
1ided de la ciencia y a la pretendida superioridad de los ciu
dadanos de determinadas naciones, nos parecen - en cuanto al
alcance y peso que se les suele dar - perfectamente anodinas
o irrelevantes, las hemos sefialado aquf para indicar qué tipos
de precauciones deben tomarse al estudiar cuestiones histéri-
cas de la probabilidad; precauciones andlogas, se nos ocurre,
& las que corresponde adoptar en otros campos, donde los hom-
bres mezclan sus intenciones y deseos personales mas de lo que

con justicia debe esperarse.

3.~ Pedro Simén, después marqués de Laplace, nacié en
Beaumont-en-Auge el 23 de marzo de 1749 y murié en Paris el 5
de marzo de 1827. Sus personalidades cienti{fica y moral son he
terogéneas y a veces contradictorias entre si.

De origen muy humilde - del cual se avergonzaba - lle-
g6 a posiciones encumbradas, mediante arbitrios demassiado co-
rrientes, Dicese que era adulador, pronto a la genuflexidn an
te los poderosos, flexible y tornadizo de acuerdo con los cam
bios politicos (buen republicano, buen bonapartista, buen rea
lista, sucesivamente). Fué menospreciado por los liberales y
vituperado, especialmente, por Cuvier.

No sabemos, empero, si alquien ha valorado con amplio

criterio.gstas condiciones personales negativas, colocando las
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cosas en su verdadero punto y comparéndolas con aquellas cir-
cunstancias de tiempo, lugar, posicién social, etc., que influ
yYyen fuertemente en la vida de los hombres.

Sin embargo, conocemos la parte positiva de su portento
sa actividad cientifica, en virtud de la cual su nombre estd
colocado entre 1los grandes de la ciencia matemdtica.

Desde su juventud fué versado en teologia y tuvo un ta
lento geométrico destacado. En mérito a éste D'Alembert lo hi
z0 designar profesor de matematicas en la Escuela Militar, a
los 20 afios de edad, Su carrera fud rdpida y ascendente:reem-
plazante de Bézout, académico, reorganizador de la Escuela Po
litécnica, ete. Junto con Lagrange - se ha afirmado - fué el
més importante matemdtico de su época.

En la teoria de las ecuaciones diferenciales, en la as
tronom{a, en la geodesia, en el electromegnetismo, en la acus
tica, en la teoria de los determinantes, ha realizado contri-

buciones de notar (). Arago expresé de su mecanica celeste que

() Recuérdense, entre otros, los siguientes resultados obteni-
dos por Laplace en distintos dominios. En el electromagne-—
tismo: La accidn del elemento de corriente en la férmula:

m.i ds sen ox

~5
r

En la acistica: Férmula de la velocidad del sonido:

vz*'/?%ﬁ_x

En teorie de determinantes:(teorema) Todo determinante de

grado n es la suma de los (3) productos de los menores ad—

juntos que se obtienen suprimiendo sus lineas.
En ecuaciones diferenciales: La funcién arménica:

524 . X . b?‘a,
dx° > x° Sz

cuyas numerosas aplicaciones a las teorias del calor,eleo—
tricidad, magnetismo, potencial, etc. son conocidas.-

Au(x,y,z) = = 0
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era, sin lugar a dudas, la mejor de cuantas habfan aparecido
hasta entonces; y Fourier la calificé de "Almagesto del siglo
X.VIIIO-

4.- Con respecto a la teoria de la probabilidad la obra
de Laplace es singularmente extensa y profunda. Si nos limita
mos a la labor escrita, éste abarca desde 1774 hasta 1822; es
decir, 48 afios de produccién.

La primera memoria sobre el vasto tema data de 1774 y

estéd dedicada al enunciado y estudio de algunos problemas sur
gidos en los juegos de azar, donde se originaron los primeros
¢édlculos aleatorios. Por ejemplo, acerca de la duracidén de unsa
partida suponiéndose que los contrincentes tengan igual o dis
tinta habllidad y cuenten con igual o distinto capital; o bien
acerca del juego de la loteria (en una urna hay m bolas numera
des de 1 & m; se sacen n; ,Cudl es la probabilidad de que ha-
(m-k)! nl g, o bien, acer

m! (n - k)N’
ca del juego de las fichas, semejante al anterior.

ya k bolas predesignedas? [Resp.

En la segunda memoria, tembién de 1774, dice que "la teo

ria de las probabilidades es una de las partes més curiosas y
més delicadas del andlisis, por la fineza de las combinaciones

que exige y por la dificultad de someterlas a cdlculo". No nos

extrafiemos, canociendo el sentido de estas palabras, que utili

zara modelos para la interpretacidn de cuestiones probabilisti

cas; modelos de urnas y bolas - ideales tenian que ser (como sa
bemos ehora) - para explicar problemas concretos.

Uno de tales problemas es éste: (1°) Supuesto que cier-
ta ceusa se pone en juego, .Cudl es la probabilidad de que se
produzca cierto efecto?, y (2°) Dado cierto efecto ,Cudl esla
probabllidad de que cierta causa haya sido puesta en juego para
producirlo?.

Respuestas se habian ensayado desde antiguo; pero fué
Bayes (en 1763) quien, en comunicacidn a la Royal Society, enun

cié su después famosa regla o teorema de las probabilidedes in
versas. Laplace en 1774 le dié un enunciado més preciso, en ter
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minos similares a los que siguen: "Si un evento puede ser pro
ducido por un mimero n de causas diferentes, las probabilide~
des de la existencia de estas causas inferidas de la aparicicn
del evento, estdn entre s{ como las probabilidades del evento
deducidas de estas causas; y la probabilidad de la existencia
de cada una de ellas es igual a la probabilidad del evento de
ducida de esta causa, dividida por la suma de todas las proba
bilidades del evento deducidas de cada una de estas causas".

Esto es: hay una probablilidad de que sea cierta una pre
suncién o hipétesis, anterior ain a la presencia de determina-
do suceso; y hay una probabilidad calculable después que el su
ceso haya acaecido. Una probabilidad cusndo los dados estén en
el aire y una probabilidad matemdtica medida cuando los dados

estan .sobre el tapete, que es cuando puede contarse el mimero

de casos posibles.

Casi no vale la pena poner en claro este enunciado, por
lo menos en nuestro caso. Las controversias & que ha dado moti
vo nos indican fehacientemente que es uno de los puntos crucia
les de la probabilidad.

El problema planteado con la regla de Bayes es de supre
ma importencia en el proceso de la inferencia cientifica. En
efecto: supongamos que un evento pueda ser explicado medignte
diversas causas o0 hipdtesis excluyentes, formuladas teniendo en
cuenta un mismo conjunto de observaciones, Ahora supongamos que
el evento acaece. Entonces la regla nos dice que la probabili-
dad de una determinada de esas hipétesis shora que el evento ha
acaecido (probabilidad posterior) es proporcional a la probabi

1lidad que se le atribuyé antes de que acaeciera (probabilidad

anterior) multiplicada por cierto factor probabilistico de na-

turaleza singular que ha sido llamado verosimilitud de la hipé
tesis, -

La historia de esta famosa regla y la historia de las no
menos famosas polémicas a que ha dado lugar, creemos que es dig

na de ser escrita. Encontraremos en ella los nombrg¢s de Mc Coll,
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von Kries, Keynes, Jeffreys, Donkin, de Finetti, Mises, Fisher,
Kendall, etc.; y, alrededor de ellos, veremos circunscriptas
las discusiones sobre el subjetivismo y el objetivismo, tan im
portantes, ain hoy, en los fundamentos de la probabilidad.
Teambién en esta segunda memoria de 1774, Laplace se de
tiene en la discusién y tratamiento de antiguos y nuevos pro-

blemas surgidos de los juegos ée azar. Pero nos parece mas in

teresante seflalar que es aqui{ donde y cuando introduce concep
tos e interpretaciones capitales en 1los fundamentos de la es-—
tad{stica.

Sabemos bien ahora que los parémetros estad{sticos son

elementos ideales utilizados para poder obtener, en forma ré-

pida y sencilla, una visién sindptica de todo un conjunto for
tuito méds o menos numeroso. También son utilizados con el pro
pésito de afrontar el estudio-del colectivo o poblacidn origi
nal, a través de la muestra parcial provista por la experimen
tacién u observaecién. Se los debe, por ende, escoger de modo
que cumplan estos requerimientos:

(1) Ser definibles de una manera que asegure que su va

lor numérico no dependerd del capricho ael individuo que lo cal

cule;
(2) Ser funcion de todos los elementos del grupo, para

que puedan ser representantes de todo él;

(3) Ser matematicamente sencillos;

(4) Ser capaces de recibir tratemiento algebraicojes de
cir, admitir sobre ellos las operaciones de suma y producto en
nimero finito de veces,

(5) Ser preferentemente estables; o sea que no den ca-

bida a mucha variacidén de muestra a muestra, en un mismo coleg
tivo o poblacidn.

Pues bien, Laplace escoge la definicidén del valor medio
imponiéndole una de las dos siguientes interpretaciones: el va
lor medio es un numero tal que el verdadero valor estard por

encima o por debajo de él; o bfen, es un_ndmgro tal que la su
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ma de los errores multiplicados por sus respectivas probabili

dades sera un minimo,
yNo es, acaso, sugestivo el hecho de que al lado delos
problemas de juegos aleatorios y de la regla de Bayes, origen
de controversias fundamentales, se enuncien y discutan temas
estadisticos, fuentes en su turno, de otras corrientes inter-
pretativas?.
Dos afios més tarde, en 1776, Laplace publica un trebajo

relacionado con les ecuaciones diferenciales y con las diferen
cias finitas que tienen aplicacién en el tratamiento concreto
de varios problemas de azar, en especial el problema de la du
racién de una partida, considerado ya en 1774.

En otra contribucidn (1776) utiliza modelos probabilis

ticos para estudiar la inclinacidén media de las érbitas de los

cometas,
En 1778 en la Mémoire sur les probabilités toma en con-

sideracion aplicaciones a la estadistica demogréfica: nacimien
tos de varones en Pari{s y Londres. Se ocupa ademdas de la teo—
rie de los errores, como antes 1o habfan hecho en su turno y
manera Lagrange, Danliel Bernoulli y Euler.

Esta memoria contiene muchas veces la muletilla "il est
facile de voir". Bowditch, su traductor al inglés, declara que
cada vez que se encuentra con afirmaciones que, al decir de La
place, son "fdciles de ver", le sera necesario pasar horas y

hasta d{as para darse cuenta, después, por qué eran "fdciles de

ver'.
En 1779 Laplace publica la teor{a sobre las funciones ge

neratrices que, con razén, fué entonces reputada como"fundamen
tal" en relacidn a las tentativas de traducir al lenguaje ana-
1{tico nociones bésicas de la probabilidad. Fué el primer éxi-
to entre los ensayos de resolver problemas diversos, con un mis
mo método orgéanico.

La idea es sencilla, Al tratar eventos reiterativos, la

férmula del producto y el calculo combinatorio proveen de 1los
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resultados correoctos en cada caso planteado. Por e jemplo,si se

pregunta cudl es la probabilidad de que aparezca m veces el

ngeis" arrojando n veces un dado, obtendremos, como respuesta,
i

un numero calculable por medio de la expresién Rm - (z;m)l o

.pm.qm'n, donde p es la probabilidad del "seis" en una Jjugada

Yy @ = 1-p es la probabilidad del "no seis" en una jugada.
Laplace descubrié que, variando n y m, los distintos va
lores de Rm corresponden a los coeficientes del desarrollo de
2

. n
(p+qtf=Ro+th+R2t +...+Rnt,.COInOIOSRiSQn

probabilidades (productos de p ¥y q elevados a distintos expo—
nentes), es netural denominar a (p + qt)n, funcién generatriz
de las probabilidades Rm.

De aquf, el paso al continuo es inmediato. Basta consi-

derar la funcidn (P(x) (densidad de probabilidad para los di-

versos valores de la variable aleatoria x) en lugar de p y de

a = 1'- p. Luego viene la diferencial de probabilidad ¢ (x)dx,

cuya integral entre O y ¥ da la probabilided de todos los ve

lores x=% . Y, por fin, la funcidn generatriz en el conti—

nuo, definida, andlogamente, con la ayuda de una exponenciel de
base t.

En forma reciproca, partiendo del continuo, el caso dis
creto se obtiene mediante particularizacién: la integral devie
ne sumatoria extendida a todos los valores posibles de x.

Para nosotros, las funciones generatrices no son sinoun
método analitico Util para resolver diversaes cuestiones con re
cursos matematicos cémodos. La densidad y la diferencial de pro
babilidad son"modelos" adecuados a su apliceacidn.

En 1782 Laplace escribe una nueva contribucidn sobre las

funciones de los grandes numeros y la manera de calcularlos en
forma aproximada. El tema es continuado y estudiado en conjun-
to con la funcidén binomial, en 1783.

El mismo afio publica una memoria sobre cuestiones esta-

d:[st:lcasﬁz nacimientos, cesamientos y defunciones en Par{is.
Entre 1803 y 1811 se dedica a diversos asuntos: 10s gran
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des numeros, aplicaciones de la probabilidad a la estronomia,
integrales definidas utiles en el cédlculo del azar, etc.

En 1813 produce una memoria de titulo muy sugestivo:"Ma
nera de elegir entre los resultados de un gran numero de obser
vaciones".

En 1815 explica, en Connaissance des Temps, cémo calcu
lar probabili{sticamente 6rbitas de cometas. En 1819 halla 1la
longitud del péndulo como aplicacidn a la fisica o filosofia

naturel. Y, entre 1820 y 1822, expone novedosas aplicaciones a

la geodesia.

5.~ Pero el libro mis importante de Laplace en el campo

de la pascaliana geometria del azar es su monumental Théoriqj

Analytique des Probggglitéa, editada por jprimera vez en 1812,

con 464 paginas en cuarto; cuya segunda edicidn, ya de 506 pé
ginas, data de 1814, y cuya tercera edicidén, definitiva, caen
una extensa introduccidén que abarca ella sola otras 152 pdgi-
nas, aparecié alrededor de 1820.-

La introduceidn, publicada después separadamente como

Essai philosophique sur les probabilités ha sido vertida al es
pafiol e impresa en Buenos Aires en 1947.

Expone Laplace en estas obras — sintesis y complemento

de su continuada labor - los métodos analfticos del cdlculo de
probaebilidades, a saber: sus teorias sobre las funciones gene
ratrices, sobre integraciones, sobre ecuaciones diferenciales,
cuadrados minimos y errores; formula observaciones sobre pro-
blemas de azar, dando remate & algunos hasta entonces no resudl
tos; revisa temas concernlentes a eventos reiterativos y sus
correspondientes leyes de probabilidad; se las aplica a la as
tronomfa y a la fisica como habia hecho en anteriores monogra
fIas; y se detiene brevemente en la probabilidad de los testi
monios.

‘En cuanto a este ultimo punto sefilalado, examina un co-

nocido argumento de Pascal, relaciondndolo, como Craig, a 1la
esperanza matemética: "Hay testimonios que aseguran poseer la
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misma Divinidad; que quien se adhiera a esta creencia gozarad
no de una sino de una infinidad de vidas dichosas. Aunque 1la
probabilidad de ser ciertos los testimonios sea débil, siempre
que no sea infinitsmente pequefia serd, en cambio, infinita la
ventaja de quien se conforme con dicha creencia, puesto que la
ventaja es el producto de aquella probabilidad por este bien
infinito. Por ende, no debe nadie vacilar en procurarselo”.
Otras partes interesantes giran alrededor de asuntos co
mo los siguientes: cémo se adoptan las decisiones de los cuer
pos coleglados (cortes, congresos, asambleas); de la probabi-
lidad en pleitos y julcios de tribunales; de las tablas de mor
talidad y de 1la duracibén media de la vida, de los matrimonios

y de las sociedades; de las ilusiones que influyen en la es-

timacién de la probabilidad; de que, precisamente, la probabi

lidad nos ensefia a desconfiar de nuestras impresiones ( como

ésa de atribuir al azar una especie de memoria, o atribuir fa

talidad o mala suerte a determinados jugadas o jugadores).
También sirve la probebilidad, dice Laplace, para com-

prender el sengorium, hipétesis bdsica de la psicologia deter

minista de la época. Pero es muy principalmente el método o ca
mino que conduce a las cercanfas de la certeza. "La induccidn,
la analogia, las hipdtesis fundadas en los hechos y rectifica
das sin cesar por nuevas observaciones - tacto feliz (expresa)
dado por la naturaleze y fortificado cada vez mds por sus re-
sultados experimentales - he aqui los principales medios para
ir hacia la verdad”.

Nos previene luego de los peligros de abusar del método
de la analog{a y de la induccidn, y nos sefiala, a propdsito,la
"demostracién" inductiva de Bacon sobre la inmovilidad de la

Tierra.
Al concluir el Essal nos da una breve noticia sobre el

desarrollo del cdlculo de probabilidades a través del tiempo
y afilade, comentando su valor:...\"es de humilde origen, peroha

avanzado muchd; y'es extraordinario que, comenzendo en los jue
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gos de azar, haya podido encumbrarse al lugar que ocupan los
mas importentes objetos del conocimiento humano®. *Siendo,como
es, el buen sentido reducido a cdlculo, no hay ciencia, pues,

mas digna de nuestras meditaciones"(").

6.~ Poisson ha escrito sobre Laplace; que ha sido un ge
nio en la mecédnica celeste; que hg descubierto las causas de
la aceleracidn de la Luna y que ha contribufdo decisivamente al
conocimiento de la mecdnica de Saturno y Jupiter; pero que es
sobre todo en probabilidades donde puede decirse que su obra
ha sido auin mayor.

Una de las maneras que tenemos para justipreciar esta
obra es sefialar las fuentes en donde se origind, o sea, la he
rencia intelectual recibida por lLaplace; y sefialar, a su vezla

influencia suya en las corrientes y escuelas contempordneas.-—

T.- Con Du Pasquier, podemos agrupar en tres direccio—
nes las doctrinas e ideas probabili{sticas que exist{an antes de
Laplace y que convergieron hacia él: a) la direccidén matemdti-
ca; b) la direcciébn social y c¢) la direccidén filoséfica.

a) A la corriente matemédtica pertenecen: Galileo (1564-

1642) con sus Conciderazioni sopra il giucco dei dadi; Pascal

con su geometria del azar; Fermat (1601-1665) con -sus solucio-
nes a problemas propuestos por el Caballero de Méré; Huygens y
Cardano como los Bernoulli (Santiago y Daniel). En verdad, toda
la aristocracia de los siglos XVI y XVII se divertie en Fran—
cia con juegos de azar: los matematicos estudiaban sus alterna
tivas, pero, por lo comin, no jugaban; excepcién hecha de Car-
dano que también era veterano en competencias aleatorias.
Parece haber sido una de las preocupaciones de Laplsace
el buscar un procedimiento matematico que organizara y sistema

tizara todo lo que se sabia acerca del azar. Con la creacidnde

0).Esta cita, como las demds que se den entre comillas, no son
textuales sino adaptaciones de las palabras e ldeas de Lapla
Ce.-
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las funciones generatrices algo de su intento queddé satisfecho,
Pero fué ain mas alld, pues no sblo se dedicé a la considera—
cién de los hechos curioscs propuestos por los jugadores,al es
tilo de 10 que habf{en hecho Montmort (1678~1719) y De Moivre,
(1667-1754), sino que se preocupd de hallar las aplicaciones
del cdlculo elegante € problemas concretos de la vida diaris,
como los de la estadistica, Util a hombres y naciones, y los

de errores de observacién, entonces en teoria uUtil a la cien—

cia natural, segin lo habia entrevisto ya Daniel Bernoulli.

b) La corriente social es de antigua data. Dicese que
el griego Antimenes (324 a C.) idedé el primer sistema de segu-
ros. Y de clerto sdbese que el inglés Graunt (1620-1674) ini—
cidé la elaboracién de tablas de mortalidad, y que el célebre
astrénomo Halley (1656-1742) fué el primero en concluir efecti
vamente una de ellas. l.os holandeses, De Witt (1625-1672) y de
Waveren utilizaron la probabilidad en temas financieros y en
problemas de seguros.

En la misma direceidén e infiuyendo directamente sobre
Laplace, hay que consignar el Ars Conjectendi de Santiago Ber
noulll (1654-1705). Este autor es el creador de la estadistica

censal cientifica y es quien mayor numero de aplicaciones hizo
de este asunto al tratamiento estocdstico de nacimientos,muer-
tes, matrimonios, etc..

El origen de la palabra "estocastica" es sugestivo.-

En el Filebo de Platén hay un pasaje donde Sécrates,ha
blando con Protégoras, pronuncia estas palabras (casi textua-~
les): "Si se separa de todas las demds, el arte de contar,me—
dir y pesar, lo que resta, a decir verdad, es bien poca cosa.
Para su estudio no nos queda sino recurrir al ejercicio de los
sentidos por medio de la experiencia directa de las cosas, es
decir, por medio de una especie de rutina; y vealernos del ta-
lento en conjeturar o talento estocéstico. Este talento en con
jeturar, esta especie de don adivinatorio, llega a adgquirir

perfeccién mediante la reflexidén y el trabajo continuados,apm
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to de que algunos suelen darle el nombre de arte conjetural®.
La palabra griega. 60 X o$§ es "fin al cual se tien
de", "mira" o "blanco"; y el 0 oXocCT'Glxrz's fué "el que daba
en el blanco" o "el pronosticador".
En las partes 3a. y 4a. del Ars conjectandi se hebla de
"ars conjectandi sive stochastice", esto es: arte conjetural o

estocastica.

Las conjeturas basadas en los grandes mimeros son el ci
miento de la estad{stica, a la cual se aplicdé Laplace, prefe—
rentemente en su aspecto social o demogréfico, segun hemos vis
to antes,

c) La corriente filos6fica, donde se hallan entremezcla
dos 16gica y teoria del conocimiento, influye también sobre La
place a través de 1los Bernoulli.,

Santiago, en el Ars Conjectandi considera que el mismo
conocimiento es una cantidad: la certeza una cantidad entera,
la probabilidad una fraccidén; y la imposibilidad, su limite al

tender agquella a cero.

Santiago es el autor de la definicién (cldsica) adopte-
da por laplace, de tan memorable trascendencia: Relacidén entre
el nmimero de casos favorables y el numero de casos posibles
siempre que sean igualmente probables. "La definicién completa
de la probebilidad - afirma Poincaré - es pués una especie de
peticidn de principio:. aC(Smo reconocer que todos los casos son
igualmente probables?. Una definicién matematica aqui no es po
sible; deberemos en cada aplicacidn hacer convenciones: decir
que consideramos el caso tal como igualmente probable que el ca
so-cual. Estas convenciones no son en realidad arbitrarias,pe-
ro escapan al espiritu del matemdtico, el que no deberd exami-
narlas después que sean admitidas.

.mnps{, todo problema de probabilided ofrece dos periodos
de estudio: el primero metafisico por asi llamarlo, que legiti
ma la convencién; el segundo, matematico, que aplica a esa con

vencién las reglas del cdloculo".
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Daniel Bernoulli (1700-1782) enuncié el principio de ra
zén insuficiente, recogido por Laplace en la definicidn de ca-

sos igualmente posibles, o sea, en su decir, "casos de cuya
existencia estemos igualmente indecisos®. Su justa apreciacién

- agrega - es uno de los puntos mds delicados de la teoria del

azar., ) |
Cuenta Du Pasquier que el clérigo Bayes (1764-1765)estu

vo bajo la influencia de Locke, Berkeley y Hume. Bayes, a su
vez, influyd sobre Laplace directamente, e indirectamente a tra
vés de Euler y Legendre.

De esta manera, no nos extrafie oir a Laplace expresarse
en términos inesperados. "Las cuestiones méds importantes de la
vida - asegura - no son, en gran parte, sino problemas de pro-
babilidad. Se puede decir, hablandc rigurosamente, que casi to
dos nuestros conocimientos no son sino probables; y, en el pe-
quefio ndmero de cosas en que podemos saber con certeza, en las
matematicas mismas, los principales medios para llegar a la ver
dad - a saber, la induccién y la analogf{a - estdn fundados en
probabilidades; de suerte que el sistema entero de los conoci-

mientos humanos se vincula a esta teoria",

8.— Con 1o que hemos visto hasta aqui, ha quedado com—
probado que Laplace recogf3 précticemente todas las ideas fun-
damentales sobre probabilidad disponibles en su época, reelabo
rando una teor{a compleja y polimorfa, donde intervienen con—
ceptos de contenido heterogéneo.

Vamos a ver shora cémo, desde las posiciones contempord
neas podran apreciarse las distintas nociones sustentadas por

el autor del Essal y de la Théorie Analytigue, y cémo, recipro

camente, podremos interpretar dichas posiciones a la luz de es
tas obras, donde se encuentran en latencia las ideas modernas.

1) Uz rasgo caracteristico de las teor{as frecuentistas,
en su mas alto desarrollo, es el de considerar el estudio dela
probabilidad como andlogo al de las ciencias nqturales.JMisea,

por ejemplo, se propuso edificar una teoria matematica de lapro
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babilidad, de la misma manera - dijo - que la termodinédmica o
la electricidad. Los frecuentistas aceptan el origen empirice
de la probabilided y tratan de dascubrir sus leyes partiendo
de la observacidén de eventos reiterativos y a la larga.
Si bien lLaplace no asimila la probgbilidad a las cien-
cias naturales recordemos que sostiene que la teoria se apli-

ca a las mismas cuando se trata de observaciones numerosas, y

que también se aplica a las ciencias sociales (léase, estadis
tica). Y que para ser posibles ambas aplicaciones lo unico
que se requiere es la numerosidad aleatoria o sea, lo mismo que
ha venido a constituir el principio frecuentista por excelen-
Cig..e

1) En otro lugar afirma Laplace que los principales me
dios para alcanzar la verded - a'saber, la induccién y 1la ana
logia - se fundan en las probabilidades; y por ende todo el
sistema de lo0s conocimientos humanos. Aqui Laplace habla con
palabras de un Polya o de un Keynes o de algun otro vartidario

de la creencia racional. Mds aun, cuando leemos en el Essai que

"la certeza y la probabilidad son comparables".
3) Se acerca, en algun sentido, & los subjetivistas ti
po de Finetti cuando explica los siguientes extremos: las 4di-—

ferencias esenciales que diferentes estados de espiritu pueden

producir en la estimacién de la probabilidad; cémo es gue ella
se relaciona con cuestiones tan sutiles que no sorprende com-
probar que, con los mismos datos, dos personas encuentren re-
sultados distintos...; y cémo es que las probabilidades hacen
apreciar 1o que los espfritus justos sienten por una especie
de instinto...; ese instinto que no es, en el fondo, mas que
el buen sentido reducible a célculo...

4) Koopman llama "intuicidn" a s0 que laplace denomina
"instinto"; de Finetti denomina "coherentes" a los "espiritus
justos",

5) laplace es determinista, por 10 cual el azar no es

para 81 sino la expresién de nuestra ignorancia respecto a las

L
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causas verdaderas. Pero a la probabilidad la relacliona en par-
te con esa ignorancia y en parte con nuestros conocimientos
ciertos. Por tanto el reconocimiento de nuestra ignorancia es
como un puente tendido hacia el Jeffreys que, extremando, re—
chaza el determinismo estricto; y es asimismo puente haclaaque
llos para quienes el conocimiento es posible pero la certezano,

6) Los trabajos de Reichenbach y de Carnap son intentos
de fundamentar la induccidén cientifica a través de la probgpi-
lided. En el Essal habrédn lefdo que la "induccidén (y la analo-
gla) se basan en las probabilidades". Polya, en la actualidad,
se encuentra en el mismo caminoc, sunque sus consecuencias van

4odavia més alld.
7) Cuendo Servien enuncia el fracaso del cdlculo matemd

tico del azar, se nos aparece como haciendo exagerado hincapié
en aquel escrito de Laplace, de 1774, donde pone: "La teoria de
las probabilidades es una de las mas delicadas... por la difi-

cultad de someter a cdlculo sus problemas".

8) "La mayoria de los mds importentes problemas de la vi
da no son més que problemas de probabilidad" afirma laplace.El
"dialectista" Nolfl se refiere a la probabilidad como a "la ma
tematica de la conducta o matemética de la libertad", rafg de
la vida.

9) Si van Dantzig nos trae la teoria de los "modelos" ma
temdticos y si Lévy sostiene que el célculo de probabilidades
es una "pura creacidén de nuestro espiritu", a semejanza de 1la
geometria, ;No -es, acaso, también un "modelo" y una "creacién'
el intento laplacieno de reducirnos a la consideracién de 1los
"casos igualmente posibles" y el de adoptar una definicién ce-

rente de contenido empirico?...

9.~ Todos estos aspectos que hemos venido comentando,ex
presivos de elocuentes conexiones, nos conducen a confirmar
nuestra opinidén de que en Laplace estdn, en ciernes, casi todas

las ideas principales que condicionan las distintas teorias fun
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damentadoras elaboradas hasta el presente.

La circunstancia de que una sola de sus muchas afirma-
ciones sobre la esencia y contenido de la probabilidaed (la de-
finicién después denominada "cldsica") haya sido generalmente
considerada como la unica representativa de sus ideas, se pue-
de explicar por su eminente valor operativo, presente en todo

lo extenso de la Théorie Analytigue; pero, sin duda alguna,es

una apreciacién estrecha, parcial e incompleta. Porque Laplace
hg presentido muchos otros aspectos del problema de la probabl
lidad; aspectos a 1los cuales él se refiere en forma escueta a
lo largo de toda su obra y que ulteriormente, redescubliervos o
revalorados, han dado motivo a las diversas direcciones de es-
tudio, a veces adversas entre si, que en tan grande numero exis
ten al presente.

Con lo dicho, & nuestro juicio, queda explicado el simil
del 4rbol que dimos al principio. Las raices ideales de Lapla-
ce 1la constituyen sus antecesores inmediatos y mediatos, segun

tres tendencias principales: la matemdtica de los Galileo, Pas

cal, De Moivre, etc., inspirada en la teoria de los juegos de

azar, esencliaelmente combinatoria; la estadistica, de Halley,De

witt, Santiago Bernoulli y otros, preocupada por los mimeros

censales; la filoséfica, de la conjetura, de la prediccidn, de

la 16gica inductiva, cultivada por los Bernoulli y Bayes.

Las ramas ideales de laplace se proyectan en grado pri-
merio o secundario hasta nuestros dias. Con los subjetivistas
o con los frecuentistas o con los logicistas o con los partida
rios de la creencia racional, etc.; pues éstos encuentran en
aquél sntecedentes doctrinales, como hemos podido ver. Hay,por
ende, en esta proyeccién histérica una especie de convergencia
o tendencia a la centralizacién unitaria, que trasciende los as
pectos de la irreconcilieble actitud asumida por los defenso—
res de las corrientes actuales.

Interpretedas asi, las vinculaciones expresadas dan pié

a la suposicién de que existe un método unificador de les dife
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rentes fundamentaciones de la probabilidad; disciplina ésta dig
na de nuestra atencién aunque no sea sino por haberlo sido, en

su hora, de tantos y tan notables ingenios.-
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