Fisica cuantica y relativista

g’;a?% UNIVERSIDAD

LS5l NACIONAL
847/ DE LA PLATA




FiSICA CUANTICA Y RELATIVISTA

Myrian Tebaldi
(coordinador)

Roberto Alonso
Mariano Creus
Emiliano Muhoz
Cintia Perrone
Marcelo Trivi
Alejandro Velez Zea

Facultad de Ingenieria

S
5 ,'ﬁ\\% UNIVERSIDAD
Lo &)
’3*’%(*) NACIONAL

S/ DE LA PLATA

q"'ﬂmuu\ﬂ

EDITORIAL DE LA UNLP




Agradecimientos

Los autores agradecemos a nuestras familias, que nos alentaron y apoyaron durante la
redaccion de este libro.

A los profesores Jorge Tocho, Néstor Bolognini y Héctor Rabal, que nos antecedieron en la
catedra y cuyas ensefanzas durante afios compartidos de docencia sin duda enriquecieron el
contenido de esta obra.

A nuestros alumnos y colegas que a través de sus inquietudes, dudas y sugerencias nos
motivaron a preparar este trabajo.Finalmente, nuestro reconocimiento al apoyo recibido de la
Facultad de Ingenieria y de la Universidad Nacional de La Plata para la concrecion de este

proyecto.



Prélogo

El libro que presentamos aqui es una Introduccién a la Fisica Cuantica y Relativista a nivel
Fisica General para alumnos de Ingenieria y Ciencias. En consecuencia, nos hemos enfocado
en la discusion de las ideas y conceptos fundamentales que dieron origen a principios del Siglo
XX a lairrupcién de una “nueva” Fisica. Asimismo, hemos reducido la complejidad matematica y
la notacion mas avanzada para que sea accesible a alumnos de los primeros anos de las
Carreras con conocimientos basicos de Calculo, Algebra y Fisica clasica general.

Son numerosos los textos que abarcan estos temas, consideramos necesario una adaptacion
a nuestro propio plan de estudio. Sin embargo, este libro incluye los contenidos de la asignatura
“Fisica lll” correspondiente al Plan de Estudio del afio 2018 que cursan los alumnos de Ingenieria
Electrénica, en Telecomunicaciones, Energia Eléctrica, Quimica y en Materiales de la Facultad
de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata. Tales contenidos abarcan algunos tépicos
de Fisica Cuantica y de la Teoria Especial de la Relatividad.

Si bien los temas estan presentados segun nuestra propia percepcion como docentes de
Ingenieria de la Universidad de La Plata, estimamos que nuestro aporte en el tratamiento de los
mismos sera muy util para Catedras similares de otras Facultades y Universidades.

Ademas de los fundamentos tedricos y las demostraciones experimentales, hemos incluido
problemas, algunos de ellos resueltos, para que los alumnos adquieran una adecuada
comprensioén y ejercitacion en los temas que contiene este libro. Al final, presentamos un breve
resumen de las biografias de los principales cientificos que abordaron estos estudios.

En el capitulo 1 se desarrollara de manera introductoria la Teoria Especial de la Relatividad.
Se describira el experimento de Michelson y Morley, el cual refutdé la teoria del éter. Se
enunciaran los postulados de la Teoria Especial de la Relatividad. Se definiran las
Transformaciones de Lorentz. Se desarrollaran las consecuencias fisicas de estos enunciados.

En los capitulos 2, 3 y 4 se desarrollaran los tépicos que evidenciaron experimentalmente la
necesidad de una nueva teoria fisica. Estos topicos son: Radiacion de Cuerpo Negro, Efecto
Fotoeléctrico y Efecto Compton.

En el capitulo 5 se describiran fenomenolégicamente y de manera cronoldégica, los modelos
atomicos anteriores al desarrollo formal de la Fisica Cuantica (modelo atomico de Thomson.
Modelo atémico de Rutherford y modelo atémico de Bohr)

En el capitulo 6 se describiran el Postulado de Louis de Broglie y el Principio de Incerteza de
Heisenberg mostrando que la naturaleza de estos conceptos no tiene asidero en la Fisica
Clasica. Se relacionaran estos conceptos con el nacimiento de una nueva teoria, la Teoria de
Schrédinger de la Fisica Cuantica que sera analizada en el capitulo 7.

En el capitulo 7 se introducira al alumno en este nuevo marco conceptual de la fisica a partir
del Postulado de Born de la densidad de probabilidad. Se daran argumentos fisicos para
comprender que la solucion de la ecuacion de Schrodinger de un sistema fisico unidimensional
contiene la informacion fisica necesaria para describir a tal sistema. Y se ejemplificara con el

caso de una particula cuantica en diversos potenciales de una dimension espacial.



En el capitulo 8 se resolvera el caso real de tres dimensiones del electron en el atomo de
Hidrogeno. Se mostrara cdmo se resuelve matematicamente el problema. Y a partir de esta
solucion, se definiran los observables fisicos de interés y su relacion con los nimeros cuanticos
del electron en el atomo de Hidrégeno, obtenidos de la solucién del problema. Luego se
describird como se completa la Tabla Peridédica de los Elementos a medida que aumenta el
numero atémico Z.

En el capitulo 9 se desarrollara la fisica relacionada con el hecho de tener particulas que no
pueden distinguirse entre si. En este nuevo marco conceptual, matematicamente es necesario
definir nuevas funciones que hagan indistinguibles las particulas idénticas (funcion de onda
simétrica y antisimétrica). Se describira que tipo de particula describe cada funciéon de onda.
Luego se desarrollara el comportamiento estadistico de sistemas fisicos con muchas particulas
idénticas indistinguibles. Se analizaran el caso de particulas descriptas por funciones de onda
antisimétricas (fermiones) y el caso de particulas idénticas descriptas por funciones de onda
simétricas (bosones). Se comparara los resultados obtenidos con el caso de particulas
distinguibles.

Finalmente, en el capitulo 10 se analizara desde un punto de vista fenomenolégico la
formacién de una red cristalina en funcién del enlace atémico entre los atomos de la red. Se
describiran los diferentes tipos de enlaces atdmicos y su relaciéon con las caracteristicas fisicas
del sistema. Por ultimo, se desarrollaran las diferentes estructuras de bandas de energia segun
el tipo de material sdlido en cuestion.
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CAPITULO 1

Teorias de Relatividad

Introduccion

Antes de llegar a este punto, hemos transitado un largo aprendizaje de las leyes de la fisica,
y, sobre todo, de codmo aplicarlas a las actividades propias de cada una de las distintas ramas
de las ingenierias. De cierta forma se ha ido escalando, desde las situaciones mas simples a las
de mayor complejidad. Primeramente, estudiamos la Mecanica, basada en las Leyes de Newton.
Ahi, fuimos conociendo como hacer modelos que tengan capacidad de predecir lo que va a
ocurrir en un futuro préximo en base a ciertas condiciones iniciales, y fuimos desarrollando,
primero el movimiento puro, sin relacionarlos con las causas, lo que llamamos Cinematica. Luego
lo relacionamos con las causas: aparecen por primera vez las Leyes de Newton, que nos dan el
nexo entre la causa y el efecto. A esto llamamos Dinamica. En este transitar fuimos desde lo
simple, las “particulas”, a algo mas complejo: los “cuerpos extensos”, pero rigidos. En ese
proceso inicial aparecieron por primera vez conceptos muy fuertes y de total relevancia, como
ser la masa, la fuerza, la gravedad, la cantidad de movimiento lineal, las energias cinética,
potencial y mecanica, el trabajo, el impulso, el torque, el momento de inercia, el centro de masas,
la cantidad de movimiento angular, los teoremas de Trabajo-Energia Cinética y Trabajo-Energia
Mecanica, y las ondas que llamamos “mecanicas”.

Luego, en una segunda instancia, estudiamos Electromagnetismo. En esta parte del
aprendizaje no analizamos fuerzas genéricas, sino las que tienen origen en las interacciones
eléctrica y magnética. Su tratamiento matematico resulté ser un poco mas costoso, ya que en
esta rama de la fisica resulta casi imposible reducir la dimensionalidad de los problemas, lo que
nos demandd un analisis vectorial en tres dimensiones a lo largo de todo el curso. En esta parte
aprendimos las leyes que relacionan las fuerzas derivadas de las cargas y corrientes eléctricas.
Definimos los campos E 'y B, como funciones de la posicion y el tiempo, asi como sus fuentes, y
las densidades de energia correspondientes. Estudiamos las Leyes de Gauss Eléctrica y
Magnética, la Ley de Faraday y la Ley de Ampere-Maxwell. Analizamos circuitos
electromagnéticos en condiciones estéticas, transitorias y periddicas, junto con las leyes de
Kirchhoff, y con todo esto pudimos conocer muchos de los fendbmenos mas relevantes de la
ingenieria, que conformaron una gran parte de los inventos que, junto con otros, llevaron a la
Revolucion Industrial, un cambio de era para la humanidad entera: ; Qué cambié? Cambiaron la
industria, las maquinas, los procesos de fabricacion, la automatizacion, la forma de transporte,
las posibilidades de comunicarse, y todo ello tuvo implicancias en otros ambitos: el desarrollo

economico, la educacion, las leyes laborales, por sélo citar algunos ejemplos. También la forma
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de hacer la guerra, pero, por suerte, a su vez se generd mayor produccion y bienestar, con
fortisimo impacto también en la medicina y en la capacidad de diagnéstico. En esta instancia
podemos decir que, asi como lo aprendido anteriormente en Mecanica surge de la sintesis
realizada por Newton en sus tres leyes, todo lo aprendido sobre electromagnetismo, queda a su
vez comprendido en las cuatro Ecuaciones de Maxwell, junto con la Fuerza de Lorentz y la
Ecuacion de Continuidad. Luego, podemos valernos de todas ellas para estudiar el movimiento
de cuerpos que tengan masa y a su vez cargas o corrientes eléctricas: una vez determinadas las
fuerzas de origen electromagnético, podemos predecir el movimiento ulterior usando las Leyes
de Newton. Asi lo hemos hecho por ejemplo en el estudio del espectrometro de masas, en la
deflexiéon de un electrén en un tubo de rayos catédicos, en el calculo del torque de una espira de
corriente en un campo magnético, entre otros.

Con estas leyes, hemos adquirido herramientas enormes para el calculo predictivo en todas
las actividades de la ingenieria. Impactan en forma directa en la profesion, siendo parte de los
pilares fundamentales para el ejercicio de desarrollar soluciones oportunas y econémicamente
viables para las mas diversas tematicas. Pero, para utilizarlas sin temores a equivocarnos, antes
debemos repasar a qué llamamos “ley”. Claro que, en fisica, no hay un congreso que las vote, ni
un poder ejecutivo que las promulgue, ni un poder judicial que las haga cumplir. Hablamos de
leyes naturales, en todo caso, digamos que la “naturaleza” cumpli6 todos esos roles, jmas el de
la redaccion! Entonces, podriamos preguntarnos si las leyes naturales cambian con el tiempo, o
tienen limites o rangos de validez, o por el contrario llamamos ley a algo que es de naturaleza
tan profunda que no tiene excepciones, es inmutable, es valida en todo el universo en todos los
tiempos. Incluso en condiciones extremas como dentro de un agujero negro. ;Son de esa
naturaleza las Leyes de Newton y las Leyes de Maxwell? Solo sabiendo eso podremos contestar
una licitacién cotizando nuestro producto calculado en base a ellas sin poner en riesgo a la
empresa en la que trabajamos. Y la verdad es que aun no hemos realizado ese analisis, y es el
momento oportuno para hacerlo.

Vamos a intentar responder a la pregunta ;a qué llamamos ley natural?, pero también a la
pregunta ¢a qué llama la comunidad cientifica ley? En referencia a las primeras, podemos decir
que todos, o al menos una inmensa mayoria de las personas, pensamos que si existen, pero que
no las conocemos, aun, pero vamos achicando diferencias. A lo largo de la historia el
conocimiento cientifico fue abarcando nuevas areas y escalas, desde lo mas pequefio a lo mas
inmenso. Si existen esas leyes, de alguna manera pensamos que existe el orden, el
comportamiento repetitivo, la previsibilidad, el poder predictivo de la fisica a través de las
matematicas. Ahora conocerlas, o mejor dicho ponerlas de manifiesto, no es tarea facil. En la
historia de la ciencia podemos observar que /o que mas se han producido fueron refutaciones,
es decir, encontrar falta de validez de algo que se consideraba ley. Debemos resaltar aqui la
enorme diferencia entre una ley y un teorema. Justamente, el teorema tiene una demostracion,
una igualdad entre dos miembros de una ecuacién puede ser deducida a partir de otros saberes
mas simples. En cambio, en la busqueda de las leyes naturales, llegamos a un punto donde algo

que se observa experimentalmente, no tiene explicacion en términos de otros saberes, y decimos
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que, simplemente, “la naturaleza es asi”. Podemos dar como ejemplo la fuerza de Coulomb,
también, la fuerza gravitatoria. ;A qué llamaremos ley? Llamaremos ley a algo que, no tenga
explicacién en términos de cosas mas simples, y que en su minima expresion abarque la mayor
cantidad de fenomenos posible: algo que en su expresion matematica describa una interaccion
elemental, desde lo cual poder explicar los sistemas mas complejos. jPor eso, una cuestion muy
importante es el numero! Las leyes no deben ser redundantes, por ejemplo, que una se deduzca
de otras dos. jNo seria una ley entonces! Ahora bien, existen distintas formas de enunciar las
leyes, como las de Newton. Pero, por mas que los enunciados cambien, el nimero seguira siendo
tres, asi como las de Maxwell cuatro. Por supuesto, las leyes seguiran siendo leyes mientras
sean corroboradas por el experimento. Una ley dejara de serlo cuando, o bien, sea refutada por
al menos un experimento, o bien, se hayan obtenido saberes mas elementales, que hace que
ahora con ellos sea posible “deducir’ lo que antes no. Esa ley pasara entonces a ser un
“teorema”. Desafortunadamente en la fisica y en la quimica, por cuestiones histéricas y
costumbres, muchos hallazgos que, en su momento fueron llamados “ley” por no tener
explicacion en términos del conocimiento de la época, pero que luego si la tuvieron, se las sigue
llamando ley en algunos ambitos. Son ejemplos la Ley de Wien, La Ley de Dalton, la Ley de los
gases ideales, etc. Claro esta que cuantas menos leyes mejor: mas compacta es la teoria y mas
abarcadora, con menos enunciados. Y para los estudiantes, menos cosas para recordar! La
ciencia ha avanzado mucho en las Ultimas décadas en esta direccién. Lo estudiado en
electromagnetismo es un buen ejemplo de ello: Las ecuaciones de Maxwell unen dos fendmenos
aparentemente diferentes e inconexos como la electricidad y el magnetismo en una unica teoria.
Asi, al dia de hoy se ha ido reduciendo el nUmero de leyes conocidas que describen a las
interacciones, que a primeras vistas parecieran ser diferentes: el electromagnetismo se fundié
con la interaccién débil, formando una Unica teoria para la interaccion “electrodébil”. Quedan aun
como diferentes, la interaccién fuerte (la que ocurre entre particulas intranucleares), y la
gravitacién. Ojala podamos ser testigos de cuando se llegue a la gran unificacion de las leyes

naturales, en una Unica teoria, que sea capaz de abarcar todos los fendmenos conocidos.

Teorias de relatividad

¢ Qué es una teoria de relatividad? Y ¢,qué tiene que ver con la fisica? En casi todos nosotros
existe la creencia de que los fendmenos ocurren, sin relacion con quien los esté observando. El
suceso o fendmeno se produce por causas externas al observador, tiene existencia propia y
obedece a las leyes de interaccion propias de lo que esté ocurriendo, por ejemplo, una colision
entre dos bolas de billar. Mas adelante en este libro veremos que esta independencia de los
sucesos con el observador debera ser revisada en el ambito de la mecanica cuantica. Fuera de
ese ambito, resulta que esa independencia nos da la libertad de observar (medir) un fenémeno
desde ddénde nos resulte mas ventajoso, con la seguridad de que observaremos lo mismo sin

importar nuestra eleccion. Claro, siendo asi, esto nos conecta inmediatamente con los sistemas
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de referencia: dos observadores distintos (cada uno encontré ventajoso una ubicacion diferente)
deben ver el mismo fenémeno, pero, junto a cada observador va atado su propio sistema de
referencia (SR). Y un sistema de referencia es un conjunto de coordenadas espaciales, mas el
tiempo. Asi, en la Fig. 1.1 vemos una colisién de bolas de billar, observada por dos observadores

distintos, cada uno con su propio sistema de referencia.

Figura 1.1

e /_ -
e - '

r F P[XO: Yor Zo, tQ}
ol P(x'0, Yo, 2o, to)

Nota. Dos observadores diferentes observan una colisién de dos bolas de billar y miden la
posicion del impacto en sus sistemas de referencia respectivos, Sy S'. S’ se mueve con respecto

a S con velocidad v y aceleracion a.

Por ejemplo, para el observador A en su SR que llamaremos S la colisién ocurrid en
(%0, Y0, 20, to) Y para el observador B, en su propio SR, S’, éste anoto la colision en (xg,y Yo, Zo, tb,)-
Llamamos “teoria de relatividad” simplemente a las formulas que predigan cuéles seran esas
coordenadas (x; ¥, zy t,) para el observador S’, conociendo las de S, junto con la posicion,
velocidad y aceleracion del SR S’ “relativo” al SR S. Dicho de otra manera, cémo convertir las
coordenadas y el tiempo de un SR al otro, conociendo el movimiento que hay entre ellos. Eso es
todo, y dicho asi, pareciera que tiene muy poco que ver con la fisica, es un problema
relativamente simple matematico de transformacion de coordenadas.

Veamos un ejemplo simple de esto. Para evitar complicaciones matematicas que pudieran
aparecer en el caso en que los SR estén rotados uno con respecto al otro, en lo que sigue de
este capitulo supondremos que los dos observadores han elegidos ejes cartesianos paralelos
entre los dos sistemas como en la Fig. 1.2. Junto con ello, diremos que en el instante que
llamaremos t=t'=0 los dos origenes de coordenadas coinciden en el mismo punto, y finalmente,
que el sistema S’ se mueve con velocidad constante V relativo a S, y que ese vector V es paralelo
al eje de las x. Estas simplificaciones no cambian el contenido de lo que se quiere poner de

manifiesto, solo facilitan las matematicas inherentes. Ahora, en el punto P(x,y, z) en el instante
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t, el observador S detecta un objeto que viaja con velocidad v = (v, v, v,) Yy aceleracion a =

(ax, ay,a;). (COmMo seran estas magnitudes vistas desde S'?

Figura 1.2

Pl Ze V=PV 2t

e -
Y N
o~ - S
X o’ X
' 4 2
Z z

Nota. Un objeto (punto naranja) siendo observado por dos SR diferentes Sy S’. Los ejesde Sy

S’ son paralelos, y en un instante t =t ° = 0 los origenes O y O’ coinciden.

Intuitivamente diriamos, varias cosas: primero, si los cronémetros de S y S’ marcaban cero
cuando se cruzaron los origenes, entonces el tiempo seguira corriendo igual para los dos, es
decir: t = t’ en cualquier instante posterior. jEsta asuncion, que normalmente hacemos en forma
intuitiva y no analizada es muy importante! En segundo lugar, dado que el movimiento relativo
entre Sy S’ es en la direccion de sus ejes cartesianos x o x’ (a velocidad V) y los origenes de
coordenadas coincidieron a t = 0, entonces, las coordenadas y y z en ambos sistemas debe
medir siempre lo mismo, es decir: y = y’,z = z'. Por ultimo, la coordenada x’ del punto P’ en el
que esta el objeto para S’, se va desplazando hacia la izquierda en la figura, ya que S’ se mueve
hacia la derecha respecto de S, entonces: x' = x — Vt

Todo esto lo podemos escribir sintéticamente asi:

"=t

"=x-Vt
1.1

y (1.1)

z

=
N || e
=

!
!

Dado que, en el esquema propuesto asumimos que t’' =t, las derivadas con respecto al

d d
tiempo t o t’ seran iguales, es decir: — = —
dt dats

Entonces, pueden derivarse ambos miembros de la Ec. (1.1), pero, a la izquierda con respecto
a t’, y a la derecha con respecto a t (aqui vemos la importancia de la asuncion realizada sobre

la igualdad de los tiempos en S y S’), obteniendo:
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v, = v, (1.2)
vy =1,

ax ax

ro_
@y =0ay (1.3)
a',=a,

El conjunto de las Ecs. (1.1), (1.2) y (1.3) representan lo que se llamoé “Teoria de la relatividad
de Galileo”. Como vemos, no soélo nos permiten transformar las coordenadas, sino también las
velocidades y las aceleraciones de objetos en movimientos vistos en dos SR diferentes Sy S’,
con la particularidad de que S’ no presenta aceleracion con respecto a S, pero si se mueve con
una velocidad constante V. Si en el ejemplo elegido V no fuera constante, y tuviera una

d

‘g 174 . .y .
aceleracion A = i paralela al eje x, la Ec. (1.3) cambiaria simplemente por: a', = a,, — A. Hasta

este punto no tendria mayores implicancias, ya que solo estamos haciendo matematicas. Sin
embargo, la eleccion del ejemplo de tener una velocidad constante entre diferentes SR sera de
crucial importancia en la Dinamica, como se vera en lo que sigue.

Esta teoria de relatividad, que acabamos de obtener de consideraciones simples e intuitivas,
es la que hemos venido utilizando, tal vez sin darnos cuenta o ponerle un nombre, cuando
trabajamos con problemas relacionados con el movimiento: movimiento rectilineo uniforme MRU
(el sistema S’ se pone justo arriba del movil y con su misma velocidad v = V, Ec. (1.1)), o laregla
de adicion de velocidades (Ec. (1.2)). Sin embargo, no hemos aplicado ninguna ley fisica para
obtenerlas. ;Donde aparecera la fisica en estas consideraciones? La fisica va a aparecer cuando
una ecuacion relacione una interaccion (causa: la fuerza) con un movimiento consecuente

(efecto: el cambio en su estado de movimiento), como, por ejemplo: la segunda Ley de Newton:
F= 2 (mv) (1.4)
= - (m .

0, cuando aparezca una interaccion (efecto: la fuerza natural resultante) en términos de sus

fuentes (causas, que podrian estar en movimiento), como, por ejemplo, la Ley de Lorentz:
F=qE+qvXxB

Por lo que dijimos antes, no esperamos que la presencia del observador cambie la naturaleza
del fendbmeno observado. Y por supuesto, la eleccion del SR del observador tampoco. Por
ejemplo, el valor de la fuerza sobre una masa m producida por un campo gravitatorio uniforme
como el de la superficie de la tierra (el peso), no debiera depender del observador, es decir, debe
ser la misma para todos los observadores posibles, nada tiene que ver con ellos, y todos deberian
poder diferenciar esta fuerza de otros efectos relacionados con su SR (por ejemplo, su propia
aceleracion). De entre todos los observadores posibles, algunos estaran en SR inerciales, y en
estos SR valen las Leyes de Newton, en particular la segunda (Ec. (1.4)). Los miembros de este

subgrupo de observadores podrian calcular la fuerza (miembro izquierdo) tomando registro
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detallado del movimiento ulterior (miembro derecho, es decir, calcular el cambio por unidad de
tiempo en los valores del producto entre la masa y la velocidad medida en su sistema particular
a intervalos regulares), y todos, ahora si haciendo fisica predictiva, deberian acordar (calcular)
que la interaccion (la fuerza), obtenida de la Ec. (1.4) es la misma a pesar de que cada
observador en cada SR midié velocidades diferentes en funcién del tiempo. Si asi no fuera,
estariamos frente a un severo problema. Muy severo, realmente, tanto como para tener que o
bien descartar la teoria (en este caso seria la segunda ley de Newton), o bien descartar las
férmulas de relatividad (Ecs. (1.1), (1.2) y (1.3)), jo ambas! Ahora si, japarecio la fisica!

En la préxima seccion analizaremos un hecho notablemente curioso de las predicciones del
electromagnetismo, y en la siguiente se analizara si lo que aprendido hasta el dia de hoy: la
Mecanica de Newton, y el electromagnetismo de Maxwell presentan o no dificultades de este

tipo.

El experimento de Michelson y Morley: un capitulo en la

historia de la fisica

Tal como hemos aprendido anteriormente, las ecuaciones de Maxwell predicen que, en el
vacio, y en ausencia de cargas y corrientes, campos eléctricos y magnéticos variables en el
tiempo se “propagan” en el espacio y en el tiempo de forma tal de conformar lo que se ha dado
en llamar “onda”. Y no sélo eso, ya de por si curioso, sino que, ademas, esas ondas viajan a
velocidad finita c. Esas ondas transportan energia y cantidad de movimiento. Estos hechos se
desprenden de las ecuaciones, como seguramente ya han estudiado en los cursos anteriores, y
fueron verificados experimentalmente en forma inmediata por Faraday, Hertz, Marconi, entre
otros. Junto con la verificacion de la experiencia, debemos agregar que, en la época, el conjunto
de predicciones acertadas y el mundo nuevo descubierto y sintetizado en las ecuaciones de
Maxwell conformé un avance rotundo. Sin embargo, no todo fue comodidad y festejo: las ondas
electromagnéticas pusieron en jaque muchas creencias, de forma tal que sus propiedades
resultaron dificiles de aceptar como ultima realidad, mas bien parecia que habia algo mas en el
medio.

En primer lugar, que puedan existir ondas en el vacio ya fue motivo de un gran desconcierto.
Las ondas previamente conocidas, las mecanicas, ocurren sobre un medio material que
lassoporta. Mas alla de las matematicas inherentes, no resultan dificiles de entender. Por
ejemplo, si se tensa una cuerda y se la jala bruscamente de un extremo hacia arriba, no resulta
demasiado sorprendente el mecanismo de propagacion: cada elemento pequeiio de longitud de
la cuerda al subir jala hacia arriba al siguiente, el que, al tener masa, demora por su inercia en
cambiar su estado de reposo y llegar a alcanzar la altura a la que es llevado, mientras a su vez,
en su subida jala del siguiente, que también tiene masa y su correspondiente demora y asi
siguiendo. Tal como si se transmitiera un mensaje en una fila de personas dandole una nota al

primero y esperando el pase de mano en mano hasta que le llegue al ultimo. Para que esto
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ocurra, hace falta un medio elastico, como la cuerda, y las ondas producidas viajaran con una
velocidad que justamente dependera de la masa de la cuerda por unidad de longitud, y por
supuesto de la tensién. Contrario a este analisis, en el vacio, la ausencia de todo, no hay nada
que vincule lo que pasa en un punto con el siguiente. ;Cual seria el mecanismo para que el
campo eléctrico en un punto o intervalo diferencial sea transferido al punto o intervalo siguiente
en un lapso finito, y a la vez copie el del punto anterior, en ausencia de cargas y corrientes?
¢, Como se propaga un mensaje en una fila de personas que faltaron a la cita? Si el mensaje aun
asi se propaga, ¢habra personas que no se estan detectando?

En segundo lugar, la prediccién de que las ondas electromagnéticas se propagan a una
velocidad finita c parecia ser la prueba de que justamente habia algo alli: jel vacio no estaria tan
vacio como aparenta! Esto, porque no se espera que la nada, la ausencia, tenga propiedades de
ningun tipo. El vacio no deberia tener color, perfume, recuerdos, caprichos ni propiedades fisicas,
jporque no hay nada ahi! Cualquier magnitud en la nada o bien vale cero o bien infinito, pero no
5 glcm3, 0 4,52 I/m?, 0 3 108 m/s. Vale decir, las ondas electromagnéticas o bien no se propagan
(c = 0) o bien no se deberian andar demorando en el camino vacio (¢ = o). Esta ultima opcion
era la que se consideraba en esos tiempos para todas las interacciones en general en el vacio
(la interaccidn a distancia), esta cuestion se tratara mas adelante.

Asi, se ided la existencia de una sustancia, que llenara todo lo vacio, pero claro, a su vez
resultara de dificil deteccién, ya que no habia aparecido en ningun experimento anterior: el “éter”.
Huygens, a quien se debe principalmente la idea del éter en la ciencia, indicaba que el eter era
imponderable, incompresible, homogéneo, unico, de elasticidad perfecta, sin resistencia al
movimiento, que lo penetra todo y que es asiento de las excitaciones eléctricas, luminosas y
térmicas. A su vez, Lord Kelvin indicaba que el sdlido elastico que forma el éter goza de
propiedades excepcionales para un solido. Su extrema rigidez, debe combinarse con una
densidad extremadamente débil para que no pueda retrasar con su frotamiento la traslacion de
los astros por el espacio. Con la existencia planteada del éter, por un lado, se hacia comprensible
lo incomprensible. Pero, a su vez, sus propiedades tan disimiles provocaban nuevas
contradicciones. Por ejemplo, en los solidos la velocidad de propagacién de las ondas mecanicas
depende de su médulo de elasticidad longitudinal. Una velocidad tan enorme como c¢, implica un
modulo de elasticidad también enorme, mucho mayor que el de cualquier sélido conocido. Sin
embargo, el éter pareciera ser tan leve, como para no producir ningun tipo de rozamiento...

Los fisicos del XIX atribuyeron a la luz las mismas caracteristicas de las de una onda
mecanica. La luz, debe de propagarse con velocidad fija de modulo “c” con respecto a su medio
de propagacion, el éter. Ademas, la velocidad de la luz en un sistema que se mueve respecto al
éter podria hallarse por la formula clasica de adicion de velocidades. El éter, era un sistema en
reposo absoluto lo que indica que cualquier velocidad medida respecto de él, sera una velocidad
absoluta. Para llegar a esta conclusion, partieron del supuesto que la luz se propagaba con
velocidad “c”, solo en el éter, y que las ecuaciones de Maxwell, solamente seran vélidas para el

sistema del éter.
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Un primer analisis nos diria que, si este fluido se encuentra en reposo absoluto, al movernos,
deberiamos percibir un “viento del éter”. Y en este sentido Michelson y Morley, en el afio 1881,
disefiaron un interferometro para demostrar la existencia del viento del éter, de la misma forma
que con la atmoésfera en calma percibimos el viento en un automavil (uno con techo convertible).
La tierra no puede estar siempre estacionaria con respecto al éter, porque, en su viaje alrededor
del sol, cambia de direccion al menos dos veces al afio. El aparato que disefiaron (junto con
otros) consiste en dividir en dos un rayo de luz por medio de una superficie semi espejada. El
rayo reflejado que sale hacia la izquierda en la Fig. 1.3 luego se refleja hacia la derecha en un
espejo, y parte de él atraviesa la superficie semi espejada viajando hacia la derecha en la figura,
mientras que el rayo refractado en el semi espejo que viaja hacia abajo, luego se refleja y sube
en la direccion del semi espejo, donde se refleja y comienza a viajar hacia la derecha junto con
el anterior. De esta manera, estos dos rayos interfieren sobre una pantalla, siendo la diferencia
de fase entre ellos dependiente de la diferencia de tiempo entre los dos rayos en su viaje desde
el punto en que se dividen en dos, hasta que se juntan nuevamente en la superficie semi

espejada y salen paralelos hacia la pantalla a la derecha.

Figura 1.3

rayo incidente

Vdel éter Vtotal
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Propagacién
paralela/antiparalela
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] f =
W del &ter
-
| Propagacion o
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o Velocidad de la tierra respecto
al éter

Nota. Esquema del dispositivo experimental de Michelson y Morley
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El interferémetro fue disefado de forma tal de medir justamente este efecto de interferencia:
la luz que viaja en sentido paralelo o antiparalelo a la velocidad de la tierra sobre el éter tardara
un tiempo distinto que la que lo hace en la direccion perpendicular, produciendo entonces, franjas
de interferencia. Esto es asi si se utiliza la formula clasica de adicién de velocidades. La clave es
que todo el aparato pueda rotarse: asi, dependiendo de la orientacion del aparato con respecto
al movimiento de la tierra a través al éter, al rotarlo 90° este desfasaje se invierte, ya que el rayo
paralelo/antiparalelo se torna perpendicular, y reciprocamente.

Calculando los tiempos de cada tramo usando la formula usual de composicion de
velocidades:

L L L(c+v) L(c—v) 2Lc 2L 1
c—v ctv c2—vZ  Z—pZ cZ_p2 ¢ v?

At" =

2 2L 1
c v2

c2

Aty = 2L/Nc? —v

A At, = 2L / ! ! \
ty— Aty =2L/c v "
c? 1_C_2

Esta diferencia de tiempos es la que da origen a las franjas de interferencia, y estaba dentro

del rango de lo que el aparato podia detectar. El experimento se realiz6 en diversas
oportunidades, en diferentes épocas del afio y con equipamientos cada vez mas sofisticados y
mejorados. jEn todos los casos el resultado del experimento fue nulo! Esto es, no hay diferencia
de fase. Esto es, no hay diferencia en las velocidades transversales y paralelas/antiparalelas. El
resultado significé un golpe muy fuerte. Se buscaron explicaciones de lo mas diversas para
justificar el resultado nulo de la experiencia de Michelson y Morley. Una de ellas, mencionaremos
en particular: H. Lorentz y G. FitzGerald propusieron que, las longitudes de los objetos medidas

2
en la direccion del viento del éter se contraen, con un factor L = LOJI - :—2 siendo L, la longitud

del elemento en reposo y v su velocidad respecto del éter. Si contraemos las longitudes paralelas
en el experimento de Michelson con esa férmula, veremos que efectivamente que At —At, = 0
y el resultado del experimento seria nulo. Efectivamente, esta explicacién ad-hoc, mejoraba una
situacion (explicaba el resultado nulo), pero a la vez abria un abismo de interrogantes (¢ Por
qué?). Las mencionamos aqui porque, en base a su trabajo, las ecuaciones de transformacion
de coordenadas de una nueva teoria de relatividad diferente, que veremos mas adelante, llevan
sus nombres. En secciones siguientes veremos como con una explicacion simple, aunque con
consecuencias enormes, se descartdé completamente la supuesta existencia del éter, y jel vacio

volvid a estar vacio!

21



La Mecanica de Newton y el electromagnetismo frente a la

relatividad de Galileo

Las Ecs. (1.1), (1.2) y (1.3) relacionan posiciones, velocidades y aceleraciones entre dos
sistemas de referencia S y S’, tales que el segundo se mueve con respecto al primero con una
velocidad V paralela al eje x. Vemos en particular, de la Ec. (1.3), que las tres componentes de
aceleracion quedan inalteradas cuando se pasa de un sistema al otro. Esto es lo que ocurre entre
SR inerciales. Entonces, cualquier ley fisica que relacione interacciones (fuerzas) con
aceleraciones, quedara correctamente inalterada frente a un cambio de SR. Para introducir
lenguaje, diremos que esas fuerzas serian invariantes frente a las transformaciones de
coordenadas de la relatividad de Galileo. Y esto es lo deseable para que una teoria satisfaga que
los observadores sean independientes de los sucesos. Por otro lado, vemos que tanto la
coordenada como la velocidad en la direccion de V, si se alteran, lo hacen segun: x' =x —Vty
v', = v, — V. De aqui, podemos decir que ninguna ley valida (la fuerza es invariante frente a
transformaciones de coordenadas entre SR inerciales.) podra tener para las fuerzas expresiones
matematicas en funcion explicita de las coordenadas o las velocidades, a menos que éstas
aparezcan en su formula de manera tal de dejar inalterado el valor de la funcion ante una
transformacion de coordenadas: por ejemplo, si podrian contener diferencias de coordenadas o
diferencias de velocidades Ax o Av, ya que al hacer la resta los términos dependientes de la
velocidad del observador V se cancelan mutuamente, y resultan iguales para todos los SR

inerciales. Un ejemplo de este tipo es la Fuerza de Coulomb (ver Fig. 1.4):

oo 9192 o
Fyy = ke =5 21 (1.5)
|21
N To—T1
donde 7y = ——
21 |7=74]
Figura1.4
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Nota. Fuerza de Coulomb entre dos cargas q4 Y q.-

En esta expresion se puede ver que, si bien en la formula aparecen explicitamente las

coordenadas r1 y rz2, éstas aparecen como diferencias r2 — r1 de manera tal que frente a
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transformaciones de Galileo se cumple que: r2 — r1 = r’2 — r’1 para cualquier SR inercial S’.
Entonces, la fuerza calculada da el mismo valor en todos los SR inerciales. El mismo
razonamiento aplica para la Ley de Gravitacion, que tiene una expresion similar a la Ec. (1.5)
para la fuerza gravitatoria, reemplazando las cargas por las masas, y la constante ke por -G.

¢ Qué pasa con la segunda Ley de Newton? Segun la teoria clasica, la masa es una propiedad
intrinseca de los objetos que la poseen. Intrinseca debe entenderse como algo que no cambia
con respecto al observador ni con las interacciones al que la particula esté expuesta. Al decir
esto, también se dice entonces que la masa no depende ni de la posicion ni de la velocidad, ni
de las fuerzas a las que el objeto estuviere sometido. A diferencia de ello, el peso si depende de
las fuerzas ya que es el resultado de una interaccién (por ejemplo, con un planeta, a una distancia
variable), por ende, no es una propiedad intrinseca. Siendo asi, para los casos en los que la

masa no varia con el tiempo, esta ley puede escribirse:
F=2 () =mv=ma (1.6)
dat dt

La fuerza entonces es directamente proporcional a la aceleracién, y, como vimos, las
aceleraciones dan el mismo valor en todos los SR inerciales (Ec. (1.3)). Concluimos entonces,
que la segunda Ley de Newton es invariante frente a transformaciones de Galileo.

Detengamonos un poco aqui. La formula de la Ec. (1.6) junto con las ecuaciones de la
relatividad de Galileo (Ecs. (1.1), (1.2) y (1.3)) tiene implicito algo que aiin no hemos mencionado:
ino hay forma de determinar el movimiento absoluto! Ningun experimento mecanico, realizado
en cualquier SR inercial, dara un resultado diferente. Resulta imposible decidir si un SR inercial
estd o no en reposo, en cuyo caso, sabriamos que son los demas los que se mueven. No
cambiara el periodo de oscilacion de un péndulo, el tiempo de caida de un objeto en caida libre,
la drbita de un planeta ni el estiramiento de un resorte al cambiar entre diferentes SR inerciales.
Esto, claramente no es asi con SR no-inerciales, en los cuales facilmente con experimentos
sencillos podemos detectar su aceleracion: por ejemplo, con un simple péndulo podemos
determinar la rotacién angular de la tierra sobre si misma (Péndulo de Foucault), o medir
indirectamente la aceleracion lineal de un tren observando el desvio de la vertical del hilo del que
pende un objeto colgado del techo. La imposibilidad de detectar el movimiento absoluto en SR
inerciales es una simetria de la naturaleza, simetria que puede expresarse asi: “las leyes del
movimiento son iguales para todos los SR inerciales”. Recordemos esto para mas adelante,
porque seria deseable, si la naturaleza lo permite, que esta simetria se extienda no sélo a las
leyes del movimiento, sino a todas las leyes de la fisica en general.

¢ Qué ocurre con las interacciones en el electromagnetismo? Como vimos, la fuerza de
Coulomb da el mismo valor en todos los SR inerciales, por ende, es invariante frente a
transformaciones de Galileo. Pero, debemos observar que esto no se cumple en general. Sin ir
mas lejos, en la expresion de la Fuerza de Lorentz para una carga q que se mueve con velocidad

v en una region donde coexisten los campos eléctrico y magnético E y B:

F=qgE+quvXxB (1.7)
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observamos una dependencia explicita y, en apariencia, no compensada de la fuerza con la
velocidad. Decimos “en apariencia”, porque tal vez pueda haber una “compensacion” de esta
dependencia con la velocidad dentro de las formulas que definen los campos E y B que dejen
finalmente invariante esta expresion para la fuerza. Si no hubiera tal compensacion, distintos
observadores S y S’ medirian diferentes valores para la velocidad de la carga q, v y v’, con lo
que el calculo de la fuerza les daria diferente, y eso significaria un enorme problema. Imaginemos
esta situacion: por un hilo conductor circula una corriente I que genera a su alrededor un campo
magneético B, el cual, conforme a lo que aprendimos en el curso de electromagnetismo utilizando
la Ley de Ampere vale:

|B| = Lot (1.8)

T 2mr

y el vector de campo magnético apunta en la direccion tangencial de la circunferencia de radio r,
de acuerdo con la regla de la mano derecha. Si en el punto indicado en la Fig. 1.5 existe una
particula con carga q que se mueve con velocidad v, scomo utilizariamos la Ec. (1.7) para
calcular la fuerza que sobre ella ejercen los campos E y B? Podriamos pensar que, en el
conductor, la densidad de carga positiva es igual a la carga negativa. Esto porque, a pesar de
que sabemos que los responsables de la corriente eléctrica son los electrones de conduccion, y
estos se estan moviendo, en ningun lugar del conductor hay acumulacion de carga, por lo tanto,
en un elemento de longitud d/ el numero de electrones que sale por un extremo es igual numero
de electrones que entra por el otro. Por ello, la carga neta, la suma de la carga negativa mas la
positiva del elemento d/ del conductor seria nula, y entonces no habria campo eléctrico E fuera

del conductor. Nos queda entonces para la fuerza de Lorentz sélo la parte magnética:

F=quvxB (1.9)

Figura 1.5

Nota. Una particula con carga q y velocidad v se encuentra en el campo magnético producido

por un hilo infinito de corriente |.

Si la carga g es positiva, y la velocidad v va paralela a la corriente hacia la arriba como en la

figura, esto, por regla de mano derecha da una fuerza en la direccion al cable cuyo médulo vale:

F =2kl (1.10)

2nr
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&Y qué valor se le da a la velocidad v en la Ec. (1.10)? Este punto no ha sido detalladamente
tratado hasta ahora. jLa velocidad de la particula con respecto al cable conductor? Un
observador en reposo con respecto al cable conductor, llamémosle S, mediria entonces una
velocidad v para la particula, y de acuerdo con el movimiento ulterior de aceleracion de la
particula hacia el cable deduciria una fuerza conforme a la Ec. (1.10). Pero otro observador, en
particular uno que se mueva junto con la particula, llamémosle S’, para él la velocidad v’ de la
particula es cero. Este observador se moveria también paralelo al cable, hacia arriba, con lo cual
para él la corriente seria diferente /I, con lo cual, el campo magnético seria diferente, B’, conforme
ala Ec. (1.8) remplazando la I/ por I'. Pero el vector B’ apuntaria en la misma direccion, al menos
si la velocidad de la particula, que es la adquiere el nuevo observador, es menor que la velocidad
de deriva de los electrones que conforman la corriente ahora llamada /’. Digamos que detectaria
un campo magnético menor, porque éste es proporcional a la corriente, y la corriente I’ seria
menor que /. Pero él no sentiria ninguna fuerza magnética que lo empuje hacia el cable, porque
el producto vectorial de la fuerza de Lorentz de B’ con v’ seria nulo, al ser nulo v’ en S'.

Nos encontramos en este punto, o bien, al borde del desastre, o bien, al borde de una de las
revoluciones cientificas mas importantes de la historia de la humanidad. Estamos calculando la
fuerza que siente una particula cargada en movimiento frente a un conductor, y vemos que dos
observadores diferentes miden fuerzas magnéticas diferentes. Con lo que el movimiento ulterior
asi sin mas seria diferente. Sélo podria salvarse la teoria en el caso de que para el observador
S’, aparezca una fuerza eléctrica que compense el cambio en la fuerza magnética, es decir, que
aparezca un campo eléctrico E’ ausente en el sistema S. Sin embargo, las consideraciones de
neutralidad del elemento del conductor df siguen aplicando en el sistema S’, con lo cual, no habria
densidad de caga neta que generen un campo eléctrico tampoco en S'...

Un analisis detallado de esta situacién publicado por R. Feynman (Premio Nobel 1965), que
omitiremos aqui, muestra que efectivamente aparece un campo eléctrico E’ ya que la densidad
de carga neta nula del conductor en el sistema S, deja de ser nula en el sistema S’, y asi los dos
observadores S y S’ miden la misma fuerza, y con eso, el electromagnetismo se salva de la
catastrofe. Pero, esto no es gratis, porque para que las fuerzas en S y S’ den iguales, es decir,
para que la densidad de carga eléctrica en el conductor vista por S’ no sea también nula, hay
que cambiar la forma en que se pasan coordenadas y tiempos de un sistema de coordenadas al
otro. El problema no estaba en el electromagnetismo, sino en las formulas de relatividad de
Galileo. El electromagnetismo fue escrito a fines del siglo XIX, digamos aproximadamente en las
Ultimas cuatro décadas. Los problemas como el que acabamos de mencionar se hacian
evidentes, si bien es probable que no hayan sido mencionados en los cursos que se han brindado
para no generar mayor complejidad a la no poca que ya de por si involucra el proceso de
aprendizaje. Las discusiones en la época fueron acaloradas, y en ellas participaron muchos de
los hombres que hoy llamamos padres de la ciencia, como Lorentz, Poincaré, Faraday,
Michelson, Morley, Thompson, Geiger. Siendo el electromagnetismo tan joven, aunque muy
exitoso, y la relatividad de Galileo ya de cuatro siglos, y con inmenso éxito y extensa

corroboracién en la mecanica, resultaba evidente que el problema deberia buscarse dentro de
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las ecuaciones de Maxwell, y no en aquello que habia funcionado tan bien durante tanto tiempo,
prediciendo por ejemplo 6rbitas y eclipses. Mas aun, como las leyes de Movimiento de Newton
funcionaban bien con las transformaciones de Galileo, cualquier intento de modificar estas
transformaciones resultaba doble desafio: arreglar el electromagnetismo y no desarreglar con
ello la mecanica. Realmente, ademas de una enorme inteligencia, hacia falta mucho valor para
pararse delante de un estrado con cientificos de semejante talla escuchando, y hacer lo que hizo
un joven de 26 anos llamado Albert Einstein en 1905, al defender su publicacion “Teoria Especial
de la Relatividad”, con el electromagnetismo aun caliente, y sin siquiera una teoria que explicara
fehacientemente a los atomos, de los que algunos cientificos aun descreian. Su teoria de
relatividad, que veremos en lo que sigue, significd un hito mayor, en particular porque al modificar
la transformacion del espacio y del tiempo entre sistemas de coordenadas diferentes,
aparecieron nuevos efectos, desconocidos e insospechados, absolutamente contrarios a la
intuicion general, junto con nuevos limites a lo que se puede y lo que no se puede hacer en los
viajes en el espacio y en el tiempo. Luego, en 1916, Einstein escribio la Teoria General de la
Relatividad, que abarca a la gravitaciéon y a los SR no inerciales. Sus predicciones, tardaron
muchos afios en ser corroboradas porque, como veremos mas adelante, se diferencian mas y
mas de las de la relatividad de Galileo en cuanto las velocidades implicadas son mas altas, y en
los primeros afios era dificultoso encontrar experimentos que pudieran claramente diferenciar
entre los resultados de una teoria y otra. Einstein murié un 18 de abril de 1955, casi cuarenta
afios después de su primera publicacion sobre relatividad. Es sabido que no recibié un Premio
Nobel por lo que para muchos es considerada como la aventura intelectual mas grande de todos
los tiempos. Si recibié uno en 1921, pero por otra publicacion, también totalmente relevante para
otra revolucion cientifica mas, la de la mecanica cuantica: su aporte en la explicacién del efecto
fotoeléctrico. Entre las innumerables cosas asombrosas, es de mencionarse que esta publicaciéon
también fue en el afio 1905. Sin dudas un gran afio para la ciencia. Hoy en dia, la teoria de la
relatividad de Einstein es puesta a prueba en los experimentos méas importantes, con instrumental
impensable en sus tiempos, como la observacién de ondas gravitacionales reciente (2019), o el
estudio del comportamiento de objetos supermasivos como los agujeros negros. Al dia de hoy,
no se han publicado hallazgos de violaciones a esta teoria dentro de la precision de las

observaciones realizadas.

Los postulados de Einstein

El nuevo principio de relatividad propuesto por A. Einstein se desprende de dos simples
postulados, y de algunas consideraciones sobre ellos:

1- Principio de relatividad: “Todas las leyes de la fisica son las mismas en todos los
sistemas de referencia inerciales”. Este principio es una extension de lo que analizamos
de las leyes del movimiento, a todas las leyes de la fisica (las interacciones). Todo SR
S’ que se traslade respecto a otro inercial S con movimiento relativo uniforme es

equivalente.
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2- La constancia de la velocidad de la luz: Observadores en todos los SR inerciales miden

el mismo valor para la velocidad de la luz en el vacio”.
El segundo enunciado, de ser valido, implicaria un profundo cambio en nuestra concepcién
del movimiento, que involucra también a nuestra concepcion del tiempo, de una forma totalmente

contraria a nuestra intuicion, veremos:

Figura 1.6
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Nota. Un pulso de luz se emite en el momento exacto en que los origenes O y O’ coinciden en el
mismo punto.

Imaginemos la situacion de la Fig.1. 6. Supongamos que los origenes de S y S’ coinciden a
t =t' =0, y que en ese instante desde el origen comun se emite un pulso de luz en la direccion
x. Utilizando las transformaciones de Galileo (Ecs. (1.1) y (1.2)), que coinciden con nuestra

nocion intuitiva de la adicion de velocidades:

t'=t

x'=x-Vt v'x:c—V

I LA

y =Y Vy =7y
z'=z v, =,

Obtenemos, como esperabamos, que la velocidad del frente de onda de luz en S’ sea menor,
ya que restariamos las velocidades: v',, = ¢ — V, tal como cuando vamos manejando detras de
otro auto que va mas rapido, la velocidad relativa de éste con respecto al nuestro es menor que
lo que marca su velocimetro. jPero esto es contrario al 2do postulado, que dice que el observador
parado en el SR S’, también detectara que el frente de ondas se aleja con velocidad ¢! Aqui se
puede vislumbrar como el segundo postulado de Einstein resulta completamente radical. En el
siguiente parrafo analizaremos las consecuencias de si este postulado fuera cierto.

Intentemos satisfacer este segundo postulado: si el frente de ondas en ambos sistemas viaja

a la velocidad c, entonces, su posicion vista en cada SR sera:
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En S:
x=ct (1.11)
mientras que en S’
x' =ct (1.12)

Ya en este primer renglén, sin mucho mas, nos damos cuenta de una de las profundas
implicancias totalmente contraria a nuestra intuicion y conocimientos previos: las posiciones x y
x’ (miembro izquierdo de las Ecs. (1.11) y (1.12) no son iguales. Claro, S’ se mueve respecto a
S alejandose, uno espera que x’ < x. Por ende, si los miembros izquierdos de las ecuaciones
son diferentes, los miembros derechos también: ct + ct’. Pero si ¢ es igual en S y S,
simplificando se obtiene: t # t'. jEl tiempo no transcurre igual en dos sistemas diferentes! Los
relojes, avanzan a distinto ritmo.

En este punto es necesario hacer s6lo un poco de matematicas, las minimas necesarias para
que nada quede sin explicacion. Veremos al final con beneplacito que, jno era mas que despejar
un par de ecuaciones! Intentemos encontrar una transformacién que satisfaga el segundo
postulado de Einstein, partiendo de la transformacién de Galileo, ya que éstas, jtan mal no
pueden estar! Después de todo, al rango de precision de la época de Newton y Kepler, las
predicciones de las leyes de movimiento se correspondian muy bien con el experimento.
Busquemos la modificacién mas simple posible: una transformacién lineal, como un factor de
escala. jTal vez ese factor multiplicativo sea tan cercano a 1 que nadie habia notado su
presencia! Llamaremos y a este factor.

Hagamos, en vez de (Galileo):
x'=x-Vt) (1.13)
la transformacion lineal (Einstein y Lorentz):
x' =y —-Vt) (1.14)

Si S’ se mueve con velocidad V respecto a S, entonces para S’, S se mueve con la velocidad

opuesta —V respecto de él, entonces, la transformacion inversa sera:
x =y +Vt) (1.15)

Como dijimos, la posicion del frente de ondas que avanza serd: x =cten S,y x' =ct'en §
(Ecs. (1.11) y (1.12)), ya que la luz viaja en ambos a velocidad la misma velocidad ¢ segun el

segundo postulado de Einstein. Reemplazando Ecs. (1.14) y (1.15) en Ecs. (1.11) y (1.12):
ct' =x" = y(ct —Vt) o bien, reagrupando: t' = yt(1—V/c) (1.16)
ct =x = y(ct' +Vt") obien, reagrupando t=yt'(1+V/c) (1.17)

Sustituyendo t (Ec. 1.17) en t’ = yt(1 — V/c) queda:
t' =yyt'(1+V/c)(1 —V/c), entonces, simplificando t’: 1 =y2(1+V/c)(1 -V /c)
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Entonces, de ésta ultima podemos despejar ese factor de escala y que escribimos a priori:

haciendo el cuadrado del binomio y pasando términos:
1

V=\[1_—Z_22

¢,Como es este factor adimensional y? Para analizarlo, nada mejor, que observar su gréfica

(1.18)

en la Fig.1.7. Ahi notamos que:

Figura 1.7
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Nota. Grafica de la funcion y vs. el factor adimensional V/c.

Para V = 0 (Sistemas de referencia S y S’ sin movimiento relativo), y = 1, es decir, la
transformacion propuesta coincide con la transformacion de Galileo.

1- A medida que aumenta V, recién cuando %~0.5 se puede apreciar un sensible

apartamiento de y con respecto a 1. Pero, notemos que V = 0.5 ¢ es una velocidad enorme! Ya
que la luz viaja a aproximadamente 300000 km/s
2- A medida que V/c se acerca a 1, y crece en forma cada vez mas rapida, de forma tal

que presenta una asintota vertical cuando V = c.

Todo esto da a pensar que, efectivamente para experimentos realizados a bajas velocidades,
(V << ¢), este factor que introdujimos en la transformacion de Galileo pudo haber pasado
desapercibido, porque, por decir, si para velocidades bajas y difiere de 1 en una parte en un
millén, entonces, experimentos que puedan diferenciar las predicciones de x' = y(x —Vt) y x' =
x — Vt sélo podrian lograrlo si se realizaran las mediciones con altisima precision, mucho mayor
de la que se contaba en los tiempos de Newton y Galileo con las herramientas e instrumentos
de la época.

Veamos qué pasa con el tiempo:

Sustituyendo la Ec. (1.14) en la Ec. (1.15):

x=yx' +Vt") = y(y(x —Vt) + Vt")
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Entonces: x — y2(x — Vt) = yVt' y despejando t":
X

=G = e ()

1 v? . .
pero = 1- = Sacando factor comun y y despejando nos queda:

t=y(t-3) (1.19)

Aqui vemos nuevamente, que, para velocidades bajas, no solamente el factor y puede no
distinguirse de 1, sino que mas aun, V/c?~0 (el denominador es del orden de 10'®) con lo que
nos quedaria en esa situacion t =t coincidiendo con nuestra experiencia cotidiana. Sin
embargo, para velocidades donde estas aproximaciones no aplican, esta ecuacion predice que
el ritmo de la marcha del reloj puesto en S’ que mide el tiempo tiempo t’, no solo esta relacionado
con el ritmo del reloj que mide el tiempo t en el sistema S, y de la velocidad relativa entre Sy S’
a través del factor y, jsino también de la posicién x en el sistema S! Esto marca una gran
diferencia entre la relatividad de Galileo y la de Einstein. En la primera, el tiempo era el mismo
en todos los SR inerciales, y por supuesto desacoplado de las coordenadas espaciales x, y y z.
En la segunda, al transformar de un sistema S a otro S’, en las formulas de calculo como las Ecs.
(1.14) y (1.19) las coordenadas espaciales y temporales se entremezclan, no siendo
independientes unas de las otras. La relatividad de Einstein nos dice que el espacio y el tiempo
pueden mezclarse para formar una sola entidad llamada “espacio-tiempo”, que es de cuatro
dimensiones: tres espaciales y una temporal.

Por todo lo analizado en esta seccion, diremos que, los postulados de Einstein, en particular
el segundo que nos dice que la luz viaja a la misma velocidad en el vacio en todos los SR, nos
llevan a una reformulacion de las ecuaciones de relatividad de Galileo (Ecs (1.1), (1.2) y (1.3)).
Las nuevas ecuaciones llevan el nombre de Ecuaciones de Transformacion de Lorentz-
FitzGerald, o simplemente Transformaciones de Lorentz, en honor a quienes las escribieran por

primera vez, en su intento de explicar el resultado nulo del experimento de Michelson y Morley.

Transformaciones de Lorentz-FitzGerald

Ifx’ =vy(x —Vt)
y' =y
!I 2 =7 con y = — (1.20)
’ Vx 1_0_2
e =v(-%)

Para calcular las transformaciones inversas (cémo son las coordenadas y el tiempo en el
sistema S sabiendo las de S’), bastara con reemplazar las coordenadas espacio-temporales
primadas con las no primadas y reciprocamente, teniendo el cuidado de reemplazar V por —V.

Frente a las transformaciones de Lorentz, el electromagnetismo resulta invariante. Nada
tendremos que revisar o modificar de lo aprendido hasta este momento. Una demostracion
matematica de la invariancia resulta un poco compleja matematicamente y esta fuera de los

contenidos de este libro. Sin embargo, con estas transformaciones resulta que las leyes del
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movimiento de Newton, a velocidades para las cuales el factor y difiera significativamente de 1,
si deben ser revisadas, y de alguna forma modificadas. Esas modificaciones, a velocidades
comparables con c, junto con la observancia del primer postulado de Einstein en relacion con la
simetria de las leyes de la fisica, resultaron en un cambio de paradigma cientifico: una visién

radicalmente diferente de las leyes del universo entero, como veremos un poco mas adelante.

Consecuencias de las transformaciones de Lorentz

En esta seccion se abordaran algunos de los efectos puramente cinematicos de las
transformaciones de Lorentz, que fueron predichos por la Teoria de la Relatividad de A. Einstein,

y sucesivamente verificados experimentalmente.

La dilataciéon del tiempo

Llamaremos ‘tiempo propio”, al intervalo de tiempo transcurrido entre dos eventos que
ocurren en la misma posicion, y medido por un crondmetro fijo a esa posicion.

Supongamos, como se ve en la Fig. 1.8, que una persona en un vagon de tren que esta
viajando a velocidad V con respecto al andén, dispara un frente de luz encendiendo una linterna
directamente hacia arriba en forma vertical hacia el techo, en donde hay un espejo que hace que
el rayo de luz se refleje directamente hacia abajo. El tiempo que tarda la luz en su recorrido total
de subida y de bajada sera el tiempo propio, ya que el evento de llegada a la linterna se produce
en el mismo punto en el SR S’ fijo al tren, en el cual la linterna esta en reposo. Si la altura del

techo es d, tenemos:
At'=2d/c

Y la distancia total recorrida en el sistema S’ es 2d.

Por otro lado, para un observador fuera del tren parado en el andén, cuyo SR es S, la luz no
subié y bajé en forma vertical, sino que lo hizo en forma oblicua, porque desde el momento en
que se encendi¢ la linterna hasta que la luz lleg6 al techo, en S el espejo avanzo horizontalmente
una distancia [ = VAt/2, y luego recorre otra distancia igual durante el proceso de bajada. El
tiempo t en el sistema S no es el propio, ya que los eventos inicial y final no estan en el mismo
punto, sino separados una distancia 2!. La distancia total recorrida por el rayo de luzen S es 2L
con L=cAt/2:

1> = 12 +d?

Es decir: (cAt/2)? = (vAt/2)? + (cAt~ /2)?, simplificando y reordenando: (c2 — v?)(At)? =
ci(At” )?
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= yAt' (1.21)

Comoy =1 = At = At', el reloj asociado al sistema en movimiento respecto al andén S’ va
mas lento, lo que equivale a decir que en el sistema S el intervalo de tiempo es mayor. En
particular, de todos los SR inerciales posibles, jel tiempo propio At’ es el mas pequefio de todos!
jTodos los observadores en movimiento con respecto a la persona que sostiene la linterna
mediran un lapso mayor! Este efecto de la dilatacion del tiempo da lugar a la famosa paradoja
de los mellizos, uno de los cuales se queda en la tierra (el andén) y el otro hace un viaje espacial
a velocidades altas (como el del tren). A su regreso, el hermano viajero observa que su hermano
que quedod en la tierra ha envejecido mucho mas que él. Esto es asi, porque, que el tiempo propio
sea el menor de todos, implica que todos los procesos, incluidos los biolégicos, ocurren de
acuerdo con el tiempo del propio SR. Por ejemplo, si el viaje del hermano viajero duro 1 afio en
tu tiempo propio, para su hermano que quedé en la tierra este lapso pudo ser, por decir, 50 afios,
y esto sin dudas se va a notar en su aspecto cuando se junten nuevamente en la misma posicion,

a velocidad cero.

Figura 1.8
===
espejo
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linterna ‘ s’
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Nota. Una linterna dispara un rayo de luz que se refleja en un espejo en el techo de un vagén de
tren que avanza a velocidad V respecto a la tierra. En la parte de arriba, como se ve ese rayo
desde el SR S’ fijo en el vagén. En la parte inferior, la trayectoria del rayo vista desde un SR S

fijo al andén.

Una consecuencia de esto es que el tiempo se detiene para una onda de luz. Efectivamente,

si At = yAt’, At' = At/y, entonces, cuando v — ¢,y — o. Entonces, cualquier intervalo de
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tiempo finito At en el sistema S, sera cero en el sistema S’ que viaja a la velocidad de la luz,
como si su reloj se hubiese detenido, mientras en el resto de los SR, las cosas ocurren en sus
intervalos normales correspondientes. Si fuera posible viajar a la velocidad de la luz para los
cuerpos que tienen masa, por ejemplo, el nuestro, podriamos trasladarnos de un lugar a otro del
universo sin envejecer, salvo durante los periodos de aceleracion y frenado, ya que nuestro
tiempo en ese caso se hubiera detenido. Desafortunadamente, esto no es posible, como veremos
mas adelante en este capitulo.

Una de las muchas verificaciones experimentales indirectas de la dilatacion del tiempo se
realizé por medio de la deteccion de muones que impactan en la superficie de la tierra viajando
desde el espacio exterior a velocidades tan altas como 0,99c. Estas particulas tienen una vida
media muy corta, medida en laboratorio (reposo, tiempo propio) de 2,2 us, y, dado el espesor de
la atmdsfera, deberian desintegrarse completamente antes de llegar al suelo (sélo penetrarian
una distancia de 2,2 us- 0,99 -3 108? = 653 m antes de desintegrarse la mitad de ellas). Sin

embargo, desde el sistema de referencias fijo en la tierra, este tiempo es mucho mayor, las
particulas viven mas tiempo, y logran alcanzar la superficie atravesando todo el espesor de la
atmosfera antes de desintegrarse. El tratamiento de esta situacion es uno de los problemas
sugeridos en este curso y se resuelve utilizando la Ec. (1.21).

Otro experimento de verificacion de la dilatacion del tiempo se realizé en 1971 colocando
varios relojes atémicos de '33Cs con precision del orden del attosegundo (trillonésima parte de 1
s) en aviones comerciales con velocidad de crucero standard del orden de los 1000 km/h,
sincronizados con otro que quedo en tierra, y observando los distintos lapsos medidos al finalizar
varios tramos de vuelo por un total de mas de 40 horas. Si bien los dispositivos utilizados son
llamados “relojes”, por su funcionamiento no deben ser considerados de medidas directas, sino

que entran también dentro en la categoria de determinaciones indirectas.

La contraccion de las longitudes

Llamaremos “longitud propia” a la longitud de un objeto medida en un SR en la cual el objeto
esta en reposo, y medido por un instrumento fijo a esa posicion. Para determinar esta longitud,
no hace falta que la posicion de cada uno de los dos extremos del objeto respecto a una regla
sea determinada en forma simultanea. En cambio, notemos que, en cualquier otro sistema en
movimiento respecto del objeto a medir, resulta imprescindible que la posicién de ambos
extremos sea determinada en forma simultanea. Utilizando las transformaciones de Lorentz (Ec.
(1.20)) para cada una de las posiciones de los extremos x;y x, en Sy x; y x," en ', y llamando
L' = x,; — x;alalongitud del objeto medida en S, sistema en el cual el objeto esta en reposo, y

L =x, — x, alalongitud en el sistema en movimiento, tenemos:
A
x" =y (x; —Vty)

X' =y(x, = Vty)
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L'=x" — x=y(xz — %1 = V(tz — t1))
pero, como para S la medida de la posicién es simultanea t, = t;

L' =y(x; — x1)=vL
O bien:
L=L/y (1.22)

Como y > 1, la Ec. (1.22) nos muestra que todas las longitudes medidas en cualquier SR en
movimiento con respecto a aquél en el cual el objeto esta en reposo, resultan méas cortas que la
longitud propia. Notese que, de las tres dimensiones de un objeto, la que se contrae vista en un
SR en movimiento sélo es la dimension en la direccion de movimiento, ya que segun las
transformaciones de Lorentz (Ec. (1.20)), las otras dos coordenadas cartesianas y y z de cada

uno de los extremos del objeto son iguales en ambos SR.

La pérdida de la simultaneidad y la cuestiéon de la causalidad

No puede decirse con sentido absoluto que, dos acontecimientos distintos, ocurridos en
diferentes lugares, puedan haberse realizado al mismo tiempo, es decir, ser simultaneos. Si dos
observadores, en el mismo lugar, presencian dos fendmenos simultaneos, podrian decir ambos
que se realizaron al mismo tiempo. Pero si los dos presencian esos acontecimientos en lugares
diferentes, espacios diferentes, al mismo tiempo, ninguno de ellos podria afirmar que se
realizaron simultaneamente.

Matematicamente, esto puede comprobarse de la transformacién de Lorentz (Ec. (1.20)):
Vx
t'=y(t—-=)

Un evento que se realiza en el sistema de referencia S en x,y t;, al mismo tiempo que otro
en x,y t, , al ser simultaneos en este sistema satisfacen t, = t,, 4t = 0. Utilizando la ecuacion

anterior y tomando diferencias:

At' = y(At — %) (1.23)
Dado que 4t = 0 resulta:
At'-—y £ 0 (1.24)

Inesperadamente, se observa de la Ec. (1.24) que los dos eventos no solamente no son
simultéaneos en otro sistema de referencia inercial S', sino que, ademas, el signo de 4t' =t," —
t," depende de los signos de V y de Ax en el producto de ellos. Entonces, en algunos SR, si
At' > 0, entonces t; > t;" mientras que, en otros, At' < 0, por lo cual, t; < t,". Vale decir, en
algunos sistemas de referencia como en estos ultimos, el evento, digamos, el que ocurre en t,’
esta en el pasado del otro (es anterior), mientras que, en los primeros, esta en el futuro (es

posterior). Este analisis de la pérdida de simultaneidad, que ya de por si es muy sorprendente,
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nos lleva a una cuestiéon de importancia aun mayor: La Ec. (1.23) es tal que At’ y At pueden
llegar a tener distintos signos, dependiendo del valor de %. Ahora bien, dentro de nuestro

paradigma cientifico, las causas siempre preceden a los efectos, ya que el tiempo, decimos,
avanza en una sola direccion. Asi, nunca el efecto puede anteceder a la causa. Supongamos
que dos eventos que ocurren en dos posiciones diferentes son uno efecto del otro. Por ejemplo,
en (x4, t,) se dispara un rayo de luz que al llegar a x, al tiempo t,, ahi encuentra un dispositivo
fotosensible que cuando es iluminado, cierra un interruptor con lo cual comienza a reproducirse
una musica. Podemos decir que, si escuchamos la melodia, es porque ya llegé a x, el rayo de
luz disparado desde x,, e indudablemente t, > t,. Entonces, podemos decir que hay una relacion
causal (causa-efecto) entre el disparo del rayo de luz (causa) y el sonido de la melodia (efecto).
Aqui, como en toda relacién de causalidad, t, — t; > 0. ;Es posible entonces que, en otro SR,
digamos S’, mida entre el disparo del rayo de luz t; y el comienzo de la melodia t; un t; — t; <0,
por ende, comenzando a sonar la melodia en este sistema antes que se dispare el rayo de luz?
La respuesta a esta pregunta, justamente, establece qué regiones del espacio-tiempo estan
relacionadas por causalidad, y cuales no. No cualquier par de eventos, por ejemplo, los que
ocurren uno en P;(x4,v4,24,t;) Y €l otro en un punto P,(x,,y,,z,,t,) pueden estar relacionados
por causalidad. Solamente pueden serlo, aquellos pertenecientes a ciertas regiones del espacio-
tiempo tales que, al transformarse con la Ec. (1.23), no ocurra que At' tenga un signo diferente
que At. La razén subyacente en esta cuestion es que nada viaja a una velocidad mayor que la

velocidad de la luz c. jNi siquiera las interacciones! Asi, si la distancia espacial entre P, y P,

d(Py, P;) = \/(xz —x1)% + (2 = y1)? + (22 — 71)? (1.25)

Es mayor que la distancia que pueda recorrer algo que se mueve lo mas rapidamente posible

para ir desde P; hasta P; a la velocidad maxima c:
d(Pl,Pz) >C(t2 _tl) (126)

Entonces, los eventos no pueden tener una relacion de causa-efecto, ya que el evento en P,
ocurriria antes de que le llegue ninguna informacién de que algo haya ocurrido en P,. Este, es
uno de los resultados mas resonantes de la Teoria de Relatividad de Einstein, ya que abrié una
nueva forma de entender también a las interacciones. Antes de ella, se trataba a las interacciones
a distancia, como instantaneas. Interacciones a distancia son, por ejemplo, la fuerza de Coulomb
entre dos cargas eléctricas g1y g2 separadas una distancia d (Ec. (1.5)), o también la interaccion
gravitatoria entre dos masas separadas. Hasta lo que se sabia anteriormente, si la carga g1
comenzaba a moverse, digamos, para hacerlo simple, en la direccion de g2, esta ultima
comenzaba a sentir el aumento en la fuerza de Coulomb correspondiente, en forma instantanea,
como si, por algun mecanismo de intercambio de informacién desconocido, la carga g2 pudiera
“saber” en todo instante donde se encuentra q:. Hoy, sabemos que esto no es asi: las
interacciones viajan a la velocidad de la luz, y, por ende, la carga g2 se “entera”, por medio de
comenzar a sentir el correspondiente aumento en la fuerza de Coulomb, que la carga q7 cambio

de posicion, un tiempo d/c después del comienzo del movimiento, al igual que nos enteramos
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de que amanecio, ocho minutos después de que el borde del sol se posiciona geométricamente

por encima del horizonte. La luz y las interacciones viajan a la misma velocidad en el vacio c.
Para determinar las regiones de causalidad, dijimos que la condicion es que, en la Ec. (1.23),

At y Ax sean tales que no hagan que At'cambie de signo. Tomaremos 4t > 0 ya que buscamos

eventos causales. Para ello se debe cumplir:

At > obien c2At >V Ax (1.27)

c2

Como esto debe valer para todos los SR posibles, tomaremos el caso mas extremo en el que
S’ viaja respecto de S a la maxima velocidad posible: V = +c. El limite de la regién se obtendra

tomando el signo “=” en la desigualdad (1.27). Entonces:
c?At = +c Ax, obien. cAt = + Ax (1.28)

Si hacemos una grafica de ct vs. x, obtendremos dos rectas a 45°. A la Fig. 1.9 se la llama “el

cono de luz”.

Figura 1.9

Futuro afectable

& =)

Futuro Intervalo tipo Intevalo tiio tiempo

espaii_c:_‘_,_,,a-r"‘

Pasado

Pasado afectante

r =N

Nota. El cono de luz. Delimita las regiones del espacio que determinan cudles sucesos pueden

0 no estar relacionados por causalidad.

La region por encima del eje x representa el futuro (t > 0) y por debajo el pasado (t < 0). Se
la llama cono porque, si se pudieran graficar en forma cartesiana también los ejes y y z, lo que
veriamos serian dos conos cuatridimensionales opuestos por su vértice. No podemos
imaginarnos un cono en cuatro dimensiones, pero si podriamos en dos. Esta figura divide el
espacio en tres regiones: dos comprendidas dentro de los conos superior e inferior, y la tercera
toda la region externa a los conos. Podemos decir que tal como obtuvimos los limites de las
regiones poniendo el signo igual, dos puntos dentro del cono superior o dentro del cono inferior,
pueden corresponder a eventos causa-efecto, es decir, satisfacen la Ec. (1.27) (por supuesto
que no necesariamente son causales, podrian también ser eventos totalmente independientes,

como por ejemplo que una persona pida una cerveza en la barra de un bar, y otra en una mesa
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de otro bar cercano pida la cuenta). Dos eventos como estos que se pueden representar dentro
de uno de los conos, se dice que estan separados por un intervalo tipo tiempo. Mientras que, un
punto fuera de los conos, y un punto dentro de alguno de ellos, determinan dos eventos para los
cuales es imposible que haya una relacion de causalidad. Se dice para ellos, que estan
separados por un intervalo tipo espacio. Por ultimo, dos puntos sobre la superficie de los conos
estan relacionados con eventos que, si guardan relacion causal, lo fueron a través de
interacciones que viajan a la velocidad de la luz. El origen de este grafico representa el “aqui y
ahora” x =0yt = 0. Con respecto al “aqui y ahora”, a la region del cono inferior se lo llama el
pasado afectante, ya que representa el lugar geométrico de eventos ocurridos con anterioridad,
y que podrian tener una relacién causal con lo que ocurre “aqui y ahora”. A su vez, a la region
comprendida dentro del cono superior, se la llama “futuro afectable”, porque cualquier evento
perteneciente a esta region, podria se consecuencia de alguna accion realizada “aqui y ahora’.
El conocido desaire, entre personas que pretenden ignorarse o insultarse: jno estas dentro de
mi cono de luz! (ver la serie televisiva “The Big Bang Theory”), tiene su origen, justamente, en la

interpretacion de esta figura.

La transformacion de las velocidades

Hasta ahora analizamos cémo se transforman las coordenadas y el tiempo. Una vez resuelto
esto, podemos analizar como se transformaran las velocidades, de manera de satisfacer las
transformaciones de Lorentz. En las transformaciones de Galileo, las velocidades se
transformaban de una manera simple, dado que, en ellas, el tiempo era igual para todos los SR:
dt =dt’. Asi, calculamos las Ecs. (1.2), que representan la simple regla de adicion de
velocidades. En el caso de la relatividad de Einstein, resulta un poco mas complejo porque aqui
dt # dt’, por lo cual, las derivadas temporales para calcular las velocidades deben tener en

cuenta esto. Tomando incrementos diferenciales de las Ec. (1.20) resulta:

rdx' = y(dx — Vdt)

I dy =dy 1

4 dz =dz con y = ——
| Vdx \[1_V_2
ooty e

. . d. d. . . .y .
Ahora, definiendo v, = d—’: yv, = d—’;’ las velocidades en la direccion del movimiento entre los

SR S y S’ respectivamente, queda:
, _dx' _y(dx-vdt) dx-vdt

T y(dt—Vi") dt—Vi"

Despejando:

, _ dx=vdt _  dx vdt 1 Vo Py, 2V P(wr=V) _ vx—V

X dt Vdx dt Vdx dt Vdx— 1V 1 Vuy Cz_va Cz—VxV Cz_va _Vux
c2 c2 2 vy 2 c2 2
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Por otro lado, las velocidades en las direcciones y y z perpendiculares a la direccién del
movimiento V se calculan diferente, ya que, de la Ec. (1.20) podemos decir: dy’ = dy y dz' = dz
Entonces:
p_dy_  dy _ dyjat  _ _ Yy

v, = =
YT ar y@-Y T y@-Y/ar ya-2%

alisis simi v, ultara:
Un anélisis similar para v,’ resultara

Uz
v, =

y(l—va

)

En resumen, se obtienen las transformaciones de las velocidades conforme a las

Transformaciones de Lorentz, que son:

v= (1.29)
CZ
L
Yy = Vo, |
”(1 - 5 (1.30)
Vz = V(- va J

Las transformaciones inversas, se calculan simplemente intercambiando las velocidades
primadas con las no primadas y reciprocamente, y reemplazando V por —V.

Nuevamente, se obtienen resultados nuevos y diferentes a los que veniamos utilizando. En
primer lugar, la transformacion de la componente de la velocidad en la direccion del movimiento
entre SRs, Ec. (1.29), seria igual a la transformacion de Galileo (Ec. (1.2)) si no fuera por la
presencia del denominador 1 ——=. Veamos en el siguiente ejemplo, que este denominador
cumple un rol sorprendente y fundamental en dicha transformacion:

Sean dos SR S y S’, con movimiento relativo a velocidad V en la direccion de las x, como
hemos hecho anteriormente (Fig. 1.10). El sistema S’ observa una particula que viaja en la misma

direccion a la velocidad vy:

Figura 1.10

¥ Y

S S v=dendr

Nota. Una particula se mueve con velocidad v, en un SR S’, quien a su vez viaja a velocidad V
respecto de S.
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El calculo de la velocidad v, en el SR S, usando la Ec. (1.29) invertida es:

v +V
Vv,
o2

Uy =
1+

Imaginemos las distintas situaciones siguientes y calculemos para cada una de ellas el valor

de v,:

a)

b)

Si Vv, « ¢?, a velocidades bajas, 1 +% ~ 1, con lo que queda v, = vy + V, igual
que la suma habitual de velocidades de Galileo.

Si S’ se mueve con respecto a S a la velocidad de la luz ¢ (V = ¢), la velocidad v, =
¢ independientemente de v, (resultado clasico: v, = v, + ¢, mayor que la velocidad
de la luz).

Si S’ se mueve con respecto a S a la velocidad de la luz ¢ (V = c), y la particula
ademas se mueve también a la velocidad c respecto a S’ (v, = ¢), despejando nos
queda que v, = ¢ (resultado clasico: v, = ¢ + ¢ = 2c, mayor que la velocidad de la
luz).

Si vy =c¢, entonces v, = ¢, independientemente del movimiento entre S y S’

(resultado clasico: v, =V 4+ ¢, mayor que la velocidad de la luz)

En estos ejemplos podemos comprobar que, la presencia del denominador en Ec. (1.29) hace

que no haya forma de sumar dos velocidades de manera tal que la resultante nos dé una

velocidad mayor que la de la luz c. Las transformaciones de Lorentz son tales que nada puede

moverse a una velocidad mayor que c, ni siquiera visto desde ofro SR en movimiento. En la Fig.

1.11 se observa un ejemplo de este comportamiento asintético como el del ejemplo cuando V =

0.7c.

Figura 1.11

1.4c Formula clasica de
1 2¢ / adicion de velocidades
el I~
1.0c
0.8¢ _
0.6¢ ~ Férmula relativista de
’ adicién de velocidades
0.4c
5 P
0.2¢ -/ Grafica para V=0.7c
0

“ ”_3(' “_(’I(' “_‘)L'

Nota. Comparacion de los resultados de las formulas de la relatividad de Galileo vs. la relatividad

de Einstein

para un caso en que la velocidad entre Sy S’ es de 0. 7c.
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En segundo lugar, de las Ecs. (1.30), se puede observar que las velocidades en el sistema S’
que son perpendiculares a la direccion de la velocidad V entre S y S’, los cuales tal vez
hubiéramos esperado que no se alteren, como es en la relatividad de Galileo, si se alteran. Y no
so6lo eso, sino que el cambio depende de V y de v, a través del denominador y del factor y. El
origen de ello es que, si bien las coordenadas y’ y z’ son las mismas que las yylaszen S’y S
respectivamente, para el calculo de las velocidades interviene el tiempo, el cual no es el mismo
en S’ que en S. 'Y, justamente el cambio en t’ con relacion a f queda en funcién de V, y y v,, de

acuerdo con la Ec. (1.20).

Cambio en la dinamica Newtoniana

Expresion de la cantidad de movimiento relativista

La segunda Ley de Newton, para situaciones en las que la masa no varia durante el

movimiento, la escribimos (Ec. (1.6)):

F (mv) =m—v =ma

T dr dt

Como dijimos antes, esta formula resulta invariante frente a transformaciones de Galileo, con
lo cual, frente a las transformaciones de Lorentz es de esperarse que presente problemas.

Con respecto a la tercera Ley de Newton, en su formulacion usual: “todo cuerpo que ejerce
una fuerza sobre otro recibe a su vez, una fuerza igual y opuesta, ejercida por el otro sobre él’,
no funciona bien para las fuerzas de origen electromagnético, aun dentro de las transformaciones
de Galileo en SR inerciales. Efectivamente, no cuesta mucho calcular la fuerza de Lorentz entre
dos cargas en movimiento, usando las ecuaciones clasicas, para darse cuenta de que las fuerzas
mutuas no son exactamente iguales y opuestas. Esta tercera ley, resulta de fundamental
importancia, ya que con ella se deduce el Principio de Conservacion de la Cantidad de
Movimiento, por lo que su formulacién habitual debe ser modificada para incluir las fuerzas de
origen electromagnético. En el electromagnetismo, la cantidad de movimiento en una colision de
particulas cargadas se conserva, pero solo si se incluye, ademas de la cantidad de movimiento
de las particulas que colisionan, dada por sus masas y sus velocidades, la cantidad de
movimiento que transportan por las ondas de radiacion que surgen de la aceleracion de las
cargas inherentes a la colision. Como la radiacién electromagnética en general se la estudia en
cursos avanzados, es probable que no se haya mencionado este asunto en los cursos anteriores.

Veamos entonces, qué ocurre en una simple colision elastica entre dos particulas con la
misma masa, para ver donde aparecen las dificultades, y entonces poder solucionarlas.
Imaginemos la situacién como la de la Fig. 1.12. En ella se plantea una situacion lo mas simétrica
posible para facilitar los calculos: En un SR S se observa una colisién de dos particulas iguales

que vienen viajando con médulo de velocidad u, en direcciones opuestas, sobre el eje horizontal.
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Como resultado de la colision, las particulas finalmente se desvian asintéticamente sobre el eje

vertical en direcciones opuestas.

Figura 1.12

Nota. Colision elastica entre dos particulas idénticas que viajan inicialmente con velocidades

horizontales y opuestas u, y —u,. Como resultado de la colisién, las particulas se desvian

alcanzando, a tiempos largos, direcciones verticales, también con sentidos opuestos.

En S, las componentes iniciales y finales de las velocidades para las particulas A 'y B son:
Vaxi = Uy Vaxf = 0,Vay; = 0, V4,5 = Uy
Vpxi = —Uo, Vpxr = 0,Vay; = 0,0y = —Uy

donde los subindices i y f se refieren a inicial y final (antes y después de la colision),
respectivamente.

De acuerdo con la formula clasica la cantidad de movimiento se conserva en S:

Py =muy—muy =0 = Pxf
Py =0 =muy —mugy = Py

Veamos ahora la colision desde otro sistema SR S’ que viaja con respecto a S en la direccién
x también con velocidad V = u,, acompanando el movimiento inicial de la particula A, por ende,
estando esta ultima inicialmente en reposo en S'. Si utilizaramos las transformaciones de galileo
para la velocidad, veriamos que en S’ la cantidad de movimiento inicial P,;no seria cero (P,; =
—2mu,), pero coincide con la final, asi que esto no genera problemas, y la cantidad de
movimiento se conserva (jatencion!: la cantidad de movimiento, asi como la energia cinética, por
sus propias férmulas, son dependientes del SR. De ahi que en fisica hablamos de los cambios
de estas cantidades, por ejemplo, antes y después de un evento como un choque. Los cambios,

a diferencia de las cantidades mismas, no dependen del SR).
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Sobre el eje y, la ecuacién queda igual a la de mas arriba. Sin embargo, si utilizamos las Ecs.

(1.29) y (1.30) para calcular las velocidades en S’ conforme las transformaciones de Lorentz:

’ V=V ’ vy
17x = Vvy vy = Vuy
1-—= y(1-—72")
Obtenemos:
’ _ ’ _ _ _ Up? 1.31
Vaxi = 0,V axr = —Uo, Vayi = 0,Vayr = Up Tz (1.31)
_ —Zuo _ _ _ Ug
Upxi = —1+u02:vaf = —Ug, Vgy; = 0,Vpyr = _uo\[l T~z (1.32)

c2

Asi, si con ellas calculamos nuevamente las cantidades de movimiento inicial y final usando

la formula clasica p = mv, en componentes tendremos:

—2u, —2mu,
Pxi =0 +m ” > = ” 7 Pxf = —Mug—muy = —zmuo
1+-% 1+-%
Cc Cc
Ug? Ug?
Pyi=0=mu0 1—C—2—mu0 1_C_2= yf

La componente P, se sigue conservando, ya que da cero antes y después de la colision, pero,
la componente P, irremediablemente con las transformaciones de Lorentz es diferente a P,; y
es dependiente de la velocidad entre S y S’. Esto representa un severo problema, aunque
esperado.

Dada la importancia fundamental del concepto “cantidad de movimiento P” en la Mecanica,
que radica justamente en su conservacion en sistemas aislados, necesitamos hallar una
expresion nueva para la Relatividad de Einstein que satisfaga:

a) A velocidades bajas, P - mv, de acuerdo con la mecanica clasica Newtoniana.

b) P se conserve en las colisiones

Sea:
P=mv/|1-% (1.33)

En esta nueva definicion de P, la velocidad v es la velocidad de la particula en el sistema de
referencia en el que esté parado el observador, y m es su masa clasica. Por simple inspeccién

nos damos cuenta de que la condicidon (a) queda automaticamente satisfecha, ya que a
2
velocidades bajas :—2 « 1, entonces P - mv. Para ver si también satisface (b), calculemos cuanto

valen las componentes de P en Sy en S’ usando esta nueva definiciéon (Ec. (1.33)), junto con el
calculo de las velocidades en S’ de las Ecs. (1.31) y (1.32):
EnS:
2 U2

Ug
P = muy/ 1—C—Z—mu0/ 1—C—Z=0=Pxf
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Uy? Uy?
0 0

En S’
Antes de realizar los calculos, debemos conocer los médulos al cuadrado de las velocidades

iniciales y finales usando las Ecs. (1.31) y (1.32):

r2 _ r2 4’”02 r2 2 2 ug? ro2 2 2 up®
vy =0 v =, var = Uom t U (1_C_z)va = Ug” + U (1_C_2)
A+
Entonces:
muv/ i muv/ i 2mu 1 2mu
Py = =2 = () - — — = reacomodando: P',; = ————3
1-Yai” 1_YBi" 1459 | 4uwo® 1-%o”
c? c? i 20142022 ¢
c (1+c_2)
muvry muvrg mu mu
Ply=r—+ L= - L — —— reacomodando:
lefz U,sz u02+u02<1—u%> u02+u02(1—u%)
c c 2 2z
/ _ Zmuo . 7
Pxf—_ uoz—-Pxi
1_0_2

Similarmente para las componentes verticales:

! !
muv gyi mv gy
i = >4 X _=0+0=
! 2 v, 2
1 —ZAL 1— 2Bl
c? c?

uoz uoz
mi |1 -7 mio |1 -7

2 N
u u
ug? + uoz( - CLZ) U2 + uy? ( - CLZ)

PI

P'ys =

1- 1-

c? c?

La nueva definicion de cantidad de movimiento es tal que sus componentes son iguales antes
y después de una colisién, vale decir, con la nueva definiciéon la cantidad de movimiento se
conserva en sistemas aislados, dénde el unico mecanismo de intercambio es a través de

colisiones.

Concepto de masa relativista

En sentido coloquial, la palabra inercia se refiere a la “resistencia al cambio”. En general, se
utiliza este vocablo en un sentido no cuantificable, en cuestiones no necesaria relacionadas con
la fisica o las matematicas. En el diccionario de la Real Academia Espafiola aparece como

“desidia”, “rutina”, pero aun en su acepcion fisica, reza: “Propiedad de los cuerpos de mantener

su estado de reposo 0 movimiento si no es por la accion de una fuerza”. Asi, escuchamos frases
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como “la inercia de las monarquias”, la inercia de los alumnos frente a un cambio en el nivel de
dificultad, la inercia de los procesos inflacionarios en la economia, 0 mismo como cita la RAE, la
inercia a mantener el estado de movimiento. Sin embargo, ninguna de estas acepciones es
cuantitativa: solo cualitativamente dan una vaga idea de una situacion. En el curso inicial de
Fisica, donde aprendimos las leyes de movimiento, ahi si, el vocablo “inercia” cobré pleno sentido
mensurable y comparativo: la inercia es la masa, y se mide en kilogramos (kg) en el Sistema
Internacional de Pesas y Medidas. Esto es asi, porque conforme a la Segunda Ley de Newton,
la masa aparece como constante de proporcionalidad entre la fuerza y la aceleracion: si
mantenemos en distintos experimentos siempre la misma fuerza, si aumenta la masa disminuye
la aceleracién (el cambio en el estado de movimiento) y reciprocamente. Y la masa y la
aceleracion se pueden medir. Se penso, que la masa era una propiedad que dependia de alguna
forma, de los elementos con los que el cuerpo estaba constituido: sus particulas elementales.
Asi, si dividimos un cuerpo en varias partes, la masa original seria igual a la suma de las masas
de cada una de las partes. Tanto fue asi, que en el ambito de la quimica se establecio
tempranamente la Ley de conservacion de la Materia o Ley de Conservacion de la Masa
(Lavoisier-Lamonodsov, 1748): “En un sistema aislado, durante toda reaccién quimica ordinaria,
la masa total en el sistema permanece constante, es decir, la masa consumida de los reactivos
es igual a la masa de los productos obtenido”. Todo esto estd de acuerdo con lo dicho
anteriormente, sobre que la masa era una propiedad intrinseca, al no depender ni del observador,
ni de las interacciones, como indirectamente dice la ley de Lavoisier. Sin embargo, como ya
seguramente nos vamos acostumbrando, en el marco de la teoria de la relatividad de Einstein
algunos fortalecidos conceptos deben ser revisados, en el marco de experimentos de altisima

precision. En virtud de la nueva definiciéon de la cantidad de movimiento P (Ec (1.33)):

2
P=mv/\/1—Z—2

Vamos a hacer un cambio de notacion: si de ahora en mas, llamamos m, a lo que antes

172
Jl‘c—z

jPero cuidado! Antes, usamos y con una férmula similar, donde v era la velocidad de un SR

llamabamos m (la masa) podemos decir:

P=ymyvcony =1 (1.39)

S’ con respecto de otro S (ver las transformaciones de Lorentz). Ahora, v es la velocidad de la
particula a la que se le calcula la cantidad de movimiento P en el sistema de referencia del
observador, jque no es lo mismo! A este m, que antes llamabamos “masa”, a secas, de ahora
en mas lo llamaremos “masa en reposo”. Y esto porque, aparece un nuevo concepto: la palabra

“masa” a secas, junto con su simbolo m, ahora se la asignamos a:
m(v) = ym, (1.40)

En la Ec. (1.40) se puso explicitamente la dependencia de la “nueva” masa con la velocidad,

implicitamente a través del factor y, para ponerla mas en evidencia, a diferencia de la anterior,
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que era una propiedad intrinseca. En cuanto a la masa en reposo, como sabemos esta no
depende del SR, y es una caracteriza distintivas de cada tipo de particula elemental.

Este incobmodo cambio en la notacion se ve justificado porque, con él nos queda:
P = ymyv = mv (1.41)

Es decir, la formula relativista para el vector cantidad de movimiento queda en la nueva
notacion igual que la que escribié el mismo Isaac Newton. En particular, se observa que:
a) Para una particula de masa m vista en un SR en la que esta en reposo (v = 0):
m(v) = ymy = my ya que siv =0 = y = 1, es decir, en esta situacion la masa coincide
exactamente con la masa en reposo. De ahi el nuevo nombre para m,.
b) Para una particula de masa m vista en un SR en la que esta con una velocidad pequeia

comparada con ¢ (v < c):

1
V=T
i

Esta situacion es la que se corresponde con la mayoria de las situaciones de la ingenieria en

=~ 1=>m=m,

problemas macroscoépicos.
c) Para una particula de masa m vista en un SR en la que tiene una velocidad comparable

conc (v = c):

limm =limymy = mylim———= o0
v-C v-C v-C 172
La masa crece con la velocidad, pero lo hace en la misma forma asintética que la funcion y:
cuando la velocidad de la particula se acerca a la de la luz, la masa crece indefinidamente. jY la
masa es la medida de la inercia! A fuerza constante (como la que puede dar el motor de un
cohete) cuanto mayor masa, menor aceleracion. Para un cuerpo de masa m que parte del reposo:

_ 4a _ ., a d — _Movv.a
F = o (mv) = v m+m_v —(1_%3/2 +ma (1.42)

= F = my?v?a + ma = ma(1 + y*v?)

Ambos sumandos en la Ec. (1.42) tienden a infinito cuando v — ¢, por lo tanto, la aceleracion

tiende a cero. En médulo:
a=F/(m(1+y?v?)

Por lo anterior, jresulta imposible acelerar a un cuerpo con masa hasta llevarlo a la velocidad
de la luz! Cualquier motor de propulsién que podamos construir, generara una fuerza finita.
Aunque fuera enorme, en su maxima potencia, y asumiendo que ademas pueda mantener la
fuerza en el tiempo, la aceleracion ira disminuyendo a medida que v se aproxime a c. El cuerpo
se pondra cada vez mas dificil de acelerar, tendra mas inercia. Este es uno de los resultados de

mayor impacto en la ciencia producido por la teoria de la relatividad de Einstein.
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Energia relativista

En el Teorema del Trabajo y la Energia Cinética, nos dice que, el trabajo realizado sobre una
particula por la fuerza neta es igual al cambio en su energia cinética. Si pensamos en una
particula sometida a una fuerza F partiendo del reposo desde el origen de coordenadas de un
SR S hasta una posicién final x a donde arriba con una velocidad v (para facilitar el analisis
haremos el tratamiento en una dimension):

E.= fgCF xds = f;%ds = fovuchonu:%
mou _ mo

2 - 2
a-pvz (-3

SiP=ymyu=dP=d

Y meu 2/ 1 \

ﬁEczf—”du: mgyC =1/L2—1
0

\\/ T2 /

uz 3
(1—-2)2
O bien:
E—m"cz—mcz— 2 _ 2 _ 2 2 1.43
T 0C% = ymyc* — myc* = mc* — myc (1.43)
-z

A la magnitud: m,c? se la denomina “Energia en reposo” de la particula, ya que no depende
de su velocidad, y es el producto de una propiedad intrinseca, con una constante universal al

cuadrado. La energia cinética puede escribirse entonces:
E. = c*(m—my) (1.44)

. o zge ;. 1 ’
Recordemos que la energia cinética clasica (E, = Emvz) dependia solamente del estado de

movimiento. En su férmula relativista también, dado que, si la particula estuviera en
reposo,m(0) = my = E. = 0 en la Ec. (1.44).

Llamaremos Energia relativista total, a la suma de la energia en reposo mas la energia
cinética:

E =myc? + E. = mgc? + (mc? — myc?)
= E = mc?

A esta férmula, se la conoce como la “equivalencia entre masa y energia de la Teoria de
Relatividad de Einstein”. Analicemos esta férmula: La energia total tiene un valor minimo, ya que
es el producto de una constante por la masa relativista. Este valor minimo se dara cuando la
particula esté en reposo, ya que ahi la masa m(v) alcanza su minimo valor m,. ¢Por qué
entonces a este valor residual myc?de una particula libre y en reposo la llamamos energia? ¢No
habiamos definido al concepto de energia como la capacidad de hacer trabajo? ; Qué capacidad
de hacer trabajo tiene una particula libre de interacciones y en reposo? La respuesta a esta

pregunta se conocio con el descubrimiento de las emisiones radioactivas. Reacciones quimicas
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espontaneas violaban la Ley de conservacion de la masa de Lavoisier, por la aparicion de nuevas
particulas que provenian de la desintegracion de algunos nucleos. A partir de ese hallazgo, se
encontré que el proceso de creacion o aniquilacion de particulas no era un fenémeno exclusivo
de los nucleos atomicos, sino que es un fenémeno generalizado y frecuente, en el cual una
particula con masa puede “desaparecer’ espontaneamente, generando en consecuencia
radiacion electromagnética (jsin masa!) u otros tipos de particulas (jcon o sin masa!) o una
combinacién de ellos, y reciprocamente: radiacion electromagnética puede generar particulas
con masa (el ejemplo mas frecuente es la generacion de un par simultaneo electron-positron).
En estos procesos, entre otras propiedades fisicas de las que no hablaremos aqui, se conservan
la carga eléctrica, la cantidad de movimiento y la energia. Por lo tanto, la energia en reposo es
una verdadera energia, ya que la particula puede generar trabajo aun estando en reposo y sin
interacciones con el medio, al aniquilarse y generar radiacion electromagnética (entre otros
muchos ejemplos), que, como sabemos, transportan energia y cantidad de movimiento. La masa
y la energia no son dos conceptos distintos, jsino que son magnitudes intercambiables!: E =
mc?.

Por ultimo, asi como en la fisica clasica habiamos encontrado una relacién entre la energia

cinética Ky la cantidad de movimiento p:

1 p?
K=-mvi=_—
2 2m
En la fisica relativista encontramos la relacién de uso frecuente:
E? = (mc?)? = (pc)? + (myc?)?

Resumen final

Para finalizar, en este capitulo hemos analizado la validez de las leyes aprendidas en los
cursos de Mecanica y Electromagnetismo, desde un punto de vista diferente. La busqueda de la
necesaria uniformidad de las leyes de la fisica con independencia de los observadores nos llevo
a cuestionamientos sobre la estructura misma de las leyes. A lo largo del desarrollo pudimos ver
que el concepto de espacio-tiempo intuitivo con el que nos hemos manejado desde el mismo
comienzo del aprendizaje, solo es aproximado, a velocidades bajas comparadas con la de la luz.
Nuevas formulaciones nos llevaron a extender la validez de las leyes al concepto general,
justamente cambiando las reglas de transformacién de coordenadas y tiempo entre sistemas de
referencia inerciales. En este proceso, aparecieron nuevos fendmenos y limites, de origen
puramente relativistas, es decir, que no se predicen en los modelos utilizados para explicar las
interacciones como por ejemplo el electromagnetismo, o el estudio del movimiento a través de
las Leyes de Newton, sino que son fendmenos inherentes a las transformaciones de las
coordenadas y el tiempo, transformaciones que también debemos tomarlas como una ley natural.
Las ideas de Einstein cambiaron el mundo de la Fisica y de la Ciencia en general, junto a la otra

gran revolucion del siglo XX: la Mecéanica Cuantica.
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Problemas resueltos

Problema 1: Una nave interestelar viaja a velocidad V = 0, 6¢ alejandose de la tierra. En su
punto de maxima aproximacion, sincronizo su reloj con el de un laboratorio terrestre. En ese
laboratorio trabaja un astrénomo con un telescopio capaz de ver la nave, incluso su reloj a través
de una de sus ventanillas. ;Qué hora lee el astronomo en su propio reloj cuando el reloj de la

nave marca una hora?

Solucién: Llamemos S’ al SR fijo a la nave, y S al SR del laboratorio. Asi, cuando en la nave
el tiempo marca una hora, sus coordenadas espacio-temporales seran t’ = 1h,y x' = 0.

Aplicando la Ec. (1.20): t' =y (t - %) ysuinversat=vy (t’ + %)

Tenemos: t = yt' ya que x' = 0. Hasta aqui tenemos simple dilatacién del tiempo. Sin
embargo, a este tiempo debemos afiadirle el tiempo que tarda la luz que sale del reloj de la nave
en llegar al telescopio terrestre. Este tiempo extra t = r/c,siendo r la posicion de la nave al
tiempo t.

M

Entonces: r = Vt = Vyt' y de aqui 7 = E =~

El tiempo total sera entonces: t = yt' + @ =yt'(1+ %)

Reemplazando t”" = 1hy V = 0,6¢ nos queda t = 2h.

Problema 2: Una astronave de longitud L, en su sistema de referencia, parte de la Tierra con
velocidad V. Mas tarde, se emite tras ella una sefial luminosa que llega a la cola del cohete.
Determinar cuanto tiempo tarda en llegar la sefal a la cabeza del cohete desde la cola, segun
los relojes de éste y segun los relojes de la Tierra. Luego, la sefal se refleja en un espejo situado
en la cabeza del cohete y se dirige en sentido contrario hacia la cola del cohete nuevamente.
Determinar cuando alcanza la cola del cohete segun ambos relojes, y el tiempo total de vuelo en

ambos relojes.

Solucién:

Con respecto al SR ligado al cohete que llamaremos S’, la distancia que debe recorrer para
llegar a la cabeza es L, ya que ésta es la longitud propia, y el cohete se mantiene en reposo con
respecto a su propio SR. Recordemos que, de acuerdo con el segundo postulado de Einstein, la
luz viaja en todos los SR a la misma velocidad c. El tiempo necesario es t' = Ly/c. Ademas,
después de reflejarse, el tiempo que tarda la sefial en volver a la cola es nuevamente t' = Ly/c.
El tiempo total sera: v’ = 2L, /c.

Respecto al sistema de la Tierra, que llamaremos S, el cohete tiene una longitud contraida
L = Ly/y. El recorrido del pulso de luz para llegar de la cola a la cabeza del cohete es esa

longitud, mas lo que desplazé la cabeza durante ese tiempo de vuelo:
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Lo
ct=L+Vt=7+Vt

Lo
y(c=V)

Por otro lado, una vez que se refleja la luz en el espejo de la cabeza, el recorrido del pulso de

Despejando: t =

luz para llegar de la cabeza a la cola del cohete es su longitud, menos lo que avanzo la cola

durante ese tiempo de vuelo:

Lo
ct=L—-Vt=——Vt
Y

. L. Lo
Despejando: t = etV
. . _ Lo Lo _Lof 1 , 1\_ 5 Lo 1
Y el tiempo total es: 7 = o + ey (c—v + C+V) 2c y 2

Problema 3: si el sol irradia energia en forma de ondas electromagnéticas a razén de 3,8 10%°
J/s, i siendo la masa aproximada del sol 2 10% kg.

a) ¢A qué velocidad disminuye la masa del sol?

b) ¢ Cual es el cambio fraccionario en la masa del sol en mil millones de afios? (Se calcula

que la edad aproximada del universo es de 15.000 millones de afos)

Solucion:

a) El cambio de masa por segundo sera:
Am  AE At 3,8-10%°W kg .

=z = 7 =4,2-109T= 1,32+ 10" kg/afio

9- 10165—2

b) El cambio de masa a lo largo de 10° afios sera: 1,32 10% kg
La fraccién de masa convertida en radiacién electromagnética sera:
(1,32-10%¢ kg) / 2 - 103%kg

Asi, durante mil millones de afos, la pérdida porcentual de masa solar sera del 0,0066 %.

Problemas propuestos

Problema 1: Un pasajero que viaja en un tren a 0,1 ¢ prende una linterna y el haz de luz de
propaga en la misma direccion y sentido que se mueve el tren A qué velocidad viaja la luz para

el pasajero? ;Y para un observador en el andén?

Problema 2: En Mecanica Clasica la masa inercial de un cuerpo se definié como la propiedad
fisica que tiene un cuerpo de oponerse a un cambio en su estado de movimiento y la misma era
constante (p/v = mo). En el marco de la Mecanica Relativista, analice el cociente p/v para los

casos limitesv«cyv<c.
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Problema 3: ;La siguiente afirmacién contradicen el segundo postulado de Einstein?

“Cuando se propaga en un vidrio lo hace con mas lentitud que en el vacio”. Justificar la respuesta

Problema 4: ;Cuanta energia se requerira para acelerar una particula de masa en reposo
mo desde ese estado hasta las siguientes velocidades: a) 300 m/s, b) 0,5 ¢, ¢) 0,9 ¢, d) 0,99 c 2.

Problema 5: ;Qué porcentaje de error se comete al utilizar la expresion (1/2)m vZpara

calcular la energia cinética de la particula si su velocidad es: a) 300 m/s b) 10% c y ¢) 90% c?.

Problema 6: Un protdn con energia en reposo 938,28 MeV se mueve con una velocidad igual
al 75% de la velocidad de la luz en el vacio. Hallar su energia total, su energia cinética y su

cantidad de movimiento.

Problema 7: a) Calcule la velocidad de los electrones en el sincrotron de Campinas, Brasil,
cuyo potencial de aceleracion es 1,37GV (1GV=10°V). Exprese el resultado como un porcentaje
de la velocidad de la luz en el vacio. b) ¢ Cual es el factor gamma de los electrones? (Recordar:
Cuando una particula de carga Q es acelerada a través de una diferencia de potencial V, la

energia cinética que gana es de Q.V)

Problema 8: Una nave se mueve a gran velocidad en la direccion +x de un sistema de
referencia inercial (S1) fijo a la tierra desde donde un observador realiza mediciones. En el
sistema fijo a la nave (S:z), una varilla mide 1 m de largo y forma un angulo de 30° con respecto
a la direccion de su movimiento. En esas condiciones: (a) ¢ A qué velocidad debera moverse la
nave para que su inclinaciéon medida en S7 sea 45°? (b) ¢, Cual es la longitud de la varilla en este

sistema de coordenadas?

Problema 9: El periodo de un péndulo es To= 2s. 4, Cudl es el periodo de este péndulo para
un observador en un sistema de referencia inercial que se mueve respecto del sistema del inercial

del péndulo con velocidad relativa de 90%c?

Problema 10: Un cubo esta moviéndose en direccion paralela a uno de sus aristas. Mostrar
que el volumen del cubo y su densidad satisfacen (Vo/V)? = &/ 80 = y?, donde Vo 'y &0 son su

volumen y densidad en reposo.
Problema 11: Un cohete se mueve a 0,7 c respecto a la Tierra. Un segundo cohete lo

sobrepasa viajando a 0,95 ¢ segun observadores terrestres. Calcular la velocidad relativa entre

ambos cohetes.
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Problema 12: La vida media de los muones (en reposo) es 2,2 ms. Esto significa que una
cantidad determinada de muones disminuye a 1/e de su valor en 2,2 ms o que la cantidad de
muones en el tiempo t se puede escribir como: N(t) = No e¥22™, donde No es la cantidad inicial.

(a) Calcular la vida media de los muones que se mueven con una velocidad de 0,95 c.

(b) Si se generan 50.000 muones en un punto alto de la atmésfera terrestre ¢ Cuantos quedan

después de viajar 3 km (para un observador en la superficie), con la velocidad mencionada?

Problema 13: Un cohete de 60 m de largo se aleja de la Tierra con un espejo en cada
extremo. En un instante se envia desde la tierra un destello de luz y se recibe la reflexion en cada
espejo, 200 segundos despueés la que proviene del espejo mas cercano y luego de otros 1,74
microsegundos, la del mas alejado. (a) ¢ A qué velocidad de desplaza en ese instante? (b) ¢A

qué distancia de la tierra se encuentra la nave en el momento de llegar cada destello?

Problema 14: En la figura adjunta se esquematizan dos
cohetes a punto de chocar. Maria observa la escena desde

la tierra y segun sus mediciones los dos cohetes miden 50

m. (a) ¢ Cudles son las longitudes de cada cohete cuando Cohete 1 CO°6het32
08¢ ,6 ¢
estan en el hangar?, (b) ¢Cudl es la velocidad relativa de —) G
. . . - <2
acercamiento de los cohetes medida desde cualquiera de ‘." Q

ellos? (c) Segun Maria, ¢cuanto tiempo falta para que

choquen? (d) ¢Y cuanto falta para colisionar segun un ° 2,52 107

observador en wuno de los cohetes? ;Encuentra ﬂ

diferencias? ;Quién tiene mas chance de evitar chocar a
la otra nave? (Ayuda: tenga en cuenta que los procesos
que son simultaneos para Liz no lo son para el observador

en el cohete).

Problema 15: Supongamos que la mayor longitud de onda visible para el ojo humano, en el
limite hacia el infrarrojo, es de 650 nm. Un cohete de Ultima generaciéon despega alejandose de
la tierra a gran velocidad emitiendo luz verde (A = 500 nm). Cierto tiempo después del despegue,
un observador terrestre afirma que la sefial luminosa emitida por la nave ha desaparecido
repentinamente. Al aterrizar, se comprueba que la fuente luminosa de la nave nunca dej6 de

funcionar ¢ Cémo podrias explicar esto?
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CAPITULO 2

Radiacién de cuerpo negro

Introduccion

El trabajo presentado en el afio 1900 por el fisico aleman Max Planck (1858-1947) sobre la
radiacion emitida por un cuerpo como consecuencia de su temperatura y la teoria especial de la
relatividad desarrollada por el fisico aleman Albert Einstein (1879-1955) son considerados los
origenes de la fisica moderna. La publicacion de Planck representé el ladrillo inicial para la
construccion de la teoria mecanica cuantica que desarrollaron en forma paralela el fisico
austriaco Erwin Schrédinger (1887-1961) y fisico aleman Werner Heisenberg (1901-1976). Esta
teoria se constituyé en la mayor revolucidon en la fisica desde que el multifacético cientifico
italiano Galileo Galilei (1564-1642) y luego el cientifico inglés Issac Newton (1643-1727)

establecieron las bases de los que hoy llamamos fisica clasica.

La radiacion térmica del cuerpo negro

La radiacion de ondas electromagnéticas es un proceso de transmision de energia. Los
cuerpos emiten y absorben radiacion electromagnética. Al aumentar la temperatura de su
superficie la cantidad de radiacion emitida crece rapidamente. Cuando la temperatura sea mayor
que la de su entorno entonces emitira mas radiacion que la que absorbe y asi, mientras pierde
energia, se enfriara hasta que el cuerpo y su entorno alcancen el equilibrio térmico.

El espectro de la energia radiada es continuo y los detalles dependen de las propiedades
fisicas y quimicas de la superficie tales como su rugosidad superficial, su composiciéon quimica,
la presencia de 6xidos o suciedad. Este tipo de radiacion emitida por la superficie de cuerpos
como consecuencia de su temperatura se conoce con el nombre de radiacion térmica.

Del mismo modo que para entender la naturaleza de los gases reales se comenzé con el
estudio del “gas ideal”, para comenzar con el estudio de la radiacion térmica es util el concepto
“radiador ideal”. Un radiador ideal es una superficie que emite radiacion electromagnética con un
espectro de emision que es independiente del material y del estado de su superficie, solo
depende de su temperatura. Este tipo de cuerpo ideal se denomina cuerpo negro. La radiacion
electromagnética emitida por un cuerpo negro se conoce como radiacion de cuerpo negro. Todos
los cuerpos negros a una misma temperatura tienen el mismo espectro de emision de radiacion
térmica. En la practica, la superficie de un pequeiio orificio en un horno de barro que se encuentra

caliente, vacio y con la puerta cerrada se comportara casi como la superficie del cuerpo negro,
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emitiendo radiacion que depende de la temperatura de las paredes del horno y absorbiendo toda
la radiacion incidente.

Al final del siglo XIX, motivados por la necesidad de obtener patrones de fuentes luminosas,
muchos fisicos se dedicaron a estudiar las propiedades del espectro de emisidon del cuerpo
negro. Todos los trabajos mostraron la incapacidad de las diferentes areas de la fisica clasica
para abordar con éxito el desafio. En el afio 1900, Max Planck presento su trabajo denominado
“La ley de la distribucion de las energias del espectro normal” que explicaba la forma del espectro
continuo de emision del cuerpo negro con argumentos que no podian deducirse a partir de las
leyes de la fisica clasica. EI mismo autor consideré que en su trabajo habia un “acto
desesperado” al proponer la hipétesis que la radiacion emitida o absorbida por un cuerpo negro
no era continua, sino discreta. La cantidad de energia térmica que una superficie es capaz de
absorber o emitir es un multiplo de un valor minimo denominado cuanto de energia. Por su
extrafia fundamentacion, se le concedié poca importancia a esta nueva teoria hasta el afio 1905
cuando Albert Einstein extendid la hipotesis de Planck a la radiacion electromagnética al

considerar la luz estaba formada por cuantos de energia, que luego serian llamados fotones.

Nomenclatura radiométrica y sistema de unidades

La nomenclatura que utilizan los libros de texto para las magnitudes radiométricas no es unica
y esto, muchas veces, genera errores. En este capitulo utilizaremos la nomenclatura que
establece el International Lighting Vocabulary (IVL), un estandar internacional de la CIE
(International Commission on illumination). Este ha sido adoptado por numerosas agencias de
estandarizacion internacionales, entre ellas la argentina (Normas IRAM-AADL), por asociaciones
americanas (llluminating Engineering Society, American Society of Mechanical Engineering) y
por la revista cientifica americana de la OSA (Optical Society of America), Applied Optics.

En la Fig. 2.1 se muestra un esquema del angulo d sélido del flujo radiante saliente en la
direccion (0, ¢) y la proyeccion del elemento de superficie sobre un plano perpendicular a la
direccion de la radiacién dA | .

Veamos algunas magnitudes fisicas adimensionales de uso frecuente en el estudio de
problemas sobre radiacién térmica.

- Poder reflectivo o coeficiente de reflexion (r): es la fraccion de la potencia radiante
incidente que es reflejada por la superficie del cuerpo.

- Poder absorbente o coeficiente de absorcion (a): es la fraccidon de la potencia radiante
incidente que es absorbida por la superficie del cuerpo.

- Poder transmisivo o coeficiente de transmision (t): es la fracciéon de la potencia radiante
incidente que es transmitida a través del cuerpo.

Los valores que pueden tomar estas magnitudes para diferentes tipos de cuerpos se indican
en la Tabla 2.2:
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Tabla 2.1.

Magnitudes, simbolos y unidades radiométricas

Magnitud Descripcion d:flil::it::‘i)c!)z y U?Sulsl)ades
Energia emitida, transferida o
Energia radiante recibida en forma de ondas 0 J
9 electromagnéticas debido a
todo el espectro (.
Densidad de Energia radiante por unidad de _de J
energia radiante @ | \olumen. P=av m3
Flujo radiante Energia radiante por unidad de ® = dqQ "
o potencia radiante | tiempo. ~dt
Flujo radiante incidente en
Iradiancia todas las direcciones por E= do w
unidad de area A de la T dA m2
superficie irradiada.
Exitancia radiante, | Flujo radiante saliente en todas dd w
emitancia @ o las direcciones por unidad de M=-— —
poder emisivo . | drea A de la fuente. dA m
Flujo radiante saliente de una
fuente puntual © por unidad de dd w
Intensidad radiante | angulo sdélido Q. Expresa la | =— —
distribucién angular de la df) sr
radiacion de la fuente.
Flujo radiante saliente de una
fuente extendida “ por unidad
de angulo sdlido y por unidad d2d w
Radiancia de area de la superficie (f esel | [ =——— >
angulo cenital medido desde la dQ1 dA cos m=sr
normal a la superficie hasta la
direcciéon de observacion).

(1) El espectro de una radiacion electromagnética es la visualizacion o especificacion de los
componentes monocromaticos de la radiacion en términos de la frecuencia o la longitud de onda.
(2) Términos no incluidos en el estandar internacional IVL de la CIE. En este libro utilizaremos el
término emitancia, sin embargo, en varios textos actuales lo utilizan como sindnimo de emisividad
(ver 2.2).

(3) Una fuente puntual es una fuente con dimensiones geométricas suficientemente pequenas,
en comparacion con la distancia entre la fuente y la superficie irradiada, de modo que puedan
ser consideradas insignificantes en los calculos. Ejemplo, el sol visto desde la tierra.

(4) Una fuente extendida es aquella que no puede considerarse como puntual.
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Figura 2.1

Y
=

Nota. Angulo sélido dQ en la direccién (6, ¢) y area proyectada dA | .

Tabla 2.2.

Valores tipicos de coeficientes de reflexion (r), absorcion (a) y transmision (t)

Tipo de cuerpo Valor caracteristico
Cuerpo negro (ideal) a=1r=0
Cuerpo reflector perfecto r=1,a=0
Cuerpo gris (real) 0<a<1l0<r<1
Cuerpo transparente perfecto t=1

Cuerpo opaco (real) t=0

A partir del principio de conservacion de la energia, es facil comprobar que todas estas
magnitudes cumplen la relacion:
r+a+t=1 (2.1)
Esta igualdad se satisface cuando las cantidades se promedian sobre un intervalo
conveniente del espectro electromagnético, no se verifica necesariamente para cada una de las
longitudes de onda del espectro. Por ejemplo, una superficie puede absorber radiacion del visible
(luz) y radiar en la regién del infrarrojo.
La emisividad () es una propiedad que caracteriza la capacidad de una superficie de emitir
radiacion electromagnética. Los materiales con alta emisividad intercambian calor con el entorno
principalmente por radiacion, los de baja emisividad lo hacen, preferentemente, a través de los

fendmenos de conduccién o conveccion del calor.
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Se define a la emisividad (¢) como la emitancia relativa a la de un cuerpo negro a la misma
temperatura. Su valor se calcula como el cociente entre la emitancia del cuerpo (M(T)) y la

correspondiente a un cuerpo negro (M. (T)):
=MD
T Mcn(T)

La emisividad es una magnitud adimensional que toma valores entre 0 y 1. Las superficies

(2.2)

radiantes reciben diferentes nombres segun el valor de su emisividad, segun se muestra en la
Tabla 2.3:

Tabla 2.3.

Emisividades de diferentes tipos de superficies

Tipo de superficie Emisividad
Cuerpo negro (absorbente ideal) e=1
Cuerpo blanco (reflector ideal) e=0
Cuerpo gris (superficie real) 0<ex<l1
Cuerpo de color (superficie real) 0<eM) <1

Toda superficie de un cuerpo real con valor de emisividad entre cero y uno que es
independiente de la longitud de onda de la radiacién emitida se denomina cuerpo gris. Los
cuerpos reales para los cuales la emisividad varia con la longitud de onda reciben el nombre de
cuerpo de color. Para la mayoria de las superficies metdlicas, el valor de emisividad publicada
es la correspondiente a la longitud de onda de maxima emision. Experimentalmente, al ir
aumentando la temperatura de la superficie, la maxima emisién de radiacién ocurre para
longitudes de onda cada vez menores, consecuentemente el valor de emisividad asignado a los
metales varia con la temperatura superficial. Otras cuestiones de importancia son la presencia
de 6xidos y el valor de la rugosidad superficial, ambos son factores incrementan el valor de la
emisividad. Por estas cuestiones, las tablas de emisividades presentan valores correspondientes

a una dada temperatura y para una condicion superficial particular.

El espectro de radiaciéon de cuerpo negro

La cantidad de radiacion térmica emitida por una superficie varia con su temperatura. La
emitancia M(T) y la radiancia L(T) son magnitudes que se utilizan para caracterizar la potencia
radiante de una superficie a la temperatura absoluta T.

La emitancia espectral M(v,T) es una magnitud que permite caracterizar al espectro de
emision de ondas electromagnéticas de un cuerpo que se halla a la temperatura T. Esta magnitud
se define de modo que M (v, T) dv represente la cantidad de potencia electromagnética emitida,
en todas las direcciones por unidad de area de la superficie radiante, con frecuencias en el

intervalo [v; v + dv]. En el Sl su valor se expresa en (W /m?) s.
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En la Fig. 2.2 se muestra el espectro en frecuencia de emision térmica de una superficie a la
temperatura T (constante). Segun aumente la temperatura de la superficie, mayor sera la
radiacion emitida y el punto maximo de la curva se desplazara hacia frecuencias mayores.

En muchos estudios la emitancia espectral se expresa en términos de la longitud de onda

M(A,T) y en este caso su valor en el Sl se expresa en unidades de (W /m?)/nm (Fig. 2.3).

Figura 2.2

Espectro de un cuerpo negro

- 2500 °C
== 2000 °C
=== 1500 *C

emitancia espectral

frecuencia

Nota. Espectro de emision en frecuencia de un cuerpo negro

Figura 2.3

Espectro de un cuerpo negro

— 2500 °C
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Nota. Espectro de emision en longitud de onda de un cuerpo negro
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Las leyes de la radiacion de Kirchhoff

Consideremos una cavidad llena de radiacién electromagnética con paredes opacas (t = 0)
a una temperatura T constante y uniforme. La cantidad de radiacion electromagnéticas que incide
sobre la superficie de la cavidad la podemos caracterizar con la irradiancia (E,W /m?) que
representa la potencia de la radiacién incidente en todas las direcciones por unidad de area de
la superficie irradiada. Una fraccion del flujo radiante incidente sera absorbida por la superficie,
el resto se reflejara.

Si conocemos el valor del coeficiente de absorcion (a) podremos calcular la potencia que
absorbe un area unitaria de la superficie haciendo el producto a E. La energia que absorba la
pared incrementara su energia interna y entonces la temperatura de la cavidad se elevara. Si la
temperatura de la superficie permanece constante, entonces radiara ondas electromagnéticas
con la misma rapidez con que las absorbe, es decir:

M(T) = a E (en equilibrio térmico) (2.3)

En la Fig. 2.4 mostrada a continuacion se indican los fendmenos de reflexion, absorcion y

emision de radiacion térmica que ocurren en la superficie de una cavidad opaca.

Figura 2.4
7 Ty T
% M(T)
% aE
% E
% rE
%
v
r+a=1

Nota. Fenémenos de reflexion, absorcion y emisiéon de radiacion térmica en la superficie de una
cavidad opaca. La figura de la derecha es un detalle de los procesos que tienen lugar en la pared

de la cavidad.

El fisico Aleman Gustav Kirchhoff (1824-1887) enuncié el siguiente teorema general: “Si un
cuerpo esta en equilibrio térmico con su entorno, la emisividad (¢) y el coeficiente de absorcion
(a) de su superficie poseen el mismo valor”.

Para comprobarlo, consideraremos una gran camara en la que se ha hecho vacio, con sus
paredes a la temperatura T. En la camara hay un cuerpo gris y un cuerpo negro en equilibrio

térmico, colgados por delgados hilos aislantes térmicos del techo (Fig. 2.5).
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Figura 2.5

3

Nota. Cavidad conteniendo un cuerpo gris y un cuerpo negro en equilibrio térmico a la

temperatura T

Los cuerpos y las paredes intercambian energia solamente emitiendo o absorbiendo ondas
electromagnéticas. La irradiancia (W /m?) sobre las superficies es E. En estas condiciones, cada
cuerpo emite la misma potencia que absorbe:

Acn Mcy (T) = Acy E

AM(T) = AaE (2.4)

Acy Y A son las areas (m?) de las superficies de los cuerpos negro y gris respectivamente y
Mcy(T) y M(T) sus correspondientes emitancias (W /m?).

A partir de la definiciéon de emisividad (Ec.2.2) tenemos que M(T) = eMy(T), entonces:
e=a (2.5)

Entonces podemos afirmar que, en condiciones de equilibrio térmico, una superficie opaca
que refleja fuertemente la radiacion electromagnética de una region del espectro (r = 1), es un
mal absorbente de este tipo de radiacion (a = 1 —r = 0), y a la vez, un pobre emisor (¢ = a = 0).

Supongamos ahora que en la cdmara hay N cuerpos de diferentes materiales en equilibrio
térmico en las condiciones anteriores. La fraccion de la irradiancia (E) que es absorbida varia
segun el tipo de superficie, pero por estar todos los cuerpos en equilibrio térmico, la potencia que

cada uno radia es igual a la que absorbe:
Ml(T) =a1 E, Mz(T) =a2 E, MN(T) =aNE (25)

De lo anterior resulta que, en condiciones de equilibrio térmico, los cocientes entre la
emitancia y el coeficiente de absorcion de cada una de las superficies son iguales,
independientes del material y solo dependen de la temperatura T:

My(T) _ My(T My(T
D D D (T (2.6)

a; az

Esta relacion se conoce como la ley de la radiacion de Kirchhoff:
De estas leyes concluimos que las superficies de los cuerpos con mayor capacidad de

absorcion de radiacion térmica son a la vez las mejores emisoras de radiacién térmica.
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A continuacién, se discuten varios modelos que se desarrollaron para intentar explicar el
espectro del cuerpo negro en base a las teorias de la fisica clasica. Finalmente, se describe el

modelo vigente desarrollado por Max Planck.

Las leyes empiricas de la radiacion térmica

Las siguientes leyes son de naturaleza empirica, es decir son generalizaciones de los
resultados obtenidos en muchas observaciones directas o a través de mediciones simples. Las
leyes empiricas permiten describir y predecir el comportamiento de un fenébmeno, pero no

permiten conocer las causas que los provocan.

Ley de Stefan-Boltzmann (1879)

En 1879 el fisico austriaco Jozef Stefan (1835-1893) basandose en mediciones publicadas
hallé una expresion para calcular el flujo radiante saliente por unidad de area de una superficie
a la temperatura absoluta T. Luego, en 1884, la expresién fue deducida teéricamente aplicado la

teoria termodinamica por el fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906):
M(T)= eaT* (W/m?) (2.8)

donde ¢ = 5,6703 x 1078 es la constante de Stefan-Boltzmann.

m2K4
Esta expresion es la ley de Stefan-Boltzmann.
La potencia radiada o flujo radiado por una superficie de area A se calcula como el producto

del area A radiante por su emitancia M(T):

P(T) = AM(T) (W) (2.9)

Ley de desplazamiento de Wien (1893)

En 1893, el fisico aleman Wihelm Wien (1864-1928) determiné experimentalmente la relacion
entre la temperatura absoluta T (K) de una superficie radiante con la longitud de onda para la
cual su emitancia espectral M(4, T) alcanza su valor maximo o pico 4, (m):

Ap T = Cwien (2.10)
donde Cy e, = 2,898 X 1073 m K es la constante de Wien.

Una expresion mas practica para esta ley resulta expresando la longitud de onda en um:

Ap T = 2898 um- K (2.11)

Como se puede ver en la Fig. 2.6, a medida que aumenta la temperatura absoluta del cuerpo

negro, el maximo de la emitancia se presenta para longitudes de onda cada vez menores.
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Figura 2.6
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Nota. Maximos de radiancia espectral para tres valores de temperatura de un cuerpo negro. Un
aumento de la temperatura va acompafiado por un desplazamiento del pico de la emitancia

espectral hacia menores valores de longitud de onda.

La fisica clasica y la forma del espectro de cuerpo negro

A continuacion, se presentan los principales modelos basados en la teoria clasica de la fisica

que buscaban explicar la forma del espectro continuo de la radiacion térmica.

La aproximacion de Wien (1896)

El fisico aleman Wihelm Wien (1864-1928) propuso una funciéon empirica que ajusto a los

datos experimentales. La ecuacion para calcular la emitancia espectral que obtuvo es:
M@, T) = /,Cl—; exp (— ;—ZT) (¢, y C, constantes ajustadas) (2.12)

En la Fig. 2.7 se halla graficada esta expresion para T = 2000 K. Se puede notar que la curva
reproduce muy bien los valores del flujo radiante para longitudes de onda menores a la
correspondiente al pico de emitancia, en cambio, para valores mayores la curva pasa por debajo
de los datos experimentales. No obstante, su principal inconveniente es que no aporta

informacion sobre las causas fisicas de la forma de la curva.
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Figura 2.7
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Nota. Aproximacion de Wien para la radiacion del cuerpo negro

La teoria clasica de Rayleigh-Jeans de la cavidad radiante (1899)

Los cientificos ingleses John William Strutt (1842-1919), mas conocido como Lord Rayleigh,
y James Jeans (1877-1946) fueron los primeros en tratar de deducir las leyes empiricas de
radiacion del cuerpo negro. Ellos asumieron las siguientes consideraciones para elaborar su
teoria:

- La distribucién espectral de radiacion emitida por un cuerpo negro es descripta
tedricamente usando las leyes de la fisica clasica.

- Una cavidad metalica conteniendo radiacion electromagnética en equilibrio térmico con
sus paredes a la temperatura T es considerada un cuerpo negro.

- La radiacion térmica dentro de la cavidad es generada a causa de la agitacion térmica
de los electrones de los atomos de su superficie. Estos electrones oscilan alrededor de
sus posiciones de equilibro y entonces, de acuerdo con la teoria electromagnética
clasica, estas cargas aceleradas emiten radiacion de igual frecuencia a la de su
oscilacion.

- Cada uno de los electrones de las paredes de la cavidad se comporta como oscilador
armonico con la capacidad de absorber y emitir ondas electromagnéticas de cualquier

frecuencia.

La teoria electromagnética de Maxwell permite demostrar que dentro de la cavidad se
establecen ondas electromagnéticas estacionarias con nodos en las paredes. Un analisis
geométrico es necesario para calcular la cantidad de ondas estacionarias que pueden

establecerse con frecuencias permitidas dentro del intervalo [v,v + dv]. En base a la ley de
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equiparticion de la energia, podemos asignar a la energia promedio de cada onda la cantidad
kT, independientemente de la frecuencia de la onda. Finalmente, la energia promedio en la
cavidad por unidad de volumen en el intervalo de frecuencias [v,v + dv] resulta ser igual al
producto de la cantidad de ondas estacionarias por su energia promedio, dividido por el volumen
de la cavidad. Rayleigh y Jean procedieron de manera similar a la descripta aplicando
rigurosamente las teorias de la fisica clasica y hallaron la siguiente expresion (no deducida aqui)

para la densidad de energia espectral en la cavidad:

p, 1) =2kt (L) (2.13)

c3 m3

donde k = 1,380649 - 10722 | /K : constante de Boltzmann.

Esta expresion recibe el nombre de ley de Rayleigh-Jeans expresada en términos de la
frecuencia. Podemos expresar esta ley en términos de la longitud de onda a partir de la condicién
siguiente:

p(v,T)dv = —p(A4,T)dA (2.14)

El signo menos indica que un incremento de la longitud de onda corresponde a una

disminucion de la frecuencia, dA = —dv, entonces: p(1,T) = —p(v, T)% =—p G,T)(

c
e

p(A.T) =8 ( / ) (2.15)

m3.m

Esta es la expresion de ley de Rayleigh-Jeans como funcion de la longitud de onda.

Un pequenio orificio en la pared de esta cavidad por donde escape parte de la radiacion puede
ser considerado como la superficie de un cuerpo negro. Entonces, el espectro de emision del
cuerpo negro a la temperatura T puede ser caracterizado a partir de la densidad de energia
espectral en la cavidad. Pero tenemos un inconveniente:  Cual es la relacion entre la emitancia
espectral del orificio de la pared y la energia espectral por unidad de volumen de la cavidad?
Resolvamos esto para poder continuar con la descripcion del modelo.

Consideremos una cavidad radiante con un pequefio orificio en una de sus paredes, tal como
se muestra en la Fig. 2.8.

En la cavidad de un cuerpo negro la densidad espectral de energia p(A,T) es isotrépica,
entonces:

dp(AT) _p(AT)
dQ 4n

Podemos calcular a la distribucion de la energia espectral por unidad de angulo sélido que

durante un intervalo de tiempo t sale del orificio de area A de la pared como:

ct A cos@

A1) _ p(AT) V= p(AT)
dQ 41T 41

dQ(A,T) = %ct A cosf dQ = %ct A cosO senfd6d¢

63



QAT = ﬁp(,l,T) tAfozn do fofcose senf do = ip(/l, T)YtA

dQ(A,T
®(,T) = 2P =L p(AT) 4

A partir de la expresion anterior para el flujo espectral, podemos calcular la emitancia

espectral:
_do(A,T)
MQ.T) = — =
M(,T) =<p(A,T) (mZVm) (2.16)

Esta es la relacion entre la emitancia y la energia por unidad de volumen para un cuerpo

negro.

Figura 2.8

Nota. Cavidad radiante con un orificio de area A. El esquema mostrado corresponde a una
direccion arbitraria de emision de radiacion. Los angulos 6, ¢ son los angulos esféricos. d2 =
senf dodde.

Finalmente, aplicado la relacién anterior a la densidad de energia espectral de la teoria de

Rayleigh-Jeans, la emitancia espectral del orificio es:

MQ,T) = 2rnc L ( w ) (2.17)

A% mZm
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Figura 2.9
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Nota. Modelos del espectro del cuerpo negro elaborados basados en la fisica clasica

La grafica de la ley de Rayleigh-Jeans mostrada en la Figura 2.9 permite observar que
reproduce bien la forma del espectro de emision del cuerpo negro para largas longitudes de onda
(bajas frecuencias), pero para longitudes de onda menores la expresion comienza a apartarse
de los resultados experimentales. Este modelo se torna inaceptable porque predice que el cuerpo
a una dada temperatura T podria radiar cantidades infinitas de energia, resultado que carece de

sentido fisico.

T

Iy P TYdA = [} 8w dA > oo (2.18)
Esta gran falla del modelo se la conocié como la “catastrofe ultravioleta”.
Las leyes de la fisica clasica, que con gran éxito se habian aplicado para resolver problemas
de cuerpos macroscopicos, no resultaron ser correctas para resolver el problema de la radiacién

térmica del cuerpo negro.

La teoria cuantica de Planck de la cavidad radiante (1900)

El 19 de octubre del afio 1900 el fisico aleman Max Planck (1858-1947) presento en la reunion
de la Sociedad de Fisica en Berlin la siguiente expresién empirica para la distribucion espectral
de la energia por unidad de volumen dentro de la cavidad:

p(W,T) = b,y ;—3 (b, y b, constantes) (2.19)
eT -1
Al enterarse que su curva concordaba satisfactoriamente con las medidas experimentales

mas precisas del momento, se ocupd en encontrar el fundamento tedrico de su ley. En 1901
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publica en la revista Annalen der Physik su trabajo titulado “On the Law of Distribution of Energy
in the Normal Spectrum” donde justifica tedricamente su ecuacion.

Max Planck planteé como causa de la falla del modelo de Rayleigh-jeans que la energia
promedio que se le asigné a cada oscilador de la cavidad era proporcional a la temperatura
absoluta de la pared, en su lugar él considerd que debia depender de la frecuencia. Acepto la
hipotesis del modelo de Rayleigh-Jeans de considerar que cada uno de los electrones de las
paredes de la cavidad se comporta como oscilador armoénico emitiendo y absorbiendo radiacion,
pero descartd el principio de equiparticion de la energia de la teoria clasica para estimar la
energia promedio de cada uno de ellos.

A continuacion, describiremos los postulados tedricos de Planck para demostrar su ley de

distribucién de energia en un cuerpo negro.

La Ley de Planck

Postulados de Planck:

1. La superficie de un cuerpo radiante a la temperatura T puede ser considerada como
compuesta por un gran nimero de osciladores armoénicos cada uno con una frecuencia
caracteristica de oscilacion. La energia de un oscilador debe ser siempre un multiplo

entero de una cantidad minima de energia hv (Fig. 2.10):
E, =nhv (2.20)
n = 0,1,2, .... NiUmero cuantico del estado del oscilador
h = 6,62607015 - 10734 J. s: Constante de Planck (2.21)

2. Un oscilador emite energia cuando realiza una transicion de un estado n hacia otro n’ de

menor energia (n > n'):

AE = E, — E,» = (n —n') hv: Energia emitida por el oscilador (2.22)

Si la transicion ocurre desde el estado n’ hacian (n > n"), el oscilador absorbe energia.

Si el oscilador permanece en un estado estacionario, no absorbe ni emite energia.
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Figura 2.10
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Nota. Niveles de energia permitidos para un oscilador cuantico de frecuencia v

El primer postulado de Planck que establece que la energia de los electrones del material es
una magnitud discreta, y no continua como se considera en fisica clasica para los cuerpos
macroscoépicos, fue en germen del nacimiento de una nueva teoria que se desarrollé 25 afios
después, la teoria cuantica.

A partir de estos postulados y aplicando la teoria termodinamica (desarrollos no mostrados

aqui) obtiene la siguiente expresion para la energia promedio de un oscilador de frecuencia v:

€, = w— (2.23)

Finalmente, obtuvo la siguiente expresion para la densidad de energia espectral:

8nv? h w
p.T) =" (53) (2.24)
ekT—1

Esta expresion es la ley de Planck para la distribucion de energia por unidad de volumen en
la cavidad de un cuerpo negro expresada términos de la frecuencia.

Podemos expresar esta ley en términos de la longitud de onda a partir de la Ec. (2.14):

h
P, T) = T35 —— (

eAkT -1

w

m3m

) (2.25)

Sabemos, a partir de la Ec. (2.16) que la emitancia espectral se calcula multiplicando energia
espectral por unidad de volumen por c/4. Luego, las expresiones para las emitancias en términos

de la frecuencia y de la longitud de onda son:

2nv? hy Ws
A4(V,73 —-—;;-;%gjz (;;;) (2.26)
2
MQA,T) = — (o) (2.27)
ekT—1

Esta expresion se conoce con el nombre de ley de radiacion de Planck y representa la

emitancia espectral de un cuerpo negro a la temperatura T. Esta expresion se ajusta
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perfectamente a la curva experimental y permite explicar las leyes empiricas conocidas: la ley de

desplazamiento de Wien y la ley de Stefan-Boltzmann.

Figura 2.11
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Nota. Modelo cuantico de Planck y modelos clasicos del espectro del cuerpo negro

Deduccién de las leyes empiricas de la radiacion térmica

La ley del desplazamiento de Wien también puede deducirse a partir de la ley de Planck

hallando el maximo de la curva:

G (MGT) =0 o (1 1 .
- = - - | =
AN FAVEN (ﬂ>_1
P\ZkT
Amsse ' T = Cuien = pgecs = 2898107 m K (2.28)

La expresidon empirica para emitancia hallada por Stefan Boltzmann puede obtenerse

integrando la ley de Planck sobre todas las frecuencias

[ MQA,TYAA = 2mhe? [7 = —dd = . = 2 e =gt (229)

5 hc - 3.2
0 2 eXP(m)‘l 15h3 ¢

Notemos que ley de Stefan-Boltzmann es el area bajo la curva de Planck y, ademas, hemos

2m5k*
15 h3 ¢2

obtenido la expresion tedrica de la constante empirica de Stefan-Boltzmann: ¢ =

La constante h que Planck hallé elaborando su modelo para explicar la radiacién térmica es
tan importante que aparece en todas las leyes de los fendmenos fisicos subatdmicos. En
noviembre de 2018 se redefinieron varias unidades de medida del SI de modo que todas se
basen en constantes de la naturaleza. Una de las unidades redefinidas fue el kilogramo que
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desde 1889 estuvo definido por la masa de un cilindro de platino-iridio. La nueva definicion de la
unidad de masa se basa en una constante universal, la constante de Planck: h = 6,62607015 -
10734 ).s

Max Planck fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica 1918 por sus descubrimientos

sobre los cuantos de energia.

Aplicaciones y cuestiones practicas

La Teoria presentada por Planck para la descripciéon y analisis de la radiacién del cuerpo
negro marco una revolucion dentro de la Fisica, pero a su vez los desarrollos posteriores
implicaron un impacto tecnolégico de gran magnitud con multiples aplicaciones practicas.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de aplicacion tecnolégica de esta teoria.

Camaras y pistolas térmicas

Las camaras térmicas (o camaras infrarrojas) son equipos portatiles para la medicion de
temperatura sin contacto. Basicamente estan formados por de un sistema 6ptico, detectores de
radiacion sensibles en el intervalo de longitudes de onda [3.5 um, 14 wm], médulos de electrénica
para el procesamiento de la sefal, una fuente de alimentacion y una pantalla. En cambio, las
pistolas térmicas (o termémetros infrarrojos) son equipos mas simples, ya que tienen un unico
sensor sin optica.

Ambos tipos de equipos son de gran utilidad en muchos ambitos, por ejemplo se utilizan para
determinar soldaduras en mal estado en electronica y electricidad, detectar componentes con
fallas en su funcionamiento, realizar seguimientos de procesos térmicos, determinar las pérdidas
de calor a través de muros, identificar superficies hUumedas que se mantienen frias debido a la
evaporacion del agua o medir la temperatura de las personas.

En la Fig. 2.12, se presenta un esquema de las principales partes de una camara térmica. La
camara posee una cuadricula de sensores de radiacion infrarroja (IR) ubicada en el plano focal
del sistema 6ptico, conocido como FPA (focal plane array). Cada elemento del detector (“pixel
imagen”) es un sensor de flujo radiante (W), todos estos con un mismo valor de campo de vision
instantanea IFOV (mrad). La porcién de superficie del cuerpo cuya potencia radiante es
registrada por un unico pixel del detector la denominaremos “pixel objeto”. El tamafo de un pixel

objeto (h) esta determinado por la distancia de la superficie a la optica (x) y por el IFOV, h =

% x. Un valor de IFOV = 1,5 mrad significa que la camara puede detectar detalles de un

tamafo minimo de 1,5 mm a 1 m de distancia. Las camaras disponen de distanciémetros laser

para medir la distancia x.
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Figura 2.12

Supqrﬁcie radiante Camara térmica
(2)

Sistema

Pixel objeto dptico

Pixel imagen

Nota. Esquema geométrico de la radiacion incidente en un pixel del sensor de la cdmara térmica

Despreciando las aberraciones, absorciones y reflexiones en el sistema optico y las
radiaciones reflejadas en la superficie del cuerpo que ingresan a la camara, podemos considerar
que el flujo registrado por cada pixel sensor del FPA es igual al flujo saliente del pixel objeto de
la superficie radiante. La salida de cada sensor digital es convertida a un nivel de potencia (pW).

Por otro lado, para calcular la temperatura debemos expresar la potencia registrada por cada
pixel imagen en términos de la radiancia de la superficie del cuerpo L(T) la cual varia con su
temperatura, su emisividad y la distancia a la camara. Igualando la expresion tedrica de la
potencia incidente en cada pixel al valor medido podremos calcular la temperatura
correspondiente de cada pixel objeto. EI moédulo de la electronica es el encargado de realizar la
conversion de potencia a temperatura. Este valor de temperatura se presenta en un pixel de la
pantalla, codificado con una escala de falsos colores o con una escala de grises. De este modo,
la imagen generada por las medidas simultaneas de todos los pixeles conforma la imagen en
temperatura de la escena.

La imagen de la Fig. 2.13 corresponde a una termografia mostrada en niveles de grises. Las
zonas oscuras corresponden a objetos que emiten relativamente poca radiacion térmica como
consecuencia de su baja temperatura. Las zonas claras corresponden a superficies de gran
emision de radiacion infrarroja, éstas son superficies calientes que se estan enfriando radiando
calor. Podemos notar que las narices de casi todos es la parte del rostro de menor temperatura.
También es sencillo notar que uno de los integrantes esta perdiendo calor a través de la trama

de la ropa de lana.
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Figura 2.13

Nota. Termografia junto a varios comparieros tomada un dia de invierno con una camara de
infrarrojo del Centro de Investigaciones Opticas (CIOp) en las instalaciones del Grupo de Ensayo

de Materiales (GEMA) del Departamento de Aeronautica de la Facultad de Ingenieria (UNLP).

Formas de determinar el valor de emisividad de una superficie

En la practica el valor de la emisividad de una superficie se puede determinar de diferentes
formas:

1) Estimar el valor a partir de una tabla de emisividades tipicas de diferentes materiales. Estos
valores son orientativos y corresponden a valores medidos a una temperatura determinada y con
una condicion superficial particular.

2) Medir la temperatura de la superficie del objeto con un termémetro de contacto. Luego, con
una camara térmica se debera apuntar a la superficie y ajustar el valor de emisividad en el
instrumento hasta que el valor de temperatura registrado con la camara coincida con la medida
obtenida con el termdmetro de contacto. . El valor de emisividad ajustado en la camara es una
estimacion de la emisividad de la superficie radiante.

3) Adherir a la superficie un trozo de cinta adhesiva con emisividad ¢.;,;, conocida. Esperar
unos minutos hasta que la cinta alcance el equilibrio térmico con la superficie del material. Con
una camara térmica, y habiendo ajustando en el equipo la emisividad al valor €_;,;,, medir la
temperatura de la cinta. Finalmente, se procede a medir la temperatura de la superficie del

material sin cinta con la camara térmica ajustando el valor de emisividad en el instrumento hasta
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la medida coincida con la temperatura medida anteriormente con la cinta adhesiva. El valor de la
emisividad adoptado es una estimacion de la emisividad de la superficie radiante que queriamos

determinar (&)

Aplicaciones de materiales con baja emisividad

En general, se observa que los materiales que son buenos conductores de la electricidad son
malos absorbentes y emisores de radiacion infrarroja, por lo tanto, son muy buenos reflectores
de este tipo de radiacion. En tecnologia, esta propiedad es la base para fabricar los espejos de
los laseres industriales de CO: de alta potencia que emiten en el infrarrojo (10,6 um). Los espejos
de estos equipos son fabricados con un sustrato de cobre para favorecer la conduccion el calor
lejos de la superficie especular y evitar deformaciones térmicas. La superficie de cobre se
mecaniza con la forma deseada y se pule hasta que la rugosidad es inferior a la longitud de onda
de trabajo. Luego se deposita sobre ella una delgada capa de aluminio, de plata o de oro. La
reflectancia de los espejos metdlicos con recubrimientos de oro es del 99% a 10,6 um y se
mantiene por encima del 97% en el intervalo de longitudes de onda entre 2um y 20um. La
fraccion restante de la potencia incidente sobre el espejo (a = 1 —r) es absorbida y convertida

en calor.

Problemas resueltos

Problema 1: a) Sabiendo que la temperatura del Sol es aproximadamente de 6000 K, estimar
el poder emisivo del Sol en su superficie si el radio solar es 6,96 - 108 m.
b) Si la distancia promedio entre Mercurio y el Sol es de 5,79 - 101° m, determinar la irradiancia

solar incidente en cualquier punto de la 6rbita de Mercurio.

Solucién:
a) Para calcular el poder emisivo por la superficie del sol utilizaremos la Ley de Stefan-
Boltzmann:
M(T) =eoT*
donde M(T) es la emitancia o potencia radiada por unidad de superficie, ¢ la emisividad, ¢ la
constante de Stefan-Boltzmann y T la temperatura del Sol. Si consideramos al Sol como un
cuerpo negro, entonces su emisividad sera € = 1.

Reemplazando los valores en la expresion anterior y obtenemos:
w w
M =¢eg0oT* =5,67 - 10_8W -(6000 [()4 = 73483200?

b) La irradiancia solar (E) sobre un punto en la érbita de Mercurio es igual a la potencia radiada
(P) por el Sol, dividida por el area de la superficie esférica centrada en el sol de radio igual a la

distancia entre el Sol y Mercurio (4 = 4mr?). Matematicamente esto puede escribirse como:
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Psol
2
47T(Dme‘rcurio—sol)

donde E,,.rcurio €S la irradiancia en un punto de la orbita de Mercurio, P,; la potencia total

Emercurio =

radiada por el Sol Y D,ercurio—sor €S 12 distancia entre Mercurio y el Sol.
La potencia emitida por el Sol, la podemos calcular a partir del poder emisivo o emitancia del
Sol obtenida en el inciso anterior y del area de la superficie esférica solar:
Piy = M - Agoy = M - (4R2%,)) = 4,47 - 10%° W
con Rs,; = 6,96 - 108m. Entonces:

4,47 -10%° W 4 w
Emercurio = 47 (5,79 - 1019m)2 ~ 1,06-10 W

Problema 2: Se tiene un cuerpo opaco de area A y poder reflectante r sobre el cual incide
una irradiancia E.

a) Calcule la potencia absorbida por el cuerpo en funcion de los datos del enunciado.

b) Considerando al cuerpo en equilibrio térmico, calcule la emitancia (o poder emisivo M) del
cuerpo opaco y la potencia emitida en funcion de los datos.

c) Determine la temperatura T; del cuerpo en funcién de los datos del enunciado y las
constantes que correspondan.

d) Considere ahora que la irradiancia incidente aumenta de manera que la nueva temperatura
del cuerpo es T, = 2 T;. Calcule la nueva emitancia, la potencia emitida por el cuerpo opaco y

compare los resultados con el valor calculado en b).

Solucién:
a) Debemos expresar la potencia absorbida por el cuerpo en funcion de los datos:
Puys = aEA

Pero el poder absorbente no es dato y si lo es el poder reflectante, asi que sabiendo que se

debe cumplir a + r = 1 podemos expresar la potencia absorbida en funcion de r:
P =aEA=(1—-r)EA

b) Como el cuerpo se halla en equilibrio térmico, La potencia emitida sera igual a la potencia

absorbida, luego
Pemitiaa = Paps = (1 —T)EA
y la emitancia (o poder emisivo M) la calculamos sabiendo que Peitiqq = MA

M= Pem/iltida — (1 —T‘)E

c) En equilibrio térmico, la emisividad es igual al poder absorbente ¢ = a. Luego a partir de la
Ley de Stefan-Boltzmann podemos determinar la temperatura del cuerpo opaco:
M, =eoTy* = aoTy* = (1 —1)oTy*
Ademas, en el inciso anterior hallamos que M; = (1 — r)E. De ambas expresiones resulta que
T, =4E/o
d) Si la irradiancia aumenta de manera que la nueva temperatura del cuerpo es T, = 2Ty, la

emitancia del cuerpo calculada a partir de la Ley de Stefan-Boltzmann sera:
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M, = eoT,* = ea(2T})* = 2*M, = 2*(1 - 1) E
La potencia emitida en este caso sera:
P, = M,A = (2*M))A =10*P, = 10*(1 — 1) EA
Notar que, si la temperatura del cuerpo aumenta en un factor 2, la potencia emitida aumentara
en un factor 16 (2%).

Problema 3: Los radiadores de calefaccion de una estufa eléctrica de 1 kW se encuentran al
rojo vivo a una temperatura de 900 °C. Suponiendo que el 100% del calor emitido es debido a la
radiacion y que los radiadores actuan como cuerpos negros, responder:

a) ¢ Cual es el area efectiva de la superficie radiante? (Suponer que la temperatura ambiente
es de 20 °C).

b) ¢Cual es la longitud de onda para la cual la energia radiada por unidad de tiempo es
maxima?

c) Diga si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa justificando su respuesta: “La radiacion
electromagnética emitida por esta estufa eléctrica se encuentra mayoritariamente en el rango del

visible”.

Solucién:
La ley de Stefan-Boltzmann nos permite calcular la densidad de potencia radiada por la estufa:
M(T) = eoT*

M(T) es la emitancia o potencia radiada por unidad de superficie de la estufa eléctrica, ¢ la
emisividad de la superficie, o la constante de Stefan-Boltzmann, T la temperatura de la
superficie y T, la temperatura ambiente.

Debido a que debemos considerar al radiador como un cuerpo negro tenemos que ¢ = 1.
Por razones se sencillez, consideraremos valida para este problema la hipotesis que el
entorno también se comporta como un cuerpo negro a una temperatura uniforme T,. Luego, la

densidad de potencia neta radiada por la estufa podra ser expresada del siguiente modo:

P
F=0(T*=To"

Entonces:
A-_ 2
a(T* —Ty*)
Notemos que las temperaturas de la estufa y del ambiente estédn expresadas en grados
centigrados. Debemos convertir estos valores a Kelvin:
La temperatura de la estufaes T = 900°C = 1.173,15 K
La temperatura ambiente es T, = 20°C = 293,15 K
Finalmente, sabiendo que la potencia del radiador es 1 kW, al reemplazar todo en la

expresion anterior obtenemos el valor de superficie del radiador:

1x 103W e,
A= 7 ~9,35-1073m
5,67 + 1078 —z (1173,15 K)* — (293,15 K)*)

b) Usando la Ley de Wien:
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Amax T =2,9-10"3mK
donde A,,,, €s la longitud de onda correspondiente a la maxima emitancia espectral y T la
temperatura de la superficie. Si el cuerpo esta a 1.173,15 K, tenemos que:
a _ 29-1073mK _ 29-1073mK
max T 1.173,15K

c) A la temperatura de la estufa (900°C = 1.173,15K), la mayor parte de la radiacion

~2,47-10"%m

electromagnética radiada por la estufa no se encuentra dentro del rango del visible por lo que la

afirmacion del enunciado es falsa.

Intensidad

0 1.0 20

J i
Longitud de onda A (jim) T

Visible Amax = 2,46 * 10™6m

Problemas propuestos

Problema 1: ;A qué longitud de onda radiard mas una cavidad que se encuentra a 6.000 K?

¢ A qué longitud de onda el cuerpo humano emite mas radiacion térmica?

Problema 2: Un pequefio agujero circular de didmetro es 10 mm con su maxima emitancia
espectral para 1 =550 nm baja su temperatura de modo que ahora la maxima emisién de

radiacion ocurre para 4 = 551 nm. ¢ En cuanto disminuyd la potencia radiada desde el agujero?

Problema 3: La radiacion que incide sobre la superficie de cierto cuerpo opaco es de
50 W /m?. La superficie absorbe 20 W /m?2.

a) ¢ Cual es la reflectancia (poder reflectante) de la superficie?

b) ¢ Cual es la absorbancia (poder absorbente)?

c) Si el area de la superficie del cuerpo es 100 cm? ; Cual es su irradiancia (flujo radiante total

incidente)?
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d) Si el cuerpo se encuentra en equilibrio térmico y sélo puede intercambiar energia por
emisiéon y absorcion de energia radiante, ¢cual sera la emitancia (poder emisivo) de su
superficie?

e) ¢ Cual sera la temperatura del cuerpo?

f) ¢ Cual seria la emitancia de un cuerpo negro a la misma temperatura?

Problema 4: Una esfera de radio 250 mm tiene una capa de humo en su superficie
(considerar € = 1). Determinar la potencia radiada si su temperatura superficial es: a) 300 K y b)
1500 K.

Problema 5: El radio del Sol es de 7- 108 m y el radio medio de la orbita terrestre es 1,5
101! m. Tratando al Sol como un cuerpo negro a una temperatura de 6000 K, estimar la

intensidad total de la radiacion solar incidente sobre la Tierra.

Problema 6: La potencia emitida por un cuerpo negro en forma de radiacién infrarroja es de
400 W. La maxima radiacion ocurre para 1 = 1000 nm

a) Determinar la temperatura del objeto.

b) Suponiendo que la temperatura aumenta al doble de su valor original, determinar la longitud
de onda del maximo de emision y la nueva potencia radiada.

c) ¢ Por qué los objetos a temperaturas ambiente no se ven incandescentes?

Problema 7: Calcular la pérdida neta de energia radiante de una persona desnuda en una
habitacion a 20 °C. Suponiendo que la persona se comporta como un cuerpo negro, con una
superficie de area igual a 1,4 m? y temperatura superficial de 33 °C (la temperatura superficial es

menor a la temperatura interna debido a la resistencia térmica de la piel).

Problema 8: La radiacion emitida por la superficie del Sol presenta su maximo en una longitud
de onda de 500 nm. Suponiendo que el Sol se comporta como un cuerpo negro, estimar la

temperatura de su superficie.

Problema 9: Los radiadores de calefaccion de una estufa eléctrica de 1 kW se encuentran al
rojo vivo a una temperatura de 900 °C. Suponiendo que el 100% del calor emitido es debido a la
radiacion, y que los radiadores actuan como cuerpos negros, ¢cual es el area efectiva de la
superficie radiante? Considerar que la temperatura ambiente es de 20 °C.

Problema 10: La temperatura superficial del filamento de una lampara incandescente es de

1300 °C. ¢, Cual sera su temperatura si se duplica la potencia eléctrica suministrada? Sugerencia:

mostrar que puede despreciarse la temperatura del medio exterior.
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Problema 11: Mediciones de la longitud de onda a la cual la emitancia espectral es maxima
para una estrella indican que la superficie de la esfera esta a 3000 K. Si ademas se sabe que la
potencia radiada es 100 veces mayor a la del sol. ;Cual es el tamano de la estrella? Datos:
Tsor = 5800 K,750, = 6,96 108 m.

Problema 12: Una lampara incandescente de 100 W tiene un filamento cilindrico de
tungsteno de 30 cm de longitud, 0,4 mm de didmetro y emisividad 0,26.

a) ¢ Cual es la temperatura del filamento?

b) ¢ Para qué longitud de onda es maxima la emitancia espectral de radiacion de la lampara?

c) Las lamparas incandescentes no son fuentes eficientes de luz visible. jPor qué? Justifique.

Problema 13: a) Si ves una estrella roja, podrias asegurar que su intensidad maxima esta en
la region del infrarrojo. ¢ Por qué?

b) Si ves una estrella “violeta”, puedes estar seguro de que su intensidad maxima esta en el
ultravioleta. ¢ Por qué?

c) Las estrellas “verdes” no se ven verdes, sino blancas. ;Por qué? Sugerencia: observe la

curva de radiacion de un cuerpo negro.

Problema 14: Se analiza luz procedente de un cuerpo negro ideal, esférico de 15 cm de
diametro, mediante una red de difraccion de 3.850 lineas/cm. Cuando se hace pasar a través de
una red la luz que emite, se observa que la longitud de onda de maxima intensidad forma una
franja brillante de primer orden a 61,6° con respecto a la franja brillante central. ¢Cual es la

temperatura del cuerpo negro?

77



CAPITULO 3

Efecto fotoeléctrico

Introduccion

Los fendmenos luminosos maravillaron a la humanidad desde los tiempos mas remotos. La
sucesion de los dias y las noches, el sol, la luna, las estrellas, el fuego, los rayos en las tormentas,
siempre fueron fuente de inspiracion y de temor, al punto tal que los antiguos egipcios
convirtieron al Sol (Ra) en su maxima divinidad.

Con la evolucion de las civilizaciones, los conocimientos se fueron profundizando. Las
culturas mas antiguas entendieron que el sol tenia fuerte influencia en las cosechas y para ello
disefiaron observatorios astronémicos para estudiar la posicion del sol y las estaciones del afio.
También comprendieron que las estrellas eran una buena referencia para orientarse en los viajes
nocturnos y que el fuego era fundamental en la coccién de los alimentos y en proveer calor en el
invierno.

Sin embargo, pasaron siglos, milenios y la humanidad nunca habia podido responder a una
pregunta tan simple como extraordinariamente complicada: ; QUE ES LA LUZ?

Probablemente esta pregunta ni siquiera habia sido formulada hasta que la evolucion de las
ideas tuvo un impulso decisivo luego del Renacimiento. Galileo (1564-1642) fracasé en su intento
de medir su velocidad emitiendo luz y tratando de detectar el destello entre dos colinas ubicadas
al sur y al norte de la ciudad de Florencia, Italia. Fue el genio de Isaac Newton (1642-1727) el
que por primera vez dio una respuesta a la inquietante pregunta. Encerrado en su granja de
Woolsthorpe, Inglaterra, refugiado después del incendio de 1666 que azot6 Londres y la epidemia
que sobrevino luego, realizé experimentos decisivos para el conocimiento de la naturaleza de la
luz. Alli descubrié el espectro de colores que se forma cuando luz blanca pasa a través de un
prisma, disefid un telescopio, observé con detalle las sombras de distintos objetos, etc. Luego
publicé sus trabajos en su libro Opticks donde ademas formula su teoria que la luz esta
compuesta por corpusculos muy pequefios que se propagan en linea recta y se mueven a una
velocidad muy grande (que no logré medir).

Simultdneamente habia otras ideas...el cientifico holandés Christian Huygens (1629-1695)
estaba convencido que la luz no estaba constituida por particulas, sino que era un fenémeno
ondulatorio. Formulé el principio que lleva su nombre para explicar la propagacion en el espacio
y demostrar la reflexién y la refraccion de la luz.

El peso cientifico de Newton resulté excluyente y sus teorias se impusieron a lo largo del Siglo
XVIII.
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Sin embargo, en 1801 sucedié un acontecimiento que cambiaria radicalmente el enfoque
sobre la naturaleza de la luz. El médico britAnico Thomas Young (1773-1829) realizé un
experimento seminal, iluminé una doble rendija y observd en una pantalla franjas brillantes y
oscuras. Esta interferencia luminosa es tipica de un fenémeno con propiedades ondulatorias y
no corpusculares.

Los trabajos tedricos y experimentales del francés Augustin-Jean Fresnel (1788-1827) y del
aleman Joseph Fraunhofer (1787-1826) contribuyeron a reforzar la teoria ondulatoria.
Finalmente, el escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) cerrd la discusion al establecer y
demostrar, a través de sus célebres ecuaciones, la naturaleza de la luz como la propagacion de
ondas electromagnéticas.

Sin embargo, la historia de la luz no terminaria alli....

El aleman Heinrich Hertz (1857-1894) fue quien logré producir y detectar por primera vez
ondas electromagnéticas en un laboratorio en 1885. Trabajando en su experimento, observo
accidentalmente que la descarga eléctrica en un tubo aumentaba si éste era iluminado por luz
ultravioleta. Los alemanes Wilhelm Hallwachs (1859-1922) y Philipp Lenard (1862-1947)
realizaron y analizaron el experimento con mayor detalle y precision en los afios siguientes, pero
no lograron dar una explicacion consistente a este fendmeno con las teorias conocidas en su
época.

Hubo que esperar 20 afos y una revolucion en la Fisica para comprender lo que estaba
sucediendo. El descubrimiento del electrén en 1897 debido al inglés Joseph J. Thomson (1856-
1940) y la formulacién de las hipétesis de la Mecanica Cuantica en 1900 por parte del aleman
Max Planck (1858-1947) permitieron en 1905 al cientifico aleman, Albert Einstein (1879-1955),
encontrar las ecuaciones y las leyes que rigen el experimento de Hertz/Hallwachs/Lenard.

Para ello formul6 una hipoétesis muy audaz.... “olvidé” las evidencias ondulatorias y volvié a
las ideas corpusculares de Newton sobre la luz, contradiciendo a los fisicos mas renombrados
de su época. Propuso la existencia de particulas luminosas (quantos), las que posteriormente
fueron llamadas “fotones”, y con ellas establecié sin fisuras la teoria sobre el Efecto

Fotoeléctrico, del cual nos ocuparemos a continuacion.

Efecto Fotoeléctrico: esquema experimental

Luego que se conociera el experimento de Hertz, y al no poder explicar satisfactoriamente
sus observaciones con la teoria electromagnética de Maxwell recientemente desarrollada, la
comunidad cientifica comenzé a sospechar que se habia cometido algun error experimental o,
peor aun, que la teoria presentaba alguna inconsistencia que la hacia incompleta para
comprender el fendmeno de la circulacion de corriente en el circuito de Hertz al iluminar uno de
los electrodos de un tubo al vacio con radiacion luminosa ultravioleta.

Un discipulo de Hertz, Wilhelm Hallwachs se propuso reproducir el experimento y trabajo con

sumo cuidado durante varios afos ajustando una a una todas las variables para descartar
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cualquier error experimental. En forma independiente, otro de sus colaboradores, Philipp Lenard
reprodujo a su vez el experimento.

A continuacion discutiremos en detalle estos trabajos.

La Fig. 3.1 muestra el esquema experimental utilizado por Hallwachs. Un tubo de vidrio (T)
donde se ha hecho vacio, contiene dos electrodos (My C). Los mismos se conectan a una bateria
(B) a través de una resistencia variable (R). En la bateria se puede variar la tension en forma
continua e incluso es posible intercambiar su polaridad. El tubo T contiene una ventana de cuarzo
que permite iluminar uno de los electrodos con radiacién ultravioleta (UV) proveniente de una
fuente externa (S) cuya intensidad (I) y frecuencia (v) se pueden variar. Un voltimetro (V) y un
amperimetro (A) son los instrumentos empleados para medir la diferencia de potencial entre los

electrodos y la corriente en el circuito respectivamente.

Figura 3.1

Luz incidente
Ventana

de cuarzo

<« . . e & i
e- .—-—e_
E h

Interruptor
inversor de polaridad
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Nota. Esquema experimental de Hallwachs para el estudio del efecto fotoeléctrico

80



Resultados experimentales obtenidos por Hallwachs

Se conecta el electrodo M al borne negativo de la bateria y el electrodo C al borne positivo.
La tension en la bateria se fija en 10 V. El amperimetro A marca cero, lo cual indica que no hay
corriente en el circuito.

Cuando se enciende la lampara externa (S) iluminando el electrodo M con luz ultravioleta (4 <

400 nm), el amperimetro (A) marcara un valor distinto de cero, indicando que hay una corriente

(7) en el circuito. Si se ilumina con luz visible (400 nm < A < 700 nm), el amperimetro no registra

corriente. Por lo tanto, es evidente que el fenomeno depende de la frecuencia v de la luz incidente

sobre el electrodo (donde v = ¢/A, siendo v la frecuencia, c la velocidad de la luz y A la longitud

de onda).

Hallwachs repiti6 el experimento numerosas veces manteniendo algunas magnitudes
constantes y midiendo la variacion de las otras. Veremos los resultados que obtuvo
a) Se mantienen la tension (V) y la frecuencia (v) de la fuente ultravioleta (S) constantes.

Variando la intensidad (/) de la fuente luminosa se mide la corriente (i) en el circuito.

El grafico con los valores obtenidos se muestra en la Fig. 3.2. La corriente (i) se incrementa
en forma lineal a medida que aumenta la intensidad (/) de la fuente. En el origen cuando la
intensidad es cero la corriente es nula, como ya se habia observado en ausencia de la fuente UV
externa.

Si se cambia la frecuencia de la fuente o el material del electrodo M, se obtiene un grafico

similar donde solo varia la pendiente de la recta.

Figura 3.2

>

v >V

Corriente i (A)

>

Intensidad (1)

Nota. Corriente (i) en el circuito en funcion de la intensidad (/) de la fuente luminosa ultravioleta.

81



Como veremos a continuacion, esto sucede solo si la frecuencia de la fuente UV (v) es mayor
que una cierta frecuencia umbral (v).
b) Se mantiene la tension en la bateria constante en 10V y la intensidad (/) de la fuente

luminosa también constante.
Variando la frecuencia (v) de la luz ultravioleta se mide la corriente (i) en el circuito.

El grafico con los valores obtenidos se muestra en la Fig. 3.3.

Se observa que la corriente (1) medida en el amperimetro es distinta de cero a partir de una

cierta frecuencia umbral (v, ). La corriente en el circuito se establece en forma inmediata cuando
la frecuencia de la luz incidente supera el umbral (v,) Para valores mayores a esa frecuencia,
circula corriente en el circuito y ésta se mantiene practicamente constante cuando la frecuencia
aumenta. Para todos los materiales con que se pueden construir los electrodos siempre existe
un valor umbral de la frecuencia (vy,), (vog), etc. por debajo de la cual no se detecta corriente en

el circuito.

Figura 3.3

Corriente i (A)

"

Frecuenciav (Hz) —>»

Nota. Corriente (i) en el circuito en funcion de la frecuencia (v) de la fuente luminosa ultravioleta.

c) Se mantienen constantes los parametros que caracterizan la fuente luminosa ultravioleta:
la intensidad (I) y la frecuencia (v).

Variando la tensién de la bateria en forma continua para valores de V positivos y negativos
(cambiando su polaridad), se mide la corriente (i) en el circuito.

El grafico con los valores de la corriente (i) obtenidos en funcién de la tension aplicada se
muestra en la Fig. 3.4. Existe un valor limite V; para el cual la corriente es cero. A V; se lo
denomina “potencial de frenado”, es decir ese potencial negativo impide la circulacion de

corriente en el circuito.
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Figura 3.4

Vv —>
—V,—

Nota. Corriente (i) en el circuito en funcion de la tension (V) aplicada.

d) En la misma Fig. 3.4 se muestran los graficos para tres valores diferentes de la intensidad
(I) luminosa de la fuente UV, manteniendo su frecuencia (v)constante. Si bien la corriente
aumenta en funcién de intensidades cada vez mayores, el valor del potencial de frenado es el
mismo para todos los casos (V; = constante)

e) Se repite la experiencia variando en forma continua la frecuencia (v) de la fuente UV y se
estudian los potenciales de frenado (V;) correspondientes.

La Fig. 3.5 muestra que el potencial de frenado aumenta en funcién de la frecuencia, pero por

debajo de la frecuencia umbral (v,) (encontrada en el caso b), el potencial de frenado es cero.

Figura 3.5

Vo

Potencial de frenado Vj (Volt)

>

Nota. Potencial de frenado (V) en funcion de la frecuencia () de la fuente luminosa ultravioleta.

Frecuencia (Hz)
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La Fig. 3.6 muestra el valor de la corriente en el circuito y los potenciales de frenado para tres
frecuencias diferentes de la fuente UV. Para mayores frecuencias, es necesario incrementar el

potencial de frenado para detener la corriente en el circuito.

Figura 3.6

Corriente de saturacion

7

= Vo1 Vo2 Vo3 0 v

Nota. Corriente (i) en el circuito en funcion de diferentes potenciales de frenado (V).

-+

En todos los experimentos descriptos anteriormente se observé que la corriente en el circuito
se establece en forma practicamente instantanea, sin un retraso dependiente de las magnitudes
(I) y (v) de la fuente luminosa o de las variaciones de la tensién de la bateria. Tampoco se
registran retrasos apreciables cuando se prueban con electrodos de distintos materiales.

Ademas de los trabajos de Hallwachs, contribuciones decisivas para la interpretacion del
efecto fotoeléctrico fueron realizadas por J. J. Thompson y P. Lenard.

Thompson descubrio el electron en 1897, pudiendo establecer la relacion entre su masa y su
carga. También demostré que estas cargas negativas elementales emitidas por el electrodo M,
eran las responsables de la corriente en el circuito. Lenard en 1902 pudo calcular la velocidad
con que se movian estos electrones y con ello su Energia cinética. Asimismo, observo que la
energia cinética maxima no depende de la intensidad de la fuente UV y que aumenta con su

frecuencia.

E =%mev2=er (3.1)

Cmax

donde E

cmax €S 1@ Energia cinética maxima del electron, me es la masa del electron, v su

velocidad, e es la carga del electron y V; el potencial de frenado. Es decir, cuando la energia
potencial (eV) de frenado provisto por la bateria es igual a la E, , de los electrones, impide que

éstos lleguen al electrodo C y se establezca la corriente en el circuito.
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Dificultades para la explicacion del Efecto Fotoeléctrico con la

teoria electromagnética clasica de Maxwell

Teniendo en cuenta el éxito de las ecuaciones de Maxwell, publicadas en 1865, para
comprender todos los fendbmenos electromagnéticos conocidos hasta esa época, los cientificos
intentaron abordar el estudio del efecto fotoeléctrico utilizando esta teoria. Consideraron la luz
incidente como una onda electromagnética de intensidad y frecuencia conocidas y que la energia
que transportaba era transferida a los electrones que constituian el material del electrodo.

Sin embargo, pronto concluyeron que existian dificultades insalvables que impedian este
tratamiento de la Fisica Clasica de Maxwell para explicar los resultados obtenidos en el
experimento del efecto fotoeléctrico.

Veamos por qué:

- Una onda electromagnética esta constituida por campos eléctricos y magnéticos oscilantes
que se propagan a través del vacio o de un medio determinado. Su intensidad se obtiene
calculando el promedio del vector de Poynting y mide la energia promedio por unidad de tiempo
y unidad de area. Se demuestra que la intensidad es proporcional al cuadrado del campo

eléctrico.

E xB (3.2)
[=(Sy="2E2 (33)

donde S es el vector de Poynting, E campo eléctrico, B campo magneético, L la permeabilidad
magnética del vacio, / la intensidad de la onda electromagnética, c la velocidad de la luz en el

vacio, & la constante dieléctrica del vacio, E, la amplitud del campo eléctrico.

Por lo tanto, si aumenta la intensidad (y en consecuencia la energia) de la luz incidente, su
campo Eléctrico también aumenta. Si esa energia se transfiere a los electrones, éstos seran
eyectados del electrodo con una energia cinética proporcional a la energia (intensidad) incidente.

Asimismo, la fuerza sobre los electrones es F = e E, donde e es la carga del electron y E el
campo eléctrico de la onda incidente. La fuerza que permite “arrancar” a los electrones del
material sera mayor si el campo E aumenta.

Esta prevision de la teoria no se verifica experimentalmente, ya que como se observa en la
Fig. 3.4 y se deduce de la Ec. (3.1), el potencial de frenado es independiente de la intensidad de
la onda UV incidente sobre el electrodo. Esto se ha medido con posterioridad en un amplisimo
rango de intensidades con similares resultados.

- De acuerdo al razonamiento desarrollado en el parrafo anterior, la energia cinética de los
fotoelectrones dependeria solo de la intensidad de la onda incidente y no de su frecuencia. Sin
embargo, como se observa en la Fig. 3.6, el potencial de frenado y por lo tanto la energia
dependen de la frecuencia UV incidente. Es decir, cuanto mayor es la frecuencia, mayor es la

energia cinética de los electrones y por lo tanto sera necesario un potencial mayor para frenarlos.
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- De acuerdo a la teoria clasica de Maxwell deberia haber un cierto lapso para que el electron
absorba la energia proveniente de la onda luminosa incidente y luego ser eyectado del electrodo.
Si la intensidad fuese muy débil, el tiempo de retardo para la emision seria mayor, pero siempre
se produciria esperando el tiempo suficiente.

Sin embargo, tampoco esa prevision de la teoria se verifica experimentalmente en el caso del
efecto fotoeléctrico. La emision de los electrones siempre se produce en forma casi instantanea
(tiempos ~ 10 segundos) independientemente de la intensidad incidente y solo si la frecuencia

es mayor que la frecuencia umbral.

Teoria Cuantica de la Luz (Einstein, 1905)

El desconcertante desafio planteado por el efecto fotoeléctrico dejé perplejos a los cientificos
que encontraron fisuras en la bien establecida teoria electromagnética de la luz debida a Maxwell.
En 1905, un joven fisico aleman, radicado en Suiza, desconocido y de solo 26 afos llamado
Albert Einstein fue quien resolvio el acertijo.

Einstein descarté la teoria de Maxwell y dio un enfoque completamente novedoso al
tratamiento del efecto fotoeléctrico basado en las recientes ideas de la Mecénica Cuantica
desarrolladas por Planck en 1900.

Planck plante6 la cuantizacion de la energia del electron oscilante en las paredes de una
cavidad para explicar la radiacion del cuerpo negro y de los sdlidos incandescentes. Sin embargo,
no analizé la energia fuera de la cavidad, considerando que una vez irradiada ésta se propagaba
en el espacio en una onda electromagnética segun el modelo de Maxwell. Einstein si estudio la
energia radiante y propuso que también ésta estaba cuantizada en pequefios “paquetes”
concentrados que fueron llamados fotones. Luego hizo un analisis detallado de la interaccion
entre la luz y la materia.

La propuesta de Einstein fue exitosa en la interpretacion del efecto fotoeléctrico, pero
planteaba una seria contradiccion con los bien conocidos fenédmenos de interferencia y difraccion
debidos a la naturaleza ondulatoria de la luz. La controversia fue superada algunos afios después
por el fisico francés Louis de Broglie (1892-1987) introduciendo la hipétesis de la dualidad onda-
particula, que sera estudiada en los capitulos siguientes.

Veamos la generalizacion de Einstein a la teoria de Planck incluyendo la hipotesis de
cuantizacion de la energia radiada y como a través de ella logré una explicacion satisfactoria del

efecto fotoeléctrico.
Propuesta de Einstein:

- La luz esta formada por particulas (fotones), que no tienen masa en reposo (m, = 0), se
mueven a una velocidad constante ¢ (en el vacio es de = 3 - 108 m/s), cuya energia depende de

la frecuencia y esta cuantizada de acuerdo a la expresion:

E=hv (3.4)
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donde E es la energia del fotén, h es la constante de Planck (h = 6,626 - 10734 Joule -
segundo) y Vv la frecuencia.

- Cuando un fotén incide sobre una superficie entrega instantdaneamente toda su energia a un
solo electron y es absorbido por el material.

- El electron se mantiene ligado al material con una energia caracteristica propia denominada
“funcion trabajo” ¢. Esta energia es la minima necesaria para que el electrén venza las fuerzas

atractivas y pueda escapar del material. Por lo tanto, si recibe una energia igual a ¢, el electrén
quedara libre.
- Si el electron recibe una energia mayor a ¢, ese exceso de energia constituira la energia

cinética con la cual se movera el electron.

En el caso del experimento de Hertz/Hallwachs, si la energia del fotdn UV incidente sobre el

electrodo negativo M es menor que la funcion trabajo ¢ del material del electrodo, el electrén
continuara ligado. Si la energia incidente es igual a ¢, el electron quedara libre abandonando la
superficie del electrodo. Finalmente, si es mayor a ¢, parte de la energia incidente se emplea en
vencer la energia de ligadura y el resto en proporcionar energia cinética al electrén que se
movera hacia el electrodo positivo C y luego viajara por el circuito estableciendo la corriente (7).

Como se deduce de la Ec. (3.4), la funcion trabajo se puede expresar como:

¢ =hv (3.5)

siendo v, la frecuencia umbral de la radiacion incidente para la cual el electrén queda libre.

Con las consideraciones anteriores, se puede escribir la Ecuacion de Einstein para el efecto
fotoeléctrico:
hv=¢+E,

max Cmax

Es decir, la energia del foton incidente (h v) que se transfiere instantaneamente al electron,
es igual a la suma de la funcion trabajo (¢ = h v,) més la energia cinética maxima que adquiere
el electron (£, . ). Basicamente, es una ley de conservacion de la energia.

Esta sencilla ecuacion resume todos los resultados obtenidos experimentalmente en el efecto
fotoeléctrico. La energia de los fotoelectrones no depende de la intensidad, pero si de la
frecuencia de la luz ultravioleta incidente y de la funcién trabajo del material. Por lo tanto, es
proporcional a una frecuencia umbral con energia suficiente para liberar los electrones. Esto
explica los graficos de la Fig. 3.3. La energia de frenado (eV;) detiene a los electrones haciendo
su Energia cinética igual a cero impidiendo el paso de la corriente por el circuito como lo muestra
las Figs. 3.4, 3.5y 3.6.

En la Tabla 1 se muestran la funcion trabajo, longitud de onda y frecuencia umbral para

distintos materiales.
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Tabla 3.1

Parametros efecto fotoeléctrico para distintos materiales

Longitud de onda Frecuencia
Elemento Funcién trabajo @ umbral 4, umbral (vq)
(eV) (Joule) (nm) (Hz)
Plata (Ag) 4,73 7,58-10°1° 262 1,14-10"
Aluminio (Al) 4,08 6,54-101° 304 9,87-10™
Oro (Au) 5,10 8,20-101° 243 1,20-10"
Berilio (Be) 4,98 7,98-1071° 249 1,20-10"
Carbono (C) 5,00 8,00-10°1° 248 1,20-10"
Calcio (Ca) 2,87 4,60-10"° 432 6,94-10"
Cesio (Cs) 2,14 3,43-101° 579 5,17-10"
Cobre (Cu) 4,70 7,50-1071° 264 1,10-10"
Hierro (Fe) 4,81 7,71-10°1° 258 1,16-10"
Potasio (K) 2,29 3,67-10"° 541 5,54-10"
Niquel (Ni) 5,35 8,57-101° 232 1,29:10"
Plomo (Pb) 4,25 6,81:101° 292 1,03-10"
Silicio (Si) 4,85 7,77-10°1° 256 1,17-10"
Titanio (Ti) 4,33 6,94-101° 286 1,05-10"
Tungsteno (W) 5,22 8,36-10"° 238 1,26-10'%
Zinc (Zn) 4,30 6.9-10° 288 1,00-10"

Obsérvese que los metales (plata, cobre, hierro, plomo, zinc, etc.) con los que Hertz y Hallwachs
hicieron sus experimentos tienen la longitud de onda y la frecuencia umbral en la region

ultravioleta del espectro. Sin embargo, otros materiales (cesio, potasio) tienen su longitud de

onda y frecuencia umbral en la region visible.

NOTA: equivalencia entre unidades energia (funcion trabajo): 1 electronvolt = 1,602 107'° joule.

Por otro lado, para frecuencias mayores que la frecuencia umbral, podemos calcular la

relacion existente entre la corriente en el circuito 7 y la intensidad / de la luz UV incidente.

La Fig. 3.7 muestra un segmento del cable conductor de seccién A y longitud Ax. que forma
parte del circuito de Hallwachs. Supongamos que los electrones se mueven con una velocidad

de desplazamiento v, y n es el numero de electrones con carga e presentes en ese segmento.

En consecuencia, la corriente promedio que circula por el cable es:

. A
(=5

__nA(vgAt)e”

At

El caso de los fotoelectrones se muestra en la Fig. 3.8,
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Figura 3.7

Ax
l!dAt

Nota. Segmento de cable del circuito de Hallwachs

Figura 3.8

Fotones

Emisor Ax

"dAt

Nota. Segmento de cable del circuito de Hallwachs iluminado por luz ultravioleta

La intensidad de la luz incidente sobre el electrodo (energia / area x tiempo) es proporcional

al numero N de fotones UV incidentes, cuya expresion es:
_Nhv
T AAt

(3.8)

siendo h la constante de Planck y (v) la frecuencia.

Como en el modelo de Einstein cada fotédn entrega su energia a un solo electrén, el nimero
N de fotones incidentes es igual al numero n de fotoelectrones emitidos. En consecuencia, la
corriente que circula por el circuito es proporcional a la intensidad del haz luminoso incidente, de

acuerdo a la siguiente expresion:

.\ _AQ _Ne~ _ 1AlIAte” _ I _
<l”>—At— At At hv —Ahve (3.9)

Es decir, cuanto mayor es la intensidad incidente I, mayor es el nimero de fotones que
impactan en el electrodo. En consecuencia, sera mayor el numero de fotoelectrones que
constituyen los portadores de carga en el circuito y por lo tanto mayor la corriente promedio (i,)
como se muestra en la Fig. 3.2. Idéntica conclusion se puede inferir de la Fig. 3.4, donde la
corriente aumenta si aumenta la intensidad, pero el potencial de frenado se mantiene en el mismo
valor ya que la energia cinética de los fotoelectrones depende de la frecuencia del haz incidente
y de la funcion trabajo del material.
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Finalmente, el modelo de Einstein que afirma que la interaccion foton/electron es uno a uno
explica por qué la corriente se establece inmediatamente sin tiempos de retardo. Es decir, cada
fotdon que impacta en el material entrega toda su energia a un electron eyectandolo de la
superficie.

La Fig. 3.9 a) muestra la interpretacion del efecto fotoeléctrico segun la teoria clasica de
Maxwell suponiendo que el haz de luz incidente sobre el material es una onda electromagnética
(EM). La Fig. 3.9 b) muestra la interpretacion del efecto fotoeléctrico segun la teoria cuantica de

Einstein suponiendo que el haz incidente son quantos de luz (fotones).

Figura 3.9

Onda EM Onda EM

Electrones

b)
Nota. a) interpretacion del efecto fotoeléctrico segun la teoria clasica de Maxwell. b)

interpretacion del efecto fotoeléctrico segun el modelo de Einstein.

Consecuencias de la cuantizacion de la luz

Einstein publicé su trabajo sobre el efecto fotoeléctrico en 1905 en un articulo en idioma
aleman titulado "Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden
heuristischen Gesichtspunkt" ("Un punto de vista heuristico sobre la generacién y transformacion
de la luz") en la revista Annalen der Physik, 17(6): 132—148. (1905).

Segun sus propias afirmaciones:
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en la propagacion de un haz luminoso la energia no esta distribuida en forma continua entodo el frente
de una onda electromagnética, sino que consiste en un nimero finito de cuantos de energia localizados en
puntos del espacio, que se mueven sin dividirse y pueden ser absorbidos o generados como una unica
entidad. (Einstein, 1905, p.132)

Su propuesta no fue aceptada inmediatamente y por el contrario fue muy discutida por los
circulos cientificos de la época. Al igual que 200 anos antes, en que la teoria ondulatoria de la
luz debida a Huygens quedo opacada por la teoria corpuscular de Newton, el concepto de foton
y la cuantizacion de la luz de Einstein no eran comprensibles frente a la bien establecida teoria
de las ondas electromagnéticas de Maxwell.

Entre los mudltiples intentos de revision del efecto fotoeléctrico, sobresale el del fisico
estadounidense Robert Millikan (1868-1953) que realiz6 un extenso estudio que publicé en 1915.
Este intenté infructuosamente refutar la propuesta de Einstein. Sin embargo, a partir de su propia
verificacion experimental, se vio forzado a admitir su validez aun cuando la consideraba poco
razonable ya que parecia violar todo lo que se sabia acerca de la luz.

Ademas, con su trabajo, Millikan logré una determinacion precisa de la constante h. Este
también es un aporte fundamental ya que confirmaba las hipotesis de Planck de 1900 y el
nacimiento de la nueva Fisica Cuantica. En la siguiente Seccion discutimos la medida de la
constante h utilizando el efecto fotoeléctrico.

La teoria de Einstein sobre la cuantizacion de la luz no solo fue exitosa en la interpretacion
del efecto fotoeléctrico, sino que dio lugar a innumerables investigaciones y a multiples
aplicaciones que llegan a nuestros dias y que comentaremos brevemente en la seccion siguiente.
Por ejemplo, en 1923 trabajando en forma independiente el fisico estadounidense Arthur
Compton (1892-1962) y el holandés Peter Debye (1884-1966) pudieron explicar la dispersion de
Rayos X por una lamina de grafito al considerar la conservacion de la energia y la cantidad de
movimiento en un choque elastico entre un foton incidente y un electron del material. Trabajos
posteriores demostraron que el retraso en la emision de los fotoelectrones es menor que 3 10°
seg., es decir un tiempo practicamente despreciable que confirma la observacion de la circulacion
de corriente instantaneamente cuando se ilumina el electrodo.

El concepto de fotdn se ha generalizado a todo el espectro electromagnético. Es valido decir
fotones de rayos vy, rayos X, microondas, etc. Por ejemplo, para una longitud de onda tipica de la
region de microondas. A = 10 cm, los fotones tienen una energia del orden de 10 eV.

El efecto fotoeléctrico constituye un ejemplo excepcional sobre la evolucién de las ideas
cientificas y la complejidad de la naturaleza que intentan explicar. El trabajo de Hertz con la
obtencién experimental en un laboratorio de ondas electromagnéticas fue la confirmacion de las
predicciones de Maxwell que permitio establecer una teoria sélida del Electromagnetismo. Junto
a las Leyes de Newton de la Mecanica marcan el punto culminante de la Fisica Clasica que logro
sintetizar en pocas ecuaciones todos los conocimientos sobre los fendmenos fisicos conocidos
hasta la segunda mitad del Siglo XIX.

Sin embargo, el mismo experimento de Hertz y la incomprension de la observacion de

corriente en el circuito cuando se iluminaba el electrodo con luz UV, generd nuevas preguntas
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que obligaron a buscar respuestas novedosas que dieron lugar a una nueva Fisica, la Fisica
Cuantica que permiti6 avanzar hasta limites insospechados en el conocimiento sobre la
naturaleza.

Y el camino continda... A su vez, el modelo de particulas (fotones) de Einstein del efecto
fotoeléctrico y la contradiccién con la teoria electromagnética (ondulatoria) de Maxwell plantearon
nuevos desafios para responder la pregunta inicial, ;/Que es la LUZ? Louis de Broglie
introduciendo la hipodtesis de la dualidad onda-particula, pudo finalmente dar una respuesta

convincente al problema. Estudiaremos su aporte en los capitulos siguientes.

Aplicaciones

Comentaremos aqui algunos de los experimentos cientificos fundamentales y de las multiples
aplicaciones tecnoldgicas que surgieron a partir del efecto fotoeléctrico y el modelo de Einstein

de la cuantizacion de la luz.
Medida de la constante h de Planck

R. Millikan volvié a reproducir cuidadosamente el experimento del efecto fotoeléctrico y por
supuesto hallo los mismos resultados que Hallwachs y Lenard. Pero ahora pudo reinterpretar los
mismos basandose en el modelo de Einstein.

La Ec. (3.6) de Einstein se puede reescribir:
Ecpax =hv—@ (3.10)
Y utilizando la Ec. (3.1)
eVeg=hv—-® (3.11)

Por lo tanto, la energia de frenado es la diferencia entre la energia del foton incidente y la
funcion trabajo para desprender los electrones del material como se muestra en la Fig. 3.10.

Se ve claramente la relacion lineal que existe entre la energia de frenado y la frecuencia de
la luz incidente. La Ec. (3.11) es una recta cuya pendiente es h.

Con los datos obtenidos experimentalmente, Millikan pudo calcular, en 1916, el valor de la
constante h de Planck con un error menor al 0,5 % respecto a los valores calculados en la
actualidad. Un resultado sorprendente que coincidia con el derivado de la formula de radiacion
del cuerpo negro y confirmaba la validez de las hipétesis cuanticas de Planck y Einstein.

Robert Millikan obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1923 por esta medicién experimental de
la constante de Planck y por la determinacion de la carga del electron.

Albert Einstein obtuvo el Premio Nobel de Fisica 1921. Segun la Academia Sueca: “por sus
aportaciones a la fisica tedrica y, especialmente, por el descubrimiento de la ley del efecto

fotoeléctrico”
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Figura 3.10
eV, = hv — @ Metal B Metal A

Ecmax :E mv

<|——————————————

Nota. Medida de la constante de Planck (h) obtenida por Millikan

Aplicaciones tecnoldgicas

El efecto fotoeléctrico se utiliza en multiples dispositivos que transforman luz en electricidad y
estan incorporados extensamente a la vida cotidiana. Por ejemplo, en pantallas digitales de
teléfonos y computadoras, en el encendido automatico del alumbrado publico y viviendas
particulares, en camaras fotograficas para regular tiempos de exposicion, como regulador de
téner en fotocopiadoras; en componentes electrénicos como fotodiodos y fototransistores, en
detectores de radiacion, mecanismos de cierre de ascensores, detectores y alarmas de

movimiento, detectores de llama en centrales termoeléctricas, etc.

Paneles solares

Una de las aplicaciones mas extensamente difundidas del efecto fotoeléctrico es la
construccion de celdas fotovoltaicas. Estan compuestas por materiales que absorben fotones de
luz y emiten electrones que generan una corriente eléctrica que puede ser utilizada como fuente
de energia para abastecer diversos dispositivos eléctricos.

En un mundo preocupado por la preservacion del medio ambiente, las celdas fotovoltaicas
han alcanzado un inusitado auge en los ultimos afios por la posibilidad de generar energia
“limpia” a partir de la radiaciéon solar. En efecto, los paneles solares son arreglos de celdas
dispuestas convenientemente para captar la luz del sol y convertir su energia en electricidad.

Si bien el principio de funcionamiento y la fabricacién de celdas fotovoltaicas son conocidos

desde hace muchos afos, los estudios para mejorar su eficiencia y la estandarizacion de su
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fabricacion alcanzaron gran impulso en la década de 1960 con el desarrollo de la tecnologia
espacial ya que mostraron la factibilidad de proveer energia eléctrica de bajo costo a los satélites
en sus viajes interestelares. Esa misma tecnologia ahora se emplea para uso hogarefio y de
pequenas comunidades.

Aunque la eficiencia de conversion de energia solar a energia eléctrica es relativamente baja
(del orden del 20%), se han profundizado significativamente las investigaciones para mejorarla
explorando nuevos materiales fotosensibles. Las celdas originales construidas a partir del cobre
y sus aleaciones han sido reemplazadas por celdas de silicio monocristalino. Con otros
materiales como el arseniuro de galio se han alcanzado eficiencias del 30 % y nuevos materiales
experimentales, aun a nivel de laboratorio, pueden superar el 40 %. Estos valores cambian dia
a dia debido al gran interés que ha despertado para la obtencién de energia limpia y
relativamente barata. Cabe sefalar que las variables econdmicas juegan un rol importante en la
produccién de celdas y paneles solares. El silicio es uno de los elementos mas abundantes en
la naturaleza y la tecnologia para su manipulacion es bien conocida, lo cual abarata los costos
de las celdas. En cambio, materiales fotosensibles mas eficientes deben ser producidos con
costos significativamente mas elevados.... por ahora.

Las celdas solares proporcionan corriente continua, pero si es necesario puede convertirse a
corriente alterna usando un inversor y se puede aumentar la tension de operacién con un
convertidor de potencia.

La Fig. 3.11 muestra a) un panel solar b) una celda de silicio monocristalino.

Figura 3.11

(@) (b)

Nota. a) panel solar. Reproducido de Deutsch: Photovoltaik Dachanlage Hannover - Schwarze Heide -
Leistung 1 MW, 10 July 2012, Autor: AleSpa Creative Commons bajo licencia CC BY-SA 3.0
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Photovoltaik_Dachanlage_Hannover_-_Schwarze_Heide_-

_1_MW.jpg); b) celda de silicio monocristalino. Reproducido de Solar cell, Autor: Desconocido,
Fuente: United States Department of Energy, 17 August 2005, Creative Commons bajo licencia
CcC BY-SA 3.0
(https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%A9lula_fotoel%C3%A9ctrica#/media/Archivo:Solar_cell.pn

g)

94



Fotocopiadora

La fotocopiadora es una maquina para el copiado de textos o imagenes de amplisima difusion
en el mundo moderno. Quizas el grupo de usuarios mas numeroso sean alumnos y docentes que
la emplean masivamente para reproducir apuntes, libros, documentos, etc.

El proceso de impresién en fotocopiadoras mas conocido se denomina “xerografia”, inventado
en 1932 por Chester Carlson, utiliza cargas electrostaticas y materiales fotoconductores. El
esquema de funcionamiento se muestra en la Fig. 3.12. Una superficie de un material
fotoconductor se carga uniformemente con electricidad estatica (a). Luego la superficie es
expuesta a luz que remueve las cargas eléctricas, dejando cargadas solo las zonas mas oscuras.
(b). Pigmentos de tinta seca (toner) se fijan en las areas cargadas remanentes haciendo visible
la imagen que se desea imprimir (c). Finalmente, la imagen se transfiere al papel mediante un

campo electrostatico utilizando calor y presién para fijar la tinta (d).
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Nota. Esquema de funcionamiento de una fotocopiadora



Carlson hizo fortuna al negociar la patente de invencion de la xerografia con una pequefia
compaiiia que comenzé a fabricar y comercializar fotocopiadoras. La empresa se convirtié en un

gigante mundial llamado Xerox Corporation.

Problemas resueltos

Problema 1: En la grafica se muestran los potenciales de frenado y correspondientes

frecuencias correspondientes a un experimento de efecto fotoeléctrico.

Elemento Funcién Trabajo 18 :
@)

Ca 29 s

Al 43 g

Ag 43 E

Cu 47 ;

Si 48

Au 5.1

x 10"

a) A partir de estas mediciones representadas graficamente determine el valor de la constante
de Planck y la funcién trabajo del material.

b) Analizando la tabla de los elementos y sus funciones trabajo, indique de qué material podria

estar hecho la superficie emisora de los electrones.

Solucién:

a) La grafica nos brinda las medidas experimentales de los valores del potencial de frenado
en funcion de la frecuencia. Para calcular la constante de Planck h y la funcién trabajo del material
usaremos la ecuacion de Einstein:

hv=¢+E., . (3-1)

v: frecuencia del fotén

hv: energia de cada foton E

¢: minima energia de ligadura del electron en el metal, se la denomina funcién trabajo y su
valor solo depende del metal caracteristico de la superficie.

E.,...- €nergia cinética maxima con la que sale expulsado el electron

Si reemplazamos E, = e V; en (3-) nos queda:

max
hv =&+ qV; (3-11)
e = 1,6-1071°C carga del electrén

V¢ potencial de frenado
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En la ecuacion (3-11) tenemos dos incognitas que queremos calcular: la constante de Planck
h y la funcion trabajo ¢. Entonces podemos armar un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas. Para lo cual necesitaremos dos pares ordenados de datos de la grafica: si bien se
pueden elegir arbitrariamente, preferiremos utilizar aquellos puntos que se encuentran en los
nodos (o lo mas cercano a ellos) del mallado de la gréfica, para disminuir el error de apreciacion.

Teniendo en cuenta lo anterior, los datos que elegimos utilizar son: v; = 9-10* Hz con V; =
08V y v, =11-10" Hz con V, = 1,63 V. Reemplazando ambos datos en la ecuacion (Il)
obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que deberemos resolver:

{h-9-1014Hz=q)+1,6-010‘19C-O,8V
h-11-10"%Hz=¢+1,6-107C- 1,63V

Resolviendo este sistema de ecuaciones obtenemos:

h=64%x10"3Jsy $ =47 x 1079s

b) Habiendo calculado la funcion trabajo del material ¢, podemos determinar de qué elemento
se trata. En la tabla se disponen algunos materiales con sus energias de ligadura en unidades
de eV. Debemos convertir el valor que tenemos de la funcién trabajo en joules a eV, sabiendo
que 1eV =1,6-1071?J. De este modo obtenemos ¢, = 4,71071%]s = 2,93 eV entonces

El material de la superficie emisora es Calcio

Problema 2: Se ilumina una superficie de material metdlico con luz de A =300 nm y de
intensidad I en un experimento de efecto fotoeléctrico. Midiendo la corriente con un amperimetro,
se observa que el instrumento indica una corriente nula para un valor de potencial de frenado de
1,7 V.

a) Determinar la funcion trabajo de la superficie metalica.

b) Determinar la frecuencia umbral de emision fotoeléctrica.

c) Sin aplicar el potencial de frenado, indique si se producira efecto fotoeléctrico al disminuir

la intensidad de la luz a la mitad: I' = 1/2. Justifique

Solucién:
Datos: A =300 nm: Longitud de onda de los fotones incidentes
I: Intensidad de la luz incidente
AV = 1,7 V: Potencial de frenado
La ecuacion de Einstein para el efecto fotoeléctrico surge a partir de la aplicacion del principio
de conservacion de la energia:
Ef =+ Ec

hv = hyy + E,

max

donde Ef = hv es la energia del foton incidente; E.,  es la energia cinética maxima que
adquieren los electrones una vez que fueron extraidos; ¢ = hv, es la funcion trabajo y v, la
frecuencia umbral.

a) La funcion trabajo de la superficie metalica se puede calcular a partir de la ecuacion de

Einstein:
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b=E-E

max
La energia asociada a los fotones incidentes la calculamos a partir de la longitud de onda de
los fotones:

c  6626-1073*Js.3-108m/s B
E=h-= =6,626-1071°] = 4,14 eV
A 300 nm

La energia cinética maxima que adquieren los electrones la podemos calcular a partir del

potencial de frenado:
E

Cmax = eAV =1,7¢eV
Luego podemos obtener la funcion trabajo:
G=E—E,, =414eV—17eV =244eV
b) La frecuencia umbral (frecuencia minima que deben tener los fotones incidentes para que
se produzca efecto fotoeléctrico) la podemos calcular a partir de la funcién trabajo, haciendo que
la energia cinética de los electrones sea nula:

max max

= ¢p=hvy=244eV = v,=5,89 x 10 Hz

c) Sin aplicar potencial de frenado, el amperimetro mide una corriente de fotoelectrones
producidos por efecto fotoeléctrico. Si mantenemos a los fotones incidentes con la misma
frecuencia, pero disminuimos la intensidad, seguira circulando una corriente debido al efecto
fotoeléctrico, porque dicho efecto no depende de la intensidad de la radiacién sino de la
frecuencia de los fotones incidentes.

Para cada metal existe una frecuencia minima o frecuencia umbral, por debajo de la cual no
se produce emision fotoeléctrica, por mas intensa que sea la radiacion. La energia cinética de
los fotoelectrones es independiente de la intensidad de la luz. Si se produce efecto fotoeléctrico,
la energia cinética de los fotoelectrones solo dependera de la frecuencia de la radiacion incidente,

como podemos observar de la ecuacion de Einstein: hv = hvy + E,

Problema 3: Dos placas de metal, C y A, estan selladas dentro de un tubo de cuarzo en el
que se ha hecho el vacio. Las dos placas estan conectadas a una fuente continua de tensién
eléctrica. En serie con estos elementos hay un amperimetro para medir la intensidad de la

corriente eléctrica.

e
: S == Wl
J

C A C A

v v

a) Si se hace incidir luz en la placa C, como en la Figura de la derecha, con luz violeta (1 =

400 nm) se emiten electrones con un rango de energias cinéticas. Si el potencial de la placa A
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es positivo en relacion con la placa C, estos fotoelectrones emitidos se aceleraran hacia la placa
A. La corriente eléctrica resultante la indica el amperimetro. Pero si se hace incidir luz verde (1 =
560nm) no se emiten fotoelectrones, y no se produce el efecto fotoeléctrico.

En base a lo observado experimentalmente, indique de cual o cudles de los tres materiales
siguientes podrian estar hechas las placas A y C del dispositivo: cesio (¢ = 2,1 eV), cobre
(bcw = 4,7 eV) o potasio (bx = 2,3 eV). En el caso que corresponda, indique la velocidad maxima
que tendran los electrones al iluminar con luz violeta, cuando la diferencia de potencial en la
fuente sea cero.

b) Si luego la bateria se invierte, de modo que la placa A ahora tiende a repeler los
fotoelectrones, la diferencia de potencial puede establecerse en un valor lo suficientemente
grande hasta lograr que el amperimetro mida que la corriente es cero. Indique en ese caso cual
sera el valor de voltaje establecido en la fuente. Indique cudl sera la frecuencia umbral del

material de las placas.

Solucion:
a) La energia de un foton con longitud de onda 4 = 400 nm es:
hc (6,626 -107%* Js) (3-10° m/s)
P 400 nm
y la energia de um foton con longitud de onda A = 560 nm:
Eo he  (6.626-107%* Js)(3 - 10° m/s)
A 560 nm
Entonces, si las placas A y C del dispositivo son de potasio (¢ = 2,3 eV) y sobre el catodo

=497-1071°] =3,1eV

=3,55-10"1] =222eV

(placa C) inciden fotones de luz violeta (A = 400 nm), como la energia de los fotones es mayor
a la funcion trabajo del material, (E = 3,1 eV > ¢y = 2,3 eV) se producira efecto fotoeléctrico,
mientras que si incide luz verde (1 = 560nm) la energia de los fotones es menor a la funcion
trabajo del material (E =2,22eV < ¢y =2,3eV) vy, en esta caso, no se produce efecto
fotoeléctrico:

En cambio, si las placas A y C del dispositivo fuesen de cesio (dqs = 2,1 eV) se produciria
efecto fotoeléctrico para ambos tipos de fotones. Y en caso de ser de cobre (¢, = 4,7 eV), no
se produciria efecto fotoeléctrico en ningun caso.

La velocidad maxima que tendran los electrones al iluminar con luz violeta (4 = 400 nm) la
podemos calcular a partir de la ecuacion de Einstein:

E=¢+E, (3-11)

max
E: Energia de los fotones incidentes

¢: Funcion trabajo del material

E

emax - ENErgia cinética maxima de los electrones emitidos por efecto fotoeléctrico

Despejando de (3-11l) podemos calcular la energia cinética:
Ecpoy =E—¢=31eV—-23eV/=08eV =128" 10719

Luego, podemos despejar la energia cinética maxima de los eléctrones:

99




E =lm(v 2= =\[72 Eemax =5,3-105m/s
Cmax 2 max max m ,

b) El potencial de frenado para que la corriente se haga cero lo podemos calcular a partir de

la energia cinética maxima de los electrones:

Ecpo 128-10719)
Vo = e  16-10719C =08V
(o]
E, 0,8 eV
Vo=—2%=——— =08V

La frecuencia umbral del material la podemos calcular a partir de la funcidon trabajo
(recordemos que el material es potasio, ¢x = 2,3 eV):
b=hvy=23eV =3,68-10"] = v, =5,55-10" Hz

Problemas propuestos

Problema 1: En los experimentos de efecto fotoeléctrico la intensidad de la corriente (nUmero
de electrones que atraviesan el area transversal por unidad de tiempo) es proporcional a la

intensidad de la luz. § Se puede usar este resultado para distinguir entre teoria clasica y cuantica?

Problema 2: ; Cuanto tiempo le tomaria a un electrén en un atomo ligado a una superficie
metalica, absorber una energia de 1 eV proveniente de una fuente luminosa de 1 W de potencia
situada a 1 m de distancia, para poder salir eyectado de dicha superficie? ;Qué puede concluir
acerca de este tiempo y de la naturaleza instantanea del efecto fotoeléctrico? Sugerencia:

suponga un radio atémico de 1 A.

Problema 3: ; Por qué la existencia de una frecuencia de corte en el efecto fotoeléctrico es

la objecién mas fuerte a la teoria ondulatoria?

— A i O
@ 31010 po}ﬂsm ;’f /
. = s T T
Problema 4: Analizar o /  berilio ’,"
: , = 4 /titanio
a partir de la figura la ® . g £
2 21014 / ;g
dependencia con el ‘E ¢ .2
= r 7
material. Estimar para s g
, W 1.101°F i 3
cada uno la frecuencia s a
. = P
de corte. ;Qué fuente de w L o R
. L, - L] L] -
luz utilizaria para estos 5 1014 10 1014 15 1014
casos? Frecuencia[Hz]

Problema 5: El umbral fotoeléctrico de cierto metal es de 275 nm. Hallar:
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a) El trabajo necesario en eV para arrancar un electrén de ese metal.
b) La velocidad maxima de los electrones arrancados por radiacion de 180 nm.

c) La diferencia de potencial necesaria para detenerlos.

Problema 6: a) Hallar la energia (en joule y en electronvolt) asociada a un fotén de 1 =
600 nm.

b) Calcular (en J y eV) el trabajo de extraccion de una superficie foto emisora si la longitud de
onda umbral para esa superficie es 580 nm.

c) ¢ A qué diferencia de potencial tendria que ser acelerado un electron para adquirir la energia
indicada a)?

d) En funcion de los 6rdenes de magnitud calculados, ¢cual es la unidad de energia

conveniente para expresar las energias involucradas en el efecto fotoeléctrico?

Problema 7: Cuando incide sobre una superficie emisora luz de A = 254 nm, abandonan la
superficie fotoelectrones que alcanzan velocidades de hasta 10° m/s.
a) ¢ Cual sera el trabajo de extraccion de la superficie emisora?

b) ¢ Cual es la mayor longitud de onda que puede expulsar electrones de la superficie?

Problema 8: Los electrones arrancados de la superficie de un metal por luz de frecuencia
2,2-10%5 Hz son retenidos totalmente por un potencial retardador de 6,6 V, mientras que los
arrancados por la luz de frecuencia 4,6 - 105> Hz lo son por un potencial de 16,5 V. Calcular la

constante de Planck a partir de estos datos.

Problema 9: Una célula fotoeléctrica de vacio consta de un catodo central que es una esferita
de wolframio, cuya funcion trabajo vale 4,58 eV, y de un anodo formado por la superficie interna
plateada de la ampolla. Esta célula fotoeléctrica se ilumina con una longitud de onda de 230 nm.

a) ¢Qué potencial retardador habra que aplicar entre los electrodos para que la corriente
fotoeléctrica baje a cero?

b) ¢ Qué velocidad alcanzarian los electrones al llegar al anodo si entre el catodo y el anodo

no se aplica una diferencia de potencial externa?

Problema 10: Considere luz incidiendo sobre una placa fotografica. La luz sera registrada si
es capaz de disociar una molécula de AgBr en la placa. La energia minima para disociar dicha
molécula es 0,6 eV.  Cual sera la longitud de onda maxima para que la luz sea registrada por la

placa?
Problema 11: Para que el error en el uso de la energia cinética clasica en el efecto

fotoeléctrico no supere el 1%, la velocidad de los fotoelectrones debe ser v < 0,1c. Para

fotoelectrones arrancados de una placa de aluminio, cuya funcion trabajo es 4,2 eV, ¢ cual sera
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la menor longitud de onda de foton para que aun se pueda usar la expresion clasica de la energia

cinética del fotoelectréon?
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CAPITULO 4
Radiacién X. Ley de Bragg. Efecto Compton

Introduccion

A fines del siglo XIX, muchos cientificos estudiaban la naturaleza de los rayos catddicos. El 8
de noviembre de 1895, el ingeniero mecanico y fisico aleman Wilhelm C. Réntgen (1845-1923)
se hallaba realizando experimentos en descargas eléctricas a través de gases utilizando un tubo
de rayos catédicos al que le aplicaba grandes diferencias de potencial eléctrico. Accidentalmente
observd luz proveniente de un papel pintado con platino cianuro de bario, una sustancia
fluorescente al ser expuesta a la radiaciéon luminosa. Noté que la luminiscencia continuaba luego
de haber oscurecido completamente su laboratorio. También pudo observar que la luminiscencia
del papel era mayor en las proximidades del tubo de rayos catodicos y continuaba aun después
de cubrir el tubo con un cartén o de alejar el papel a casi dos metros. A partir de ese sorprendente
hallazgo, se dedic6 a estudiar este raro fendmeno que estaba relacionado con algun tipo de
radiacion no visible proveniente del tubo de rayos catddicos. Debido al desconocimiento de este
fendmeno, a este misterioso rayo se lo identificé con el simbolo que representa una incoégnita en
matematica, la letra “X”. Por este descubrimiento, Réntgen recibié en 1901 el primer premio
Nobel de Fisica.

La realizacion de muchos experimentos con los rayos de Rontgen o rayos X permitié saber
que estos rayos que no pueden ser percibidos por el sentido de la vista velan las placas
fotograficas, pueden penetrar importantes distancias en los materiales con nimero atémico bajo,
son absorbidos en materiales con alta densidad, se propagan en linea recta, pueden ionizar
gases y matar células y no tienen carga eléctrica neta ya que no son desviados por campos
eléctricos ni magnéticos

La naturaleza de los rayos X gener6 gran interés en la comunidad cientifica de la época. En
ese momento, se estableci6 un gran debate sobre si la radiacion X era una onda
electromagnética como la que Maxwell propuso para la luz, pero de una longitud de onda mucho
menor, o si debia ser tratada como un flujo de cuantos de alta energia, similares a los propuestos

por Einstein en su teoria del efecto fotoeléctrico.
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Emision de rayos X

Emision de radiacion X continua

Una carga eléctrica estatica o en movimiento rectilineo y uniforme no emite energia
electromagnética. Sin embargo, una carga acelerada radia energia en forma de ondas
electromagnéticas. En este capitulo describiremos algunas de las propiedades mas importantes
de la radiacion emitidas por las cargas aceleradas.

Consideremos un haz de electrones con energia cinética E. que incide sobre un solido
metalico. En la Fig. 4.1 se muestra un electrén del haz desviandose al acercarse a un atomo del
metal. La interaccion coulombiana con el nucleo produce el desvio del electron respecto de su
trayectoria rectilinea original con un angulo &. Durante el cambio de direccion, el electron radia
energia en forma de ondas electromagnéticas lo que reduce su energia cinética (E.' < E,). La
reduccién de su energia cinética es igual a la energia radiada. Esta radiacion se conoce con el
nombre de “radiacion de frenado o bremsstrahlung”, del aleman bremsen (frenar) y strahlung

(radiacion). Este fendmeno es la base de funcionamiento los tubos de rayos X.

Figura 4.1

s
Vs

/ﬁ
/" Radiacién de frenado
(bremsstrahlung)
Electrén del haz incidente 4
con energia cinética E, i
< ¢ b

‘j Electron del haz dispersado
con energia cinética E." < E,

Nucleo atémico dispersor

Nota. Dispersion de una carga por un nucleo con emision de radiacion X
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Figura 4.2

Anticatodo
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AV — Radiacion X
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eléctrico
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Nota. Componentes de un tubo de rayos X

La cantidad de energia cinética que cada electrén del haz pierde varia con la distancia entre
la direccién de incidencia y centro del nucleo atdomico (Fig. 4.1), como consecuencia de esto, el
espectro de emision de radiacion X generado por cargas eléctricas aceleradas es continuo. En
la practica, la mayor parte de la energia del haz se transforma en calor en el anticatodo, el resto
en radiacion X. En la Fig. 4.3 se muestra un espectro de radiacion de frenado de un tubo de
rayos X. Estos espectros presentan una frecuencia maxima que es proporcional a la diferencia
de potencial eléctrico AV con que fueron acelerados los electrones del tubo y es independiente

del material del anticatodo (+).

Figura 4.3
12
AV =35 kV
10 Mo| K, = 17,4 keV
Radiacion —>
g caracteristica Kp = 19,6 keV
= 8
w©
o
(7]
[
..g Radiacion de
£ 4 frenado
2 -
| | l
0 2 4 6 8 ‘._l. 10 x 108

v (Hz)

Nota. Espectro de emision continua de rayos X con emision caracteristica de un blanco de molibdeno
(Mg, Z = 42). También se muestra el espectro de emision continua de rayos X para el caso de un blanco

de wolframio ( W, Z = 74). Ambos espectros generados utilizando un haz de electrones de 35 keV.
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Emision de radiacion X caracteristica

El espectro de radiacién X presenta lineas espectrales que se superponen a la radiaciéon
continua. Estos “picos” varian al cambiar el metal del anticatodo y se denominan radiacion X
caracteristica del material del blanco.

Los electrones del haz transfieren suficiente energia a los electrones de las capas internas
del metal para lograr eyectarlos del atomo. Cuando esto sucede otro electron del mismo atomo
pasa de un estado inicial de mayor energia al estado que ocupaba el electron expulsado. El
exceso de energia del electrén que realiza el “salto” (transicion de estado) es radiado generando
la aparicion de picos en el espectro. En este libro, la estructura de niveles permitidos de energia
para los electrones de un mismo atomo se comenzara a tratar a partir del estudio del modelo
atomico de Bohr.

En fuentes con anticatodos de metales no muy pesados estos picos de radiacion
caracteristica se observan con gran nitidez (Ej., molibdeno, Z = 42), mientras que para
elementos mas pesados se atentian o desaparecen (Ej., wolframio, Z = 74). En la Fig. 4.3 los
picos de emision caracteristica del molibdeno se identifican con una letra latina mayuscula que
representa el estado final de la transicion en orden creciente de energia (K, L, M, ... fundamental,
primer nivel excitado, segundo, ...) y con una letra griega como subindice que representa el
estado inicial de la transicion (a, 8,v, ... primer nivel excitado, segundo, tercero, ...) muestra una

caracteristica de la presencia de estas lineas caracteristicas.

Difraccion de rayos X en cristales

Desde mucho antes del descubrimiento de Rontgen se sabia que para observar la difraccion
de luz que pasa por una rendija, la longitud de onda debe ser mayor o al menos similar al ancho
de la abertura. El fisico aleman Max von Laue (1879-1960) propuso que quizas los espacios
entre los atomos en un cristal podrian tener el tamafio adecuado para difractar rayos X. En 1912,
Laue, junto a Friedrich y Knipping, publica un trabajo experimental sobre la difraccién de rayos X
producida por un cristal de ZnS. El experimento de Laue reveld la naturaleza ondulatoria de los
rayos X y, ademas, comprobd que los cristales consisten en una organizacion tridimensional
regular de atomos. Sin embargo, Laue no llegé a interpretar correctamente los patrones o figuras
de difraccion que registro.

Los fisicos ingleses William H. Bragg (1862-1942) y su hijo William L. Bragg (1890-1971), al
conocer los resultados experimentales de Laue, comenzaron a trabajar para tratar de hallar la
dependencia de la forma de la figura de difraccién con las caracteristicas de la radiacion X y las

propiedades del cristal. Propusieron como hipoétesis de trabajo que la figura de difraccién podia
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ser entendida a partir de las reflexiones del haz de radiacién en los diferentes planos sucesivos
de atomos del cristal. Interpretaron a la figura de difraccién de rayos X como una consecuencia
de la interferencia de las ondas reflejadas en planos paralelos y adyacentes de atomos de modo
semejante a la forma en que la luz interfiere al incidir con cierto angulo sobre un vidrio de caras

plano paralelas.

Figura 4.4
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Nota. Esquema de la reflexion del haz en los planos cristalinos de un cristal. El angulo de
incidencia se mide respecto del plano cristalino reflectante. La direccién del haz dispersado forma
un angulo de 26 respecto de la direccion de incidencia

En la Fig. 4.4 muestra dos rayos incidentes que se reflejan en planos atémicos contiguos. La
interferencia de los rayos reflejados sera constructiva (maximo de intensidad en el detector)

cuando la diferencia de camino 6ptico sea multiplo de la longitud de onda de la radiacion:
2dsenf =nld (n€N) (3.1)

Esta expresion se conoce como ley de Bragg.

W. H. Bragg construyé un espectrometro de rayos X para analizar el haz reflejado consistente
de un tubo de rayos X, una placa de plomo para conformar el haz, un cristal sobre un plato con
goniémetro y una camara de ionizacion para determinar la energia de los rayos dispersados
(Figura 3.5). Con este instrumento logré registrar por primera vez un espectro continuo de
radiacion de radiacion X y descubrié ademas que cada metal utilizado en el anticatodo de la
fuente de rayos X generaba un conjunto de lineas espectrales particulares superpuestas al
espectro continuo, las lineas de la radiacion X caracteristica.

Los trabajos de Bragg padre e hijo crearon las bases de la cristalografia de rayos X.

W. H. Bragg y W. L. Bragg recibieron el Premio Nobel Fisica 1915 "por sus contribuciones a

la cristalografia de rayos X".
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Figura 4.5
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Nota. Esquema de un espectrémetro de rayos X.

El efecto Compton

La primera prueba definitiva de la existencia de los cuantos de energia de radiacion
propuestos por Albert Einstein en su teoria cuantica del efecto fotoeléctrico fue el experimento
que realizé en 1923 el fisico estadounidense Arthur Compton (1892-1962).

El efecto Compton es un fendmeno de dispersion de rayos X monocromaticos por electrones
que pueden ser considerados inicialmente libres y en reposo. La radiacion dispersada contiene,
ademas de una componente con la misma la longitud de onda de la radiacion incidente, otra con
longitud de onda mayor cuyo valor varia con el angulo de dispersion y es independiente del

material usado como blanco.

El experimento de Compton

Este experimento consistid en hacer incidir un haz de rayos X sobre un blanco de grafito y
analizar la radiacion dispersada con un espectrometro de Bragg.

El esquema mostrado en la Fig. 4.6 muestra la organizacién experimental que utilizé Compton
en su experimento. El tubo de rayos X tenia un anticatodo de molibdeno que emitia radiacion
con longitud de onda 1 = 0,708 A. El haz colimado incidia sobre grafito donde era dispersado.
Luego, la radiacién dispersada era colimada y con un espectrometro de Bragg se separaban las
diferentes longitudes de onda presentes para cada angulo de dispersion 6, definido respecto de
la direccion del haz incidente. Finalmente, con una camara de ionizacion se midi6 la intensidad

de la radiacion dispersada en funcién de su longitud de onda (1').
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Figura 3.6

Tubo de RX 1. 0 =0°
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Nota. Esquema del dispositivo experimental utilizado por Compton (izquierda). Espectros de
rayos X de Mo dispersados por grafito para 4 posiciones angulares. La diferencia entre el valor
medido y el tedrico para la longitud de onda dispersada a 90° fue tan solo de 0,002 A.

Los espectros de dispersién asi obtenidos contienen siempre una componente con la misma
longitud de onda que la del haz incidente (1). Sin embargo, en cualquier direccion diferente a la
de incidencia (6 # 0), aparece una segunda componente (1) de mayor longitud (1’ > A).
Compton observo que al incrementar el angulo de observacién 8 aumentaba la diferencia entre
las longitudes de onda dispersada e incidente (A1 = A’ — 1) y esta diferencia era independiente
del material dispersor, y de la intensidad y longitud de onda de los rayos X incidentes.

La componente dispersada con la misma frecuencia que la radiacion incidente podia ser
explicada con la teoria clasica de dispersién de J. J.Thomson (1856-1940). Esta consiste en
radiacion dispersada por particulas cargadas que pueden ser consideradas libres. La particula
cargada comienza moverse en fase con el campo eléctrico de la onda incidente. La carga
realizando un movimiento oscilatorio produce la emision de radiacion en todas las direcciones
perpendiculares a la direccion de oscilacion de la carga, con la misma frecuencia y fase que la
onda incidente. Este tipo de dispersion recibe el nombre de dispersion coherente. En ella la
energia de la radiacion y de la carga no cambian luego del fenémeno.

El problema se presento al analizar la segunda componente del espectro de dispersion la cual
no se pudo explicar con la teoria clasica. Al observar diferentes espectros de emisién de radiacion
X, Compton not6 que esta componente es intensa para materiales dispersores con bajo numero
atomico (Z), como es al caso del carbono, y para materiales con nimero atomicos mas altos
disminuye, incluso llega a desaparecer en algunos materiales con atomos pesados. Supuso
entonces que los electrones menos ligados del atomo eran los responsables de la apariciéon de

este segundo pico en el espectro de rayos X dispersados.
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El modelo de Compton

Compton pudo explicar la radiacion dispersada con longitudes de onda (o frecuencias)
diferentes a la del haz incidente considerando la colision entre un foton y un electron que asumio
libre y en reposo. Este problema es similar a la colisién de dos bolas de billar perfectamente

rigidas donde se conserva la energia mecanica y el impulso lineal (colision elastica).

Las hipotesis del modelo de Compton de la dispersién de rayos X son:
- Elhaz de rayos X monocromatico de frecuencia v es considerado como un flujo de fotones,
todos con la energia E; = h v; donde h es la constante de Planck, c es la velocidad de la

luz en el vacioy v = C/A,

- Cada fotdn dispersado es generado por la colision de un foton incidente con un Unico

electron libre y en reposo.

Consideré que los electrones menos ligados del material son los responsables de la
componente del espectro con longitud de onda mayor (1' > 1). A estos electrones los supuso
“libres” debido a que la energia de la primera ionizacion de cualquier material es muy inferior a
la energia de un foton X. La validez de esta aproximacion se puede comprobar, por ejemplo,
comparando la energia de primera ionizacién de un atomo de carbono (11,3 eV') con la energia
de un fotén con 2 = 0,708 - 1071° m (17437,9 eV) que equivale a 0,06% de la energia del foton.

Calculemos la diferencia de longitud de onda entre los fotones dispersado e incidente en la
colision de un fotdn con un electron libre e inicialmente en reposo.

En la Fig. 4.7 se esquematizan los estados inicial y final de la colisién entre un fotén y un
electron inicialmente en reposo, las magnitudes en el estado final se indican con un apostrofo (°).
Los resultados experimentales indican que A’ > A, entonces Ef < E;. La diferencia de energia
entre el foton incidente y el dispersado es igual a la energia que gana el electrén, originalmente
en reposo (E. = 0). A la energia cinética del electron en el estado final, Compton la denominé
energia de retroceso del electron:

E'.=E—E' (4.2)

Debido a que los fotones de radiacion X son muy energéticos, las cantidades de energia que
intercambian las particulas en la colision son suficientemente elevadas por lo que es necesario

un andlisis relativista de la cinematica de electron.
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Figura 4.7

Nota. Colision entre un foton y un electron en reposo

Notas sobre Relatividad Especial
a) Particulas con masa
La expresion para la energia total de una particula con masa que se mueve a
velocidades cercanas a la velocidad de la luz en términos de su cantidad de
movimiento es:
E = \/(myc?)? + (pc)?: “Energia total de una particula relativista”
donde m, es la masa en reposo y p la cantidad de movimiento lineal de la particula.
Si la particula se halla en reposo (p = 0) entonces su energia resulta ser:
E, = myc?: “Energia en reposo de una particula de masa m,"
La diferencia entre la energia total y la energia en reposo es su energia de
movimiento:
E. = E — E,: “Energia cinética de una particula relativista”
b) Particulas sin masa
Consideremos una particula sin masa, por ejemplo un fotén. La hipétesis cuantica
de la radiacién de Einstein establece que la energia del foton es Ef = hv.
Alternativamente, podemos expresar esta energia en términos de su cantidad de
movimiento (p;); sustituyendo m, = 0 en la expresion para la energia total de una
particula relativista obtenemos:
E; = prc: “Energia del foton”
luego la cantidad del movimiento del foton resulta luego la cantidad del
movimiento del foton resulta ser:

pf = —=
c c A
donde 1 = ¢/v es la longitud de onda de la radiacion electromagnética.

Ef_hv_h

La conservacion de la energia antes y después de un choque elastico impone la siguiente

condicion: E; + E = E; + E’ (E; y E son la energia del foton incidente y la energia del electron
en reposo respectivamente, E; y E' corresponden a la energia del foton dispersado y a la energia

total del electron luego de la colision).

prc+Eq = ppc+E' (4.3)
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De la ecuacion anterior resulta que la energia cinética del electron (E. = E' — E,) es igual a

diferencia de energia entre los fotones incidente y dispersado (psc — pyc), entonces:

E'c = (pf —pp)c (4.4)

La energia final del electrén (E') es la suma de su energia en reposo y su energia cinética,
entonces:
E'? = (E, + E',)? (4.5)

Esta cantidad también puede ser expresada en términos de su cantidad de movimiento:
E™ = (moc?)? + (pec)? (4.6)

Siigualamos las dos ecuaciones anteriores, reemplazando los valores para E, y E',, podemos

hallar una expresion relativista para la cantidad de movimiento del electrén de retroceso p,:

pe’ = (5 — Pp)? + 2mec(py — p)) (4.7)

La conservacion de la cantidad de movimiento lineal antes y después de la colision elastica
implica que el electrén dispersado adquiere un momento lineal igual al cambio del momento de

los fotones: p', = pr — p'f, p. = 0 (Fig. 4.7)

Figura 4.7

9\ Pr E

¢

Nota. Esquema donde se muestra que la suma de las cantidades de movimiento en el estado final (en rojo)

es igual a la cantidad de movimiento del fotén incidente del estado inicial (en azul).

2 r2 ’
pe” =ps? +ps° — 2 pspy cosd (4.8)
Igualando las dos ecuaciones anteriores halladas para p.> podemos escribir
1 1 1

E ~ = e (1 —cosB) (4.9)

Multiplicando ambos miembros por h y recordando que para un foton A = h/p, resulta:

AL =X — A= 2.(1 — cosB) “Corrimiento Compton” (4.10)
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donde A; = h/mec = 2,43 - 10712 m se denomina “longitud de onda Compton”, con m,, la

masa en reposo del electron.

Cuando la energia del fotdn es menor que la energia de enlace del electron, el foton
colisionara con el atomo como una unidad y el electron permanecera en estado ligado inicial. A
partir de la expresion para el corrimiento Compton podemos afirmar que si un fotdn colisiona con
una particula de masa muy grande (M >> m,) el corrimiento de longitud de onda se reduce en
la misma proporcién. Una estimacion del cambio de longitud de onda para el caso de una colision

de un fotén con un atomo de carbono *2C (M~22000 m,) puede obtenerse reemplazando la masa
del atomo por la del electrén en el corrimiento Compton: AAdtome = h/Mc (1—cosf)=5-

10—5 Allelectrén.

Para un angulo de dispersion de 90°, Compton calculé AA = 2,4- 1072 m. El corrimiento
estimado para la dispersion por atomos segln la expresion anterior es Al =1-10"1m.
Concluimos que, para cualquier direccion de observacion, la longitud de onda dispersada por un
atomo tiene practicamente la misma longitud de onda incidente. Esta es la explicacién cuantica
de la presencia en el espectro de una componente de radiacion practicamente con la longitud de
onda original.

En 1923, Walther Bothe y Robert B. Wilson realizaron experimentos en forma independiente
que les permitieron registrar por primera vez los electrones de retroceso. Dos afios mas tarde,
W. Bothe y W. Geigersconfirmaron experimentalmente que el electrén de retroceso y el fotdn
dispersado aparecen simultaneamente. En 1927, A. A. Bless medio la energia de retroceso del
electrén dispersado comprobando el resultado que predice la teoria. Ese mismo afio, Compton
recibio el premio Nobel por su teoria cuantica de dispersiéon de rayos X por elementos livianos
publicada en 1923.

Usos y aplicaciones de los Rayos X, la difraccion de Bragg y el efecto

Compton
Aplicaciones en medicina

El radiodiagnéstico es el estudio de las estructuras anatémicas internas de un paciente con
la ayuda de la imagen generada a partir de la radiacion X transmitida por el cuerpo del paciente.
La imagen radiolégica se genera debido a que los distintos 6rganos y estructuras anatémicas del
cuerpo poseen diferentes absorciones de la radiacion incidente. Si la imagen es estatica se
denomina radiografia, si se trata de un video se llama radioscopia.

La tomografia axial computarizada (TAC) es una técnica no invasiva consistente en un barrido
0 escaneo que permite la visualizacion tridimensional de la estructura interna de un objeto al ser
irradiado con radiacién X. La imagen tridimensional generada esta compuesta por una secuencia

de imagenes de secciones transversales del objeto. La imagen de cada corte se obtiene midiendo
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la intensidad de los rayos X que son atenuados (absorcién de rayos X), dispersados (efecto
Compton) o difractados (ley de Bragg) por el objeto. Esta técnica es de gran uso en medicina,

industria y geologia.

Aplicaciones en la industria

La absorcién de la radiacién al atravesar un material permite medir espesores y densidades.
A mayor espesor de la lamina o mayor densidad del material menor sera la cantidad de radiacién
transmitida.

La radiografia industrial es una técnica no destructiva utilizada en la industria metalurgica.
Mediante la formacion de imagenes por absorcion se pueden evaluar dafos internos en piezas
o comprobar la calidad de soldaduras (ausencia de poros, penetracién, imperfecciones).

En seguridad y vigilancia se emplear equipos de radioscopia por rayos X para monitorear el

contenido de valijas y paquetes en aeropuertos y servicios de correos.

En investigacion

En Ciencia de Materiales, la difraccion de rayos X (ley de Bragg) permite la identificacion de
fases debido a que cada fase cristalina produce un patrén de difraccién caracteristico.

También permite realizar medidas de tensiones. Los espaciados entre planos atémicos de
una fase cristalina varian de una zona a otra de las fases cristal como consecuencia de las
tensiones internas, las lineas de difraccion de las diferentes zonas estan ligeramente
desplazadas. El efecto conjunto de una regién del cristal con tensiones internas es el
ensanchamiento del pico de difraccion.

Otra aplicacion muy importante es la determinacion de estructuras cristalinas.

La cantidad de aplicaciones de los rayos X en ciencia es numerosa y abarca disciplinas como
biologia celular y molecular, genética, disefio de farmacos, estudio de esculturas, pinturas, libros,

instrumentos musicales, etc.

Problemas resueltos

Problema 1: En uno de sus experimentos, Davisson y Germer usaron electrones incidiendo
sobre la superficie de un cristal de Niquel, observaron la existencia de interferencia constructiva
en un angulo de 50° respecto de la direccion de incidencia para electrones incidentes con una
energia cinética de 60 eV (ver figura).

a) Suponiendo que la difraccion ocurre a primer orden, encuentre la longitud de onda asociada

a los electrones del haz a partir de la reflexion de Bragg.
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b) Repita el calculo de 1 utilizando la expresion de de Broglie y compare los resultados.

c) Muestre que la condicién de interferencia constructiva k - Ax = 2nm es equivalente a la
relaciéon de Bragg.

Haz
dispersado

Haz
incidente

Superficie
del cristal

Planos
Cristalinos
adyacentes

Solucioén:

a) Para calcular la longitud de onda de los electrones difractados utilizamos la ley de Bragg.

Haz

dispersado
Haz

incidente

Superficie
del cristal

Planos
Cristalinos
adyacentes
v O
De la figura, podemos calcular ¢:
(1802 —9) (1802 — 509)
20 +60 =1802 = p=—7 = (p=f=659

Como la difraccion observada ocurre en el primer orden, m = 1 de la ecuacion de Bragg
despejamos la longitud de onda:

A=2dseng =2(0914)sen65°=1654
b) Ahora calculamos la longitud de onda de los electrones, pero a partir de la ecuacién de

. . h , T .
Louis de Broglie 1 = o Conocemos el valor de la energia cinética de los electrones incidentes:
2
p

= = = . —-18
Ee=g- =60V =96:107

Luego el médulo de cantidad de movimiento de uno de estos electrones es:

p=2E.m, =/2(9,6-10-18))(9.11- 1031kg) = 4,18 - 1072* kg.m/s
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Entonces, a partir de la hipotesis de de Broglie resulta que
_h_ 6626-107%s
T p 418:10"2% kgm/s

Observemos que las longitudes de onda de los electrones calculadas por de Broglie o por el

=1,5854

experimento de difraccion, tienen casi el mismo valor numeérico.
c) Para mostrar que la condicion de interferencia constructiva k - Ax = 2nm es equivalente a
la relacion de Bragg, reemplazamos en la expresién anterior la diferencia de camino 6ptico entre

los dos rayos, Ax = 2 d senf:

2
k-Ax =2nm - Tnstenf):an[ = 2dsenfd =nAi

Problema 2: a) Calcular la variacién porcentual en la longitud de onda observada en una
dispersion de Compton de fotones de 22 keV a 6 = 65°.

b) ¢ Cual es la energia y longitud de onda de los fotones dispersados?

Solucién:
a) Para resolver este ejercicio deberemos considerar la ecuacion de Compton, ya que nos
pide el cambio en la longitud de onda observada, es decir:
AL = A — A
A¢: Longitud de onda del fotén dispersado
A;: Longitud de onda del foton incidente

La ecuacion de Compton:
h
Ar — A = —(1 = cos(8)) = A,(1 — cos(8))
mc

A¢: Longitud de onda del foton dispersado
4;: Longitud de onda del fotén incidente

Ao = % =2,42-10712m = 2,42 pm : Longitud de onda de Compton
m =9,11-1073kg. Masa del electron

¢ =3-10% m/s. Velocidad de la luz en el vacio

h =6,626-1073* ] 5. Constante de Planck

6 = 652 Angulo que se desvia el fotén dispersado respecto de su direccién original.

La ecuacion de Compton:
h
AL = %(1 —cos(0)) =2,42-107*2m- (1 — cos(65%)) = 1,397 - 1072 m

Luego, la variacion porcentual es:
A2 100 = 1,4-1072m
A - A

Necesitamos la longitud de onda del fotdn incidente, la cual podemos obtener a partir del dato

-100

de la energia de dichos fotones Efi = 22 keV, que expresado en Joules es Efi =3,52-1071°].

La longitud de onda del foton incidente la calculamos a partir de su energia Efi =hv = % :
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hc
A= = 56,47 -10712 m = 56,47 pm
fi

Entonces la variacion porcentual sera:

M o= LA OEm e LA, s

A Ai 56,5-10"12m ’
b) La longitud de onda de los fotones dispersados la podemos calcular a partir del corrimiento

Compton 44 = 4, — 4;:
Ap = A2+ 2;=57,9-107? m =579 pm
y con este valor calculamos la energia del fotén dispersado:
hc

Ep=7, = 21,46 keV

Problema 3: Si la maxima energia comunicada a un electron en una dispersion Compton es
50 keV:

a) ¢, Cual es la longitud de onda del foton incidente?

b) ¢ Cual es la longitud de onda del fotdn dispersado?

c) ¢,Cual es la cantidad de movimiento del electrén (indicar médulo y angulo)?

Solucién:

a) La energia cinética maxima adquirida por el electrén, cuando se produce efecto Compton,
es:

E. =E;—Ey =E—E=50keV
ce =EaT By =775

A: Longitud de onda del fotdn incidente

A’: Longitud de onda del fotén dispersado

c: velocidad de la luz en el vacio

h: constante de Planck

m,: masa del electrén

¢: médulo de velocidad de la luz en el vacio

p.: modulo de cantidad de movimiento inicial del electron

p': médulo de cantidad de movimiento final del electrén

Como el dato es la “maxima” energia comunicada al electrén, para que esto suceda, el foton
debe perder la mayor energia posible, es decir (E;,) debe ser lo méas chica posible, entonces A’

debe ser lo més grande posible, entonces A1 = 2’ — A debe ser lo mas grande posible.

h
AM=AN-21= (1—cosf) = 6=m
mec
A =2 =4,84-10"2m
oC

Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
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A —21=484-10"12m

he _he o key =8 1015
7 e = J

Despejando A de ambas ecuaciones, obtenemos:
A1=2881-10"1m

Notar que al despejar A de ambas ecuaciones, se obtiene una funcion cuadratica cuyas dos
soluciones nos brindan dos posibles valores de 1. Sin embargo, uno de estos valores en negativo,
con lo cual dicha soluciéon queda descartada por no tener sentido fisico.

b) A=A +1=1365-10"2m

c) La cantidad de movimiento lineal es una magnitud vectorial. Para calcular el médulo de la
cantidad de movimiento (p’.) y el angulo del electrén dispersado (¢) deberemos plantear su
conservacion antes y después de la colision:

Br=Pu+De
p.- cantidad de movimiento del foton dispersado
p,: cantidad de movimiento del fotdn incidente

P.: cantidad de movimiento inicial del electrén (nula)

;’l,: cantidad de movimiento final del electrén

Sabiendo que 6 = m, planteamos la conservacion de la cantidad de movimiento en el eje x

Pa = pa cos(m) + p'e cos(Pp) = p'ecos(@) = pa — py (1)
P'e cos(¢) = pa+ pa (4-1)
Del mismo modo, planteamos la conservacion de la cantidad de movimiento en el eje y:
0= —p, sen(m) +p',sen(¢p) = p'.sen(p)=0=> =0  (4-1l)
Reemplazando (4-11) en (4-I):

, h h s
Pezpa+p,1,=i+7=1,24-10 kgm/s

Problema 4: a) Un foton de 10* eV interactda con un electron libre y en reposo, de modo tal
que se dispersa un angulo de 60°. Determine:

i) La variacién de longitud de onda del foton.

ii) La variacién de frecuencia del foton.

iii) La variacion de energia del foton.

iv) La energia cinética que adquiere el electron.

118




b) A partir de leyes de conservacion, demuestre que la frecuencia del foton dispersado y la

frecuencia del fotén incidente satisfacen la relacién siguiente:

v

v =

B hv
1+ W(l — cos (6))

v': frecuencia del foton dispersado
v: frecuencia del fotén incidente

h: Constante de Planck

6: Angulo del foton dispersado

m: Masa del electrén

Solucioén:

a) i) Reemplazando los datos en la ecuacion de Compton:
h
AL = E(l —cos(9)) = 2,42-107*?m - (1 — cos(60%)) = 1,21 pm
a) ii) La frecuencia del fotén incidente es:
E;.
v = 7’1 = 2,4147 - 10'8H7

La longitud de onda del fotdn incidente:

La longitud de onda del foton dispersado:
A =AA+2; =1,25454

La frecuencia del fotén dispersado:

c

vy =—-—=2,3914" 108 Hz
A
f

Asi la variacion de frecuencia es:
Av =v; —v; =0,0233-10"8 Hz
Notar que la frecuencia del fotdn dispersado es menor que la frecuencia del foton incidente.
a) iii) La energia del fotdn incidente es dato:
E;, =10%eV
La energia del fotén dispersado la podemos calcular a partir de la frecuencia del fotén:
Eaf = hvy =9.903,4 eV

Asi la variacion de energia del fotén es:

AE = By, — E;, = 96,6 eV
Notar que la energia del fotén dispersado es menor que la energia del foton incidente.
iv) La energia cinética del electrén en retroceso:

K, = Ej,— B, = 96,6 eV

b) Planteamos conservacion de la cantidad de movimiento antes y después de la colision

(tengamos en cuenta que esta magnitud es vectorial):

ﬁli = ﬁlf + ﬁe
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Pa,: Cantidad de movimiento del foton dispersado.
Ps,: Cantidad de movimiento del foton incidente.
P.. Cantidad de movimiento del electrén
La cantidad de movimiento del electrén es:

Pe = Pa— B,
Luego multiplicamos por p, para, a partir del producto escalar de vectores, obtener el médulo

de la cantidad de movimiento:
Pe e = (Ba, — P2,) - (P2, — B, )

e’

=pa,” +Pa,° — BaPa, — Pabas
Pe’ = pa,> + Pa,” — 2pa,pa, cos(0) (4-11)
6: Angulo del fotén dispersado respecto al fotén incidente.
Por otro lado, planteamos conservacion de la energia antes y después de la colision:
Ej, +mec? = Ey, + mec? + E., con Ey, =mec?+E.,

Inicialmente, en el sistema tenemos un electrédn en reposo y un fotdn, es decir que la energia
inicial sera la suma de la energia del foton incidente E; , mas la energia del electron que esta en
reposo m,c2. Luego de la colisién tendremos la energia del fotdn dispersado Ej,, mas la energia
total del electrén en retroceso E;,;,. Despejando podemos obtener la energia total del electron:

Etor, = M + E;, = By, + mec? — Ey 4-1V)

f
Ademas, tenemos que la energia total del electrén en retroceso es:

Etor, =/ (Mec?)? + (pec)? (4-V)
m,: Masa del electrén
c: Médulo de la velocidad de la luz en el vacio
pe: Mddulo de la cantidad de movimiento del electrén
Eror et ENErQia total del foton dispersado
Igualamos (4-1V) y (4-V):
Jn.c2)? + (po)? = Ej +mec? — B,
Reemplazamos las energias de los fotones en funcién de las respectivas cantidades de
movimiento de cada uno:
(mec)? + (pec)? = (pac + mec? — py )
py,- Cantidad de movimiento del foton incidente.
Pay: Cantidad de movimiento del foton dispersado.
Sacamos factor comun ¢ a ambos lados:
c2[m,2c? + p,2] = 2 (py, +mec — mf)z
Trabajamos algebraicamente para despejar la cantidad de movimiento del electrén:
mo2c? + p,? = py 2 + (mec - paf)z +2p3, (mec = py, )

(Mec)? +pe? = pa,* + (Me€)? + pa > — 2me € Pa, + 2p3MeC — 202,P2,
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P’ =pa° + P2+ 2mec (mi - pr) — 2p3,Pa; (4-V1)
Igualamos (4-I11) y (4-VI)
A’ + Pt — 203,00, c0s(0) = py,? +pa” + 2meC (Pai - P/lf) = 2py,Pa,

_pliplf COS(H) = me 4 (pli - plf) - pliplf

hv; hv hv; hv hv; hv
mec< : f)——L—f=——l—fcos(9)
c c c c

v Frecuencia del foton dispersado
v;: Frecuencia del foton incidente

h: Constante de Planck

c c  mgc

hv;, hv 1 /(hv; hv
Vi 2% —(ﬁ—f)u—cos(a))

c c

Vv, —V hv;

RN A sz (1 — cos(6))
Vf mecC

Yo RV costa) +1

v mac? cos

Y obtenemos finalmente la expresion buscada

Vi

Vf =
h Vi
g cZ (1—-cos())+1

Problema 5: El efecto fotoeléctrico y el efecto Compton son dos fendmenos de interaccion
de la radiacion con la materia. Realice una lista con las similitudes y diferencias de estos

fendmenos de interaccion de un fotén con un electrén.

Solucioén:

Efecto Fotoeléctrico Efecto Compton

Son fendmenos de naturaleza cuantica.

Son fendmenos donde interactuan la radicacidon con la materia.

La energia del fotén incidente es =10-10% eV | La energia del fotdn incidente es =10%-10° eV)

En el estado final el electrdn es clasico. El electrén en el estado final es relativista.

Se debe considerar la energia de ligadura del | Se puede considerar al e como libre
electrén (=11eV)
En el estado final no hay fotén Hay un fotdén dispersado en el estado final

Problemas propuestos

Problema 1: Encuentre la cantidad de movimiento de un fotén en eV /cy en kg - m/s para las

siguientes longitudes de onda: 400 nm, 1 4,3 cm y 2 nm.
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Problema 2: Los tubos de rayos X utilizados actualmente por los dentistas a menudo utilizan
energias de aceleracion de 80 keV. ¢ Cual es la longitud de onda minima de los rayos X que

producen?

Problema 3: Considere una onda EM plana de frecuencia v incidiendo sobre un electron libre
en un blanco metalico. Cémo es excitado el electron por la onda EM desde el punto de vista

clasico?

Problema 4: ; Tiene masa un fotdn de energia E?

Problema 5: ;Por qué el corrimiento Compton es independiente de los materiales que

componen el dispersor?

Problema 6: ;Se observa efecto Compton con luz visible? ¢ Por qué?

Problema 7: Rayos X con un corrimiento de longitud de onda de 0,018 A son dispersados por

efecto Compton. Determinar el angulo de entre los fotones incidentes y los dispersados.

Problema 8: Rayos X de longitud de onda 0,708 A experimentan la dispersién Compton en
parafina. Hallar la longitud de onda de los rayos X dispersados en las siguientes direcciones.

a)b =m/2

by =r

Problema 9: Rayos X de longitud de onda de 0,2 A experimentan la dispersién Compton bajo
un angulo de 90°. Hallar:

a) La variacion que experimentan estos rayos al dispersarse.

b) La energia de retroceso del electrén.

c) La cantidad de movimiento del electron.

Problema 10: Radiacién de 0,1 nm de longitud de onda experimenta dispersion Compton en
una muestra de carbono. Se observa la radiacién dispersada en direccion perpendicular a la de
incidencia. Hallar:

a) La longitud de onda de la radiacion dispersada.

b) La energia cinética y la direccion de movimiento de los electrones.

c¢) Repetir lo anterior para el caso en que los fotones se dispersan segun un angulo de 60°

respecto del eje horizontal.

Problema 11: a) Demostrar que un electron libre no puede absorber un fotdn y conservar en

el proceso tanto el impulso como la energia.
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¢ Por qué en el efecto Compton el electrén puede ser considerado como libre?

Problema 12: En una dispersion Compton un electrén adquiere una energia cinética de
0,1 MeV cuando un fotén de 0,5 MeV de energia incide sobre él.

a) Determinar la longitud de onda del foton dispersado, si el electrén se hallaba inicialmente
en reposo.

b) Hallar el angulo de dispersion del fotdn respecto de la direccion de incidencia.

Problema 13: Si la maxima energia comunicada a un electron en una dispersién Compton es
45 keV

¢, Cual es la longitud de onda del foton incidente?

Problema 14: Un haz de RX de 0,3-1071%m sufre dispersién Compton de 60°. Hallar la

longitud de onda del fotdn dispersado y la energia del electron después de la dispersion.

Problema 15: En una dispersion Compton, un foton de energia E, = hv, es dispersado por
un electron libre de masa en reposo m. Si los rayos X incidentes tienen una longitud de onda de
10 pm, los fotones dispersados a cierto angulo tienen una longitud de onda de 10,5 pm. Encontrar

el momento (magnitud y direccién) del correspondiente electron.
Problema 16: Un fotdn cuya energia iguala la energia en reposo del electrén tiene una

colision Compton con un electrén. Si el electrén se desvia 40° respecto de la direccién original

del foton, hallar la energia del fotén dispersado.
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CAPITULO 5

Modelos atomicos

Introduccion

Desde el inicio de los tiempos, sucesivas generaciones se han encontrado con la tarea de
dividir o romper un determinado objeto. Las acciones mas elementales de supervivencia implican
esa actividad. Un fruto que ha sido recolectado, un animal que ha sido cazado, etc. debe ser
separado en pedazos para poder ingerir los alimentos que ellos proveen.

Fueron los antiguos griegos quienes dieron las primeras respuestas a una sencilla pregunta
que seguramente muchas culturas se hicieron desde siempre. Si tenemos una manzana, la
podemos dividir por la mitad, a ésta también la podemos dividir por la mitad y luego otra vez por
la mitad, pero... ¢podemos continuar indefinidamente? ;Hasta dénde se puede dividir un
determinado cuerpo material, elemento o sustancia? Demdcrito en el Siglo V a.C., luego Epicuro
y otros fildsofos propusieron que la materia no se puede dividir indefinidamente, sino que debe
existir una “dltima” particula basica indivisible que compone todas las sustancias. Intuyeron que
era muy pequefia y la llamaron Atomo (literalmente, indivisible en griego), y crearon la que se
conocié como Escuela Afomista griega que domind el pensamiento cientifico-filosofico durante
varios siglos.

No hubo progresos significativos en el conocimiento e interpretacion sobre como estaban
conformados los materiales ni como era esta particula, la mas pequefa posible, hasta fines del
Siglo XVIII e inicios del Siglo XIX, cuando se retomaron las ideas de la Escuela Atomista para
explicar las leyes quimicas. Fueron los trabajos de los esposos franceses Antoine Lavoisier
(1743-1794) y Marie-Anne Pierrette Paulze (1758-1836), y los del inglés John Dalton (1766-1844)
quienes propusieron y probaron experimentalmente la ley de conservacion de la masa en las
reacciones quimicas y los del italiano Amadeo Avogadro (1776-1856) quien estimé el numero de
particulas que constituian un gas a una determinada presion y temperatura, los que dieron un
nuevo impulso al estudio de las componentes fundamentales de la materia. A su vez, Dalton en
1803 propuso un primer modelo atdmico constituido por esferas diminutas indivisibles.

Con estos aportes se pudo establecer que cada elemento esta constituido por atomos
idénticos entre si, pero éstos son diferentes a los de otro elemento de la naturaleza. En resumen,
las propiedades de los cuerpos derivan de las propiedades atdmicas. Esta conclusion fue
brillantemente sintetizada por el ruso Dimitri Mendeleyev (1834-1907) con su célebre Tabla
Periddica de los Elementos quien pudo proponer una clasificacion entre los elementos quimicos

conocidos en su época y prever la existencia de otros aun por descubrir.
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A pesar de estos avances, la Ciencia a veces tiene retrocesos. Hacia finales del Siglo XIX
hubo enconadas disputas entre un grupo de cientificos que defendian la hipétesis atémica, dando
a los atomos una identidad real, y otros que negaban su existencia y su rol fundamental como
componentes ultimos de la materia. Entre los mas prominentes del primer grupo se destaca el
fisico austriaco Ludwing Boltzmann (1844-1906) quien desarrollé los trabajos pioneros en
mecanica estadistica, basada en el movimiento atdmico, para explicar el comportamiento de los
gases. Con estos conceptos hizo aportes fundamentales en termodinamica. En el segundo grupo
sobresalen el quimico ruso/aleman Wilhem Ostwald (1853-1932) y el austriaco Ernst Mach
(1838-1916), quienes sostenian una hipotesis energética para explicar la mayoria de los
fendmenos fisicos prescindiendo de la idea del atomo.

Sin embargo, el concepto de atomo como Uultimo e indivisible “ladrillo” con que estaba
constituida la matera “se cayd” y sufrid una dramatica refutacion cuando en 1897 el cientifico
inglés Joseph J. Thomson (1856-1940) descubrié el electron. De acuerdo con sus medidas del
cociente carga/masa del electrén puso en evidencia que habia una particula mas pequefa (con
menor masa) que el atomo y que ademas poseia carga eléctrica.

Y, por lo tanto, habia que volver a escribir la historia...

Esta nueva situacion plante6 grandes desafios cientificos. Como el atomo es eléctricamente
neutro, la deteccion de una particula con carga negativa, el electron, implica que también deberia
existir una carga positiva en el interior del atomo. A su vez, el tamano del &tomo es mucho mayor
que el electron. En consecuencia, ¢ cémo serian las caracteristicas de esta carga positiva que
“ocuparia” la mayor parte del atomo?

Y las preguntas surgian una tras otras. ;Habria mas sorpresas? ;Habria otras particulas
desconocidas en el atomo? ;De qué material estan hechas esas particulas? ; Cémo el atomo se
mantiene estable?

A su vez, en los primeros afos del Siglo XX la irrupcion de la Fisica Cuantica impulsada por
Planck y Einstein trajo nuevas ideas y herramientas para encarar la explicacion de un mundo
cada vez mas diminuto y dificil de comprender.

Por lo tanto, no debe sorprender que un frenesi de trabajos tedricos y experimentales,
desarrollos de modelos e hipdtesis mas o menos plausibles se multiplicaran entre los
investigadores de las universidades e instituciones cientificas mas destacadas.

Algunas propuestas de modelos atémicos como las realizadas por el descubridor del electrén
J.J. Thomson en 1898 y por el fisico neozelandés radicado en Inglaterra, Ernest Rutherford
(1871-1937) en 1911 fracasaron debido a las evidencias experimentales que contradecian esas
hipotesis.

Fue un discipulo de Rutherford, el fisico danés Niels Bohr (1885-1962) quien en 1913 y a
partir de pocos postulados basados en la mecanica cuantica, finalmente encontré un modelo
exitoso para explicar el comportamiento del mas simple de los atomos, el de Hidrégeno. A su
vez, permitié la correcta interpretacion de los espectros electromagnéticos de absorcion y

emision de los gases.
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Para atomos mas complejos fue necesario modificar el modelo de Bohr. Vale mencionar, entre
muchos otros, los aportes del fisico aleman Arnold Sommerfeld (1868-1951) quien introdujo
consideraciones relativistas y del austriaco Erwin Schrodinger (1887-1961) quien cambio
completamente las hipotesis al modelar el atomo con un enfoque ondulatorio en lugar de
corpuscular.

De esta busqueda apasionante y de la ebullicion de ideas que se desarrollaron para encontrar

un modelo del &tomo nos ocuparemos en las secciones siguientes.

Espectros de Gases

Antes de discutir las diferentes propuestas sobre modelos atdmicos, haremos una
introduccién sobre el espectro electromagnético de los gases, ya que jugo un rol decisivo en la
comprension de la naturaleza del atomo.

A partir de los trabajos pioneros del fisico aleman Joseph Fraunhofer (1787-1826) y luego del
aleman Gustav Kirchhoff (1824-1887) eran bien conocidos los espectros de absorcion y de
emision de muchos gases. Fraunhofer invento el espectroscopio en 1814 y con este instrumento
estudio en detalle la luz proveniente del sol y de las estrellas, como asi también sélidos y liquidos
incandescentes y gases en combustion. Observé que los solidos y liquidos presentaban
espectros continuos, mientras que los gases presentaban espectros discretos, con lineas de
emision o de absorcion bien definidas y notoriamente separadas entre si. La Fig. 5.1 a) muestra
un espectro de emision de un solido, y los espectros de absorcion y emision del Hidrogeno Fig.
5.1b)yc).

Figura 5.1
. _ ’
397.0
410.0 486.2 652.3
4341
Longitud de onda en nanometros o)

Nota. a) Espectro de emisién de sélidos y liquidos CONTINUO. b) Espectro de absorcién del H,
DISCRETO. c) Espectro de emision del H, DISCRETO

126



Al comparar espectros de varios gases, rapidamente Fraunhofer se convencio que los mismos
presentaban espectros distintos con lineas bien definidas en diferentes posiciones. Concluy6
correctamente que los espectros brindaban una excelente herramienta para identificarlos ya que
los mismos proveian un simil a una “huella digital” diferente para cada uno de ellos. De esta
manera inaugurdé una nueva y poderosa rama cientifica, la Espectroscopia, que estudia la
composicion fisicoquimica de los materiales mediante el analisis de los espectros
electromagnéticos en todas las longitudes de onda (visible, ultravioleta, rayos X, infrarrojo,
radiofrecuencias, etc.). Asimismo, la Astronomia avanzé enormemente al poder estudiar la
composicion de las estrellas y planetas simplemente analizando con un espectroscopio la luz

que proviene de ellos.

El espectroscopio

El espectroscopio es un instrumento que permite descomponer la radiacion proveniente de
una fuente luminosa mediante un prisma o una red de difraccion. La luz se detecta en una
pantalla, con una pelicula fotografica o, mas recientemente, con camaras digitales.

El dispositivo puede ser utilizado de dos maneras: a) Detectando directamente la luz que pasa
a través del prisma o de la red de difraccion proveniente de una fuente que contiene un gas
excitado. En este caso se lo denomina “espectro de emision”. b) la radiacion proveniente de una
fuente continua de luz blanca pasa por un gas frio y se la detecta luego de pasar por el prisma o
por la red de difraccion. En este caso de lo denomina “espectro de absorcion”.

La Fig. 5.2 muestra un esquema muy simplificado de un espectroscopio en la configuracion

a) espectro de emisién b) espectro de absorcion.

Figura 5.2

Aumento de
longitud de onda

Espectro de
Placa Peliculao emisién

< Prisma
colimadora detector

1 O A=

Gas excitado

Aumento de
longitud de onda

Espectro de
absorcion

contiua Muestra
absorbente
(gas frio)

Nota. Espectroscopio: a) espectro de emisién b) espectro de absorcion.
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Obsérvese que el espectro de emision presenta lineas brillantes en un fondo oscuro mientras
que el de absorcién presenta lineas oscuras sobre un fondo de colores. La ubicacién de esas
lineas en ambos espectros es exactamente la misma para un determinado gas, aunque es mas

dificil visualizarlas en el espectro de absorcion como veremos mas adelante.

Espectro de emisién del Hidrégeno (H)

De los varios espectros de los gases, observaremos en detalle el espectro de emision del
Hidrogeno (H) que se muestra en la Fig. 5.3. Veremos luego que el analisis del mismo ha sido
una de las pruebas fundamentales para corroborar la validez del modelo de Bohr para el atomo
de H.

Figura 5.3
Lyman Balmer Paschen Brackett Pfund Humphrey
(Uv) (VIS) (IR) (IR) (IR) (IR)

j'b-

Nota. Espectro de emision del Hidrogeno (H)

La Fig. 5.3 muestra un conjunto de lineas discretas que se hallan agrupadas en diferentes
regiones del espectro electromagnético. Estas lineas dentro cada regién no estan equi-
espaciadas, sino que la separacion entre vecinas aumenta para longitudes de onda mayores.
Asi, se pueden observar distintas “series” de lineas en la zona del ultravioleta, visible e infrarrojo
que se identifican con el nombre de sus descubridores: Lyman en el UV, Balmer en el visible y
Paschen, Brackett, Pfund y Humphreys en el IR.

Hacia fines del Siglo XIX y principios del Siglo XX se conocian varias de estas series para el
Hidrogeno y también para los espectros de otros gases, pero no habia una explicacién sobre su
origen ni tampoco leyes que las puedan describir.

Sin embargo, se encontraron algunas formulas empiricas que ajustaban la posicion de cada

linea en las series espectrales. El maestro de escuela suizo y aficionado a las ciencias, Johann
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Balmer (1825-1898) fue el primero en proponer una féormula empirica para la serie de lineas en
la zona visible del espectro del Hidrégeno:

_ 3645,6 n?
n?-4

A (5.1)

donde n = 3,4,5,..y 2 (longitud de onda) esta medida en Angstrom (10-'°m)

Posteriormente, con los trabajos del sueco Johannes Rydberg (1854-1919) y el suizo Walter
Ritz (1878-1909), la férmula de Balmer puede ser reescrita para describir todas las demas series
del espectro del Hidrogeno

e (-2) o2

n2
donde n=1,2,3,.., k=(n+1),(n+2),(n+3),.. y Ry =1,096 10" m~! es la constante de
Rydberg.
Esta expresion permite calcular la longitud de onda A para una linea espectral de las series
del H, tomando distintos valores de n y k. Para valores de k grandes las lineas estan cada vez
mas proximas entre si y convergen a una longitud de onda A diferente para cada serie.

La Tabla 5.1 muestra las caracteristicas de las series del H obtenidas a partir de la formula
de Rydberg-Ritz (Ec. (5.2)).

Tabla 5.1
Lineas espectrales Atomo de Hidrégeno
Serie Aio longitud de onda n k convergencia
(D (A en nm)
Lyman 1916 ultravioleta 1 >1 91
Balmer 1885 | visible, ultravioleta 2 >2 365
cercano
Paschen 1908 infrarrojo 3 >3 821
Brackett 1922 infrarrojo 4 >4 1459
Pfund 1924 infrarrojo 5 >5 2280

El electron

El descubrimiento del electron por parte de J.J. Thomson en 1897 fue fundamental para
cambiar la concepcion de considerar al &tomo como indivisible. Luego de repetidas medidas en
experiencias con tubos de rayos catédicos encontro la relacion entre la carga y la masa (e/m) de
una particula mucho mas pequefia que el atomo y que estaba presente en todos los elementos
estudiados, por lo tanto, concluyd que era intrinseca del interior del atomo y un elemento
constitutivo de la materia. A pesar de la incredulidad inicial del mundo cientifico que se resistio a
abandonar la idea del atomo como la identidad ultima de la naturaleza, evidencias posteriores

confirmaron las afirmaciones de Thomson. Luego, en 1909, R. Millikan logré determinar la carga
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y la masa en forma independiente, confirmando experimentalmente en forma irrefutable la
existencia del electron y medir sus propiedades con gran precision.

De estos dos trabajos seminales nos ocuparemos a continuacion:

Experimento de rayos catédicos de J.J. Thomson

El dispositivo utilizado por Thomson en su experimento de rayos catddicos se muestra en la
Fig. 5.4. En un tubo en el que se ha hecho vacio se ubican dos electrodos, cada uno de ellos
conectados a bornes positivo y negativo de una fuente que produce una diferencia de potencial
elevada. En el esquema se identifican con C (catodo) y A (anodo). De esta manera, las particulas
con carga negativa se aceleran moviéndose desde Ca A. Una ranura A" se coloca junto al nodo
para colimar las particulas. A continuacion, se colocan dos placas P y P’ cargadas positiva y
negativamente como las placas de un capacitor plano de caras paralelas que produce un campo
eléctrico E, y un iman (o bobinas) que produce un campo magnético B perpendicular respecto
de E. Al final del dispositivo se ubica una pantalla fosforescente S para detectar el impacto de
los electrones.

El efecto sobre las cargas negativas que ingresan al sector que ocupa el capacitor cargado y

al campo magnético cruzado se muestra en detalle en la Fig. 5.5.

Figura 5.4

Nota. Dispositivo utilizado por Thomson en su experimento de rayos catodicos

130



Figura 5.5

B (entrante)

Nota. Carga negativa en movimiento en un capacitor cargado y campo magnético cruzado

La fuerza total sobre la particula es la suma de las fuerzas eléctrica (hacia arriba) y magnética

(hacia abajo) indicadas en la figura y esta dada por la expresion de Lorentz:
F,=qE+qv xB (5.3)
siendo FL) la fuerza de Lorentz, E el campo eléctrico, B el campo magnético, g lacargay v la

velocidad de la particula.
Variando externamente las cargas en el capacitor, y por lo tanto el campo E , ¥ los imanes y

por lo tanto la intensidad del campo B, se pueden controlar el valor de las fuerzas. En caso de
que la Fuerza eléctrica sea mayor que la magnética, la particula deflectara hacia arriba. En caso
contrario lo hara hacia abajo. En el caso que ambas fuerzas sean iguales, la particula continuara
horizontalmente con velocidad constante.
Como las fuerzas son colineales, se puede simplificar el problema tomando sus médulos y
queda:
F,=qE E,=qVvB (5.4)

Si F, = F, queda q E = qv B, y entonces v = E/B, el dispositivo funciona como un selector
de velocidades. La particula se desplazara con velocidad constante v, a lo largo del capacitor.
Thomson ajusto el dispositivo de modo de medir con precision la velocidad horizontal con que

se mueven las particulas negativas.

v =2 =" (5.5)

donde V es la diferencia de potencial entre las placas del capacitor que estan separadas una
distancia d.

Este ya es un primer resultado importante del experimento de Thomson. Demostré que los
rayos catddicos sufrian una deflexion cuando eran sometidos a campos eléctricos y magnéticos
y logré medir la velocidad con que se desplazaban. En las mejores condiciones experimentales,

con el mejor vacio en el tubo que pudo obtener, el resultado que encontré es que v, es
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aproximadamente 1/3 de la velocidad de la luz (c). Por lo tanto, confirmé su hipétesis que los
rayos catodicos eran particulas cargadas negativamente descartando la posibilidad que fueran
ondas electromagnéticas (luz) como suponian otras teorias cientificas.

A continuacion, quité el iman dejando el capacitor cargado. Por lo tanto, el haz de particulas
solo queda sometida al campo E y a una fuerza eléctrica F, vertical. Por lo tanto, seran
deflectadas hacia arriba siguiendo una trayectoria parabdlica como se muestra en la Fig. 5.6.

En este caso, la velocidad de las particulas en el eje vertical v, se puede calcular como:
FE=qE=ma, (5.6)

donde m es la masa y a,, la aceleracion vertical.

A su vez,

a, =2 (5.7)

donde t es el tiempo que tarda una particula en recorrer la distancia [ entre la entrada y la salida

del capacitor. Por lo tanto, t = [ /v,.

Figura 5.6

Nota. Trayectoria de la particula cargada negativamente en un capacitor

Operando con las Ecs. (5.6) y (5.7), se obtiene v,

v, = L4 (5.8)

y muv,d

Por ultimo, el angulo de deflexion 6 (para angulos pequeios) de las particulas se puede
calcular como:
tanf = 9 =2 (5.9)

Ux
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Reemplazando las Ecs. (5.5) y (5.8) en (5.9) queda:

9=”_y=ﬂ(i) (5.10)

Vy 14 m

Y de esta ecuacion se puede obtener la relacion (%) de la particula negativa que pasa a
través del capacitor. Denominamos a g como e (carga del electrén) y a m como m, (masa del

electron)
e Ve

(m—e) == (5.11)

Es notable como Thomson logré calcular, a partir de esta ecuacion, la relacion entre
cantidades extraordinariamente pequefias (e/m,) con los datos macroscopicos perfectamente
medibles en su laboratorio como lo son: V (diferencia de potencial entre las placas del capacitor),
6 (angulo de deflexién de las particulas), B (campo magnético aplicado), I (longitud del capacitor)
y d (separacion entre las placas).

El valor que obtuvo Thomson para (e/m,) fue 1,1 -10%! C/kg, diferente al aceptado
actualmente que es de 1,75 - 10! C/kg, pero coincidente en el orden de magnitud. Por otra
parte, por experimentos de electrdlisis quimica, ya en esa época se conocia el valor de (q/m)
para los iones de Hidrégeno: (q/m) = 9,6 - 107 C/kg. Si bien no pudo medir la carga del electron,
por otros métodos logré probar que la carga e del electron y la carga q de los dtomos de H
ionizados eran muy similares.

Por lo tanto, comparando las relaciones (e/m,) y (q/m) concluy6 que jhabia encontrado una
particula cuya masa es mas de 1000 veces menor que el atomo mas pequefo! Ademas, al repetir
la experiencia con distintos materiales del catodo encontré la misma relacién (e/m,), que
también era igual a la observada en el efecto fotoeléctrico.

jLuego no tuvo dudas que esta particula (electron) formaba parte constitutiva de toda la
materia y que habia un mundo nuevo dentro del atomo!

Joseph John Thomson obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1906. Segun la Academia Sueca
“por sus investigaciones tedricas y experimentales sobre la conduccion de la electricidad a través

de los gases y el descubrimiento del electron”.

Experimento de la gota de aceite de R. Millikan

Luego de la sorpresa y la resistencia inicial, la Ciencia asumié que el experimento de rayos
catédicos de Thomson en 1897 y la explicacion de Einstein del efecto fotoeléctrico en 1905 eran
pruebas contundentes de la existencia del electron. Sin embargo, ain quedaba por determinar
en forma separada su masa y su carga ya que solo se conocia la relacién (e/m,). Esta tarea
pendiente la resolvié Robert Millikan y su alumno Harvey Fletcher en la Universidad de Chicago
en 1909/1910.

El experimento de Millikan se muestra en la Fig. 5.7.
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Figura 5.7

Atomizador

24 ?.— gotas
de aceite

Microscopio
Gota roja en
observacion

Cargas (-) quedan . )
en las gotas Placas eléctricas
cargadas

_ 2)

Gotas
de aceite

ionizan aire

H\
Rayos X — .
AN e

Nota. Dispositivo de la gota de aceite utilizado por Millikan. a) esquema experimental. b)
instrumento original. Reproducido de Aparato disefiado por Millikan para su experimento con la
gota de aceite (1909-1910). Autor: desconocido, Fuente:
http://chem.ch.huji.ac.il/~eugeniik/history/millikan.html ~ (1909-1910)  Creative = Commons
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Millikan%E2%80%99s_oil-drop_apparatus_1.jpg)

Gotas de aceite son rociadas por un atomizador y se depositan en la cara superior de un
capacitor plano de placas paralelas separadas una distancia d, que posee un pequefo orificio
por el cual pueden caer algunas de ellas. Las gotas que caen son iluminadas lateralmente por
una fuente de Rayos X de alta energia que provoca la ionizacion del aire. Los electrones
liberados se adhieren al aceite y las gotas quedan cargadas negativamente. Mediante un
microscopio con una escala graduada ubicado transversalmente a la iluminacion se observa el
desplazamiento de las gotas. En el analisis nos limitaremos a la descripcion del comportamiento
de una unica gota de masa m y carga q.

Inicialmente, el capacitor esta descargado y por lo tanto, las gotas de aceite caen por
gravedad. En ese caso, las fuerzas que actian sobre la gota son la fuerza de gravedad y la
fuerza viscosa del aire dada por la Ley de Stokes. Luego se conecta el capacitor a un alto voltaje,
lo cual crea un campo E entre las placas del capacitor. Por lo tanto, a las fuerzas anteriores se
le agrega una tercera fuerza eléctrica.

Ambas situaciones se muestran en la Fig. 5.8.

Caso a) Sin campo eléctrico E. Las gotas se desplazan a velocidad constante v hacia abajo

debido al equilibrio de la fuerza viscosa del aire F, y la fuerza gravitatoria F;. Es decir:

6brtrnv=mg (5.12)

donde r es el radio, v la velocidad de desplazamiento y m la masa de la gota, 7} la viscosidad

del aire y g la aceleracion de la gravedad.
Caso b) Con campo eléctrico E. La fuerza eléctrica F, va hacia arriba ya que las particulas de
aceite cargadas negativamente son atraidas por la placa superior del capacitor cargada

positivamente, el peso es como siempre hacia abajo. Ahora la fuerza de Stokes va hacia abajo,
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oponiéndose al movimiento, ya que las particulas de aceite se mueven hacia arriba con velocidad
constante v’ si el campo E es ajustado convenientemente para que las tres fuerzas estén en
equilibrio. Por lo tanto:

gE=6nrnv' +mg (5.13)

Figura 5.8

.QJ

mgl

I mg F,
a) Sin el campo E  b) Con el campo E

Nota. Esquema de fuerzas sobre la gota de aceite en el experimento de Millikan, a) sin campo

eléctrico, b) con campo eléctrico

A partir de las Ecs. (5.12) y (5.13) se puede determinar el valor de q. Veamos como:
Podemos expresar la masa de la gota como el producto de la densidad del aceite (p) por su

volumen (suponiendo ésta esférica), por lo tanto, la Ec. (5.12) se puede escribir:
4
6nrnv=(§)nr3pg (5.14)

De aqui podemos obtener el radio de la gota:

r= \/9"—" (5.15)

" N\2pyg

Reemplazando la Ec. (5.12) en (5.13) queda:
qgE=6nrn@ +v) (5.16)

Usando que el campo eléctrico E = V /d, donde V es la diferencia de potencial entre las placas

del capacitor y d la distancia entre las mismas, podemos despejar el valor de q.

_emrnd(v'+v)
- v

(5.17)

Por lo tanto, la carga total de la gota q queda determinada midiendo cuidadosamente las
velocidades de desplazamiento de la gota (v y v') en ambas situaciones, conociendo los valores

de la diferencia de potencial (V) y de la distancia d entre placas del capacitor, la viscosidad del

aire 7] y calculando el radio r de la gota con la ecuacion (5.15).
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La experiencia puede repetirse muchas veces solo conectando o desconectando el capacitor
a la bateria. Por lo tanto, las velocidades de desplazamiento hacia arriba o hacia abajo de la gota
pueden medirse con precision. Ademas, Millikan realizd el experimento en numerosas
oportunidades y por supuesto, la carga total de las gotitas de aceite no era siempre la misma.
Sin embargo, si encontrdé que en todos los casos, éstas eran un multiplo entero de veces una

cantidad basica elemental de carga, que supuso, con acierto, era la carga del electron e. Es decir:
g=ne n=12,3,4... (5.18)

El valor hallado por Millikan es muy parecido al valor actual aceptado que puede obtenerse
por otros métodos.
e=1,6065-10"1°C

También, a partir de la relacion hallada por Thomson de (e/m,) pudo calcular la masa del
electron:
m,=9,11 10731 kg

que es aproximadamente 1/1800 la masa del atomo de Hidrogeno, confirmando que el electrén
es una particula subatémica.

Ademas, demostré que jla carga eléctrica estaba cuantizada! lo cual fue una reafirmacion de
las hipotesis de la Teoria Cuantica

Robert Andrews Millikan obtuvo el Premio Nobel de Fisica 1922. Segun la Academia Sueca:

“por su trabajo sobre la carga elemental de la electricidad y sobre el efecto fotoeléctrico”.

Conocimientos “a priori’ sobre el atomo

Antes de discutir los distintos modelos propuestos para el atomo, enumeramos algunas de
las caracteristicas que sobre él se conocian a partir de los experimentos y las evidencias
disponibles a fines del Siglo XIX y principios del Siglo XX.

- A partir del conocimiento de la densidad de un cuerpo sdélido, el peso atémico y el numero
de Avogadro, se podia estimar que el didmetro atémico es aproximadamente 10-'°m. Este valor
también surge de la teoria cinética de los gases que se desarroll6 en la segunda mitad del Siglo
XIX con los trabajos de Maxwell, Clausius y Boltzmann.

- Con el descubrimiento en 1897 de J.J Thomson del electrén, particula cargada
negativamente mucho mas pequefia que atomo, quedaba claro que éste no era la ultima division
de la materia, sino que habia “algo mas” dentro de él.

- A su vez, el hecho de que los elementos en su estado natural son neutros, los atomos que
los componen deben tener en su interior igual nUmero de cargas negativas que positivas.

- Con la bien establecida teoria electromagnética de Maxwell, se sabia que una carga
acelerada emite radiacion. Como veremos mas adelante, esta fue una prueba crucial para

descartar alguno de los modelos posibles del atomo.
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Modelos Atomicos

Modelo Atomico de Dalton

Por razones histéricas merece mencionarse el primer modelo atémico con una base cientifica
propuesto por John Dalton en varios trabajos desarrollados entre 1803 y 1808.

En él establecia que la materia esta constituida por particulas esféricas pequefias llamadas
atomos, que son indivisibles y que no se pueden destruir. Los atomos de un mismo elemento
son iguales entre si y por lo tanto tienen las mismas propiedades, mientras que los atomos de
diferentes elementos tienen distinta masa. Los atomos de un elemento no se dividen, aun cuando
reaccionen quimicamente con atomos de otro elemento y se pueden combinar en distintas
proporciones para formar compuestos diferentes.

Si bien este modelo fue aceptado por décadas, mostraba algunos problemas y fue descartado
completamente a fines del Siglo XIX al no poder explicar los rayos catddicos, la radioactividad y

sobre todo la existencia de los electrones.

Modelo Atémico de Thomson (modelo del “budin de pasas”)

El trabajo de Thomson que mostré la existencia del electrén fue fundamental para la evolucion
de las ideas en Fisica y Quimica. Al contradecir la creencia generalizada del atomo inmutable e
indivisible provoco el rechazo inicial de la comunidad cientifica. Sin embargo, la evidencia
experimental fue finalmente aceptada y obligd a repensar nuevamente toda la estructura con la
que estaba constituida el universo.

En su experimento con rayos catddicos, Thomson logré medir la relacion carga/masa (e/me)
del electron y demostré que existia una particula 1000 veces mas pequefa que el atomo mas
pequefio, el de Hidrégeno. Asimismo, notd que (e/m,) es independiente del material del catodo
y es la misma que se observa en el efecto fotoeléctrico. Por lo tanto, mostré que estas particulas
formaban parte de toda la materia y no de un elemento en particular. En consecuencia, concluyo
acertadamente que existia un mundo subatdémico y se propuso investigarlo con mas profundidad.

Asi, en 1898 plante6 un modelo atémico que contemplaba los datos experimentales que habia
obtenido en el laboratorio. Teniendo en cuenta que el comportamiento eléctrico del 4tomo es
neutro y que el electrén con carga negativa es mucho mas pequefio, supuso que la carga positiva
deberia ocupar la mayor parte del volumen del atomo y concentrar la casi totalidad de su masa.

Un esquema de su propuesta se muestra en la Fig. 5.9. El atomo tiene forma esférica cuyo
diametro es aproximadamente 10"'°m. La carga positiva se distribuye en forma continua y los
electrones estan uniformemente distribuidos en el volumen siendo la suma de la carga positiva
y las negativas igual a cero. Para el atomo en su nivel mas bajo de energia, los electrones estan
fijos en sus posiciones. Cuando el atomo es excitado, por ejemplo, cuando aumenta la

temperatura, los electrones vibran alrededor de sus posiciones de equilibrio.
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De acuerdo a la tradicion culinaria de su pais, Thomson llamé a su modelo con el nombre de
“budin de pasas”, ya que hacia recordar al tipico pastel inglés donde la carga positiva representa
la masa del pastel y los electrones las pasas de uva que se distribuyen en él.

De esta forma se satisfacian algunos de los requerimientos fisicos que debia cumplir la
descripcion del atomo: carga total neutra, los electrones interactuan entre si y con la carga
positiva de acuerdo a las fuerzas de repulsion/atraccion establecidas por la Ley de Coulomb y al
vibrar en sus posiciones de equilibrio, por ser una carga acelerada emiten radiacién de acuerdo

a la teoria electromagnética de Maxwell.

Figura 5.9

Nota. Esquema del modelo atomico de Thomson: “budin de pasas”

Sin embargo, a pesar de que era una buena aproximacioén inicial a la comprension del
universo atomico, pronto el modelo de Thomson mostré sus falencias. La mas importante es que
no podia explicar la emisidon o absorcion de los gases evidenciadas de manera inequivoca por
sus espectros electromagnéticos.

Habia que seguir investigando....

Experimento de Rutherford, Marsden y Geiger

En 1908 Ernest Rutherford obtuvo el Premio Nobel de Quimica. Segun la Academia Sueca:
“por sus investigaciones en la desintegracion de los elementos y en la quimica de las sustancias
radioactivas”. Fue una sorpresa para él pues toda la vida se consideré un Fisico, pero en esos
afnos al estudio de los elementos se lo consideraba solamente parte de la Quimica. Este
apreciado lauro no significo la culminacion de su carrera, sino por el contrario fue un gran aliciente
para encarar nuevos desafios. Y sin duda, desentrafiar los secretos del atomo era uno de ellos.

Ademas de sus extraordinarias dotes personales como cientifico, Rutherford tenia la virtud de
rodearse de jovenes brillantes con los que encaraba las investigaciones que estaban en las
fronteras del conocimiento. Dos de ellos fueron el aleman Hans Geiger (1882-1945) y el inglés

Ernest Marsden (1889-1970). Marsden era un alumno de grado de la Universidad de Manchester
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y Rutherford quien era el responsable del laboratorio y Geiger, que era su supervisor, le
propusieron que estudiara la dispersion de particulas « por laminas delgadas de metal.

A continuacién, haremos un resumen de la experiencia Rutherford, Marsden y Geiger

El esquema experimental se muestra en la Fig. 5.10.
Particulas « , que poseen carga positiva, provenientes de una fuente radioactiva emisora son

colimadas por una pantalla de plomo con un pequefio orificio de forma tal que un pequefo haz
de particulas bien direccionado impacta sobre una delgada lamina de metal. En este caso, una
lamina de oro de un décimo de milimetro (10*m) de espesor. Como detector se utiliza una
pantalla de sulfuro de zinc (ZnS) que tiene la propiedad que al ser impactado por particulas «
produce un pequefio destello que puede ser facilmente observado. El detector puede ser

desplazado en forma continua para verificar la dispersion de las particulas en diferentes angulos.
Como era de esperar, la mayoria de las particulas « eran dispersadas en muy pequefios

angulos, del orden de 10*rad. Esto estaba en concordancia con el modelo atémico de Thomson.
Como se ve en la Fig. 5.11 las particulas sufren pequefas dispersiones debida a las

interacciones coulombianas con las cargas positivas y negativas del atomo.

Figura 5.10
“\Pantalla de ZnS
Bloques de Lamina
plomo de oro
‘N Haz de 4
particulas o \

Fuentede & & = _ {77 Mayoria de las
particulas o0 @ = - ~_ 0 _i,  particulas o

o <107 m

de espesor

%Detector

Nota. Experiencia de Rutherford, Marsden y Geiger
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Figura 5.11

Trayectoria de las particulas &

Nota. Dispersion de particulas o por un atomo segun el modelo de Thomson

Sin embargo, al ubicar el detector en angulos cada vez mayores también se observaban
particulas «. La sorpresa fue mayuscula, cuando para angulos muy grandes, de 90° o mas, e

incluso para angulos de 180° también el detector acusaba el impacto de unas pocas particulas,
pero claramente identificables. Esto significa que jhabia algunas particulas « que “rebotaban” en
el atomo y retrocedian!

Los resultados estaban en completo desacuerdo con el modelo de Thomson vy
desconcertaban a los investigadores. Estos podrian interpretarse como si se disparara una bala
de cafion a una tela muy fina... y en lugar de atravesarla, la bala se volviera hacia atras.

Las evidencias que obtuvo Marsden fueron tan inesperadas que Rutherford dudo de ellas y
de la capacidad del estudiante. Entonces le pidi6 a Geiger que ya era su colaborador
experimentado, que revisara las medidas para encontrar el “error” que habia cometido Marsden.

Pero no habia error. La sorpresa de Rutherford fue aun mayor cuando Geiger le confirmé los

resultados de Marsden. Habia que encontrar una explicacion y Rutherford se propuso hallarla....

Modelo Atomico de Rutherford

Rutherford cambié completamente la concepcion del modelo de Thomson y en 1911 realizé
una nueva propuesta para describir el atomo.

La manera que hallé para interpretar los resultados de la experiencia de Marsden y Geiger
era suponer que la carga positiva del atomo estaba concentrada en un nucleo central de
dimensiones muy reducidas. Asimismo, conociendo que los electrones poseen una masa mucho
mas pequefa que el atomo, atribuyé al nlcleo positivo la mayor parte de la masa de éste. Por
otra parte, removio6 la idea de Thomson de los electrones en reposo distribuidos uniformemente

como pasas en un budin, para ubicarlos moviéndose, describiendo 6érbitas circulares o elipticas
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alrededor del nucleo. Por supuesto que la carga total negativa de los electrones debia ser igual
a la carga positiva del nucleo para que el atomo fuera eléctricamente neutro.

La Fig. 5.12 muestra un esquema del modelo de Rutherford para el atomo, que se asemeja a
nuestro sistema planetario donde el Sol (nucleo) ocupa el centro y los planetas (electrones) giran

alrededor de él.

Figura 5.12

N

-

Nota. Modelo atémico de Rutherford

De este modo podia explicar que las particulas « con carga positiva fueran desviadas por

repulsion coulombiana por la carga positiva del nucleo. En particular, aquellas cuya trayectoria
incida directamente sobre la posicion del nucleo fueran rechazadas por éste y “reboten” hacia
atras en un angulo de 180°. La Fig.5.13 ilustra un esquema de las suposiciones de Rutherford y
de la dispersion debida a. nucleo central positivo.

Asimismo, el hecho que los electrones se muevan a una cierta velocidad orbitando alrededor
del nucleo impide que colapsen inmediatamente sobre él por atraccion coulombiana como seria
el caso de los electrones en reposo.

Con este modelo, suponiendo que las fuerzas coulombianas son las responsables de las

interacciones entre las particulas o y el nucleo y haciendo consideraciones mecanicas de

conservacion de la energia y la cantidad de movimiento en esa interaccién, Rutherford pudo
estimar tedricamente los angulos de dispersion de las particulas o que coincide asombrosamente

con las medidas experimentales de Marsden y Geiger (Ver Fig. 5.14).

141



Figura 5.13
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Nota. Dispersion de particulas o debida a un nucleo central con carga positiva

Figura 5.14
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Nota. Dispersion de particulas o segun los calculos tedricos de Rutherford y las medidas

experimentales de Marsden y Geiger
A pesar del enorme avance del aporte de Rutherford para comprender la naturaleza del

atomo, el modelo mostré algunas carencias y otras inconsistencias. Entre las carencias puede
mencionarse que no logra explicar los espectros de emision y absorcion de los gases, que
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continuaban siendo una incognita. La inconsistencia mas evidente surge de la teoria
electromagnética clasica de Maxwell. Segun ésta, una carga en movimiento emite radiacion y
por lo tanto pierde energia. En consecuencia, los electrones que son cargas negativas en
movimiento deberian emitir radiacion electromagnética y no podian permanecer estables en sus
orbitas, sino que al perder energia describirian trayectorias cada vez mas internas hasta colapsar
en el nucleo, como muestra la Fig. 5.15. Para las dimensiones diminutas del atomo, el tiempo de
colapso es extremadamente pequefio, del orden de 10-'2 seg. Esto evidentemente no sucede en

la realidad.

Figura 5.15

Electron

Nota. Colapso del electrén sobre el nicleo segun la teoria electromagnética de Maxwell

Quedaba claro que era necesario seguir profundizando las investigaciones para alcanzar un
modelo razonable que describa el comportamiento del atomo. En esos afios que Rutherford y
sus colaboradores se esforzaban para vencer los obstaculos que se presentaban, llego a trabajar

a su laboratorio un joven danés llamado Niels Bohr....

Modelo Atomico de Bohr

Niels Bohr era un joven fisico danés que tras doctorarse en Copenhague en 1911 obtuvo una
beca para perfeccionarse en Inglaterra. Tras un breve paso por Cambridge en el laboratorio de
Thomson, llegd a Manchester y se incorporé al grupo liderado por Rutherford, quien una vez mas
dio muestra de su habilidad para rodearse de talentos. Eran momentos de gran ebullicion
cientifica ya que estaba en pleno desarrollo las ideas y las hipétesis sobre el atomo y sus

secretos, con éxitos y fracasos.

143



Bohr se dio cuenta en poco tiempo que para salir del laberinto habia que explorar nuevos
caminos. Hasta alli, los fundamentos teéricos de los modelos atémicos estaban basados en la
Fisica Clasica de Newton y Maxwell. Pero Bohr ya pertenecia a una nueva generacion que
estaba creciendo cientificamente influido por las contribuciones de Planck, Einstein y los nuevos
conceptos de la Fisica Cuantica. Y decidié continuar por alli...

Con la gran cantidad de datos experimentales, medidas precisas, espectros de diversos
materiales, hipétesis y conjeturas con que contaba en el laboratorio de Rutherford y la posibilidad
de discutir sus propuestas con los mejores cientificos de su época, Bohr trabajo dos afos para
armar el rompecabezas hasta que finalmente en 1913 presentd su modelo de atomo para el mas
simple de los elementos, el Hidrégeno (H).

Para ello perfeccion6 el modelo de Rutherford. Conservé la hipotesis del “sistema planetario”
con un nucleo central positivo y un electrén orbitando circularmente alrededor de él, pero con
restricciones a la Fisica Clasica incorporando los conceptos cuanticos de la emision de radiacién
de Planck y del foton de Einstein.

El genio de Bohr se manifestd claramente al establecer solo tres postulados simples para
justificar su propuesta, pero que se mostraron suficientes y poderosos para explicar

correctamente las evidencias experimentales que se conocian sobre el atomo de H.

Primer Postulado: en el atomo existen ciertas orbitas estables y discretas en las cuales el
electron gira sin radiar.

Con esta hipétesis cuantica limita la teoria electromagnética de Maxwell suponiendo que no
es valida en el interior de los atomos ya que postuldé que la carga en movimiento no emite
radiacion. Sin embargo, utiliza la teoria clasica de Newton al considerar que la fuerza centripeta
necesaria para que el electrén se mantenga en movimiento en una 6rbita alrededor del nucleo
esta dada por la fuerza de atraccion de Coulomb entre una carga negativa (el electrén) y una
positiva (el nucleo) (Ver Fig. 5.16)

F,=F, (5.19)

La fuerza centripeta F. del movimiento orbital es la fuerza de atraccién eléctrica de Coulomb
F,. Es decir:

mv?

kel 5.20

cE= (5.20)

donde e, my v son la carga, la masa y la velocidad del electron respectivamente, r la distancia
amzy

. . ” 1 RV . ,
entre la 6rbita y el nucleo y k. = —con g la constante dieléctrica del vacio.
0

De la Ec. (5.20) se puede calcular la Energia cinética del electrén:

1 1 2
Ec =-mv? = ke (5.21)
Y su Energia potencial es:
2
Ep=—Ve =(—ke) (5.22)

En consecuencia, la energia total del electrén es:

144



1 2
=—-ke=<0 (5.23)

E=Ec+Ep= %mv2 + (—kcer—z)

El valor negativo de la energia total del electrén e en el atomo de H (cinética + potencial)

indica que posee menos energia que un electrén libre en reposo (E = 0). Por lo tanto, se

mantiene ligado al nucleo.

Figura 5.16

Nota. Esquema de la fuerza centripeta coulombiana y la trayectoria del electrén en una 6rbita

La energia necesaria para separar al electron del nucleo, llamada “energia de ionizacion”,
que corresponde a la 6rbita mas interna, obtenida experimentalmente es de 13,6 eV. De alli se

puede calcular el radio de dicha drbita que resulta r; = 0,528 - 10~1m. Este valor coincide con
las medidas indirectas sobre el tamafio del atomo de Hidrégeno realizadas previamente, lo que

constituye el primer éxito del modelo de Bohr.
Segundo Postulado: si el electréon pasa de una orbita de mayor energia a una de menor
energia emite un cuanto de energia (fotén) cuya energia es la diferencia de ambas. Viceversa,

si pasa de un estado de menor energia a uno mayor absorbe un foton.
Aqui Bohr toma los resultados de Einstein sobre la energia cuantizada del foton y la atribuye

a las diferencias entre las energias de las 6rbitas del electron. Es decir.
Ef = hvym = Ep — Epy para (n > m) (5.24)

donde E; es la energia del foton, h la constante de Planck y v, su frecuencia. E, y E,, son las

energias de las respectivas 6rbitas dadas por la Ec. (5.23).
(5.25)

62

Es decir:
1 e 1
=Ep—Ep=-ke—— ke
hVnm n m zkcrn 2 CT'm

Teniendo en cuenta que v = ¢/1, donde c es la velocidad de la luz en el vacio y 4 la longitud

de onda, la Ec. (5.25) se puede escribir como:
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=ik G- ) (5.26)

Apm 2

Esta ecuacion establece la relacion entre la longitud de onda del fotén emitido con los radios
de las orbitas estacionarias entre las cuales “saltd” el electron. Volveremos a esta expresion
luego de discutir el tercer postulado ya que proporciona una prueba irrefutable de la validez del
modelo de Bohr.

Tercer Postulado: en las oOrbitas estables en las cuales puede girar el electron, su impulso
angular L esta cuantizado y su valor es un multiplo entero de h/2 &t

Es decir:

Z=?Xﬁ:n% donde n=1,23,.. (5.27)

El entero n se lo denomina numero cuantico principal.

El requisito que impone la cuantizacion del impulso angular no es muy evidente inicialmente.
Sin embargo, al desarrollar las implicancias que conlleva, quedan claras las razones por las
cuales Bohr lo incluyé como postulado.

De la Ec. (5.27):

Ly =nh=nmv, donde h=-" (5.28)

L, es el impulso angular, r,, el radio de la circunferencia que describe, m la masa y v, la
velocidad del electron en la 6rbita n-ésima. El término h/2 m aparece repetidamente en las
ecuaciones y por ello, para abreviar, se lo denota &

De la Ec. (5.28):

nh
Up o (5.29)
Por otra parte, la Ec. (5.20) es
muv,? e?
=kc—
rTL rTL

Resolviendo el sistema de Ecs. (5.20) y (5.29) se obtienen los radios y las velocidades del

electrén en la orbita n-ésima.

=N nerq (5.30)

kcm e?
Es decir, el radio de la 6rbita n-esima es un mdltiplo al cuadrado del radio de la primera 6rbita,
cuyo radio se puede calcular ya que se conocen los valores de m, e, k. y h. De alli, el radio de

dicha orbita resulta r; = 0,528 - 1071°m.

1 kce?
v, = ;C—: = ';—1 (5.31)

También aqui se observa que la velocidad del electron en la orbita n-ésima esta relacionada
con velocidad en la primera orbita y esta dependencia es inversamente proporcional a n.

Calculando se obtiene que v; = 2,194 - 10°m/s.
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Con estos datos, a partir de la Ec. (5.23), podemos calcular los valores de la Energia del

electron en la orbita n-ésima

(5.32)

Esta ecuacion permite obtener todos los niveles de energia del electron y en particular su
energia de ligadura (energia de ionizacion) que corresponde a su orbita mas interna (-13,6 eV),
el cual coincide con el obtenido experimentalmente. Este estado de energia mas baja es el
“natural” del atomo y se lo denomina “estado base o fundamental”’. Los demas corresponden a
estados excitados de mayor energia que alcanza el electron cuando recibe por €j. una descarga
eléctrica, colisiones atémicas, absorcion de fotones. etc. La Fig. 5.17 muestra los niveles de

energia discretos para el atomo de H.

Finalmente, segin el Segundo Postulado de Bohr, la emision de radiacion (el foton) se
produce cuando el electréon del atomo se encuentra en un estado excitado y pasa a un estado
menor de energia (n — m, con n>m).

La energia del foton es Ec. (5.24): hv,,, = E, — E,

kce?, 1
2 r’ n?

Y la energia de la n-ésima orbita es Ec. (5.32): E, = —(
Usando la relacion 4 = c/v y la Ec. (5.32), la Ec. (5.24) se puede reescribir:

1 V. hv En—E 1 1
= % = _h’zm = _nhcm = Ren(5— ) (5.33)

4

me
ndeR, = ————
donde Ro, (4mh)3c €42

Como todos los datos son conocidos, se puede calcular el valor de R,, que resulta igual a
1,096 - 107 1/m. Pero ese es el valor de la constante de Rydberg, (Ry). En consecuencia, la Ec.
(5.33) coincide con la Ec. (5.2), pero ahora deducida tedricamente a partir de los postulados de
Bohr y no como una férmula empirica como la obtenida por Rydberg y Ritz. En realidad, ambas
expresiones (5.2) y (5.33) coinciden con un error menor al 1%. Este es un logro notable de Bohr
con su modelo atdomico ya que puede deducir y explicar los espectros de los gases a partir de
consideraciones fisicas bien fundamentadas. Fue reconocido por la comunidad cientifica como
la prueba mas contundente de la propuesta de la teoria cuantica aplicada al atomo.

Por otra parte, nétese que la introduccién del tercer postulado de la cuantizacion del impulso
angular permite obtener la cuantizacion de la energia, de la velocidad y los radios de las érbitas
discretas del electrén, asi como las lineas espectrales del Hidrogeno.

La Fig.5.18 muestra los radios de las érbitas y las velocidades del electron para el atomo de
Hidrogeno, dados por las Ecs. (5.30) y (5.31).
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Figura 5.17

E n
0 0
-1.36x10"° joule 4
=-0.85 eV
-2.41x10° joule 3
=-1.51eV
-5.42x10"" joule 2
=-3.39 eV
-21.7x107° joule 1
=-13.6 eV

Nota. Niveles de energia discretos para el electron en el atomo de H

Figura 5.18

n=5

Nota. Radios de las orbitas y las velocidades del electron para el atomo de Hidrégeno
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La. Fig. 5.19 muestra los niveles de energia del electron y las transiciones energéticas
posibles correspondientes a las distintas series del espectro electromagnético del atomo de
Hidrogeno, dadas por la Ec. (5.33).

Figura 5.19
Continuo
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Nota. Niveles de energia del electron y transiciones energéticas de las series del espectro

electromagnético del &tomo de Hidrégeno

Principio de correspondencia

Con el éxito de su modelo basado en hipotesis cuanticas para describir el comportamiento
del atomo de H, Bohr se pregunto cual era el limite para que esta teoria “empalme” con la fisica
clasica que describe los fendmenos macroscopicos. Su respuesta fue que ésta se obtiene para
numeros atémicos n muy grandes. Lo llamé Principio de Correspondencia y lo enuncié

simbdlicamente como:
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lim [fisica cuantica] = [fisica clasica]
n—oo

Posteriormente, Bohr usd repetidamente este Principio en sus trabajos para corroborar
nuevos resultados cudanticos que debian corresponder a resultados clasicos medibles

macroscépicamente para numeros cuanticos n suficientemente grandes.

Extension del Modelo de Bohr

Una consecuencia muy interesante del modelo es que Bohr pudo explicar de manera
convincente por qué los espectros de absorcion y emision del H, no necesariamente coinciden.
Segun el modelo, el proceso de absorcion es el inverso al de emision. Es decir, el electron
absorbe un fotdn cuya frecuencia le permite pasar a una o6rbita de mayor energia. Pero en
general, los atomos de H estan en su estado fundamental (n = 1) de menor energia. De alli
puede “saltar” a estados energéticos mayores si absorbe fotones. Estas transiciones
corresponden a la serie de Lyman del espectro. En cambio, la serie de Balmer para la absorcion
es mucho mas dificil de observar ya que ésta corresponde a saltos de electrones que se
encuentran en el primer estado excitado (n = 2) hacia niveles de energia mayores. A temperatura
ambiente, son pocos los electrones que se encuentran en esta condicién y por lo tanto es casi
imposible obtener datos medibles de esta serie. Por supuesto, los casos de n =3,
4,...correspondientes a las demas series del Hidrogeno no se observan en sus espectros de
absorcion a temperatura ambiente.

Bohr extendié su teoria para otros elementos livianos en estado de ionizacion. La condicion
es que conservaran un solo electréon luego de perder los demas. Este es el caso del Helio
ionizado (He"), Litio doblemente ionizado (Li?*), y Berilio triplemente ionizado (Be®"). Con ello
demostré que algunos espectros de lineas observadas en el Sol y otras estrellas que no habian
podido ser interpretados, correspondian a estos elementos ionizados. Esto a su vez corroboraba
una sospecha de los astrénomos que suponian que en atmoésferas muy calientes como la de las
estrellas podian ocurrir colisiones atémicas con energia suficiente para arrancar uno o mas
electrones de los atomos.

Para el caso de un atomo con numero atémico Z que esta ionizado, se puede asumir que un
electron gira alrededor de un nucleo cuya carga eléctrica es +Ze.

Por lo tanto, aplicando el modelo de Bohr, las Ecs. (5.30) y (5.32) deben ser adecuadas a

esta nueva situacion quedando:

T, =n?ry/Z (5.34)
ZZ k 2
E, = _F?Ci_l (5.35)

Operando como se realizé anteriormente, se llega a la ecuacion:

1 1
7= Re Gz ~ wn?)

(5.36)
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donde Ry es la constante de Rydberg.

La Ec. (5.36) para Z = 2, corresponde al caso del Helio ionizado (He*) que ajusta
perfectamente el espectro de la radiacion electromagnética proveniente de varias estrellas y
observado por primera vez en 1896 por el astrénomo estadounidense Edward Pickering (1846-

1919), confirmando en ellas la presencia de este elemento.

Limites del Modelo de Bohr

La propuesta de Bohr es completamente valida para el sencillo atomo de H. Para elementos
mas complejos, a partir de Z = 2 (He) en adelante es necesario introducir ajustes al modelo para
la correcta descripcion del comportamiento de esos atomos. Asimismo, con el advenimiento de
nuevos instrumentos que posibilitaron medidas mas precisas, hubo que realizar modificaciones
para considerar, por ejemplo, los efectos relativistas. Tampoco puede explicar la “estructura fina”
de las lineas espectrales que muestra el desdoblamiento de los niveles de energia, lo cual implica
la aparicién de otros numeros cuanticos. También debid descartarse la idea que el electron
recorre Orbitas bien determinadas, para introducir el concepto de “orbital” que representa la
probabilidad que un electron ocupe una determinada region dentro del atomo y que abordaremos
posteriormente con la teoria de Schrodinger.

Sin embargo, todas las aproximaciones posteriores toman como base el trabajo original de
Bohr. Asi se pudieron explicar la emision de rayos X, el origen nuclear de las particulas g , las

propiedades quimicas de los elementos y la forma como los 4tomos se asocian para formar

moléculas.

Comentarios finales

El modelo del atomo de Hidrogeno de Bohr es uno de los grandes hitos de la historia de las
Ciencias. Es realmente asombroso que la mente humana haya logrado disefiar experiencias y
elaborar modelos para desentranar la naturaleza del atomo, cuyas dimensiones son tan
pequefias como dificiles de imaginar. Por otra parte, también permiten, a través de los espectros
electromagnéticos, obtener informacién sobre la composicion quimica de estrellas situadas a
distancias tan enormes como igualmente dificiles de imaginar. Y todo ello con una precision
extraordinaria comprobada por multiples medidas alternativas. Ademas, estos logros han sido
corroborados por sucesivos ejemplos que luego de mas de 100 afos no han hecho mas que
confirmar su validez.

Niels Bohr obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1922. Segun la Academia Sueca: “por sus

servicios en la investigacion de la estructura de los atomos y de la radiacion que de ellos emana”.
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Problemas resueltos

Problema 1: Considere un experimento donde se bombardea hidrogeno atéomico con
electrones y se encuentra que el gas emite radiacién cuando los potenciales de aceleraciéon de
los electrones “proyectiles” son: 12,09V y 12,75 V.

a) Explicar a partir de un diagrama de energia por qué se presentan en este caso 6 lineas
diferentes en el espectro de emision del hidrégeno atémico.

b) Suponiendo que las diferencias de energia se pueden expresar de acuerdo con el modelo

atomico de Bohr como AE = hv, encontrar los 6 valores permitidos de frecuencias (v).

Solucién

a) Los potenciales de excitaciéon de 12,09V y 12,75V le proporcionaran al atomo la energia
suficiente para que se excite y asi el electrén salte del nivel fundamental inicial hasta otro cierto
nivel.

Para AV = 12,09 V el atomo sera excitado con una energia AE = 12,09 eV y si despejamos de

la siguiente ecuacion podemos obtener el nivel del estado final del electron:

1
AE =12,09eV = —-13,6 eV(F— 1) >n=3

AE = 12,09 eV es la energia que absorbe el atomo permitiéndole a su electrén saltar del
estado fundamental al tercer nivel.

Para AV = 12,75V el atomo sera excitado con una energia AE = 12,75 eV. Del mismo modo
que lo hicimos antes, podemos obtener el nivel al cual salto el electron para este otro potencial

de excitacion:
1
AE = 12,75eV = —13,6eV (F_ 1) =n=4

AE = 12,75 eV es la energia que absorbe el atomo produciendo que su electron salte del
estado fundamental al cuarto nivel.

En el segundo caso, cuando el atomo de hidrogeno es excitado con un potencial AV =
12,75V, su electron absorbe esta energia lo que le permite “saltar” desde un estado inferior a
otro superior. En este caso, el atomo es excitado desde el estado fundamental (n = 1) hasta el

tercer estado excitado (n = 4)

B n=4 E4
n=3 E3
n=2 E2

& n=1 E1
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Desde el nivel n =4, el electron puede regresar al estado fundamental de 4 maneras
diferentes, radiando seis radiaciones con longitudes de onda diferentes, como se indica en el

grafico siguiente:

£ N n=4

l+l AL

=

73 4 n=1

En el primer caso, cuando el atomo de hidrogeno es excitado con el potencial AV = 12,09V,
el atomo es excitado desde el estado fundamental (n = 1) hasta el segundo estado excitado (n =
3).

Desde el nivel n = 3, el electron puede regresar al estado fundamental de 3 maneras
diferentes y son 3 radiaciones o longitudes de onda diferentes las que puede emitir, pero que
coinciden con las radiaciones emitidas por el atomo cuando fue excitado por el potencial AV =
12,75 V.

b) Para calcular los 6 valores permitidos de frecuencia, primero calculamos la energia de los
fotones que emitiria el atomo si regresara a su estado fundamental desde el tercer nivel excitado

de la siguiente manera:

13,6 eV 13,6 eV _

AEyy =By —Ey = —— 55—~ (— T ) =—0,85eV + 13,6 eV = 12,75 eV = 2,04+ 10718/
13,6 eV 13,6 eV

BBy =By =By = ——p5—~ (— > ) =—0,85eV +34eV =255eV =4,08-1071%]
13,6 eV 13,6 eV

AEyy =Ey —Ey=——p—— (— 37 ) =—-085eV + 1,51 eV = 0,66 eV = 1,056-1077/
13,6 eV 13,6 eV _

Mgy =Es =By = ———~ (— T ) =—1,51eV + 13,6 eV = 12,09 eV = 1,93 - 10718/
13,6 eV 13,6 eV _

AEs = B3 —Ep = ———7—~ (— > ) =—151eV +34eV =189V =3,02-1071%
13,6 eV 13,6 eV _

AEy =By —Ey = ———3—~— (— T ) =—34eV +13,6eV =10,2eV = 1,63-1071¢]

Luego a partir de la expresion E = hv podemos en cada caso despejar la frecuencia del foton
emitido:
_AE,  2,04:107"
VA S T T 6626 - 10734
. -19
Vap = Ai‘” = 62‘22 _ 12_345 = 6,16 10*Hz
_AE,;  1,056-1071%
Va3 T T T 6,626 10345

=3,08-10%°Hz

=1,59 X 10*Hz
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_AE;;  1,93-1071%

2 =2,91-10°H
V3t S T T 5626 10345 z
AE;,  3,02-1071
e = 4,56 10MH
Va2 = T T 6626 - 10-3%s d
_ AEZl _ 1,63 * 10_18] — 2 46 . IOISHZ

Va1 = T T 6626 - 1035

Problema 2: Considere el atomo de helio ionizado una vez (He+) y resuelva segun la teoria
de Bohr:

a) Exprese la frecuencia de revolucion del electron en términos del numero cuantico principal.

b) Considere electrones que colisionan con iones He+. ; Cual es el minimo valor de potencial
con que se deben acelerar los electrones del haz para que el He+ luego de ser excitado emita
un foton en el visible?

c) ¢La longitud de onda asociada al electrén proyectil y la del fotdn emitido son iguales?

Compare los valores calculados para justificar la respuesta.

Solucion
a) a) Del modelo de Bohr aplicado a un atomo hidrogenoide de niumero atémico Z, se obtienen
las siguientes 3 ecuaciones:
1, Ze*1l
E =-mv* —
2 4megr
v  Ze? 1

r  4meyr?

L=mvr=nh donden=1,2,..

La primera ecuacion es la energia mecanica del electron en una orbita permitida del atomo
hidrogenoide. La segunda ecuacion relaciona el moédulo de la fuerza centripeta que actia sobre
el electron con el médulo de la fuerza Coulombiana que experimenta el electron debido a la
atraccion del nucleo. Y finalmente, la tercera ecuacion expresa el postulado de cuantificacion del
modulo del momento angular del electrén en una 6rbita de Bohr. De estas tres expresiones se
puede deducir, por ejemplo, la expresion de la energia de cada orbita permitida y el radio de cada

orbita como funcién de n.
2 o
Entonces, se puede demostrar que E,, = —13,6 eVi—2 y 1, = %"nz, donde r, = 0,529 A es el
radio de Bohr.

La frecuencia de revolucion v,, del electrén en la n-ésima o6rbita permitida es:

w, W

Vv, = — =
" 2m 2mr,

Por otro lado, del postulado de cuantificacion, tenemos:

nh
anml/;Lrnznh:H/;Lzmrn

Por lo tanto, reemplazando:
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v, nh Z2h 1 v,
Vp = —=7"—

= 2= 23 3
2, 2nmr;  2mmign n

donde v, = 6,59 - 10'°Hz es la frecuencia de revolucion del electron en la 1° érbita de Bohr.

b) En el atomo H, la radiaciéon emitida en el rango visible corresponde a la serie de Balmer,
es decir que el numero cuantico principal del estado final es n = 2. Del mismo modo, para el
caso del ion He* (Z=2) si igualamos la energia del estado final del He+ al estado n = 2 del atomo

H, tendremos:

,13,6eV 13,6eV 7?2 1
ng = A nz = — 22 $F=?=>nf=42=2
f f
Ahora, el foton de minima energia de la serie n, = 4 del ion He+ corresponde al salto 5 — 4,
pero su energia pertenece al IR. El siguiente foton de minima energia corresponde al salto 6 — 4

y su energia si esta en el rango visible:

,136eV 136eV 1 1
AE = By = By = ~28 g 4 2=y = —21136 0V (§ - E) = 1,889 eV
3

Por lo tanto, la energia cinética minima de los electrones E. . que colisionan con los iones

He+ debera ser al menos igual a AE:

E

Cmin

E. .
= AE = 1,889 eV =V, = % =1,889V

c) Comparemos entonces la longitud de onda de De Broglie de los electrones incidentes con
la longitud de onda del fotén emitido por el i6n He+ en el salto 6 — 4:

h h
Dmin = /ZmECmin = E = A = — = 0,894 nm

Por otro lado, la longitud de onda del fotén emitido es:

1= gsg12
_AE_ , nm

Por lo tanto 45 < A.

Problemas propuestos

Problema 1: ; Por qué se especificd que la laminilla debia ser delgada en los experimentos

tendientes a comprobar la férmula de dispersion de Rutherford?
Problema 2: ;Bohr postuld la cuantizacion de la energia?

Problema 3: Para las 6rbitas del 4tomo de hidrégeno de Bohr la energia potencial es negativa

y de magnitud mayor que la energia cinética. ;,Qué implica esto?
Problema 4: Calcule el radio de la primera 6rbita del electrén que gira alrededor del nucleo

del atomo de hidrégeno segun el modelo de Bohr. Determine la velocidad con que el electrén se

mueve en esta orbita.
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Problema 5: Calcule la energia total del electron en la segunda 6rbita del atomo de Bohr.

Problema 6: Calcule las longitudes de onda minima y maxima de las lineas espectrales del

atomo de hidrogeno en la parte visible del espectro.

Problema 7: Si solo se necesitara calcular lineas en el espectro de absorcion del hidrégeno.

¢ Como modificaria la expresion 171 = Ry (1/n]§ — 1/n?) para obtenerlas?

Problema 8: Al emitir un fotdn, el atomo de hidrégeno retrocede porque se conserva la
cantidad de movimiento lineal. Explique el hecho de que la energia del fotén emitido es menor

que la diferencia de energias entre los niveles involucrados en el proceso de emision.

Problema 9: ; Es posible que un atomo de hidrogeno absorba un foton cuya energia exceda

su energia de enlace (13,6 eV)?

Problema 10: Calcule la frecuencia y la longitud de onda de la linea espectral emitida cuando
el electrén de un atomo de hidrogeno vuelve de la cuarta orbita de Bohr a la tercera. ¢ A qué serie

de rayas espectrales corresponde?

Problema 11: El electrén del atomo de hidrégeno salta de la tercera érbita a la segunda.
a) Calcule la longitud de onda del foton emitido.
b) Calcule la disminucién de la energia del atomo.

c) Calcule la energia del fotén emitido.

Problema 12: Se excita un dtomo de hidrégeno desde el estado fundamental (n = 1) hasta
el tercer nivel excitado (n = 4).

a) Calcule la energia que debe absorber el atomo.

b) Calcule las distintas energias posibles para los fotones que emitiria el atomo si regresara
a su estado fundamental.

c) ¢,De cuantas maneras posibles puede decaer el atomo desde el nivel n = 4 al fundamental?

¢ Cuantas y cuales longitudes de onda diferentes pueden emitirse?

Problema 13: a) Halle la longitud de onda maxima de la serie ultravioleta del espectro del
hidrégeno.

b) ¢ Qué velocidad minima deberan tener los electrones para que al chocar con los atomos
de hidrégeno estos se exciten y aparezca esta linea?

c) Si el atomo H emite un fotdn de longitud de onda igual a la calculada en a), calcule la

velocidad de retroceso del atomo si inicialmente estaba en reposo.
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Problema 14: Sobre una red de difraccion incide normalmente un haz de luz que procede de
un tubo de descarga lleno de hidrégeno atomico. La constante de red es 5 um. ¢ A qué transicion
del electron le corresponde la linea espectral que se observa con esta red en el espectro de

quinto orden bajo un angulo de 41°?

Problema 15: Un fotén se emite cuando un atomo de hidrogeno decae desde el nivel n = 6
hasta el nivel n = 2. Calcule:

a) La energia del foton emitido en Joule.

b) Su longitud de onda en nm.

c¢) Su frecuencia en Hz.

Problema 16: En un experimento se bombardea hidrogeno atdmico con electrones y se
encuentra que los potenciales de excitacion se presentan para 10,12V y 12,10 V.

a) ¢Por qué se observan tres lineas de emision para las dos excitaciones nombradas?
Sugerencia: haga un esquema de niveles de energia.

b) Determine las frecuencias y longitudes de onda de las 3 emisiones.

Problema 17: La radiaciéon de un i6n de helio He+ es aproximadamente igual a la primera

linea de la serie de Balmer. ¢ Entre qué estados ocurre la transicién en el ion He+?

Problema 18: Aplique el modelo de Bohr a un atomo de He simplemente ionizado, es decir
sin un electron.
a) ¢Qué relaciones existen entre este espectro y el del atomo de hidrégeno?

b) Calcule la energia necesaria para arrancar el electrén al atomo He ionizado.

Problema 19: ;Cual debe ser la temperatura de un cuerpo negro ideal de manera que los
fotones de la luz que irradia con la longitud de onda de maxima intensidad puedan excitar el

electron en el &tomo de hidrogeno del modelo de Bohr de su estado fundamental al nivel n = 3?

Referencias

Aparato disefiado por Millikan para su experimento con la gota de aceite (1909-1910). Autor:
desconocido, Fuente: http://chem.ch.huji.ac.il/~eugeniik/history/millikan.html (1909-1910)
Creative Commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Millikan%E2%80%99s_ oil-

drop_apparatus_1.jpg)
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CAPITULO 6

Propiedades ondulatorias de la materia

Ondas de materia
La hipétesis de Louis de Broglie

En 1924 el fisico francés Louis de Broglie (1892-1987) propuso para su tesis doctoral la
hipotesis que las particulas con masa presentan un comportamiento dual, equivalente al de la
radiacion electromagnética. Louis de Broglie presenta la idea que la naturaleza dual de la
radiacion electromagnética podia ser extendida a particulas con masa. Del mismo modo que
cada fotdn tiene asociado una onda electromagnética, cada particula de materia en movimiento
deberia tener una onda asociada que se denomino onda de materia y cuya longitud de onda se

conoce como longitud de onda de L. de Broglie:
Ap =~— (6.1)

donde p = mv es el médulo de la cantidad de movimiento lineal de una particula con masa m
y velocidad v, h es la constante de Planck.

Esta hipotesis, que sostiene la existencia de una gran simetria en la naturaleza, fue
considerada poco realista debido a la falta de evidencia experimental que justifique tan original
idea. En 1926, el joven fisico aleman Walter Elsasser (1904-1991) propuso que el
comportamiento ondulatorio de la materia debia ser probado de la misma manera que se
comprobo la naturaleza ondulatoria de los rayos X, es decir, con un experimento de difraccion.
En 1927, C. Davisson y L. Germer en Estados Unidos y, casi al mismo tiempo en forma
independiente, George Thompson en Escocia, demostraron experimentalmente la difraccion de
electrones por cristales. Los resultados del experimento de Davisson mostraron que un haz de
electrones al incidir sobre un cristal de niquel se dispersaba del mismo modo que lo hacia un haz
de radiacion electromagnética con un valor de longitud de onda igual a la longitud de onda

propuesta por Louis de Broglie.
El experimento de Davisson y Germer

En principio, es posible determinar experimentalmente la longitud de onda 4 de cualquier onda
electromagnética mediante una experiencia de difraccién si se dispone de una red con un

espaciamiento entre rendijas d conveniente (d < 1).
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En 1925, los fisicos estadounidenses Davisson (1881-1958) y Germer (1896-1971) estaban
trabajando en los Laboratorios Bell (AT&T) en la medicién los electrones secundarios haciendo
incidir un haz de electrones de baja energia sobre una muestra de niquel. Los electrones
secundarios son producidos por materiales al ser bombardeados con electrones (denominados
primarios) que les transfieren energia suficiente a los electrones de las capas internas del
material logrando que éstos sean expulsados de la muestra (electrones secundarios).

La muestra de niquel utilizada estaba conformada por agregado de microcristales con
diferentes orientaciones relativas (muestra policristalina). Al finalizar una serie de mediciones,
colocaron el cristal en un horno para eliminar la formacion de éxido superficial formado. Al
continuar con el experimento los resultados obtenidos eran diferentes, ahora se observaba un
pronunciado pico en la cantidad de electrones registrados para la posicion angular ¢ = 50°. El
calentamiento del policristal de niquel produjo el crecimiento en el tamafo los cristales de la
muestra. Al repetir el experimento, las ondas asociadas con los electrones del haz incidente
satisfacian la ley de Bragg en un gran volumen del material causando un maximo de difraccion
que pudo ser registrado.

Un esquema del equipo experimental que utilizaron se muestra en la Fig. 6.1. El equipo era
muy pequefio, a 7 mm de la superficie de la muestra estaba el orificio de salida del cafién de
electrones y a 11 mm se hallaba la abertura de entrada del detector. Todo el equipo se hallaba
en vacio dentro de un tubo de vidrio. El tamario del cristal de Ni era 8 x 5 x 3 mm. El haz incidia
perpendicularmente sobre la cara mayor del cristal que habia sido pulida paralela al plano
cristalografico (111).

Figura 6.1
Potencial
Filamento eléctrico
caliente () calefactor

AV =54V : Haz colimado

de electrones

—LL: ] Knix = €AV
Anticatodo
metdlico (+) i
6 =65 | @=50°
-—)_e\ 7

" Caja de Faraday
(Detector)

Cristal de niguel

— " ::?rl/d= 0,91 A

Nota. Esquema de la experiencia de Davisson y Germer y detalle de los planos del cristal

Comparemos la longitud de onda de materia de los electrones incidentes con la longitud de
onda que establece la condicién de Bragg para que se produzca interferencia constructiva. Los

electrones son acelerados a través de una diferencia de potencial AV = 54V, entonces la energia
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cinética maxima de los electrones resulta ser K = p?/(2m,) = eAV. La longitud de onda de L.

de Broglie puede expresarse directamente en términos de la diferencia de potencial aplicada:

h h o |10
=3=7 me eV \/AV (A) (6.2)
Evaluando esta expresion con los datos del experimento, obtenemos A5 = EL 1,67 A.

54

Las ondas asociadas con estos los electrones deben satisfacer la ley de Bragg para que se
genere un maximo de interferencia en la figura de difraccion. La direccion de maxima cantidad
de electrones dispersados forma un angulo ¢ = 50° con la direccion de incidencia, luego el
angulo de incidencia del haz respecto de los planos cristalinos de reflexién es 6 = (180° — ¢)/2 =
65°. Conociendo el espaciado de los planos cristalinos (d = 0,91 A), la ley de Bragg (2d senf =
n A1) determina valor de la longitud de onda que interfiere constructivamente. Para el primer el
orden de difraccion (n = 1) la longitud de onda resulta ser igual al valor de la longitud de onda

asociada a los electrones:
A=2dsend =1,654A =15 =1,67A (6.3)

Este resultado es una confirmacion de la hipotesis de Louis de Broglie.

El maximo contaje observado a un angulo ¢ = 50° no es consecuencia de la interferencia de
ondas asociadas a dos o mas electrones dispersados, sino es el resultado de la interferencia
constructiva entre diferentes partes de la onda de un mismo electron que han sido dispersadas
en regiones diferentes del cristal. Esto se comprobd al obtener la misma figura de difraccion ain

en la condicién extrema de hacer incidir electrones casi uno tras otro.

Principio de complementariedad de Bohr

El modelo ondulatorio y el modelo corpuscular pueden usarse para explicar muchos
fenémenos fisicos. La propagacion de las ondas de sonido en el aire es explicada con un modelo
ondulatorio mientras que la presién de un gas en un recipiente puede ser explicado con un
modelo de particulas considerando a las moléculas como esferas rigidas que golpean las
paredes. Cualquier fenédmeno de transporte de energia puede ser descripto por el modelo
ondulatorio o por el modelo corpuscular, pero no por ambos a la vez. No podemos aplicar
simultaneamente ambos modelos para explicar un mismo fenémeno.

En el afo 1928, el fisico danés Niels Bohr (1885-1962) enuncio el siguiente principio. Principio
de Complementariedad: “Los aspectos ondulatorios y corpusculares son complementarios”.

Este principio implica que cada tipo de fenédmeno que involucre radiacion electromagnética o
particulas con masa en movimiento puede ser explicado por uno de los dos modelos, pero no
por ambos. El modelo a aplicar depende de la naturaleza del fenémeno. Si una medicién prueba
el comportamiento ondulatorio entonces resulta imposible explicarlo aplicando el modelo

corpuscular, y viceversa. En algunos experimentos la naturaleza ondulatoria se pone de
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manifiesto y el comportamiento corpuscular no esta presente, en otros fenébmenos ocurre lo
contrario, pero ambos modelos se complementan para explicar todas las propiedades.

Una interpretacion estadistica de las ondas permite establecer una correspondencia entre
ambos modelos. Calculemos la irradiancia de un haz utilizando el modelo ondulatorio del
electromagnetismo clasico y luego aplicando el modelo de particulas.

La Fig. 6.2 contiene las dos formas de representar un haz de luz con seccion transversal de
area A que se propaga en direccion +x: A la izquierda la descripcion ondulatoria y a la derecha

la representacion cuantica en términos de fotones con energias E; = hc/A.

Figura 6.2
y y
cT
T» ffﬁnh-n : (T » 1 = 2njw)
E
. _‘_J__,S _____ 11 x BN R WO a x
B % E
o2

Nota. Haz |aser ideal y continuo con irradiancia constante. A la izquierda los frentes de onda de
igual fase del modelo ondulatorio, a la derecha los fotones idénticos del modelo de particulas.

a) Modelo ondulatorio

Consideremos una fuente laser ideal continua de potencia constante que genera una onda
electromagnética armoénica plana y uniforme propagandose en el vacio en la direcciéon +x. Sea
E(x,t) = j E, sen(kx — wt) el campo eléctrico que representa la onda, entonces la energia media

incidente por unidad de tiempo y por unidad de area transversal al haz es:
Irradiancia = (|S|) = - (|E x Bl) = —(£?) (6.4)

Los simbolos () indican promedio temporal en un intervalo T > t = 2n/w, entonces

(E?) = [T E2(r,t) dt' = 1 [T Eo? sen?(kx — wt') dt’' = 1Ey” (6.5)

b) Modelo corpuscular

El paso de fotones a través de la seccion transversal del haz es un proceso estadistico
discreto y aleatorio. Consideremos un experimento donde se registra la cantidad de fotones que
llegan a la superficie A durante un intervalo de tiempo T.

La cantidad de fotones detectados (V') no es exactamente igual todas las muestras.
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Sea @;! el flujo promedio de fotones (fotones/segundo), entonces la cantidad promedio de
fotones durante un tiempo de contaje T es NV = - T

El valor de la irradiancia de un haz ideal monocromatico con frecuencia v = c¢/2 es igual a la

cantidad promedio de fotones incidentes por unidad de tiempo y por unidad de area (:f—T = %)

multiplicada la energia del foton (Ef = hv):

Irradiancia = % hv (6.6)

La densidad del flujo promedio de fotones incidentes (;/A) es un indicador de la probabilidad

de que un fotdn incida sobre una unidad de area transversal en una unidad de tiempo. Einstein

propuso interpretar al promedio temporal {E%) como un indicador de la cantidad promedio de
_ Irradiancia _ L(EZ)).

fotones por unidad de volumen (pf = . =

Igualando las expresiones obtenidas para la irradiancia a partir de los dos modelos (Ecs. (6.4)
y (6.5)) se puede comprobar que (E?2) es proporcional a CTDf, entonces (E?) puede ser interpretado
como un indicador de la probabilidad de que un fotén incida sobre una unidad de area transversal
en una unidad de tiempo o como un indicador de la probabilidad de hallar un fotén por unidad de

volumen en una posicion y un instante determinados.

Funciéon de onda y la interpretacion de Max Born

Consideremos una particula moviéndose con velocidad constante en la direccion +x. La
longitud de onda de de Broglie es una de las caracteristicas de la onda de materia. La
representacion completa de la particula queda establecida especificando una funcién escalar
denominada funcién de onda ¥ (x, t).

En la seccidén anterior, vimos que el campo eléctrico E(x, t) es una onda del campo
electromagnético asociado a un flujo de fotones en la direccion x. De manera analoga, la funcién
de onda ¥(x, t) es onda de materia asociada a una particula moviéndose en direccion x.

A. Einstein considero al promedio temporal del cuadrado del médulo del campo eléctrico como

un indicador de la cantidad promedio de fotones por unidad de volumen (o = #1C2 (E%)). El

matematico y fisico aleman Max Born (1992-1970) extendié esto al interpretar al promedio
temporal del cuadrado del modulo de la funcién de onda (|¥|?) como una medida de la
probabilidad de encontrar a la particula por unidad de volumen en una dada posiciéon y en un
cierto instante.

Esta interpretacion estadistica, Born la efectud varios afios después que E. Schrodinger

desarrollara su teoria de la mecanica cuantica en 1925. Originalmente Schrédinger habia

! para un puntero laser verde (1 = 532 + 10 nm) con potencia nominal constante de P = 50 mW la densidad
promedio del flujo de fotones es ®; = % = 13,4 - 108 fotones/s.
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considerado a la propia funciéon de onda como la representacion de una particula material. El
problema de esta interpretacion es que toda particula masiva supone una concentracion
localizada de masa en cambio una onda monocromatica se extiende en todo el espacio. Aun
considerando a la particula como una superposicion de ondas, como propuso Schrddinger, la
onda resultante se extiende y se dispersa con el tiempo sobre una region del espacio mucho mas
grande que el tamafio de la particula. Born resolvié esta dificultad interpretando a la cantidad
{|¥(x,t)|?) como la “densidad de probabilidad de hallar a la particula.

Postulado de Born: Si en el instante t se mide la posicion de una particula que se mueve
sobre el eje x cuya funcién de onda asociada es ¥W(x,t), la probabilidad de hallarla dentro del
intervalo de coordenadas [x, x + dx] es:

P(x,t)dx = (|¥(x,t)|?)dx. (6.7)

La funcion de onda no representa a la particula, sino al conocimiento estadistico que de ella
se dispone. Este indeterminismo es una caracteristica propia de la naturaleza.

No debemos considerar al campo eléctrico o al magnético como la funcion de onda asociada
al foton, E(x,t) y B(x,t) son magnitudes fisicas vectoriales mientras que una onda de materia
Y(x,t) es una magnitud escalar sin interpretacion fisica. Ademas, las ondas electromagnéticas
y las ondas de materia satisfacen ecuaciones diferenciales diferentes. El estudio de la ecuacion
diferencial que permite obtener la expresion para la funcion de onda, denominada ecuacién de
Schrédinger, sera desarrollado en los préximos capitulos que tratan sobre la Teoria de

Schrédinger de la Mecanica Cuantica.

Propiedades de la funcion de onda. Paquete de ondas.

Todos los objetos materiales poseen caracteristicas ondulatorias en su movimiento, sin
embargo, este comportamiento se torna cada vez mas dificil de observar a medida que su
longitud de onda de Louis de Broglie disminuye, hasta llegar a la situacion ya donde no es posible
observarlo. La causa de que el comportamiento ondulatorio de los cuerpos macroscopicos no se
ponga de manifiesto es el valor tan pequefio de la constante de Planck. Cualquier objeto
macroscépico, aunque se mueva a baja velocidad, tiene una cantidad de movimiento
relativamente grande debido al gran tamano de su masa. Esto causa que la longitud de onda
asociada (1 = h/p) sea extremadamente pequefa respecto de cualquier obstaculo y, en estas
condiciones, los fendmenos de difraccion no se manifiestan. Por el contrario, cualquier particula
material de tamafo subatomico posee una cantidad de movimiento muy chica como
consecuencia de su pequefia masa, inclusive si su velocidad es cercana a la de la luz. Esto causa
que la particula, al tener una longitud de onda comparable al tamafio de muchos obstaculos,
muestre un comportamiento ondulatorio durante su movimiento.

Consideremos una particula libre con masa m en movimiento rectilineo uniforme y una onda
armonica propagandose con la misma direccion y sentido, por ejemplo +x. Sabemos que si es

la onda de materia de la particula entonces su longitud de onda (1 = v, /v) debera ser igual a la
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longitud de onda de de Broglie de la particula (15 = %). ¢ Solo este requisito es suficiente para

considerada como la onda de materia asociada?
Para responder la pregunta anterior consideraremos una particula no es relativista (v << c),
esta condicion se establece para simplificar el analisis, sin limitar el alcance de las conclusiones.

La siguiente expresion para ¥ = f(kx — wt) representa una onda plana cosenoidal:
W(x,t) = Acos (kx —wt) = Acos k(x —vt) Vx € (—0,+x) (6.8)

. 2 . . .
siendo k = 7” el nimero de onda, w = 2nv la frecuencia angulary v, = Av = % la velocidad

de propagacion de la onda o velocidad de fase.

Notemos la onda se extiende en la direccién x desde —co hasta 4+ (4 = cte.). Si suponemos
que el movimiento de la particula anterior en el instante t esta descripto por esta onda, en base
al postulado de Born concluimos que no tendremos ningun conocimiento sobre su localizacion
en ese instante.

Para obtener informacion sobre la ubicacion de la particula, la extensién espacial de la onda
asociada a la particula debe ser nula en todo el espacio, salvo en una region dentro de la cual
sabemos que esta la particula. Una forma de lograr esto es sumando ondas planas similares a
la anterior con diferentes longitudes de onda, o frecuencias, y amplitudes. Para hacer mas simple
la expresion de la onda resultante, reescribiremos la onda plana anterior de una manera mas

conveniente y consideremos que su amplitud es unitaria (4 = 1):
Y(x,t) = cos 2m(kx —vt) Vx € (—o0,+) (6.9)
siendo k = % la longitud de onda reciproca (1/m) y v la frecuencia (Hz).

Sumemos dos ondas similares a la anterior, pero de diferentes longitudes de onda y

frecuencia:
lP1+2(x, t) = lpl (xr t) + qJZ (X', t)
Y, ,5(x, t) = cos 2m(kyx — vyit) + cos 2m(kyx — Vv t)
K =ik, + Kk =i —
Definamos las cantidades _21( 2+ ) {Kl — K Km
K = 50, — K1) Kz = K+ Km

v
Anéalogamente definimos {

=2(v, + V1) {V1 =V -,
Vm = %(VZ - Vl)

Vo =V + vy

a = 2n(kx — vit)

Llamando a las fases de cada onda {B = 21 (icyx — vyt)

y usando la identidad para la suma

de funciones coseno, la expresion para ¥, ., puede reescribirse del siguiente modo:
1 1
Y, 4, = cosa + cosf = 2 cos 5(0{ — B) cos E(a +0)

Consideremos los argumentos de las funciones coseno anteriores y reemplacemos a y 8 por

sus definiciones:
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=) = 2m (S5 = B2 0) = 2nex — v) = ~2m ki (x —22¢)  (610)

+ +
%(a+[)’)=27r(K12K2 _V12V2 t)=+27T(I€X—T/t) (6.11)
= +2nl€(x—z_t)
K

Luego, debido a que el coseno es una funcién par, la onda suma resultante es:

Yo o(x,t)=2 2 Ax Avt 21K 1715
42 (x, t) = cos[nz(x A )]cos mc(x ;E)]

Cuando la diferencia entre las frecuencias de las ondas se acerca a cero, podemos aproximar
en (6.10) v, /1, = (v, —v;1)/(ky — k) = Av/Ak = Aw/Ak = dw/dk|5. Luego, la expresion para
la superposiciéon de ondas es:

Y0 t) =2 cos[27rrcm(x — vy t)] cos[2mi(x — 7 t)] (6.12)
6 Wipa(x,t) = Wyolx, t) cos[2mik(x — 7yt)] (5.13)

vy = Z—‘: |5 : “velocidad de grupo”. Es la velocidad con que se desplaza la onda de modulacion
de amplitud de la onda portadora.

= % =% : “velocidad de fase”. Es la velocidad con que se mueven los picos de la onda
portadora. Esta velocidad puede ser mayor, menor o igual a la velocidad de grupo.

W0 t) = Wy(x, t) cos[2mik(x — 77;t)], es una onda arménica de frecuencia v = &, kK con una

amplitud variable en el tiempo W (x, t) = 2 cos|2mk,, (x — v,t)] de frecuencia v,, = v kp,.

Figura 6.3
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Nota. Superposicion de dos ondas planas (infinitas) con diferentes longitudes de onda (t = 0).

La onda resultante de la superposicion se extiende desde —o hasta +o
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En Fig. 6.3, la onda moduladora ¥,(x, t) es una funcién arménica con longitud de onda 4,,,,
pero cuando se superpone una gran cantidad ondas o el rango de valores es grande la
modulacion de la amplitud sigue siendo una funcién periddica pero ya no es sinusoidal.
Analicemos el efecto de sumar N ondas cosenoidales con valores equiespaciados de longitud de
onda reciproca (k = 1/4). Con el fin de contar con cantidades numéricas pequefias se asume el
valor anterior ¥ = 8,5m™'. En el estudio de casos reales los valores son muy superiores al
adoptado, sin embargo, esta consideracion no afecta la generalidad de los resultados. Por

ejemplo, en el experimento de Davisson y Germer, el valor de la longitud de onda reciproca

. _ 1
promedio de los electrones es k = ol 167A~ 6-10°m

En la parte superior de la Fig. 6.4 se muestra la misma superposicion que se presentd en la
figura anterior pero ahora en un intervalo amplio del eje x. Las figuras inferiores muestran la
dependencia de la forma de la onda resultante al variar el rango Ak y el nimero de componentes
monocromaticas N que se superponen. En x = 0 la amplitud de superposicion es maxima porque
todas las componentes estan en fase. Al alejarnos en cualquier sentido, la amplitud comienza a
disminuir porque dejan de estar en fase debido a que todas las componentes tienen diferentes
longitudes de onda. Esta region, donde la amplitud de la superposicion es apreciable, define la

extension espacial del paquete de ondas.

Figura 6.4
ﬁ I M | .
! PV | | | I =
MHH u uWHi i\|‘|l ”H“\ ||l”W| \Jw \llJul |‘ Whr« |“l|-1 ‘| Ak = 2 m-1
N=2
7 10
I |
) /\Hmv\qml J.,hl‘w,ﬂu\d\f\wﬁnwmuwwwwwwuwwww W"Ml”l h ,.\ﬂf\unnv.\,uw Ak = 4 m1
g E h N =16
- 5 _
gl 4
4
El ﬂ\f‘-v'ﬂ'r‘wJ bu'llk;‘u-'w-vwmwwm‘vﬂpqﬁ,\l" h['q}‘,\ﬁm'\rwm-\w-vwwl.\h\"mll ‘Lﬂuw A AR V""‘l Ak = 8 m-1
I '| | W-16
o 1 2 3 4 5 6 7 8 3 o
Iih
N =64

x (m)

Nota. Construccion del paquete de ondas (t = 0). Los aumentos de Ak y N provocan la

reduccién de la extensién de los paquetes de ondas y el aumento de la separacién entre ellos.
El rango (Ak = ky — k) afecta la extension espacial del paquete de ondas. Al aumentar Ax,

la amplitud de la suma disminuye rapidamente porque las longitudes de onda de las

componentes estan mas dispersas, y esto hace que la extension del paquete se reduzca. Un
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segundo efecto observado es la reduccion de la separacion entre los paquetes cuando aumenta
el rango. Otro parametro de importancia es la cantidad de componentes en la suma (N), un
aumento de N incrementa la separacién entre los paquetes.

La funcién de modulacién que hemos obtenido es una funcién periédica y no arménica. El
fisico francés Jean Baptiste Joseph, Barén de Fourier (1768-1830), desarrollé un procedimiento
matematico para expresar una funcion f(x) con periodo espacial A como la suma de funciones
armonicas con longitudes de onda A, A/2, 1/3, A/4,... Este desarrollo se denomina Serie de
Fourier y se estudia en el curso de Matematica C. Si f(x) posee periodo espacial 1 = 2L, es
continua y presenta con un numero finito de maximo y minimos en un periodo, entonces la serie

trigonométrica de Fourier es:
f(x) =2ay + Xn=1lay cos(n 27k x) + b, sen(n 27k x) ] (6.14)
con

a, = %ijLf(x) cos(n2mk x)dx (n=0,1,2,...)
b, = %ijLf(x) sen(n2mk x)dx (n =1,2,...)

donde k = % = % se denomina en esta expresion frecuencia espacial de f(x).

Los coeficientes de Fourier a,, y b, son factores que pesan la contribucion de las diferentes
componentes armonicas en la suma. Al ir aumentando el periodo espacial de la funcién f(x) su
frecuencia espacial k = % se reduce y entonces las frecuencias espaciales de las componentes
armonicas de la suma se aproximan entre si cada vez mas: k, 2k, 3k, 4k, ...

A partir de la férmula de Euler e? = cos 0 + i sin 8, la expresion (6.14) se puede reescribir en

una forma mas compacta denominada forma serie compleja de Fourier:
f(x) =3¥%_ _ C, etkn* (k, =n2mk) (6.15)

con
—r*x =1 P _ 1 (tL —ikpx —
Chn=Cp = E(an —iby) = 2LJ-L fx)e "™ *dx (n=0,£1,%2,..)
Z%O:—oo E]\l]l—{rc}o Zg=—N

De acuerdo con la interpretacion de Born de (|¥|?) como una medida de la probabilidad por
unidad de volumen de encontrar a la particula, necesitamos una funcién de onda que sea nula
salvo en una region dentro de la cual sabemos que esta la particula. La funcién de modulacién
que estamos buscando f(x) con amplitud no nula dentro de un entorno Ax centrado en la
posicion de la particula y nula en todo otro punto. Es decir, buscamos una funcién con un periodo
espacial 1 =2L — oo, y en esta situacion limite f(x) ya no es periddica y las frecuencias
espaciales de las componentes ya no son mas valores discretos.

Volvamos a la forma compleja del desarrollo de Fourier del siguiente modo
fx) = Tieroo Cp et Fn ™ (6.16)

y escribamos los coeficientes anteriores en términos de la siguiente expresion:
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Fkn) = 7= [7) fx) e7n* dx (6.17)

1 +L —i 1L 1
C, = ZI—L f(x) e thn* dx = E;F(kn) = EAknF(kn)

Entonces el desarrollo de f(x) puede ser reescrito del siguiente modo:
) = Tt BEF (ky) €k (6.18)

En el limite L » 00 = Ak, = kyyqy —ky = %—» 0 entonces la suma discreta se convierte en

una integral sobre k:

fOO) = 7=, dk F(k) etk (6.19)
Esta expresion es la antitransformada de Fourier de la funcién f(x).
F(k) = FIf ()} = 7= [, dx f(x) 710> (6.20)

Esta es la expresion para la transformada de Fourier de la funcion f(x).

La antitransformada de f(x) es el desarrollo de la funcién no peridédica f(x) en términos de
funciones arménicas con periodos A = 2r/k. F(k) es el factor de peso correspondiente a la
componente armonica de frecuencia angular espacial k = 2t /A.

Comentarios: La expresion (6.17) el factor 1/+v/2m permite mantener la simetria de las
expresiones, sin embargo, existen otras maneras de definir estas expresiones. A las variables

de la transformada y de su funcion inversa se las denomina variables candnicas conjugadas.

Principio de indeterminacion de Heisenberg

El fisico tedrico aleman Werner K. Heisenberg (1901-1976) dedujo un limite inferior para el
producto de las precisiones de los valores de ciertas medidas realizadas simultaneamente. Una
de las relaciones que obtuvo establece una restriccion al proceso de medicion simultanea de la
posicién y la cantidad de movimiento de una misma entidad fisica; la otra, fija una condicién
semejante para la determinacién del tiempo y la energia. Estas expresiones se conocen con el

nombre de principio o relacion de indeterminacion, o simplemente, desigualdades de Heisenberg.

Relaciones de indeterminacion “posicion - momento lineal”
Consideremos que en el instante t =0 el paquete de ondas posee un perfil espacial

gaussiano centrado en x = 0, entonces, la expresion para esta onda moduladora es:
_1 x2 /02
Yolx,0) =f(x) =A, ez x (6.21)

donde ¢, es la desviacion estandar del paquete de ondas.

Si aplicamos la transformada de Fourier la expresion resultante es:
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_1.242 _132/,2
F(k) = F{f()}K) = A, e72%% K" = 4y 72 /7% (6.22)
o, = 1/0,, por lo tanto, la extension espacial del paquete de ondas y la extension del intervalo
de frecuencias espaciales angulares son inversamente proporcionales g, g;, = 1. Un paquete de
ondas cada vez menos extenso implica la superposicion de ondas armoénicas con frecuencias de
un rango cada vez mas grande.

Expresemos ahora esta transformada en términos de la cantidad de movimiento de la
particula. A partir de la hipétesis de Louis de Broglie, podemos escribir k = 27” = Zn%:% y

entonces

2
2P
XpZ =4

N[

F(p) = Ay e~ , 2P’ /% (6.23)

donde hemos identificado a o, = #1/0,, es decir la relacion entre las desviaciones estandar de

las variables posicion y cantidad de movimiento resulta ser:
oy 0, =h (6.24)

Esta es la relacion deducida por W. Heisenberg en 1927. Sin embargo, las relaciones de
indeterminacion no se expresan en términos de las desviaciones estandar de las variables de la
funcion de onda ¥, (x) y de su transformada F{¥,(x)}, sino con las desviaciones estandar de la
distribucion de probabilidad |¥,(x)|? y de su transformada de Fourier.

_1.2,2 272 —1x2/( Loy 1.2, 2
Wo(x) o e725/9% y W (x)|? x e™* /% = ¢ 2 AN /(e'%)  entonces la desviacién

estandar del cuadrado de la funcién de onda es o', = % De manera similar hallamos que ¢, =

%. Luego, reemplazando en la expresion (6.24) obtenemos
o'yo'y,="h/2 (6.25)

Esta relacion expresa el limite tedrico para el mejor paquete de ondas que podemos construir.
En los casos reales, este producto generalmente es mayor a /2, consecuentemente, al intentar
mejorar la manera de ubicar a la particula perdemos exactitud en el conocimiento de su cantidad
de movimiento, y viceversa.

Finalmente, si convenimos en llamar Ax = o', y Ap, = ', la relacion entre las incertidumbres

posicion-momento queda expresado de la forma habitual:
Ax Ap, = h/2 (6.26)

Es frecuente considerar a los intervalos como los semianchos a media altura de las funciones.
Esta desigualdad establece el alcance de la fisica clasica al revelar que dos variables de un
mismo ente fisico no pueden determinarse simultaneamente con una precision infinitesimal, aun

en la hipotética situacion de utilizar instrumentos de medicion ideales.
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Relaciones de indeterminacién “tiempo - energia”

Un paquete de ondas con una extension localizada en el espacio, tiene una duracion finita al
pasar por un punto fijo del espacio. El paquete de ondas se mueve con la velocidad de grupo v,
ésta es la velocidad de la particula cuyas propiedades representa:

2
do dhw) dE d(&) p

oS @k Tdmk) “dp dp  m

Si consideremos que en la posicion x = 0 el paquete de ondas que pasa posee un perfil
temporal gaussiano centrado en le instante t = 0, entonces, la expresion para esta onda

moduladora es:
Wy(0,6) = f(t) = A, e 25/ (6.27)

donde o, es la desviacion estandar del paquete de ondas a lo largo del tiempo.

Si aplicamos la transformada de Fourier la expresion resultante es:

1

F(w) = F{f()}(w) = A, e 390" = 4, e 9/ (6.28)

Expresemos esta transformada en términos de la cantidad de la energia de la particula. A
partir de la hipotesis de Einstein, podemos escribir w = 2mv = Zn% = % Luego, realizando un

desarrollo analogo al anterior podemos hallar la relacion entre las incertidumbres tiempo-energia:
At AE = h/2 (6.29)

Otra de las formulaciones de las relaciones de Incertidumbre establece la condicion para el

producto entre las incertidumbres de la posicién angular y la cantidad de movimiento angular:
AO ALg = h/2 (6.30)

Es importante notar que estas relaciones de incertidumbre no fijan una condicién para la
precision de la medida de cada variable en forma independiente, sino que establecen una
condicion para el producto de las precisiones de dos variables se desean medir simultaneamente
en un mismo ente fisico. En cualquier proceso de medicion simultanea de variables
canonicamente conjugadas, las precisiones de las medidas de las variables estan

interrelacionadas con una desigualdad que establece un limite inferior para su producto.

El microscopio de Heisenberg

Analicemos el experimento mental imaginado por Heisenberg para explicar sus relaciones de
incertidumbre. Consideremos un microscopio que permite medir simultdneamente la posiciéon y
la velocidad de un electron. Para poder observar la particula el microscopio utiliza luz. Pero al
iluminar, los fotones interactian con el electrén y esto perturba al electron, es decir el electron

luego de dispersar al fotdn ya no tiene ni la energia ni la cantidad de movimiento inicial.
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Figura 6.5
Dispersién de un fotén por un electrén
Pr="Pr+ Pe
Objetivo dei microscopio Pf, = De, — p}x =0

Ape, = Apf, = pysenf, — ['p/’c sen(—@o)]

Ap, =2 7 sen 0,

con 26, igual al angulo de apertura del objetivo.
Por otro lado, tenemos que sobre plano imagen
del microscopio la imagen que forma el
microscopio del electron consta de un disco
central con anillos concéntricos, debida a la
difraccion de Fraunhofer en el borde circular de
la lente. Si tomamos como incertidumbre de la
medida de la coordenada x del electron el
diametro de disco central de la imagen,

entonces:
Ax =27 =1,22 A =1,22 A
X=4n=5 D/f " send,

Dy f son el didmetro y la distancia focal de la

lente.

Luego, el producto de las incertidumbres calculadas resulta ser mayor que el limite

establecido por de la desigualdad de Heisenberg:

!

=~

h
2 Fseneo =244h 25

Ax Ap,, = 1,22 >
]

Una manera de obtener un valor mas preciso en la medida de la posicion Ax es reduciendo
la longitud de onda de la radiacion. Podemos imaginar que este microscopio funciona con
radiacion gamma (~1071* — 10~1*m) pero ahora, para un mismo angulo de dispersion, la energia
del foton y del electron dispersado son mayores y entonces Ap, también aumenta. Concluimos
que no es posible reducir simultaneamente las precisiones en ambas medidas tanto como

deseemos.

Difraccion de electrones en una ranura

Consideremos un haz de electrones que incide perpendicularmente sobre una ranura de
ancho b. La cantidad de movimiento promedio de los electrones del haz es p, luego su longitud
de onda de de Broglie es Az = h/p. Debido al comportamiento ondulatorio de los electrones,
sobre la pantalla la distribucion del contaje de electrones es la misma que la distribucion de
irradiancia cuando incide sobre la ranura un haz de radiacién electromagnética (EM) con igual
longitud de onda (1 = Ap). En el curso de Fisica Il al estudiar la difraccion de ondas EM en ranuras
el resultado obtenido es que los minimos de difraccion que limitan la extensién del maximo central

se hallan en posiciones angulares que cumplen sen 8 = 1/b.
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Figura 5.6

Nota. Dispersion de un foton por una ranura

Los electrones que contribuyen al contaje del maximo central tienen componentes del

momento lineal p, € [-psenf,psend] = [—p %B, P %B] =[- %%] entonces la incertidumbre luego

h

de atravesar la ranura resulta ser: Ap, = 2;.
Por otro lado, tenemos que la incertidumbre en la coordenada x del electron al pasar por la
ranura es Ax = b, entonces haciendo el producto de ambas cantidades comprobamos que la

relacion de Heisenberg se satisface:

Ax Ap, = 2h =

N3

Medicion de la energia cinética de un electron clasico
Consideremos un electron moviéndose en direccion x con velocidad constante v, « c.

v
2me

Supongamos que esta medida posee una precision Av,. Su energia cinética sera E = yla
incertidumbre del valor medido puede expresarse en términos de Ap, = m, Av,:

AE = v, Ap, = AA—’; Ap, At.duracidn de la medicion

entonces

At AE = Ax Ap, 21

El producto de las incertidumbres halladas satisface la desigualdad de Heisenberg.
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Comentarios sobre las desigualdades de Heisenberg

Inicialmente Heisenberg utilizo las palabras incerteza, luego imprecision y finalmente adopté
el término indeterminacién para describir sus relaciones. Estas no hacen referencia a la
ignorancia del observador ni a la resoluciéon del instrumento de medida que utiliza. La
imposibilidad en la determinacién del valor de dos variables relacionadas en forma simultanea
con precision infinitesimal es una caracteristica propia de la naturaleza.

Heisenberg en su trabajo publicado en 1927 en la revista Zeitschrift fur Physik, present6 una
deduccion de las expresiones para las relaciones de incertidumbre, éstas no fueron formuladas
como hipétesis. Gregorio Klimovsky define a los “principios” como premisas a partir de las cuales
mediante deducciones se desarrolla el resto de una teoria. En este sentido, la palabra “principio”
no es estrictamente correcta para hacer referencia a las relaciones de Heisenberg.

Estas desigualdades muestran la indeterminacion en las precisiones de dos magnitudes
conjugadas medidas simultdneamente. Esto redefine el concepto de trayectoria de una particula.
La trayectoria de las particulas cuanticas es “borrosa”. Para cada instante, no es posible conocer
simultaneamente la posicion y la velocidad de una particula con precisiones infinitesimales. La
imposibilidad de conocer el estado actual de una particula con precision ideal hace imposible
conocer con todo detalle sus estados futuros.

Las desigualdades de Heisenberg junto al principio de complementariedad de Bohr y a la
interpretacion probabilistica de la funcién de ondas de Born conforman una interpretacion légica

del significado fisico de la mecanica cuantica conocida como la “Interpretacion de Copenhague”.

Usos y aplicaciones de las propiedades ondulatorias
Los microscopios electronicos MET y SEM

El poder de resolucion es la distancia transversal minima entre dos puntos del objeto que se
pueden resolver en la imagen. El ojo humano normal posee un poder de resolucion de 100 um.
Para poder observar objetos mas pequefios que un cabello humano, cuyo grosor medio es
aproximadamente 70 um, fue necesario desarrollar instrumentos que formen imagenes
aumentadas. En 1590 Jansen de Holanda inventd el microscopio compuesto, unos afios mas
tarde Galileo construyé su microscopio compuesto. El posterior desarrollo de la teoria ondulatoria
de la luz permitié importantes avances en el conocimiento de la formacién de imagenes. Los
aportes tedricos de Joseph von Fraunhofer (1787-1826) y posteriormente de quien trabajaba
para la compafia Carl Zeiss, Ernst Abbe (1840-1905), permitieron mejorar la calidad de las
imagenes de los microscopios. Fue Abbe quien afirmé que para mejorar el poder de resolucion
de los microscopios compuestos se necesitaba de longitudes de onda mucho mas cortas que las

de la luz visible, entonces, se supo que el poder de resolucion de un microscopio 6ptico tenia un
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limite tedrico inferior bien definido. Un microscopio de luz ultravioleta (400 nm) permite distinguir
detalles con esas dimensiones, pero no menores.

Fue necesario lograr varios avances en ciencia y en tecnologia para reducir el poder de
resolucion de los microscopios. En 1897, Joseph John Thomson anuncio el descubrimiento del
electron. En 1910, Robert Millikan demostré experimentalmente que las cargas eléctricas son
multiplos de un valor fundamental, la carga del electron. En 1926, Busch que demostré que un
haz de electrones podia ser desviado por lentes magnéticas de manera similar a la forma en que
los rayos de luz se desvian al atravesar una lente 6ptica. En 1924, Louis de Broglie introdujo la
hipotesis de que particulas con masa, como los electrones, podrian describirse no solo como
corpusculos sino también como ondas. Estos y otros importantes descubrimientos en ciencia
basica junto con los grandes desarrollos en tecnologia fueron las bases para que fuese posible
el desarrollo del primer tipo de microscopio que funciono con electrones en vez de luz. En 1931,
los alemanes Max Knott y Ernst Ruska inventaron el microscopio electronico de transmision
(MET). Este equipo posee un tubo con alto vacio dentro del cual existe una diferencia de
potencial eléctrico que acelera a los electrones y con electroimanes se dirigen para conformar
un haz que incide sobre una de las caras de la delgada muestra. La energia cinética que

adquieren los electrones sometidos a un potencial acelerador AV es E = eAV, luego la longitud

h
V2me AV'

la cara opuesta de la pelicula permite la formacion de la imagen de la superficie. En 1945, el

de onda de Broglie asociada a los electrones del haz es 15 = % = El haz que emerge de

poder de resolucion del MET llegd a ser de 1 nm, en la actualidad el poder de resolucion de un
MET es 0,2 nm con un aumento de x 10°.

En 1937, el fisico aleman Manfred von Ardenne (1907-1997) invento otro tipo de microscopio
electronico denominado microscopio electronico de barrido (MEB), mas conocido con la sigla
SEM por Scanning Electron Microscope. Este equipo también utiliza un haz de electrones que al
acelerados mediante una diferencia de potencial eléctrico de hasta 30.000 V permiten lograr
electrones con longitudes de onda de Broglie de 0,4 A. Las superficies de las muestras deben
ser conductoras eléctricas, por esta razon se recubren con una capa de carbén o una capa
delgada de un metal. El haz de electrones “barre” la superficie metdlica y ésta responde
emitiendo principalmente electrones (electrones secundarios) y rayos X (caracteristicos). A partir
de los electrones secundarios se genera la imagen tridimensional de la superficie, la cual
presenta una gran profundidad de campo y alta resolucion. La posibilidad de identificar las
energias de los rayos X caracteristicos permite efectuar un analisis de la composicion atomica
de la muestra. El poder de resolucién de un SEM es 10 nm con un aumento de x 10°.

Los microscopios de efecto tunel (STM, scanning tunneling microscope) permiten realizar
imagenes tridimensionales con resoluciones de 0,001 nm (en direccion vertical) y de 0,1 nm en
direccion horizontal. El funcionamiento de tipo de microscopios se basa en un fenémeno cuantico
sin analogo clasico, el efecto tunel. El Premio Nobel de Fisica de 1986 fue compartido por Ernst
Ruska por sus aportes en Optica electrénica y por el disefio del primer microscopio electronico y

por Gerd Binnig y Heinrich Rohrer por el disefio del microscopio de efecto tunel.
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Problemas resueltos

Problema 1: La velocidad de una bala de m = 40 g y la velocidad de un electrén se miden y
resultan iguales v =430m/s, con una incertidumbre de 0,01%. ¢Cual sera la exactitud
fundamental con que se podra determinar la posicion de cada una, si la posicién y la velocidad

se miden simultaneamente en el mismo experimento?

Solucioén:

La incertidumbre en la velocidad es Av = (%) . 430% = 0,043m/s

Luego para la bala, la incertidumbre en la cantidad de movimiento sera:
m
Ap = mAv = (0,04 kg) - 0,043@ =1,72-10"3kg.m/seg
Asi, utilizando el principio de incertidumbre, la incertidumbre en la posicidn de la bala sera:

AxAp >l o axs =307 10722
AP =5 T A=, T m

Por lo tanto, para objetos macroscopicos, el principio de incertidumbre no impone limites
practicos en el procedimiento de medicion.

Luego, para el electrén, obtenemos:
m
Ap = mAv = (9,11- 10731 kg) - 0,043@ =3,92-10732kg.m/seg
Asi la incertidumbre en la posicidn del electron sera:

h h
. > = > —= . -3 =
Ax.Ap = > = Ax > 2 Ap 1,34-10"°m = 1,34 mm

En el caso de objetos microscépicos, como electrones, vemos que la incertidumbre Ax resulta

del orden de 107veces el diametro de un atomo.

Problema 2: El poder de resolucién mas alto posible de un microscopio se limita solamente
por la longitud de onda que utilice; es decir, el detalle mas fino que puede ser separado es
aproximadamente igual a la longitud de onda utilizada. Supdngase que se quiere “ver” dentro de
una distancia de 10 nm.

a) Si se utiliza un microscopico electrénico ¢ cual sera la energia minima de los electrones
que se requieren?

b) Si se utiliza un microscopio de fotones, ¢ cudl sera la energia requerida de los fotones?

c) ¢,Cual sera la incertidumbre en la velocidad de un proton localizado de ese modo?

Solucion: a) El poder de resolucion mas alto posible del microscopio se limita solamente por
la longitud de onda que utilice y si se quiere “ver” dentro de una distancia de 10 nm, la maxima

longitud de onda del microscopio para detectar dicha distancia debera ser A = 10 nm.
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Utilizando de Broglie podemos calcular la cantidad de movimiento minima que deberan tener
los electrones:
h
p=7= 6,626-1072 kgm/s
Entonces la energia cinética minima de tales electrones sera:
pZ
= = 2,41-107%21] = 0,015 eV

Cmin 2
e

b) En el caso de fotones, la energia minima necesaria que deberan tener, siendo la longitud
de onda méxima A = 10nm, sera:

hc
E; = - = 1,99-107Y] = 124,24 eV

c) La incertidumbre en la posicion de un proton es Ax = 10 nm. Con el principio de
incertidumbre podemos calcular la indeterminacién en la cantidad de movimiento:
Ax.Ap 2; - Ap =527-10"%" kgm/s
Realizando propagacién de errores y considerando al electrén como clasico de podemos
estimar la incerteza en la velocidad del protén (m,, = 1,67 - 107*"kg):
Ap

Ap =m,. Av - Av = e 3,15m/s
P

Problema 3: a) Los estados excitados de los atomos poseen vidas medias tipicas de 1072 s
y durante este tiempo emiten un fotdn al pasar de su estado de inicial a otro de menor energia.
A partir de la relacion de incertidumbre de Heisenberg AEAt = #/2 calcule:

a) La incertidumbre en la energia del estado excitado del atomo.

b) La incertidumbre Av en la frecuencia del foton.

c¢) Si la mayoria de los fotones emitidos corresponden a la linea espectral visible A = 589 nm,

¢cuanto vale el cociente Av/v (llamado amplitud natural de la linea espectral)?

Solucién:

a) La energia del estado excitado de los atomos no se puede medir con precision ya que solo
se tiene un tiempo finito para realizar la medida. El atomo no permanece en el estado excitado
un tiempo infinito, sino que decae a su estado de energia mas baja emitiendo un foton. Si
At = 1078 s es la vida media del estado excitado, haciendo uso del principio de incertidumbre

podemos calcular la incertidumbre en la medida de la energia del estado excitado del atomo:

AE = i =5,27-10"%]
2At

b) De acuerdo con el principio de conservacion de la energia, la dispersion en la energia del

foton emitido debe ser igual a la dispersion en la energia del estado excitado del atomo. Luego,

la incertidumbre Av en la frecuencia del foton la podemos calcular a partir de la incertidumbre en

la energia ya que AE = h Av

h

2hAt  4m(10-%s)

h h
AE.AtZE = h.Av.AtZE = Av = =796 MHz
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c) Para A = 589 nm se tiene:

< _3-108m/s_509 Loty
V1T T589um z
Por lo tanto:
Av  796-10° Hz
= =1,56-10"8

v 509-10 Hz

Problemas propuestos

Problema 1: Calcular la longitud de onda, la frecuencia y la velocidad de fase asociada a

electrones con velocidades de 107> cy 0,99 c.

Problema 2: Una bala de 40 g viaja 1.000 m/s.
a) ¢ Qué longitud de onda se le puede asociar?
b) ¢Por qué no se observa la naturaleza ondulatoria de la bala por medio de efectos de

difraccion?

Problema 3: La longitud de onda de la emisién amarilla del sodio es 589 nm ¢Qué energia
cinética tendria que tener un electrén para la misma longitud de onda de de Broglie? Comparela

con la energia del foton del haz amarillo del sodio.

Problema 4: Un neutrén térmico tiene una energia cinética de 3kT/2, donde T es la
temperatura ambiente 300 K. Tales neutrones estan en equilibrio térmico con derredores
normales.

a) ¢ Cudl es la energia en eV de un neutrén térmico?

b) ¢ Cual sera su longitud de onda de de Broglie?

Problema 5: ; Cuales son la frecuencia, longitud de onda e impulso de un fotén cuya energia

es igual a la energia de masa en reposo de un electrén?

Problema 6: El acelerador de electrones de 50 GeV (50-10°eV) de la Universidad de
Stanford, proporciona un haz de electrones con longitud de onda muy corta, adecuados para
sondear los detalles finos de la estructura nuclear, por medio de experimentos de dispersion.
¢ Cual es esta longitud de onda y como se compara con las dimensiones de un nucleo promedio?

Sugerencia: A estas energias, es mas sencillo utilizar la relacion relativista extrema entre la
energia y el impulso p = E/c. Esta es la misma relacion utilizada para fotones y se justifica
siempre que la energia cinética de una particula sea mucho mayor que su energia en reposo

myc?, como en este caso.
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Problema 7: Demuestre que suponer que los radios de las érbitas permitidas en el atomo de
Bohr encierran un numero entero de longitudes de onda de de Broglie de la onda asociada al
electron en el atomo de hidrégeno es equivalente al postulado de Bohr de cuantificacion del

momento angular.

Problema 8: En la experiencia de Davisson-Germer uno de los picos de difraccion
observados ocurria a un angulo de 45° para un haz de electrones de 64 eV. Determinar la

separacion de los planos cristalinos responsables de este pico.

Problema 9: El espaciamiento principal entre planos de un cristal de cloruro de potasio es
3,14 A. Compare el angulo para una reflexién de Bragg de primer orden de estos planos, de

electrones con energia cinética de 40 keV con el correspondiente a fotones de 40 keV'.

Problema 10: Un haz de electrones de 25 eV incide sobre dos rendijas separadas entre si
por 1 um. Determinar la separacion entre un maximo y el minimo mas proximo cuando se

observan en una pantalla colocada a 1 m de las rendijas.

Problema 11: Cite ejemplos de cémo el proceso de medicion perturba el sistema que se mide.

Problema 12: Se hace una medida de la coordenada y de un electron que viaja en un haz de
electrones de un ancho determinado y que se propaga en la direccion del eje x. Se introduce una
rendija de ancho Ay transversal a la direccion x del haz. Demuestre que esto produce una
incerteza Ap, en la componente y del impulso del electrén, tal que Ay Ap, = /2, es decir
cumpliendo con el principio de incertidumbre. Sugerencia: considere la difraccion de la onda del

electron a través de la rendija.

Problema 13: En un atomo de H la vida media de un electrén en el primer estado excitado
es de 1 ns. Al desexcitarse emite un foton. Calcular las indeterminaciones en:

a) Laenergia E.

b) La frecuencia f.

c) La longitud de onda 4

Problema 14: Calcular la indeterminacion en la velocidad y la energia cinética media minima

de un electrén y de un proton, confinados en una zona de 4,3 - 10719 m.

Problema 15: Si una particula se encuentra en un estado de energia conocido con una

precision de 1,1 eV, ¢ Cual es el promedio temporal de permanencia en ese estado?
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CAPITULO 7

Mecanica cuantica: Ecuacion de Schrodinger 1D

Introduccion

Existen experimentos de interferencia que demuestran que las particulas de sistemas
microscopicos se mueven de acuerdo con las leyes del movimiento ondulatorio y no con las leyes
newtonianas de los sistemas macroscopicos.

En la Mecanica Cuantica, que es el ambito de la Fisica de la escala atébmica, encontramos
que la luz y las particulas tienen un comportamiento dual. Los objetos cuanticos, se comportan
alternativamente como ondas y como particulas. Segun cémo se observe o segun el tipo de
experimento que se haga, la luz se manifiesta como si estuviese constituida de partes separadas,
concentradas o como si la energia estuviese distribuida, como una onda.

Al fisico Louis de Broglie se le ocurri6 proponer, que esa complementariedad de
comportamientos que presenta la luz, también se presenta en el caso de las particulas
microscopicas. Las particulas tradicionales, como los protones o electrones, también podrian
actuar como ondas. Efectivamente, se puede definir, a partir de la propuesta de Louis de Broglie,
una longitud de onda, como la correspondiente a la luz, asociada a las particulas, y se pueden
reproducir experimentos ondulatorios (interferencia y difraccién, por ejemplo) equivalentes a los
que se hacen con la luz, pero con particulas.

De aqui surge la necesidad de desarrollar una ecuacion y una teoria para las ondas de la
materia. Esto lo realizé Schroédinger, quien formuld la Mecanica Ondulatoria. La interpretacion de
las soluciones de la Mecanica fue realizada por Max Born. Y esta interpretacion tiene que ver
con el concepto de probabilidad y con el principio de incerteza.

La teoria de Schrodinger especifica las leyes del movimiento ondulatorio que obedecen las
particulas de un sistema microscopico y proporciona un procedimiento general para tratar su
comportamiento. Define para cada sistema, la ecuaciéon que controla el comportamiento de la
funcion de onda y la conexién entre el comportamiento de la funcién de onda y el de la particula.
La teoria es una extension del postulado de de Broglie incorporando la constante universal #,
introducida por Max Planck. Ademas, es una generalizacion que recupera a la teoria de Newton

en el limite A — 0.
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La ecuacion de Schrodinger unidimensional a partir de los

postulados de de Broglie-Einstein

La ecuacién de onda para una cuerda tensa se puede derivar de la ley de Newton y la
ecuacién de onda electromagnética se puede derivar de las ecuaciones de Maxwell; pero no se
puede esperar derivar la ecuacion de onda de la mecanica cuantica de ninguna de las ecuaciones
de la Fisica Clasica. En cambio, si se puede obtener esa ecuacion a partir de los postulados de
de Broglie-Einstein y de dos suposiciones mas concernientes a las propiedades deseables de la
ecuacion de onda de la mecanica cuantica:

De Broglie-Einstein:

La ecuacion de onda debe ser congruente con:

h E
A= ; y V= Z (71)

Que asocian la longitud de onda 4 de la funcién de onda con el impulso lineal p de la particula
y la frecuencia v de la funcién de onda con la energia total E de la particula. Notemos la aparicion
de la constante de Planck h = 6,626x10734/s. . A continuacion se enumeran las condiciones que
debe cumplir la ecuacién diferencial.

Condicion I:

La ecuacion diferencial debera ser consistente

Debera ser coincidente con la ecuacion de conservacion de la energia, que relaciona la

energia total E de una particula de masa m con su energia cinética y su energia potencial:
_p
E=—+4+V (7.2)
m

Condicion Il

Debera ser lineal en ¥(x,t). Es decir, si ¥;(x,t) y ¥,(x,t) son dos soluciones diferentes,
entonces cualquier combinacion lineal arbitraria de estas soluciones también lo sera:

Y(x, t) = c; WP, (x, t) + c, ¥ (x,t)

Este requisito de linealidad asegura que se podran sumar funciones de onda para producir
las interferencias constructivas y destructivas de las ondas.

La energia potencial generalmente es una funcion de x y de t, pero existe un caso importante
que es el de la particula libre en el que V(x,t) = V, constante, ya que la fuerza que actia sobre

la particula esta dada por:

av(xt)

F=- ox

0

y eso ocurre cuando V(x, t) es constante.
Reemplazando las relaciones de de Broglie-Einstein Ec. (7.1) en la ecuacién de la energia
Ec. (7.2) se obtiene:

hZ
E=_4v,=hv (7.3)

T 2maz

A partir de las expresiones:
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2T

h
k—T,oo—Zm/yh—;r (7.4)

Se encuentra:
1£+%_hw (7.5)
Se puede motivar la ecuacion de Schrédinger a partir de la solucion de la particula libre, cuya

expresion matematica podria ser una combinacion como la siguiente:
Y(x,t) = cyelkx=w) 4 ¢ g-ilkxtwi) (7.6)

El efecto de tomar la segunda derivada del espacio, introducird un factor k? mientras que el
efecto de tomar la primera derivada en el tiempo introduce un factor w. Y como lo que se pretende
es que la ecuacion diferencial sea consistente con Ec. (7.5) que contiene un factor k2 en un
término y un factor w en otro, se infiere que la ecuacion diferencial debera contener una segunda
derivada espacial de ¥(x, t) y una primera derivada temporal de ¥(x, t). Pero también, debera
haber un factor W(x,t) en el término que contiene a V, para asegurar la linealidad. Se puede

bosquejar la siguiente forma para la ecuacion diferencial:

6 lP(x t) oW (x,t)

— W) = B (7.7)
Evaluando las derivadas se tiene:
0¥ (x,t ; i
o¥(xt) kC el(kx—wt) _ ikcze—i(kx+wt) (78)
ox
0%W(x,t . ;
63(52—) = —k?c etkx—wt) g2, p=ilkx+wl) — _ 2 @(x, )

Reemplazando Ec. (7.8) en Ec. (7.7) se obtiene:
a(—k?¥(x,t)) + V,¥(x,t) — B(—io¥(x,t)) =0

Logicamente, para que la igualdad ocurra para todas las combinaciones posibles de las
variables independientes x y t, es necesario que los coeficientes de los cosenos y de los senos

sean cero, entonces obtenemos un sistema de ecuaciones:
—ak? +V, = —Pwi (7.9)

Si comparamos con la Ec. (7.5) se deduce que a« = —h?/2my f = —ih.
Asi obtenemos la ecuacién diferencial parcial en una dimension, desarrollada por Erwin
Schrédinger en 1926 que establece la forma de la funcién de onda W (x, t):

—h 92 ‘P(x t)
2m d0x2

aqf(x £)

+V(x, t)¥P(x, t) = ih—— (7.10)

La cual satisface las cuatro suposiciones hechas para la ecuacion de la Mecanica Cuantica.
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Esta ecuacién fue hallada tomando el caso especial en que V(x,t) = V,. Para el caso mas
general, en que V(x,t) es una funcién que depende de t y x, no es posible demostrarlo, pero si
postularlo y demostrar su validez mediante la experimentacion.

Esta ecuacion no es valida para particulas que se mueven a velocidades relativistas, ya que
fue disefiada haciendo uso de Ec. (7.2), la ecuacion de la energia clasica. De hecho, la mecanica
cuantica relativista de una particula no es una teoria consistente y debe ser formulada como una
teoria de muchas particulas (Teoria cuantica de campos, QFT)

La presencia de i en la ecuacion de Schrodinger implica que las funciones de onda seran

complejas, y esto hace evidente que no es inmediata su interpretacion fisica.

Interpretacion de Max Born de las funciones de onda

La conexion basica entre las propiedades de la funciéon de onda W(x, t) y el comportamiento
de la particula asociada esta expresada en términos de la densidad de probabilidad P(x, t). Esta
cantidad especifica la probabilidad, por unidad de longitud del eje x de encontrar a la particula
en la vecindad de la coordenada x al tiempo t.

En 1926 Max Born enunci6 al respecto el siguiente postulado: “Si en el instante t se realiza
una medicion para localizar a la particula asociada con la funcion de onda W(x, t) entonces la
probabilidad P(x, t)dx de encontrar a la particula en una coordenada entre x y x + dx es igual a
Y (x, )W (x, t)dx .

Segun este postulado, la relacién entre la densidad de probabilidad y la funciéon de onda es:
P(x,t) = " (x,t)¥(x,t) = 0

donde ¥*(x, t) representa la funcion conjugada de W(x, t). La particula debera estar en algun
sitio en el que las ondas tengan una amplitud apreciable. Por lo tanto P(x,t) debera tener un
valor apreciable donde ¥(x,t) tenga un valor apreciable. Puesto que la cantidad densidad de
probabilidad P(x, t) es real y no negativa, mientras que la funcién de onda ¥(x,t) es compleja,
no seria inconsistente al igualar P(x, t) con W*(x, t)¥(x, t) que siempre es real y positiva.

Las predicciones de la mecanica cuantica son estadisticas. La teoria no predice que una
particula con un estado de energia dado se encontrara en una localizacion precisa a cierto
tiempo, sino solamente, las probabilidades de hallarlas en distintas localizaciones. Y es el
principio de incertidumbre el que provee la razén fundamental por la cual la Mecanica Cuantica
misma se expresa en probabilidades y no en certidumbres.

La Mecanica Cuantica implica también que el concepto de observacion debe ser revisado:
definir al observador, a lo observado y como es la interaccidon entre ambos. Por ejemplo, se puede
percibir un objeto macroscopico iluminandolo, pero ocurre que en la escala microscopica del
atomo, el proceso de iluminacion afecta al sistema observado de manera que no se puede
despreciar, ya que los fotones enviados son absorbidos por los electrones, variando éstos sus

estados cuanticos. Asi se esta modificando el sistema que se quiere observar. De esta manera,
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existe una imposibilidad de medir simultdneamente ciertas magnitudes fisicas, lo que conduce a
relaciones de incerteza. Hay una ley de la naturaleza que nos dice que a nivel atomico existe un
limite en la precisién de la determinacién simultanea de pares de variables como serian la
posicion y la velocidad de una particula. Este es el contenido de las relaciones de incerteza de
Heisenberg.

Valores de expectacion

La funcion de onda contiene informacién acerca del comportamiento de la particula asociada
y especifica la densidad de probabilidad para la particula. Pero ademas se puede extraer
informacién adicional acerca de su posicion, impulso, energia y otras cantidades dinamicas que
caracterizan su comportamiento.

Una de ellas es la coordenada x de la posicion: en una medicion de la posicion de la particula
en un sistema descrito por la funcién de onda, existira una probabilidad finita de encontrarla en
cualquier coordenada x en el intervalo de x a x + dx siempre que la funcién de onda no sea cero
en este intervalo. Es posible especificar una posicién promedio para la particula. Si se hace un
cierto numero de veces una medicion de la posicion x en un instante t sobre sistemas idénticos,
se puede utilizar el promedio de los valores observados para caracterizar la posicion de una
particula asociada con la funcion de onda W(x, t). Este valor promedio se lo denomina valor de

expectacion y estara dado por:
x(t) = f Y (x, t)x¥(x,t) dx

Un ejemplo seria un conjunto de mediciones de las coordenadas x de las particulas en los
estados de menor energia de osciladores armonicos simples idénticos. En tres dimensiones, un
ejemplo seria un conjunto de mediciones de las posiciones de los electrones en atomos de
hidrégeno con todos los atomos en sus estados de menor energia.

Otra magnitud es la energia potencial:
40) =f Y (x, OV (x, O)¥(x, t) dx

Aunque la funcion dependa explicitamente del tiempo, el valor de expectacién calculado es
valido ya que todas las mediciones hechas para evaluar V (x, t) se hacen para el mismo valor de
t.

Otra cantidad dinamica es el impulso p:

p(t) = J-_oo W*(x, t)p¥(x, t) dx

Sin embargo, para evaluar esta integral se debera expresar el integrando ¥W*(x, t)p¥(x, t)
como una funcion de las variables x y/o t. Pero en la mecanica cuantica el principio de
incertidumbre establece que no es posible escribir el impulso como una funcion de x, yaquep y

x no pueden conocerse simultaneamente con completa precision.
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En cambio, existe otra manera de relacionar al impulso en términos de x. Sea la funcion de
onda de una particula libre:
W(x,t) = Aetkx—wD)

Diferenciando respecto a x se tiene:

9W(x,t) — ikAeitkx-wt)
Ox
Y reemplazando k = p/h:
W¥(x,t) .p
Fra lE‘P(x, t)

Lo cual indica que existe una asociacion entre la cantidad dinamica p y el operador diferencial
—ih(d/0x). Esto es, el efecto de multiplicar la funciéon W(x, t) por p es el mismo que el efecto de

operar sobre ella con el operador diferencial —if(9/0x).
p o —ih (%) (7.11)
El mismo procedimiento se puede realizar para la cantidad dinamica de la energia E:
E=[" ¥ (x,t)E¥(x,t) dx

Para evaluar esta integral se debera expresar el integrando W* (x, t ) EW (x, t) como una funcion
de las variables x y/o t. Existe una manera de relacionar la energia en términos de t. Sea la

funcion de onda de la particula libre y diferenciando respecto a t se tiene:

aPxt) _ —iwAeikx-wt)
at
Y reemplazando w = E /h:
_0¥(x,t)
E¥(x,t) = lhT

Lo cual indica que también existe una asociacion entre la cantidad dinamica E y el operador
diferencial if(0/0t). Esto es, el efecto de multiplicar la funcion W(x, t) por E es el mismo que el

efecto de operar sobre ella con el operador diferencial i7(d/dt).
e
E o in(s) (7.12)

A partir de reemplazar Ec. (7.11) y Ec. (7.12) en la ecuacion de conservacion de la energia

que relaciona la energia E con el impulso p y la energia potencial V (x, t):
pZ
m +V(x,t)=E
1( . (8) \? . (D
(i (5) ) +vEo=in(3)
Y operando algebraicamente:

ne o +V(x,t —'fla
2m 9x2 () =i ot
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La cual es una ecuacion de operadores. Tiene significado cuando se la aplica a cualquier
funcion de onda W(x, t):

fz 92 ‘-I—'(xt)
2m ox

a‘P(x t)

+V(x, t)¥(x, t) = ih——— (7.13)

Justamente esta es la ecuacion de Schrédinger argumentada en Ec. (7.10).

La funcion de onda W(x, t) nos permite conocer no solo la densidad de probabilidad P(x, t) =
Y*(x, t)¥(x, t). También podemos conocer el valor de expectacion de la coordenada x, la energia
potencial V, el impulso p, la energia total E y en general el valor de expectacion de cualquier
cantidad dinamica f(x,p,t). De hecho, la funcién de onda contiene toda la informacién que el

principio de incertidumbre permite, de la particula asociada.

La ecuacion de Schrodinger unidimensional, independiente del

tiempo

La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial parcial ordinaria y una de las técnicas
utilizadas para su resolucion es la llamada “separacion de variables”. Dicho método consiste en

buscar soluciones en las cuales la funcion de onda W(x, t) se pueda escribir como el producto:

Y(x, t) = p()e(t) (7.14)

donde el primer factor del segundo miembro es una funcion Unicamente de x y el segundo lo
es solo de t. Se supondra la existencia de soluciones de esta forma, las cuales existiran siempre
que la energia potencial no dependa explicitamente del tiempo t, de modo que V(x,t) = V(x).
Puesto que en la mecanica cuantica casi todos los sistemas tienen energia potencial de esta
forma, la condicion no es una restriccion muy seria.

Sustituyendo Ec. (7.14) en Ec. (7.10) y restringiendo a la energia potencial de manera que
sea independiente del tiempo V(x), se obtiene:

*P()e (D) VYR = 17 3P @)

S 2m 0x? ot
flz d? d
POTV) s vew@ew = impen 20

Dividiendo ambos miembros de la ecuacion por Y (x)¢(t), se tiene:

_1? dyp@ —ip L de®
W)[ e +V(x)1/)(x)]—lh(p(t) 2 (7.15)

El primer miembro no depende de t y el segundo miembro no depende de x, entonces su
valor comun no puede depender ni de x ni de t. El valor comun debera ser una constante G
llamada constante de separacién. Asi se puede transformar la ecuacion diferencial parcial simple

en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, acopladas por el factor G.
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1 de@®) _
h(p(t) Frake G (7.17)
Reordenando la Ec. (7.17) se obtiene:
dp(t) G

Esta ecuacion diferencial tiene solucion del tipo:

p(t) = e
Verificando mediante diferenciacion esta solucién se obtiene:
do(t) at
= = t
It ae ap(t)
Es decir:
iG
ap(t) = —Tw(t)
Resultando:
G
=T

Por lo tanto, la solucion propuesta satisface la ecuacion:

iG
o) =e n" (7.18)
Se puede observar que ¢(t) es una funcion oscilatoria en el tiempo, de frecuencia angular
w = G/hydefrecuenciav = G/h. Pero segun los postulados de de Broglie-Einstein, la frecuencia
también debera estar dada por v = E /h, donde E es la energia total de la particula asociada con
la funcion de onda correspondiente a ¢(t). Comparando estas expresiones se ve que la
constante de separacion debera ser igual a la energia total de la particula:
G=E
Utilizando este valor de G en Ec. (7.16) se tiene la ecuacion de Schrodinger, para el caso
unidimensional, independiente del tiempo:

_Ra%e VeOW(x) = Ed(x) (7.19)

2m  dx?

Y reemplazando este valor de G en la solucién de la ecuacion temporal Ec. (7.18):

iE

p) =e =" (7.20)

Asi la funcién de onda resulta:

iE
W(x, t) = Pp)@(t) = Px)e 7" (7.21)
A la Ec. (7.19) se la llama la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo, ya que la
variable t no interviene. A sus soluciones Y (x) se las denomina funciones de onda
independientes del tiempo y determinan a través de Ec. (7.21) la dependencia espacial de las

soluciones YW(x,t). Para los casos unidimensionales la ecuacion de Schrddinger solamente
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puede contener una variable independiente y por lo tanto sera una ecuacion diferencial ordinaria.
Si hay mas dimensiones espaciales, la ecuacion contendra mas variables independientes y por
lo tanto sera una ecuacion diferencial parcial.

Para que una funcion de onda independiente del tiempo sea aceptable, se requiere que tanto

P(x) como su derivada dy(x)/dx sean finitas, monovaluadas y continuas. Si no lo fuesen,
iE
tampoco lo serian la respectiva funcién de onda W(x, t) = y(x)e # ' o su derivada 0¥ (x, t)/dx =

dy(x)/dx e‘%. Este requisito surge debido a que, para calcular los valores de expectacion de
los diferentes parametros, estamos en presencia de los términos W(x,t) y 0¥ (x,t)/dx en las
integrales y se ve que en cualquiera de los casos no se obtendrian valores finitos y definidos
cuando se evaluan cantidades mesurables. Para que diy(x)/dx sea finita, es necesario que 1 (x)
sea continua ya que cualquier funcion tiene siempre una primera derivada infinita si tiene una
discontinuidad. Ademas dy(x)/dx debe ser continua ya que en la ecuacion de Schrédinger
independiente del tiempo se esta en presencia del factor d?y(x)/dx?, y se puede observar que
para que V(x), E y ¥(x) sean finitas, d%y(x)/dx? debe ser finita. Por Ultimo, imponemos que,

para ser admisible, la funcién de onda debe ser localmente integrable.

Soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del

tiempo

Se resolvera la ecuacion de Schrodinger en una dimension, para ciertos potenciales
independientes del tiempo, con el objetivo de predecir los fendmenos cuanticos y ganar intuicién

sobre Y (x) y sus propiedades.

Potencial cero

La ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo mas simple es aquella en la cual V (x)
es constante. Una particula que se mueve bajo la accidon de una energia potencial constante es
una particula libre, ya que la fuerza que actua sobre ella es F = —dV (x)/dx = 0. De esta manera,
se puede escoger arbitrariamente V(x) = 0 sin perder generalidad.

Para encontrar el comportamiento predicho por la mecanica cuantica para una particula libre,
se resuelve la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo haciendo V(x) =0 :

2 d®)
2m  dx?

La solucidn general de la funcion de onda es:

= Ep(x)

2mE

P(x) = Aet*™ + Be7* x €R con k = -

(7.22)

El valor de k se calcula de manera que satisfaga la ecuacion de Schrddinger:
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2
d I/J(x) — (l'k)ZAeikx + (_l-k)ZBe—ikx — —kzlll(x)

dx?
d? 2
Y ey = - 22 )
K= 2mE
R

Y la funcién de onda total W(x, t):
W(x, t) = P(x)e B/ = (Aelk* + Beikx)e=iEt/h
Llamando w = E/h:

‘P(x t) — Aeikxe—iEt/h + Be—ikxe—iEt/h — Aei(kx—wt) +Be—i(kx+wt)

Obtenemos asi la funcién de onda de la particula libre de energia E. Si se hace B =0 se
obtiene una funcion para una onda que viaja en la direccion que x crece. Si se hace A =0 la
onda viaja en la direccion en la que x decrece. Si se hace A = B, existen dos ondas que viajan
en direcciones opuestas y que se combinan para formar una onda estacionaria.

Sea el caso B = 0, si se calcula el valor de expectaciéon del impulso p para la particula, se
obtendra un valor positivo bien definido 5 = v2mE . Lo mismo para el caso en que 4 = 0 en el
cual se tendra un valor del impulso p = —/2mE . En ambos casos, la densidad de probabilidad
sera constante (uniforme) en todas las regiones del eje x, asi la particula se encontrara con igual
probabilidad en cualquier punto y la incertidumbre en su posicion sera Ax — 0. El principio de
incertidumbre establece que si conocemos con absoluta precision el valor del impulso p de la
particula, puesto que Ap = 0, el principio de incertidumbre AxAp > #/2 implica Ax — oo.

Existe una dificultad en cuanto a la normalizaciéon de las funciones de onda, por ejemplo,

considerando B = 0:

ffom Y(x, t)¥P*(x, t)dx = ffooo Aetkx Are~thx dy = ffooo Ad*dx =1 (7.23)

Para que la integral esté normalizada, la amplitud A deberia ser cero. La dificultad proviene
de haber idealizado el problema considerando que la particula puede encontrarse en todo el eje
real.

Un ejemplo fisico representado por estas funciones de onda seria el de un proton que se
mueve en un haz de luz altamente energético que emerge de un ciclotron. Estos haces se utilizan
para estudiar la dispersion de protones por blancos de nucleos insertados en el haz. Desde el
punto de vista del nucleo y en términos de las distancias del orden de su radio nuclear, la posicion
de un proton en el haz sera completamente desconocida. Entonces la funcion de onda de
particula libre con B = 0 puede dar una buena aproximacion de la descripcion del haz de
protones en la regién cercana al nucleo, en la que tiene lugar la dispersion, tomando en cuenta
que el haz es extremadamente largo comparado con las dimensiones del nucleo.

Sin embargo, en realidad los haces reales siempre tienen longitud finita. El haz de protones
esta limitado en un extremo por el ciclotrén y en el otro por una pared del laboratorio. No obstante

que la incertidumbre Ax en la localizacion de un protdn es mucho mayor que un radio nuclear,
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no es mayor que la distancia L del ciclotron a la pared. En otras palabras, los limites de
integracion en Ec. (7.23) abarcan el tamafo L del sistema.

En los casos siguientes se representara a la energia potencial por una funcién V (x) que tiene
valores distintos en cada uno de los diferentes intervalos del eje x de tal manera que cambia
abruptamente al pasar de un intervalo al siguiente. Si bien este tipo de potenciales idealizados
no existen en la naturaleza, se utilizan para aproximar situaciones reales ya que son faciles de

tratar matematicamente.

Potencial escalon

Energia de la particula menor que la altura del escalon E < V,

En este caso se analizara el movimiento de una particula bajo la influencia de un potencial
escalon, cuando su energia total E es mayor que la altura del escalén V.
Sea el potencial escalon:

V, x>0

V(x)z{o x <0

(7.24)
donde V, es una constante.

Figura 7.1

Potencial escalon y energia total de la particula con E< V_o

Vix)

Vix) =1,

Vix)=10

Sea una particula de masa m y energia total E que se encuentra en la region x < 0, y que se
mueve hacia el punto x = 0 en el cual el potencial escalén V (x) cambia su valor en forma brusca.
Segun la mecanica clasica la particula se movera libremente en esta regién hasta que alcance
x = 0, donde estara sujeta a una fuerza impulsiva F = —dV (x)/dt que actua en la direccién en

la que x decrece. En este caso estamos considerando que E < V, (ver Fig. 7.1), es decir que la
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energia total de la particula es menor que la altura del escalon potencial. Como la energia total
E es constante, la mecanica clasica predice que la particula no puede entrar en la region x > 0.

Segun la mecanica cuantica, para determinar el movimiento de la particula habra que
determinar la funcion de onda que es solucién a la ecuacién de Schrodinger para el potencial
escalon Ec. (7.24) con la energia total E < V,, y como este potencial es independiente del tiempo,
se debera resolver la ecuacidon de Schrédinger independiente del tiempo.

Para resolver esta situacion, el eje x se divide en dos regiones, en la region en la que x < 0
se tiene V(x) =0 de manera que la funcion de onda que dara informacién sobre el
comportamiento de la particula es una solucién a la ecuaciéon de Schrodinger independiente del
tiempo:

h? d*P(x) _
— = EY(x) x <0 (7.25)

En la region en la que x > 0 se tiene V(x) =V, y la funcion de onda es una solucién a la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo tal que:

_ 1 )
2m  dx?

+V,v(x) = EY(x) x>0 (7.26)

Estas dos ecuaciones se resuelven por separado y se obtendra una funcion de onda valida
para el intervalo completo de x uniendo las dos soluciones en x = 0, de tal manera que la funcion
de onda y su primera derivada sean finitas en todas partes, monovaluadas y continuas.

La solucion general de la Ec. (7.25) es la solucion de una particula libre:

V2mE

Y(x) = Ae™* + Be~thi* con  ky = -

x<0 (7.27)

cuyo valor de k, ya fue obtenido en el caso de la particula libre. Las ondas de amplitudes A y
B representan soluciones que se mueven hacia la derecha y hacia la izquierda respectivamente.

La solucion general de la Ec. (7.26) es:

P(x) = Ce*2* + De™*2* con k, = —Zm(:"_E) x>0 (7.28)

El valor de k, nuevamente se puede calcular de manera tal, que cumpla con la ecuacion de

Schrédinger:

d?P(x) _ (kz)ZCekzx + (_kz)ZDe—kzx = kzzl,b(x)

dx2z

d2y(x) 2 2

I = ko P() = = ZEP(0) + 3 V()
o = 2m(V,—E)
)

h
Al considerar en Ec. (7.28) el comportamiento de ¥(x) cuando x — +co mediante inspeccion,
se observa que Y(x) aumenta sin limite conforme x — +co debido a la presencia del primer
término Ce*?* . Para mantenerla finita se debera tomar el coeficiente arbitrario ¢ = 0.
El resto de las constantes arbitrarias 4, B, y D de Ec. (7.27) y Ec. (7.28) se deben escoger de
modo que las funciones y sus derivadas primeras satisfagan los requisitos de ser finitas,

monovaluadas y continuas.
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Estas funciones satisfacen de manera automatica la condicion de ser monovaluadas. Para
considerar su continuidad considérese el punto x = 0. En este punto las dos formas de dadas
por Ec. (7.27) y Ec. (7.28) se deben unir de modo tal que y(x) y dy(x)/dx sean continuas. La

continuidad de 1(x) se obtiene satisfaciendo la relacion:
(De_kzx)x=0 — (Aeiklx + Be—iklx)xzo
Que conduce a:
D=A+B (7.29)
La continuidad de la derivada dy(x)/dx se obtiene satisfaciendo la siguiente relacion:
(—kzDe'kzx)xzo = (ik,Ae'*r* — ilee‘ikix)xzo
Lo cual conduce a:
—k,D =ik A —ikB
"kaD =A-B (7.30)
Combinando Ec. (7.29) y Ec. (7.30):
A =2(1+ik—2) y B=2(1—&)
2 kq 2 kq
Asi, se han hallado las constantes A4, B y C en términos de D. Esta ultima se podra determinar
imponiendo la condicién de normalizacién de la funcién de onda.
Por lo tanto, la funcion de onda independiente del tiempo para el potencial escalén cuando la
energiaE < V, es:
9(1 +@)e”‘1x +§(1 —ﬂ) e”h* x <0

Plx) =42 ky ky
De~k2x x>0

Y la funcién de onda total, dependiente del tiempo:
b (1 + &) e”‘lxe_%t + 2(1 - ﬂ) e‘”‘lxe_i%t x<0
W(x,t)={2 ky 2 ky
De-kexe it x>0
Considérese la region x < 0, en la cual el primer término de la funcién de onda es una onda
viajera que se propaga en la direccion en la que x crece y que describe una particula que se
mueve en la misma direccién. El segundo término de la funcién de onda para x < 0 es una onda
que se propaga en la direccion en la que decrece x y describe a una particula que se mueve en
esta direccion. Se podria asociar el primer término con la incidencia de la particula sobre el
potencial escaldon y al segundo con la reflexion de la particula por éste. El resultado es una onda
estacionaria.
A partir de la funcion de onda total de la particula, se puede obtener la densidad de
probabilidad:
b*D 2 2 : 2 2
) = W[(kl — k;”) cos(2kyx) — 2k1k, sin(2kyx) + (kp* + k%) x <0
D*De k2% x>0
Lo cual nos demuestra que la probabilidad de hallar la particula en x > 0 decrece rapidamente

conforme crece x, pero deja en evidencia que existe una probabilidad finita de que la particula
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se encuentre en dicha regién. En la mecanica clasica seria absolutamente imposible hallar la
particula en esta zona ya que la energia total es menor que la energia potencial, de modo que la
energia cinética sera negativa. Este fendmeno es llamado penetracién de la region clasicamente
excluida.

Se puede visualizar la densidad de probabilidad en la Fig. 7.2:

Figura 7.2

Wx,t)Wix,t)

X

Nota. Densidad de probabilidad para una particula que incide sobre un potencial escalén con

energia total menor que la altura del escalén.

Se puede hallar la probabilidad de que la particula incidente sea reflejada mediante el célculo

del coeficiente de reflexion R:

D, ika\D(, kg
__ vB'B _ 2(1+k1)2(1 k1)

R

=1 (7.31)

El hecho de que este coeficiente sea igual a 1 significa que una particula que incide sobre el
potencial escaldn, con energia menor a su altura, tiene una probabilidad de ser reflejada igual a
uno, es decir, siempre se refleja.

En cuanto al coeficiente de transmision T

_ U, %0

ke 0 (7.32)

La amplitud de la onda transmitida es cero, ya que hay ausencia total de transmision.
Con lo cual, sumando Ec. (7.31) y Ec. (7.32) se puede verificar que:
R+T=1
Un ejempilo fisico seria el caso de un bloque de cobre dentro del cual se mueve un electrén
de conduccioén con una energia total E bajo la influencia de un potencial que se puede aproximar

a cero dentro del bloque, y cambia bruscamente al valor constante V, > E fuera del bloque. El
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potencial aumenta muy rapidamente en la superficie del metal hasta alcanzar el valor exterior V,
debido a que el electron experimenta una fuerza intensa ejercida por la distribucion de carga no
uniforme en la region. Esta fuerza tiende a regresar el electron al metal y es la causa de que el

electron de conduccion esté ligado al mismo.
Energia de la particula mayor que la altura del escalonE > V,

En este caso se considerara el movimiento de una particula bajo la influencia de un escalén
de potencial Ec. (7.24) cuando la energia total E de la particula incidente es mayor que la altura

V, del escalén (E > V,) (ver Fig. 7.3).

Figura 7.3
V(x)

Vix) =1,

Vix)=0

=]

Nota. Potencial escalon y energia total de la particula con E > V,

En la mecénica clasica una particula de energia total E que viaja en la region x <0 en la
direccioén en la que crece x, sufrira una fuerza impulsiva retardadora F = —dV (x)/dx en el punto
x = 0. Pero el impulso solo frenara la particula y ésta entrara a la region x > 0 continuando su
movimiento en la direccion en la que crece x.

En la mecanica cuantica, si E no es mucho mayor que V, la teoria predice que la particula
tiene una probabilidad apreciable de verse reflejada por el escalon hacia la region x < 0, aun
cuando tenga la energia suficiente para pasar sobre el escaldn hacia la regién x > 0.

En la region en la que x < 0 se tiene V(x) = 0 de manera que la funcion de onda que dara
informacién sobre el comportamiento de la particula es una solucién a la ecuacién de Schrédinger

independiente del tiempo:

2 2
~ AV pyx) x <0 (7.33)

2m  dx?
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En la region en la que x > 0 se tiene V(x) =V, y la funcion de onda es una solucién a la

ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo tal que:

AN _ g _yyypx) x>0 (7.34)

2m  dx?

Como en la situacion anterior, estas dos ecuaciones se resuelven por separado y se obtendra
una funcién de onda valida para el intervalo completo de x uniendo las dos soluciones en x = 0,
de tal manera que la funcidon de onda y su primera derivada sea finitas en todas partes,
monovaluadas y continuas.

La solucion general de la Ec. (7.33) es la solucion de una particula libre:

2mE
h

PY(x) = Aef1* + Be™t1X con kg = x<0 (7.35)

La solucién general de la Ec. (7.34) es una combinacion de exponenciales complejas:

P(x) = Ce*2* + De~k2* con  k, = —Vzm(:_v") x>0 (7.36)

Una particula inicialmente en la regién x < 0 y moviéndose hacia x = 0 deberia, en la
mecanica clasica, tener una probabilidad igual a uno de pasar por el punto x = 0 y penetrar en
laregion x > 0, lo cual no sucede en la mecanica cuantica. Debido a las propiedades ondulatorias
de la particula existe cierta probabilidad de que la particula sea reflejada en el punto x = 0. Por
lo tanto, sera necesario tomar ambos términos en la solucidon general (7.35) para describir las
ondas viajeras incidente y reflejada en la region x < 0. Sin embargo, no es necesario tomar el
segundo término de la solucién general (7.36) ya que este término describe una onda que viaja
en la direccién en la que decrece x en la region x > 0. Como no hay nada que cause una
reflexion, imponemos que solamente existe una onda viajera transmitida en la regiéon x > 0y por
lo tanto la constante se hace D = 0.

El resto de las constantes arbitrarias 4, B, y C se deben escoger de modo que las funciones
de onda y sus derivadas primeras satisfagan los requisitos de ser finitas, monovaluadas y
continuas.

Para considerar su continuidad se considera el punto x = 0. En este punto las dos formas
dadas por Ec. (7.35) y Ec. (7.36) se deben unir de modo tal que /(x) y dy(x)/dx sean continuas.

La continuidad de y/(x) se obtiene satisfaciendo la relacion:

ik, x — ikix —ikq1x
(Ce 2 )x=o_(Ae 1* + Be™'1 )x=0
Que conduce a:
C=A+B (7.37)

La continuidad de la derivada dy(x)/dx se obtiene satisfaciendo la siguiente relacion:
(isze”‘Z")x: 0= (ik,Aeta* — ilee‘iklx)xZO

Lo cual conduce a:
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C = % (A—B) (7.38)

De Ec. (7.37) y Ec. (7.38) se obtiene:
ki —k, 2k,

B= Ay C=
Ktk Y k. + k,

A

El coeficiente A se puede determinar imponiendo la condicién de normalizacién de la funcién
de onda.
Por lo tanto, la funciéon de onda independiente del tiempo para el potencial escalén y para la

energiaE > V, es:

(aeitax 4 —il - ]Izz Aemtax  x <0
pw={ , Atk
A ikyx >0
kg ¥

El primer término que es valido para x < 0 representa a la onda viajera incidente; el segundo
término representa a la onda viajera reflejada y la expresion valida para x > 0 representa a la
onda viajera transmitida.

Y la funcién de onda total dependiente del tiempo:

iE - iE
(Aeiklxe_l?t + uAe'iklxe_th x<0
ki+k,
Y(x,t) = 2k o
L peikexe wt x>0
ky + k,

A partir de la funcion de onda total de la particula, se puede obtener la densidad de
probabilidad:

(44 1+(k1_k2)2 z(kl_kz) 2k <0
) _4 kLt k, Ltk cos (2k1x)| x <
(¥) = I 2k z
A*A( 1 ) x>0
L T+ K

Al calcular la densidad de probabilidad se obtiene en x > 0 una densidad de probabilidad
constante, ya que la funcién de onda es una onda viajera pura que viaja hacia la derecha. En la
region x < 0 la funcion de onda es una combinacion de la onda viajera incidente que se mueve
hacia la derecha y una onda viajera reflejada que se mueve hacia la izquierda. Como la amplitud
de la onda reflejada es menor que la de la onda incidente, no es posible que se combinen para
dar una onda estacionaria pura y la densidad de probabilidad en la zona x < 0 oscila tomando
valores minimos mayores que cero.

Se puede visualizar la densidad de probabilidad en la Fig. 7.4:
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Figura7.4

W, )W (x 1)

X

Nota. Densidad de probabilidad para una particula que incide sobre un potencial escalén con
energia total mayor que la altura del escalon

La relaciéon de la intensidad de la onda reflejada y la intensidad de la onda incidente
proporciona la probabilidad de que la particula sea reflejada por el escalon de potencial hacia la

region x < 0. Esta probabilidad es el coeficiente de reflexion R:

_ mB'B _ [Zi::i“‘”%“‘] (kl—kz)z

= = (7.39)
UlA*A A*A kl +k2

El coeficiente de transmision T especifica la probabilidad de que la particula sea transmitida
a través del potencial escalon. Para la evaluacion de T debera tenerse en cuenta que la velocidad
de la particula es diferente en cada region:

v, es la velocidad de la particula para x < 0:

p1 V2mE  hk,
vy = E = m = —

v, es la velocidad de la particula para x > 0:

p2 _2m(E—-V,) hk,
= - =

V2 = m m
Asi:
_0,C*C _va 2ky \? ko 2ky \? _ 4kik,
T AA v, (E) Tk (k1+k2) T (kytky)? (7.40)

Nuevamente, sumando Ec. (7.39) y Ec. (7.40) se observa que se cumple la conservacion de
la probabilidad:

kl-—-kz)z dkik, ki 4 2kiky + Ky
ky + k, (ky + k)% (kq + k3)?

Un ejemplo de la reflexion que ocurre cuando una particula intenta pasar sobre un potencial

R+T=(

escaldn se encuentra en el movimiento de un neutrén en un nucleo. El potencial que actua sobre
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el neutron en las cercanias de la superficie nuclear puede ser aproximado por un potencial
escaloén. El potencial crece muy rapidamente en la superficie nuclear ya que el nicleo trata de
enlazar al neutron. Si el neutron recibe energia solo un poco mayor que la altura del escalén,
probablemente sea reflejado hacia éste. Esto tiene el efecto de inhibir la emision de neutrones
con la energia mas baja y por lo tanto aumentar la estabilidad de los nucleos en los estados

excitados mas bajos.

Barrera de potencial

En este caso se analizara el potencial escalén definido por:

0 x<0 ()
Vix) =<V, 0<x<a (I (7.41)
0 x>a (U

donde V, es una constante.

Segun la mecanica clasica una particula de energia total E en la region x < 0 que incide sobre
una barrera en la direccién en la que crece x tendra una probabilidad de ser reflejada igual a uno,
si E < V, y una probabilidad uno de ser transmitida a la region x > a si E > V.

Ninguna de estas afirmaciones describe de manera adecuada los resultados de la mecanica
cuantica. Si E es mucho mayor que V,, la teoria predice que habra algo de reflexién excepto para
ciertos valores de E. Si E es mucho menor que V, la mecanica cuantica predice que existe cierta
probabilidad de que la particula sea transmitida a través de la barrera a la region x > a.

Existiran soluciones aceptables de la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo para
todos los valores de energia total E > 0. En las regiones (1) y (I11) las ecuaciones son las de una

particula libre de energia total E:

(D) YPx) = Aetr* + Be7ti* con  ky = 2:15 x<0 (7.42)
(1) P(x) = Ce*1* + De~f1* con ky = ZZLE x>a (7.43)

Puesto que se esta considerando el caso de una particula que incide desde la izquierda sobre
la barrera, en la region (111) solo puede haber una onda transmitida moviéndose hacia la derecha
ya que no existe nada en esta zona para que se produzca la reflexion. Entonces D = 0.

En la region interior de la barrera (I1), la forma de la ecuacion y su soluciéon general depende
desiE>V,0E< V,.
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Barrera de potencial paraelcasoV, > E

Figura 7.5

Vix)

() {n (m

Vix)=0 Vix) =10

Ii] a

Nota. Barrera de potencial y energia total de la particula, menor a la altura de la barrera.

Si E < V, la solucion de la ecuacion de Schrodinger en la region 11 es:

(D P(x) = Fe™** + Gek2* con k, = —Vzm;l/"_E) 0<x<a (7.44)

En este caso no se impone G = 0 ya que el valor de x esta limitado en la region de la barrera
0 <x<a, asi que Y(x) no puede hacerse infinitamente grande, aun estando presente la
exponencial creciente.

Al establecer que Y (x) y dy(x)/dx en los puntos x = 0 y x = a sean continuas, se obtienen
cuatro ecuaciones en funcién de las constantes arbitrarias A, B, C, D, F y G. Estas ecuaciones se
pueden utilizar para evaluar B, C,F y G en términos de A.

Analizando la continuidad de ¥(x) en el punto x = 0 utilizando Ec. (7.42) y Ec.(7.44) se

obtiene:
(Fe ke 4 Ge"z")x:O = (Aetr* 4 Be‘“‘l")x:O
F+G=A+B (7.45)

La continuidad de la derivada dy(x)/dx en el punto x = 0 se obtiene derivando Ec.(7.42) y

Ec.(7.44) y evaluando en dicho punto:
(_kzFe—kzx + szekzx)x=0 — (iklAeiklx _ ilee—iklx)x=0

Al analizar la continuidad de 1(x)en el punto x = a utilizando Ec.(7.43) y Ec.(7.44) se

obtiene:

(Fe™k* + Gekzx)xza = (Ce”‘lx)x:a
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Fe~%2@ 4 Gek2a = Cetkr (7.47)

Y la continuidad de la derivada dy(x)/dx de las funciones Ecs.(7.43) y (7.44) en el punto x =

(_kzFe_kzx + szekzx)xza = (ik1Ceik1x)x=a

—Ky —R2 2 =1 1 [ .
k,Fe %20 4 k,Ge*2% = ik, Cetk1@ (7.48)

Despejando las constantes B, C, F y G en funcién de A, de las ecuaciones (7.45), (7.46), (7.47)
y (7.48) se obtiene:

—A(k12 + k22) senh(k,a)

B=-— 2 ;
(kz -k, ) senh(k,a) — i2k,k, cosh(k,a)
- —i2A4k,kye~ e
Bl (kz2 - k12) senh(k,a) — i2k,k, cosh(k,a)
G _ _lAkl(kz + ikl)e_kza
~ (ky* — ky?) senh(kya) — 2k, k;, cosh(k,a)
F _ _iAklekZa(kz - lkl)

(k22 - k12) senh(k,a) — i2k,k, cosh(k,a)
Asi se obtiene la funcion de onda independiente del tiempo:

—A(ky? + k,*) senh(k,a) e~ti¥

Ae'* + — > x<0 (I
(kz —k; )senh(kza) — i2k,k, cosh(k,a)
—iAky ((ky — iky)e %2 =D + (k, + ik, )ek2 (=D
peo = 1g i £ ) 0<x<a (I
(k,* — ky*) senh(k,a) — i2k,k, cosh(k,a)
—i2Ak, ket (=a) P
x>a

(k,* — k%) senh(k,a) — i2k, k, cosh(k,a)

Y la funcién de onda total dependiente del tiempo:

—A(ky® + k) senh(kya) e~1%

(kz2 - klz) senh(k,a) — i2k, k, cosh(k,a)
—iAk, ((k2 — iky)e k2= 4 (k, + ikl)e"z("‘a))
(ko — ky*) senh(kya) — i2kyk, cosh(k,a)

—i24k, k,etki(x=a) _iE,
(ko> — ky %) senh(k,a) — i2k, k, cosh(k,a) ¢

. B,
Aetfa* e R x<0 ()

Y(x,t) =

e R 0<x<a (I

x>a (1)

La obtencién de la funcion de onda y la densidad de probabilidad permiten predecir que una
particula de masa m y energia total E que incide sobre una barrera de potencial de altura V, > E
y ancho finito a tiene cierta probabilidad de penetrar la barrera y aparecer del otro lado. A este
fendomeno se lo llama “penetracion de barrera” y se dice que la particula hizo un tinel a través
de la barrera.

Se puede visualizar la densidad de probabilidad en la Fig. 7.6:
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Figura 7.6

(o, ) Wi, )

[l a
£

Nota. Densidad de probabilidad para una particula que incide sobre una barrera de potencial con

energia total menor que la altura de la barrera.

El coeficiente A se puede determinar imponiendo la condicién de normalizacion de la funcién
de onda.
Para verificar que existe una probabilidad distinta de cero de que la particula penetre la
barrera, se puede calcular el coeficiente de transmision:
v CC 4k, k,?
S nAA [senhz(kza) (k,? - klz)2 + 4k, %k, coshz(kza)]

4k, %k,*
[senhz(kza) (k22 — k12)2 + 4k, %k,*(1 + senh? (kza))]

B 4k’ ke, B 1

[senh?(ky0) (ka? + ka?)” + 4k k7|

1+ senh?(k,a)

(k)2 + ;%)
4k, %k,”

Dado que k, = ,/2mE /hy k, = /2m(V, — E) /i y reemplazando, se obtiene el coeficiente de

transmision:

T = ! — ! (7.49)

5 =
[1+ senh? (kza)%] [1+ senh?(kza)

E E
4 W(l__

Y para obtener la probabilidad de que la particula incidente sea reflejada, se calcula el

coeficiente de reflexion:

BB ky® + ky?)
R=2 — = senh? (k,a) G 5 )
v ATA [senh2(k,a) (ky* — ky?)" + 4k; *k,* cosh?(k,a)]
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senh?(kya) (ki + k22)2
[senhz(kza) (kz2 - k12)2 + 4k *ke,* (1 + senhz(kza))]

3 senh?(k,a) (k% + kzz)z 3 1
[ senh2(k,a) (ky? + ki%)” + 4k, %k, . 4k, %k,?
senh?(kya) (k> + k22)2

Recordando que k, =./2mE /h y k, =.2m(V,—E)/h y reemplazando, se obtiene el

coeficiente de reflexion:
1
[1+ 4E(Vo—E) _
senhZ(kya)V,

R =

(7.50)
]

Al sumar el coeficiente de reflexion Ec. (7.50) y el coeficiente de transmision Ec. (7.49), se
verifica:
1 1
EG-F | 2
[1 * senh?(k,a) VOZ] [1 + senh?(k;a) 4E(V§ — E)]
senh?(k,a) V,? 4E(V, — E)
~ [senh2 (ko) V2 + 4E(V, — E)] | [4E(Y, — E) + senn2(kpa) V7]

R+T=

Se puede obtener una expresion aproximada y mas simple para el coeficiente de transmision

si k;;a > 1. Para eso lo expresamos en funcion de las exponenciales:

1
T = >
1 ek”a —_ e—k”a
Vo Vo
Y si k;;a > 1y por ende E/V, « 1, la férmula se reduce a:
1 E E -
T = . ~ 16— (1 — —) e~ 2kna (7.51)
L—g e 0 Vo
1675(275)

Cuando Ec. (7.51) es una buena aproximacion, T es extremadamente pequefia.

El coeficiente de transmision no nulo esta indicando que una particula con energia total E que
incide sobre una barrera de potencial con V, > E tiene cierta probabilidad de penetrar la barrera
y transmitirse al otro lado. Se dice que la particula hizo un tunel a través de la barrera. En el
“tunelamiento” a través de una barrera cuya altura excede la energia incidente, una particula se
comporta como una onda. En la region lejana a la barrera x >> a es posible detectar una
particula localizada como consecuencia de la penetracion de una region clasicamente excluida.

Un ejemplo de penetracion de barrera se presenta en el diodo tunel, que es un dispositivo
semiconductor y que se utiliza en los circuitos electrénicos rapidos ya que su respuesta a alta
frecuencia es mucho mejor que la de cualquier transistor. Este dispositivo utiliza penetracion de
barrera controlable para interrumpir corrientes tan rapidamente que se puede utilizar para hacer

un oscilador que pueda operar a frecuencias superiores a 10! Hz.
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Barrera de potencial paraelcasoV, < E

Figura 7.7

V(x)

Vix) =1,

(1 () (1)

V(x) =0 V(x) =0

X

Nota. Barrera de potencial y energia total de la particula mayor a la altura de la barrera.

En esta situacion, en la region (1) se tiene que la solucion de la ecuacion de Schrodinger es:
(D Y(x) = Fe~%2* + Ge'k2X con k, = —Zm(s—v,,) 0<x<a (7.52)

No se debera imponer F = 0 ya que (x) para E > V, tendrd una componente en la region
de la barrera reflejada que proviene de la discontinuidad del potencial en x = a.

Para obtener las constantes B, C,F y G nuevamente se plantean condiciones de borde para
que Y(x) y su derivada sean continuas en x =0 y x = a y esas ecuaciones se utilizan para

evaluar B,C,F y G en términos de A.

Si se analiza la continuidad de ¥ (x) en el punto x = 0 utilizando Ec. (7.42) y Ec. (7.43) se

obtiene:
(Fe—ikzx + Geikzx)xzo — (Aeiklx + Be_iklx)x=o
F+G=A+B (7.53)

La continuidad de la derivada dy/(x)/dx en el punto x = 0 se obtiene derivando Ec. (7.42) y

Ec. (7.52) y evaluando en dicho punto:
(—ikoFe~"o* + ik, Gethor) _ = (ikyAe™* — ik Be~"%)

Por otro lado, si se analiza la continuidad de /(x) en el punto x = a utilizando Ec. (7.43) y Ec.
(7.52) se obtiene:

(Fe—ikzx + Geikzx)x:a — (Ceiklx)x:a
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Fe—ikza + Geikza — Ceikla (755)

Y la continuidad de la derivada dy(x)/dx en el punto x = a se obtiene derivando Ec. (7.43) y

Ec. (7.52) y evaluando en dicho punto:
. —ik,x . ik, x — (: ikix
( ik,Fe 2% + ik,Ge'"2 )xza = (lk1C€ 1 )x=a
—ik,Fe~#2% 4 jk,Ge*2® = ik, Cetk1® (7.56)

Despejando las constantes B,C,F y G en funcion de A, de las Ecs. (7.53), (7.54), (7.55) y

(7.56) se encuentran las constantes deseadas:

3 iA(k,> — ky %) sen(k,a)
" 2k, k, cos(kya) — i(ky” + ky %) sen(k,a)

. 24k, kye~ika
" 2k k, cos(k,a) — i(ky® + ky %) sen(k,a)

P Ak (ky — ky)e'*2?
B 2k k, cos(k,a) — i(kz2 + klz) sen(k,a)

. Ak, (fey + ke~ k2
" 2k, ky cos(kya) — i(ky? + ky%) sen(k,a)

Luego, la funcion de onda independiente del tiempo es:

iA(k,* — k%) sen(k,a) e~

Aethrx 4 x<0 (I

2kyk, cos(kya) — i(ky® + ky°) sen(kya) @)
Aley (e = l)e k20 4 (Je, + ey e theti-))

Yx) = > > 0<x<a (D
2k k; cos(k,a) — i(k,” + ky*) sen(k,a)
24k k ikq(x—a)
12f x>a (1)

2k, k, cos(kya) — l(kz +k, )sen(kza)

Y la funcién de onda total dependiente del tiempo:

iA(k,® — ky*) sen(kya) e~k1%
2kyk, cos(kqa) — i(ky® + ki) sen(k,a)
Aley Uy = Jey)e k20 4 (e, + Jey )ethatv-a)
2kyk, cos(kaa) — i(ky* + ky?) sen(k,a)
24k, kyet*10m®)
. 2 2 e
2k, k, cos(kya) — i(ky” + ky”) sen(kya)

e x<0 ()

[Ae”‘i" +

iE
Y(x,t) = e Rt 0<x<a ()

nox>a ()

El coeficiente A se puede determinar imponiendo la condicién de normalizacion de la funcién
de onda.
Se puede visualizar la densidad de probabilidad en la Fig. 7.8:
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Figura 7.8

W ) W )

Nota. Densidad de probabilidad para una particula que incide sobre una barrera de potencial,

con energia total mayor que la altura de la barrera.

Se puede calcular el coeficiente de transmision:
1 CC 4k, %k,>
v A*A [4k12k22 cos?(k,a) + sen?(k,a) (kz2 + klz)z]

B 4k, %k,*
[4k12k22(1 —sen?(k,a)) + sen?(k,a) (kz2 + klz)z]

B 4k, % k>
[ sen2(kya) (I,” — k?)” + 4k12k22]

2
1+ senz(kza) 4k1 kz ) ]

Dado que k, = ./2mE /hyk, = /2m(E —V,) /A y reemplazando, se obtiene el coeficiente de
transmision:

1 1

2
|1+ sen? ) p2 ] [HseEni(b{cza)

7,7~

T = ] (7.57)

Y el coeficiente de reflexion:
BB, (k= k)’
= = sen” (k,a) ) 3 S
[41(1 k,® cos?(k,a) + sen?(kya) (ky” + kyi°) ]

v, A*A

sen?(k,a) (k,* — klz)z

R =
[4k12k22(1 —sen?(k,a)) + sen?(k,a) (kz2 + klz)z]

sen?(kya) (k,* — klz)z 1

[sen2(kaa) (ko — k)" + 4kiPhs?| 4k, %k,
sen?(k,a) (k22 - k12)2

1+
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Reemplazando k; = /2mE /hy k, =./2m(E —V,) /h se obtiene el coeficiente de reflexion:

1
R =
[1+ 4E(E-Vy) ]

sen2(kpa)V o2

(7.58)

Se verifica sumando Ec. (7.57) y Ec. (7.58):
1 1
EE=V) ] " W
et 1+ s teomoy)
sen?(k,a) V,2 4E(E - V) 1
[sen2(k,a) V,> + 4E(E —V,)|  [4E(E —V,) + sen?(k,a) V,°]

R+T=

Potencial de pozo cuadrado

En este caso se analizara un potencial capaz de ligar la particula a una regién limitada del
espacio, lo que conducira a que se produzca cuantizacion de la energia.
El potencial escaldon definido por:

V, x<-a/2 ()
V(ix) =40 —a/2<x<a/2 (I (7.59)
/A x>a/2 ()

donde V, es una constante.
Figura 7.9
Pozo de potencial finito
V(x)

Vix) =1, Vix) =V,

0 an | an (I

Vo (x)=0| Volx)=0

-2 Q a2

Si la particula tiene una energia total 0 < E <V, entonces segun la mecanica clasica solo
puede estar en laregion —a/2 < x < a/2 y cualquier valor de E > 0 de la energia total es posible.

Pero en la mecanica cuantica solamente son posibles ciertos valores de la energia total.
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El modelo de pozo cuadrado se utiliza para representar una situacion en la cual una particula
se mueve en una region restringida del espacio bajo la influencia de fuerzas que lo mantienen
en la region.

Nuevamente el problema se descompone en tres regiones indicadas segun el potencial Ec.
(7.59). La solucién general para la region (I1) (interior del pozo) es:

V2mE
h

(D) P(x) = Aetfr* + Be™1* con ky = —a/2<x<a/2 (7.60)

El primer término describe ondas que viajan en la direccién en la que x crece y el segundo
describe ondas viajeras en la direccidn en la que x decrece. Matematicamente equivalente es la

expresion:

Un y(x) = A'sen(kyx) + B'cos (k1x) con k; =

S —a/2<x<a/2 (7.61)

En los problemas que involucran el movimiento de particulas ligadas conviene utilizar esta
ultima expresion.
En las dos regiones externas al pozo de potencial (I) y (II1I), las soluciones generales a la

ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo tienen las formas:

(D) Y(x) = Ce*2* + De~*2* con k, = —Vzm(;:"_m x < —a/2 (7.62)
(1) Y(x) = Fe** + Ge™%2* con k, = —“Zm(;l/"_E) x>a/2 (7.63)

Para determinar las constantes arbitrarias, primero se impone el requisito de que las funciones
de onda permanezcan finitas para toda x. Considerando Ec. (7.62) en el limite x - —o , este
requisito exige D = 0. Similarmente es necesario hacer F = 0 con el propésito de que Ec. (7.63)

permanezca finita cuando x — +oo.

Por otro lado, utilizando Ecs. (7.61), (7.62) y (7.63) se debe cumplir que las funciones de onda

y sus derivadas primeras sean continuas en x = —a/2 y x = a/2, con lo que se obtienen cuatro

ecuaciones:
—a'sen (22) + B'cos (M19) = ce ™ (7.64)

A'kycos (22) + kyB'sen (B2%) = k,Ce ™2 (7.65)

A'sen (M%) + Bcos (42) = Ge 2% (7.66)

A'kycos (M49) — Biysen (49) = —kyGe ™% (7.67)

Restando Ecs. (7.64) y (7.66):
24'sen (M29) = (6 - C)e ™% (7.68)
Sumando Ecs. (7.64) y (7.66):
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2B’'cos (k;—a) = (G + C)e ¥ (7.69)

Restando Ecs. (7.65) y (7.67):
2B'kysen (M19) = ky(G + C)e ™% (7.70)

Sumando Ecs. (7.65) y (7.67):

24'kycos (M29) = —ky (G — )72 (7.71)

La simetria del problema nos permite buscar soluciones pares (A’ = 0) e impares (B’ = 0).

Soluciones pares:
Exigiendo que B’ # 0y (G + C) # 0 se puede dividir Ec. (7.69) y Ec. (7.70) y obtener:

k tan (%a) =k,

A'=0
G—-C=0

(7.72)

donde las constantes toman los valores: A’ = 0y C = G = B'cos(kya/2)e"?2

La funcion de onda independiente del tiempo es:

I{ [B’cos(k;—a)ekzg] ek x<—a/2 (I
Y(x) =< B'cos(kix) —a/2<x<a/2 (1D
UB’cos(lea)ekZ%] e kX x>a/2 (1)

Y la funcién de onda total dependiente del tiempo:
a iE
|( [B’cos(k;—a)esz] ef2Xe™nt x < —a/2 ()
iE
Y(x,t) = 4 B'cos(k,x) e nt —a/2 <x<a/2 (II)
[ ! kla kzg —kox —iit
k B cos(T)e 2] e fXe"h" x>a/f2 ()

Y se debe cumplir:

v2mE tan( ZmE E) — 2mo=E) (7.73)

h h 2 h

Notemos que la funcion asi definida resulta par, esto es Y(x) = P (—x).

Soluciones impares:

Exigiendo que A" # 0y (G — C) # 0 se puede dividir (7.68) y (7.71) y obtener:

k,cot (k;—a) = —k,

B'=0
G+C=0

(7.74)

donde las constantes toman los valores: B’ =0y G = A'cos(k,a/2) = —C

La funcion de onda dependiente del tiempo es:
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I{ [—A’sen(k;—a)ekzﬂ ek x<—a/2 ()
Yx) = 4 A'sen(kx) —a/2<x<a/2 (1
UA’sen(k;—a)ekzg] e kX x>aq/2 (1n

Y la funcién de onda total dependiente del tiempo:

a iE
([—A’sen(k;—a)ekﬁ] ekeX o™t x < —a/2 ()

iE
Y(x,t) = 4' A'sen(kyx) e ' —a/2<x<a/2 (1)
a iE
k[A’sen(k;—a)esz]e'kzxe_Tt x>a/2 (1)

Y se debe cumplir:

V2mE o (x/ZmE g) _ _1/2m(V0—E)

e - (7.75)

En este caso se obtiene una funcién impar, esto es Y (x) = -y (—x).
Es posible observar que Ec. (7.72) y Ec. (7.74) no se pueden satisfacer simultdneamente. Si

se pudiera la ecuacion que se obtiene de sumarlas es:

kitan (kla) + kycot (kla) =0

2 2
Y multiplicando todo por tan(k,a/2):

k,tan? (k;—a) +k, =0

tan? (kl—a) =-1
2

que no puede ser valida si tanto k; como a/2 son reales. Entonces, solamente es posible que
satisfagan Ec. (7.72) o Ec. (7.74) en forma excluyente. Este resultado manifiesta el hecho de que
las soluciones son o bien pares o impares.

Observando las Ecs. (7.73) y Ec. (7.75), para la particula dada de masa m y un pozo de
potencial dado de profundidad V, y ancho a existe una ecuacién con una incognita E. Sus
soluciones son los valores permitidos para la energia total de la particula que son los autovalores
para la funcién de onda dada. Las soluciones de esta ecuacion trascendente solamente se

pueden obtener por métodos numeéricos o graficos.

Multiplicando en la Ec. (7.73) por a/2 y haciendo un cambio de variable ¢ = \/mEa?/2h?:
mEa? mEa?\ _ |m(V,—E)a?
\/ 2n2 Lan <\/ 2h2 ) - \/ 2h2

e.tan(e) = \/M — g2 (7.76)

2h2

Si se grafica la funcion:

f(e) = e.tan(e)

Y la funcion:
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Voa?
9(e) = \/%— e

Las intersecciones especifican los valores de &€ que son soluciones de Ec. (7.76).

Ejemplo

Figura7.10

La funcion f(¢) tiene ceros en € = 0,7, 2m, ... ... y tiene asintotas en ¢ = n/2,3n/2, ... ...

La funcién g(e) es un cuarto de circulo de radio \W. De la Fig. 7.10 se puede
observar que el niumero de soluciones (estados ligados) que existen depende del radio del
circulo. Si \W < m existira una solucion; dos si ™ < \W < 2m; tres si 2n <
\W < 3m; etc.

El caso \W =7 es el que se ilustra la Fig. 7.10 y existen tres soluciones ¢ = 1.35,
e=411y ¢ = 6.62.

Side e = \/mEa?/2h? se despeja E:
2 o2 2
2h° € 82 2h

ma? 0 yyma2

7
ﬂ)zv = (.345V,
7 0 — VY 0

209



E= (6—762)2 Vy = 0.894V,

Independientemente del valor de V,, siempre existe al menos una solucion de este tipo,
correspondiente a la interseccion del cuarto de circulo con la primera rama de la funcién tangente.

Regresando a la Ec. (7.75), se multiplica todo por a/2 y se hace un cambio de variable ¢ =
JmEa?/2h?:
mEa? mEa?\ _ m(V,—E)a?
2n2 cotan <\/ 2h2 >_ _\/ ;hz

2
—&.cotan(e) = \/m:T"f— €2 (7.77)

Si se grafica la funcion:
f(e) = —e.cotan(e)

Y la funcién:

Voa?
9(e) = \/%— e

Las intersecciones especifican los valores de e que son soluciones de Ec. (7.77).

Figura 7.11

Nota. Gréfica de las soluciones impares para el caso \/mVya?/2h? = 7

En este caso se ve que la funcion f(¢) tiene ceros en € = wr/2,3m/2, ... y tiene asintotas en

e =0,m, 2m, ... mientras que la funcion g(e) como el caso anterior, es un cuarto de circulo de

radio /mV,a?/2h2. De la Figura 7.11 se puede observar que el nimero de soluciones que existen
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depende del radio del circulo. Si /2 < \/mV,a?/2h? < 31/2 existira una solucion; dos si 37/2 <

JmVya?/2h? < 51/2; etc.
El caso \/mV,a?/2h? = 7 es el que se ilustra la Fig. 7.11 y existen dos soluciones ¢ = 2.732 y
e = 5.405.

Despejando el valor de la energia de la particula:

E= (@)2 Vy = 0.152V,

E= (—)2 Vy = 0.596V,

Para que existan soluciones impares, es necesario que V, supere cierto valor minimo.

Se ve que para el pozo de potencial dado solamente existe un numero restringido de valores
permitidos de la energia total E tal que la ecuacion de Schrédinger tenga valores aceptables para
E <V,. Estos son los valores discretos de energia E para los estados ligados de la particula. Se
dice que la energia esta cuantizada a un conjunto de valores posibles. Por otra parte, se sabe
que para E >V, en el pozo de potencial, esta permitido cualquier valor de E y los valores para

los estados no ligados forman un continuo (Fig. 7.12).

Figura 7.12

ﬁ Continuo
Vo _

E5=0.894Vo

E4=0.596Ve

E3=0.345Ve

E2=0.152Vo

E1=0.037Vo

Nota. Valores de energias posibles que puede tomar la particula que se encuentra dentro del

pozo finito para el caso mVya2/2h? = 7

En las regiones exteriores al pozo (I) y (I1I), en la mecanica clasica, nunca seria posible
encontrar una particula ya que su energia cinética E — V, seria negativa. Sin embargo, a nivel
cuantico, las funciones de onda no son cero en estas regiones, aunque tienden a cero mas

rapidamente conforme disminuye la energia de la particula.
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Por ejemplo, se puede representar el caso de un electron de conduccion en un bloque de
metal. La profundidad del pozo es aproximadamente 10eV y su ancho es igual al ancho del
bloque. Otro ejemplo es el movimiento de un neutrén en un nuicleo, que se puede aproximar por
un pozo de potencial cuadrado con una profundidad de aproximadamente 50MeV. Las

dimensiones lineales del potencial son iguales al diametro nuclear (~1071*m).

Potencial de pozo cuadrado infinito

El potencial de pozo cuadrado infinito se define como:

o x<-a/2 ()
Vix) =40 —a/2<x<a/2 () (7.78)
o x>a/2 (1)

A una particula que se mueve bajo la influencia de un potencial de pozo cuadrado infinito se

la denomina particula en una caja.

Figura 7.13

Volx) = o Vi(x) Valx) — oo

(1 (10 (1) (1)

Volx) =0 | Vx)=0

a2 a a2

Nota. Pozo de potencial infinito

La solucién general a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la region

interna (I1) de un pozo cuadrado infinito se puede escribir como:

(I Y(x) = A’sen(kx) + B'cos (kx) con k = Z;nE —af2<x<af2 (7.79)
Mientras que para las regiones (I) y (I11):
DHyd) Y(x) =0 —a/2=2x y x=a/2 (7.80)
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Y esto debera ser cierto de modo que la densidad de probabilidad sea cero en estas regiones,
ya que la particula se encuentra estrictamente confinada dentro del pozo por sus paredes de
potencial infinitamente altas.

Utilizando Ecs. (7.79), (7.80) y aplicando las condiciones de frontera en los puntos x = a/2y
x = —a/2 de modo tal que 1 (x) sea continua en dichos puntos se tiene:

A'sen (k %) + B’ cos (k %) =0

—A'sen (k g) + B’ cos (k %) =0

Operando algebraicamente se llega a dos posibles funciones de onda. La primera esta dada
a partir del sistema:
{ A=0
a
cos (k 5) =0
La funcién de onda es:

0 x<—a/2 )
Y(x) =< B'cos(kx) conk =nn/a n=135...—a/2<x<a/2 ()
0 x>a/2 (I

La segunda esta dada a partir del sistema:

B'=0
{sen(kﬂ) =0

2

La funcién de onda es:

0 x < —af2 )]
Y(x) =4 A'sen(kx) conk =nn/an=246...—a/2<x<a/2 ()
0 x>a/2 (110

Encontramos que para que se cumplan las condiciones de frontera, k solo pudo tomar ciertos
valores permitidos. Se ha utilizado al nimero cuantico n para denotar las diferentes soluciones
posibles. Y también de n dependeran los diferentes valores permitidos de la energia total E que
al depender de k también estara cuantizada.

Utilizando la relacién k =+/2mE /A y la expresiéon k = nmw/a se encuentran los valores
permitidos de E:

k?h? n2n?n?
n= =

= n=1234,...

La energia del primer nivel para el pozo cuadrado infinito es:

__ h2n?

2ma?

1
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Figura 7.14

Nota. Funcién de onda y densidad de probabilidad de una particula en un pozo infinito

La cual se llama energia del punto cero y es la energia total mas baja posible que puede tener
la particula si esta ligada a la regiéon —a/2 < x < a/2. La particula no puede tener energia total
cero. El fendmeno es un resultado del principio de incertidumbre: si la particula esta ligada por
el potencial infinito, entonces se conoce su coordenada x dentro de una incertidumbre de
aproximadamente Ax = a, en consecuencia, la incertidumbre en su impulso debera ser al menos

Ap = h/2Ax = h/2a, es decir que la energia total de la particula ligada no podria ser cero ya que

Funcion de onda

Densidad de probabilidad

-af2 0 af2
x
Funcion de onda

a-,.I’E

pd "yl

-/ 0 a2
x
Funcion de onda

a-,.I'Z

-a/2 0 a2

a-,.I’E

x

X X
Funcion de onda Densidad de probabilidad
: I : IF fi i"hl ¥
sedisscssadaccsocadasoiaas . .|._I|.J y .'I. .Jli.......
1 i | 1 1 H
1 — .;_‘...f).,.‘?";\ - j_} 0 L T -—
VA T :
-afl g af2 -afl al?

esto significaria que la incertidumbre en el impulso deberia ser igual a cero.
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Figura 7.15

a

Nota. Valores posibles de energia que puede tomar la particula que se encuentra dentro del pozo
infinito

Una observacién es que existen discontinuidades en la primera derivada de la funciéon de
onda para la particula en una caja de paredes impenetrables. Estas ocurren en las paredes de
la caja y provienen del hecho de que el sistema es una idealizacion en la cual se supone que las
paredes son completamente impenetrables (energia potencial infinita) sin importar qué tan alta
sea la energia de la particula.

Es una buena aproximacion para el caso de un electrén de conduccion en un bloque de metal,
ya que su funcion de onda penetra una distancia de aproximadamente 10~%mn en las regiones
clasicamente excluidas externas al pozo y es una distancia muy pequefia comparada con el
ancho del pozo que es el ancho del bloque de cobre.

“El Gato de Schrodinger”

La verdadera magnitud con sentido fisico no es W(x, t) sino W*(x, t)¥(x, t). En sus esfuerzos
por despojar al electron de su caracter corpuscular, esta es la magnitud que Schrdédinger
identificé con una distribucion de carga esparcida a lo ancho y largo del espacio. Los valores de
Y*(x,t)¥(x, t) determinaban qué porcion de la carga eléctrica se hallaba en cada punto, en cada
instante, como si la particula lejos de ser puntual, se diseminara por el espacio. Schrodinger se
regia bajo conceptos de la fisica clasica “Los puntos materiales se componen de, o no son otra
cosa que ondas”. El universo se componia de un tejido de perturbaciones ondulatorias, que a

menudo se concentraban en determinadas regiones del espacio, creando la ilusion, desde la
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distancia macroscopica, de corpusculos. La formulacion de la mecanica clasica en términos de
ondas se debe a William Rowan Hamilton y Carl Gustav Jacobi.

Como ya se vio, Max Born se alejo de esta interpretacion para adoptar una perspectiva
estadistica: en W*(x, t)¥(x, t) vio una distribucion de probabilidad.

Schrédinger jamas acept6 el modo en que Born adulteré su funcién de onda. Introdujo en la
sociedad su famosa paradoja del gato en un extenso articulo publicado en 1936. Ideé su
experimento para poner en evidencia las lagunas de la mecanica cuantica. Y Einstein coincidia
con él en el diagnodstico: “Una funcién que contiene al gato vivo ademas del gato muerto
sencillamente no puede tomarse como una descripcion de un estado de cosas real”.

En los laboratorios se hicieron cantidades de experimentos del tipo del gato de
Schrédinger.Se ha conseguido situar una serie de estructuras, cada vez mas complejas, en una
superposicion de estados. En 1990 fueron moléculas de sesenta atomos de carbono; un afio
después, corrientes en anillos superconductores; en 2011 moléculas formadas por 430 atomos.
En 2010, un metrénomo del grosor de un cabello capaz de vibrar poco y mucho al mismo tiempo
(Laserna 2012 a). Los resultados refrendaron la interpretacion de Born.

El dominio de las superposiciones macroscoépicas abre la via a su aplicacion
en las computadoras cuanticas. Las actuales trabajan con una aritmética de
ceros y unos. La base operativa de su equivalente cuantico seria un sistema
capaz de adoptar dos estados. Si ademas se sitia en una superposicién
estaria simultaneamente en ambos. En un dispositivo cuantico se procesarian
en paralelo las instrucciones correspondientes a las dos alternativas. La salida
al laberinto de la paradoja de Schrodinger y a gran parte de los problemas de
la interpretacion cuantica apunta al concepto de decoherencia que fue
desarrollado por Heinz Dieter Zeh en 1970. Viene a decir que los estados de
superposicion son perfectamente admisibles, pero al mismo tiempo son en
extremo delicados. Para que se desbaraten basta la interaccion con el resto
del universo. (...) Por lo tanto la extrafieza del mundo cuantico en realidad no
se debe a la escala, sino a que requiere un elevado grado de reclusién para
manifestarse. En nuestra vida cotidiana no asistimos a superposiciones porque
resulta casi imposible aislar un objeto macroscépico de las interacciones que
las destruyen. La decoherencia describe, desde la ecuacion de Schrodinger
como el mundo clasico emerge del cuantico a través de su relacion con el
ambiente. (...) El gato de Schrddinger, por muy encerrado que esté en su
camara de acero, mantiene dialogo animado con el medio que lo rodea.
(Laserna 2012 b).
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Problemas resueltos

Problema 1:

a) Demuestre que 1) = Asen(kx) + B cos(kx) con k =+2mE/h es una solucién de la
ecuacion de Schrddinger para una particula libre confinada en una caja de longitud L cuya
energia potencial es V (x) = 0 dentro de la caja.

b) Explique por qué ¢ = Asen(kx) es una funcién de onda aceptable para una particula en

una caja con paredes rigidas en x = 0 y en x = L solo si k es un multiplo entero de % (k = ";—").

c) Repita el apartado b) para ¢ = A cos(kx). Explique por qué ésta NO es una funcién de
onda aceptable para una particula en una caja con paredes rigidas en x =0yenx =L sin
importar el valor de k.

d) Encuentre los valores permitidos de la energia.

e) Para la funcién de onda del item b) encuentre la constante de normalizacion A y determine

la funcién densidad de probabilidad de la particulaen 0 < x < L.

Solucion:

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es:

h? d*(x) _
— o +V()P(x) = EPp(x)

Tenemos una particula libre confinada en una caja de longitud L cuya energia potencial es

V (x) = 0 dentro de la caja.
La ecuacion de Schrodinger dentro de la caja, donde V(x) = 0 es:
R dP(x)

2m  dx?

Para demostrar que {(x) = Asen(kx) + B cos(kx) con k = v2mE /h es una solucién de la

= Ey(x)

ecuacion de Schrodinger debemos derivar la funcidon propuesta y reemplazarla en la ecuacion
diferencial de Schrédinger:
PY(x) = Asen(kx) + B cos(kx)

dip(x)
dx

=k Acos(kx) — k B sen(kx)

d*y(x)

dx?
Reemplazando en la ecuacion de Schrédinger:
n? d*P(x)

2m  dx?

= —k? Asen(kx) — Bk? cos(kx) = —k? ¢ (x)

hz hZ
= Ep(x) = —o—(-k*Pp() = Ep(x) = k? -—=F

2mE
= k= P

Hemos verificado que Y (x) es solucién de la ecuacion de Schrédinger para una particula libre,

confinada en una caja.
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b) Analizaremos si y(x) = Asen(kx) es una funcién de onda aceptable para una particula en
una caja con paredes rigidas en x = 0y en x = L y calcularemos los posibles valores que
podra tomar k.

Dada una caja con paredes rigidas, el potencial sera V(x) =0 dentro de la caja

unidimensional de longitud L y V(x) — oo fuera de ella.

Vix) = o V(x) = oo

H .

WV(x)=0

e Y(x) = Asen(kx) es continuaen 0 <x < L.

d .
° d—f escontinuaen0<x <1L.

e P(x) es solucion de la ecuacion de Schrodinger (verificado en el item anterior).
e P(x) debe cumplir con las condiciones de borde para asegurar que la funcion
de onda sea continua Vv x.

Analizaremos si 1(x) cumple con las condiciones de borde:

Tenemos que Y(x) = Asen(kx) en 0 < x <L ylafunciondeondaesnulaenx <0AL<x
porque la densidad de probabilidad debe ser cero en estas regiones, ya que la particula se
encuentra estrictamente confinada dentro del pozo por sus paredes de potencial infinitamente
altas.

Para que haya continuidad en los bordes, se tiene que cumplir:

Y(0) = Asen(k.0) =0

Y(L) = Asen(k.L) =0

La primera de las ecuaciones se cumple para cualquier valor de A y de k. Pero la segunda
de las ecuaciones se cumple para A = 0 (solucion ftrivial), lo cual no tiene sentido porque
implicaria que ¥/(x) = 0 V x y por lo tanto la probabilidad de encontrar la particula en algun lugar
de la caja seria nula.

La solucion posible es:

nm

sen(k.L)=0 = k.L=ntn=123... > k= - n= 1,2,3 ...
Obtuvimos asi que Y(x) = Asen(kx) es una funcion de onda aceptable para una particula en
s

una caja con paredes rigidasenx = 0y enx = LYy se debe cumplir que k = nT n=123..

c) Analizaremos por qué ¥ (x) = A cos(kx) NO es una funcién de onda aceptable para una
particula en una caja con paredes rigidas en x = 0y en x = L sin importar el valor de k.

Si bien ¥ (x) = A cos(kx) es continua en 0 <x < L , su derivadaes continua y ¥(x) es
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solucién de la ecuacion de Schrédinger como verificamos en a), ¥ (x) debe cumplir con las
condiciones de borde para asegurar que la funcion de onda sea continua Vv x.

Para que haya continuidad en los bordes, se tiene que cumplir:

P(0) = Acos(k.0) =0

Y(L) = Acos(k.L) =0

Si queremos que la primera de las ecuaciones se cumpla, la unica posibilidad es que A =0
(soluciodn trivial), lo cual como vimos, no tiene sentido porque implicaria que ¥(x) =0 V x y por
lo tanto la probabilidad de encontrar la particula en algun lugar de la caja seria nula.

No existe una solucion distinta a la trivial, en la que A # 0. Por lo tanto, Yx) =
A cos(kx) no cumple con las condiciones de borde para que la funcién de onda sea continua
Vv x.

d) Debido a las condiciones de frontera que debe cumplir la funcién de onda, aparece la
cuantizacion de la energia. Sélo son permitidos ciertos valores de energia total E y su expresion

se puede deducir igualando las expresiones halladas de k:

2mE _ nm . E_(nn)z hz_ , w2 h? 123
ne L ) om T M \omiz) T 0

e) Para hallar la constante arbitraria A se debe aplicar la condicion de normalizacién sobre
PY(x), en la cual, la probabilidad total de encontrar a la particula en algun lugar sobre el eje x es

igual a uno:
| weorax=1

En este caso, la probabilidad de encontrar a la particula en algun lugar en el intervalo 0 < x <
L es igual a uno:
L

— 12
)dx—A >

1 — cos(2kx)

L L L
= f |Asen(kx)|? dx = Azf sen?(kx) dx = A? f ( >
0 0 0

Asi, la funcidon de onda independiente del tiempo, para una particula confinada en un pozo

infinito es:

Y(x) = \]%sen (mz_x) n=123..

para0 < x < L y cero en el resto del intervalo.

La funcién de onda dependiente del tiempo:

2 nmw x iE
Y(x,t) = \/zsen (T) e’ n=123..

para0 < x < L y cero en el resto del intervalo.
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Y la funcién densidad de probabilidad:

2 nm x
W (x, OP(x,0) = 906, O = 7 sen? (T) n=123..

para0 < x < L y cero en el resto del intervalo.

Problema 2: Una particula cuantica en un pozo cuadrado de profundidad infinita tiene una

funcion de onda dada por:

s (x) = j—sen (<)

para 0 < x < L; de otro modo es cero.

a) Determine la probabilidad de hallar la particula entre: x =0y x = L/3.

b) Utilice el resultado de este calculo y argumentos de simetria para hallar la probabilidad de
encontrar la particula entre: x = 2L/3 y x = L. No evalle de nuevo la integral.

c) Utilice los resultados anteriores para hallar la probabilidad de encontrar la particula entre:

x =L/3yx = 2L/3. No evalue de nuevo la integral.

Solucion:
Dada una particula cuantica en un pozo cuadrado de profundidad infinita con una funcion de

onda conocida:

2 T X .
Y, (x) = Zsen(T) si 0<x<L

0 c.c
a) Para calcular la probabilidad de hallar la particula entre: x = 0 y x = L /3 debemos integrar
en el intervalo deseado a la funcién densidad de probabilidad.

La funcién densidad de probabilidad se obtiene multiplicando la funcién por su conjugada:
X 2 T X
Y@y () = s G = Tsen? () O<x<L

Luego integramos entrex =0y x = L/3:

plsz/ggsenz(E)dx:EfL/g M dx
0 0

L L L 2
b _1(L_L 27TL+L )2 L(L_L 27
1=\ T 2% <L 3) sem® ) =1\3 2nse"< 3 )
1 143 1
ot tY_ 1 Ll

3 2m 2 3 4w
b) Por simetria, la probabilidad de encontrar la particula entre x = 2L/3 y x = L es la misma

que la probabilidad de encontrar la particula x = 0 y x = L/3. La integral bajo la curva entre x =

2L/3y x = L es igual a la integral bajo la curvaentre x =0y x = L/3:
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[; ()12

0 U3 23 |

L2 X X 1 1
P =J. —sen?(—)dx =P =J. “sen?(—=)dx==——+3
27 Josl (L) ! L (L) 3 4n

c) Sabemos que la probabilidad de encontrar la particula dentro del pozo de paredes rigidas

es 1:

f:%senz (%) dx=1

Y por propiedad de integrales tenemos:

[ 2o [ (o

L/3

2L/3 2 X L2 X
—sen? (— dx+f —sen? (—)dx
oot ()t || Zeent (%)

Igualando y despejando la integral que queremos calcular:
L
2L/13 2 X 32 X L2 X
= 2(2 7 —1_ = 2(2 7 _ = 2 (2~
fL Lsen (L)dx fOLsen (L)dx LL/SLsen (L)dx

Las integrales del término de la derecha ya las calculamos en los incisos anteriores, asi que

si reemplazamos:

Problema 3: Un electrén y un deuterdn intentan penetrar una barrera de potencial de altura

10MeV y ancho 10~*m. Ambas particulas tienen una energia total de 3MeV. Evaluar la

probabilidad de éxito para ambas particulas.

Solucion:

Para el deuterdn:

2mgVo E
kya =a |40 (1-7) = 8,2
n h2 Vo ’
En este caso, como k;a@ = 8,2 > 1 se puede evaluar el coeficiente de transmision con la

expresion aproximada (7.51), sin tener un error apreciable por ello:

T = 165(1 - 5) e~2kua — 2 4919 x 10 -7
Vo v

0
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Al calcular el coeficiente de transmision con la expresion completa (7.49), se obtiene el mismo
resultado. La probabilidad de éxito de penetrar la barrera para el caso del deuterén es muy
pequefia (% 2,5 x 10 ~5).

En cambio, para el electron:

2meV, E
Ky =a\[ ke 0(1‘70) =0,1355

Dado que k;;a = 0,1355 « 1, la condicidbn necesaria para utilizar la aproximacion no se

cumple. Entonces se debe utilizar la expresion (7.49) en el célculo del coeficiente de transmision:

T = — =0,9785

0 2
1+4E(V0_E)senh (k@)

Es decir, que la probabilidad del electron, de penetrar esa barrera de potencial es muy alta
(%97,85).

Problema 4: Evaluar el coeficiente de trasmision para un proton de energia total 2eV que
incide sobre una barrera de potencial rectangular de altura 4eV y espesor 10~*m utilizando Ec.
(7.49) y (7.51). Comparar ambos resultados. b) Repetir la evaluacién y la comparacién para una

barrera de 14 ancho. Justifique.

Solucion:

Para a = 107'*m

_ 2mpV0 _E _ -3
kya = a\/—hz (1 VO) =3,1025x 10

Si se utiliza la expresion (7.49) para calcular el coeficiente de transmision, se obtiene:

T = — =1

Vo 2
1+msenh (k”a)

Con la expresion (7.51) se obtiene:

T = 163(1 _ £) e~2kna — 3 9753
Vo Vo

Y este ultimo resultado es un absurdo.

Al aplicar la Ec. (7.51) del coeficiente de transmision, se utiliza una expresion que es valida,
siempre que se cumpla k;;a > 1 .En este caso, se tiene que k;;a = 3,1025 x 1073, la condicion
dista mucho de cumplirse, y la aproximacion del coeficiente de transmision no es valida,
arrojando resultados absurdos.

Ademas, para el ancho a = 10~'*m de la barrera de potencial, el coeficiente de transmision
es 1, indicando que la probabilidad de que el protdn atraviese la barrera es total.

Para a = 14

=y [PV _E) _
kya = a\/ hz (1 VO) = 31,025

Utilizando la expresion (7.49) para calcular el coeficiente de transmision, se obtiene:
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T = I = 4,507 x 10727

1+$3_E)senh2(k”a)
Utilizando la expresion (7.51):
T= 165(1 - £) e~2kna = 4,507 x 10727
Vo Vo

Problemas propuestos

Problema 1: Demostrar que si ¥, (x,t) y W,(x,t) son dos soluciones de la ecuaciéon de
Schrédinger dependiente del tiempo para una V(x, t) particular, entonces:
Y(x,t) = c ¥ (x, t) + ¢, ¥, (x, t)

también es una solucién de esta ecuacién, donde c; y ¢, son constantes de valor arbitrario.

Problema 2: ;Cémo se determinan la posicién y la velocidad de una particula cuantica a

partir de la funcién de onda asociada?

Problema 3: Sea una particula en un potencial talque V (x) = Opara0 < x < ayV (x) =
oo para los demas valores: a) Resuelva la ecuacion de Schrodinger hallando las funciones de
onda en todo el espacio y las energias de los niveles permitidos. Grafique la funcién de onda y
la densidad de probabilidad para n = 1,2,3. b) Calcule Ax y Ap para n = 1. ¢) Calcule las
diferencias entre las energias de los estados n = 1y n = 2 si la particula tiene una masa de
9 x 10731 kg 0 1 g. Considere que el ancho del pozo es 0, 1 nm. d) Mostrar que no es posible que
la particula tenga energia cinética nula dentro de la caja. Calcular la energia mas baja que puede

tener un neutrén (m = 1,67 x 10727 kg) confinado en un espacio de 10~1* m.

Problema 4: Un electrén esta confinado en un pozo cuadrado de a = 0,75nm de ancho y
profundidad U, = 6E,, donde E,, es la energia del estado fundamental de un pozo de potencial
infinito de ancho a = 0,75 nm. Si el electrén esta inicialmente en el nivel fundamental (suponga
que la energia del estado fundamental es E,,) y absorbe un foton. ; Qué longitud de onda maxima

puede tener el fotén y aun liberar al electron del pozo?

Problema 5: Un electron con una energia cinética inicial E = 3 eV encuentra una barrera de

altura V, y ancho a = 0,5 nm. ¢ Cual es el coeficiente de transmisién para los siguientes casos?

a)V():SeV
b)V, =7 eV
c)Vy=11eV

Problema 6: Un electron con energia de 10 eV incide sobre una barrera de potencial de altura

de 25 eV y ancho 1 nm. A partir de la expresion para el coeficiente de transmision calcular un
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orden de magnitud de la probabilidad que el electron tunelee a través de la barrera. Repetir para

un ancho de 0,1 nm y comparar.

Problema 7: Un haz de electrones con energia cinética de 2 eV incide en una barrera de
potencial de V, = 6,5 eV y ancho 5 x 1071°m. ; Qué fraccion de electrones en el haz se transmite

a través de la barrera?

Problema 8: Estimar la distancia de penetracion Ax para una particula muy pequefa de radio
r = 107° m y densidad p = 104 kg/m3 que se mueve a la velocidad muy pequefia v = 1072
m/s, si la particula golpea en la region de la izquierda de un potencial escalén de altura igual al

doble de la energia cinética de la particula.

Problema 9: Sea un pozo de potencial finito en el que la profundidad es V, = 4 eV y el ancho

es a = 0,5 nm. Determinar los valores de energia permitidos para un electron.

Referencias
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y158.
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CAPITULO 8
Ecuacién de Schrodinger 3D: el atomo de

Hidrégeno y la Tabla Periédica

Solucién de la ecuacion de Schrodinger para el atomo de

Hidrégeno

La solucion de la ecuacion de Schroédinger del atomo mas simple, es decir el atomo de
Hidrogeno representa la solucion exacta al problema en el marco tedrico de la mecanica cuantica.
A partir de esta solucion vamos a obtener las funciones de onda del electrén en el atomo, las
energias permitidas y los numeros cuanticos correspondientes. Con esta solucién se podran
determinar las propiedades atomicas reales, de las cuales algunas podian obtenerse desde el
modelo semiclasico de Bohr mientras que otras no eran predichas por Bohr. Tales propiedades
son: las funciones de densidad de probabilidad del electron en el atomo que cumplen el principio
de incerteza mientras que las orbitas deterministas de Bohr no lo cumplen; el impulso angular
orbital del electron en una 6rbita del atomo, determinado de manera erronea por el modelo de
Bohr; efectos relativistas como el spin electrénico que no fue predicho por el modelo de Bohr.
Finalmente, esta solucién con sus nimeros cuanticos correspondientes es de gran importancia
para la fisica atdbmica debido a que constituye el marco tedrico necesario para estudiar el resto
de los atomos con mas de un electrén, asi como las moléculas a partir la mecanica cuantica.

Suponiendo que el nucleo del atomo H se encuentra en reposo en el origen de coordenadas,
entonces la energia de atraccién coulombiana que experimentara el electrén en el atomo puede
expresarse como:

-Ze?
4T EYT

V(r) =

(8.1)

donde se evidencia la simetria esférica del potencial central de interaccion entre el electron y
el nucleo. Cabe aclarar que se ha agregado el numero atémico Z para el caso general de un
electréon que experimenta la atraccion coulombiana de un nicleo con Z protones.

Entonces, considerando la simetria esférica anteriormente descripta, convendra escribir la
ecuacion de Schrodinger en coordenadas esféricas. En la Fig. 8.1 se esquematizan las
coordenadas cartesianas y las coordenadas esféricas de un punto P en el espacio. Tales
coordenadas se relacionan segun:

x =rsen(0) cos(p)
y =rsen(8)sen(¢) (8.2)
z =rcos(0)
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Figura 8.1

gt

]

X

Nota. Coordenadas esféricas r, §, ¢ y coordenadas cartesianas x, y, z de un punto P en el espacio

Entonces, la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo del electrén en un atomo

hidrogenoide de numero atdmico Z puede expresarse como:

hZ
_ﬁvzlp(r' 0, (P) + V(T)lp(r; 0, ‘P) = Ell)(r, 0, ‘P) (83)
donde V? es el operador Laplaciano y en coordenadas esféricas se expresa como:

v2 _ii(rZ i) gt e, 1 i(sin@ ;—6) (8.4)

T r2zor ar r2sin20 0?2  rZsin6 90

Ademas, m es la masa del electron. Cabe destacar que, si bien el nucleo es del orden de dos
mil veces mas masivo que el electrén, tiene masa finita (M) por lo que hay que considerar el
hecho que el centro de masas del sistema nucleo-electron no se encuentra en el centro de dicho
nucleo. La correccion de este error implica que en lugar de la masa m del electron hay que utilizar
la masa reducida del sistema = M.m/(M + m). Realizaremos los calculos con la masa m del
electron haciendo la salvedad que para obtener los valores exactos de las energias permitidas
debera usarse la masa reducida u del sistema en lugar de m.

Entonces, considerando que el potencial coulombiano tiene simetria esférica, vamos a
proponer separacion de variables para expresar la funcion de onda del electrén independiente

del tiempo:
Y(r,0,9) =R(r)0(0)P(p) (8.5)

Entonces sustituyamos explicitamente la funcién de onda Ec. (8.5) en la ecuacion de
Schrédinger:
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h ii( 26R®<I>) 1 9%ROP 1 9 (s' 9 6R®d>)]

T 2mlrzor or r2sin20 0J¢? r25sin6 06 a0 (8.6)
+V(r) R(r) ©(6) (¢) = E R(1)0(6)P ()
Realizando las derivadas parciales se tiene:
__h 020 ( ,0R\ _Re 2@ R® 0 (. .00
2m [rz ar (T Br) + r2sin2 6 92 + r2sin6 00 (Sm g 69)] + (8.7)

+V(r) R(r) 0(0) (¢) = E R(r)0(6)®(9)

Ahora despejamos la segunda derivada de la funcion @&:

%o . d dR . d(. ,de\] 2m .
RO— — 292 (2228 Jad 7)) 22 2 _
952 [@CD sin Gdr(r dr)+R<I> sin ng(sme de)] w2 sin O[E-V(r)|ROD

RO® ROD

19%0 sin?6 d [ ,dR sinf d [ . doe 2m_5 . o
——=———(1r*"—)————(sinf —) ——-7r*sin E-V(r .
D 92 R dr( dr) 0 do (S 0 de) PR o1 V)] (8.8)

Debido a que el primer miembro de la Ec. (8.8) solo depende de ¢, mientras que el segundo
miembro solo depende dery 6, entonces ambos miembros deberan ser constantes. Por
conveniencia tal como se vera mas adelante, el valor de la constante se definira igual a —m,z. Por

lo expuesto, el primer miembro queda:

. (8.9)

292
El segundo miembro de la Ec. (8.8) luego de separar lo que depende de r en un miembro y

lo que depende de G en el otro miembro, queda:

1d( ,dR\ 2m o _mf 1 d . ,do
EE(T E)_?r [E=V] =525 " asmoas (Sme de) (8.10)

Nuevamente, hemos obtenido el primer miembro de la Ec. (8.10) que solo depende de r,
mientras que el segundo miembro de la misma ecuacién solo depende de & por lo que ambos
miembros deben ser iguales a una constante. Y otra vez, por conveniencia tal como se describira

mas adelante, dicha constante se elige como I(l + 1):

d [ ,dR\ 2m 1(1+1)

(P 5) -~ FE-V@IR ="k (8.11)
_ 1 odf.pd0y  mi o

sin0 do (Sma d6)+sin29® =L(l+1)0 (8.12)

Por lo tanto, a partir de aplicar separacion de variables en la funcion de onda ¥(r, 6, @) =
R(r)O(0) &(p), hemos reducido el problema de la ecuacién diferencial original de tres variables
a tres ecuaciones diferenciales ordinarias Ecs. (8.9), (8.11) y (8.12) cuyas soluciones nos daran
las funciones R(r), &(6) y &(¢). A continuacion, veremos que la Ec. (8.9) solo tiene soluciones
aceptables para determinados valores de m;. A partir de estos valores, veremos que la Ec. (8.11)
solo tiene soluciones aceptables para determinados valores de [. Y finalmente, con estos valores
veremos que la Ec. (8.12) solo tiene soluciones aceptables para determinados valores de la

energia E del atomo.
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Entonces, presentemos primero la solucion a la ecuacion diferencial (8.9). Es facil ver que las

soluciones de la Ec. (8.9) se pueden expresar como:
O(p) = el™? (8.13)

Cabe destacar que la funcién @(¢p) debe ser periddica en 27z. Por ejemplo, el angulo azimutal

¢=0 es el mismo que ¢ = 27. Entonces, evaluemos la funcién ® en dichos valores:

P(0) = ™0
®(2m) = ! ™ 2" = cos(m, 2m) + i sin(m; 2m)

entonces
®(0) = P(2n) = cos(in; 2m) +i sin(m;2nr) =1 = |my| =0,1,2,3... (8.14)

Entonces, para que se cumpla (8.14) y @ sea monovaluada, m; debera tomar uno de los
valores |/m;| =0,1,2,3, ..., 0lo que es lo mismom; =---,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...
Para encontrar las soluciones &(6) de la ecuacion (8.12) se puede demostrar que [ toma los

valores [ = |my|, |my| + 1, |my| + 2,|m,;| + 3, .... Y las soluciones se pueden expresar como:
O, (8) = senI™IOF,, (cos 6) (8.15)

Las funciones F; ,, (cosd) son polinomios en cosé, y su forma depende del nimero cuantico !
y del valor absoluto del niUmero cuantico m;,.
Finalmente, procediendo de la misma manera con la Ec. (8.12) para hallar las funciones R(r)

aceptables, se encuentra que esto ocurre para valores de E tales que:

mZz2e* 1 13.6 eV
Ep=—"—— —=-7% —"—

" (4meg)22 h2 n? n2

(8.16)

donde el numero cuantico n en Ec. (8.16) puede tomar uno de los valoresn =1+ 1,1+ 2,1 +

3,.... Y las soluciones aceptables para R(r) se pueden expresar como:

—nzl l
Ru(r) =e " a0 (2 alo) Gt (2 alo) (8.17)
donde q, es el radio de Bohr dado por:
4megh?
ay=—2-= 0.529 A (8.18)

Y las funciones G,;(Zr/a,) son polinomios en Zr/a,.

Cabe destacar que a pesar de que la funciones R dependen de los nimeros cuanticos ny [,
sin embargo, los valores permitidos de E solo dependen de n.

Resumiendo, los numeros cudanticos para el electron en el aomo de hidrogeno pueden
expresarse como:

Im| =0,1,2,3, ....
= |ml|,|ml| + 1,|ml| +2,|ml| + 3, (819)
n=10+11+21+3,...

Sin embargo, para analizar la Tabla Periddica es conveniente expresar los nimeros cuanticos

comenzando desde el nimero n. Primero veamos cual es el niumero minimo para n, dicho valor
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esl+ 1, el valor minimo para [ es |mu| y el valor minimo de |mu| es cero. Por lo tanto, el valor
minimo paran seran = 0+ 1 = 1. Por lo tanto, n tomara valores enteros y positivos comenzando
enlaunidad (n =1,2,3,...).

Para cada valor de n, el valor maximo de [ sera aquel que satisface n=1+1 o lo que es lo
mismo [ = n — 1. Entonces los valores posibles de [sonl=0,1,2,..,n — 1.

Finalmente, dado un valor de [,m: puede tomar el valor maximo m: = +ly el valor minimo
mi = —ly el resto de los valores que puede tomar son los enteros entre -1y + [, entonces mu =
—-L,-l+1,-1+2,..0,..,01—-21-1,L

Esto puede resumirse en las siguientes expresiones:

n=1273,...
l=012,....,.n—1 (8.20)
m=--1+1,-1+2,...,0,....1 — 2,1 - 1,1

Para terminar, es interesante analizar el hecho que Ex solo depende del nimero cuantico
principal n y no de los numeros [ y m;. Esto implica que habra mas de un electron con el mismo
valor de energia En pero con diferentes numeros cuanticos. El nimero maximo de electrones con
diferentes numeros cuanticos, pero con la misma energia En, se conoce como la degeneracion
de un nivel de energia En. Entonces, para determinar la degeneracion de un nivel arbitrario n,
deberemos considerar todos los numeros posibles de [ para el nivel n, pero los valores posibles
sonl=0,1,2,..,n — 1. Es decir que para cada nivel n hay n posibles valores de [. Ademas, para
cada valor de [,m; puede tomar los valores m; = -1,-1l+1,...,0,...,1 — 1,1, es decir que para
cada [,m; puede tomar 2l+ 1 valores diferentes. Adicionalmente, para cada nivel la
degeneracion calculada como se describio anteriormente debera multiplicarse por un factor 2
debido a las dos posibles orientaciones del momento intrinseco de espin del electrén. Por lo
tanto, la degeneracion d,,; de un subnivel n,l sera d,,; = 2(21 + 1), y la degeneracion d,, de un

nivel n sera d,, = 2n? tal como se muestra en la siguiente ecuacion:

dy =Y"4d2xQ2l+1) =
=22%x0+1D)+2@2x1+1D)+2@2x2+D+-+2@2xn-1)+1) =
=2[2x0+D)+2x1+D)+2x2+D++2xNM-D+1)]= (8.21)
=2[20+1+24+--4+n—-1D+A+1+14+--+1)]=

=2 [2 —n(nz_l) + n] =2[n? —n+n] =2n?

Impulso angular orbital

En el apartado anterior mostramos la solucion de la ecuaciéon de Schrodinger del atomo de
Hidrégeno. A partir del método de separacion de variables, vimos como se resolvia la ecuacion
diferencial del sistema. Mostramos la forma de las funciones de onda correspondientes,
obtuvimos la expresion de la energia del electrén en un atomo hidrogenoide de nimero atémico

Z. En este apartado mostraremos la relacion entre el momento angular total L y el numero
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cuantico orbital [, y la relacion entre la componente L, del momento angular y el nUmero cuantico
azimutal m;. Veremos que estas relaciones se pueden expresar como:
L,=mh
L=Jl(+Dnh (8.22)
Como informacion necesaria para obtener las relaciones presentadas en (8.22) utilizaremos
la expresion de los operadores L y L, en coordenadas esféricas actuando sobre la funciéon de

onda correspondiente:

=~ 1 0 a 1 22
L i, (r,0,9) = =02 | 2520 (sen0 35) + g sag | Yam (. 0,8) - (8.29)

OWnim, (.6.0)

- (8.24)

Zz lpnlml (r,0,¢) = —ih

Considerando explicitamente las expresiones (8.13), (8.15) y (8.17) en la funcién de onda
total Yuum, (1,0, 9) = Ry ()04, (0) Py, (@), ¥ aplicando los operadores [2 y L, a la funcion de
onda total, se tiene:

L2 Yo, (1,6, ¢) = UL+ DI P, (1,6, $) (8.25)

Zz Ipnlml (r,0,¢) = mlhlpnlml (r,0,¢) (8.26)

Formalmente, para encontrar el valor de expectacion de L y L, se utilizan las ecuaciones de
cuantizacion (8.25) y (8.26) de dichos operadores y luego se calculan los valores de expectacion

correspondientes:

l-’z = fl»b *nim, zz lpnlmldBr = mlhflzb *nimy lpnlmldBr =mh (8.27)

[* = fl»b *nimy Iz lpnlmldBr =1+ 1)h2f¢ *nimy lpnlmld3r =1+ 1)h2 (8.28)

En funcién de estos resultados, en 1922 Stern y Gerlach intentaron determinar las diferentes
orientaciones del momento angular orbital L del electrén en un atomo respecto de un eje arbitrario
z haciendo pasar dichos atomos por una region del espacio en presencia de un campo magnético
no homogéneo. Entonces antes de describir el experimento en si, hagamos un repaso de la fisica
del electron en un atomo hidrogenoide en presencia de un campo magnético externo.

El electrén girando alrededor del nucleo en una orbita permitida puede interpretarse como

una corriente circular i dada por:

i=-=— (8.29)
donde e es la carga del electrdn, T el periodo, v la velocidad de traslacion del electron en la
orbita permitida y r el radio de dicha 6rbita.
En Fisica Il vimos que una espira de corriente i y area A tiene un momento dipolar magnético

orbital 4, cuyo modulo esta dado por:

w=iA (8.30)
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El momento magnético asociado a la espira es un vector perpendicular al plano de la orbita
que resulta antiparalelo al vector momento angular orbital L debido a la carga negativa del
electron. Explicitamente, 4, tiene la forma:

p=iAd=-Lqgr2 =22 (8.31)

2nr 2

Y si usamos la expresion del modulo del momento angular orbital L:
L=mvr (8.32)

Podemos hacer el cociente entre y, y L obteniendo:

B2l o2 (8.33)

L 2mvr 2m

Obtuvimos entonces un cociente de constantes fundamentales. A esta expresion se la suele

reescribir como:

o giky
B - o (8.34)

donde y, se lo conoce como magneton de Bohr, el cual representa el momento magnético de
un electron girando en la primera orbita del atomo de hidrégeno y g; es el factor g orbital. Los
valores de estas cantidades son:

Hp = o = 0,927 - 1023 Am? (8.35)

a=1
Resumiendo, podemos entonces establecer la siguiente relacién vectorial:

w = —gl—:bL (8.36)

Ademas, como L y L, estan cuantificados segun las relaciones (8.25) y (8.26), entonces se

pueden establecer las siguientes relaciones de cuantificacion:

=22 L =210+ Dh = gy I+ 1)

/1T Y

(8.37)
Wy, = % % mh = —g; ppmy

Ahora escribamos el torque 7 al que es sometido un momento magnéetico 4, en presencia de
un campo magnético externo B:
T=u XB (8.38)

Este torque tiende a orientar al momento dipolar magnético en la direccién del campo B.

Asociado con este torque hay una energia potencial de orientacion dada por:
AE = —p;- B (8.39)

Si el sistema no tiene forma de disipar esta energia, entonces g, precesara alrededor de la

direccion de B permaneciendo constantes el angulo entre dichos vectores. La frecuencia angular

de giro se denomina frecuencia de Larmor y esta dada por:
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w= gl—:”B (8.40)

En la Fig. 8.2 se esquematiza la precesion de Larmor alrededor de B:

Figura 8.2

Nota. Esquema vectorial de la interaccion entre el momento dipolar magnético orbital x del

electron con el campo magnético externo B.

Y si ademas el campo B no es homogéneo, sino que tiene un gradiente diferente de cero,
entonces el momento dipolar magnético experimentara una fuerza E, proporcional al gradiente
de B en la direccion del mismo que lo hara desplazarse en la direccion z:

__ 0B,
zZ ™ 52 .ulz

(8.41)

En la Fig. 8.3 se esquematiza la fuerza que experimenta el momento dipolar magnético orbital
cuando el campo posee un gradiente no nulo creciente en la direccion z. Se puede apreciar que
el momento magnético experimenta una fuerza neta hacia arriba, es decir en la direccion en que

crece el gradiente del campo externo.
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Figura 8.3

Nota. Esquema de las fuerzas Fy y Fs que actian sobre los polos magnéticos del momento

dipolar magnético.

Experimento de Stern y Gerlach

En la Fig. 8.4 se esquematiza el dispositivo experimental utilizado por Stern y Gerlach en su
experimento. El equipo consistia en un horno necesario para evaporar los atomos de plata, los
cuales eran colimados por un colimador y posteriormente atravesaban la region de campo
magnético B no homogéneo. Como se discutié anteriormente, se esperaba que la fuerza F,
desplace los momentos magnéticos en la direccion z debido a la dependencia momento dipolar

magnético 4, con el numero azimutal m;. De este modo, considerando los posibles valores que
4

puede tomar m;:
m=-l,-1+1,..,0,..,1-1,1 (8.42)

Se esperaba que el nimero de deflexiones del haz de atomos de plata en la direccion z sea
impar. Ademas, el atomo de plata en estado aislado posee un solo electrén de valencia con n =
5yl =0y porende m; = 0. Es decir que no se esperaba ninguna deflexion.

Sin embargo, se observaron dos deflexiones tal como se muestra en la Fig. 8.5.

Por lo tanto, no solo que no se observé lo predicho por la fisica clasica sino que tampoco se
observo lo esperado segun la teoria de Schrédinger, lo cual predecia un numero impar de
deflexiones. Es decir que lo observado debia ser descripto a partir de alguna propiedad fisica del
electrén no conocida hasta ese momento. Este resultado fue interpretado a partir de suponer que
el electrén poseia un momento angular intrinseco S definido como espin y, desde un punto de
vista semiclasico, fue descripto como si el electron girara sobre si mismo. Analiticamente, se le
asocio al momento intrinseco de espin del electrén, un ndmero cuantico s y a su componente z

un numero cuantico mg, en analogia al momento angular orbital y su componente z:
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S, = mgh
S=s(s+Dh

(8.43)

Figura 8.4

Nota. Esquema del dispositivo experimental utilizado por Stern y Gerlach. Las flechas de B se
concentran hacia arriba indicando el sentido creciente del gradiente de B.

Figura 8.5

o D

Observado Prediccion clasica

Nota. Esquema del patron observado por Stern y Gerlach y del patron predicho por la fisica

clasica.

Ademas, en analogia al momento dipolar magnético orbital se definid el momento dipolar

magnético de espin y su componente z como:

U = —%S = U = gs—f’L‘b [s(s + 1)h = gsup+/s(s + 1) (8.44)

YsHp _ Ishb
Us, = — 7 Sz =— 3

mgh = —gslpmg (8-45)

Y en funcién de los resultados obtenidos por Stern y Gerlach primero, y por Phipps y Taylor
después, se determinaron los niumeros cuanticos s = 1/2 y mg; = +1/2. Y se midié un factor g de

espin gy = 2.
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Interaccion espin-orbita

Ahora estudiemos la interaccion entre el momento magnético intrinseco de espin del electrén
con el campo magnético interno de un &tomo con un solo electron. Como veremos a
continuacion, el momento magnético interno del atomo se relaciona con el momento angular
orbital del electrén en el atomo, por lo que a esta relacion se la denomina interaccion espin-
orbita.

Para estudiar la interaccion espin-orbita en un atomo con un electrén, analicemos el
movimiento del nicleo desde el sistema de referencia del electron. En este sistema, el nlcleo se

mueve alrededor del electrén tal como se esquematiza en la Fig. 8.6:

Figura 8.6

=

—e

+Ze

-

Nota. Esquema del electron-nucleo en un atomo hidrogenoide. (Izquierda) Vista desde el sistema

de referencia del nucleo. (Derecha) Vista desde el sistema de referencia del electron.

De este modo, el nucleo visto desde el sistema del electron representa una carga Ze
moviéndose con velocidad —v alrededor del electron lo que constituye un elemento de corriente
j dado por:

j=—-Zev (8.46)

Segun la ley de Ampere, este elemento de corriente produce un campo magnético B en la

posicién del electrén dado por:

_ Mo jxr _ Zepovxr
T am 3 T am rd (847)

Ahora, si se considera el campo eléctrico E producido por el nucleo y actuante sobre el

electrén:
= (8.48)
Reemplazando la Ec. (8.48) en (8.47), el campo magnético B toma la forma:
B =g X E=—-SvxE (8.49)

Por lo tanto, este es el campo magnético B experimentado por el electron cuando se mueve

con velocidad v alrededor del nucleo en presencia del campo eléctrico E generado por el nicleo

235



en la posicién del electron. Esta relacion tiene validez general y se deriva de consideraciones
relativistas.

El momento magnético de espin del electron puede tener diferentes orientaciones en
presencia del campo magnético By, por ende, su energia potencial de orientacion sera diferente
para cada posible orientaciéon. Esta energia puede calcularse a partir de una expresion analoga
a (8.39):

AE = —us-B (8.50)

La expresién anterior se puede escribir en términos del momento angular de espin S utilizando

la relacion (8.23):

AE = %S-B (8.51)

Cabe aclarar que esta energia ha sido evaluada en el sistema de referencia del electrén. Sin
embargo, lo conveniente es medir esta energia en el sistema de referencia donde el nucleo
atomico esta en reposo. Al transformar las velocidades relativistas al sistema de referencia del
nucleo, debido a la precesion de Thomas, la energia potencial calculada en el sistema del nucleo
se reduce a la mitad respecto al calculo en el sistema de referencia del electrén. Por lo tanto, la

energia de interaccion espin-6rbita queda:
AE =-S5 g (8.52)

Ahora, veamos que es posible expresar la energia potencial de orientacion Ec. (8.52) en
términos del producto escalar entre el momento angular orbital y el momento angular de espin.
Para esto, es conveniente utilizar la definicién del campo eléctrico E como la fuerza de interaccion
electrostatica por unidad de carga eléctrica. Y como la fuerza es el gradiente de la energia

potencial electrostatica, entonces:

_lav@nr
=y (8.53)
Reemplazando (8.53) en la expresion (8.49), se tiene:
B=-—L10 p (8.54)
eccr dr
Pero entonces podemos escribir B en términos del momento angular orbital:
L=rxmv=-mvXr (8.55)
Reemplazando Ec. (8.55) en la expresién de B:
; ———, (8.56)

emc?r dr

Entonces. la energia de orientaciéon magnética en funcidon del momento angular orbital L y del

momento angular intrinseco S toma la siguiente forma:

1dv(r) .

AE = Sk _ S-L (8.57)

T 2.emc?hr dr
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Y si evaluamos los valores de gs y ub se obtiene:

1 1av() ¢

AE = S-L (8.58)

2m2¢c2r dr

Impulso angular total

Si no existiera la interaccidon espin-orbita, los vectores Ly S del electrén en un atomo
hidrogenoide serian independientes entre si, es decir que de manera independiente cada uno de
ellos cumpliria la ley de conservacion del impulso angular. De este modo, si tuviésemos un atomo
en el espacio sin interaccion espin-Orbita, los vectores Ly S precesarian aleatoriamente
alrededor del eje z de manera tal que sus componentes L,L,,S, S, deberian tener sus valores
constantes dependientes de l.m;, s y mg, respectivamente.

Pero la naturaleza es diferente y la interaccion espin-6rbita es un hecho. Como vimos
anteriormente, sobre el electron actia un campo magnético interno proporcional al momento
angular orbital. Este campo magnético produce un impulso rotativo sobre el momento magnético
de espin de orientacion antiparalela al momento angular de espin S. Este impulso rotativo no
cambia la magnitud ni de S ni de L pero provoca un acoplamiento entre ellos haciendo que el
vector L y el vector S precesen alrededor de la suma de ambos vectores en lugar de hacerlo

alrededor del eje z. Este movimiento de precesiéon acoplado se esquematiza en la Fig. 8.7:

Figura 8.7

Nota. Esquema de los vectores L y S precesando alrededor del vector J.
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El movimiento acoplado parece complejo, por ello resulta util describirlo en funcion del vector
suma J definido como momento angular total:
J=L+S (8.59)
De este modo, la ley de conservacion del momento angular queda expresado en funcion del
vector momento angular total J. Es decir, si no hay torques externos actuando sobre el atomo, el
modulo de J y su componente J, se mantienen constantes, mientras que sus componentes J,, /,,
promedian a cero. Del mismo modo que para los momentos L y S, la magnitud y la componente
del momento angular total / cumplen las siguientes reglas de cuantificacion en funcién de los

numeros cuanticos j y m;, respectivamente:

J=jG+ Dh (8.60)
J; =mh (8.61)

donde los valores posibles param; sonm; = —j,—j+1,...,0,...,j — 1,].

Se pueden determinar los valores posibles de j en funcion de la componente z de J:
J,=L,+S, (8.62)

Por lo que m; en funcion de m; y m; queda:

m; =m; + mg (8.63)

Como el maximo valor posible de m; es [, y el de mg es 1/2, entonces el maximo valor posible
de m; es [ + 1/2. También sera el maximo valor posible de j, y como deben diferir en valores

enteros, entonces, los valores posibles de j seran en orden decreciente:
j=1+1/2,1-1/2,1-3/2,1-5/2, .. (8.64)
Y para determinar donde termina la serie, se debera analizar la desigualdad vectorial:
U1 =IL+S| > |IL] - IS]] (8.65)

Si usamos explicitamente los numeros cuanticos asociados a /,L y S, se tiene:

jG+Dh = [Ji+Dh— /s + Dh| (8.66)

Se puede demostrar que si [ no es cero, hay dos posibles valores que j que satisfacen la
desigualdad, j =1+ 1/2yj =1-1/2. Mientras que para [ = 0 la igualdad se da para j = 1/2.

En la Fig. 8.8 se esquematizan los posibles valores de j y m; obtenidos a partir de los valores
de l y s para el caso particularde [ = 2 y s = 1/2. Se aprecia que j toma los valores j = 3/2,1/2.
Para el primer caso (j=5/2) las posibles orientaciones de jz dan los valores de mj =
5/2,3/2,1/2,—-1/2,—-3/2,—5/2; mientras que para j = 3/2 se tiene mj = 3/2,1/2,-1/2,-3/2.
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Figura 8.8

32

2 os=1/2
-
>

j=5/2

1/2

[

-1/2 -1/2

-3/2

—3/2 1

—5/2

Nota. Diagrama de los posibles valores de j y m; (i.e. posibles orientaciones de J y J,) obtenidos

a partir de los numeros cuanticos L =2ys =1/2

Finalmente, a partir del analisis cuantico-relativista del electron en el atomo de hidrégeno, se
demuestra que se debe corregir la energia obtenida a partir de resolver la ecuacion de

Schrédinger haciendo el analisis cuantico no relativista que antes dependia solo de n:

me* 1 __ 136eV (8.67)

T (4meg)2 2 h2 n? n?

ETl

Con el tratamiento relativista, la energia E ahora dependera de n y de j segun:

Eni= - 1 s (- ) (8.68)

T (4meg)?22r2 n? (4meg)2h2cZn \j+1/2  4n

Definiendo el parametro « como:

e 1
a= Ameghc . 137 (8.69)
La expresion (8.68) se puede reescribir como:
mc?a? 1 a? 1 3
Enj=-7= ﬁ[l + 7(j+1/2 - a)] (8.70)

donde mc?a?/2 = 13,6 eV.
Mientras que para un atomo hidrogenoide de nimero atémico Z, la expresion (8.70) toma la

forma:

j+1/2  4n

E, =222 L (8.71)

mc?a?z? 1 azzz( 1 3 )]
2 n2 n

Si bien el segundo término de la expresion (8.71) es del orden de o veces el valor del primer
término, no deja de ser una correccion al valor calculado desde la mecanica cuantica no
relativista. Ademas, a partir de analizar el comportamiento de la expresiéon Ex ; en funcién de
j para un n fijo, se observa que a medida que j aumenta la energia también aumenta, es decir
se hace menos negativa, y como j es proporcional a [, se aprecia la misma relacion de
proporcionalidad entre la energia y el nUmero cuantico orbital [. Este comportamiento también se

observa para atomos con mas de un electron, y adicionalmente, en los atomos multielectrénicos
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el segundo término de la expresion (8.71) se hace comparable al primer término. Como veremos

a continuacion, este hecho tiene importancia en el llenado de las capas y subcapas atémicas.

Llenado de la Tabla Periodica

En este apartado vamos a analizar cémo se completa la Tabla Periddica. Para esto tenemos
que definir un conjunto de principios y reglas, con los cuales se puede entender el llenado de la
Tabla Periédica en funcién del crecimiento del nimero atémico Z. Estos principios y reglas son
el principio de exclusion de Pauli, el principio de Aufbau de Bohr y Pauli, y las reglas de Hund.

En 1925, Wolfgang Ernst Pauli luego de estudiar en detalle los niveles de energia de los
atomos, enuncié su principio de exclusion, el cual puede enunciarse como sigue: “en un atomo
multielectrénico, nunca podran existir mas de un electron en el mismo estado cuantico”. En otras
palabras, lo que establece el principio de exclusion de Pauli es que en un dtomo no pueden
coexistir dos o mas electrones en el mismo nivel de energia con los mismos niumeros cuanticos.
Este principio es una ley de la naturaleza y explica entre otras cosas porque la materia es, en
efecto, espacialmente vacia.

Debido a que los electrones en un atomo multielectronico cumplen con el principio de
exclusion de Pauli, resulta conveniente conocer como se disponen los electrones en un atomo
con mas de un electron en su configuracién mas estable. De hecho, si pudiésemos predecir como
se disponen los electrones en cada atomo a medida que aumenta el numero atéomico Z,
podriamos comprender el orden de la Tabla Periddica como funcion de Z. De hecho, este orden
puede explicarse a partir del principio de Aufbau.

El principio de Aufbau toma su nombre del aleman Aufbauprinzip, que significa “principio de
construccion”. Fue formulado por Niels Bohr y Wolfgang Pauli a principios de la década de 1920.
Esta fue una aplicacion temprana de la mecanica cuantica a las propiedades de los electrones y
explica las propiedades quimicas en términos fisicos. El principio establece que las capas y
subcapas atomicas se llenan en el orden de energia creciente, utilizando dos reglas generales
con las que se determina la configuracion electrénica mas estable de cada atomo. Estas dos
reglas se pueden enunciar como sigue:

1. Los electrones se asignan a los orbitales en orden de valor creciente de (n + I).

2. Para subcapas con el mismo valor de (n + 1), los electrones se asignan primero a la
subcapa con n menor.

En la Fig. 8.9 se esquematiza el principio de Aufbau, mostrando el modo en que se llenan las
subcapas atomicas n, ! en funcién del aumento de energia del atomo. En esta figura se aprecia
que las subcapas atomicas se empiezan a llenar en la subcapa 1s (n = 1,1 = 0) y se completa
con los dos elementos de la primera fila de la Tabla Periédica (Periodo N°1). Para la capan =1

no existe otro valor posible de [ por lo que el llenado continda en la capa n = 2.
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En la capa n = 2 se llena primero la subcapa 2s antes que la 2p cumpliendo con la primera
regla del principio de Aufbau. Al llenarse ambas subcapas, 2s y 2p, completamos la segunda fila
de la Tabla Periddica (Periodo N°2).

Ahora bien, como para n = 2, | solo puede tomar los valores [ = 0 y |l = 1, entonces el llenado
continta en la capa n = 3. En esta capa, primero se llena la capa 3s, y luego la 3p. De este
modo, completamos la 3° fila de la Tabla Periddica (Periodo N°3).

Intuitivamente esperariamos que se llene la subcapa 3d, pero en el caso de 3d, la suma n +
Il =5 es mayor que la suma correspondiente a la subcapa 4s (n+ [ = 4) por lo que segun la
primera regla se llena primero la subcapa 4s antes que la 3d, tal como se aprecia en la Figura
N°8. Ahora, observemos las subcapas 3d y 4p, en este caso ambas tienen la misma suma n +
l =5, entonces deberemos aplicar la segunda regla del principio de Aufbau que establece que,
en el caso de igualdad en dicha suma, se llena subcapa con n menor, por lo que tal como se
muestra en la Figura N°8, primero se llenara la subcapa 3d antes que la 4p. Y al llenar la subcapa
4p, se completa la 4° fila de la Tabla Periédica (Periodo N°4).

Posteriormente, se llena la subcapa 5s (n = 5,1 = 0), continuando con la subcapa 4d (n =
4,1 = 2) y completando la 5° fila de la tabla (Periodo N°5) con el llenado de la subcapa 5p (n =
5,1 = 1). El analisis de la 5° fila es analogo al de la 4°.

Finalmente, para terminar el analisis del llenado de la Tabla Periédica a partir del principio de
Aufbau, estudiemos las filas N°6 y N°7 (Periodos N°6 y N°7, respectivamente). Como el llenado
en ambas filas es similar, veamos el caso de la 6° fila. El llenado comienza con la subcapa 6s
(n = 6,1 =0). Ahora, la subcapa 4f (n = 4,1l = 3) nos da una suma n + [ = 7 igual a la suma de
la subcapa 5d (n = 5,1 = 2). Por lo que, por la 2° regla del principio de Aufbau, la subcapa que
se llena primero es la que tiene menor n, es decir la subcapa 4f. Posteriormente se llena la 5d

y se completa la 6° fila con el llenado de la subcapa 6p.

Figura 8.9

1s' 15°
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3d'| 3| 3P | 3d' | 3 | 3d° | 3d | 3| 3| 3d"7| ap! | 4p | ap? | apt | 4pT | 4p°
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Nota. (Izquierda) Esquema del llenado de las subcapas n,! en funcién del aumento de energia.
Las diagonales hacia abajo indican el sentido en que crece la energia del atomo. (Derecha)

Esquema del llenado de la Tabla Periédica especificando los bloques s,p,d y f.
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Y finalmente, para comprender como se completa cada subcapa de la Tabla Periédica,
ademas del principio de exclusion de Pauli y del Principio de Aufbau de Bohr y Pauli, necesitamos
definir las reglas de Hund.

Estas reglas fueron descubiertas por Friedrich Hund en 1925, y se las conoce como reglas de
Hund. Tienen un uso importante en fisica atdmica, espectroscopia y quimica cuantica, y a
menudo se abrevian como una sola regla de Hund (precisamente la primera), ignorando las otras
dos reglas de Hund. La primera regla de Hund, y la mas conocida, se la puede enunciar como
sigue: “Al llenar una subcapa atomica n, [ los electrones se distribuyen cumpliendo el principio de
exclusidon con sus espines paralelos, llenando la subcapa con la multiplicidad mayor. La
configuracion atémica es mas estable (es decir, tiene menos energia) cuantos mas electrones
desapareados (espines paralelos) posee”.

A continuacion, se enuncian las tres reglas de Hund las cuales se cumplen en orden
descendente para establecer la configuracion electronica del atomo mas estable:

1. Para una configuracion electrénica dada, el término de menor energia es aquel que tenga
el mayor espin total S.

2. Para un espin total dado, el término de mas baja energia es aquel que tiene el nimero L
mas grande.

3. Para un término de espectroscopia dado, en un atomo teniendo su capa externa medio
llena o menos, el nivel de menor energia sera el que tenga el menor numero J posible. En un
atomo que tenga su capa externa mas que medio llena, el nivel de menor energia es aquel que

tenga el mayor numero J posible.

En la Fig. 8.10 se esquematiza como es el llenado de los orbitales electronicos para el caso
de los atomos del grupo N°2 segun las reglas de Hund. Se puede apreciar que en el caso del
litio (Z = 3), sus dos electrones 1s tienen sus espines apareados (orientados antiparalelos entre
si) cumpliendo el principio de exclusion, y el tercer electron se encuentra en el Unico 2s. En el
atomo de berilio (Z = 4), el cuarto electrén se orienta antiparalelo completando la subcapa 2s y
cumpliendo con el principio de exclusion de Pauli. En el caso del atomo de boro (Z = 5), el quinto
electron comienza a completar el primer orbital de la subcapa 2p. En el atomo de carbono (Z =
6) el sexto electron se ubica en el segundo orbital de la subcapa 2p y orientado paralelamente al
espin del electron del primer orbital 2p tal como lo predicen las reglas de Hund. En el atomo de
nitrégeno (Z = 7), tal como lo establece Hund el séptimo electron se ubica en el tercer orbital de
la subcapa 2p. En el atomo de oxigeno (Z = 8), el octavo electron completa el primer orbital 2p
y, tal como lo establece el principio de exclusion, se orienta antiparalelamente al electron
preexistente en dicho orbital. Analogamente, el noveno electrén del atomo flior (Z = 9) completa
el segundo orbital 2p. Y finalmente, el tercer orbital 2p se completa con el décimo electrén del
atomo de nedén (Z = 10).

Como dijimos anteriormente, en los atomos neutros, el orden en el que se llenan las subcapas

viene dado por la regla N°1 del principio de Aufbau, también conocida como Regla de Madelung.
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Por ejemplo, segun esta regla, la configuracion electronica del estado fundamental del titanio
(Z = 22) utilizando la notacion espectroscopica es: Is? 2s° 2p% 3s? 3p% 4s° 3d?. Algunos autores
escriben la configuracion electronica siempre en orden creciente de n, en el casode Ti (Z = 22):
1s? 2% 2p° 3s% 3p® 3d* 4s°. Para un atomo neutro dado, las dos notaciones son equivalentes ya que
las subcapas mas externas son energéticamente comparables y, por ende, tienen la misma

relevancia fisica.

Figura 8.10
Is 2 2p Configuracién
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Nota. Esquema del llenado de los orbitales electrénicos segun lo establecido por las reglas de
Hund.

Hay algunos elementos para los cuales la regla de Madelung predice una configuracion
electronica que difiere de la determinada experimentalmente, a pesar de que las configuraciones
electrénicas predichas por Madelung se aproximan bastante a las experimentales. Veamos las
excepciones a la regla de Madelung en el bloque d de la Tabla Periddica tal como se puede
apreciar en la Figura N°11.

En los elementos donde no se cumple esta regla, la subcapa d de valencia de estos atomos
de los Periodos 4, 5y 6 adquiere un electrén (en el caso del paladio dos electrones) a expensas
de un electron menos en la subcapa s de valencia. Para el caso del Periodo 4, esto sucede en
el atomo Cr ([Ar] 3d° 4s') y en el atomo Cu (/4r] 3d"’ 4s'). Para el caso del Periodo 5, la excepcion
se da en el atomo Nb (/Kr] 4d* 5s'), en el atomo Mo (/Kr] 4d° 5s'), en el atomo Ru (/Kr] 4d’ 5s'),
en el atomo Rh (/Kr] 4d® 5s'), en el atomo Pd (/Kr] 4d'’) y en el atomo Ag (/Kr] 4d"° 5s'). Y
finalmente para el Periodo 6, la excepcion se da en el atomo Pt (/Xe] 4f'* 5d4° 6s') y en el atomo
Au ([Xe] 411 5d'° 6s7).
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Y finalmente, veamos las excepciones a la regla de Madelung en el bloque f. En el Periodo

6 del bloque f, la subcapa 5d de valencia adquiere un electron de la subcapa 4f en los elementos

Ce, Gd y Th. En el periodo 7 del bloque f, la subcapa 6d adquiere un electrén a expensas de

un

electron menos en la subcapa 5f en los elementos Pa, U, Np y Cm. Y en el caso particular del

elemento Th, la subcapa 6d adquiere dos electrones que provienen de la subcapa 5f. Por

ejemplo, en el uranio (Z = 92), de acuerdo con la regla de Madelung, la subcapa 5f (n+1 =5+

3 = 8) esta ocupada antes que la subcapa 6 d (n+ 1= 6+ 2 = 8). Entonces, la regla predice la

configuracion electrénica /Rn] 752 5. Sin embargo, la configuracion electronica medida del atomo

de uranio es [Rn] 7s* 5 6d'.

Figura 8.11
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6s' | 657 | 565 | 3657 | 6T | SdP 657 | 50657 | 57657 | 5P6sT 565!\ 5d106s2 6p' | 6pt | 6pt | ept | 6pt | 6p°
Fr87 |[Ra88| . [RF104[Db 105Sg 106[Bh 107/Hs 108Mt 109Ds 110Rg 111Cn 112Nh 113)F1 114 Mc 115[Lv 116[Ts 117{0g 118
7l |7t MM 6dl7s? | 6P TS | 6a TSR |6 TS| 67| 6d Ts | 6075|6075 6d! 075 Tpt | Tt | 700 | pt | Tt | 7pt
+ |La57|Ce58|Prs9 [Nd60 Pm61|Sm 62| Eu63 |Gd 64| Th 65 | Dy 66 Ho 67| Er68 |Tm 69| Yb 70| 1y 71
3d'6s° |5d'4f'65°| 417657 | 4f 657 | 417657 | 410657 | 4f 7657 |Sd' 4657 Sd 41657 41 10657 |41 1 657|412 65| 411657\ 4f 1 67| s 65
s+ |Ac89[Th90|Pagl | U92 |Np93|Pu94 Am 95/ Cm96 Bk 97| CFo8 | Es 99 [Fm 100Md 101No 101|Lr 102
6! 752 | 6 752 |36 75517 6d' 75715146l 751516 75151766 75|51 6! 757|517 6l TS5 M6 T\ 6 7| S 66 7| 5166l 7 | 67 5175 7|
Nota. Tabla Periédica con las configuraciones electrénicas de cada atomo.
Problemas resueltos
Problema 1: Considerando la expresion de la energia E,,; predicha por la mecanica cuantica

relativista para el electron en el atomo de hidrégeno demuestre que para un nimero n fijo, E,,

aumenta a medida que aumenta el nimero cuantico orbital .

me* 1 e 1 1 3
E =————F 7|1t 1722 o
(4rme,) 2R n (4rey)) e n\I+1/2 4n

2
e 1
Definiendo el parametro ¢ = —— = —— , la expresion de En,/ toma la forma:
4rehe 137
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2 2 2
Eni:_mca LzlJra— 13
: 2 n n\l+1/2 4n

Solucioén:

Para ver que E,;aumenta con [, en la siguiente tabla calculamos E,, y E,,; para diferentes
valores de [, manteniendo n fijo, se puede apreciar que a medida que [ crece, si bien E,, ; cambia

en el 3° 0 4° decimal pero igualmente se hace menos negativo:

n 1 En(eV) | Eni(eV)
1 0 -13.636 -13.637
> 0 -3.409  -3.409]
1 -3.409  -3.4090
] -1.515 -1.51507
3 1 -1.515 -1.51502
2 -1.515 -131501
f)
4 /
2

Finalmente, para comprobar analiticamente la dependencia, calculemos la derivada de E,,;

E o= mc?a? 1 1+a2< 1 3)
nt= 2 n? n\[+1/2 4n
0E,, mc?a? 1 az( -1 )

P P — =
al 2 n?|n \(1+1/2)

0E,, mc*a* 1
al — 2n3 (1+1/2)2

Por lo tanto, E, ; es una funcién creciente con el numero cuéantico .

respecto de [:

>0 Vvl

Problema 2: Considerando el orden del llenado de las subcapas atémicas, escriba la
configuracion electrénica en notacion espectroscopica de los siguientes atomos de gases nobles:
He, Ne, Ar, Kr, Xe.

Solucién:

Ahora escribamos las configuraciones electronicas de He, Ne, Ar, Kr, Xe:
[He]: 152

[Ne]: 1s22s22pb.

[Ar]: 1s22522p63s23p°.

[Kr]: 1522522p53s23p%4s23d"%4p".

[Xe]: 1s22s?2p®3s23p%4s23d'°4p65524d05p8,
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Problema 3: Considerando los numeros cuanticos obtenidos en la solucion de Schrédinger
del electron del atomo de Hidrogeno:

(a) Muestre que el nimero cuantico m, esta relacionado con el operador de la componente z
del momento angular orbital L.. Diga cual es el valor de L, cuando actua matematicamente en la
funcién de onda. Sugerencia: utilice la ecuacion (8.9) y la expresion del operador L: en

coordenadas esféricas operando en la funcién de onda ‘/’nzm,(r' 6 p):
Yo, 6 9) = R (1) O (6) D, (9)

lpnlml(r 0, ¢)
a¢

(b) Muestre que el numero cuantico / esta relacionado con el operador médulo momento

L lpnlml(r 0, ¢) -

angular orbital L. Diga cual es el valor de L? cuando actiia matematicamente en la funcion de
onda. Sugerencia: utilice la ecuacion (8.12) y la expresion del operador L en coordenadas

esféricas operando en la funcion de onda Yoim, (r, 6 ¢):

1 0 )
2 - _ _
L i, (1, 0, ¢) = —h? [sene 26 (56"9 ae) tsen?e 62¢>] Yuim, (70, 4)

Solucioén:

(a) Recordemos que usando separacion de variables, La funcion de onda se puede escribir
como ‘//nlml(r' 6, ¢) = Ry (1) Oy, (6) Dy, () y si usamos la forma explicita de M(¢) = &

Ly Yruim, (1,6, ) = — —alp"lmég 99 _ _in aRm(r)Q”gf)(p’”'(‘p) = iRy (1) Oy, (6)

APy, (¢)
de

= _izmlhRnl (r)glml(e)d)ml((p) = mlhlpnlml(n 0,¢) =L, lpnlml(rr 0,¢) = mlhlpnlm[(r' 6,9)

Y calculando el valor de expectacion tenemos:
z = flp *nim, zz lpnlmldV =mh f Y *nimy ¢nlmldV =m;h

b) Nuevamente usando separacién de variables en la funcién de onda y @(¢) =", tenemos:

2 1 0 d
—n2 Ynim, (1,6, 6) = [sen@ 26 (sene 69) sen?0 62¢] Ynim, (7,6, 6) =

1 5] < aRnl(r)@lml(g)q)ml((;b)) 1 az nl(r)lel(e)q)ml(d)) _
| sen + =

~ sen6 a8 a0 sen?6 d2%¢

_ nl(r)q)ml((p) d send d@lm[(g) Rnl(r)le[(e) dz(pm[(qb) _

- send  do de sen26 dz¢

B 1 d A0, (0) (—md _

= Rt (1) By () | 2= { s —22 )+ =2 04y (0) | = =L + DR (r)O1n, () P, ()

Ly, (1,6, ) = 1L+ DAY, (0, ¢)
donde hemos usado como hipotesis la expresion (8.12) para reemplazar el corchete

dependiente de ©(0):
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2
L 4 g, T @=11+1)©
sen@ do do ) sen @

Y si ahora calculamos el valor de expectacion de L?, tenemos:

P = Jl// *nlm, £2W11lm,d3r = Z(l + 1)h2IW >knlm,l//nlm,dSr = l(l + 1)h2

Problema 4: Suponiendo que se utilizan atomos de potasio en forma gaseosa para hacer el
experimento de Stern y Gerlach. Diga cual es el resultado observado luego de que los atomos
atraviesan la region con el campo magnético no homogéneo. Justifique su eleccion.

1) ) ) IV) Ninguna de las anteriores.

TN N ey
AA

Solucién:

Recordemos que el atomo de potasio tiene 19 protones en su nucleo y 19 electrones orbitando
alrededor de este. Ahora veamos cuales son las capas y subcapas ocupadas:

1° capa (n=1): 2 electrones

Numeros cuanticos posibles: n = 1;1 = 0;m; = 0; m, = +%, —%
2° capa (n=2): 8 electrones
Numeros cuanticos posibles con /I=0: n = 2;1 = 0;m; = 0;m; = +%, —% (2 electrones)
Numeros cuanticos posibles con /I=/:n=2;1=1;m; =—-1,0,1;m; = +§, —% (6 electrones)
3° capa (n=3): 8 electrones (se llenan las subcapas n=3, I=0y I=1)
Numeros cuanticos posibles con /I=0: n = 2;1 = 0;m; = 0;m; = +%, —% (2 electrones)
Numeros cuanticos posibles con /I=I:n=2;1=1;m; =—-1,0,1;m, = +%, —% (6 electrones)

4° capa (n=4): 1 electrdn (la subcapa n=4, /=0 tiene menos energia que la subcapa n=3,

I=2, por lo que se llena antes)
Numeros cuanticos posibles con I=0: n = 4;1 = 0;m; = 0;m, = +§, —%

Es decir, el &tomo de potasio tiene las capas internas completas y un solo electron en la ultima
capa. Por lo que en el experimento de Stern y Gerlach, el atomo de potasio interactuara con el
campo externo a partir de dicho electron. Por lo que se observaran dos lineas debido a las dos
orientaciones posibles del espin del electron (ms= +1/2 0 ms= -1/2). Por lo tanto, el resultado

observado corresponde al esquema (l).

Problema 5: a) Supongamos que el electron se encuentra en el estado 2p del atomo de
hidrégeno. Determine la energia del electron en este estado suponiendo la correccién debido a

la interaccion spin-orbita:

mc?a? 1 a? 1 3
Epy=— 2 nZ 1+ 7(l+1/2 - E)] (8-)
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e? 1

~

4ameghc ~ 1377

donde mc’a’/2 =13,6eVy a =

b) Si ahora el electron desciende al nivel 2s, determine cuanto ha disminuido la energia del
sistema.
c¢) suponiendo que, en esta transicion, el &tomo emite un fotdn ¢ es posible que Lyman, Balmer

o Paschen hayan medido dicho fotén? Justifique.

Solucioén:

a) El estado 2p corresponde a n=2 y I=1, entonces:

2.2 2
Epy = _ mc?a i[l +“_<L_i>] = —3,4090 eV

1
2 = 4.2
1+2

b) El estado estado 2s corresponde a n=2 y /=0, de este modo:

2
E2’0 __me “Zi[l +“_2<L1_i>] = —3,4091 eV

2 22 2 \o+; 42

La disminucion de energia sera:

2,2 2
AE = Epy — Epp = -5 22 [(ﬁ) - <ﬁ>] =0,0001 eV

2 2
c) Para ver si Lyman, Balmer o Paschen hubiesen medido dicho foton, calculemos la longitud

de onda asociada:

h.c
AE = Eyy — E50 = 0,0001 eV = 1 =——=0,01m

Por lo tanto, como el fotén emitido no esta ni en el espectro UV, ni en el espectro visible ni en

el Infrarrojo, entonces los espectroscopistas citados nunca podrian haber observado este fotén.

Problema 6: Si se considera la interaccion relativista entre el momento intrinseco de espin
del electron y su momento orbital atémico, entonces si un electrén con momento magnético xg
interactia con el campo magnético B: (relacionado con el momento angular orbital L del
electron), experimentara un cambio en su estado de energia dada por Eg = —ug - B, = —u;, By,
como consecuencia de la orientacion del momento magnético intrinseco del electron en la
direccion de B;. De este modo, el sistema campo-electron puede encontrarse en un estado de
energia inferior con la componente z de su momento magnético en el lado opuesto del campo
asociado a L, o en un estado de energia superior con la componente z del momento magnético
en direccion del campo asociado a L. La diferencia en energia entre los dos estados es AEp, =
2u,B,, donde s es el magneton de Bohr.

Por otro lado, al examinar las lineas de emisiéon atémicas con alta resolucion, resulta que
muchas de las lineas espectrales son dobletes (ver Figura). Un ejemplo conocido son las dos
lineas amarillas que aparecen en el espectro del sodio, con longitudes de onda de 4; = 568,263
nmy A = 568,819 nm.

Goudsmit y Uhlenbeck explicaron su existencia en el afio de 1925, al postular que el electron
tiene una cantidad de movimiento angular de espin intrinseco. Cuando el atomo de sodio es

excitado con su electréon exterior en el estado 4d, el movimiento orbital de este electrén crea un
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campo magnético B;. La energia del atomo varia en cierta medida, dependiendo de si el electron
tiene un espin hacia arriba o hacia abajo en este campo. Después, la energia del foton que radia

el atomo cuando vuelve al estado 3p depende de la energia del estado excitado (ver figura).

B,=0 B#0
4d S Msi
1 mS2
3p v !
E E

a) Calcule la magnitud del campo magnético interno By, teniendo en cuenta este acoplamiento
de espin-orbita.

b) Determine el conjunto de nimeros cuanticos »n, [ y m; (omita el nimero m;) de cada uno de
los dos estados cuanticos del electron 44 del atomo de sodio que da lugar a las dos emisiones

citadas. Diga cual de estos dos estados es de mayor energia y cual de menor energia.

Solucién:
_ hc, _ hc _ __hc ke —22
a)E, =— E,=—= AE = E; —E, =———=3,34-107%2/~0,0021eV
1 1z A
eh AE m
AE = Z/.LBBL = ZEBL =4 BL = % = EAE =18,12T

b)4d—>n=4,l=2ym5=$%
E4q(B, # 0) = E4q(B, = 0) + Ep, (my)

Con Eg, (ms) = —s - B, = —us, B, = 2upB,m;

B,=0 B0 (ma=+%) EwatusB = (0 Lm) = (4,2,4+%)
4d = ) 51
3p : | et (mgy = =%) Eszq—ugB, = (n,l,mg) = (4,2,-%)
E, E, “ Esace) > Eqa-n)

Problemas propuestos

Problema 1: Un conjunto de atomos de hidrogeno en estado fundamental absorbe un haz de
luz monocromatico de tal forma que se observan 10 longitudes de onda diferentes cuando el
hidrégeno decae de vuelta al estado fundamental. a) Establezca el numero cuantico principal n
del nivel superior. Muestre en un esquema de cuantas maneras posibles puede decaer el electron
desde este nivel superior al nivel fundamental ¢ Cual es la longitud de onda del haz incidente? b)
Escriba todos los conjuntos posibles de niumeros cuanticos que puede tener el electron en el
atomo de hidrégeno si este se encuentra en el nivel n=4;Cual es la degeneracién de la capa
n=47. c) ¢ Cudl es la longitud de onda mas larga en el espectro de emision de estos dtomos? A

qué porciodn del espectro electromagnético y a qué serie pertenece?
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Problema 2: a) Un atomo de hidrégeno esta en su quinto estado excitado, cuyo numero
cuantico principal es 6. El atomo emite un fotédn con una longitud de onda de 1090 nm. Determine
la cantidad de movimiento angular orbital maxima posible del atomo después de la emisién. b)
El meson p- tiene una carga de e, un numero cuantico de espin igual a 1, y una masa 1507 veces
mayor que la del electron. Los valores posibles para su nimero cuantico magnético del espin
son 1, 0 y -1. Imagine que los electrones en los atomos fueran reemplazados con mesones p-.
Haga una lista de los posibles conjuntos de numeros cuanticos para mesones p- en la subcapa
3dy calcule la degeneracion de dicha subcapa. c) Calcule la energia del mesoén p- en el estado

fundamental del atomo de hidroégeno.

Problema 3: Considere el electrén en el atomo de hidrégeno en una capa n arbitraria con
numero cuantico orbital [ = 2. Calcule la magnitud de L, los valores permitidos de L,, y los

correspondientes angulos 6 que L forma con el eje z.

Problema 4: La funcion de onda radial para un electron en el estado 2p del hidrégeno es igual

1 r
Yop(r) = 7\/5(2%)3/2 a—oe_’”/m0
a) ¢ Existe algun valor de r distinto de r=0 o bien r—co para el cual la probabilidad P, (r) dr =
|1p2p(r)|24nr2dr es igual a cero?
b) Para un atomo de hidrégeno en el estado 2p , ¢para qué valor de r es maxima P,,(r)?
Compare su resultado con 4q, la distancia entre el electron y el ndcleo en el estado n=2 del

modelo de Bohr.

Problema 5: El estado n=1 del electron en el atomo de hidrégeno es esféricamente simétrico.
a) Demuestre que la funcién de onda /s para un electron en el hidrogeno satisface la ecuacion de

Schrédinger.

e—?’/ao

1
3

na;

Yi5(r) =

b) Para un atomo de hidrogeno en el estado /s, jpara qué valor de r es maxima P, (r) =
[, (r)|?4mr?dr ? Compare su resultado con ay, la distancia entre el electron y el nicleo en el

estado n=/ del modelo de Bohr.
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CAPITULO 9

Estadisticas cuanticas

Particulas idénticas

Introduccion

En la Mecanica Clasica se puede siempre identificar una dada particula y seguirla en su
movimiento, dado que mientras no la perdamos de vista, conserva su identidad y la podemos
distinguir de las demas particulas, aunque éstas sean idénticas a ella. Para visualizar esta
situacion vamos a imaginar que se tiene una caja bidimensional dentro de la cual hay dos
particulas idénticas A y B en movimiento, como se muestra en la Figura 9.1. Si se realiza un
video, se pueden conocer ambas trayectorias registrando la evolucion con el tiempo de las

posiciones de cada particula a partir de la secuencia de fotogramas del video.

Figura 9.1

Nota. Secuencia segun la fisica clésica de dos particulas (Ai y Bidonde el subindice indica los

sucesivos fotogramas del video) moviéndose en una caja bidimensional.

Mientras en la fisica clasica es posible identificar cada particula y seguir su evolucion
individual en cada instante, en fisica cuantica la identificacion de la particula no es posible debido
al principio de incerteza de Heisenberg. La descripcidn cuantica a partir del principio de incerteza

implica que en lugar de tener dos particulas con trayectorias y cantidades de movimiento
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definidas como ocurre clasicamente, ahora tendremos una funcion de onda que es solucion de
la ecuacion de Schrodinger del sistema de dos particulas. En un sistema fisico cuantico formado
por dos particulas idénticas con funciones de onda que se superponen, al observar una de las
particulas no podemos determinar de cudl de ellas se trata. Es decir, no hay un experimento que
permita distinguir una particula de la otra. Por otra parte, no cambian sus propiedades ni su
posterior evolucion si intercambiamos los roles de ambas particulas en el sistema. Esto es lo que
se conoce como indistinguibilidad.

Los efectos de la indistinguibilidad se ponen de manifiesto solamente cuando las funciones
de onda de las dos particulas se solapan (Figura 9.2 b). Si no hay solapamiento las particulas se

comportan como si fueran distinguibles (Figura 9.2 a).

Figura 9.2

a) b)

Nota. Funciones de onda de dos particulas que: (a) no se solapan y (b) se solapan.

Para poner en claro las ideas anteriores, pensemos en un sistema cuantico formado por dos
particulas idénticas acercandose a un dado punto del espacio. En estas condiciones, podemos
rotular ambas particulas para identificarlas, por ejemplo, asignandole a la particula que se
aproxima desde la izquierda el numero “1” y a la que se aproxima desde la derecha el numero
“2” (Fig. 9.3 a). En estas condiciones iniciales sus funciones de onda no se hallan solapadas en
ningun lugar. Supongamos que, luego de cierto tiempo, estas particulas chocan elasticamente
entre si. Analicemos qué ocurre con las funciones de onda durante el choque. A medida que las
particulas se acercan, la superposicion de ambas funciones de onda es cada vez mayor hasta
que en el instante de la colisidn la superposicion es maxima. Luego del choque las particulas se
alejan del CM del sistema en una dada direccién y con sentidos opuestos. Con el paso del tiempo,
la superposicion de sus funciones de onda es cada vez menor hasta que desaparece cuando se
hallan muy distantes entre si. La regién del espacio donde sus funciones de onda se superponen
es la regién de probabilidad no nula de detectar a ambas particulas. En la figura de abajo,
representamos a esta regién con una esfera centrada en el CM (Fig. 9.3 a). Finalmente,
consideremos que ubicamos un detector y logramos registrar a una de las particulas que ha
colisionado. Dado que el impulso lineal se conserva antes y después del choque, la otra particula
se alejara del detector con direccion opuesta (Fig. 3 b). Hay dos situaciones posibles compatibles
con la deteccion de una de las particulas, que hallamos detectado a la particula “1” o a la particula
“2” (Fig. 9.3 c). El detector solo nos permite conocer que en esa direccion se ha detectado a una

de las particulas, pero no podemos determinar de cual de ellas se trata.
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Figura 9.3
a) Antes choque b) Después choque @ Detector
e ‘\ 2 //’ \\\\ /

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

c) Después choque (dos situaciones posibles)

Detector Detector
: !2

= —

2 1

Nota. Choque entre dos particulas idénticas

Indistinguibilidad de particulas idénticas

La indistinguibilidad de las particulas idénticas inherente a la descripcién cuantica del sistema
tiene consecuencias muy importantes que analizaremos en detalle en este capitulo. Si tenemos
particulas indistinguibles, la densidad de probabilidad calculada a partir de la funcién de onda del
sistema no debera distinguir en qué estado se encuentra cada particula de modo de respetar su
indistinguibilidad. Por lo tanto, en la situacion analizada la densidad de probabilidad del sistema
no puede cambiar si se intercambian las dos particulas dado que no se puede distinguir en qué
estado final se encuentra cada una (Figura 9.3 c). Esto trae aparejada una dificultad adicional
para calcular la probabilidad de una determinada medicién, ya que necesitamos conocer el
estado final del sistema y no podemos distinguir entre uno y otro. En este punto nos debemos
preguntar como calculamos la probabilidad.

Inicialmente, analizaremos si la densidad de probabilidad asociada a la funcion de onda de
dos particulas tal como se escribe en fisica clasica permite describir sistemas de particulas
indistinguibles. Para responder a esta pregunta, primero escribamos la ecuacion de Schrédinger
del problema planteado:

_ﬁ(asz 4 2Py 4 asz) _ ﬁ(ahpr + %Y n azllJT) + VTlpT = ETI;DT (9 1)

2m \ 9x? ay? az2 2m \ 9x2 ay? az2

donde m es la masa de cada particula, Y es la funcién de onda total, V. es la energia potencial
del sistema, E; es la energia total del sistema; x;, y, y z; las coordenadas de la particula 1; x,,
v, Y z, las coordenadas de la particula 2. El primer término del primer miembro de la Ec. (9.1)
corresponden a la energia cinética de la particula 1 mientras el segundo corresponde a la

particula 2. Debemos notar que, si bien las particulas son indistinguibles, necesariamente
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debemos rotular las coordenadas de cada particula, de lo contrario todas las particulas estarian
en la misma posicion x, y, z lo cual no tiene sentido fisico.
Si suponemos que las particulas 1y 2 son no interactuantes entre si, la energia potencial total

sera la suma de las energias potenciales individuales:

Vr(xy, oo 23) = V(x1,¥1,21) + V(x2,¥2,22) (9.2)

es decir, no hay términos que dependan de las dos coordenadas. Siempre que el potencial
cumpla las condiciones anteriores (es decir sea una suma de términos en cada coordenada)

podremos escribir la ecuacion de Schrédinger del siguiente modo:

n(0%Wy 0%y 0MWp\ R (9 W 9%
2m\ ox? = dy? = 0z? 2m\ 0x3  0dy: = 0z

+ Vo (x2,¥2,2)¥r = Er¥r

) + Vi(x1,¥1,21)¥r

2m

R2 (929, %Y, %W, R2 (92w, 0%y, 0%Y,
2 2 2 + V1(x1; yllzl)qu - 2 2 2
0xi d0y; 0z; 0x5 dy; 0z;

2m
+ Vo (x2,¥2,22)¥Wr = Ex¥r

es decir, los casos son separables y la funcién de onda solucion de la ecuacion de

Schrédinger sera el producto de las funciones de onda individuales de cada particula:

lpT(xlf ""ZZ) = 'P(xp }’1'21)'!’(952' yZ'ZZ) (93)

Vamos a suponer que estamos describiendo electrones en un atomo, entonces para cada
electrén existiran cuatro niumeros cuanticos: el numero cuantico principal n, el nimero cuantico
asociado al impulso angular orbital I, el nUmero cuantico azimutal m; y el numero cuantico de
espin m,. Para simplificar la notacion, cada conjunto de numeros cuanticos asociado a un
electron se identificara con una sola letra, en nuestro caso para el primer electron y para el
segundo electron. Ademas, para simplificar la notacion, en lugar de identificar las coordenadas
CoOmo Xy, Y, Z; O X3, Yo, Z, Ulilizaremos el niumero asociado al electron es decir 1 y 2,
respectivamente. Por lo tanto, si queremos describir al electrén 1 en el estado « y al electron 2
en el estado S, las funciones de onda individuales las anotaremos como 1,(1) y ¥g(2),
respectivamente.

La funcion de onda total que describe al electréon 1 en « y al electrén 2 en S esta dada por:
Yr(xy, s 22) = Pa(Dp(2) (9.4)
y la correspondiente densidad de probabilidad esta dada por:
Y1 Y1 = g (1) Yp(2)he(Dp(2) (9.9)

Por otra parte, la funcién de onda total que describe al electréon 1 en g y al electrén 2 en «

se expresa como:
br(xy -0, 22) = Pp(Da(2) (9.6)

y la densidad de probabilidad es:
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Y1 r = Pp(Dhe (1P (2) (9.7)

Como se puede apreciar, explicitamente la expresion (9.5) representa a la particula 1 en el
estado a y a la particula 2 en el estado 8 mientras que la expresion (9.7) describe a la particula
1en B ylaparticula 2 en a. Es decir, las expresiones (9.5) y (9.7) permiten determinar en qué
estado se encuentra cada particula en cada una de las dos configuraciones.

Como mencionamos la indistinguibilidad de las particulas inherente a la descripcién cuantica
de un sistema de particulas idénticas trae aparejada la condicién que no es posible distinguir la
densidad de probabilidad entre las dos situaciones mencionadas. Es decir, si las particulas son
indistinguibles una permutacién de los parametros asociados a cada una de las particulas
deberia ser irrelevante. Por lo tanto, la funcion de onda total descripta por las Ecs. (9.5) y (9.7)
no describe particulas indistinguibles. Entonces, deberemos redefinir la forma de la funcion de

onda total para que describa sistemas de particulas indistinguibles.

Funciones de onda simétricas y antisimétricas

En esta seccién determinaremos como debe ser la funcién de onda total si el sistema es
invariante frente al intercambio de las particulas. Tal como mencionamos anteriormente y se
observo en el ejemplo del choque, los dos estados finales posibles del sistema son equivalentes
y corresponden a haber intercambiado el rol de cada particula. Ademas, la densidad de
probabilidad del sistema conjunto no puede cambiar si se intercambian las dos particulas. Es

decir, debemos construir funciones de onda que satisfagan:

[W(1,2)1? = [ DI (9.8)

Esto solamente se cumple si la funcién de onda es simétrica o antisimétrica frente al

intercambio de particulas, es decir si:

Y(1,2) =+¢(2,1) (9.9)
¥(1,2) =-¢(2,1) (9.10)

Teniendo en cuenta la linealidad de la ecuacién de Schrédinger cualquier combinacion lineal
de soluciones es también una solucién. Como las funciones dadas por Ecs. (9.4) y (9.6) son
soluciones, cualquier combinacion lineal también lo sera. Entonces debemos buscar
combinaciones lineales que cumplan la Ec. (9.8), estas soluciones veremos que seran funciones
simétricas o antisimétricas que cumplen las Ecs. (9.9) y (9.10).

Entonces, vamos a definir la funcién de onda simétrica 154(1,2), solucion de la ecuaciéon de
Schrédinger asociada al sistema, dada por una combinacion lineal de la funcién de las funciones
de onda dada por las Ecs. (9.4) y (9.6):

¥s(1.2) = 5 [a(Dp(2) + (Ve (2)] (9.11)
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donde a y B representan los conjuntos de numeros cuanticos asociados a cada particula y

donde se incluyo el factor (\/ii) para que la funciéon de onda esté normalizada.

Asimismo, vamos a definir la funcion de onda antisimétrica y,(1,2), solucion de la ecuacién

de Schrodinger del sistema, dada por una combinacién lineal de las Ecs. (9.4) y (9.6):

Ya(1,2) = % [a(DYp(2) — (e (2)] (9.12)

Para confirmar que realmente estas nuevas funciones de onda dada por Ecs. (9.11) y (9.12)
describen sistemas de particulas indistinguibles, intercambiemos la particula 1 por la particula 2

para confirmar si estas funciones de onda permanecen invariantes.

B
¥s(1.2) = Z[Ya (WD) + ¥(Wa@]L = 2 5 [Ye@¥p(D) + Y@ (D] = ¢521)  (9.13)
2—>1

=

Ya(1.2) = 5 [V — (DY (2)] 12 7 @) — v (D] = —¥a21) (9.14)

La Ec. (9.13) muestra que la funcion de onda simétrica permanece invariante ante el cambio
de particulas 1—2, 2—1, mientras la Ec. (9.14) muestra que la funcién de onda antisimétrica
cambia de signo ante el cambio de particulas1—2, 2—1. Por otra parte, las densidades de
probabilidad tanto para las funciones de onda simétrica y antisimétrica permanecen en ambos

casos invariantes ante el cambio de particulas 152, 2—1:

w;lﬁs;_’ikb;ws (9.15)
Yatha ; - i CD*Paa = Pai, (9.16)

Por lo tanto, la medida de cualquier observable fisico arbitrario también sera invariante ante
la permutacion de la particula 1 con la 2.
Ahora analizaremos que sucede con las funciones simétrica y antisimétrica cuando

suponemos que ambas particulas estan en el mismo estado:

Ps5(1.2) = 2 [ (Vs @) + Y (V)] = 5P (DY5(2) = V2P (DY5(2)... (917)

Ya(1,2) = %[lpﬁ(l)wﬁ(z) —Yp(MPp)] =0 (9.18)

Como se puede observar en la Ec. (9.17), la funcién simétrica es proporcional a la funcion de
onda clasica cuando las dos particulas estén en el mismo estado. En este caso, la densidad de

probabilidad simétrica resulta:

Wi s = 2005 (D (s (Dipp(2) (9.19)

es decir, es el doble de la probabilidad clasica. Este resultado se puede generalizar pudiéndose
demostrar que: la densidad de probabilidad simétrica de N particulas indistinguibles es N! veces

la densidad de probabilidad de N particulas distinguibles.
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La Ec. (9.18) muestra que la funcién de onda antisimétrica se anula cuando ambas particulas
estan en el mismo estado cuantico. En consecuencia, la densidad de probabilidad antisimétrica
sera nula cuando ambas particulas se encuentren en el mismo estado cuantico. Si las particulas
indistinguibles son descriptas por funciones de onda antisimétricas entonces la probabilidad de
que ambas particulas se encuentren en el mismo estado cuantico sera nula.

El resultado anterior se puede relacionar con el principio de exclusion de Pauli que establece
que “en un atomo multielectronico nunca podran existir mas de un electron en el mismo estado
cuantico”.

Pauli formulé este principio en 1925 luego de analizar una infinidad de datos relativos a niveles
de energia atomicos

Por lo tanto, a partir de la Ec. (9.18) y relacionandola con el principio de exclusion de Pauli
podemos concluir que las particulas indistinguibles descriptas por funciones de onda
antisimétricas cumplirdn el principio de exclusion. En particular, los electrones cumplen el

principio de exclusion y deben ser descriptos por funciones de onda antisimétricas.

Bosones y Fermiones

El hecho que la funciéon de onda de un sistema de particulas idénticas sea simétrica o
antisimétrica permite agrupar a todas las particulas del universo en dos categorias: fermiones y
bosones.

Los fermiones deben su nombre en honor a Enrico Fermi y cuya funcién de onda es
antisimétrica; los bosones son llamados asi en honor de Satyendra Nath Bose cuya funcién de
onda es simétrica.

Existe una relacion entre la simetria o antisimetria de la funcion de onda que describe un
sistema de particulas idénticas y el spin de las particulas:

* Los sistemas de particulas de spin semientero (electrones, protones, neutrones, etc.) se
describen por medio de funciones de onda antisimétricas.

* Los sistemas de particulas de spin entero (fotones, mesones, etc.) se describen por medio
de funciones de onda simétricas.

La justificacion de estas relaciones se realiza en el marco de la teoria mecanica cuantica
relativista, estos temas avanzados no forman parte de los contenidos de este libro de catedra.

Para determinar si particulas compuestas son fermiones o bosones se debe analizar si la
funcion de onda de las particulas compuestas es simétrica o antisimétrica al permutar las
particulas entre si. Permutarlas significa permutar simultineamente todas las particulas
elementales de 1 con las de 2. Esta permutacion deja inalterada la funcion de onda si las
particulas compuestas estan formadas por bosones o un nimero par de fermiones. En ese caso,
la particula compuesta es un boson. Si las particulas compuestas contienen un nimero impar de

fermiones, entonces van a ser fermiones.
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Funciones de onda para un numero N de particulas (con N mayor que 2)

La funcién de onda de un sistema de dos particulas idénticas que responden a la estadistica
de Fermi, esta dada como ya analizamos por la Ec. (9.12). Esta expresion puede reescribirse
como un determinante:

Ye(D) ¥, (2)

(1) ,(2) (9.20)

A =

conocido como determinante de Slater. Este determinante puede generalizarse de manera de
generar funciones de ondas antisimétricas que describan los sistemas compuestos de N

fermiones.

lpa(l) ¢a(2) lpa(N)

Bl

Yo () Y (2) - o)

El determinante de Slater es una alternativa para generador de la funcion de ondas
antisimétrica. La funciéon de onda satisface las propiedades de los determinantes, asi, si tiene
dos filas o dos columnas iguales, sera nulo, lo que proviene del principio de antisimetria.

Las funciones de onda generadas a partir de este determinante se anulan si dos de las
funciones de ondas de una particula fueran iguales o, lo que es equivalente, dos de los fermiones
tuvieran en el mismo estado cuantico lo que es equivalente a que satisfacen el principio de
exclusién de Pauli y nos dice que no es posible encontrar a dos (0 mas) particulas en un mismo
estado cuantico.

Para generar funciones de ondas simétricas que describen a los sistemas compuestos de N
bosones es mediante el determinante de Slater con la variante que todos los términos de la

expresion deben ser considerados positivos.

Estadisticas cuanticas

Introduccion

En los sistemas fisicos constituidos por un gran niumero de particulas no es practico analizar
el comportamiento de cada una de las particulas, resulta mas adecuado obtener informacién
sobre el comportamiento colectivo del sistema en conjunto, es decir, de sus propiedades
macroscoépicas.

La Mecanica Estadistica estudia estas situaciones en las cuales a partir de las leyes que
gobiernan a cada particula y a las interacciones entre ellas se obtiene el comportamiento de un

sistema con un numero muy grande de particulas. Uno de sus objetivos, por ejemplo, es obtener
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la energia en un sistema macroscopico constituido por muchas particulas (electrones, fotones,
etc.) sin necesidad de determinar el estado de cada una de las particulas que lo componen. Este
enfoque estadistico es el que emplearemos para determinar la forma en que una dada cantidad
de energia se distribuye entre las particulas que constituyen un sistema particular.

Antes de estudiar la Mecanica Estadistica Cuantica, resulta conveniente hacer un repaso de
la Mecanica Estadistica desde un punto de vista “clasico”. Para describir lo que sucede en un
sistema formado cldsicamente por un gran numero de particulas, por ejemplo, el gas ideal, se
suele recurrir a la teoria desarrollada originalmente por James Clerk Maxwell y Ludwig
Boltzmann. En particular James Clerk Maxwell desarroll6 la teoria cinética de los gases sobre
argumentos estadisticos considerando al gas ideal formado por una gran cantidad de particulas
submicroscopicas. Por otra parte, Ludwig Boltzmann desarrollo la Mecéanica Estadistica tal como
hoy la conocemos sobre la base de las reglas de la combinatoria. Es importante tener en cuenta
que cuando Maxwell y Boltzmann propusieron la Mecanica Estadistica, la Mecanica Cuantica
aun no habia sido desarrollada.

Para describir el estado de una particula la metodologia es diferente en el caso clasico que
en el caso cuantico. Como ya mencionamos la diferencia entre el caso clasico y el cuantico es la
indistinguibilidad de las particulas.

En el caso clasico, aunque las particulas sean idénticas, se las trata como distinguibles y la
estadistica es la de Maxwell-Boltzmann (MB). En el caso cuantico las particulas idénticas se
consideran indistinguibles y esto impone condiciones de simetria a la funcién de onda frente al

intercambio de dos particulas cualesquiera como analizamos anteriormente.

Distribucion de Maxwell-Boltzmann

En nuestro analisis, supondremos que en nuestro sistema la energia total es constante y se

puede considerar como la suma de las energias de cada particula, es decir
U=Yt=1Eq (9.22)

En principio consideraremos que tenemos un conjunto discreto de niveles de energia que
denominaremos Ej, E,, ... E; (ver Fig. 9.4). Asimismo, supondremos que tenemos un sistema
constituido por un gran ndmero de particulas que puede localizarse en diferentes niveles de
energia y deseamos determinar como se distribuyen dichas particulas en los diferentes niveles
sujeta a las condiciones de vinculo.

En primer lugar, el numero total de particulas N es constante y esta dada por:

N=n+n,+...=;n; (9.23)

donde n; es el numero de particulas en el nivel E;. Ademas, la energia total del sistema de

particulas que proviene de la contribucion de cada una de las particulas resulta:
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donde la suma es realizada sobre todos los niveles de energia posibles.

Figura 9.4
n

n
E, .
E- " s
E, 1y
E, Lk
E, 1,
E, 1

Nota. Niveles de energia permitidos para la particula

En general, habra un nidmero muy grande de configuraciones o formas de distribuir las
particulas cumpliendo las condiciones dadas por Ec. (9.23) y (9.24). La probabilidad de
ocurrencia de una distribucion de particulas (configuracion) es proporcional al niamero de
maneras diferentes en que las particulas pueden distribuirse entre los estados disponible de
energia para producir esta configuracion.

Lo que haremos inicialmente no es una demostracion de la distribucién de Maxwell Boltzmann
obtenida empleando el formalismo propio de la mecanica estadistica sino es un andlisis que nos
permite entender que son las configuraciones, que significan las probabilidades y obtener la
probabilidad que un estado de un sistema de particulas este ocupado cuando ese sistema se
encuentra a una dada temperatura o lo podemos interpretar como la cantidad de particulas que
se halla en cada estado o nivel de energia.

Si las particulas son particulas clasicas y se encuentran en equilibrio térmico a una
temperatura T, a pesar de estar en equilibrio térmico, todas las particulas no tendran la misma
energia, es decir la energia de cada particula no es la energia promedio. La energia de las
particulas fluctuara alrededor de este valor y la manera de cémo se distribuye alrededor de ese
valor surge de la distribucién de Maxwell-Boltzmann.

Analizaremos la forma mas probable de distribuir una cantidad finita de energia entre un
numero también finito de particulas. En primer lugar, consideraremos un sistema constituido de
cuatro particulas idénticas distinguibles que tienen disponibles 4 estados cuyas energias estan
equiespaciadas y sus valores posibles son: 0 (energia minima), AE (1er nivel excitado), 2 AE,
3 AE, 4 AE es decir consideramos que la energia disponible se puede entregar en forma de
cuantos, donde cada cuanto de energia vale AE. Todas las formas de distribuir la energia total
del sistema entre las particulas del sistema son igualmente probables es decir no hay una

distribucion preferencial.
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Como primer caso supongamos que la energia total disponible de 3 AE. En la Fig. 9.5 se
esquematizan las diferentes configuraciones o las diferentes formas de distribuir la energia entre
las particulas correspondientes al caso planteado. Luego se calcula la probabilidad P; de cada
configuracion y el nimero probable de particulas para cada valor de energia:

Una configuracion posible que denominamos i = 1 consiste poner una particula en el tercer
nivel excitado con una energia 3 AE y las restantes particulas en el nivel fundamental con energia
0 de manera que se cumple que la energia total del sistema sea 3 AE. Notar que si bien es posible
distinguir la particula en el tercer nivel excitado respecto de aquellas que se encuentran en el
nivel fundamental no es posible distinguir entre las particulas en el estado fundamental. Teniendo
en cuenta lo anterior habra cuatro posibilidades o cuatro maneras de distribuir la energia.

La configuracion que denominamos i = 2 consiste en poner una particula en el primer estado
excitado, otra particula en el segundo nivel excitado y dos particulas en el nivel fundamental (ver
Fig. 9.5). Teniendo en cuenta que se debe cumplir que la energia total del sistema es 3 AE, se
verifica que hay 12 maneras de distribuir las particulas para generar esta configuracion

En la configuracion que denominamos i = 3, tengo tres particulas en el primer nivel excitado
y otra particula en el nivel fundamental. En este caso también habra 4 posibilidades o0 4 maneras
de distribuir la energia.

El nimero probable de particulas con energia E esta dado por:
n'(E) = Xini(E)Pi(E) (9.25)

donde n;(E) es el numero de particulas con energia E en la configuracion i-ésima y P;(E) es

la probabilidad que una particula tenga la energia E en la configuracion i-ésima y esta dada por:

PE) = 5 =3 (9.26)

donde N*; es numero de maneras diferentes de obtener la configuracién i-ésima y N* =
> N*;: numero total de maneras diferentes. Cabe aclarar que el niumero de casos totales N* no
depende de la configuracion particular considerada. En el caso planteado, el niumero total de
posibilidades que tengo de distribuir las cuatro particulas en estos cinco niveles para alcanzar la
energia 3 AE, resulta N* = 20 (4 (configuracién i = 1), 12 (configuracion i = 2)y 4 (configuracion
i = 3)). La probabilidad P;(E) de la configuracion i-esima calculada a partir de la Ec. (9.26) se
indica en la ultima fila de la Fig. 9.5. De los resultados incluidos en la figura queda en evidencia
que las configuraciones i = 2 es la mas probable.

Ahora lo que nos interesa es determinar la probabilidad de encontrar particulas en cada uno
de los niveles de energia. La cantidad promedio de particulas con una dada energia depende
del nivel que se esta caracterizando y por su energia. El cuarto nivel excitado (4 AE) no estara
ocupado porque tiene mas energia que la energia total del sistema 3 AE. Por lo tanto, la cantidad
promedio de particulas en el cuarto nivel excitado es 0. En el caso de los restantes niveles para
obtener la cantidad promedio debemos multiplicar a la probabilidad de la configuracion por el
numero de particulas que tenemos a ese nivel o energia. Por ejemplo, en el primer nivel excitado

(1 AE) para la primera configuracién (i = 1) no tengo particulas (0 X (4/20)), para la segunda
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configuracion tengo una particula (1 X (12/20)), y para la tercera configuracion tengo tres
particulas (3 X (4/20)), de aqui resulta que la cantidad probable o promedio de particulas con

energia 1 AE es (24/20).

Figura 9.5
Configuracion Cantidad probable o promedio
. . . de particulas con energia E
=1 =2 =3 ‘
4 AE 0
3 AE . 1-(4/20)
2 AE o 1-(12/20)
1 AE . . . . 1-(12/20)+3-(4/20)=24/20
0 . ) ‘ . . . 3-(4/20)+2-(12/20)+1-(4/20)=40/20
Cantidad de maneras de ubicar
4 12 4 « a las particulas distinguibles en
una misma configuracion
4/20 12/20 4/20 « Probabilidad de la configuracion

Nota. Esquema de calculo para el caso de 4 particulas distinguibles y una energia disponible
3 AE.

El segundo caso analizado corresponde a considerar también un sistema con 4 particulas,
pero aumentando la energia disponible a 4 AE. Los resultados en este caso se resumen en la
Fig. 9.6.

El tercer caso corresponde a considerar un sistema con 4 particulas, pero aumentamos la
energia disponible a 5 AE. Los resultados en este caso se resumen en la Fig. 9.7.

Para analizar la forma mas probable de distribuir la energia disponible entre las particulas
distinguibles del sistema, grafiquemos el niumero probable de particulas como funcién de la
energia E que obtuvimos en los ejemplos analizados anteriormente (Fig.9.8).

A partir de esta grafica podemos ver que los niveles donde es mayor la ocupacion son los
niveles de mas baja energia. En particular la cantidad particulas que ocupa cada nivel decrece a
medida que aumenta la energia de cada nivel. Se puede demostrar que si AE —» 0y el nUmero
de niveles de energia tiende a infinito manteniendo la energia total del sistema constante, la
distribuciéon mas probable para describir el modo de distribuir la energia en un sistema de
particulas distinguibles tendera a una funcion continua y esa curva se aproximara a una

exponencial negativa, la distribucion de Maxwell-Boltzmann:

n'(E) = e~@ e~ E/kT (9.27)
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donde el e™* es una constante que se determina en funcién del nimero de particulas del
sistema, k es la contante de Boltzmann (k = 1,3810erg K1 =8,62105eVK 1)y T es la

temperatura absoluta del sistema.

Figura 9.6
. L, Cantidad probable o
Conﬁguramon promedio de particulas
i=1 =2 i=3 i=4 ’=5 con energia E

4AE| @ 435
3 AE o 12/35
2 AE o0 ® 24/35
1 AE () 00 |leooe® 4035

0 looo|| o0 || ®O O 60/35

Cantidad de maneras de
4 12 6 12 1 ubicar a las particulas

distinguibles en una
misma configuracion

4/35 12/35 6/35 12/35 1/35 « Probabilidad de la

configuracion

Nota. Esquema de calculo para el caso de 4 particulas distinguibles y una energia disponible
4 AE.

Figura 9.7
. . Cantidad probable o
Conﬂguracnon promedio de particulas
=1 =2 i=3 i=4 i=5 i=6 '@
5ae| @ 4156
4 AE [ 12/56
3 AE o o 24/56
2 AE ® [ X ) ® | 4056
1 AE ) L 0 || 9000 6056
o | 000 || @O [ X J o [ 84/56
Cantidad de maneras de
ubicar a las particulas
4 12 12 12 12 4 distinguibles en una
misma configuracion
4/56  12/56 12/56 12/56 12/56 4/56 Probabilidad de la
configuracion

Nota. Esquema de calculo para el caso de 4 particulas distinguibles y una energia disponible
5AE.
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En la Fig. 9.8 se puede observar que los tres casos analizados tienden a la distribucion de
Boltzmann.

La distribucion de Maxwell-Boltzmann nos permite determinar el nimero de ocupacion de
cada estado, es decir, nos permite conocer la cantidad mas probable de particulas que se

encuentran en cada nivel de energia cuando el sistema se encuentra a una temperatura T.

Figura 9.8
1 1 1 1
n'(E) ® E,,=3AE
[ ] Edlsp:‘l'ﬁE
2y o E,,=5AE]

1 1
0 AE 2AE 3AE 4AE

E—>
Nota. Grafico de n’(E) vs. E para tres casos de energia disponible finita (3AE,4 AE y 5 AE) y para

n’(E) calculado a partir de la distribucion de Maxwell-Boltzmann.

En el Apéndice al final de este capitulo se obtiene la expresion para la distribucion de Maxwell-
Boltzmann (Ec. 9.27) empleando el formalismo de la mecanica estadistica.

En la distribucion de Maxwell-Boltzmann cuando la temperatura es baja solamente estaran
poblados los niveles de energia mas bajos y a medida que la temperatura aumenta crece el
numero de particulas en niveles de energia mas altos y decrecen los niveles de menor energia,

aunque estos son siempre los niveles mas poblados.

Distribucion de Bose-Einstein

En la seccion anterior hemos analizado la distribucion clasica de Maxwell-Boltzmann. Sin
embargo, la descripcidon mecanico-estadistica de un sistema de particulas debe tener en cuenta
rigurosamente la naturaleza cuantica de las particulas. En particular, la indistinguibilidad y las
propiedades de simetria de la funcién de onda del sistema de particulas determinan dos
estadisticas cuanticas: la estadistica de Fermi-Dirac y la estadistica de Bose-Einstein.

En primer lugar, vamos a deducir la distribucion de particulas para el caso en que éstas sean
descriptas por funciones de onda simétricas. La deduccién la realizaremos a partir de la
distribucién de Maxwell-Boltzmann, es decir, suponiendo que inicialmente tenemos un sistema
de particulas distinguibles y posteriormente impondremos el hecho de que son indistinguibles y

descriptas por funciones simétricas.
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Supongamos que tenemos un sistema cuantico de particulas indistinguibles descriptas por
funciones de onda simétricas con dos estados de energia E; y E,, cuyos numeros de ocupacion
son n, y n,, respectivamente. Ademas, usaremos el simbolo P1 - 2 para indicar la probabilidad
de transicion de que las particulas pasen del estado 1 al 2. De manera analoga, denotaremos
con P2 - 1 a la probabilidad de transicién del estado 2 al 1. Entonces la condicion de equilibrio

térmico se puede expresar como:

Tl1P1_>2 = n2P2_>1 (928)
0 como:
Mo Pen (9.29)
nz P2 ’

Segun vimos anteriormente, si las particulas son distinguibles, el nUmero mas probable n, de

particulas que se encuentran en el estado 1 esta dado por la distribucion de Maxwell-Boltzmann:
n, = e~ %e F1/kT (9.30)

y de manera analoga para n,. Entonces, el cociente (9.29) puede expresarse en funcion de E; y

E,, como:

e_El/kT e_El/kT

= (9.31)

nq

_ Pyyq
n, e E2/kT " p,

Ahora supongamos que las particulas en lugar de ser distinguibles, son indistinguibles y
descriptas por funciones de onda simétricas, es decir bosones. Entonces, la condiciéon de
equilibrio térmico resulta:

ny PRSOm = n, PR (9.32)

donde se hace referencia explicitamente a la probabilidad de transiciéon para un sistema de

bosones. Para el caso de pocas particulas cuando se agrega un bosén mas si ya hay n en un

determinado estado, la probabilidad aumenta en una cantidad (n + 1) respecto del caso de
particulas distinguibles, es decir

PP = (14 np)Pi,, (9.33)

PO = (1 + ny)Ppy (9.34)

Entonces, reemplazando en la condicion de equilibrio térmico para bosones dada por
ecuacion (9.32) resulta:
(1 +ny)Pio; =np(1+ny)Ppy (9.35)

Si despejamos el cociente de las probabilidades de transicion en funciéon de n; y n,,

obtenemos:
ny (14ny) _ Py _ e E1/kT
ny (1+ny) Py, e E2/kT

(9.36)

Es posible agrupar en un miembro lo que depende del estado 1 y en el otro lo que depende
del estado 2:

n E{/kT — _ M2 E, /KT
(1+n1) € ! (1+n2) € ’ (9-37)
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Tenemos un sistema de particulas independientes entre si y en equilibrio térmico la igualdad
no depende de la temperatura ni de n; ni n, entonces ambos miembros de la igualdad son iguales

a una constante:

M1 LE/kT — ,—a
(1+n1)e 1 e (9.38)

Entonces si despejamos n; como funcion de E;:

™ e~ (@+E1/KT)
1+ny)
entonces
e—(a+E1/KT) 1
M = o @vE1/RT) — gagEa/kT_q (9.39)

Hemos obtenido el numero mas probable de bosones en el estado arbitrario 1 de energia E,
también arbitraria. Por lo tanto, podemos concluir que el nimero mas probable de bosones en

un estado de energia E de un sistema en equilibrio térmico a temperatura T es:

1
edgE/KT_{

n'(E) = (9.40)

Esta expresion es conocida como distribucién de Bose-Einstein. Es equivalente a la
distribucion de Maxwell-Boltzmann, pero es aplicable a particulas cuanticas descriptas por
funciones de onda simétricas y que tienen spin entero.

En forma similar a lo que sucedia en la estadistica de Maxwell-Boltzmann a temperaturas
bajas los niveles de menor energia estdn mucho mas poblados y al aumentar la temperatura
estos disminuyen su poblacion y aumenta la de los niveles de mayor energia, pero
manteniéndose siempre mas poblados los niveles de mas baja energia. La presencia del signo
negativo en el denominador hace que sea relativamente mayor la poblacion para energias
menores respecto a lo que daria la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Esto los discutiremos en

la seccion Comparacion de las distribuciones.
Distribuciéon de Fermi-Dirac

Del mismo modo que con los bosones, vamos a obtener la distribuciéon para el caso de
fermiones. Suponemos un sistema cuantico de particulas indistinguibles, que cumplen el
principio de exclusion de Pauli y estan descriptas por funciones de onda antisimétricas y con spin
semientero.

Consideremos dos estados de energia E; y E,, cuyos numeros de ocupaciéon son n; y n,,
respectivamente. Entonces la condicion de equilibrio térmico para el sistema de fermiones se

puede expresar como:

Fermion __ Fermion
ny P55 =n,P, %] (9.41)

Dado que las particulas son fermiones, entonces el numero de particulas en un determinado

nivel solo puede ser 0 o 1 dado que por ser fermiones si hay un fermiéon en un nivel, la
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probabilidad de poner un fermiéon mas sera nula debido al principio de exclusién de Pauli. De
este modo, cada probabilidad de transicién fermiénica se puede expresar en funcion de la

probabilidad de transicién de particulas distinguibles como:
PO = (1= ny)Pyy (9.42)
PIET™MO™ = (1= ny)Pypy (9.43)

Las ecuaciones anteriores me indican que si no hay ningun fermién en un dado nivel la
probabilidad de transicion de un nivel a otro es igual a la probabilidad clasica en cambio si se
tiene un fermion en ese nivel el termino (1 —n,) o (1 — n,) daria cero. En resumen, se cumple
el principio de exclusion de Pauli.

Combinando Ecs. (9.41), (9.42) y (9.43) obtenemos:

n1(1 — nz)Pl_,Z = nz(l — nl)Pz_,l (944)

Si ahora despejamos n, y n, en funcién del cociente de probabilidades de transicion de

particulas distinguibles y usamos Ec. (9.31) resulta:
ny(1-ny) _ Prs1 e E1/kT
np(1-ny) Py, e E2/kT

(9.45)

Analogamente al caso de los bosones, despejamos en un miembro lo que depende del estado
1y en el otro lo que depende del estado 2:

ni Eq/kT — _ M2 Eo /KT
(1_n1)e 1 (1_n2)e 2 (9.46)

De la misma manera que en el caso de bosones, cada miembro depende de estados
independientes por lo tanto ambos miembros son iguales a una constante:

_™  LE /KT _ ,-a/kT
(1—n1)e 1 e (9.47)

Entonces si despejamos n1 como funcién de E1:
™M _ -(a+E/kT)
(1-ny)
entonces
_ e—(a+E1/kT) _ 1
n = 1+e—(a+E1/kT) = gagE1/kT {1

(9.48)

Hemos obtenido el nimero mas probable de fermiones en el estado arbitrario 1 de energia E;
también arbitrario. Por lo tanto, podemos concluir que el nimero mas probable de fermiones en

un estado de energia E de un sistema en equilibrio térmico a temperatura T esta dada por:

1
e%eE/kT 11

n'(E) = (9.49)

conocida como distribucién de Fermi-Dirac. En esta ecuacién es posible observar que n'(E)
tiende a cero cuando E es suficientemente grande y ademas como la exponencial es siempre
positiva el denominador es mayor 1 lo cual refleja la limitacion impuesta por el principio de

exclusion de Pauli.
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La energia o nivel de Fermi (Eg) es un concepto importante relacionado con esta distribucion.

Para cada una temperatura T > 0, E se define como la energia que deberia tener un nivel para

=0.5

que su ocupacion fuera del 50%, es decir, m
Entonces la energia de Fermi esta dada por:

Erp=—akT (9.50)
donde el parametro a se determina por la condicion };n; = N. La Ec. (9.49) en términos de

Er resulta:

1
e(E—EF)/kT+1

n'(E) = (9.51)

El valor de la energia de Fermi cuando T tiende a cero tiene un significado particular. Para T

tendiendo a 0 K, la exponencial tendera a infinito o a cero de acuerdo al signo de (E — Er)

(E—E )/kT _ oo siE > EF
e _{OsiE<EF (9:52)

Por lo que la distribucion de Fermi-Dirac a T = 0 tiene el comportamiento indicado en Fig. 9.9.

Figura 9.9.

A
n'(E)

Y

E—>
Nota. Distribuciéon de Fermi a 0 K

Como el principio de exclusion exige que no haya mas de una particula por estado, el nivel
de energia mas bajo posible se obtiene ubicando las particulas en los estados desocupados mas
bajos disponibles hasta que todas las particulas estén acomodadas, la ultima particula agregada

tiene la energia Er que es considerable si N es grande.

Comparacion de las distribuciones

En esta seccion vamos a analizar y comparar las tres distribuciones deducidas anteriormente.
Primero, vamos a representar graficamente la distribucion de Maxwell-Boltzmann para tres
valores de temperatura diferentes. En la Fig. 9.10 para la mas baja temperatura (T;) los niveles
de mas baja energia estan altamente ocupados (curva que se va al infinito) es decir hay muchas
particulas con estas energias y un aumento de la energia hace que la curva decaiga a cero. Se

puede observar que a medida que aumenta la temperatura (T, y T;) los valores de n'(E)
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aumentan para valores grandes de energia en detrimento de n’(E) cuando E — 0. Esto se debe
a que la agitacion térmica debido al aumento de temperatura promueve mas particulas desde los
niveles de baja energia a los niveles de energia mas alta. Y este aumento se ve favorecido cuanto
mayor es el aumento de temperatura (contrastar la transicion entre las curvas T; < T, < T3).

En la Fig. 9.11 se grafica la distribucién de Bose-Einstein para tres valores de temperatura.
Se debe notar que si bien las curvas son similares hay mas particulas concentradas en energias
mas bajas en bosones que para las particulas clasicas o de Maxwell-Boltzmann. En este caso
se puede apreciar que a medida aumenta la agitacion térmica de los bosones como
consecuencia del aumento la temperatura, el numero probable de particulas n’(E) aumenta, pero
a diferencia de lo observado en el caso de la distribucion de Maxwell-Boltzmann, para la
distribucién de Bose-Einstein se observa que n’(E) aumenta para todo valor de E. Este hecho se
debe a que, al ser bosones, al efecto de la agitacion térmica también contribuye al aumento de
n’(E) el comportamiento de los bosones, cuantos mas bosones hay en un estado mayor sera la
probabilidad de que haya otros bosones (observar el cambio gradual de las curvas T; < T, < T3).

Si ahora se analiza la distribucion de Bose-Einstein para energias altas se observa algo
parecido al caso de Maxweell-Boltzman clasico los estados de mayor energia se empiezan a
llenar a medida aumenta la temperatura. Sin embargo, al tomar valores de energia cercanos a
cero igualmente aumenta el numero de particulas en ese estado cuando aumenta la temperatura
y esto esta relacionado con el comportamiento de los bosones debido a que, cuantos mas
bosones haya en un estado del sistema, mayor sera a probabilidad de ocupacion de este estado.
En cambio, en el caso clasico cuando aumenta la temperatura se vacian los niveles para
energias cercana a cero. En bosones, al aumentar la temperatura los valores cercanos a cero

también se llenan cada vez mas.

Figura 9.10

T<T,<T;

n'(E)

E—>
Nota. Grafico del numero probable de particulas distinguibles en funcién de E segun la

distribuciéon de Maxwell-Boltzmann.
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Figura 9.11

T<T,<T;3

n'(E)

E—>

Nota. Grafico del numero probable de bosones en funcidn de la energia E segun la distribucién

de Bose -Einstein.

En la Fig. 9.12 se grafica la distribucion de Fermi-Dirac para tres valores diferentes de
temperatura. Como se puede observar, el nUmero probable de fermiones en funcién de E es
diferente de la forma observada para las otras dos distribuciones. Para el caso de 0 K la curva
corresponde a una funcidn escalén en la cual por debajo de E; el valor de n’(E) es igual a la
unidad y por encima de Er es cero. A 0 K la energia de Fermi se define como la energia del
ultimo estado ocupado en el sistema de fermiones.

Para temperaturas T > 0, la energia de Fermi se define como el valor de energia para la cual
la distribucion de Fermi toma el valor "%, es decir n’(Er) = 1/2.

Debido al principio de exclusién de Pauli y al principio natural de minimizacion de la energia,
a 0 K todos los fermiones ocuparan un estado de energia y estos seran los de menor valor. Por
otro lado, a medida que aumenta la temperatura, se observa que los niveles que se encuentran
cercanos y por debajo de E, se desocupan y comienzan a llenarse los niveles cercanos y por
encima del nivel de Fermi Er. Ademas, cuanto mayor es la temperatura se aprecia que este
comportamiento se hace mas notorio (observar la transicion de las curvas T; < T, < T3 < T,).
Para T altas, la curva se parece cada vez mas a una exponencial decreciente. Téngase en cuenta
que para T altas se hacen menos relevantes los comportamientos cuanticos y las curvas de
Maxwell Boltzmann, Bose y Fermi se hacen parecidas. Por otra parte, para temperaturas cercana

a 0 K los comportamientos son muy distintos.
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Figura 9.12

n'(E)

E—>
Nota. Grafico del numero probable de fermiones en funcion de E segun la distribucion de Fermi-

Dirac

Limite clasico de las estadisticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein

Las dos estadisticas las podemos poner como

1
e@e(E/kT)F1

w(E) = (9.53)

donde el signo positivo (+) corresponde a Fermi-Dirac y el signo negativo (-) a Bose-Einstein. En
los casos que e® eE/kD) 55 1 ambas ecuaciones tienden a la distribucion de Maxwell-Boltzmann.
Esto ocurre en dos limites cuando la concentracién es suficientemente baja (N suficientemente
pequeio) o cuando la temperatura es suficientemente alta.

Para verlo recordemos que

1

N=2Yin = Xi@rmme, (9.54)

Si N disminuye deberan disminuir alguno (o todos los términos), si suponemos 1/kT fijo lo
Unico que puede variar es a que debera aumentar y al hacerlo disminuyen todos los términos. Si
N es suficientemente pequefio resulta que los términos son menores que 1 para todo i.

Consideremos N fijo y aumentemos T, supongamos que el cero de energia es tal que los E;
son positivos, al disminuir 1/kT si al mismo tiempo no cambiamos a cada término de la suma
aumentara y por lo tanto aumentara N; luego al disminuir 1/kT debe aumentar « si queremos N

constante, para temperaturas suficientemente altas sera:

e®e®/kD) % 1 para todo i.
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Concluimos entonces que en el limite clasico de bajas concentraciones o altas temperaturas

las estadisticas cuanticas tienden a la de Maxwell-Boltzmann y solo seran muy diferentes para

bajas temperaturas a altas concentraciones (ejemplo de este ultimo caso los metales)

Las ideas mencionadas en este capitulo para las tres distribuciones se pueden resumir en el

siguiente grafico.

Distribucion

MAXWELL-
BOLTZMANN

BOSE-EINSTEIN

FERMI-DIRAC

Caracteristicas

Aplicable a particulas

Aplicable a particulas

Aplicable a particulas

sistemas cuanticos en

el limite clasico

distinguibles indistinguibles que no | indistinguibles que
cumplen el principio de | cumplen el principio de
exclusion exclusion
Sistemas De particulas | De bosones particulas | De fermiones particulas
indistinguibles o | idénticas de spin entero idénticas de spin

semientero

de

distribucion

la funcion de

exponencial
Limite cuantico:

Npg > Nyp

Funciones de onda | sin simetria Simétrica antisimétrica

A E 1 1
Funcidén de e~ % e kT —agE/T ] T
distribucion
Comportamiento Exponencial Limite clasico: Limite clasico:

exponencial
Limite cuantico: funcion

escalon

Problemas resueltos

Problema 1: Para el caso de dos particulas indistinguibles, es posible construir una funcion

de onda que satisfaga la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y la densidad de
probabilidad se mantenga invariante ante un cambio de marcas de las particulas. Sean dos
particulas indistinguibles, con estados cuanticos diferentes a y 8, se puede construir una funcion
de onda simétrica:
Ys(1,2) = 5 [a(Dp(2) + Pa(Dp(D)]
Y una funcién de onda antisimétrica:
Ya(L2) = % [Pa(Dvp(2) ~ Ya@p(D)]
Como ambas particulas son indistinguibles, debe ser posible intercambiar sus marcas sin
alterar una cantidad mesurable como la densidad de probabilidad.
a) Verifique que la densidad de probabilidad para vy, y ¥, no se alteran por un intercambio en

las marcas de las particulas (1 - 2y 2 - 1).
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b) Verifique que se cumple el principio de exclusion de Pauli para el caso de fermiones
(considere dos particulas indistinguibles con el mismo estado cuantico a = 8, reemplace en la
funcién de onda correspondiente a dos fermiones, obtenga el resultado y a partir de eso justifique
que se cumple el principio de exclusion de Pauli).

c) Compare la densidad de probabilidad de dos bosones y de dos particulas clasicas e indique
si dos particulas descriptas por funciones de onda simétricas tienen mayor o menor probabilidad

de encontrarse en el mismo estado cuantico respecto a dos particulas clasicas.

Solucién:
a) Sean dos particulas indistinguibles, con estados cuanticos diferentes a y 8, se puede

construir una funcién de onda simétrica:
¥5(1,2) = = [ha(Dp(2) + ha(Dp(D)]
Y una funcion de onda antisimétrica:
Ya(1,2) = = [Ya(Dp(2) — Pa(pp(1)]
Como ambas particulas son indistinguibles, se pueden intercambiar sus marcas (1 >2y2 -
1) sin alterar una cantidad mesurable como la densidad de probabilidad:

En el caso de la funcién de onda simétrica:
1 1
Ps(1,2) = NG [We(DYp(2) + Yo (2)Pp (D] = NG [Wa(2)Pp(1) + Yo (DY(2)] = Ps(2,1)
= P (1,2)15(1,2) = 5" (2,1D)95(2,1)
= [Ps(1,2)|% = [¥,(2,D)?

En el caso de la funcién de onda antisimétrica:
1 1
Ya(1,2) = N [V (DYp(2) — Ya(2)ypp(D)] = N [Va(2p(1) — Ya(DPpp(2)] = —1a(2,1)

= P (1,2)94(1,2) = (=4 (2,1))(—a(2,1))
= [YaL2)I? = a2, DI

b) Para verificar que se cumple el principio de exclusion de Pauli para el caso de fermiones,
suponemos dos de tales particulas con el mismo estado cuantico @ = 8 y las reemplazamos en
la funcion de onda correspondiente:

¥a(1,2) = 5 [We(DPa(2) = $a(Dhe(1D] = 0

Si calculamos la densidad de probabilidad nos va a dar |,4(1,2)|? = 0. Asi, la probabilidad de

encontrar dos fermiones con el mismo estado cuantico es nula, es decir, las particulas descriptas

por una funcion de onda antisimétricas cumplen el principio de Exclusion de Pauli.

c) Sean dos bosones en el mismo estado cuantico a = S, la funcion de onda estara dada por:
Ys(1.2) = Za(DPe( + VD] = L ¥a(DPe(2)
Y la densidad de probabilidad:
2

5) WeDYa@P = 2D

= 1,2 =
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Es decir que la densidad de probabilidad de dos bosones que tienen funcion de onda
simétrica, es el doble de la densidad de probabilidad de las particulas clasicas y tienen el doble

de probabilidad de encontrarse en el mismo estado cuantico respecto a dos particulas clasicas.

Problema 2: Sean dos particulas (particula N°1 y N°2) y dos estados cuanticos diferentes
(estadoayp).
a) Indique cual de las siguientes funciones de onda son simétricas, antisimétricas o ninguna de
dichas opciones. Justifique analiticamente.
D ¥1(1,2) = Ya(Dyp(2)
1
i) ¥, (1,2) = 7z [Ya(DYp(2) — o (2)pp(1)]
1
iii) ¥y (1,2) = NG [Ya(DYp(2) + o (2pp(1)]
b) Indique en cuales de los casos anteriores, las funciones de onda describen sistemas con
particulas indistinguibles. Justifique analiticamente.
¢) Indique cual de las funciones de onda anteriores describe un sistema de dos bosones.
Justifique a partir de la densidad de probabilidad suponiendo que ambos bosones estan en el mismo
estado cuantico y compare con la densidad de probabilidad clasica.
d) Indique cudl de las funciones de onda describe un sistema de particulas que cumplen con el

principio de exclusion de Pauli. Justifique analiticamente.

Solucién:

a) Analizaremos qué ocurre en cada caso con las funciones de onda si invertimos las
particulas con estados cuanticos diferentes a y 3:
DY1(1,2) = Yo (Dpp(2)

Si intercambiamos sus marcas (1 -2y 2 - 1)

= P;(21) = P (2)Pp(1)

Las funciones de onda obtenidas son diferentes y no tienen ninguna relacion de simetria.

1

i) yYy(1,2) = NG [Ya(Dp(2) — Pa(Dpp(1)]

En este caso si intercambiamos las marcas (1 - 2y 2 - 1) obtenemos:

1 1

Yu(21) = NG [0a(2)p(1) — ha(Dp(2)] = — NG [Va(Dp(2) — a(@)pp(D)] = —;;,(1,2)

Las funciones de onda son antisimétricas.
1
i) Y (1,2) = NG [Ya(DYp(2) + o (2)pp(1)]
En este caso si intercambiamos las marcas (1 — 2y 2 —» 1) obtenemos:

1 1
Y (21) = 7z [Ya(2)p(1) + Yo (DYp(2)] = 7z [Ya(Dpp(2) + Ya(2)Pp(D)] = 9, (1,2)

Las funciones de onda son simétricas.
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b) i) En el primer caso estamos ante el caso de particulas distinguibles, ya que si calculamos la

densidad de probabilidad al intercambiar las marcas (1 - 2 y 2 — 1), nos dara diferente:
¥1(1,2) = Ya(Dypp(2)

Si calculamos la densidad de probabilidad:

= ¥, (1L2%,(1.2) = [P (DY)’
Si intercambiamos sus marcas (1 - 2y2 - 1)
11}1(2’1) = lpa(z)lpﬁ(l)

Si calculamos la densidad de probabilidad:

> ¥ DY) = [

ii) En el caso de la funcion de onda antisimétrica:
Y (1,2) = =y, (2,1)

Si calculamos la densidad de probabilidad:

= Y, (L2)Y,;(1,2) = (=¥, (2,1)) (=¥, (2,1))
= [Py L2 = [Yu (2,1

Vemos asi que ambas particulas son indistinguibles, ya que se pueden intercambiar sus
marcas (1 - 2y 2 - 1) sin alterar una cantidad mesurable como la densidad de probabilidad.

i) En el caso de la funcion de onda simétrica:
Y (1,2) =Y (2,1)

Si calculamos la densidad de probabilidad:

= Y (L2 (1,2) = ¥y (2,19 (2,1)
= [P (L2)17 = [ 2D

Vemos asi que ambas particulas son indistinguibles, ya que se pueden intercambiar sus
marcas (1 - 2y 2 - 1) sin alterar una cantidad mesurable como la densidad de probabilidad.

c) Dos bosones estaran descripto por la funcion de onda simétrica.

Sean dos bosones en el mismo estado cuantico a = 8, la funcion de onda estara dada por:

Ys(1,2) = Za(DPe( + YaDa(@] = Za(DPe(2)
Y la densidad de probabilidad:
2
= ADF = (35) Maa@F = 2apaF

Es decir que la densidad de probabilidad de dos bosones en el mismo estado cuantico que
tienen funcion de onda simétrica, es el doble de la densidad de probabilidad de las particulas
clasicas y tienen el doble de probabilidad de encontrarse en el mismo estado cuantico respecto
a dos particulas clasicas.

d) Las funciones de onda que describen un sistema que cumple con el principio de exclusion
de Pauli son las funciones de onda antisimétricas.

Para verificar que se cumple el principio de exclusién de Pauli para el caso de fermiones,
suponemos dos de tales particulas con el mismo estado cuantico @ = 8 y las reemplazamos en

la funcion de onda correspondiente:

Ya(12) = 5 a(D¥a(2) ~ Ya(Dpa(D] = 0
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Si calculamos la densidad de probabilidad nos va a dar |y,4(1,2)|? = 0. Asi, la probabilidad de
encontrar dos fermiones con el mismo estado cuantico es nula, es decir, las particulas descriptas

por una funcién de onda antisimétrica, cumplen el principio de Exclusion de Pauli.

Problema 3: a) Obtenga la expresion de la funcién de onda para tres particulas (particulas N°1,
N°2 y N°3) en tres estados cuanticos diferentes (estado «, 8 y y ), suponiendo que las primeras dos
particulas son fermiones y que la tercera particula es distinguible. Ademas, suponga la tercera
particula (N°3) se encuentra en el estado y.

b) Calcule la densidad de probabilidad del sistema suponiendo que los dos fermiones estan en
el mismo estado cuantico, por ejemplo, en el estado a ¢Qué resultado obtuvo? Relacione este

resultado con el principio de exclusion de Pauli.

Solucion:

a) Sean tres particulas (particulas N°1, N°2 y N°3) en tres estados cuanticos diferentes (estado
a,Byy).

Si las dos primeras particulas son fermiones (y por lo tanto indistinguibles) su funciéon de onda

sera antisimétrica:
¥a(1,2) = Z[Pa(Dp(2) — Pu(pp(1)]
Y como la tercera particula es distinguible y se encuentra en el estado y, su funcién de onda
sera:
Y3 =¢,3)
Asi, la expresion de la funcién de onda para el sistema formado por las tres particulas en tres

estados cuanticos diferentes sera:

1
¥10.23) = [ 75 WaDVs(@) = Ya@p(O1| 9, 3)

b) La densidad de probabilidad del sistema estara dada por:

|¢1(112v3)|2 = 1,[)1*(1,2,3)11}1 (112v3)

12312 = 5 ([eDWp(@) — Ya DI, ) ([MaWp(@) — Ya@DPp(D]y (3))

N| -

1 2 2
Y. (123" = [Ya(DYp(2) — Ya(2)Pp(D)| [0, (3)]
Y si los dos fermiones estan en el mismo estado cuantico «, mientras que la tercera particula

distinguible esta en el estado cuantico y, la densidad de probabilidad es:

1 2
[¥1(1,2,3)]* = 3 [Ve(Da(2) = Ya()e(DI* [, 3| =0

Si la densidad de probabilidad es 0, significa que la probabilidad de encontrar a las tres
particulas, con los dos fermiones en el mismo estado cuantico es nula, lo cual concuerda con el

principio de exclusién de Pauli.

Problema 4: a) Obtenga la expresion de la funcién de onda para tres particulas (particulas N°1,

N°2 y N°3) en tres estados cuanticos diferentes (estados «a, B y y). suponiendo que las primeras
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dos particulas son bosones y que la tercera particula (N°3) es distinguible. Ademas, suponga la
particula N°3 se encuentra en el estado y.

b) Calcule la densidad de probabilidad del sistema suponiendo que los dos bosones estan en el
mismo estado cuantico (por ejemplo, en el estado a) y relacione esta densidad de probabilidad con

el caso de tres particulas distinguibles.

Solucioén:

a) Sean tres particulas (particulas N°1, N°2 y N°3) en tres estados cuanticos diferentes (estados

a,Byy)
Si las dos primeras particulas son bosones (y por lo tanto indistinguibles) su funcién de onda

sera simétrica:
¥s(12) = Z e (DPp(2) + Ya(p (D]
Y como la tercera particula es distinguible y se encuentra en el estado y, su funcién de onda
sera:
Y3 =v¢,(3)
Asi, la expresion de la funcion de onda para el sistema formado por las tres particulas en tres

estados cuanticos diferentes sera:

12123) = [2= [0V + Va0 D] 3

b) La densidad de probabilidad del sistema estara dada por:

[2(1,23)12 = 1, (1,2.3)02(1,2,3)
([a(D¥p(2 + Ya@Wp Wy 3)) (el D2 + Pu(2bp(D](3))

N| -

|l/}2 (1'2'3)|2 =

1 2 2
[V2(L23) = 5 [ha(D¥p(2) + Pa(2Dp(D)]” [1h(3)]
Y si los dos bosones estan en el mismo estado cuantico a, mientras que la tercera particula

distinguible esta en el estado cuantico y, la densidad de probabilidad es:
1 4
W2 (L2 = 5 Wa(DWel(@) + YWD [y B = 5 a3
$2(123)1? = 2 [V, 3)]” (1)

Si tuviéramos un sistema con tres particulas distinguibles, en tres estados cuanticos diferentes,

la funcién de onda asociada seria:
l/)(1,2,3) = llJa(l)l/)/;(Z)l/)yG)
Y la densidad de probabilidad estaria dada por:
* 2
$2(123)1 = (Va(DYp@21,3)) (Ya(Dp@%y(3)) = [ha(Dp(21y (3))]
Si dos de las particulas se hallan en el mismo estado cuantico a y una en el estado cuantico y:
2
[¥2(1,23) 1 = [ha (DY), (D] (D)
Si comparamos la densidad de probabilidad de la ecuacion (I) y (II) podemos observar que la

densidad de probabilidad de un sistema formado por dos bosones en un mismo estado cuantico y

una particula distinguible en un estado cuantico diferente es el doble de la densidad de probabilidad
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de un sistema formado por tres particulas distinguibles, dos de las cuales se hallan en el mismo

estado cuantico.

Problema 5:_EIl nucleo del atomo de Helio (He) estd formado por dos protones y dos
neutrones. Los dos estados de energia mas bajos son el estado a y el estado B, respectivamente.
Ademas, como el protén y el neutrén tienen espin semientero, entonces en un mismo estado
cuantico no pueden estar simultaneamente dos particulas idénticas.

a) Considerando que los protones tienen espin sp = 1/2, escriba la funciéon de onda para los
protones de modo que haga indistinguibles a los protones P, y P, en los estados a y S (utilice p
para la funcién de onda de los protones, por ejemplo, si el protén P, esta en el estado a, su
funcion de onda la anotamos como p, (P,)).

b) Considerando que los neutrones tienen espin sy = 1/2, escriba la funcion de onda para los
neutrones de modo que haga indistinguibles a los neutrones N, y N, en los estados a y S (utilice
u para la funcion de onda de los neutrones, por ejemplo, si el neutrén N, esta en el estado o su
funcion de onda es p, (N,)).

c) Esquematice todas las configuraciones posibles en las que pueden estar los dos protones
y los dos neutrones en el nucleo de He. En la figura se esquematiza una de ellas, en el estado a
se encuentran el proton P, y el neutron N,. Mientras que en el estado 3 el protén P, y el neutrén

N;. De modo que la funcién de onda total para esta configuracion sera:

W, (F.B.N,N,) :p{r[ﬂ}ﬂzr(NE}pﬁf-Pl}ﬂﬁ(Nl}

Escriba la funcién de onda total que haga indistinguibles simultaneamente los dos protones y
los dos neutrones en los estados a y B del nucleo de helio. (Sugerencia: recuerde que cada
término de la funcion de onda total debe ser de la forma mostrada anteriormente. Ademas, cada
término representa una de las configuraciones posibles, es decir que la cantidad total de términos

debe ser igual al nimero total de configuraciones posibles).

Solucién:
a) La funcion de onda de modo que haga indistinguibles a los protones P; y P, en los estados

a 'y B es la funcién de onda antisimétrica, dada por:

1
pa(P,Py) = ﬁ[/’a(ﬂ ) pB(PZ) — pa(P2) pﬁ(P1)]

b) La funcién de onda de modo que haga indistinguibles a los neutrones N; y N, en los estados
a 'y B es la funcién de onda antisimétrica, dada por:
1

ua(Ny, Ny ) = \/2

[uq (Ny) Up (N2) — e (N3) #ﬁ(N1)]
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c) Esquema de todas las configuraciones posibles en las que pueden estar los dos protones

" oD
=GO

y los dos neutrones en el nucleo de He:

)
)

P2 2

a

i &

o) (
() (

La funcion de onda total que hace indistinguibles simultdneamente a los dos protones y a los

dos neutrones en los estados a y f del nucleo de helio es:
VYot (Py, Py, Ny, No) = pa(Py, Py )pa(Ny , Ny ) =

1 1
= |5 0uPr) 25 (P2) = P2 P (PO | (Vo) g (V) = 1 (Vo) g )|

1
=5 [Pa(P1) pp(P)ia(N1) g (N2) = pu(Py) pp(P)ia(N2) 1 (N1) —

—pa(P2) Pp (Pug(Ny) HB(NZ) + 0o (P2) Pﬁ(P1)Iia(N2) ﬂﬁ(N1)]

Problema 6: Demuestre que la probabilidad de ocupar un estado de energia € en un sistema
de particulas que se encuentra a la temperatura T, la probabilidad es mayor si las particulas son
bosones, y la probabilidad es menor si las particulas son fermiones. Y que la probabilidad de
particulas distinguibles es un valor intermedio a los dos anteriores. (Sugerencia: utilice las
distribuciones de Bose-Einstein, de Maxwell-Boltzmann y de Fermi-Dirac para el mismo factor e

para la misma energia € y la misma temperatura T y demuestre que: ngys.(€) > npgp(€) >

nFermi(E) )

Solucién:
Para calcular la probabilidad de ocupar un estado de energia € en un sistema de particulas

distinguibles se utiliza la distribucién de Boltzmann:

Moz (€) = 2@ g€/kT
Para calcular la probabilidad de ocupar un estado de energia € en un sistema de fermiones se

utiliza la distribucion de Fermi-Dirac:

1
e es/kT + 1

Para calcular la probabilidad de ocupar un estado de energia ¢ en un sistema de bosones se

Npermi(€) =

utiliza la distribucion de Bose-Einstein:

1
Mpose(€) = —Z—mr —7
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Si queremos encontrar una relacion entre ellas, podemos partir de:
1>0
Sumar a ambos lados el término positivo e® e/¥T:
e ee/kT + 1> e“ es/kT
Reacomodamos:

1 1
e p&/kT > e g&/kT +1

Asi llegamos a tener la relacion entre la desigualdad de Fermi-Dirac y Boltzmann:
nBoltz(g) > nFermi(g) (I)
Y de la misma manera podemos partir de:
0>-1
Sumar a ambos lados el término positivo e® e/¥T:
e ee/kT > e ea/kT -1
Reacomodamos:

1 1
e p€/kT — 1 > e o&/kT

Asi llegamos a tener la relacion entre la desigualdad de Fermi-Dirac y Boltzmann:
Npose(€) > Npoiez (&) (1)
De (1) y (I):
Npermi(€) < Npoiez(€) < Npose(€)
Asi hemos demostrado que la probabilidad de ocupar un estado de energia € en un sistema
de particulas que se encuentra a la temperatura T, la probabilidad es mayor si las particulas son
bosones, y la probabilidad es menor si las particulas son fermiones. Y la probabilidad de las

particulas distinguibles es un valor intermedio a los dos anteriores.

Problemas propuestos

Problema 1: ;Qué tipo de funciones de onda describen las particulas que cumplen el
principio de exclusion de Pauli? Demuestre que dos de estas particulas no pueden coexistir en

el mismo estado cuantico.
Problema 2: ;Dos particulas descriptas por funciones de onda simétricas tienen mayor o
menor probabilidad de encontrarse en el mismo estado cuantico respecto a dos particulas

clasicas? (Sugerencia: compare la densidad de probabilidad simétrica con la densidad clasica).

Problema 3: Demuestre que la probabilidad de que tres bosones se encuentren en el mismo

estado es 6 veces mas grande que la probabilidad clasica.

Problema 4: La funcién de distribucion de Fermi-Dirac puede escribirse como:
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1 - 1
E-E,\ . E T
eXP( r)+1 exp|| ——1|-£ |+1
kT P E, T

donde Tr = Er/k es la Temperatura de Fermi. Graficar f(E) en funciéon de E/Er para los

S(E)=

siguientes valores de temperatura: 7= 0,1 T, 0,2 Tr, 0,5 TF.

Problema 5: Calcule la probabilidad de que un estado 0,073 eV por arriba de la energia de
Fermi esté ocupado para las temperaturas: T =0 K, T = 320 K.

Problema 6: La energia de Fermi de la plata es de 5,5 eV. (a) ¢, Cuales son las probabilidades
que los estados con energias siguientes estén ocupados a 273 K: 4,4 eV; 5,4 eV, 6,4 eV? (b) A

qué temperatura la probabilidad de ocupacién del estado de 5,6 eV de energia es 0,167

Apéndice

Distribucion de Maxwell-Boltzmann empleando el formalismo de la

mecanica estadistica

En nuestro analisis, como ya mencionamos anteriormente consideraremos un sistema de N
particulas idénticas distinguibles. Para calcular la probabilidad de una dada configuracion o sea
de un determinado conjunto nq,n,,... de particulas supondremos que los niveles de energia
E,, E,,--- tienen la misma probabilidad de ser ocupados es decir no hay estados privilegiados.
Evaluaremos el numero de maneras de colocar n; particulas en el primer nivel de energia E; .
Para empezar a ocupar el primer nivel podemos escoger la primera particula de las N disponibles
es decir hay N formas distinguibles de realizarlo, para la segunda particula hay (N — 1) maneras;

para la tercera (N — 2) modos distinguibles y asi siguiendo. Por lo tanto, para n, particulas tendria

N!
(N-nq)!

NN =1) e . (N—n,+1) = (A9.1)

Como ya mencionamos en nuestro andlisis previo, el orden en que hemos puesto las
particulas en un dado nivel de energia es irrelevantes es decir que las particulas se pueden
permutar y ordenar de diferente manera, pero todas corresponden a la misma forma
(configuracion) de distribuir la energia del sistema. Si se tiene en cuenta lo antes mencionado
los modos distinguibles de poner n1 particulas en el nivel E; resulta:

N!
nq! (N—ny)!

(A9.2)

A continuacion, consideraremos el segundo nivel de energia E,. En este caso disponemos de

(N — n,) particulas y el numero de maneras de colocar n, particulas en el nivel E, resulta:
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_ Nont (A9.3)

ny! (N—-ny—ny)!
y para el nivel E; esta dada por

_ (Wmmmg)t (A9.4)

nz! (N—-n;—n,—nz)!

De manera analoga podriamos ubicar todas las particulas en todos los niveles de energia.
Finalmente, la probabilidad P de localizar las N particulas en los niveles disponibles a partir de

las ecuaciones anteriores esta dado por:

p=—2X o) Womma) = = NI [];— (A9.5)
;

- nl! (N—n1)| nz! (N—Tll—nz)! n3! (N—nl—nz—n3)! 77.1! nz! n3! .....

donde j varia sobre todos los niveles de energia posibles.

Para generalizar nuestro analisis a continuacion eliminaremos la restriccion de que todos los
niveles de energia tengan la misma probabilidad de ser ocupados y consideraremos que poseen
probabilidades intrinsecas diferentes que denominaremos g;. En una descripcion cuantica g;
sera la degeneracion del nivel dado que para algun nivel de energia aparecen desdoblamientos
que corresponden por ejemplo al spin. Si g; es la probabilidad intrinseca de encontrar una
particula en el nivel E; y g;n, sera la probabilidad intrinseca de encontrar n; particulas en E;.
Entonces la expresion de la probabilidad P dada por ecuacion (A.9.5) debe ser reescrita y esta
dada por:

p=Moltete_ r[l-“‘i'ni (A9.6)
nqilnylngl... n;!
Para hallar la configuracion mas probable debemos obtener la distribucién de n; que hace

maximos P, dado que este es proporcional a la probabilidad, o sea debemos imponer

dP =0 (A9.7)
ante variaciones dn;. Por otra parte, sera conveniente utilizar la formula de Stirling:
Innl=ninn—n (A9.8)

que es valida cuando el numero n es grande

Teniendo en cuenta que trabajamos con sistemas con muchas particulas (n; grande)

entonces:
mP=ImIN+nlng + nylng,+....—Inn! —nny!—.... =
=InN'+ Yinilng;— Yyn; Inng + Xy (A9.9)
O sea
InP=InN'+ N-Y;nln (Z—) (A9.10)

La condiciéon dP = 0 es equivalente ad(InP) =0
- _Y, n oy, Bl gy n =
d(InP) = - Y;in (gi) dn; — Lime 2~ dn; =~ 3 |in (gi) +1]dn =0 (A9.11)

Dado que dn; no son todos linealmente independientes ya que deben satisfacerse las

relaciones dadas por Ecs. (9.23) y (9.24) en las cuales el numero total de particulas N y la energia
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total del sistema de particulas U son constante entonces en la Ec. (A.9.11) no podemos anular
cada término. Se utiliza para resolver este tipo de problema el método de los multiplicadores de

Lagrange. De Ec. (9.23) resulta:

Yidn; =0 (A9.12)

y por lo tanto:

aY;dn; =0 (A9.13)
cualquiera sea a.
A su vez, de ecuacion (9.24) resulta:

YiE;dn; =0 (A9.14)
y por lo tanto:

BYiEidn; =0 (A9.15)

cualquiera sea .
Si sumamos las Ecs. (A.9.13), (A9.15) a Ec. (A9.11) y considerando Ec. (A9.12) resulta

% [tn (ﬁ)+a+ﬂ5i]dni =0 (A9.16)

Si a continuaciones consideramos que n, y n, son dependientes de los restantes (la eleccion
n, y n, es arbitraria) y los restantes n; son arbitrarios. Ahora, elegimos « y § de manera que

anulen los coeficientes de dn, y dn, en la ecuacion (A.9.16), resultando

m _
In (gl) +a+BE =0 (A9.17)
ny _
In (gz) +a+BE, =0 (A9.18)
la ecuacion (A.9.16) queda
Yies [ln (’;—) +a+pE ] dn; =0 (A9.19)

donde los dn; son linealmente independientes, luego
n; .
In (—) Ya+BE =0 i=34... (A9.20)
gi
Considerando la ecuacioén anterior y las expresiones (A.9.17) y (A.9.18) resulta:
In (Z—i) +a+ B E; =0 paratodoi (A9.21)
De aqui es posible despejar n; correspondiente a la configuraciéon mas probable:

n'; = ge~(@+BED (A9.22)

Luego considerando que el numero total de particulas N es constante podemos determinar el

valor de la constante a:
N=Yn;=e%Y,g;e PEi (A9.23)

de donde surge que:

283



— N
ea_

=5 (A9.24)

Si reemplazo la expresion (A9.24) en (A.9.23) resulta la distribuciéon de Maxwell Boltzmann

r _Ngi e PEi

=S (A9.25)

donde la suma se debe realizar sobre todos los niveles de energia posible. El parametro g =
% donde T es la temperatura absoluta y k es la constante de Boltzmann (k =1,38"-
107 %erg K™ = 8,62 - 1075 eVK™' y A (A = e~%) es una constante, entonces la distribucion para

una dada energia puede ser re-escrita como:

n'(E) = A g(E) e_% (A9.26)
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CAPITULO 10

Teoria de Bandas

Estructura peridédica de los soélidos

En los materiales sélidos, idealmente, los atomos ocupan posiciones fijas en el espacio, a
diferencia de los liquidos o los gases en los cuales los atomos se pueden mover. En los
denominados solidos cristalinos, estas posiciones atdmicas, ademas, forman estructuras que se
llaman periddicas. Una estructura es periodica cuando partiendo de un volumen lo mas pequefio
posible, con alguna forma, al trasladarlo en el espacio repetidamente siguiendo la direccion de
tres vectores no coplanares se puede llenar todo el espacio, sin huecos ni superposiciones, como
se muestra en la Fig. 10.1 para el caso de dos dimensiones. Entonces, el arreglo de atomos que
caben dentro de ese volumen inicial, que se llama celda unidad, se repite en forma infinita
siguiendo esas tres direcciones que llamaremos vectores a, by ¢, y a cuyos modulos llamaremos
constantes de red. La periodicidad de la red implica a su vez, periodicidad en cualquier magnitud
fisica, ya que, al desplazarse, por ejemplo, de una celda unidad a otra vecina, si nos paramos
por ejemplo en algun atomo (aunque vale para cualquier punto de la celda), este atomo tendra
exactamente el mismo entorno de atomos vecinos, en distancia y direccion, por lo tanto, sera

fisicamente equivalente a ese mismo atomo en cualquier otra celda.

Figura 10.1
I celda unidad

Nota. Arreglo peridédico de dtomos en dos dimensiones, donde se muestran las constantes de
red a y b, junto con la celda unidad. Trasladando la celda unidad se llena todo el espacio sin

superposiciones

Esta situacion se ejemplifica en la Fig. 10.2 para el caso de una red bidimensional. En el caso

mas general de una red en tres dimensiones, llamando r a la posicién de un punto cualquiera
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dentro de una celda unidad, al desplazarse desde este punto en una direccion R = n1 a+ n2b+
ns; ¢ llegaremos a un punto equivalente dentro de otra celda unidad, desplazada n1 #zveces en
la direccién de a, n2 veces en la direccion de b y ns veces en la direccion de ¢, donde n1, nz2 y n3
son numeros enteros. De esta forma entonces, cualquier magnitud fisica U(r) debe cumplir:
U(r+R) = U(r) (10.1)
En particular, el potencial eléctrico generado por los nucleos atémicos de carga positiva tendra
la periodicidad de la red conforme a la Ec. (10.1). Notemos que la escala de la periodicidad sera
del tamafio de la celda unidad (en cada direccion, las magnitudes de a, by ¢), y para la gran
mayoria de los materiales, este tamafio es del orden de los pocos angstroms (recordemos: 1 A
= 0.1 nm=10"%m). Asi, a escalas tan pequefas, resulta esencial el uso de la mecanica cuantica
para analizar el efecto de la periodicidad del potencial eléctrico sobre los electrones y sus niveles

de energia.
Figura 10.2

Q ® O ..................
A4 A E[;Ji\:.;llst'e%rt‘es ‘—]—

—&— 0 o o

Nota. Equivalencia entre los puntos r y r’ separados por un vector R construido como una

combinacion lineal de los vectores a y b con niUmeros enteros n1= 2y n2= 1.

Hay que remarcar que la periodicidad perfecta es una idealizacion. Los materiales solidos
cristalinos nunca son absolutamente puros, y en los alrededores de los atomos distintos, las
llamadas impurezas, el entorno no es igual y la periodicidad se rompe. Ademas, siempre hay una
baja probabilidad (que depende de la temperatura) de encontrar sitios con atomos ausentes
(vacancias), o atomos desplazados de su lugar (intersticiales, se los considera también una
impureza). Finalmente, los atomos tampoco estan quietos, ni siquiera a la temperatura de 0 K
(por el principio de incertidumbre de Heisenberg, si supiéramos que un atomo lo esta, no se
sabria dondecual es su cantidad de movimiento). A temperatura finita los nucleos pueden oscilar
alrededor de su posicion de equilibrio (la agitacion térmica es radicalmente diferente en los

soélidos, en comparacion con liquidos y gases). La amplitud de estas oscilaciones es pequefia
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pero creciente con la temperatura, de manera tal que en determinado momento este movimiento
puede llegar a romper la estructura produciendo una transformaciéon de fase. Todas estas
caracteristicas son de enorme trascendencia en los materiales y dan lugar a fenomenos muy
importantes. Sin embargo, por la complejidad de su tratamiento matematico, es conveniente

estudiarlas como pequefias perturbaciones sobre un material periédico perfecto.

Modelo de Kronig-Penney

En capitulos anteriores se estudiaron dos situaciones en las que, la accion de confinar un
electron en un potencial eléctrico a una region delimitada del espacio conlleva a uno de los
resultados mas destacados de la Mecanica Cuantica: cuando se confina (o localiza), en este
caso un electron, se pierde la libertad de asignarle la energia inicial libremente, como si
podriamos hacerlo en un sistema clasico, donde podemos fijar la energia mecanica con entera
libertad. En estos ultimos, las condiciones iniciales son libremente elegidas entre numeros reales
continuos, mientras que, en los sistemas regidos por la mecanica cuantica, solo ciertos valores
discretos son posibles. Asi, se estudié el caso del pozo de potencial (infinito y finito), y también
el atomo hidrogenoide, casos en los que se vio como aparece naturalmente esta discretizacion
en los valores posibles de la energia. ¢ Qué pasara con la energia cuando el potencial no es un
Unico pozo, sino un arreglo periddico de pozos? ¢Esta el electron confinado cuando estéa en un
potencial periédico, o no? En la Fig. 10.3 podemos ver un caso simplificado de un potencial
periédico en una sola dimension. Imaginemos una cadena lineal infinita de atomos situados en

%, %+ a, %+ 2a, etc. (red periodica unidimensional con constante de red a), y lo mismo en la

direccién negativa. Los potenciales de Coulomb divergen asintéticamente en esas coordenadas
donde estan situados los nucleos. Si depositamos un electron en uno de estos pozos, con
energia negativa (ver Fig. 10.3), no podemos decir a priori que el electrén estd completamente
confinado como en un pozo de potencial de paredes infinitas o en un atomo unico de hidrégeno.
El electron puede pasar por efecto tunel, dependiendo del espesor de la barrera (la distancia a)
y la altura (la diferencia entre su energia y la del maximo del potencial). Asi, dado que no esta
completamente confinado, podriamos en principio esperar que el resultado para los niveles de
energia sea una combinacién entre la discretizacion, y el continuo, dependiendo del grado de
confinamiento: que el efecto de la discretizacion sea mayor en los electrones que tienen menos
chance de atravesar la barrera (estarian mejor confinados los que tienen niveles de energia mas
profundos) que los que estan sometidos a una barrera menor (los que tengan energias negativas
mas cercanas al maximo del potencial estardn menos confinados). Veremos que, efectivamente
esto es lo que ocurre, con la aparicién de bandas de energia 'y su espesor relativo.

Para dar un tratamiento matematico mas simple que el que requeriria la situacion real, de
forma tal de obtener resultados cualitativos, en la parte de arriba de la Fig. 10.3 se muestra una
primera aproximacioén al potencial real, simulandolo como un conjunto periddico de pozos de

potencial rectangulares finitos. Si bien los resultados solo serdn aproximados, el uso de este
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potencial tiene dos ventajas: a) la ecuacion de Schrédinger ya la hemos resuelto en un pozo de
potencial y b) el efecto del confinamiento parcial al que haciamos referencia esta bien presente
también con esta aproximacién. No olvidemos que el problema real es mucho mas complejo, no
solo por la forma del perfil del potencial de Coulomb generado por los nucleos positivos, que aqui
simplemente se han reemplazado por paredes verticales, sino que fundamentalmente el
problema de los electrones en un sélido es lo que se llama en fisica: “un problema de muchos
cuerpos”: un electron no solamente se ve relativamente confinado por el potencial atractivo de
los nucleos en posiciones fijas, sino que también existen otros términos de potencial eléctrico
repulsivos, dados por las interacciones electron-electron con todos los otros electrones que
conforman el soélido. No es posible fabricar un sistema con un potencial periédico con un solo
electron. Mas bien se genera un potencial periédico acercando o mezclando
estequiométricamente los compuestos quimicos hasta conformar un sélido, y en cada uno de
ellos ya estan presentes los electrones correspondientes para que cada uno de los atomos sea
neutro. Por ende, experimentalmente los demas electrones siempre estan, y su influencia no es
despreciable. Si bien la combinacion de ambos términos, el atractivo y el repulsivo, también
pueden tratarse con un “potencial efectivo” periédico U’'(r), la seleccién de cual es el mejor
potencial para describir esta situacioén es por demas compleja, y requeriria estudios mucho mas
profundos.

Para simplificar los céalculos entonces, analicemos un electrén en un potencial unidimensional

periddico como el de la Fig. 10.4:

Figura 10.3

Potencial

_a/z a/Z

Nota. Potencial periddico unidimensional producido por una cadena infinita de atomos
localizados a una distancia “a”. . Parte inferior: el potencial de Coulomb producido por los nucleos
atéomicos. Parte superior: Simplificacién del anterior como un arreglo periédico de pozos de

potencial tipo escalon.
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Figura 10.4

Potencial

Vo

Energia del electrén I I I | I I

Poskcidn

Nota. Potencial periédico unidimensional tipo arreglo de barreras de altura V, que simula una
cadena de atomos: las regiones marcadas como | corresponden a los sitios ocupados por los

iones positivos de los nucleos, y las regiones marcadas como Il el espacio intersticial.

En él se pueden observar dos regiones: La region | es el espacio donde estan los iones y
tiene longitud a, y la region Il el lugar entre los iones de largo b. La constante de red [ satisface:
l = a + b. En este arreglo periddico de pozos con energia potencial de altura V, el electrén debe

satisfacer la ecuacion de Schrodinger:

2 q2

h
—-_ V =F
S+ V(Y = By
Enlaregion I, V(x) = 0, mientras que en la regién Il, V(x) = V,, quedando:
d? 2m .
alp+h—2(E)1p—0 region |
d? 2 L
E¢+h—T(E—VO)¢ =0 regiénll

Estas ecuaciones ya las resolvimos en capitulos anteriores, quedando como soluciones:

2m15)1/2

— iax —iax —
Y, = Ae'** + Be con a—(hz

2m(V0—E))1/2

Yy =CeP*+De P*  con B= ( o2

Los coeficientes A, B, C y D se determinan a partir de condiciones de continuidad en las fronteras

de las regiones para la funcion y su derivada (1;(0) = ;(0), ¥;(a) = ¥y (a),p” ,(0) =

Y 0,9 (@ =19 (), junto con la condicién de normalizacion nos queda:

A+B=C+D (10.2)
ia(A - B) = B(C — D) (10.3)
f_ P =1

Sin embargo, estas son solo soluciones para las regiones | y Il, mientras que lo que buscamos
son las soluciones para toda la red peridédica. Con el fin de encontrar la solucion general,

recurrimos al Teorema de Bloch, del cual solo enunciaremos el caso unidimensional:
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La funcidon de onda vy solucién de la ecuacion de Schrédinger de una particula en una red
periddica e infinita cuyo potencial satisface U(F + ﬁ) = U(#) con R = nl puede escribirse como

el producto de dos funciones:

P (x) = e (x)e

donde u, (x) tiene la misma periodicidad que el potencial: u; (x + nl) = u;, (x)

Utilizando este teorema, surge inmediatamente que:

Yr(x + 1) = Py (x)e™

Es decir, la funcion de onda en la celda vecina x + [ es igual a aquella en x, pero multiplicada
por un nimero complejo de médulo uno que solo produce un cambio de fase: e’*!. Efectivamente,
cuando dijimos que en un potencial periédico todas las magnitudes fisicas deberian tener el
mismo periodo que el potencial, eso excluye a la funcién de onda Y (x) ya que ésta no es un
observable, por lo tanto, no es una magnitud fisica. En cambio, su médulo cuadrado si es

observable, y se cumple:

P (4 DY + D = P o= (e yp (0)e™ = % (O (x)

con la cual, el médulo cuadrado de la funcion de onda si tiene la misma periodicidad que la
red.
Vamos entonces a utilizar el Teorema de Bloch, notando que (ver Fig. 10.4) el punto x = —b
esta a una distancia [ del punto x = a:
wl,k(_b) = ¢11,k(_b)
por continuidad y:
Y (=b) =Py (a)e'™

por Teorema de Bloch, entonces:
Ae~i  Belb = (Ceha + De=Fa) gkl
Igualmente, para la continuidad de las derivadas y usando el teorema de Bloch:
—ia(Ae~i@b — Belab) = ﬁ(Ceﬁa _ De‘ﬁa)e”‘l

En resumen, se tiene el siguiente conjunto de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas.Para que
el sistema tenga una solucion no trivial, su determinante debe ser nulo. Realizando los célculos
del determinante de la matriz de 4x4 e igualando a cero, luego de reacomodar queda:

BZ_aZ

2ap

cos(kl) = sen(aa)senh(Bb) + cos(aa) cosh(Bb) (10.4)

con

o 1/2
2moE) E)) (10.5)

_ (2MEyq1/2 —
a= GV y ="
Al ser el miembro izquierdo de la Ec. (10.4) un coseno, las unicas soluciones posibles seran

las hagan que el miembro derecho esté entre -1y 1. Podriamos rescribir la Ec. (10.4) en términos
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de la Ec. (10.5) para ver en forma explicita la dependencia con la energia. Sustituyendo y

simplificando queda:
1 1

1% 2mE\2 2m(Vo—E)\2
cos(kl) = —=—5sen(a senh(b|[————)" +
(E(VO_E))§ ( 2 ) ( 2 )

cosh <b (W)a cos <a (Z;ZE)%> = F(E)

Luego, esta funcion F(E) podemos graficarla en funcién de E, y observar en qué regiones

queda acotada —1 < F(E) < 1. Para ello debemos darle valores a V,, a y b, los cuales
dependeran del problema en cada caso. Sin embargo, mas alla de los valores elegidos, se
obtendran graficos del tipo de la Fig. 10.5. Como puede observarse, la grafica de F(E) tiene
regiones marcadas en color verde en donde satisface —1 < F(E) < 1, para un continuo de
valores de energia E, pero dentro de un cierto rango. Por ejemplo, entre E1 y Ez, entre E3 y Ea,
etc. Esas regiones de energia es lo que se llaman en forma abreviada “bandas”, en realidad,
“bandas permitidas”, mientras que en las regiones donde F(E) < —1 o F(E) > 1, no hay valores
de E que satisfagan la ecuacion anterior, como por ejemplo la region entre Ez y Es. Esas regiones
se llaman “bandas prohibidas”, en color amarillo. Aparece entonces el efecto del que hablamos
al principio de esta seccion: el electron en un arreglo de pozos de potencial periddico no esta ni
libre ni confinado. Esta en una situacion intermedia, y su grado de confinamiento dependera de
la altura de la barrera y de su espesor (en este tratamiento V, y b respectivamente). Asi, su
espectro de energias no es continuo ni discreto. Forma bandas de valores continuos permitidos,
jseparadas en forma discreta! En la Fig. 10.5 puede verse también, que los niveles de energias
menores (electron con un nivel de energia menor, menos probable que pueda escapar por efecto
tunel, por ende, mayor grado de confinamiento) tienen bandas cuyo espesor es menor, es decir,
se parecen mas al caso discreto. Lo contrario ocurre para los electrones con energias mas altas,
mas cercanas al valor de la barrera V,. Estos tienen un grado de confinamiento menor, ya que
tienen mayor probabilidad de hacer tunel en la barrera y pasar a la celda vecina. Sus bandas
tienen un espesor mucho mayor, pareciéndose mas al caso de niveles continuos de energia. Al
espesor de las bandas, se lo llama “dispersion”.

A partir de la Fig. 10.5 se puede generar una grafica de la energia E del electron en funcién
del nimero de onda k. El gréfico esta superpuesto con una parabola (linea a trazos) que

o . , . h2k?
corresponde al caso de un electrdn libre, ya para él la energia es simplemente: ¢ = e Los

niveles de energia para el electron en el potencial periddico (linea llena) se aplanan cuando k se
acerca por izquierda o por derecha a ng con n entero. Y en esos puntos se presentan
discontinuidades en la funcién. El intervalo comprendido en la discontinuidad son las “bandas

prohibidas”. En la seccién siguiente analizaremos el efecto de estos aplanamientos en el

comportamiento inercial del electron.
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Figura 10.5

———=Banda permitida
————Banda prohibida

Nota. Grafica de la funcién F(E) donde se marca en verde las regiones “permitidas” donde se
cumple —1 < F(E) < 1,y las regiones “prohibidas” en las que o bien F(E) > 1 o bien F(E) < —1.

Figura 10.6

E/VO A
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S
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Nota. Valores de E/V, en funciéon de k. La linea de puntos muestra los niveles continuos
(parabola) de un electrén libre, mientras que la linea continua presenta discontinuidades o saltos,

correspondientes a las bandas prohibidas.

Masa efectiva

¢ Como se mueve un electrén perteneciente a una red periddica cuando es sometido a una

fuerza eléctrica, dada por un campo eléctrico externo E? Conforme a la segunda ley de Newton,
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la fuerza aplicada por el campo sobre el electrén debe igualar al cambio en el tiempo en su
cantidad de movimiento:

F =qE = d_p
dt

Veamos coémo aplicar esta ecuacion dentro del campo de la mecanica cuantica.
Consideremos primeramente un electrén libre. De acuerdo con el principio de Heisenberg, si
conociéramos su velocidad con precision, no podriamos tener idea de donde esta. Es por ello
por lo que describimos al electron como un “paquete de ondas”, lo que lo localiza en forma
aproximada, al mismo tiempo de que perdemos un poco de informacion de su velocidad. Para
formar un tal paquete, y que la extensién espacial no sea infinita, hace falta combinar ondas con
un rango de velocidades, conforme a lo que hemos aprendido con las Transformaciones de
Fourier. Esta cuestién fue abordada en el capitulo “Propiedades ondulatorias de la materia”. Asi,

cuando tratamos a un electrén, no hablamos de su velocidad (la cual no esta bien determinada),
. . d . . ,
sino de su velocidad de grupo: v, = d—‘,:. Recordando que, para un electron libre, su energia toma

el valor:

h2k?
= =h
€ m w

. . d hk . T ..
Asi, la velocidad de grupo es: v, = a_(: =2—= %. Noétese la similitud de esta ecuacion con la

definicion clasica de cantidad de movimiento p = mv.
Ahora, consideremos un electrén de carga q en una red periédica unidimensional cuya
energia es €(k) y sometido a un campo eléctrico externo E. El cambio en la cantidad de

movimiento p = hk del electron respecto al tiempo t es:
ap _ p 3k

w = h = qE (10.6)
Pero ¢ = hw, entonces: de = hdw = hv,dk = v, = % Z—i

Derivando ambos miembros:

dvg 1 d?¢ _ 1 d%edk

dt h dtdk  h d2?k dt
Ahora usando la Ec. 10.6:
avg _ 1 dlede _ 1 de
dt h d2k dt  h% d2k
Y si pensamos en la 2° Ley de Newton, la ecuacién anterior puede escribirse en funcién de la
“masa efectiva” m* del electrén como:
dvy .1 d%
E = qE/m = ﬁ ﬁ qE
Por lo que definimos la masa efectiva:
hz 1 1 d?%
S d% O W TR &k
d?k
Nétese, que la masa efectiva es una constante dividida por la curvatura de ¢. En la Fig. 10.7

*

m

se muestra en forma ampliada la primera discontinuidad de €/V,. En el centro de la figura, para
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k = 0, ¢(k) es aproximadamente igual a la curva del electrén libre, es decir, tiene forma
parabodlica. De este modo m*~ my el electron responde al campo externo E esencialmente como
si estuviese libre y como una particula clasica. Sin embargo, la curvatura de ¢ cambia de signo
cuando nos alejamos de k = 0 y nos acercamos a los bordes de la discontinuidad con k = +7/a,
lo que provoca cambios drasticos en m* y por ende en su respuesta al campo externo E. En
efecto, como 272;8( se hace cero, y luego negativa a medida que vamos de k=0 a los extremos k =
t+7/a. Es decir, cuando 1/m* se hace cero, la fuerza aplicada qE no producira ninguna
aceleracion en el electréon. Y cuando %< 0 = m* <0, jla fuerza aplicada producira una

aceleracion en direccion opuesta comparada con la que experimentaria si el electron fuese libre!

Figura 10.7

Nota. Ampliacion de la Figura 10.6 en su zona central y su primera discontinuidad. Las flechas

indican las zonas donde m*~ m, donde la curvatura se anula haciendo 1/m* = 0y la zona donde

es concava hacia abajo: 1/m* <0.

Enlaces quimicos y comportamiento electrénico

Los materiales solidos estan formados por atomos que en general son multielectronicos. De
todos los electrones de cada atomo, sélo unos pocos participan de la interacciéon con los atomos
circundantes, lo que se conoce como la quimica del compuesto. Solo lo hacen los que estan
ocupados con los numeros cuanticos mas altos para el atomo, es decir, los de mayor energia.
Esos electrones son los que forman bandas con un espesor apreciable, y resultan también los
de mayor extension espacial en su funcion de onda. Se los llama electrones de valencia. Los
otros, lo de menor energia estdan muy fuertemente ligados al nucleo, su extension orbital es
mucho mas pequefa, y al estar tan lejos en energia del maximo de la barrera del potencial
periédico, sus bandas son tan estrechas que se las puede considerar como niveles discretos

atomicos. Se los llama electrones de “core” (corazén) o de carozo, y practicamente no tienen
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mayor injerencia en la quimica del compuesto que formen. También, especialmente en los
elementos de la tabla periddica llamados “metales de transicion”, existen electrones en una
situacion intermedia entre valencia y core, y se los llama electrones de semi-core, y en general
se corresponden con el llenado parcial del nimero cuantico orbital d o “capa d”. También se
encuentran en esta situacién los elementos de la tabla peridédica denominados “tierras raras” ,
ademas de los electrones que llenan parcialmente la capa d, los electrones provenientes del
llenado parcial o incompleto del niumero cuantico orbital fo “capa 7.

El comportamiento quimico de los electrones de valencia no esta signado exclusivamente por
el tipo de atomo al que pertenece. Depende también de cuales atomos estan en su alrededor,
de la distancia a ellos, y de qué enlaces quimicos formen también los atomos vecinos con sus
propios vecinos. Entre la variedad de comportamientos diferentes podriamos clasificar
mayormente tres grupos, aunque esta clasificacion no es absoluta ya que en general tendremos
situaciones intermedias:

1- Enlaces “covalentes”: se llama asi cuando la densidad de carga del electron esta

distribuida en el espacio abarcando el propio atomo y un atomo vecino. Estos enlaces ocurren

mayormente cuando el atomo y su vecino tienen niveles de ocupacion similares en sus ultimas
capas, y por supuesto cuando el atomo vecino es de la misma especie. Ejemplos tipicos son
el Siz, CO2, H20. Se dice comunmente que el electron “se comparte”. La distribuciéon de carga
de un electron compartido puede ser simétrica o asimétrica, dando lugar en este ultimo caso

a un momento dipolar eléctrico.

enlace covalente no polar enlace covalente polar

2-  Enlaces “ionicos”: Se llama asi cuando la densidad de carga de un electron deja de estar
centrada en el atomo de origen, y pasa a estarlo en un atomo vecino. Este tipo de enlaces
suele darse al combinar elementos con muy diferente nivel de ocupacion electronica de las
ultimas capas, por ejemplo, uno que tenga uno o dos electrones en la ultima capa (alcalinos,
alcalinotérreos) con uno que le falte uno o dos electrones para completarla (halégenos,
anfigenos). Dado que lo atomos son neutros, esta distribucion de carga da lugar a un
momento dipolar eléctrico que puede tener un rol fundamental en el comportamiento y en el
ordenamiento del compuesto. Ejemplo de compuestos con este tipo de enlace son el NaCl,
MgO, LiF.

3- Enlace “metalico”: es una situacion muy frecuente en la naturaleza, en la cual, uno o mas
electrones de un atomo se encuentran muy débilmente ligados, y pueden transitar a estados
no ocupados de atomos vecinos sin barreras de potencial, de manera tal que la presencia de

un minimo campo eléctrico externo genera un inmediato desplazamiento continuo de
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electrones que fluyen en la direccion opuesta al campo. Asi, se los suele modelizar como un
“gas de electrones”, que no interactua con la red periddica de iones positivos, estado en que
dejan a sus atomos originales. Ejemplo de ello son el sodio (Na), el cobre (Cu), el hierro (Fe),
etc. Notese que el Na en estado natural, donde tiene también vecinos Na, forma enlaces

metalicos, mientras que, con vecinos Cl forma enlaces iénicos y es un aislante.

Posicion y dispersion de las bandas y su relacion con el

comportamiento eléctrico

Para estudiar la relacién entre el comportamiento eléctrico de un material con su estructura
de bandas, imaginemos poder realizar el siguiente experimento hipotético: se tiene un
contenedor con algun método de extraccion de calor que en su interior contiene atomos de
carbono (C) en estado gaseoso a baja densidad. Este contenedor tiene un émbolo que permitiria
idealmente ir comprimiendo el gas y aumentar su densidad, de manera tal de forzarlo a hacer
una transicion de fase, hasta que se licue. Imaginemos mas, que podemos seguir presionando
de manera tal de seguir aumentando la densidad, es decir, seguir disminuyendo la distancia
interatdmica entre los atomos de C. Luego, al enfriar y seguir aumentando la densidad lo atomos
se ordenan y pasan al estado sdlido formando una red periédica. Aun asi, seguimos presionando
de manera tal de seguir disminuyendo la distancia C-C. En la realidad, si en vez de usar un
émbolo que ejerce la fuerza en una sola direccién, usaramos presion hidrostatica, que comprime
en todas las direcciones, veriamos que el carbono en estado sélido también hace una transicion
entre dos fases sdlidas diferentes: primero en fase grafito, y luego en fase diamante. Mas alla de
estos detalles experimentales, veamos como irian cambiando los niveles electrénicos de los

carbonos cuando cambia la distancia C-C si seguimos la linea marcada en la Fig. 10.8.

Figura 10.8
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Nota. Diagrama de fases del C en funcién de la temperatura y la presion.

Recordemos primero la configuracion electronica del C: 1s? 2s? 2p?. En la fase gaseosa a baja

densidad, la separacion entre los atomos es grande, mucho mayor que el tamario del atomo, con
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lo que los niveles electrénicos se corresponden con los del atomo libre. Esto es lo que se ha
observado en los espectros de emision y absorcién comentado en capitulos anteriores, y fue lo
que llevo a N. Bohr a cuantificar la cantidad de movimiento angular. Ya cuando la densidad es
alta, y en particular en el estado liquido, la distancia C-C es del orden de la distancia en fase
solida. Pero, los atomos aun pueden moverse. No forman enlace, y su movilidad impide contar
con un potencial periédico. Como durante el proceso se va enfriando, al quitarle energia cinética
los atomos pierden movilidad y comienzan a ordenarse. Se empieza a formar un potencial
periddico, y la distancia C-C va disminuyendo. En esta situacién, el potencial periédico no
aumenta la altura de la barrera, sino que va disminuyendo el ancho de la barrera, dado
principalmente por la distancia entre los ndcleos atémicos. Consecuentemente, los niveles
electronicos discretos se empiezan a transformar en bandas de energia permitidas, cuya
dispersion va aumentando a medida que la probabilidad de atravesar la barrera aumenta porque
la barrera es mas angosta. Estas bandas en realidad no son completamente continuas, ya que
en la practica no contamos con una red periddica infinita, sino que nuestro compuesto esta
formado por un niumero enorme de atomos, digamos, del orden de 1 mol, que es del orden de
102% atomos. Esto hace que las bandas no sean estrictamente continuas, sino que los niveles
atomicos discretos se convierten en 10% subniveles que conforman la banda, los cuales para
todo fin practico puede considerarse como continuo. Ahora bien, como se ve en la Fig. 10.9, no
todas las bandas son iguales. Esto es asi, porque las bandas originadas en los electrones 1s y
2s estan llenas: tienen todos los electrones que ocupaban los niveles discretos en el gas.
Mientras que la banda originada en el nivel 2p no esta llena, ya que tampoco estaba completo el
nivel 2p en cada uno de los atomos en la fase gaseosa. Es decir, hay mas subniveles que
electrones. §Como se llenaran esos niveles? Se llenan de abajo hacia arriba. La naturaleza
siempre opta por el estado de menor energia posible. Ese estado es el que llamamos estado
estacionario, y es el que ocurre a temperatura de 0 K. Los electrones, al ser fermiones, y tener
la posibilidad de ubicarse en distintos niveles, lo haran de manera tal de ocupar los de menor
energia posible, respetando su caracter fermionico, es decir, sélo un electrén en cada nivel de
energia-espin. Asi, se irdn ocupando los sub-niveles de la banda 2p de abajo hacia arriba en la
escala de energia, dejando a partir de un valor en mas, todos los niveles vacios. Al valor de la
energia del ultimo estado ocupado, cuando el sistema esta a una temperatura de 0 K, se lo llama
“Nivel de Fermi”, en honor al gran fisico romano que recibié el Premio Nobel de Fisica en 1938.
A temperaturas finitas, el nivel de Fermi se redefinira en otra posicion. En lo que sigue nos

referiremos siempre a T= 0 K.
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Figura 10.9
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Nota. Ensanchamiento y desplazamiento de las bandas del C atdmico en funcién de la distancia

interatdmica C-C.

Recordemos que los electrones estan ligados al nucleo, por lo tanto, su energia total es
negativa (la energia potencial electrostatica atractiva es negativa, y en médulo es mayor que su
energia cinética). Asi que, menor energia significa un nUmero mas grande con signo negativo.
En lo que se ha venido trabajando hasta ahora el cero de energia generalmente se lo ubicaba
en el cero de energia potencial. Asi, un electrén con energia positiva es seguro que no esta
ligado y puede desplazarse. Sin embargo, en fisica del estado sdélido es conveniente utilizar el
valor de energia cero en otro lugar, ya que siempre hablamos de “diferencias de energia”, lo que
nos permite situar el cero arbitrariamente. Normalmente, se pone el cero en el valor
correspondiente al nivel de Fermi.

En la Fig. 10.9 se pueden ver dos situaciones diferentes: para el grafito, las bandas al
ensancharse se cruzan y superponen. Como la banda superior esta incompleta, el nivel de Fermi
queda en algun lugar dentro de esta banda. Asi, un electron ocupando un estado dentro de la
banda puede encontrar un nivel desocupado en el sitio vecino, con un nivel de energia similar,
por lo que no necesita energia extra para ocuparlo. Por ende, puede desplazarse sin vencer
ninguna barrera. Esto hace que los materiales cuyo nivel de Fermi cae dentro de una banda
permitida, sean eléctricamente conductores. Asi, el grafito es un buen conductor eléctrico. En
cambio, en el diamante, las bandas se separaron, y la inferior estd completamente llena. El nivel
de Fermi esta en el borde superior de esa banda. Un electron con una dada energia dentro de
esa banda no tiene sitios desocupados con la misma energia. La de arriba estd completamente
desocupada, entonces, para pasar a ocupar un nivel correspondiente a una localizacion
diferente, debe superar la barrera de energia dada por la diferencia entre la energia que tiene, y
la del primer nivel desocupado de la siguiente banda superior. Esto produce que estos electrones
no tengan movilidad, a menos que algun agente externo le entregue la energia necesaria para
pasar a un nivel desocupado de energia mayor. Por eso, los materiales como el diamante, en los
que una banda esta completamente llena, y la siguiente vacia, son malos conductores eléctricos.
A la banda llena se la llama “panda de valencia”, y a las siguientes vacias “bandas de

conduccion”. A la distancia entre el nivel de Fermi (a 0 K) y el minimo de la banda de conduccion
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(MBC) se lo llama “banda prohibida” (comunmente también se emplea el vocablo anglosajon
gap).

Las caracteristicas eléctricas de un material y su aplicabilidad dependen fuertemente de qué
tan grande es el espesor de la banda prohibida (o que tan grande es el gap). En base a ello se
clasifican los materiales no-conductores. Si bien no existen limites muy estrechamente
establecidos, se dice que cuando un material tiene un gap mayor a 5 eV, se lo considera un
aislante, mientras que, para valores menores, se lo clasifica como semiconductor. En la Fig.
10.10 las bandas estan representadas por rectangulos, cuya altura representa el espesor
(dispersion) de la banda, y Eg simboliza la banda prohibida. Para generar una corriente eléctrica,
el campo eléctrico aplicado debe aportar la energia necesaria para que un electron de la banda
de valencia pueda “excitarse” ganando energia y pasando a la banda de conduccion, que es la
que tiene sitios vacios. Para bandas prohibidas mayores que 5 eV, el campo eléctrico aplicado
deberia ser enorme, con diferencias de potenciales de decenas de miles de voltios, con todos
los inconvenientes que ellos implica, para ser capaz de producir corrientes eléctricas no
despreciables. A tensiones ordinarias, estos materiales practicamente no producen ninguna
corriente, y de ahi su nombre. Sus resistividades son mayores que 100 MQ/cm. Para los
semiconductores en cambio, dependiendo del gap, pueden llegar a generarse corrientes

mensurables no sélo por la aplicacion de campos grandes, sino también por excitacién térmica.

Figura 10.10

Banda de Banda de Banda de

conduccion conduccion GG
IEQ I E,

Banda de Banda de Banda de
valencia valencia yalencia

Aislante Semiconductor Conductor

Eg=5-1 OeV Eg=0,5-ZeV No hay Eg

Nota. Clasificacion de los materiales segun su comportamiento eléctrico, el cual depende del

espesor o inexistencia del gap.

Resumen final

En este capitulo hemos abordado algunas cuestiones muy importantes en las teorias y
propiedades eléctricas de los materiales sélidos. Estos se presentan en la naturaleza como
cristales periddicos, o en algunos casos, como materiales policristalinos, que es un conjunto de
cristales pequefnos con diferentes orientaciones. En ambos casos, para un punto del material
lejos de la superficie del cristal, las propiedades se corresponden en una muy buena

aproximacion a las de un arreglo periddico de atomos, por lo tanto, también los electrones estan
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sumergidos en un potencial eléctrico periddico. Estos electrones de los atomos constituyentes
del sdlido son los que signaran las propiedades quimicas y eléctricas del material. El
comportamiento de un electron en un potencial de esas caracteristicas, en particular, sus niveles
de energia presentan caracteristicas muy diferentes de las estudiadas hasta ahora en sistemas
cuanticos. Los electrones presentan niveles de energias cuasi-continuos por intervalos,
formando asi las “bandas permitidas”, que son continuas, pero estan “discretamente separadas”.
Las caracteristicas de estas bandas y su grado de llenado se relacionan en forma directa con el

comportamiento eléctrico del material, a saber, metalico, aislante o semiconductor.

Problemas resueltos

Problema 1: En el modelo de Kronig-Penney demostrar que la probabilidad de encontrar al
electron en algun punto x dentro del primer pozo (0 < x < a) es igual a la probabilidad de

encontrarlo en el n-ésimo pozo, en el punto x,, = x +nL

Solucién: hallaremos la densidad de probabilidad 1 (x)*(x) utilizando el Teorema de Bloch,
que establece que la funcién de onda de cada electrén es el producto entre la funcion de onda
de particula libre y una funcion periddica u(x) con igual periodo que el potencial: 1 (x) = u(x)e¥*
conu(x + L) =u(x)

Entonces:

YOY*(x) = u(x)eik"[u(x)eik"]* = u(x)e ™ u*(x)e ** = u(x)u*(x)

Por otro lado:

Y(x + LY (x + L) = ulx + L)e***D[u(x + L)eik(x“)]* =
=u(x + L)e*&+Dy*(x + L)e " &) = y(x + L)u*(x + L) = u(x)u*(x)
Por lo tanto:

Yx+ DY (x + L) = Y0y (x)

Problema 2: El modelo de electrones libres para los metales supone que esos electrones
estan totalmente libres dentro del material, que no interactian en absoluto con los iones ni entre
si, pero que en las superficies hay barreras infinitas de potencial. Las funciones de onda y los
niveles de energia son versiones tridimensionales de las de una particula en una caja, Suponga
que la caja es un cubo de longitud L y que el potencial es nulo dentro de la caja y tiende a infinito
fuera de ella. Esto es:

V(ix,y,z)y=0para0 <x<L;0<y<L[;0<z<L

V(x,y,z) >opara0=>x=>2L;0=2y>L;0=>z>L
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Indique cual de las siguientes funciones pueden ser una funcién de onda valida justificando
la respuesta (verifique que cumplen con la ecuacion de Schrédinger y con las condiciones de
borde):

0 ) = dsen (552 e (522) n ()

) = s (522 e (222) o ()

L

donde (n,,n,,n;) es un conjunto de tres numeros enteros cuanticos positivos que identifican
el estado.

Solucién: Tenemos un electron libre, confinado en un cubo de longitud L, con el potencial
nulo dentro de la caja e infinito fuera de ella:

Vix,y,z)=0para0 <x<L;0<y<L;0<z<L
V(x,y,z) >copara0=2x=>L;0=2y=>L;0=2z=>1L
La ecuacion de Schrodinger dentro de la caja, donde V(x) = 0 es:

h* [d*Y(x,y,z) d*P(x,y,z) d*P(x,y,z)
2m a2 T dy? A = Eyny2)

Para analizar si ¥(x,y,z) es una funcién de onda valida, tendremos que verificar que es
solucion de la ecuacion de Schrodinger y que cumple con las condiciones de borde. Para verificar
si cumple con la ecuacion de Schrodinger, derivamos la funcién propuesta y la reemplazamos

en la ecuacion de Schrédinger, en tres dimensiones.
Para analizar si cumple con las condiciones de borde, como sabemos que la funcién de onda
debe anularse en todos los bordes, habra que verificar que se cumple:
En las 6 caras:
P(0,y,z2) =0 0<z<L 0<y<L
P(x,0,z)=0 0<x<L 0<z<L
Y(x,y,00=0 0<x<L 0<y<L
Y(L,y,z)=0 0<z<L 0<y<lLl
Y(x,L,z)=0 0<x<L 0<z<L
Yy, L)=0 0<x<L 0<y<lL
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En las 12 aristas:

Y en los 8 vértices:

0 o) = s (52 n () n ()

Ny T

conk, =

v ky

Las respectivas derivadas seran:

oY,

—— = Ak, cos(kyx) sen(kyy) sen(k,z)

0x
%Y,
d0x?
P,
d

9%y
dy?

0,

:leT[
L

y k, =

ngm

L

y = A sen(kyx) k, cos(kyy) sen(k,z)

—=A sen(kxx)sen(kyy) k,cos(k,z)

0z

0%,
0z2

= —A k,*sen(k,x) sen(k,y) sen(k,z)

= —A sen(k,x) k,*sen(k,y)sen(k,z)

= —A sen(k,x)sen(k,y) k,’sen(k,z)

Si reemplazamos en la ecuacion de Schrodinger:

72 [ (x,9,2)

" 2m

d2 ) )
" Y1(x,y,2)

(0,02 =0 0<z<L
Y(x,00)=0 0<x<L
P(0,y,00=0 0<y<lL
YL, L2)=0 0<z<L
Y, LL)=0 0<x<L
YLy L)=0 0<y<L
Y(0,L,z) =0 0<z<L
Y(x,L,0)=0 0<x<L
Y(0,y,L)=0 0<y<L
Y(0,L,z) =0 0<z<L
Y(x,0,L)=0 0<x<L
Y(0,y,L)=0 0<y<L
1(0,0,0) =0
Y(0,0,L) =0
Y(0,L,0)=0
Y(L,0,0) =0
Y(L,0,L)=0
Y(L,L,0)=0
Y(,L,L)=0
Y(L,L,L)=0

d2 ) )
" ¥1(x,y,2)

dx?

dy?
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hZ
~m [—A k,*sen(kyx) sen(k,y) sen(k,z) — A sen(kyx) k,*sen(k,y)sen(k,z) ....|

[ oo — A sen(kyx)sen(kyy) k,*sen(k,z)| = E sen(k,x)sen(k,y) sen(k,z)

hZ
%[(kxz + k24 k) (y,2)] = Ea(x,,2)

hZ
E= E(kxz + k4 k1) (10-1)
Si la energia cumple con el requisito anterior, podemos afirmar que la solucién propuesta
Y1 (x,y,z) es solucion de la ecuacion de Schrodinger.

Luego analizaremos si la funcién dada cumple con las condiciones de borde:

En las 6 caras:

Y:(0,y,z) = Asen (
Y,(x,0,z) =A sen(

P1(x,y,0) = Asen

(
¢1(L;}’»Z)=A56n<nx L n(nyL y)sen B2 =

L
yaque comon, €N = sen (n":

n, Twx n, Tz
wl(x,L,Z)=Asen( XL )sen( )sen(z )=0 0<x<LO0<z<L

L

L
yaque comon, €N = sen (nyn ) =sen(n, )= 0

Ny TX n, m n, L
l/)1(96,}’,L)=Asen( xL )sen( yL y)sen( ZL )z 0 0<x<L O0<y<lL

L) =sen(n,m)= 0

yaquecomon, €N = sen ("ZL"

Con lo cual, verificamos que v, (x,y,z) cumple las condiciones de borde en las caras.
También podriamos verificar que cumple con las 12 condiciones de borde de las aristas y de los
vértices.

Ademas ¢, (x, y, z) es finita, monovaluada y continua, y su derivada también es continua. Con
lo cual, hemos verificado que es una funcién de onda valida.

ot = s (5] o (2) o ()

leT[

ngm
L

conk, = v ky = y k, =

Las respectivas derivadas seran:

oy

=2 = Ak cos(kyx) sen(kyy)cos(k,2)

62

a;l;z = —A k,*sen(k,x) sen(k,y)cos(k,z)
oy

a_yz = A sen(k,x) ky, cos(k,y) cos(k,z)

9%,
ayz = —A sen(k,x) ky*sen(k,y)cos(k,z)
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d
% =-A sen(kxx)sen(kyy) k,sen(k,z)

9%,
0z?
Si reemplazamos en la ecuacion de Schrodinger:
_h_Z dzwz(x:y,z) +d2¢2(‘x‘ylz) +d2¢2(x’y‘z)
2m dx? dy? dz?

=—A Sen(kxx)sen(kyy) k,*cos(k,z)

= El)bZ(x!y!Z)

hZ
~om [—A ky*sen(k,x) sen(kyy) cos(k,z) — A sen(kyx) ky,*sen(k,y) cos(k,z) ....]

[ . — A sen(kyx)sen(kyy) k,*cos(k,z)| = E sen(k x)sen(k,y) cos(k,z)
hz
%[(kxz + ky? + I, W, (x,y,2)] = Ey(x,y,2)

hz 2 2 2
E = %(kx + ky + kz )
Si la energia cumple con el requisito anterior, podemos afirmar que la solucién propuesta

Y, (x,y,z) es solucion de la ecuacion de Schrédinger.
Luego analizaremos si la funcién dada cumple con las condiciones de borde:

En las 6 caras:

_ nynO) ny, Ty N, WZ\
tl)z(O,y,z)—Asen< T sen( I )cos( I )— 0 0<z<L 0<y<lL
_ Ny T X n, w0 N, w2y
wz(x,O,Z)—Asen( I )sen( I )cos( I )— 0 0<x<LO<z<L

Ny T X n, m n, w0
ll)z(x,y,o):Asen( xL )sen( yL y)cos( ZL )i 0 0<x<L 0<y<lL

En este ultimo caso, no se cumple la condicién de borde requerida, con lo cual ¥, (x, y, z) no

es una funcién de onda aceptable.

Problema 3: En el problema anterior, demuestre que las energias de los estados son:
(ny? +ny? + n,?) m2n?
B 2mlL?

E

Solucién: Para hallar la expresion de la energia, podemos partir de la expresion obtenida
nym
L

n? 5 an MEymymN? o om,mN2 o, T2
B =g+ Pk = () + (B) + () )
h?m?

2mL

ngmw .

y k="

Nxm . —
(10-1) y reemplazar por k, = T iky =

(ne? +ny? +n,%)

Problema 4: Densidad de estados. Sea dn el nimero de estados cuanticos que tienen
energias en determinado intervalo dE, la cantidad de estados por intervalo unitario de energia

dn/dE se llama densidad de los estados y se representa como la funcion g(E) = Z—Z.

304



Imaginemos un espacio tridimensional con coordenadas (n,, n,, n,). El radio n,; de una esfera
centrada en el origen, en ese espacio, se define por n,;* = n,* + n,% + n,?. Cada punto con
coordenadas enteras, en ese espacio, representa un estado cuantico permitido. Asi cada punto
corresponde a una unidad de volumen en el espacio de estados cuanticos, y la cantidad total de
puntos con coordenadas enteras dentro de una esfera es igual al volumen de la esfera: gn Nys.
Ya que todas las n son positivas podemos considerar un octante de la esfera, con 1/8 del
volumen total: (%) Gnnrf). Las particulas son electrones, asi que cada punto corresponde a
dos estados con componentes opuestos de espin (m; = +£1/2) , y el nimero total n de estados

electroénicos correspondientes a puntos dentro del octante es el doble de (g) (gn nr53), es decir:
n=:mn,d (10-11)

La energia E de los estados en la superficie de la esfera se puede expresar en funcion de n,:
ZhZ

F =l ot (10-111)

2mlL>?

Combinando las ecuaciones (10-I1) y (10-1ll) y teniendo en cuenta que V = L3 es el volumen
de la caja, demuestre que la expresion de la densidad de estados g(F) esta dada por:

_ (2m)32v

E) = El/Z
9E) =533

Solucion: Debemos hallar la densidad de estados g(E) = dn/dE

Despejamos n,.; de la ecuacion (10-11) y reemplazamos en (10-Ill):

1 3 3m\ /3
n=§7rnrs = Tlrs=(?)

nys? m2h? (3n)2/3 m2h?
2mL? 2mL?

E= (10-1V)

T

De la expresion (10-1V) despejamos el nimero total n de estados para luego poder diferenciar

la ecuacion y obtener dn:

n)2/3 2ml? 3

2/3 _ g (T\T ML
) E (3 m2h2

Y si reemplazamos el volumen del cubo por V = L3:

= 0= (B)* 2 (2m)*"? (%)

14
n = @) g B

Para obtener el nimero de estados dn en un intervalo de energia dE, consideramos que n 'y
E son variables continuas y diferenciamos a ambos lados de la ecuacion anterior:
3
3m2h32
Asi, la densidad de estados g(E) estara dada por:

dn = (2m)3/? (E)Y/2dE

(E)1/2

g(E) = an_ (2m)3/2
dE 2m2h3
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Problema 5: La longitud de onda maxima de la luz que puede detectar cierta fotocelda de
silicio es 1,11um. a) ¢ Cual es el gap de energia entre las bandas de conduccion y de valencia

para esta fotocelda? b) Explique por qué el silicio puro es opaco para la vision humana.

Solucion: Si la longitud maxima que puede detectar una fotocelda es A,,,, = 1,11um el gap
o energia de la banda prohibida estara dada por:
hc
E, = =1,79x1071% = 1,12eV
Amax

El gap o energia prohibida del silicio es E; = 1,12eV.

b) Para analizar por qué el silicio puro es opaco debemos verificar si efectivamente absorbe
la radiacion visible.

El rango de energia de los fotones en el visible va desde E.,;, = 1,77eV hasta E,;1etq = 3.
Es decir que las energias de los fotones en el rango visible son superiores al gap del silicio, con
lo cual dicho material absorbera esas longitudes de onda, resultando asi, que el silicio es opaco
en ese rango del espectro electromagnético.

hc
Erojo = 700mm
hc
Evioteta = m

=2,84x1071% = 1,77eV

=4,97x1071%] = 3,1eV

Problemas propuestos

Problema 1: Si un electron se encuentra en el tope de la banda de valencia de un
semiconductor cuyo gap de energia es AE (brecha de energia prohibida entre las bandas de
valencia y conduccion) ¢ Cual debe ser la maxima longitud de onda de un fotén para “subir” el
electron a la banda de conduccion? (Sugerencia: compare este fendmeno con el efecto

fotoeléctrico).

Problema 2: La densidad del oro es 19,3 g/cm?. Cada atomo contribuye con un electron de

conduccién. Calcule la energia de Fermi del oro. Banda de conduccién

Nivel de

Problema 3: El esquema de bandas de un aislante es el 6¢eV Fermi

que se muestra en la figura. Determinar la probabilidad de que

. ., Banda de valencia
el estado de menor energia de la banda de conduccion este

ocupado a 500 K. El nivel de Fermi se encuentra en el medio de la banda prohibida
Problema 4: La brecha de energia para el silicio a 300 K es 1,14 eV. Encuentre el foton de

mas baja frecuencia que asciende un electron de la banda de valencia a la banda de conduccion.
¢ Cual es la longitud de onda de ese foton?
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Problema 5: La mayor parte de la radiacion solar esta constituida por radiacién de longitudes
de onda del orden de 1 um o menor. ; Qué brecha de energia debe tener el material en una celda

solar para absorber esa radiacion? ¢ El silicio es apropiado?
Problema 6: El cristal de KCI tiene una banda prohibida entre bandas de 7,6 eV arriba de la

banda ocupada mas alta, la cual esta llena. ¢ Este cristal es opaco o transparente a la radiacion

de 140 nm de longitud de onda?
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CAPITULO 11

Biografias de cientificos

En esta seccion se presentan biografias resumidas de algunos de los investigadores que
estudiaron los temas desarrollados en este libro, incluyendo aspectos de sus vidas fuera de los

ambitos académicos y cientificos.
Max Planck (Alemania, 1858-1947).

Figura 11.1
Max Planck

Nota. Reproducido de Max Planck, Autor desconocido, 1901, Creative commons bajo licencia
CC-BY-SA 3.0.(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bundesarchiv_Bild_183-R0116-
504, _Max_Planck.jpg)

Su extraordinario trabajo sobre la radiacion del Cuerpo Negro implicé un rompimiento
cientifico con la Fisica Clasica y el nacimiento de la nueva Fisica Cuantica, de la cual es
considerado su fundador y que le vali6 el Premio Nobel de Fisica 1918. También sus ideas
tuvieron profundas implicancias filoséficas y marcaron la evolucién de la Ciencia durante el Siglo
XX.
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Siendo joven mostraba talento para la musica y también para la filosofia, pero finalmente se
orientd a estudiar Fisica en Munich y luego en Berlin donde fue alumno de Helmholtz y Kirchhoff.
Realiz6 una extensa carrera docente y de investigacion en la Universidad de Berlin, donde llegd
a ser Rector. Tuvo una destacada participacion social y politica como Presidente de la Sociedad
Alemana de Fisica y de la Sociedad “Kaiser Wilhelm para el Avance de la Ciencia”, que luego se
convirtié en la Sociedad Max Planck y di6 nombre a los institutos de investigacion alemanes
reconocidos mundialmente.

Desarroll6 sus trabajos en su pais frecuentemente alterado por conflictos bélicos y tuvo una
larga vida marcada por el dolor. Perdi6 a su primera mujer y cuatro de sus hijos fallecieron
tragicamente, En la Primera Guerra Mundial murié su hijo mayor en la Batalla de Verdin. Sufrié
una desilusion de la que le costé reponerse, al fracasar su intento de convencer a Hitler para
mantener a los cientificos judios en los institutos y universidades. Sus dos hijas murieron al dar
aluz, su casa quedo arrasada y perdi6 su valiosa biblioteca y manuscritos durante un bombardeo
en 1944 y otro hijo fue ejecutado por la Gestapo al participar en la Operacion Valkiria para

asesinar a Hitler.

Joseph J. Thomson (Reino Unido, 1856-1940)

Figura 11.2

Joseph J. Thomson

Nota. Reproducido de Sir J.J. Thomson, de Bain News Service, 1920-1925, Library of Congress,
Prints & Photographs Division (https://www.loc.gov/pictures/item/2014715407/).

Realiz6 multiples contribuciones a la Fisica, estudié la conductividad eléctrica en gases,

descubrio los isétopos e inventd el espectrometro de masas, pero su aporte mas conocido es el
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descubrimiento del electrén que le valié el Premio Nobel de Fisica 1906, ademas de muchos
otros premios y distinciones.

Estudio Ingenieria en Manchester y luego se trasladé a Cambridge donde fue Profesor en la
prestigiosa Catedra Cavendish y posteriormente presidente de la Royal Society. A Icanzo
un altisimo reconocimiento en su pais a punto que esta sepultado en la Abadia de Westminster
de Londres, muy cerca de Newton.

Tuvo numerosos discipulos entre los que se destacan Rutherford, Oppenheimer, Bragg, Born,

etc. Su hijo George también obtuvo el Premio Nobel de Fisica 1937.

Robert Millikan (Estados Unidos, 1868-1953)

Figura 11.3
Robert Millikan

Nota. Reproducido de Portrait of physicist Robert Millikan Autor: Clark Millikan (1891) Creative
commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Robert-millikan2.jpg)

Hizo aportes significativos sobre efecto fotoeléctrico que permitieron realizar medidas
precisas de la constante de Planck y en el estudio de rayos césmicos. A pesar de algunas
controversias sobre sus medidas iniciales, es reconocido por obtener experimentalmente el valor
de la carga del electrén, que le valio el Premio Nobel de Fisica 1922.

Fue Profesor de la Universidad de Chicago y luego del Instituto Tecnoldgico de California
(Caltech)

Una curiosidad: En su juventud Millikan era muy buen estudiante de Lenguas Clasicas. Al no
haber docentes para un curso de Fisica, su Profesor de Griego lo estimulé a que dicte algunas

clases elementales. Cuando le respondié que era imposible porque no tenia ninguna formacion,
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el Profesor le dijo: “cualquiera que sepa bien el griego puede dar un curso de cualquier cosa”.

Asi llego Millikan a la Fisica.

Albert Einstein (Alemania, 1879-1955)

Uno de los mas brillantes cientificos de todos los tiempos. Su carisma, sus posiciones
politicas, sus frases ingeniosas, su legado, lo convirtieron en un personaje muy popular y una
celebridad conocida en todo el mundo, caso inusual en un fisico que trascendio los circulos
tradicionales y cerrados de la Ciencia.

Realizé incontables aportes originales en diversos campos, siempre extendiendo las fronteras
del conocimiento. Con apenas 26 afios tuvo su “afio milagroso” (annus mirabilis) en 1905 en el
que presentd la Teoria de la Relatividad restringida, su trabajo sobre el movimiento Browniano y
la explicacion del efecto fotoeléctrico que le valié el Premio Nobel de Fisica 1921. Luego publico
varias otras obras trascendentales como la Teoria de la Relatividad General en 1916 y la emisién
estimulada de radiacién en 1917 que es la teoria seminal del laser, el cual fue construido varios

afios después. Es el autor de la ecuacién mas famosa de la historia: E = mc?

Figura 11.4
Albert Einstein

Nota. Reproducido de Albert Einstein en 1947, Autor: Orren Jack Turner, Princeton, N.J.
Modificada con Photoshop por PM_Poon y Dantadd, 1947, disponible en la Division de
Impresiones y Fotografias de la Biblioteca del Congreso de los Estados Unidos bajo el cédigo
digital cph.3b46036. (http://loc.gov/pictures/resource/cph.3b46036/)

Sin embargo, su vida personal fue muy azarosa. Se divorcié de su primera esposa Mileva

Maric, compafiera de estudios con la que compartié sus primeros trabajos y tuvo una relaciéon

conflictiva con sus hijos. Mantuvo serias controversias ideoldgicas con importantes cientificos
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alemanes de su época (Lenard, Stark). Por su origen judio debi6 exilarse en Estados Unidos en
1932, poco antes del ascenso de Hitler al poder.

Ya en Estados Unidos, ante la inminencia de la Segunda Guerra Mundial y temiendo el
potencial bélico de Alemania, envié una famosa carta al Presidente Roosevelt para que apoye la
investigacion en fisica nuclear. Esto llevo al desarrollo de la Bomba Atémica que provoco cientos
de miles de muertos en Hiroshima y Nagasaki. Einstein, que era un pacifista por naturaleza,
consider6 esa carta como uno de los grandes errores de su vida.

Sus descubrimientos cientificos siguen sorprendiendo. Recientemente han sido halladas
ondas gravitacionales provenientes de la colision de agujeros negros que fueron previstas por

Einstein hace mas de un siglo.

William Henry Bragg (Inglaterra, 1862-1942) William Lawrence
Bragg (Australia/lnglaterra 1890-1971)

Padre e hijo, fueron pioneros en el estudio de Rayos X. Ambos descubrieron en 1913 la ley
de difraccion de un haz de Rayos X por un cuerpo cristalino. Con ella pudieron determinar la
posicién y distribucidon de atomos en varias clases de cristales. Esta técnica constituye una
poderosa herramienta para el estudio de la materia que continda utilizandose hasta nuestros

dias.

Figura 11.5
William Henry Bragg y William Lawrence Bragg

g Ay
Nota. Reproducido de William Bragg, Autor: Fundacion Nobel, 1915, publicado en 1916,
(http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1915/wh-bragg-bio.html)

Reproducido de Lawrence Bragg, Autor: Fundaciéon Nobel, 1915, publicado en 1916,
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1915/wl-bragg-bio.html
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William Henry fue profesor de Fisica en varias universidades de Inglaterra y Australia y
Presidente de la Royal Society.

William Lawrence fue un “nifio prodigio” que se gradu6 en Matematica con solo 18 afios y
luego en Fisica a los 21 afios. Fue Profesor en Universidades del Reino Unido y director del
Laboratorio Nacional de Fisica.

Ambos fueron galardonados con el Premio Nobel de 1915, siendo el primer caso en la Historia
que padre e hijo compartan un Nobel. Ademas, William Lawrence obtuvo el Premio con tan solo

25 afios, siendo uno de los mas jovenes en lograrlo.

Arthur Compton (Estados Unidos, 1892-1962)

Estudiando dispersion de Rayos X por distintos materiales, descubri6é el cambio de longitud
de onda de la radiacion electromagnética entre el haz incidente y el dispersado. Lo atribuyo a la
interaccion elastica entre los fotones incidentes y los electrones del material. Su trabajo fue
fundamental para confirmar la interaccion foton/electron enunciada en el efecto fotoeléctrico. Por

este trabajo obtuvo el Premio Nobel 1927 (compartido con Charles Wilson).

Figura 11.6
Arthur Compton

Nota. Reproducido de Arthur Compton, Autor desconocido, 1927, Creative commons

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Arthur Compton 1927.jpQ)

Fue Profesor de Fisica en la Universidad de Chicago y luego Profesor y Rector de la
Universidad de Washington. En Chicago dirigio el laboratorio donde se consiguio la primera

reaccion nuclear en cadena que luego le dio un papel destacado en el Proyecto Manhattan donde
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se desarrollé la Bomba Atdmica. Su hermano también fue un destacado cientifico, Presidente del

Instituto Tecnoldgico de Massachusetts (MIT).

Louis de Broglie (Francia, 1892-1987)

Figura 11.7

Louis de Broglie

Nota. Reproducido de Louis de Broglie, Autor desconocido, 1929, Creative commons

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Broglie _Big.jpg)

En su Tesis Doctoral presentd una idea revolucionaria que desafiaba todas las teorias
conocidas e incluso la intuicion mas imaginativa: la hipotesis de la dualidad onda-particula.
Planted que si la luz se podia comportar como una onda (electromagnética) o una particula
(foton), también podia suceder al revés, una particula (por ej. el electrén) también podia
asociarse a una onda. A pesar de la incredulidad de los mas destacados cientificos, a los pocos
afios su propuesta fue comprobada experimentalmente mediante la difraccion de electrones que
confirmaban su caracter dual. Su Tesis Doctoral le validé el Premio Nobel de Fisica 1929. A lo
largo de su vida recibié otros reconocimientos cientificos y la Legién de Honor de Francia.

Fue Profesor de la Universidad de Paris y Secretario de la Academia de Ciencias de Francia.
Ademas de sus trabajos en Fisica Teorica, sus ideas fueron precursoras del microscopio
electronico. Fue un gran divulgador de las Ciencias y publicé varios libros para el publico no
experto con explicaciones sencillas de problemas muy complejos. Sirvio al Ejército durante la
Primera Guerra Mundial como operador de telégrafos en la Torre Eiffel.

De Broglie pertenecia a una familia aristocratica francesa de alto nivel econdmico.
Inicialmente completo la Licenciatura en Historia, pero su hermano Maurice, fisico, le comenté

las nuevas teorias relativistas y cuanticas. Entonces decidié dedicarse a las Ciencias.
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Ernest Rutherford (Nueva Zelanda/Reino Unido 1871-1937)

Figura 11.8
Ernest Rutherford

Nota. Reproducido de New Zealand chemist and Nobel Prize laureate Ernest Rutherford (1871-
1937), Autor George Grantham Bain Collection (Library of Congress), Creative commons

(https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Ernest_Rutherford_LOC.jpg)

Realizo trabajos seminales en radiactividad logrando identificar las particulas o, B,y y la

desintegracion de algunos elementos asi como la transmutacion artificial de un elemento en otro.
Esos aportes le valieron el Premio Nobel de Quimica 1908.

Fue un brillante estudiante en su Nueva Zelanda natal lo que le valié una beca para estudiar
con J.J. Thomson en Cambridge donde alcanz6 su doctorado en 1898. Luego emigré a Canada
para ser Profesor en el Universidad Mc. Gill de Montreal. Retorn6 a Inglaterra en 1907 como
Profesor de la Universidad de Manchester, en 1919 acept6 el cargo de Director del laboratorio
Cavendish en Cambridge sucediendo a su mentor J. J. Thomson, y permanecié alli hasta su
retiro. Al igual que Thomson fue Presidente de la Royal Society y esta sepultado con honores en
la Abadia de Westminster.

Su caracter afable, su personalidad avasallante y su autoridad intelectual le permitié rodearse
de numerosos y formidables discipulos entre los que se destacan varios ganadores de Premios
Nobel como Bohr, Hahn, Kapitsa, Soddy, Chadwick, Walton, Cockcroft.

Como buen neozelandés, Rutherford fue un destacado jugador de rugby, deporte que practico
muchisimos afos, incluso cuando ya era un cientifico destacado y animaba a sus colegas y

alumnos a que lo acompanien.
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Niels Bohr (Dinamarca, 1885-1962) / Werner Heisenberg
(Alemania, 1901-1976)

Figura 11.9
Werner Heisemberg (izq) y Niels Bohr (der) en 1934

Nota. Reproducido de Werner Heisenberg and Niels Bohr Autor Fermilab, U.S. Department of

Energy, 1934, Creative commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Heisenbergbohr.jpg)

-N. Bohr. Uno de los padres de la Fisica Cuantica, Descollé6 por sus numerosos trabajos,
entre los que se destaca su propuesta exitosa del modelo del &tomo de Hidrégeno, por lo que
fue galardonado con el Premio Nobel de Fisica 1922.

Luego de obtener su doctorado en Copenhague, en 1911 viajé a Inglaterra donde trabajo
poco tiempo en Cambridge con Thomson y luego en Manchester con Rutherford, con quien luego
siguio colaborando muchos afios. Alli elaboro su teoria del atomo de Hidrogeno.

En 1916, regreso a la Universidad de Copenhague, donde creo el Instituto de Fisica Tedrica,
que dirigié hasta su fallecimiento. Encabez6 la Escuela Copenhague que reunio a los principales
fisicos europeos de su época. Son famosas sus discusiones cientificas con su amigo Albert
Einstein.

Su hijo, Aage Niels Bohr, fue también director del Instituto de Fisica Tedrica de Copenhague
y obtuvo el premio Nobel de Fisica 1975.

Aficionado al futbol, fue arquero del Akademisk Boldklub donde como delantero jugaba su
hermano menor Harald Bohr (eminente matematico), quien integré el equipo de Dinamarca,

ganador de la medalla de plata en las Olimpiadas de Londres 1908.

-W. Heisenberg. Realizé contribuciones fundamentales al desarrollo de la Mecanica
Cuantica, especialmente en su formulacién matricial y establecio el principio de incertidumbre.
Por sus aportes le fue otorgado el Premio Nobel 1932.

Comenzo estudiando Matematica, pero luego se oriento a la Fisica. Realiz6 su doctorado con
Sommerfeld, compartiendo estudios con Pauli. Luego fue Profesor en las Universidades de
Leipzing, Goéttingen y Munich. Su inclinacion a la matematica lo llevd a elaborar la Teoria

Cuantica basada en el Algebra de Matrices. Esta obra maestra rondaba su cabeza, pero la
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plasmé en pocos dias en una isla del Mar Baltico donde se habia recluido para reponerse de una
infeccion facial, tenia solo 25 afios.

Bohr tuvo la enorme habilidad de crear un clima de trabajo excepcional en la Universidad de
Copenhague, donde confluian las mejores mentes dedicadas al terremoto intelectual que
provoco la irrupcion de la Fisica Cuantica. Formé incontables discipulos, entre los que cuales
uno de los mas destacados fue Heisenberg. Como tantos otros, Heisenberg lo visitd varias veces
alojandose en su casa donde la esposa de Bohr le tomo especial carifio.

Este ambiente casi idilico fue interrumpido violentamente por la Segunda Guerra Mundial y
esa amistad entranable entre maestro y discipulo se rompi6 para siempre. Bohr emigré a Suecia
cuando las tropas alemanas invadieron Dinamarca y luego a Estados Unidos, donde colabord
con el Proyecto Manhattan en el desarrollo de la bomba atémica que destruyé Hiroshima y
Nagasaki. Heisenberg permanecio en su pais y fue Director del programa nuclear aleman cuyo
objetivo, aunque no admitido, también era construir la bomba. No lo lograron.

Ambos cientificos se reencontraron durante y al finalizar la Guerra. No hay testimonios ni
documentos directos de esos didlogos, salvo la libre interpretacion de la obra teatral
“Copenhague” del dramaturgo britanico Michael Frayn. En su momento culminante, Heisenberg
se dirige a Bohr con estas palabras.... “los alemanes cometimos atrocidades en la guerra e
intentamos usar la energia nuclear con fines bélicos...pero la Bomba la construyeron y la

arrojaron ustedes”...

Erwin Schrodinger (Austria, 1887-1961)

Figura 11.10
Erwin Schrédinger

Nota. Reproducido de Erwin Schrédinger Autor Nobel foundation, 1933, Creative commons
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Erwin_Schr%C3%B6dinger_(1933).jpg)
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Autor del enfoque ondulatorio de la Mecanica Cuantica que le dieron una base matematica y
una interpretacion fisica formal. Luego demostré que su formalismo y el matricial de Heisenberg
son equivalentes. Es conocido ademas por la propuesta del experimento mental “El gato de
Schrodinger” que muestra las paradojas de la Teoria Cuantica. Por esos aportes, entre otros,
obtuvo el Premio Nobel de Fisica 1933 (compartido con Dirac).

Fue Profesor en varias universidades austriacas, suizas y alemanas, aunque él mismo
reconocia que no era un buen docente, prefiriendo las tareas de investigacion. Frecuento a Bohr
en Copenhague. Con motivo del ascenso de Hitler al poder, dejé Alemania, pasé un tiempo en
Inglaterra y Estados Unidos, luego se radico en Irlanda. Volvio a Viena después de su jubilacion.
En Irlanda intentd una teoria unificada de las fuerzas fundamentales en Fisica y abordd otros
temas cientificos publicando muchos trabajos sobre biologia, interrogandose “; qué es la vida”?
y sobre Historia de la Ciencia.

Una caracteristica peculiar de su personalidad era su caracter libertario y fuera de los
convencionalismos de la época. Tuvo muchas relaciones de pareja, incluso conviviendo juntas y
tuvo varios hijos con algunas de ellas que causaron escéndalos en los circulos académicos a los

que pertenecia.

Wolfgang Pauli (Austria, 1900-1958)

Figura 11.11
Wolfgang Ernst Pauli

Nota. Reproducido de Pauli, Wolfgang (1900-1958) Autor Katzenstein, Bettina, 1945, Creative
commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:ETH-BIB-Pauli,_Wolfgang.tif)

Entre sus contribuciones mas importantes a la Fisica Cuantica, merecen mencionarse el

descubrimiento del Principio de Exclusion, sus aportes sobre el spin del electrén y el spin nuclear
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y la hipotesis del neutrino que fue confirmada muchos afios después. Obtuvo el Premio Nobel de
Fisica 1945 y muchos otros reconocimientos cientificos.

Estudioé en Munich bajo la direccion de Sommerfeld donde se gradué muy joven. Con apenas
21 afios escribié un tratado sobre Relatividad que fue elogiado por Einstein y aun hoy es un texto
fundamental para su estudio. Trabajo en Goéttingen con Born, y en Copenhague con Bohr para
luego ser nombrado Profesor en la Universidad de Hamburgo y posteriormente en el Instituto
Politécnico de Zuarich. Durante la Segunda Guerra Mundial se instalé en Princeton, Estados
Unidos.

Era muy riguroso consigo mismo, como critico de los errores de sus colegas o discipulos, lo
cual obligaba a todos a esforzarse para lograr la mejor calidad de sus trabajos.

Eminente fisico tedrico, como negado para la fisica experimental, en la comunidad cientifica
se lo conocio, humoristicamente, por el “Efecto Pauli”, segun el cual los equipos y dispositivos
dejaban de funcionar o mostraban datos equivocados cuando Pauli estaba cerca o entraba a un

laboratorio. El estaba muy orgulloso de esa “virtud”.

Dmitri Mendeléyev (Rusia, 1834-1907)

Figura 11.12
Dmitri Mendeléyev

Nota: Reproducido de Dmitri Mendeleev Autor E.J1. Mpo3ogsckasi, 1899, publicado en la coleccion
de retratos de cientificos por Photographische Gesellschaft, Berlin, c. 1910, Creative commons

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mendeleev_Photographische_Gesellschaft_3.jpg)

Célebre por hallar el patron de distribucion de los elementos de acuerdo a su estructura,

mundialmente conocido como Tabla Periddica de los Elementos, lo que le permitié6 ademas,
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postular la existencia de nuevos elementos que fueron encontrados posteriormente. Logro
notable que anticipé en muchos afos la posterior fundamentacion basada en teorias cuanticas.

Fue asesor del gobierno ruso y escribié articulos sobre el desarrollo econémico y social de su
pais. Sus principales aportes fueron sobre planes de educacion masiva. Ademas, trabajé en otros
campos de la ciencia, agricultura e industria.

Nacido en Siberia, hijo menor de 17 hermanos, su madre decidi6 mudarse a Moscu cuando
su padre murid y luego de incendiarse la fabrica de cristal que era el sustento familiar. A pesar
de sus excelentes calificaciones, no logré ingresar a las Universidades de Moscu y San
Petersburgo al ser discriminado por sus origenes siberianos, segun los prejuicios de la época.
Se gradud en el Instituto Pedagégico de San Petersburgo y al poco tiempo consiguié una plaza
de profesor en la Universidad que lo habia rechazado anteriormente.

Si bien no estan debidamente documentados en todos los casos, su vida familiar y académica
tuvo aspectos pintorescos. Se divorcié de su primera esposa y jse casd nuevamente con ella
mismal, sin esperar los tiempos que exigia la ley. Por eso fue acusado de bigamo! Luego volvio
a divorciarse y se caso con una mujer mucho menor, esta vez si respetando los plazos. A pesar
de ser asesor del gobierno, su fuerte caracter y sus ideas libertarias lo llevaron a enfrentarse con
la burocracia zarista por defender a estudiantes y campesinos. Estas actitudes le causaron varios
problemas, como no ser admitido a la Academia Rusa de Ciencias.

Recibi6 numerosos premios y distinciones de prestigiosos institutos y universidades
europeas. Sin embargo, el Premio Nobel que merecia le fue negado por la Academia Sueca,
presuntamente por la influencia del quimico sueco S. A. Arrhenius, (P. Nobel 1903) con quien

mantenia notorias diferencias desde hacia afios.

James Clerk Mawell (Escocia, 1831-1879)

El mas brillante fisico del Siglo XIX. Autor de la Teoria Electromagnética que unifico en un
mismo formalismo los fendmenos eléctricos y magnéticos en solo cuatro ecuaciones
fundamentales, anticipd la existencia de ondas electromagnéticas y demostré que la luz era un
ejemplo de ellas dando una explicacion de su naturaleza. Fue el primero que considerd un
anadlisis estadistico para analizar el comportamiento de los gases, teoria que fue completada
posteriormente por Boltzmann. Dio una explicacién convincente sobre la naturaleza de los anillos
de Saturno, que se confirmo posteriormente con las exploraciones espaciales. También trabajo
experimentalmente obteniendo por primera vez una fotografia en colores y en polarizacion de la
luz en los primeros analisis de tensiones mecanicas por fotoelasticidad.

Su obra fue la culminacién de la Fisica Clasica, pero a su vez la base para los nuevos
desarrollos en Relatividad y Fisica Cuantica. Asimismo sus contribuciones cientificas tuvieron
una influencia decisiva en el desarrollo tecnoldgico del Siglo XX.

Estudié en la Universidad de Edimburgo y luego fue Profesor en Aberdeen, Cambridge y

Londres. Huérfano de madre a los 8 afios. A los 25 afos, la muerte de su padre le obligé a
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regresar a Escocia para hacerse cargo de la granja familiar. Por ello debio renunciar al cargo de
Profesor en el Trinity College de Cambridge. Murié joven a la misma edad y por el mismo motivo

(cancer de estémago) que su madre.

Figura 11.13
James Clerk Maxwell

Nota. Reproducido de Engraving of James Clerk Maxwell by G. J. Stodart from a photograph by
Fergus of Greenock Autor George J. Stodart, Fecha desconocida, Frontpiece in James
Maxwell, The Scientific Papers of James Clerk Maxwell. Ed: W. D. Niven. New York: Dover,

1890., Creative commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:James_Clerk_Maxwell.png)

Paul Dirac (Reino Unido, 1902-1984)

Realiz6 aportes fundamentales a la mecanica y la electrodindmica cuantica. Formuld una
famosa ecuacion para la descripcion del comportamiento del electron desde el punto de vista
cuantico-relativista que le permitié explicar el spin. Luego extendioé su teoria a los fermiones
completando la estadistica de Fermi. A partir de sus ecuaciones, predijo la existencia de
antimateria que fue confirmada pocos afnos después con el descubrimiento del positron. Obtuvo
el Premio Nobel de Fisica 1933 (compartido con Schrddinger).

Su formacion inicial fue en Ingenieria Eléctrica y luego se gradu6 en Matematica, volcando
luego esos excepcionales conocimientos a la Fisica. Fue Profesor de la Universidad de
Cambridge ocupando la Catedra Lucasiana (la misma de Newton). Luego se transfirié a Estados

Unidos para ser Profesor en la Universidad Estatal de Florida.
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Dirac tenia un caracter muy cerrado y taciturno, de muy pocas palabras, evitaba reuniones
sociales y apenas se relacionaba con sus colegas y alumnos. Algunos bidgrafos atribuyen este
comportamiento a una infancia infeliz. Sufrié con un padre autoritario, de origen suizo-francés,
que obligaba a hablar francés en su casa, idioma que él nunca pudo dominar. Su hermano mayor

se suicido siendo muy joven, episodio que lo afectd sensiblemente y le costo afios superar.

Figura 11.14

Paul Dirac

Nota. Reproducido de Paul Dirac Autor Cambridge University, Cavendish Laboratory, 1930.,
Creative commons

(https://lcommons.wikimedia.org/wiki/File:Paul_Dirac, 1933, head_and_shoulders_portrait, _bw.

13¢))

Ludwig Boltzmann (Austria, 1844-1906)

Pionero en Mecanica Estadistica, defensor de la fisica atdmica, establecio la Teoria Cinética
de Gases completando el trabajo de Maxwell y fue un precursor de las ideas que luego llevaron
al desarrollo de la Fisica Cuantica. Hizo aportes decisivos en Termodinamica, particularmente
en la definicion e interpretacion de la entropia.

Fue Profesor en varias Universidades austriacas y alemanas donde se mostré como
excelente docente, con un trato muy cercano a sus alumnos que le permiti6 formar varios
discipulos que se destacaron posteriormente como Ehrenfest, Frank y Lise Meitner.

Sosteniendo la hipétesis atomica, mantuvo fogosas polémicas con colegas defensores de la
teoria energista de la Fisica (Mach, Ostwald). Estas le provocaban periodos de depresién que
junto con una salud delicada, la pérdida de un hijo y una ceguera avanzada lo llevo al suicidio.

Algunos afos después de su muerte, con las evidencias experimentales y el avance de la Fisica
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Cuantica, sus teorias fueron aceptadas, unanimemente reconocidas y abrieron nuevas

investigaciones en termodinamica del no equilibrio.

Figura 11.15

Ludwig Boltzmann

Nota. Reproducido de Ludwig Eduard Boltzmann Autor Desconocido, 1902, Creative commons

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Boltzmann-Ludwig.jpg)

Enrico Fermi (Italia, 1901-1954)

Realiz6 importantes aportes en teoria cuantica, fisica nuclear y de particulas. Entre ellos se
destacan: la teoria estadistica para particulas subatémicas que cumplen el Principio de Exclusion
de Pauli (electrones, protones, neutrones, etc.), conocidas como “fermiones” en su honor; el
estudio de la desintegracion beta (B) donde utilizé la hipotesis del neutrino; el uso de neutrones
lentos para radiactividad y fision nuclear y el disefio y la construccién del primer reactor nuclear
de fisién controlada. Premio Nobel 1938 por sus trabajos en radioactividad inducida.

Era habilisimo fisico experimental, extraordinario fisico tedrico, excelente profesor y
divulgador, cualidades sorprendentes para que todas ellas estén concentradas en un solo
cientifico contemporaneo.

Lideré un grupo de brillantes jévenes fisicos conocidos como ‘| ragazzi di via Panisperna”
(Los muchachos de la calle Panisperna) por la calle del Departamento de Fisica de la Universidad
La Sapienza en Roma. Sus colegas le llamaban “il Papa” reconociéndole sus habilidades innatas.

Lamentablemente, el clima politico en Italia se fue enrareciendo durante la década de 1930,
luego comenzo la Guerra y el grupo se dispersé. Sus integrantes partieron a otros horizontes.

La situacion se tornd muy dificil por los origenes religiosos de Laura, la esposa de Fermi y el
oscuro antisemitismo que reinaba en esa época. Fermi tenia prohibido salir del pais, pero un
hecho fortuito permitid que la familia viaje al exterior. Logré un permiso especial para ir a

Estocolmo a recibir su merecido Premio Nobel 1938. Y ya no volvio ...
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Emigré a Estados Unidos. En la Universidad de Chicago construyé un reactor donde se
obtuvo la primera reaccion controlada de fisidbn nuclear. Luego participé activamente en el
Proyecto Manhattan que desarroll6 la Bomba Atémica.

Fallecié prematuramente y en su memoria se instituyé el Premio Enrico Fermi, uno de los mas
prestigiosos en el area de la fisica atdmica y nuclear. El elemento sintético fermio (Fm, nro.

atomico 100) fue nominado en su honor.

Figura 11.16

Enrico Fermi

Nota. Reproducido de Enrico Fermi Autor: Department of Energy. Office of Public Affairs, entre
1943 y 1949, Creative commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Enrico_Fermi_1943-
49.jpg).

Satyendra Nathan Bose (India, 1894-1977)

Sus trabajos se orientaron al estudio estadistico de la Fisica Cuantica. Su aporte mas
relevante es sobre las leyes que cumplen las particulas elementales que tienen spin entero y no
cumplen el Principio de Exclusién de Pauli (fotones, gluones, bosén de Higgs, etc). A estas leyes
se las denominan Estadistica de Bose-Einstein y a las particulas que las cumplen “bosones” en
su honor (nombre sugerido por Dirac). Anticipd tedricamente un estado especial de la materia,
conocido como “Condensado de Bose-Einstein” que se da en ciertas agregaciones de bosones
a una temperatura cercana al cero absoluto. Fue obtenido experimentalmente a fines del Siglo
XX. Injustamente discriminado, no recibi6 el Premio Nobel que merecia.

De origen bengali, fue Profesor en las Universidades de Calcuta y Dacca. Tuvo participacion
en la independencia de la India, principalmente en la organizacion del area de Educacion y
Cultura del nuevo estado.
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Interesado en la nueva fisica cuantica y relativista, con mucho esfuerzo logré viajar a Europa
para relacionarse con los principales cientificos de la época. Sin embargo, no le prestaron mucha
atencion y volvié a la India. Cansado que las principales revistas cientificas le rechazaran sus
trabajos, tomo una decisién disruptiva: le envid su manuscrito de estadistica a Einstein con una
carta personal solicitandole humildemente que lo leyera y le hiciera comentarios. Lejos de una
opinién desfavorable, Einstein elogié sus ideas, completo el trabajo y lo publicaron juntos. Recién
alli, con semejante “padrino”, se conocio la Estadistica de Bose-Einstein que fue inmediatamente
aceptada por los mismos cientificos que antes la desconocieron. Por este y otros trabajos, Bose
fue incorporado a la Royal Society inglesa, e invitado a trabajar en importantes universidades.
Pero, segun sus propias palabras, nunca se sinti6 cémodo con sus colegas europeos y prefirid
desarrollar toda su actividad cientifica y docente en la India y la actual Bangladesh, donde se lo

reconocié con las maximas distinciones en su pais.

Figura 11.17
Satyendra Nath Bose

Nota. Reproducido de Satyendra Nath Bose in London 1925 Autor Desconocido, 1925, Creative
commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:SatyenBose1925.jpg)

Maria Salomea Sktodowska-Curie (Polonia/Francia, 1867-1934)

Quimica y Fisica. Pionera en el campo de la radiactividad a la que le dio el nombre. Estudio
las propiedades del uranio y descubrid otros elementos radioactivos: radio y polonio. Fue la
primera mujer en ganar un Premio Nobel (Fisica, 1903) y la primera persona en ganar un
segundo Premio Nobel (Quimica, 1911).

Nacida en la Polonia ocupada por el Imperio Ruso, no pudo acceder a la educacion superior
formal por ser mujer e ingresé a la Universidad “Flotante”, institucion clandestina que la admitio.

Luego sigui6é a su hermana a Francia. En la Sorbona logré matricularse y obtuvo la Licenciatura
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en Fisica (primera en su promocion) y en Matematica (segunda en su promocion). En Paris
conocidé a un joven quimico experto en magnetismo, Pierre Curie quien sera su marido. Ella lo
convencié de cambiar de tema de investigacion y dedicarse a la radioactividad, recientemente
descubierta por Becquerel. Con él completd su Tesis Doctoral que le valieron el Premio Nobel
de Fisica 1903 compartido con ellos dos. El Comité no habia considerado a ella para el Premio,
pero Pierre amenazé con rechazarlo si no se lo concedia a la verdadera impulsora de las
investigaciones, su esposa.

Después de ganar el Nobel, Pierre Curie obtuvo el cargo de Profesor en la Universidad de
Paris, pero fallecié poco después atropellado por un tranvia a caballo. Marie obtuvo la plaza de
su marido, convirtiéndose en la primera mujer catedratica de la Sorbona y la primera en dirigir un
laboratorio de investigacion. Prosiguié sus estudios en soledad y demostré sin dudas su valia
como cientifica, por lo que fue galardonada con el Premio Nobel de Quimica en 1911.

En 1914 fundoé el Instituto del Radio (actualmente Instituto Curie) para promover las
investigaciones sobre la radioactividad, especialmente sus aplicaciones médicas. Una institucion
similar fundé en Varsovia. Cuando comenzé la Primera Guerra Mundial cre6 una unidad de
radiografias movil y recorrié con sus hijas los campos de batalla.

Con la salud deteriorada por la contaminacion radiactiva, fallecié en 1934. Lamentablemente
no alcanzd a felicitar a su hija Irene y su yerno Frédéric Joliot, quienes obtuvieron el Premio Nobel
de Quimica 1935.

Francia finalmente rindié un merecido homenaje a esta mujer extraordinaria. Descansa junto

a su marido y los mayores héroes de la Nacion en el Pantedn de Paris.

Figura 11.18

Maria Salomea Sktodowska-Curie

Nota. Reproducido de Retrato de Marie Sktodowska-Curie (1867 — 1934) "Collection Guy et Marie
José Pallardy”. Autor Desconocido, 1900, Creative commons
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Marie_Curie, _portrait, _1900.jpg)
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Lise Meitner (Austria, 1878-1968)

Figura 11.19
Lise Meitner

Nota. Reproducido de Meitner, Lise 1878-1968 Autor Smithsonian Institution, 1946, Creative

commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Lise_Meitner_(1878-
1968),_lecturing_at_Catholic_University, Washington,_D.C.,_1946.jpg)

Trabajo en radiactividad y fisica nuclear. Junto al quimico aleman Otto Hahn, realizé
importantes contribuciones hallando nuevos elementos e is6topos. Ocupa un lugar en la Historia
de la Fisica al interpretar correctamente la fisién nuclear.

Logré estudiar en la Universidad de Viena cuando se levantd la prohibicion del ingreso de
mujeres. Alli fue la segunda en doctorarse, en 1906 bajo la direccidon de Boltzmann. Gano una
beca en la Universidad de Berlin, cuando Planck valoré sus cualidades para la investigacion. Alli
comenz6 a trabajar con Otto Hahn, fructifera colaboracién que duré mas de 30 afios. El era un
gran quimico experimental y ella una gran fisica tedrica. Fue la primera mujer en ser Profesora
de Fisica en una Universidad alemana y la primera investigadora en integrar la Academia
Austriaca de Ciencias.

Sin embargo, al igual que Maria Curie sufrié discriminaciones por las ideologias reinantes que
solo permitia el acceso a la educacion superior a los hombres. Pero para Lise fue mas grave aln
debido al oscuro antisemitismo.

La situacion se volvié cada vez mas intolerante desde el ascenso de Hitler al poder. Resistié
en su trabajo con la proteccion de Planck y Hahn pero en 1938 tuvo que huir precipitadamente.
Su viaje de Berlin a Amsterdam y desde alli a Estocolmo con pasaporte falso, fue una odisea de

la que se salvo milagrosamente.
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Ya mas tranquila en Suecia, siguié colaborando con Hahn. En Navidad recibié una carta
donde éste le narraba los Ultimos trabajos, que consideraba un fracaso porque los resultados
eran absurdos. Bombardeando nucleos de Uranio con neutrones esperaba obtener elementos
transuranidos y sin embargo observaba nucleos mas livianos. Lise junto a su sobrino Otto Frisch,
reviso las notas, hizo algunos calculos e interpreté correctamente los resultados. La conclusion
le held la sangre... Se habia obtenido la fision nuclear..., en 1938, ja las puertas de la Segunda
Guerra! Las consecuencias para el mundo las conocemos todos.

Otto Hahn gané el Premio Nobel en 1944, pero le fue negado a Meitner que no fue reconocida
por su aporte fundamental, siendo una de las grandes injusticias en el otorgamiento del Premio.

Al pasar el tiempo, Lise fue distinguida por numerosas instituciones y es la Unica mujer que

tiene un elemento en la Tabla Periddica en su honor: el meitnerio (Mt, nro. atémico 109).

Congresos Solvay

Figura 11.20
Congreso Solvay

Nota. Reproducido de Fourth Solvay Conference, Brussels, 1924 Autor Institut International de
Physique Solvay, Brussels, Belgium, 1924, Creative commons

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Solvay_conference, 1924.jpg)
Por iniciativa del quimico e industrial belga Ernest Solvay (1838-1922), se desarrollaron en

Bruselas durante la primera mitad del Siglo XX, una serie de Congresos que reunieron a los

mejores cientificos de la época. Cada uno de ellos estaba dedicado a una problematica
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especifica. El mas famoso de todos fue el quinto, en el afo 1927, cuyo tema era “electrones y
fotones”. Los asistentes se muestran en la foto, tal vez la mas importante de la historia sobre
personalidades de la Ciencia, ya que retune un formidable equipo de mentes brillantes. En ella
se pueden identificar a Debye, Langmuir, Planck, Bragg, Marie Curie, Lorentz, Dirac, Einstein,
Schrédinger, Compton, de Broglie, Pauli, Heisenberg, Born, Wilson, Bohr, Richardson. (se
nombran solo los que obtuvieron el Premio Nobel).

Se dice que fue en este Congreso que sucedidé uno de los dialogos entre cientificos mas
trascendentes y “picantes”, cuando se discutian las implicancias de la Fisica Cuantica y su
caracter probabilistico. Einstein, que no estaba convencido, lo desafié a Bohr que era su principal
defensor: “Niels, usted cree que Dios juega a los dados?”. La respuesta fue inmediata... y genial:

“Albert, deje de decirle a Dios lo que debe hacer con los dados”.

Inflaciones eran las de antes...

(1918-1923) Alemania sufrio una devastadora inflacion luego de la Primera Guerra Mundial.
La moneda alemana cotizaba a 9 marcos x 1 délar en 1918, 40 marcos en 1919, 400 marcos en
1922 y a 7000 marcos en enero, 160000 en julio y 4200000000 en noviembre de 1923. En ese
“marco” econdémico de terrible sufrimiento para el pueblo, trabajaron Einstein, Planck, Stark,
Lenard, Von Laue, Heisenberg, Pauli, Schrodinger, Meitner, Hahn, Sommerfeld, Haber, Stern,
Gerlach, Nerst, Born y tantos otros cientificos. En una ocasion, Planck avergonzado le confeso
a Einstein que pasd una noche de invierno en la estacion de trenes de una ciudad alemana
porque el dinero asignado a la visita oficial no le alcanzaba para pagar el Hotel. Planck era Premio
Nobel, Rector de la Universidad de Berlin, Presidente de la Sociedad Alemana de Fisica y

secretario permanente de la Academia Prusiana de Ciencias.

Premio Nobel

El Premio Nobel es el galardon de maximo prestigio que se otorga anualmente, desde 1901,
a las personas que han hecho contribuciones sobresalientes en Ciencias y Humanidades. Las
disciplinas que se premian son: Medicina y Fisiologia, Quimica, Fisica, Economia, Literatura y
Paz. Los cinco primeros son otorgados por las Academias de Suecia y entregados en Estocolmo
por el Rey, mientras que el de la Paz esta a cargo del Parlamento de Noruega y se entrega en
Oslo.

Los mismos constan de una medalla de oro, diploma y una suma de dinero que es
administrada por la Fundacién Nobel, instituida por el industrial y quimico sueco Alfred Nobel
(1833-1896). Entre muchos inventos y desarrollos tecnolégicos atribuidos a Nobel, el mas

destacado es la dinamita. Por ese motivo, en su testamento establecioé que la mayor parte de su
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fortuna fuese destinada a los benefactores de la humanidad, considerando que su aporte habia
sido en sentido contrario.

Cinco personalidades argentinas recibieron el Premio Nobel: Carlos Saavedra Lamas, (Paz,
1936), Bernardo Houssay (Medicina y Fisiologia, 1947), Luis Federico Leloir, (Quimica, 1970),
Adolfo Pérez Esquivel (Paz, 1980) y César Milstein (Medicina y Fisiologia, 1984).
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