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FISICA GENERAL

Estatica de los fliidos. Hidrodinamica. Aerodinamica,
Dinamica de la elasficidad y Acustica

ESTATICA DE LOS FLUIDOS

CAPITULO I

ESTATICA DE LOS LIQUIDOS

1. Definicién de fliido. — Tanto en lo que se refiere a las modi-
ficaciones producidas por fuerzas exteriores como con respecto a las
fuerzas interiores que aquéllas determinan, los liquidos y los gases
se comportan de una manera, a la vez que simple, diferente que los
s6lidos. En un sélido deformado, en equilibrio, las fuerzas en la su-
perficie de separaciéon de dos porciones pueden tener una direccidén
cualquiera diferente de la normal; en ellos se originan fuerzas inte-
riores por un cambio de volumen y por un cambio de forma.

Las fuerzas que opone la materia a un cambio de forma, provienen,
como se ha visto, de la resistencia al deslizamiento de una porcion
sobre otra; en una deformaciéon semejante un estado de equilibrio
resulta, Gnicamente, si esas fuerzas tangenciales, que nacen de la
deformacion, equilibran a las fuerzas exteriores.

En los liquidos y en los gases no se observa para deslizamientos
infimamente lentos ninguna resistencia; la forma exterior es siempre
la del recipiente que los contiene. Ademas, en los primeros son me-
nester fuerzas considerables para producir pequefios cambios de vo-
lumen mientras que los gases ofrecen poca resistencia a una variacién
semejante.

Como consecuencia inmediata de la ausencia de fuerzas que se
opongan a un deslizamiento, no pueden existir, en el interior de un
liquido o de un gas en equilibrio, fuerzas tangenciales en la superfi-
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cie de separacion de dos porciones cualesquiera. Consideremos, en
efecto, una masa liquida en equilibrio sometida a un estado de ten-
sién, obtenido, por ejemplo, por una compresién en un recipiente
cilindrico, y aislemos, con el pensamiento, una poreién ctubica ; las ten-
siones que actiian sobre sus caras se transmiten a través del liquido
que la rodea y son, con respecto a ellas, fuerzas exteriores. Si estas
fuerzas admiten componentes tangenciales a las caras y no existiendo
la posibilidad de que fuerzas interiores las equilibren, desplazarian
continuamente el liquido, en contra de lo supuesto. De aqui la siguien-
te definicién : Se dice que una materia es un flirdo cuando las partes
contiguas actiian unas sobre otras con fuerzas normales a la superfi-
cie que las separa.

Si se considera en el interior de una porcién fliida una supericie S

(fig. 1) que separa las porciones I y IT,
la accion que la parte I, por ejemplo,
ejerce sobre la IT consiste en la existencia
de las fuerzas normales f. Como en el
caso mas general los valores de las fuer-
zas que actiian sobre elementos iguales
de superficies, seran diferentes, conviene
considerar, en cada lugar. el cociente de
dividir la fuerza por la extensién de la

superficie sobre la que se aplica, cociente
Fig. 1. que recibe el nombre de presion. A fin
de representar la realidad de la mejor
manera seri menester dividir la superficie en elementos infinitamente
pequeinos y establecer el valor de la presién para cada uno de ellos.

La presién que indicaremos con p, en un punto M de una super-
ficie 8§, sera el cociente de dividir la fuerza f que actia sobre un ele-
mento s de superficie, infinitamente pequefio, que lo contiene, por
el area de éste, es decir.

p =" . (1]

La dimensién de una presién es, segin su definicién :
[p] = M Lt T~

o, en el sistema C G 8§,

[p] = em™ gr seg2.
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Volviendo nuevamente sobre las acciones entre las porciones I y II
de la figura 1 es claro que la porcién II aplica a su vez sobre la por-
cién I fuerzas iguales y opuestas a las que la I ejerce sobre ella; de
cual de estos sistemas de fuerzas debemos ocuparnos, depende exclu-
sivamente de la porcién de liquido sobre el que hemos fijado nuestra
atencion ; si de la II, son fuerzas exteriores las aplicadas sobre la su-
perficie S provenientes de la porcién I, y viceversa si nos ocupamos,
no de la porcién II, sino de la I.

Continuaremos ocupandonos de los liquidos en equilibrio, capitulo
que se designa con el nombre de hidrostdtica por ser el agua el mas
comun de todos ellos.

‘2. Teorema: La presion en un punto dado de un liquido es
la misma en todas direcciones. — Consecuencia inmediata de la
definicién de fliido es que cualquiera
sea la superficie que pasa por un pun-
to, como el M (fig. 2), la accién de
una de las partes sobre la otra, en el

punto M, sera la misma, es decir, la
rresidon en M no dependera de la
orientacién del elemento infinitamen-
te pequenio s de superficie que se con-
sidere.

Sean, en efecto MN, y MN, las
sceeiones con el plano del dibujo de
dos elementos rectangulares de super- Fig. 2.
ficie,idénticos, pero de diferente orien-
tacién, y que pasan por el punto M; sean P y' @ las fuerzas nor-
males que actiian sobre ellos provenientes del resto del liquido y
que suponemos aplicadas en sus respectivos puntos medios.

Si se imagina un prisma liquido de caras MN;, MNs y NN, en el
centro de esta Gltima cara el liquido debe aplicar una fuerza normal
R que equilibre a las otras dos fuerzas P y Q. Como por la igualdad
de MN,; y MN el tridngulo MN N es issceles, se sigue que R debe
formar el mismo Angulo con P v con @, y, puesto que existe equilibrio,
la resultante de P v Q, opuesta e igual a R, debe estar simétricamen-
te colocada con respecto a sus componentes y esto sélo es posible si
P y Q son iguales. Como los elementos de superficie sobre los que se
aplican tienen la misma extensién, resulta que las presiones sobre ellos
tienen el mismo valor, con lo que queda demostrado el teorema.
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3. Equilibrio de una masa flaida. El teorema general de la
hidrostatica.-— En la pagina 62 del primer tomo nos hemos ocupado
ya de las reglas del equilibrio de fuerzas aplicadas a cuerpos de forma

variable. Vimos entonces que si una
poreidn de un cuerpo semejante se
encontraba en equilibrio bajo la ac-
cién de fuezas exteriores, se le po-
dia considerar,en ese estado,rigido,
y aplicar los principios generales de
la estatica. Son fuerzas exteriores,
como se ha hecho notar muchas
veces, las que le transmite directa-
mente el resto del liquido que la
rodea y otras como la gravitacién,
atracciones magnéticas, ete. Nos
limitaremos en lo sucesivo a los
casos en que de estas altimas fuer-

zas actua, como ocurre generalmente, solamente la gravitacién.
Supongamos (fig. 3 @) que se tiene un Hquido cualquiera en un reci-

piente y que por medio de un pis-
toncito ejercemos en un punto cier-
ta presion p.; puesto que suponemos
que existe equilibrio, el liquido debe
aplicar en el mismo punto una pre-
si6n igual y de sentido contrario.

Sobre una porcion elemental cual-
quiera, como por ejemplo, la ctibica
dibujada, actian como fuerzas exte-
riores las fuerzas normales a sus ca-
ras gue le transmite el resto del li-
quido v su peso, que indicamos con
mg; el equilibrio de ese elemento
proviene del equilibrio de esas fuer-
zas.

A fin de establecer analiticamente
las condiciones de equilibrio consi-
deremos un sistema de coordenadas

i
Il

Il

h
[

|
1

Figz. 2.

rectangulares cuyo origen coincide con cierto punto O del liqui-
do y cuyo eje z es vertical (fig. 3b). Sean dz, dy, dz las aristas del
cubo elemental y p,, ps, ps las presiones que ejerce el liquido sobre
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las caras ABGH ; ACDF y ADFQ@, respectivamente, y p:, p2’, p’s
las presiones en las caras opuestas correspondientes.

Para que el paralelepipedo no sufra un desplazamiento en ningu-
na de las tres direcciones z, v, 2z, la suma de las fuerzas relativas a
cada una de ellas debe ser nula.

Las fuerzas que acttian en direcciéon de las = e y son, solamente,
las fuerzas normales, de modo que se tiene:

prdyde—p/dydz =0 [2]

como condicién de equilibrio en la direccién z, y- -

pedrdz— p dedz =0 (3]

como condicidén de equilibrio en la direccion y.
De ella resulta que son:

pr=p' 5 p2=p [4]

y puesto que la ubicacién del paralelepipedo puede ser cualquiera
se sigue que la presiéon no varia en las direcciones = e ¥.
En la direccién de las 2 actilan las fuerzas

psdrdy 'y mg,
en la direccién positiva, y
ps’ dx dy
en la direccién negativa, de modo que la condicion de equilibrio sera

psdx dy + mg—pi’ dedy =0 (5]

(ps’ — ps) drx dy = mg. (6]

Si se indica con @ el peso de la unidad de volumen del liquido o
peso especifico, se tiene,

mg = ¢ dx dy de, (7]

puesto que dx dy dz es el volumen del elemento.
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Introduciendo 1a [7] en la [6] y dividiendo por dz dy dz, se obtiene

pa' — P3 =9 dz. (8]

Pero ps’ — ps es la diferencia entre las presiones de dos puntos
infinitamente préximos separados por la distancia dz, es decir, es el
diferencial dp de la presién en el lugar considerado, en direccién de
las 2, de modo que se puede escribir:

p’ — ps = dp = pda. [9]

Por la [9] se ve que la presién varia solamente con z, manteniéndo-
se, por lo tanto, constante su valor en cada uno de los planos normales
a 2, esto es, en los planos horizontales, como resultd también de las
relaciones [4].

Si se integra la [9] se obtiene:

» =p2+c, [10]

donde ¢ es la constante de integracién; su valor se obtiene si se co-
noce la presion para un plano horizontal cualquiera. Si es, por ejem-
plo, py el valor de la presiéon en el plano horizontal que pasa por O,
esto es, para el plano z = 0, resulta ¢ = p,, ¥ por consiguiente:

P = Ppo+ 02, [11]

donde z debe figurar con su signo. Asi, por ejemplo, la presién en
el punto 4 (fig.3 a) cuya coordenada z tiene el valor -+ h, es:

Pa = Po+ o hy

mientras que la presion en el punto B, cuya coordenada z tiene el
valor — ho, es:

Pg = Po— ¢ ha.

La relacién [11] constituye el feorema_general de la_hidrostdtica.
Se ve por él que la diferencia de presién entre dos puntos A y B sepa-
rados por la distancia vertical h = h; + hs estd dada por la expresién:

Pa—DPB = ph:
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es decir, por el producto del peso especifico del liquido por la dis-
tancia vertical entre los puntos.

Este teorema es aplicable siempre que se $
pueda pasar de un punto a otro sin salir nunca
del seno del liquido. Asi por ejemplo, la di-
ferencia de presién entre dos puntos A y B
(fig.4) seria la misma si imaginamos que la
superficie ideal § § punteada fuese una super-
ficie material rigida, pues si el sistema esti
en equilibrio, como suponemos, no se modifi-
can las condiciones en lo mas minimo, segiin ya se ha mencionado en
mas de una oportunidad.

4. Consecuencias inmediatas deél teorema general de la
hidrostatica. —— A. Er prINCIPIO DE PAsCAL® LA PRESION EJERCIDA
EN UN PUNTO DE UN LIiQUIDO SE TRANSMITE INTEGRAMENTE EN TODO
SENTIDO. — Se ha visto que la presion tiene el mismo valor en todos
los puntos de un mismo plano horizontal. Si el plano horizontal que
pasa por O (fig.3a) contiene a la vez el punto donde se hace con
el embolito 4 B la presién exterior p. es claro que po=p. y el

teorema general toma la forma:

P =Dt ¢ [12]

es decir, la presion en un punto cualquiera,
resulta de la superposicion de la presion p,
aue se ejerce en cierto punto del liquido
desdc el exterior y de la presiéon provenien-
te del peso del liquido. La presién exterior
se transmite entonces integramente en todo
sentido. Si por una abstraccion prescindi-
mos del peso del liquido, la presion tendria
en todas partes el mismo valor p. que se
cjerce desde afuera.

Fig. 5. Como se ve, este principio resulta de la
definicién de fliiido; no es menester, para establecerlo, como se dice

|

BB SN 1111 M g

en algunos libros, suponer al fliido incompresible. Hasta ahora no
hemos hecho ninguna suposicion en ese sentido. Experimentalmente
puede comprobarse con un aparato como el indicado en la Fig. 5.
Los tubos doblados son de vidrio y llevan cierta cantidad de mer-
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curio; llenando el aparato de agua, por ejemplo, y haciendo una pre-
si6n con el pistén P se observari que en los tubos las diferencias de
niveles de las columnitas de mercurio son iguales.

B. DIFERENCIAS EN EL COMPORTAMIENTO DE SOLIDOS Y FLUIDOS.
PRENSA HIDRAULICA. — En lo que se refiere a la transmision de la
fuerza, los s6lidos y fluidos se comportan de distinta manera.

Tengamos, por ejemplo, una instalacion como la que indica la fi-
gura 6 a, en la que dos pistones de secciones S y s estan rigidamente
unidos por una barra B. Si sobre uno de ellos se aplica la fuerza
normal #, para mantener el equilibrio hay que aplicar sobre el otro
una fuerza normal f=F.

En cambio, si como mues-
tra la figura 6 b, los pistones F?
estan separados por un fldi-
do, si actiia normalmente a
S la fuerza F, debe aplicarse
sobre el otro, segiin el prin-
cipio de Pascal, una fuerza f
tal que las presiones tengan
el mismo valor, es decir, que:

f_r
Nl [13]

En suma, un cuerpo rigido
transmite la fuerza en su mis-
ma direcién, mientras que un
flitido transmite la presion en
todos sentidos.

..Este comportamiento de
los fliidos puede ponerse en
evidencia en forma muy interesante por medio de una instalaciém
como la que muestra la figura 7. Una bolsa de goma B que se con-
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tinia por un tubo de la misma substancia, termina en un tubo de
vidrio que se mantiene vertical por medio de un soporte.

S1 se llena la bolsa de agua y se la comprime con un peso eleva-
do, mediante una tabla de madera, el nivel del liquido sube en el
tubo vertical tan sélo unos decimetros, pues lo que se transmite
es la presion que estd dada, en este caso, por el cociente de dividir el
peso aplicado por la extension de la superficie de contacto entre la
tabla y la bolsa. Supongamos que esa superficie es de 900 centime-
tros cuadrados (30 cm X 30 em) y la carga, como indica la figura,
de 50 kilogramos. La presién serd 50 kg/900 em? = 555 gr/cm? vy,
ror lo tanto, la altura de la columna de
agua sera de 55,5 centimetros. F

Si se trata de una instalacién consis- |, /S///////
tente de dos vasos comunicantes (fig. 8),
la condicion de equilibrio est4d dada, co-
mo es evidente, por la relacién [13] de ;
ls pagina anterior. N

La prensa hidraulica (fig. 9), consti-
tuye un dispositivo por medio del cual
es posible transmitir y mantener presiones muy -elevadas.

-

Fig. 8.

_ Los cuerpos de bomba, eci-
. ] lindricos, verticales, de seccio-

nes muy diferentes, estin en

comunicacién entre si por me-
dio de un tubo metalico; am-
bos estan provistos de émbolos.

Supongamos que la prensa
estd con la carga de agua que
muestra el dibujo. Si acecio-
nando el brazo 4 0, que gira
alrededor del punto fijo O, se
aplica una fuerza f sobre el
émbolo de seccidn s, la presién
se transmite a través de la ma-
sa flhida hasta el cuerpo de
bomba mayor, previa abertura
de la valvula V., y actuando sobre el émbolo de seccién S lo des-
plaza. Si en la plataforma de la maquina se ha puesto un cuerpo
C, para comprimirlo, la reaccién que éste opone aumenta con la

Fig. 9.
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compresion hasta que por fin el émbolo grande reacciona sobre el li-
quido con una fuerza F tal que se cumple la reacciéon establecida
mas arriba.

Si se deja de accionar el émbolo pequeno, la valvula Vs se cierra
en seguida, manteniéndose la presidon alcanzada. Moviéndolo ahora
hacia arriba, la vilvula C; se abre y sube liquido del recipiente R
al cuerpo de bomba. Si se acciona otra vez hacia abajo la valvula V,
se abrird cuando la presidn que se ejerza sea un poco mayor que la
existente en el flaido del cuerpo de bomba de la derecha. Penetra
en éste una pequefia cantidad de liquido y el émbolo S se desplaza
nuevamente, comprimiendo méas el cuerpo C, hasta que se establece
en todas partes la presion que se realiza en S.

A una fuerza — f en direccion del vastago del émbolo pequeiio,
corresponde en A una fuerza P paralela y del mismo sentido cuyo
valor esta dado por la relacién.

P.a=f.b,

pues los momentos de ambas fuerzas con respecto al punto O de gi-
racion deben ser iguales.
De las relaciones anteriores resulta que la presidon transmitida es:

f P a

S s b

v que la fuerza F' con que reacciona el émbolo grande sobre el liquido
0, lo que es lo mismo, la fuerza que comprime el cuerpo C tiene el
valor:

F-sS _p 82
s s b

. ., a -
Supongamos, por ejemplo, que la relacion — tenga el valor 5, que s
b
sea 1 centimetro cuadrado y S de 150 centimetros cuadrados; una

fuerza P = 30 kilogramos aplicada en A determinaria una presién de
150 kg/cm? y la fuerza F de compresion seria de 22.500 kilogramos.

-Es indispensable, para producir y mantener presiones tan grandes,
que no sean posibles escapes de liquido. Particular cuidado debe te-
nerse. para ello, en el pistén grande; el cuerpo de bomba lleva embu-
tida, en la forma que muestra el dibujo, una pieza de cuero, la que
es apretada contra el émbolo por la presién misma del agua.
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C. LA SUPERFICIE LIBRE DE UN LfQUIDO EN EQUILIBRIO ES UN PLA-
NO HORIZONTAL. — Si se abandona a si mismo un liquido, en el in-
terior de una vasija, la superficie superior que separa al liquido del
aire se llama superficie libre. So-
bre ella actia solamente la pre-
sién atmosférica, la que puede
considerarse, en todo momento,
para lugares muy pré6ximos unos
de otros, constante. Lia superficie
libre es, segtiin esto, una superfi-
cie de nivel, es decir, una super-
frcie horizontal.

Esto puede comprobarse experi-
mentalmente con un baino de mer-

curio y una plomada (fig. 10) ; la imagen se ve en la prolongacién de
la vertical de 19 plomada, lo que prueba que la superficie reflejante
es, en todas partes, normal a esa direccidn, esto es, horizontal. Con-
viene, en estos casos, medir la coordenada 2z, que indicaremos ahora
con h, a partir de la superficie libre ; py indicara la presién sobre ella,
esto es, la presion atmosférica. La presion
e¢n un plano horizontal situado a la distan-
cia vertical & de la superficie de nivel de
un liquido (fig. 11) estd dada, seguin el
teorema general, por la relacion:

p=p0+ Phr

y la presion en los puntos de las paredes
del vaso situados sobre ese mismo plano
tiene también ese mismo valor en todas di-
recciones. Si se considera, en particular, la
superficie material del vaso, la presién que ejerce el liquido sobre ella
es normal e igual al valor anterior. Las presiones en A o en B son

exactamente de la misma magnitud; lo mismo para la presién nor-
mal que cjerce el liquido sobre la superficie material del vaso en B,
pues esa direccién es una de las direcciones que pasan por B.

D. PRESIONES DE ABAJO HACIA ARRIBA.— Como se ha visto, la
presién en un punto de un fliido no depende de la direceién; la pre-
sién hacia arriba es la que ecorresponde, segin el teorema general de
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la hidrostatica. Se considera la direccién vertical hacia arriba por ser
la direccion opuesta a la de la fuerza de la gravedad y permitir por
este motivo algunas experiencias sencillas.
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Fiy. 12.

Tengamos (fig.12) un tubo cilindrico de vidrio,
sbierto en sus dos extremos por cortes normales a
sus generatrices; una de estas aberturas se obtura
por medio de un disco plano .D, que se mantiene
por la tensién de un hilo. Si se introduce en el
seno de un liquido, en la forma que indica el es-
auema, el disco queda adherido al tubo sin necesi-
cad de tirar de aquél.

Lia presién normal que ejerce el liquido, de abajo
hacia arriba, sobre el disco D, debe ser igual a la que

corresponde a los puntos del flaido que estin en contacto con él; si,
como suponemos, el disco esti situado horizontalmente a la distan-

cia vertical h de la superficie
libre, la presién en uno cual-
quiera de sus puntos es:

P = po+ ¢oh,

donde todas las magnitudes tie-
ren la significacién dada antes.

Sobre el lado de arriba del
disco actia solamente la presion
Do, de modo que como presiom
resultante queda una presién
hacia arriba igual a oh. Que
esto es efectivamente asi, lo
rrueba el hecho de que si se
vierte liquido en el interior del
iubo, el disco se desprende cuan-
do el nivel interior es igual al

™
PR )
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'
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1
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4 2
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Fig. 13.

de la vasija, pues asi se agrega sobre el disco una presién hacia

abajo igual a oh.

E. LA PRESION QUE EJERCE UN LfQUIDO EN UN PUNTO CUALQUIERA
DEL FONDO DE LA VASIJA QUE LO CONTIENE NO DEPENDE DE LA FORMA
DE ESTA NI LA CANTIDAD DE AQUEL. — Por el teorema general de
la hidrostatica esa presion depende, para el mismo liquido, exclusi-
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vamente de la distancia vertical entre el fondo y la superficie
libre. ’

Esta consecuencia puede ser comprobada experimentalmente, con
€l aparato que muestra la figura 13. Cuatro recipientes, de formas
muy diferentes, pueden atornillarse en la misma pieza metalica C,
que estd provista, por debajo, de una abertura circular plana. Esta
abertura puede obturarse por medio de un disco metilico D mon-
tado en el extremo de una palanca, para lo cual es necesario colocar
en el platillo del otro extremo una carga conveniente P.

Si se coloca uno de los recipientes y se determina la altura del li-
quido en el instante que, para cierto peso P, comienza a derra-
marse por debajo, se observard que con los otros vasos y para la
misma carga P el derrame comienza exactamente a la misma altura.

Las fuerzas aplicadas sobre el mismo fondo han sido, segin esto,
iguales en los tres vasos y, por consiguiente, las presiones también
fueron del mismo valor.

Este resultado, segtun el cual la fuerza total sobre el fondo de un
recipiente no depende de la cantidad total del liquido, en contradie-

cién con lo que la logica vulgar admitiria, constituye la llamada
paradoja hidrostdtica.

¥V F. VASOS COMUNICANTES. — Si en una serie de vasos comunicantes
se vierte un liquido cualquiera, las superficies libres de los diferentes
vasos deben estar al mismo nivel, es de-
cir, deben formar parte del mismo plano
horizontal. Esto resulta del teorema general
y del hecho de que en una masa flaida en
cquilibrio se pueda imaginar, sin que ecl
cquilibrio se altere (fig. 14), superficies ri-
gidas abiertas o cerradas. El nivel del li-
cuido de la vasija estd en todos sus pun-
tos sobre un mismo plano horizontal, existan
o0 no las superficies rigidas dibujadas por
puntos, y que forman un sistema de vasos comunicantes; las super-
ficies libres A, B, y C de estos vasos estarian sobre el mismo plano.

Si se vierte, en cambio, en un tubo doblado en U, dos liquidos no
mezclables, por ejemplo, agua y mercurio, la distribucién de las su-
perficies es la que indica la figura 15a; la presion debe ser, lo
mismo que antes, idéntica en los diferentes puntos del mismo plano
horizontal.

[

(!
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La diferencia de niveles h; y ho de los extremos de las dos colum-

nas de liquido estan relacionadas por una expresién muy simple. La

presién sobre el plano horizontal CB, que con-

1/; tiene la superficie de separacion de los dos
liquidos, est4 dada en B por la relacién:

e D
f == Do + ¢2 he,
; E_i: l si 02 es el peso especifico del liquido existente
b, | % entre A y B, y en C por el valor:

!
]

Po + o1 hl,

donde 0, es el peso especifico del liquido con-
tenido en la rama CD.

Puesto que esas presiones deben ser iguales,
resulta:

p1ht = g2 he [14] /S
0 J
ﬁ. = ﬁ, [15]
hz P1

relacion que nos dice que las diferencias de nivel
de las columnas liquidas estan entre st como la
razon inversa de los pesos especificos.

Esta relacion puede ser utilizada para medir
pesos especificos; las alturas h, y ho se miden
exactamente con un catetémetro.

Una instalacién que se conoce también con el
nombre de vasos comunicantes, es la representa-
da por la figura 15b, que se suele utilizar para
comparar, aproximadamente, el peso especifico
de liquidos mezclables. Generalmente, uno de Fig. 15b.
los flaidos es el agua, cuyo peso especifico puede tomarse como la:
unidad, tratandose de un método grosero como éste.

Aspirando aire por el tubo superior, se establece en el interior
una presion p; menor que la presién atmosférica po, lo que da lugar
a queelos liquidos suban hasta cierta altura en cada uno de los tubos.
Indicando, como antes, con 01 y 02, ¥ b1 ¥ ho a los pesos especificos.
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de los dos liquidos y las alturas de las columnas correspondientes, .
se tiene:

Po-— D = €1 h, = F2 hz.

5. Aplicacion del principio de los trabajos virtuales a la
deduccion del teorema general de la hidrostatica.— Nosotros
hemos sentado el teorema general de la hidrostatica utilizando ex-
clusivamente la definicién de fliido establecido en el parrafo 1, de-
finicién a la que se ajustan, para movimientos infinitamente lentos o
en el estado de reposo, los liquidos reales
v los gases. Para nada se ha hecho uso de ==

la suposicion de que el flaido fuese incom-
presible, de tal manera que el teorema vale F
para todos los fltidos reales.

Este teorema puede establecerse con la =
sola definicién de fliido, sin necesidad de la .
incompresibilidad, y de una manera ele- P
gante, con el auxilio del principio de los
trabajos virtuales,

Supongamos que se tiene un fltiido en equilibrio en una super-
ficie cerrada (fig. 16) que podemos suponer rigida y que estd provista
de dos pistones de secciones S; y Ss. Sobre éstos acttian las presiones
P1 v pa. Se trata de establecer qué relacion existe entre p, y p2 en
condiciones dadas, o, o que es lo mismo, para un volumen dado, pues

BN

si el volumen varia se originan nuevas fuerzas que no figuraban en
el estado anterior. Al aplicar el principio de los trabajos virtuales,
deben considerarse, por esto, desplazamientos virtuales tales que el
volumen del fliido quede invariado; el fliido, no obstante, puede
ser compresible.

Si imaginamos que el piston de arriba avanza hacia adentro el
camino ¢;, el de abajo debe suponerse que avanza hacia afuera un
camino e» tal que sea:

Es decir, todo ocurre como si una masa liquida de volumen s, ¢,
pasara del cilindro de arriba al de abajo, recorriendo el camino ver-
tical h. El cambio de forma no requiere en los fliidos el consumo
de ninguin trabajo, pues no se oponen fuerzas al deslizamiento. La
fuerza de gravedad gasta, por el recorrido vertical de la masa m flai-
da, de volumen s, e;, el trabajo mgz. Lias fuerzas p; s; v pa s2 apli-
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.cadas sobre los pistones han realizado los trabajos -+pisier ¥y
— P So €0, Tespectivamente, de modo que debe ser:

P1 81 61— P2 S2 €2 + mgz = 0.
Si el peso especifico del liquido es o se tiene:
mg = ¢ S1 €.
De esta relacién y de las precedentes resulta:
p2— D1 = 07 [16]
‘que es la relacién antes establecida.

6. Trabajo de las fuerzas en los desplazamientos reales. —
'CASO DE LOS FLUIDOS INCOMPRESIBLES. — Consideremos la instala-
cibn que indica la figura 17 y
supongamos que la fuerza F pro-

-

voca el desplazamiento del siste-
ma hacia la derecha; la fuerza
f se opone en todo momento al
desplazamiento, que supondre-
mos muy lento. La energia ci-
aética podra, en este caso, no
-considerarse. La fuerza F y, por lo tanto, f, varian de una manera
cualquiera con el tiempo.

Se trata de establecer las relaciones energéticas de ese desplaza-
‘miento real.

Sea AB el desplazamiento total del pistéon S y A’B’ el de s; el
“‘trabajo de la potencia F seri:

B
/ F . de
A

-
fde,

AI

1=

R ——

Fig. 17.

v el de la resistencia f:

-expresiones en las que aparece el signo integral a causa de que
-siendo las fuerzas variables deben dividirse los desplazamientos en



elementos de y de’ infinitamente pequefos, dentro de los cuales
pueden considerarse aquéllas como constantes.

Por la suposicién hecha al principio no se produce una variacion
sensible de la energia cinética. El trabajo de la potencia se ha
consumido en vencer la resistencia y en comprimir el flaido.

Se tiene, de una manera completamente general, para toda clase
de fluidos, sean liquidos o gases,

B A
[ Fde = f de’ + trabajo de compresién. [13]

4 B’

Si de y de’ son dos desplazamientos elementales reales que se
corresponden, se tiene:

F .de = f.de + trabajo elemental de compresién. (14]

Como de y de’estdn en razén inversa de las secciones S y s inicamen-
te si el fliido es incompresible, pues en ese caso debe ser S8.de = s d¢’, la

f

relacion anterior muestra que las presiones 35 y — no obedecen, du-
8

rante los desplazamientos reales, en los fliidos compresibles, al prin-
cipio de Pascal. Este principio vale, sin embargo, para el equilibrio,
para todos los flaidos, liquidos o gases.

La experiencia muestra que los liquidos son muy poco compresi-
bles, de modo que puede despreciarse el trabajo de compresién.
Para ellos la [14] da:

F.de =f.de, (15

expresién que unida a la condic:6n de incompresibilidad (S.de = sde”)
da la relacién [13] de la pagina 8.

Es decir, en los liquidos, vale el principio de Pascal para el estado
de movimiento, siempre que las variaciones de la energia cinética no
se hagan semsibles, en cuyo caso figuraria en el segundo miembro
de la [13] el aumento de su valor.

La relacién [15] enseila que por un dispositivo hidriulico se
puede transmitir, integramente —si se desprecia el roce — una
suma cualquiera de trabajo. Se puede, ademds, lo mismo que en
las méquinas simples, ganar en fuerza lo que se pierde en velocidad
.0 reciprocamente.
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Es claro que las consideraciones anteriores no dependen para
nada del dispositivo; lo esencial es que el medio por el que se
transmite la energia sea fldido, un liquido,
en lo que se refiere a las tltimas frases
de este parrafo.

7. Ascensores hidraulicos.—La figura
18 representa, esqueméiticamente, un apa-
rato de esa clase. La cabina esta rigidamen-
te unida a un largo cilindro de acero que se
desplaza coaxialmente en el interior de otro,
hueco, de mayor didmetro, embutido verti-
calmente en el suelo. Entre ambos existe,
e en la extremidad superior de este ultimo,

FEAL I FE
i e [£ »

PrevEswA gt

un ajuste perfecto.

Todo el espacio libre se mantiene lleno
de agua.

El peso del cilindro y de la eabina esta
casi equilibrado, a través de una polea, por
un contrapeso.

Si se transinite al seno del liquido una
presion, que en el esquema provendria del
liquido que se encuentra en el recipiente
R, el cilindro es empujado hacia arriba,

desplazandose con la carga. Para descender

se cilerra la comunicacién con el conducto a alta presién y se da
escape, por otro conduecto, al liquido almacenado en el tubo.

Otra aplicacién del mismo género es la de los guinches hidrdulicos.



CAPITULO 1I

EQUILIBRIO RELATIVO DE SOLIDOS Y FLUIDOS
DETERMINACION DE DENSIDADES

A.— EL PRINCIPIO DE ARQUIMEDES

1. El principio de Arquimedes.—Este principio resulta en segui-
da de la aplicacion de las leyes de la estatica en la forma que se ha
hecho anteriomente. El equilibrio de una porcién de flaido limitada
por una superficie § (fig.19) significa, como se ha visto, que la resul-
tante I de las presiones f que ejerce el resto del liquido sobre S es
igual y de sentido contrario que el peso mg
de la masa fliida considerada. Lia accién que Empuje
! resto del liquido ejerce sobre S no puede Ry

= — — —— —

depender de la substancia que se iImagine F=-=Z%F==—==-
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centro de ella; en todos los casos la resultante
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de las presiones f serd una fuerza vertical,

ll

1L
I

|

l ’
1 '
Wl

dirigida hacia arriba, e igual al peso del /
liquido que contiene. Epe ___:

Resulta asi que un cuerpo sumergido en un '
liquido en equilibrio debe recibir un empuje
de abajo hacia arriba igual al peso del volu-

men del liquido desalojado. Este enunciado constituye el llamado

Fig. 19.

principio de Arquimedes.

Experimentalmente puede comprobarse, de una manera muy c¢dmo-
da, como sicue. Se suspende de uno de los platos de una balanza de
precisién un cuerpo, un pedazo de metal por ejemplo, y se pesa una
vez en el aire y otra vez sumergido en un liquido contenido en un
vaso de derrame, recogiendo, en un vasito el liquido que se vierte al
introducirlo. El peso aparente del cuerpo sumergido es menor que el
peso del cuerpo en el aire, lo que prueba la existencia de un empuje
hacia arriba; la diferencia es igual al peso del liguido recogido, peso

19
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que se obtiene pesando el vasito antes y después de la experiencia.
Como experimento de curso puede hacerse la muy conocida de los

Fig. 20.

cilindros (fig. 20) uno
de los cuales, el de
abajo, macizo, enchufa
perfectamente en otro

‘hueco, el de arriba.

2. La igualdad de
laaccion ydelareac-
cion. — Si el liquido
aplica sobre la superfi-
cie de un cuerpo pre-
siones cuya resultante
es una fuerza vertical
hacia arriba igual al
peso del liquido que
desaloja, por el prin-
cipio de la igualdad de
la aceién y de la reac-
cién, el cuerpo reaccio-
na sobre el liquido, en
todo punto, con una
presién igual y de sen-
tido contrario y, por
lo tanto, debe empujar
al liquido hacia abajo

con una fuerza igual también al peso del liquido desalojado. Esto

se comprueba de la manera si-
guiente. Coléquese en uno de los
platillos de una balanza un vaso
con un liquido, agua por ejemplo,
y equilibrese con una tara; intro-
¢uciendo en el flaido un cuerpo
que pende de un hilo o varilla se
observara que es realmente empu-
jado hacia abajo. Si se repite la
vxperiencia utilizando el cilindro
macizo del experimento anterior

(fig. 21), situando el cilindro hueco en el otro platillo, llenando éste
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de liquido se restablece el equilibrio, lo que prueba que el empuje es.
compensado, como se aseverd, por el peso del liquido desalojado.

3. El principio de Arquimedes aplicado a los gases. — La ex-
periencia ensena que el principio de Arquimedes se aplicable a los-
gases. Por medio del baréscopo (fig.22) se comprueba la existencia
de un empuje hacia arriba. Una pequena palanca de prirrier grado
lleva suspendida en uno de
sus extremos un globito de
vidrio; el equilibrio se re-
gula, a la presidn ambiente,
por medio de una masa me-
talica que se desplaza a tor-
rillo, sobre el otro extremo
de la palanca. Situandola
esi sobre la platina de una
maquina neumatica y ence-
rrindola en una campand,
se observa, al hacer el va-
cio, que la palanca se inecli-
na del lado en que pende
el globo de vidrio.

Que el empuje es igual
a] peso del gas desalojado
se comprueba suspendiendo
del platillo de una balanza,
por medio de un hilo largo
v delgado, un balén cerra-
do, de tal manera que que-
de sumergido en la atmos-
fera gaseosa de un recipien-
te, al que se adapta una tapa provista de un agujero.

Si este recipiente contiene una vez aire y otra acido carbénico, por
ejemplo, los empujes que soporta el balon deben ser diferentes; la
diferencia entre los pesos necesarios para restablecer el equilibrio
en uno y otro caso debe ser igual a la diferencia entre los pesos
de volimenes de acido carbdnico y aire iguales el volumen del balén.
La experiencia muestra que ello es efectivamente asi.

‘La ascensién de los globos es debida a que-el empuje hacia arriba
del aire es mayor que el peso de ellos.

Fig. 22.



4. Reduccion de una pesada al vacio.—El objeto de una pesada
-es,. como se ha visto, le determinacién del peso o de la masa de un
‘cuerpo, por comparaciéon con los pesos o masas de una « caja de
pesas ».

La operacion se hace, en general, en las condiciones atmosféricas
naturales, de tal manera que tanto el cuerpo como las pesas sufren
un empuje igual al peso respectivo del aire que desalojan.

Las indicaciones de las pesas corresponden al vacio. De la pesada
en el aire se deduce facilmente, como se indica a continuacién, el
peso en el vacio, utilizando el principio de Arquimedes.

Supondremos que todas las pesas son del mismo material y que
tienen, por lo tanto, la misma densidad ; esto no ocurre con las pesas
que representan fracciones de gramos, lo que, en general, no da
lugar a errores sensibles.

Es claro que si se trata de pesadas de muy pequefias cantidades
de substancias, y se usan solamente las vesas, que representan las
fracciones de gramo, ha de tomarse la densidad de éstas.

Sea:

P’ el peso aparente del cuerpo en el aire, es decir, la suma de las
pesas que lo equilibran en el aire;

P, el verdadero peso del cuerpo o peso en el vacio;
A, el peso de un centimetro ctibico de aire;
0, el peso de un centimetro ciibico del cuerpo; y

d,- el peso de un centimetro cubico de la substancia de las pesas.

P . . P
El volumen del cuerpo serd — y el empuje que sufre en el aire —&;
' Y

/ 14
-el volumen de las pesas es — y el empuje que reciben
¢ o
librio se produce cuando los pesos del cuerpo y de las pesas, dis-
minuidos en los empujes correspondientes, son iguales. Se tiene,

entonces, que:

A.El equi-

/
p_ Py P, N
o) (o)
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Como A es, en general, pequefio con respecto a ¢ y ¢ puede eseri-
birse:

A
P=PO+——1 (2]
P ¢
0 todavia:
/ / 1 1 , ’
P=P+Pl-~—» 2]
P ¢
Es decir, al peso aparente P’ hay que sumar un peso igual a
1 1 .
P’ (—— —) ; correccion ésta que aumenta con la diferencia en-
0 ¢
tre 9 y o.

B. — LA FLOTACION

5. Flotacion. — Un cuerpo abandonado en la superficie libre de
un liquido en reposo se ird @ fondo o flotard total o parcialmente
sumergido, de acuerdo con el principio de Arquimedes, segiin que
el peso del volumen del liquido que pueda desalojar sea menor,
igual o mayor que su propio peso o, en otras palabras, segin que
su densidad sea mayor, igual o menor que la del liquido.

1§
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Kl peso del cuerpo esta aplicado, como se sabe, a su centro G de
gravedad (figh 23), el empuje lo estd en un punto E de él, que
coincide con el centro de masa del flaido desalojado, punto que
se denomina centro de empuje o de flotacion.

St un cuerpo flota totalmente sumergido (fig. 24), el centro de
empuje coincide con su centro de gravedad si es homogéneo, no asi
si es heterogéneo.

En los dos casos de flotacidn, cuando el cuerpo esta en equilibrio,
lo que significa que ni se traslada ni gira en el seno del liquido, el
peso del flaido desalojado por la parte sumergida debe ser igual al



— 24 —

peso del cuerpo y actuar en sentido opuesto. El centro de flotacion
se encontrara, por lo tanto, en la posicién de equilibrio, sobre la ver-
tical que pasa por el centro de gravedad del cuerpo.

6. Estabilidad del equilibrio; metacentro.— Dado un estado
de equilibrio, para el cual los puntos G y E se hallan sobre la misma
vertical, su calidad se determina produciendo o imaginando una pe-
quefia rotacién (fig. 25) con lo que el centro del empuje se desplaza
de E a E’, punto que no cae sobre
la vertical que contiene a G. Ac-
tha, por esto, sobre el cuerpo una
cupla. Si su sentido es tal que mo-
veria al cuerpo en sentido contra-
rio que la rotaciom producida o
imaginada, restituyéndolo asi a su
posicién inicial, el equilibrio es es-
table; en caso contrario es inesta-
ble. Asi, por ejemplo (figs. 26 y
27) las posiciones Io y 11, son de equilibrio inestable mientras que
la I, y II, son de equilibrio estable.

La introdueccion de un punto caracteristico permite definir de una
manera sencilla y general la calidad del equilibrio. La vertical que
pasa por el centro E’ de empuje (fig. 25), que corresponde a una
posicién del cuerpo vecina a la del equilibrio, corta a la recta que
pasa por I/ y ¢ en un pun-

to M que se denomina me- £,

tacentro. Es claro que se “.\ ," S Pty I

puede suponer aplicado en ===\ ‘~‘@,’i§~§é‘“:i;;:izf\' ?t_:f

él el empue. = =
El criterio antes aplicado =71 /& E___ N

ruede condensarse en la si- E_I—__/ _i\ :;_:“__;:_f_??;é—_——-::f f:_.

guiente regla: El equilibrio === == = =
de un cuerpo flotante es es-
table cuando los metacentros se hallan por encima de su centro de
gravedad ; en el caso conirario, el equilibrio es inestable.

El equilibrio sera indiferente, cuando para todas las posiciones
los puntos E' y G coincidan, lo que sélo puede gcurrir si el cuerpo
estad totalmente sumergido y es homogéneo.

En el tomo I se ha visto que un sistema se encuentra en equilibrio
estable cuando su energia potencial es minima. Si la energia poten-



— 95 ——

cial proviene de la gravitacién, esa condicién se cumple cuando el
centro de gravedad alcanza la méis baja posicién posible.

Erréneo seria pensar que, en el caso actual, la posicién de equi-
librio estable corresponde a la méis baja posicién del centro de
gravedad del cuerpo flotante, pues el sistema estd constituido aqui
por el cuerpo y por el liqguido. Al cambiar la posicién de aquél se des-
plaza al mismo tiempo el centro de gravedad del liquido desalojado.
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El sistema se encontrara por lo tanto, en equilibrio estable, cuando
el centro de gravedad del sistema constituido por el cuerpo flotante
y el liquido esté lo més bajo posible.

Como en todas las posiciones el cuerpo desaloja una misma canti-
dad de agua, igual a su propia masa, el nivel de la vasija permanece
constante, pero el centro de gravedad del fliido se desplaza. Esto es
debido, exclusivamente, al desplazamiento del centro de masa del
liquido desalojado.

No es dificil aplicar el principio recientemente enunciado a dife-
rentes casos concretos de flotacién, pero como este método no ofrece
ninguna ventaja, a no ser la de comprobar una vez mas la validez de
aquél, y siendo la regla del metacentro, como ya dijimos, sencilla y
general, prescindimos de hacerlo.

7. Estabilidad y altura metacéntrica de los navios. Oscila-
ciones transversales. — La estabilidad de un cuerpo flotante cual-
quiera, y en particular de un navio, se mide por el momento que
tiende a restituirlo a su posicién normal (fig. 28) cuando se le gira
en cierto angulo . Nos referimos aqui a la estabilidad con respecto
a las giraciones transversales o, lo que es lo mismo, con respecto a
las giraciones alrededor de su eje longitudinal.

Ese momento se origina, como se vid, tan pronto como, por la
giracién del cuerpo, el centro de empuje no cae sobre la vertical
que pasa por su centro de gravedad.
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Como el peso del agua desplazada es igual al peso P total del
cuerpo, se designa al peso del volumen maximo de agua que desaloja
un navio con carga completa, su desplazamiento.

La figura 28 se refiere a un corte transversal de un navio por la
vertical que contiene a sus centros G y I/ de gravedad v empuje.

A

Si el barco se inclina, lo hace girando alrededor de un eje longi-
tudinal que pasa por O; la linea de simetria AA toma (fig. 29) la
posicion AA’ y el centro de empuje se mueve hasta E’.

El volumen que se sumerge de un lado es igual al que emerge del
otro. Ambos volimenes han sido sombreados.

El metacentro que corresponde a la inclinacién supuesta, que indi-
camos con ¢, estd en M. La distancia MG entre este punto y el centro
de gravedad G se denomina altura metacéntrica correspondiente a la
inclinacién ¢. La designaremos con a.

Las dos fuerzas P iguales y de sentido contrario, aplicadas en G y
M, respectivamente, determinan una cupla que da la medida de la
estabilidad y cuyo momento tiene el valor:

O =P .GC =P .a.seny, [3]

expresién que muestra que la estabilidad es tanto mayor cuanto ma-
yor es la altura metacéntrica,

Para angulos pequeiios puede escribirse el arco en lugar del seno,
es deecir,

M =P.a.yq, (4]
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de modo que la fuerza directriz que corresponde a las pequefas osci-
laciones transversales tiene el valor:

== =P.a. [5]
Si se indica con I el momento de inercia del buque, con respecto a

la linea longitudinal que pasa por O, el tiempo de duracién de esas
oscilaciones sera (véase tomo I, pag. 205) :

I - 1
,1,:21 -_— = T . 6
T‘/D 21/P.a (6]

Las oscilaciones seran tanto mas lentas y la embarcacién estara

tanto mas quieta cuanto menor sea la altura metacéntrica.

Como la estabilidad disminuye con @, el valor de esta magnitud
no debe disminuir hasta ser inferior, para un angulo dado, a cierto
limite.

En los grandes transatlanticos las oscilaciones transversales son
muy lentas ya para alturas metacéntricas del orden de un metro,
para pequeiias inclinaciones. Todo peligro de vuelco desaparece, pues
la altura metacéntrica aumenta en ellos rapidamente con la giracidn.

8. Determinacién de la altura metacéntrica.—Su valor puede
calcularse para un angulo dado, un tanto groseramente, mediante al-
gunas suposiciones que simplifican el problema.

El corte horizontal de un navio, a lo largo de la linea de flotacion,
estd representado en la figura 30. Prescindamos de los
extremos e indiquemos con b el ancho, v con ! la longitud / \
entre las lineas de puntos. e

Si se representa con S la superficie LKL del corte trans-
versal (fig. 28) que queda sumergida, el volumen del agua
desalojada es S, producto que, con una aproximacion 1
grosera, representa el valor numérico del desplazamiento.

El momento 977 dado por la relacion [3] se origina como
sigue. La parte sombreada sumergida sufre, por la gira- Y
cién, un empuje f en su centro B de gravedad, mientras KJ
oue sobre la parte sombreada izquierda la gravedad aplica  Fig. 0.
en B’también una fuerza igual a f, pues debiendo ser,
en toda posicién de equilibrio, iguales al peso y al empuje, el peso
de las partes sombreadas del navio deben ser iguales al peso del li-

quido que desalojan :



— 28 —

Las fuerzas f originan el momento /7 EIl valor de f estd dado,
-aproximadamente, por el volumen de una de las partes sombreadas,
luego es:

f=%[;]lsen<p (7]

La distancia de uno cualquiera de los puntos B y B’ de aplicacién
de las f a O es:

0B =22 (8]
2

2 I

y por consiguiente:

BR .= 2% 9]
3|

El momento que determinan las fuerzas f tendra, segin eso, el
valor:

1
—b%.1.sen [10]
12 v

Teniendo en cuenta que este momento debe ser igual a O/ se ob-
tiene por comparacién, para la altura metacéntrica a, la expresidén:

3 3
4 = 1 b1 _ 1 v (1]
12 P 12 8

puesto que P es el desplazamiento que estd medido, aproximadamen-
te, por el producto SI.

La relacién [11] da tan solo un valor grosero de a, que se refiere a
angulos pequefios de inclinacion.

En la practica, el valor de a se determina experimentalmente, des-
plazando lateralmente sobre cubierta, en una distancia d, un peso
conocido @, y midiendo con un instrumento — péndulo con un circu-
lo graduado fijo al navio — el d4ngulo ¢ de inclinacién.

El peso Q produce el momento @.d.cos ¢ momento que debe ser
igual a 9/7. Por comparacién se obtiene:

¢ =9 2]
P . tang ¢




C. — Prso ESPECIFICO; DENSIDAD. METODOS DE DETERMINACION

9. Definiciones.—Se llama peso especifico de una substancia al
peso de la unidad de volumen, Si se tiene una porcién homogénea de
una materia y se indica con P su peso, con V su volumen y con @
su peso especifico, la definicion se expresa por la relacion:

o= [13]
Comunmente se indica el peso en gramos y el volumen en centi-
metros cubicos, de modo que se puede decir que el peso especifico de
una substancia es el peso en gramos de un centimetro cubico.
Bajo la denominacion de densidad o masa especifica se comprende
a la masa de la unidad de volumen. Representando con M la masa
total y con p la densidad, se tiene:

(14]

Lo
i

v

Las magnitudes o y p estan ligadas por la relacién:

P =uwg,

st g es la aceleracion de la caida libre, pues es P = Mg por la ecua-
cion de Newton.

El peso especifico ¢ varia de un lugar a otro de la tierra con g
mientras que W es una constante.

Las dimensiones de ¢ y de p son:

_ MLT-
o

[e] = ML-3

M
= ML2T2 ; [ul =17

o en el sistema CGS:

L4

[e] = gr.cm™? seg? ; [p] =gr.cm=.

Conviene hacer notar aqui que el nimero que expresa la densidad
en el sistema absoluto CGS es el mismo que expresa el peso espe-
cifico en el sistema practico.

Por la observacién que antecede, puede usarse el valor de la densi-
dad en el sistema CGS, a la vez, como el peso especifico en el
sistema practico.



— 30 —

Si se quieren definir rigurosamente las magnitudes de que nos
ocupamos, es preciso, a causa de la dilatacion por el calor, hacer
referencia a la temperatura de que se trata. Como la densidad del
agua, a 4°C de temperatura, tiene el valor uno, es decir, la masa en
el sistema CGS de un centimetro ciibico de agua a 4°C es de un
gramo se puede definir también la densidad de una substancia como
la relacidn entre la masa de cierto volumen y la masa de un volumen
igual de agua a 4°C.

10. Determinacion del peso especifico de los s6lidos. Por el
principio de Arquimedes. — El principio de Arquimedes permite
determinar cémodamente el peso especifico de las substancias o,
mejor dicho, compararlos.

Si P es el peso fel aire y V el volumen de una porciéon de una
substancia cuyo peso especifico indicaremos con g, y P’ el peso apa-
rente que se obtiene pesindolo mientras se encuentra sumergido en
un liquido cuyo peso especifico es 0o, que no lo disuelve ni lo ataca,
se tiene, por el prineipio mencionado que:

P—P =V (15]
y por definicidn :

P=,V, (16]
de donde, por una simple divisién, resulta:

P e
= ’ [17]
P—P Po

cociente que relaciona el peso especifico del cuerpo con el peso espe-
cifico del liquido. Si éste fuese agua a 4°C' de temperatura, seria
00 = 1 y podria escribirse:

P

p_p ° [18]

relacién que da el peso especifico del cuerpo a la temperatuda de 4°C.

Experimentalmente las determinaciones de P y P’ se hacen de
una manera muy exacta utilizando una balanza de precisién pro-
vista de un puente (fig. 31) que permite el libre movimiento del
platillo, sobre el que se coloca el recipiente con el liquido en el
cual ha de sumergirse el cuerpo. Este, que puede ser un trozo pe-
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queno, se suspende de la horquilla por medio de un hilo muy fino,
lo mejor de cocén. Al pesarlo sumergido en el liquido es menester
eliminar cuidadosamente, mediante un pincel, las burbujas de aire
que quedan adheridas.

Por la relacién [17] se obtiene—Py sl se conoce po a la tempera-
. o
tura de la experiencia se puede calcular g, que es el peso especifico del

cuerpo a la temperatura del fliido. Sobre las correcciones hablare-
mos mas adelante.

Fig. 31 Fig. 32.

11. Determinacion con el picnéometro. — El picnémetro consis--
te (fig. 32) en un pequeiio frasco de vidrio de 10 a 15 centimetros
ctibicos de capacidad, provisto, lleve o no termdémetro, de upa pro-
longacién vertical constituida por un tubito delgado que tiene un
trazo horizontal, circular. Lia adaptacién de esta pieza de enrace, y
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.de la que lleva el termoémetro, al cuerpo del frasco, se realiza por
superficies conicas finamente esmeriladas.

Para la determinacién del peso especifico de un cuerpo sélido es
necesario determinar tres pesos: el peso P; del cuerpo, el peso Py del
cuerpo més el picnémetro lleno de un liquido y, por fin, el pe-
s0 P3 del picnémetro con el cuerpo dentro y lleno del mismo liquido.

La diferencia P> — Pj es el peso de un volumen de liquido igual al
volumen del cuerpo a la temperatura de aquél. Si este volumen es V
'Y 0o es el peso especifico del liquido se tiene:

Pz—-P3=p0V.
Es, ademas:
P1=QV,

si se indica con @ el peso especifico de la substancia a la temperatura
del liquido. Se obtiene, como antes:

P1 e

P2—P3 Oo.

No hay que olvidar quﬁ para el calculo de o hay que tomar para g,
-e] valor que corresponde a la temperatura de la experiencia. En el
caso del agua existen tablas que dan los valores de Qo en
funcién de la temperatura.

El piecndmetro esta lleno si la superficie del liquido est:
a la altura del trazo del tubito de enrace.
Q Este método requiere que durante las dos pesadas del

piecnémetro la temperatura haya sido la misma; en caso
contrario debe hacerse la corrececidn.

12. Determinacion del peso especifico de los liqui-
dos. Por el principio de Arquimedes. — Con la mis-
ma Instalacién indicada para la determinacién del peso
especifico de un sélido se puede obtener, con mucha exac-

Fig. 33. 1itud, el peso especifico de un liquido. Se pesa un cuerpo

primeramente en el aire, luego en el agua y por fin en el
‘liquido de que se trata. Si son P;, P, y Pj, respectivamente, los valores
totales de las pesas correspondientes a cada una de esas determina-
-ciones, son P; — P, y P;— P3 los pesos correspondientes a voli-
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menes del agua y del liquido, iguales al volumen del cuerpo sumer-
gido y, por consiguiente:

P, — P, %

— T e——

P,— P, Po'

Es claro que las temperaturas del agua y del liquido deben ser iguales.
Es cémodo usar como cuerpo o flotador un termémetro corto y
grueso (fig. 33).

" 13. Por la balanza de Mohr. — La cruz de esta balanza (fig. 34)
.estd dividida por incisuras prismaticas en forma decimal, es decir, el

Fig. 43.

momento que cierto peso determina alrededor de la arista de gira-
¢i6én, supuesto aplicado en una cualquiera de las incisuras, es un
nimero entero de décimos del momento que el mismo peso determina
por su suspensién en el extremo. Si el peso estd suspendido de la
incisura 6, por cjemplo, el momento es las seis décimas partes del
momento que resulta de su ubicacion en el ganchito final. |
Acompafian a la balanza, generalmente, cuatro caballetes, cada uno
.de los cuales tiene un peso igual a la décima parte del que le ante-
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cede. El mayor esta elegido de tal manera que, colocado cn el extre-
mo del brazo y estando el flotador en el interior de agua a 15°C,
como muestra la figua, la balanza queda en equilibrio. El momento
del empuje del agua sobre el flotador es igual y opuesto al momento
del caballete grande. A ese momento lo elegimos como unidad. Si
V es el volumen del flotador y 0o el peso especifico del agua a 15°C el
empuje es 0o V; empuje al que se hace corresponder el momento uno.
Si se sumerge el flotador en otro liquido, en uno mas denso que el
agua, por ejemplo, para establecer elequilibrio serd menester utili-
zar varios de los caballetes, probando sucesivamente los diferentes
lugares. Resulten, por ejemplo, las po-

siciones que indica la figua 35; el mo-

mento tiene, segiin lo establecido, el va-

lor 1,373. Si se indica con o el peso

X especifico del liquido, ese momento co-
rresponde al empuje o V. Se obtiene

° -1,373
Po

por una simple proporeiom.
Como se ve, la balanza da directa-

mwente el valor del peso especifico con

algunos decimales. Existen balanzas de
este tipo, tan bien construidas, que permiten la obtencién de cua-
tro decimales.

14. E1 método del picnometro. — Este método consiste en la
determinacion, por medio de una balanza de precisién, de los pesos
de dos volimenes iguales, uno del liquido que se trata y el otro del
agua. El picnémetro permite definir de una manera muy exacta ese
volumen.

Experimentalmente, conviene proceder de la manera siguiente .Se
pesa, primeramnte, el frasco vacio y bien seco, luego lleno con el
liquido, y, por fin, previos repetidos lavajes para eliminar por com-
pleto el liquido anterior, lleno de agua. Si son Py, P. v Ps, respecti-
vamente, los pesos encontrados, P> — P; es el peso del liquido y
P3; — P, el peso del mismo volumen de agua. Resulta, usando la
notacion de antes:

P, — P, e

Py - o



onviene, dentro de lo posible, que las temperaturas de los dos
liquidos sean iguales, a fin de que el volumen del frasco sea en
ambos casos el mismo. Si esto no ocurre, es menester introducir una
correcciéon. Para ps debe tomarse, como se ha dicho repetidas veces,
el valor que corresponde a la temperatura de la experiencia.

D. — METODOS PARA LA OBTENCION APROXIMADA DE PESOS
ESPECIFIC0S. AREOMETROS

15. Areometro de Nicholson. Balanza de Jolly.—El areémetro
de Nicholson consiste en un flo-
tador (fig. 36) provisto de dos
platillos, de los cuales el superior
esta unido al cuerpo de aquél por
una varillita cilindrica que lleva
un trazo horizontal e, que cons-
tituye la linea de enrace. Se uti-
liza como medio de flotacién, en
general, el agua.

El peso especifico de un cuer-
po se determina con este aparato
de la siguiente manera: colocan-
do cargas en el platillo superior
se obtiene el enrace, esto es, que
el nivel del agua coincida con el
trazo e. Esto se realiza, una vez,
colocando inicamente pesas cuyl
suma sea P, otra vez, colocan-
do el cuerpo y agregando pe-
sas cuyo valor total sea P, vy,
por fin, situando previamente al
cuerpo en el platillo inferior, co-
locando tnicamente pesas de va-
lor Ps.

El peso del cuerpo es Py — Ps,
y el empuje que sufre en el seno
del liquido y que da su volumen
es P3 — P,. Resulta, procediendo como en los numeros anteriores:

Pl'—'PQ e
Pa—Pe Po

iz, 36.




Este método, usado comunmente en las explotaciones, sblo da
valores aproximados y, por lo tanto, puede ponerse, cualquiera sea
la temperatura, go = 1, si se trata de agua dulce.

Este mismo instrumento puede utilizarse para
comparar el peso especifico de un liquido cual-
quiera con el del agua. Para esto es necesario
conocer el peso P’ del aerémetro y determinar
las sobrecargas P; y P> que son necesarias para
producir el enrace en el seno del agua y del 1i-
quido, respectivamente. Los volimenes desaloja-
dos son, en ambos casos, iguales y sus respectivos
pesos P’ +P; y P+ P, de modo que resul-
ta para la relacién buscada:

Y P' 4+ P,

Po P'+P1

La balanza de Jolly consiste (fig. 37)en una es-
piral metalica de la que penden dos platillos, uno
de los cuales se mantiene siempre dentro del agua,
La espiral estd suspendida delante de una regla
dividida en milimetros, que se mantierie vertical
accionando los tornillos del tripode que la sostie-
ne. Parte del ancho de la régla, y en toda su lon-
gitud, estd recubierta por un espejo que permite
leer la posicion sobre aquélla, de un hilo horizon-
tal delgado que llevan los montantes del platillo
superior. Si se mira en direccién a la linea que

determina el hilo y su imagen, se observa nor-
malmente a la regla y.se elimina la paralaje.

Para determinar el peso especifico de un cuer-
po se puede proceder exactamente como con el
aerometro de Nicholson, por medio de tres pesa-
das, llevando con el auxilio de pesas, a coinci-
dencia, en todas ellas, el hilo horizontal con la

misma divisiéon de la regla.
Mis sencillo es proceder teniendo presente que, con mucha apro-
ximacién, el alargamiento de la espiral es proporcional al peso que
la tiende.
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S1 hy es el alargamiento que experimenta la espiral cuando el cuer--
po estd en el platillo superior, puede escribirse su peso P:

P=ch1, [19]

st ¢ es la constante de proporcionalidad entre los pesos y los alar-
gamientos.

Si hy es el alargamiento que se observa situando el cuerpo en el
platillo inferior, el peso aparente P’ del cuerpo es:

P" =che. (20}
El empuje tiene el valor:
P—P =c¢(hy— hy) (21]
y por lo tanto:
P h
L. |22]

P—-—P’ hl'—hz Po

16. Aredometros a escala. — Los areémetros a escala permiten
determinar rapida y aproximadamente el peso
especifico de los liquidos.

Consisten, en general (figs. 38 ¢ y b), en un
flotador de vidrio que se prolonga hacia arriba
por un tubo cilindrico delgado. Terminan, en su
parte inferior, en una ampollita que contiene una
pequefia cantidad de mercurio o algunas muni-
ciones de plomo, con lo que se asegura la flota-
cién en la posicién que podemos llamar vertical.

La cantidad de lastre se regula de modo que
el aredmetro se sumerja hasta el nacimiento del
tubo cilindrico o hasta la proximidad de su ter-
nminacién, segtin que esté destinado a liquidos
menos o mas densos que el agua.

Estos instrumentos no se fundan en la compa- Fig. 38a y b.
racién de los pesos de volimenes iguales de liqui-
dos diferentes, sino en la comparacion de los volimenes de pesos
iguales idénticos al del aredémetro. La escala de que estin provistos
se traza, en las construcciones racionales, teniendo presente que los
voliimenes de pesos iguales de diferentes sustancias estin en razén in-
versa de sus pesos especificos, o, lo que es lo mismo, de sus densidades.
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VOLUMENOMETRO DE GAY Lussac.— Indiquemos con V el volu-
men del aredmetro hasta la linea que se sumerge en agua destilada,
_y supongamos que el tubo cilindrico ha sido provisto de una escala
tal que dos trazos consecutivos cualesquiera limiten un mismo volu-

i ., 1
men que sea cierta fraccién — del volumen V. El volumen compren-
. . , . v
dido entre dos divisiones de la escala sera, segin eso, — .

Puesto a flotar en otro liquido, el areémetro se sumergira, mas o
menos, segin que aquél sea de menor o mayor densidad que el agua.
Sea n el numero de divisiones de la escala comprendida entre las
lineas determinadas sobre el instrumento por los niveles del agua y
del liquido. El volumen sumergido sera ahora V = n l

Como los pesos de los liquidos desalojados tienen en los dos casos
el mismo valor, igual al peso del areémetro, sus volimenes estdn en
la relacion antes expresada y, por consiguiente,

e .V ¥ 123

00 pant Nzxn
N

donde g es el peso especifico del liquido y @q el del agua, que puede
considerarse, en estos métodos, igual a la unidad, cualquiera sea la
temperatura.

Por lo comun, se construyen estos volumendmetros de tal manera
que el volumen comprendido entre dos trazos de la escala sea la
centésima parte del volumen V, es decir. que N sea igual a 100.
Se tiene asi:

pp— U 24]
100 £ n

De acuerdo con esta relacion, al trazo gque coincide con el nivel
del agua, mientras el instrumento flota en ella, no se le denomina 0
sino 100. La numeracién debe crecer, ademas, hacia arriba y decre-
cer hacia abajo.

Si un aredémetro para liquidos menos densos que el agua se sumer-
-ge, por ejemplo, hasta el trazo 125, el peso especifico del liquido sera

o = 200 4 800,
125
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S1 uno destinado a flaidos mas pesados que el agua se sumerge en
un liquido hasta la divisién 80, el peso especifico de este dltimo sera

~ —

100

= 1,250.
80

Veamos ahora como se traza, experimentalmente, una escala semejante.
Tratese de un aredmetro para liquidos cuya densidad es mayor
que uno, lo que significa que el lastre se ha regulado de tal modo
que aquél se sumerge hasta una linea préxima a la extremidad
superior. Se marca esa linea y se le pone el numero 100.

Se prepara en seguida un liquido de peso especifico 1,250, mez-
clando agua y 4cido sulffirico y utilizando una balanza de Mohr,
por ejemplo. A la linea hasta la que se sumerge en un fliido de
esa densidad le corresponde, como se ha visto, el ntimero 80.

Se tienen, asi, dos trazos de la escala. Como el tubo es de seccion
constante, si se divide el espacio comprendido entre aquéllos en 20
partes iguales v se contintia la divisién hacia abajo, se tiene la
escala antes supuesta.

De idéntica manera se procede para el caso de instrumentos desti-
nados a liquidos menos densos que el agua. Se prepara una solueién
de agua v alcohol de peso especifico 0,800 v a la linea que determina
su superficie libre sobre el tubo del areémetro se le marca con el
ntimero 125. La divisién se ejecuta en forma analoga a la anterior.

A continuacién se da una tabla de correspondencia entre lecturas
de Tla escala v valores del peso especifico.

Lectura Lectura
Peso Peso
en el e en el e
p especifico ) especifico
arefmetro aredmetro
50,00 2,00 90,90 1,1
52,63 1,9 100,00 1,00
55,55 1,8 105,26 0,95
58.82 1,7 111,11 0,90
62,50 1,6 117,64 0.85
66,66 1,5 125,00 0,80
71,43 14 133,33 0,75
76,92 1,3 142,85 0,70
83,33 1,2

Mas eémodo es, en realidad, marcar también los valores de los
pesos especificos sobre la escala del aredmetro. Si tal ocurre se le
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designa con el nombre de densimetro. En la figura 39 estin repre-
sentadas dos escalas semejantes correspondientes a los dos casos.
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17. Aredmetro a escala arbitraria de
Baumé. — Baumé ha dotado a sus aredéme-
tro de una escala arbitraria cuyas divisiones
llevan la denominacién de grados.

En los aredémetros destinados a liquidos mas
livianos que el agua se fijan dos putos de la
escala como sigue.

A la linea que determina sobre la varilla del
aredOmetro una solucién de 10 partes en peso
de cloruro de sodio por 90 de agua, supuesto
flotando en ella, le hace corresponder la divi-
sion 0° y a la linea que se obtiene de la misma
manera en agua pura, la divisiéon 10°. Divide
iuego el intervalo en 10 partes iguales y la
contintia hacia arriba hasta la divisién 40°.

Para los destinados a liquidos mas densos

que el agua fija el 0° en la linea de flotacién en agua y hace corres-
ponder los 15° a la linea de flotaciéon en una solucion de 15 partes
en peso de sal comuUn por 85 partes en peso de agua. Divide el
intervalo en 15 partes iguales y continta la divisién hacia abajo.

Como se ve la construccion de estos aredmetros es de un grosero

empirismo.
En la tabla que va a continuacidon se dan los valores de los
pesos especificos que corresponden a los grados de Baumé:

AREOMETROS PARA LIQUIDOS
MAS LIVIANOS QUE FEL AGUA

AREOMETROS PARA LiQUIDOS
MAS PESADOS QUE EL AGUA

Grados Peso Grados Peso

Baumé | especifico Baumé | especifico

0 —_ 0 1,000

10 | 1,000 10 | 1,077

20 | 0,933 20 | 1,167

30 | 0,875 30 | 1,273

40 | 0,824 40 1,400

50 0,778 50 1,555

60 1,750

70 2,000
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18. Alcoholimetro de Gay Lussac. — Este areémetro (fig. 40 a)
estd destinado a la determinacién de la riqueza alcohdblica de las
mezclas de alcohol y agua.

A fin de evitar confusiones, conviene establecer que como riqueza
aleohdlica se entiende, en las determinaciones de este alcoholimetro,
el cociente entre el volumen del alcohol, supuesto alejado de la mez-
cla, a 15°C de temperatura y el volumen de la mezcla a la misma
temperatura.

Esta aclaracién es doblemente importante por cuanto la
concentraciéon puede definirse de varias maneras y porque
las mezclas de alcohol y agua se contraen, es decir, tienen
un volumen menor que la suma de los volumenes de los
componentes.

En la tabla adjunta se dan las proporciones en que deben
mezclarse el agua y el alcohol para obtener, bajo distintas
riquezas, 100 centimetros etibicos de solucion ; estan consigna-
dos también los pesos especificos de las mezelas asi obtenidas:

Centimetros cubicos Peso 1 100
especifico
De alcohol De agua
+ 90
100 0 0,794
90 11,94 0,834 |
80 22,87 0,864 - 80
70 33,14 0,891
60 43,73 0,914 4 70
30 53,745 0,935
40 63,45 0,952 + 60
30 72,72 0,966
20 81,72 0,976 159
10 90,72 0,987 $ 20
0 100,00 1,000 $ 30
1 20
Pasemos ahora a la graduacion del aerémetro. Iy
El peso del lastre debe ser tal que la linea de
flotacion en alcohol puro esté cerca del extremo Fis- 4Gt Fig. 40a.

superior de la varilla. A la linea asi obtenida le corresponde la
graduacion 100.

Los puntos 90, 80,..., corresponden a las lineas de flotacion en
mezclas de riqueza 90, 80, ete., las que se obtienen determinando
sus pesos especificos, con una balanza de Mohr, por ejemplo.
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La distancia entre dos divisiones disminuye, como se ve en la
figura 40 b, con la riqueza alcoholica.

Esto no obstante, se obtienen valores suficientemente aproximados
subdividiendo cada intervalo en 10 partes iguales, con lo que se
tiene un areémetro centesimal.

Con este instrumento puede determinarse, también, indirectamen-
te, la riqueza alcohélica de un vino. '

Las indicaciones se refieren a 15°C pero Gay Lussac ha elabora-
do una tabla de correcciones para corregir las determinaciones efec-
tuadas a otras temperaturas.

E. — CORRECCIONES A LA MEDIDA DE PESOS ESPECIFICOS

19. Reduccioén de las determinaciones al vacio.—En todos los
métodos que anteceden, se refieran a sélidos o a liquidos, es necesario
introducir una correccidén debida al empuje del aire.

La llamada reducciéon a agua a 4°C de temperatura ya ha sido
introducida al tomar para Qo no el valor uno, sino el que corresponde
a la temperatura de la experiencia.

Esos métodos han consistido, en todos los casos, en la comparacion
del peso del cuerpo con un peso de un volumen igual de agua. En la
determinacién de estas magnitudes es menester efectuar la correceién
del empuje. E's completamente innecesario considerar, en estos casos, el

empuje sobre las pesas, pues se elimina al formar cl cociente — de
Po
los pesos especificos.

Sea :

P, el peso aparente del cuerpo, esto es, el que se obtiene por su
pesada en el aire;

V, su volumen; ‘

Py, el peso aparente de un volumen igual de agua;

0o, el peso especifico del agua a la temperatura de la experiencia;

A, el peso especifico del aire.

Al peso P obtenido en el aire hay que agregarle el empuje AV, con
lo que resulta como peso el valor P -+ LV, prescindiendo, por lo que -
se dijo més arriba, del empuje que experimentan las pesas. La misma
cantidad AV hay que sumar a P, pues si se determina su valor. como
ocurre para el caso de los solidos, por diferencia de dos pesadas, una
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en el aire y otra sumergido en el agua, la pesada en el aire, y por lo
tanto Py, debe aumentarse en AV ; lo mismo si se utiliza un piendme-
tro, sea en el método de los solidos o en el de los liquidos.

Si se mide por el método de Arquimedes el peso especifico de un
liquido hay que sumar también a los empujes que experimenta el flo-
tador el empuje del aire, pues sus valores se obtienen por dos pesa-
das una de las cuales se realiza en la atmoésfera.

En todos los casos es:

P+ \V .
P() -+ AV v0
0
P 4+ \V
o = po. —+——— . [26]
Py+ AV
Ademas, se tiene:
P INY
o + AV -7, (27]
Po

puesto que Py - AV es el peso de un volumen de agua igual al volu-
men del cuerpo y la divisién por su densidad da su volumen.
De esta tltima relacién resulta:

P
Vo1, (28]
oo A

expresién que sustituida en la [26] da, después de algunas transfor-
maciones elementales, la férmula:

P
o —?(Pr—?\)-l-l, [29]

0

que permite efectuar la correccién enunciada.

En el caso de la determinacién del peso especifico de un liquido
con el picnémetro es necesario introducir una correceién a causa de
la dilatacidn, si las temperaturas de los liquidos — uno de los cuales
es el agua— no han sido iguales. No la calculamos, puesto que es
facil, en los laboratorios, obtener las mismas temperturas, o, lo que
es mas cémodo, produecir el enrace a la misma temperatura y luego
pesar sin preocuparse del nivel.
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20. Reduccion de los pesos especificos a la temperatura
normal. — La férmula [29] da el peso especifico exacto del cuerpo
a la temperatura de la experiencia. El valor correspondiente a otra
temperatura cualquiera se obtiene teniendo presente que, en general,
para intervalos no muy grandes de la temperatura, el volumen de
los cuerpos varia, aproximadamente, en forma lineal con la tempera-
tura. Por lo tanto, si el peso especifico de una substancia a la tempe-
ratura ¢ es o, el peso especifico ¢’ a la temperatura ¢’ seré:

~

o' = . , [30]
1+8@—1t)

donde 3 es el coeficiente de dilatacién chbica.

En el c¢aso de los liquidos, particularmente, es menester, para in-
tervalos algo grandes de la temperatura, deducir el coeficiente de
dilatacion cibica de férmulas empiricas o de tablas.



CAPITULO III

COMPRESIBILIDAD DE LOS LIQUIDOS. TRACCIONES
QUE PUEDEN SOPORTAR. DEFINICION DE FLUIDO IDEAL.
TENSION SUPERFICIAL Y CAPILARIDAD

A.— COMPRESION Y TRACCION DE LIQUIDOS

1. Médulo de compresiéon. — La experiencia enseiia que los li-
quidos disminuyen de volumen si se aumenta la presién que se ejer-
ce sobre ellos.

Lia medida de la compresibilidad de una substancia cualquiera,
sOlida o liquida, estd dada por la constante de proporcionalidad
entre la presion uniforme que se ejerce sobre ella y la deformacién
producida.

Se tiene (véase tomo I, 3* ed., pag. 355):

Tensién = C . deformacién,

siendo la tensién, en el caso actual, la presiéon P uniforme (*) que
se ejerce sobre el liquido. La deformacién se mide por la relacién
entre la disminueién ¢ del volumen y el volumen V inicial de la
masa fliida. Se tiene, por lo tanto,

p=0C-_—, (1]

donde C es el médulo de compresion.

Lia determinacién de la variacién de volumen que experimenta una
masa liquida por un aumento de presiéon ofrece una dificultad que
proviene de la variacién del volumen del recipiente que lo contiene.

—_——

(1) Si se prescinde del peso liquido, 1a presién tienc en todas partes el mismo
valor. Eso puede hacerse euando, como en este caso, las presiones son elevadas.

45
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Para determinar con exactitud el médulo de compresion, es nece-
sario idear una instalacién en la que la deformacion del recipiente
sea pequeila y facilmente determinable o nula. Esto ultimo es lo que
se consigue con el piezdmetro (fig. 41 a). El recipiente V que lleva el

liguido cuya compresibilidad ha de me-

T dirse, se prolonga hacia abajo en un tubo
Zi

a aire comprimido.

El recipiente 4
se llena totalmente
de agua y la pre-
sibn se aumenta
por medio del tor-
nillo 7.

Como la presion

debe tener el mis-

mo valor en todas
partes, si se aumen-
ta la presién en el agua del repiciente B au-
menta también en el interior de los tubos V v
M y, puesto que sus voliimenes permanecen
invariados, dado que las presiones interior v
exterior tienen siempre el mismo valor, debe
disminuir el volumen de los fltidos que con-
tienen, lo que se manifiesta en un ascenso de
los niveles @ y b del mercurio. Se ve, asi, gue
calibrando previamente el recipiente V v el
mandémetro, se puede determinar la variacién
del volumen y de la presién y caleular, por lo
tanto, a C. .

5 1
Al valor inverso ra del médulo de compre-

sion se le denomina compresibilidad.
En la figura 41 b estd representado el piezé-
metro usado por Oersted en su medidas. El

capilar que se sumerge en un bafio de
= mercurio. El tubo JM es un mandémetro

Fig. 41 b.

recipiente B lleva el liquido cuya compresibilidad ha de determinar-
se; la presion se transmite por medio de una bomba D.

En la tabla adjunta se dan los valores de la compresiblidad de
algunos liquidos en kg/ecm? 10° para presiones comprendidas entre
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1 v 50 atmésferas, y a la temperatura de 18°C, pues su valor de-
pende de la presion y de la temperatura:

Mereurio ................... 3,9
Agua ......... ... .. 49,0
Alcohol etflico ............ .. 120,0
Alcohol metflico .......... . 12,0
Bencina .................... 920
Petréleo ............ ... ... . 70 a 100
Glicerina ................ .. 25,0

S1 se comparan las compresibilidades de los metales con las de los.
liquidos, se observa que éstos son mas compresibles que aquéllos. Si
se aumenta la presion que soporta una masa de agua en una atmds-
fera, su volumen se reduce, en nimeros redondos en la cincuenta
millonésima parte, mientras que si se trata de mercurio,
la reduccién es tan solo de la cuatro millonésima parte.

2. Definicion de fldido ideal. — Muchas substan-
cias cumplen la definiciéon de flaido, establecida anterior-
mente, cuando se encuentran en reposo, pero no existe
ninguna que lo cumpla estando en movimiento. En este
caso, se pone de manifiesto la existencia de fuerzas de
roce que se oponen al deslizamiento de unas particulas
sobre otras, es decir, fuerzas que se oponen a los cambios
de forma. Estas fuerzas tangenciales destruyen la orto-
conalidad de las fuerzas que se aplican en las superficies
de separacion de las masas.

Un liquido cuva compresibilidad fuese nula y en el
cual no apareciesen fuerzas de roce, las cuales se oponen

al deslizamiento, seria un flwido ideal.
En su oportunidad nos ocuparemos de la definiciéon, de la fuerza
de viscosidad v de su medida.

3. Tracciones que puede soportar un liquido. — Es interesan-
te preguntar ahora si un liquido puede soportar tracclones sin que
cese la continuidad de la materia. De entre los diversos experimentos
realizados con ese propdsito mencionaremos solamente dos.

Si un tubo como el de la figura 42 se llena completamente de mer-
curio bien privado de aire la columna mercurial puede alcanzar valo-
res bastante superiores a la que corresponde a la presién atmosférica.
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La masa de mercurio queda adherida a las paredes del tubo y, a pesar
de la traccién longitudinal a que se encuentra sometida, no cesa su
_continuidad en ninguna parte. Si esto ocurre en algtin punto, se podra
comprobar la presencia de burbujas de aire.

El profesor inglés Reynolds ha medido la tensién
-que puede soportar el agua, de la manera siguiente:
Un tubo doblado ACE cerrado (fig. 43) que contie-
‘ne liquido y vapor privados completamente de aire,
se hace girar alrededor de un punto O, fijandolo
previamente a una planchuela provista de un eje de

rotacion normal a su superficie.

Si BD es un arco de circulo de centro O, la co-
Iumna liquida ED esti sometida a una traceidén pro-
veniente de la fuerza centrifuga, que puede cal-
cularse, si se mide, ademés de la distancia OD,
la velocidad angular. El resultado es que el agua
puede soportar, sin que cese su continuidad, al-

==
=
7=

rededor de 5 kilogramos por centimetro cuadra- =8
do. Otro investigador, utilizando el mismo proce- }
dimiento, ha encontrado que el alecohol puede so- 0
portar alrededor de 8 kilogramos por centimetro

cuadrado. Fig. 43.

B. — TENSION SUPERFICIAL. CAPILARIDAD

4. La tension superficial. — La experiencia ensefia que la super-
ficie de los liquidos se encuentra en un estado de tensién semejante
‘al de las membranas elasticas ordinarias extendidas. En la superficie
libre de un liquido, agua, por ejemplo, se pueden hacer sobrenadar
_cuerpos de masa pequeiia, de densidad mucho mayor que la del fldi-
do, tales como agujas, anillos metilicos muy livianos, ete. Estos cuer-
pos son mantenidos por la superficie del liquido de la misma manera
que una membrana elastica tendida sostiene pesos de consideracidn ;
la membrana cede en los lugares en que se apoyan aquéllos; pero su
tension los mantiene.

Debido a este mismo fendémeno algunos insectos pueden descansar
(fig. 44) sobre un liquido sin sumergirse. Sus patas deforman la capa
superficial que se mantiene, esto no obstante, intacta.

Una pompa de jabén (fig. 45) se contrae 'expulsando el aire de su
“interior de la misma manera que lo hace un globito de goma.
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La analogia indicada puede ponerse de manifiesto de una manera
muy interesante mostrando que la forma que adquiere una membrana
delgada de goma tendida en un marco circular (fig. 46), bajo la aceidon

Fiz. 44.

de una carga liquida, agua, por ejemplo, que se va agregando paula-
tinamente, es exactamente igual a la de una gota que pende de un
tubo circular del mismo didmetro que el del marco antes mencionado.

Fig. 43. Fig. 46.

5. Definicion de la tension superficial. Diferencia entre la
tensién superficial de un liquido y la de una membrana elas-
‘tica ordinaria. — Supongamos que se tiene un armazoén rectangu-
lar metdlico abed (fig. 47), formado por dobladuras sucesivas de un
alambre. Lleve, ademds, un trozo rectilineo ef, movible, del mismo
material, previsto de un resorte que lo vincula al rectingulo, en la
forma que muestra la figura.



Sumergiéndolo en una solucién de agua y jabon (), se recubre de
una delgada lamina liquida. Si se destruye ésta en la regién rectan-
gular efcd, se observa que el tramo movible ef se desplaza hacia arri-
ba, lo que prueba que la lamina liquida ejerce una. traccién en ese
sentido, que proviene de la existencia de la tensién superficial.

Esa tensién, que representaremos con la letra T, tiene segun ense-
fia la experiencia, el mismo valor en todas las direcciones; la trac-
cién sobre el cilindro metalico ef proviene de
las tensiones que le aplica la membrana fluida
de uno y otro lado.

La posiciéon de equilibrio se alecanza cuando
la tensién F del resorte es igual y de sentido
contrario que la suma de las tensiones 7' aplica- &G
das sobre ef. Si se indica con ! la longitud de
este trozo movible, se tiene:

F=2T.1, (2] ¢

el

pues 27 es la fuerza total aplicada sobre cada
unidad de longitud. ¢

Una diferencia esencial entre las laminas li- Fig. 47.

quidas y las membranas elasticas ordinarias es

que, mientras en éstas la tensiéon aumenta a medida que sc extienden,
en aquéllas queda invariada. Si la lamina abef fuese de goma —y
estuviese libre lateralmente — habria que aumentar
continuamente el valor de F para incrementar su ex-
tensiéon. En cambio, si se trata, como en el dibujo, de
una membrana fliida, se observa que si se substituye
— por comodidad experimental — el resorte por un
peso p (fig. 48) que sea la medida de la tracecién F,
cualquiera sea la posicién de ef sobre el marco rectan-

gular, el sistema permanece en equilibrio lo que prueba

que la tensién de la lamina flaida tiene siempre el mismo valor.
Estos hechos se pueden enunciar también diciendo que la tensién
de una membrana eléstica ordinaria aumenta a medida que su espe-

() Conviene usar la solucién de Plateau, que se compone mezglando dos vo-
limenes de glicerina y tres voldmenes de una solucién de jabén de Marsella en
40 veces su peso de agua destilada.



sor disminuye, mientras que en una membrana liquida la tensién es
independiente del espesor. Esto se pone de manifiesto, de una manera
categérica, eomo sigue: si se forma una membrana liquida en un
aro plano, por ejemplo, y se sitia de modo que su superficie quede
vertical, el liquido corre hacia abajo; la membrana se hace mas grue-
sa abajo que arriba y, no obstante, se mantiene en equilibrio, lo que
prueba que la tensién tiene el mismo valor en todas partes.

La diferencia de los espesores de los lugares mencionados se
pone de manifiesto por la aparicién, en regiones de muy pequefio
espesor, de franjas de interferencia.

La independencia de la tensién con el espesor se verifica dentro
de grandes limites y hasta espesores que no sean inferiores a la
diez millonésima parte de un centimetro.

La dimensién de la tensién T es la de una fuerza sobre una
longitud y, por consiguiente, su dimension es:

[T] = MT-?
o en el sistema CG S,
[T] = gr.seg™”.

6. Energia potencial proveniente de la existencia de la ten-
si6n superficial. — Si se desplaza el alambre movible hasta la
posicién €'f’, el trabajo © gastado por la fuerza exterior, es F.ee’.
La tensién superficial hace un trabajo igual y de sentido contrario,
expresado por el producto 2 T.l.cc’, o, en otras palabras, aquel
trabajo es igual al que es menester para aumentar la extensién de
la superficie de la ldimina fliida y queda almacenada en ésta en
forma de energia potencial.

Se tiene, por lo que antecede:

G =F.ee =2T .1.¢c. [3]

Como 21.c¢” es el aumento de superficie, puesto que hay que
sumar los incrementos correspondientes a las dos caras, resulta que
la tensién superficial 7 es igual al aumento que experimenta la
energia potencial de la limina cuando su superficie aumenta su
extensién en una unidad, o dado que la tensién tiene el mismo
valor en to®as partes. la tension superficial es igual a la energia
potencial de cada unidad de superficie.
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7. Consecuencias que se deducen por el principio del mini-
mum de la gnergia potencial paia la posicion de equilibrio.
Figuras de efuilibrio. — Gauss, a quien se deben la% considera-
ciones y el resultado del ntmero precedente, ha sido el primero en
deducir, de la condicién de minimum de la energia potencial para
el caso de equilibrio, la forma de la superficie de masas flaidas.

Si la masa liquida es tan pequena que se pueda despreciar la
energia potencial debida a la gravitacién, su forma debe ser tal
aue la energia de superficie o, lo que es lo mismo, que la extension
de ésta sea la menor posible.

Si en una membrana liquida, mantenida por un marco de alambre,
por ejemplo (fig. 49), se sitdia un pequeno lazo de hilo delgado. de
coser, quedard en la posicién inicial, mientras la lamina liguida se

contintie en su interior. Si se destruye, en cambio, en la region
encerrada por el lazo, éste toma la forma que corresponde al area
maxima (fig. 50), es decir, se convierte en un cireulo, pues asi el
éreaf restante, que es la de la pelicula, tiene el menor valor posible.
Esta experiencia prueba lo que ya dijimos mas arriba: de que la
tension tiene el mismo valor en todas las direcciones.

De la misma manera puede explicarse también por qué, gotas
liguidas muy pequehas situadas sobre superficies que no mojan,
toman forma esférica, mientras que gotas grandes adquieren una
forma achatada.

En el primer caso, la energia de gravitacién puede despreciarse
con respecto a la energia de superficie. Lia forma de equilibrio
serd aquella para la cual la superficie tenga el valor minimo, esto
es, la esférica.
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S1 se supone a la masa flaida formando unas esfera de radio r,
la energia de superficie es:

4=zr2 T,
mientras que la energia potencial de gravitaciéon es, midiéndola 1
partir desde la superficie de apoyo,

—x7rp,

si 0 es el peso especifico del liquido.
La energia de gravitacién es despreciable respecto a la de super-
ficie, si la ultima expresién es muy pequena con respecto a la pri-

- . i~ b4 ' T
mera, es decir, si r es muy pequefio en relacién 'a — .

— 7
r
——% =
= 3
— = ]
= s = _ f
F1— - = = = _H
FT— - I { e T,L:
- — = T TH
1 = [ M“JJ*
F = —. =
T— - <z _— =3
— —_— —_— = - — 4
[ — : H
I T
P —— —_— - — — 4
— .__- - - S _‘ —— —
— = H= — T H
- _ -.- TN
- — — == — — - H
I‘TC_ S e——
A
Fig. 51.

Si ocurre el caso contrario, la energia de superficie es pequeia
con respecto a la de gravitacion y, por lo tanto, la figura de la
masa fliida debe ser tal que el centro de gravedad estd mas bajo
que lo que estaria supuesta la forma esférica. Es decir, la masa
se achata aun cuando esto significa un aumento de la energia po-
tencial de superficie.

Particularmente interesante es la experiencia de Plateau. Una
masa de aceite situada en el seno de una mezcla de aleohol y agua
de su misma densidad, no esta sometida a fuerzas exteriores, pues el



— 54

empuje que recibe hacia arriba es igual a su peso. A un desplaza-
miento vertical no corresponde, segiin eso, ningin trabajo y, por lo
tanto, ningﬁ%a variacidon de energia potencial. El cambio de su
energia puede consistir, inicamente, en una variaciéon de su energia
de superficie. La figura de equilibrio serd aquella para la cual esa
energia sea minima o, lo que es lo mismo, la forma a la que corres-

ponde la menor super-
m ficie, que es la esférica.
| S1 se dota a la masa
esférica de aceite de un
eje de rotacién (fig. 51),
la gota se convierte en
un elipsoide achatado de
revoluciéon. Por la gi-
racion se entrega la ener-

ela necesaria al aumen-

to de su superficie.
Fig. 52. Si se aumenta conti-
nuamente la velocidad
angular;, el elipsoide se achata mas y mas, hasta que la masa de
aceite se desprende, constituyendo (fig. 52) un anillo cuyo eje de
simetria y de giro es el eje i)rimitivo de rotacién. Si se aumenta
mas la velocidad, se disgrega en pequeiias gotas.
Este experimento se utiliza para explicar el achatamiento de los
cuerpos celestes y la formacidén de los anillos de Saturno.

8. Extension de un liquido sobre la superficie de otro. — Si
se vierte una pequefia cantidad de
un liquido sobre la superficie libre

Thbe qa Tea
de otro, ocurre, generalmente, que \

X A 1
se extiende, sobre ella, como sucede, [N
* ’ . [} \\ C
por ejemplo, con petréleo o aceite LA B
sobre agua. _7" 0
Se trata en realidad del problema Ta b
de la concurrencia de tres fliidos JTbe
— pues el aire debe computarse, —
mejor dicho, de tres superficies de Fig. 53. N
separacién. *

Consideremos el caso de tres flaidos cualesquiera representados.
en la figura 53 por las zonas marcadas con las letras a, b y c.
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Estudiemos el equilibrio en el corte que representa el dibujo; las
lineas llenas rectas son las tangentes trazadas a las superficies de
contacto por el punto O de concurrencia. Las tensiones superficia-
les, que indicaremos con 7.5, Th: y Tee, tienen en ese punto, esas
mismas direcciones.

De acuerdo con la regla del paralelogramo, si esas tres superficies
de separacion, concurrentes en un punto, estin en equilibrio, una
cualesquiera de las tensiones debe ser igual y opuesta a la diagonal
del paralelogramo construido sobre las otras dos.

Los angulos comprendidos entre las superficies quedan definidos
por las tensiones, pues se tiene:

Tab _ Tbc . T(‘G [—]-]
sen C sen A sen B’ '

donde 4, B, y C son los angulos suplementarios de aquéllos.

Es claro que la concurrencia de los tres flaidos en un punto es
siempre posible si cada una de las tres tensiones es menor que la
suma de las otras dos, pues existiran en ese caso tres angulos
A, B, C tales que sean los vértices de un triangulo cuyos lados
son las tensiones Ty, Ty v Teo. Los liquidos se moverian hasta que
las superficies de contacto formen los angulos suplementarios de
A, B Y C.

Si, en cambio, una cualquiera
de las tensiones es mayor que la
suma de las otras dos, la cons- , '
Aruceién de un tridngulo seme- ——— = — = = = ——

jante no es posible. Esto signi-
fica que los tres fliiidos no pue-
den concurrir en un punto; uno de ellos se extenderd sobre el otro.

Esto sucede, como ya se dijo, en el caso de aceite sobre agua
(fig. 54), pues la tensién del agua con respecto al aire es mayor
que la suma de las tensiones del aceite con respecto al aire y del
agua con respecto al primero.

9. Tensién de la superficie de separacion de un fldido y de
un sélido. Angulo de contacto. — La experiencia muestra la exis-
tencia de¢una tensién en la superficie de un flaido en contacto con
un sélido. Si un liquido esti en contacto con una pared sélida, su ni-
vel, en las proximidades de aquélla, no es horizontal, sino que adquie-



re curvaturas que dependén de la naturaleza de los cuerpos, ofre-
ciendo aspectos tales como los representados en las figuras 55 y 56.

Las tensiones en las superficies de separacién de los tres cuerpos:
aire (puede muy bien ser el vacio), liquido y so6lido, tienen en los
cortes representados en las figuras, las direcciones de las tangentes

7
//

Fig. 55. Fig. 56.

trazadas desde el punto O de concurrencia. Lios angulos compren-
didos entre esas direcciones quedan definidos, lo mismo que en el
caso de los tres fluidos, por las magnitudes de las tensiones. En
particular el angulo ©, que forma la tangente al liquido con la
pared, queda, también, univocamente determinado por las tres
tensiones; se le denomina dngulo de contacto.

En la posicion de equilibrio debe ser, por la regla del paralelogramo,

Tw = Tbc -+ Tab . COS 6, [5]

férmula que vale para los dos casos representados graficamente,

pues en el primero cos 6 es negativo y en el segundo positivo.
- De la [5] resulta:

Tca, - Tbc
Tab

cos 6 = (6]

donde se ve que si T, es mayor que 7. cos 0 es positivo y, por
lo tanto, 0 < 90°; si T¢w < Ty, cos O es mnegativo y 6 > 90°.

Un ejemplo del primer tipo lo ofrece el agua, cuyo angulo de
contacto es muy pequeino — alrededor de 3°,— y del segundo, el
mercurio, cuyo angulo de contacto es de 140° mas o menos.
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. m _ . .

Cuando Ty — Thoe = Tapes cos 6 =1y 0 =0°; 81 T — Toe > Tas

no existe ninguna posicion de equilibrio pues el valor limite de
cos 6 es la unidad; el liquido asciende por la pared mojandola.

10. Ascension de los fliiidos en los tubos capilares. — Si se
sumerge un tubo capilar en un liquido se observa que éste asciende
0 Qesciende en el interior de aquél, adquiriendo un nivel mayor o
menor que el de la superfice libre (figs. 57 a y b).

Fig. 57 a. Fig. 57 b.

Utilizando el principio de los trabajos virtuales deduciremos la
relaciéon existente entre la altura i de la columna liquida, las ten-
siones superficiales Typq, Tyve ¥ Teo y el radio r
del tubo. La posicién de equilibrio se caracteriza
por el hecho de que para un desplazamiento ch-
virtual la energia potencial del sistema no se
modifica, puesto que es un minimo. Sea 2z el
desplazamiento virtual producido en el sentido
que muestra la figura 58.

La superficie de contacto entre el liquido ¥y ,
el tubo aumenta, por el desplazamiento, en la
cantidad 2xr2z, v en esa misma cantidad dis- :
minuye la superficie de contacto con el aire.

Lia energia potencial varia asi en el importe

2xrz(Ty,—T..) . Fig. 38.

PPor el ascenso del liguido, cuya densidad sea @, la energia de
eravitacién ha variado en una cantidad igual al trabajo necesario
para levantar a la altura h la masa liquida @ w7°2 més el trabajo



requerido para desplazar verticalmente en el camino 2z a la masa li-
quida del menisco, cuyo volumen indicaremos con v, trabajo que es
1igual a gvz.

Si la posicion es, como suponemos, de equilibrio, la suma de esas
variaciones, tomada cada una con su signo, debe ser cero. Se tiene,
por lo tanto:

2712 (Tee—Ty) = eoxr’pfh+ vz, (7]
de donde resulta: z

2 (Tca. - Tbc) . v

h = - 8]
pr 7 72
Si 0 es el angulo de contacto se tiene, ademas,
Tca - Tbc = Tab cos 6 ,
y, por consiguiente,
2T, 0
B o= p COS L )] . [9]
or 7 12

Si el menisco es pequeiio puede calcularse el segundo término
del segundo miembro, aproximadamente, suponiendo a su superficie
de forma esférica. Su volumen sera igual a la diferencia entre los
volimenes de una semiesfera y de un cilindro circular recto cuyo
radio y cuya altura fuese igual al radio de aquélla. Se tiene asi

2
v=xr— —=wr® = , [10]
3 " .

con lo que la [9] se convierte en:

2 T, cos 6
R A AL [11]
o 3

El dltimo término de la derecha es, para tubos capilares, des-
preciable en comparaciéon con el otro término.

Segiin que cos 6 sea positivo o negativo, es decir, segin que sea
Teo — Tve mayor o menor que cero, el valor de & serd positivo o
negativo, o lo que es lo mismo, el liquido ascenderi o descendera
en el tubo con respecto a la superficie libre del liquido de la vasija.
La relacién [11] contiene la llamada ley de Jurin, que dice que
las "ascensiones o depresiones de un mismo liquido en tubos de
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diferentes secciones circulares, pero pequefias, estin entre si como
la razon inversa de los radios de estas Gltimas’”

Por el mismo procedimiento que se acaba de aplicar se deduce la
altura h a que asciende o desciende un liguido entre dos laminas
sitnadas paralelamente’ 3'7 la distancia d. Se obtiene, indicando con
v el volumen del meniscd,y con ! el ancho de la placas:

< 2T, cos 0 v

h = . 12
od d.l 2]

Si la distancia d es pequefia puede considerarse a la superficie
del menisco cilindrica y de diametro d. Resulta, andlogamente al
caso anterior:

v=id2l~—£d2l =(i—£)d2l [13]
2 8 2 8
y, por consiguiente:
1
—v—=(——£)d, [14]
d.l 2 8

lo que muestra que el ultimo término de la [12] puede despreciarse
si d es muy pequeiio.

Los desplazamientos que ejecutan pequenas masas liquidas en el
interior de tubos de secciones ednicas se realizan en el sentido en

<————

. X ==

Fiz. £9. Fiz. 60.

que la energia potencial de superficie disminuye, si suponemos que
la energia de gravitacién no se modifica, como ocurre si el eje del
tubo se mantiene horizontal.

En el caso de la ficura 59 el liquido se mueve hacia la derecha

y en el de la figura 60 hacia la izquierda.

11. Relacién entre la presion y la curvatura de las superficies
de contacto. — Supongamos primeramente que se tiene una pompa
de jabén de radio r v sea S su superficie y T la tension superfi-
cial del fluido. Lia presion en el interior debe ser, en el estado de
equilibrio, mavor que la presién exterior. Representamos con p la
diferencia.
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Si imaginamos un desplazamiento virtual tal que la pompa adquiera
(fig. 61) el radio r 4 Ar, donde Ar es una magnitud muy pequena, la
sobrepresién p hace un trabajo igual a p.S.Ar. Ese trabajo debe ser

A
igual al incremento 4 S —TL . T' de la energia que corresponde al au-

A . . . :
mento 4 S —r—r de la extension de la superficie de la capa liquida, la

que, no hay que olvidarlo, tiene dos caras, de modo que hay que
multiplicar por dos el ineremento de una.

. Se tiene, segin eso,
A
p.S. Ar.= 4,3_7’”T [15]
! 0
f17

relacion que muestra que la sobrepresion es
tanto mayor cuanto menor es el radio.

Este resultado puede comprobarse experimentalmente por medio
de un dispositivo como el de la figura 62.

Estando las llaves 4 abierta y B ce- ,
rrada se forman dos pompas de distinto b b
radio; cerrando luego las A y abriendo la 4 r 4
B la pompa menor se contrae y la otra se B
dilata mas y maés. %

De manera semejante puede resolverse
el problema en el caso en que la capa \J—

Fig. 61.

liquida tenga una forma cualquiera.

Sea (figs. 63 y 64) ABCD un elemento
rectangular de extension S muy pequena
de una membrana liquida. Por la teoria Fig. 62.
de las superficies se sabe que por un pun-
to P cualquiera se pueden hacer pasar dos lineas aa y 0D ortogonales
entre si tales que las normales a las superficies en @ se corten en
un punto O y las normales en b en un punto O’. Las lineas aa y
bb se dicen principales y a los segmentos Oa y O’D de recta se
los designa con el nombre de radios r; y r» de las curvaturas prin-
cipales de la superficie. Lios centros O y O’ de las curvaturas prin-
cipales pueden encontrarse del mismo lado de la superficie o uno
a cada lado, como lo ensefian las anteriores figuras.



Si se imagina un desplazamiento virtual de la membrana, tal como
el z= AA’ = BB’, etc., muy pequefio, el elemento de superficie pasa-
r4 de la magnitud AB.BC = 8§ a la magnitud A’B’.B'C’ = §’. El

) -
4 ‘ '

\‘ I'
\‘ l'

\ '

1 '

\ '
\‘I'

Fig. 63. Fig. 64.

aumento & — S de la superficie puede calcularse ficilmente. En
efecto, por semejanza de tridngulos, teniendo presente que 0.l = Oa
es lo que llamamos ry, se tiene:

A'B'=AB.OA'=AB_OA+Z=AB<1+i) (17]
OA L,
y analogamente:
B’ (' =BC<1 +—Z). 18]
To

De estas relaciones resulta:

S = s(l + 3—) (1 + —z—) (19]

™ To
S = 3[1 + z(—l- n L)], (20
r ) .

si, como suponemos, z es muy pequeilo con respecto a 7y y rs, en cuyo
2

caso se pucde despreciar el producto
‘ riTs
El aumento de superficie es, por lo tanto !

2 Sz (-—1-+ —1—) (21]

™ T
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pues la capa liquida tiene dos caras. El aumento de energia de
superficie correspondiente a este incremento serd:

2STz<i+i), (22]

7 T2

aumento que debe ser igual al trabajo p Sz gastado por la sobre-
presion p durante el desplazamiento z.
Resulta asi:

p=2T<i+ 1). (23]
r T
Para el caso de la figura 64 se obtiene por el mismo procedimiento
p=2T(i—i). (24]
T T2

Si la presion es igual de ambos lados debe ser:

i-’(-—1—=0 [25]

T To

lo que es posible cuando la ldmina es plana, en cuyo caso, r; = ro = 0,

o en general, cuando r; = — rs. Lla membrana liquida que se obtie-
ne por un dispositivo como el de la figura 65 tiene,
| segin esto, curvaturas principales de la misma mag-

nitud, pero de sentido contrario.

Es claro que las relaciones [23] ¥y [24] valen tam-
bién para la capa liquida que limita una poreidon
flaida cualquiera, en cuyo caso desaparece el factor
dos, pues la capa tiene una sola cara.

12. Fenomenos de atraccion y de repulsion. —
La tension superficial de los liguidos da lugar a fenéme-
nos de atraccién y de repulsion entre cuerpos livianos

Fig. 65. que flotan sobre ellos, o entre cuerpos suspendidos.
Investiguemos las causas del fenémeno en un caso
concreto. Sean (fig. 66) A y B dos laminas planas parcialmente su-
mergidas en un liquido, situadas paralelamente y enfrente una de la
otra, a una pequena distanecia.

La placa B sea fija y la A, suspendida de dos hilos, facilmente
movible.
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El liquido sube por capilaridad entre ellas hasta cierta altura h.
La presién sobre la superficie libre del liquido es la atmosférica,
que indicaremos con p,, presidn que se ejerce también sobre las pla-
cas y sobre el menisco. Del lado inte-
rior de éste, en el punto P, por ejemplo,
la presién es menor que po, de acuerdo
con el nimero anterior, por la existencia
de una capa superficial curva, cuyas A
curvaturas principales son una finita y
otra infinita. .

Como de acuerdo con el teorema gene- i
ral de la hidrostatica, en toda superficie
horizontal de un liquido en equilibrio la
presién tiene el mismo valor, sobre la li-
nea punteada CD la presién tiene el va-
lor po de la presion atmosférica ; sobre el
plano horizontal EF, situado a la altura

2, la presion tiene el valor po— 02 si @
es el peso especifico del liquido.

La placa movible es, segtin eso, presio-
nada por fuera, en todas partes, con la
presion py, mientras que desde adentro recibe una presion menor; la

diferecia entre las presiones exterior e interior a

A 3 la altura z es pz. Si l es el ancho de las la-
I i minas, la placa A es empujada hacia la B con
una fuerza:
h [ o h2 |
F=lo| 2dze =—°"_. (26]

Los meniscos mismos no originan ninguna
|~ fuerza que tienda a acercar o alejar entre si a
las placas, como es facil poner en evidencia dis-

U cutiendo sus condiciones de equilibrio. En forma
{g 67 idéntica se explica la atracceion en el caso repre-
sentado por la figura 67.

13. Determinacién experimental de la tensidon superficial
y del angulo de contacto. — A. Por Los TUBOS CAPILARES. — Mi-
diendo el didAmetro y la altura que asciende el liquido en el interior
de un tubo capilar, se puede calcular por la férmula [9] el producto
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T cos 0, donde T es la tensién de la superficie del liquido con res-
pecto al aire, y 6 el dngulo de contacto.
Si el liquido moja () al tubo, es 8 =0y cos 8 = 1; si esto no ocu-

rre, es menester determinar
experimentalmente a 6. ksco
puede hacerse de varias ma-
neras, de las que menclona-
remos aqui la siguiente. Si
se gira una placa de vidrio
(fig. 68) en el seno de un
liquido, el nivel de éste per-
manecerd horizontal hasta
la inmediata proximidad de
aquélla, cuando el adngulo 0
que forma la placa con la
vertical, sea igual al adngulo
de contacto. Esto puede ob-

servarse con el auxilio de un sistema Optico o por proyeccion. Lia

lectura del dngulo se realiza, cémodamente, fijando la placa a una

regla que gira en el centro de un limbo.
B. PorR EL PESO DE LAS GOTAS. — En el momento en que se des-

prende una gota (fig. 69), puede suponerse en equilibrio
la, tensién superficial y la presién atmosférica, dirigidas
hacia arriba, con el peso de la gota y la presion en el li-
auido sobre la seccidén AB, fuerzas éstas, dirigidas hacia
abajo.

Si 7 es el radio del tubo y T la tensidon superficial, la
traccidn hacia arriba que ésta origina-es 2w T. La dife-
rencia entre la presion exterior y la presion interior sobre
la seccion AB se puede calcular, aproximadamente, supo-
niendo que, en el instante en que cae, la gota es en la cer-
cania de la boca del tubo, cilindrica. Lia diferencia bus-

Fig. 69,

, T :
cada ser, por la [23],—— y la fucrza que actiia, debido a esto, hacia

arriba:

. xr2—=qr T.

(1) Cuando decimos moja, significamos que el liquido asciende por la pared
continuamente. En la literatura comin, se entiende, con frecuencia, erréneamente,

el caso del menisco céncavo.
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S1mg es el peso de la gota se tendra, de acuerdo con lo que antecede,

2xrT = g + =rT [27]
0
T =" (28]
T

Es claro que por tratarse de un proceso dinamico la férmula ante-
rior es tan s6lo aproximada. 3
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En las determinaciones expe-
rimentales hay que observar la
manera como pende la gota an-
tes de desprenderse. En el caso
de la figura 70, debe tomarse el
radio interior y en el de la fi-
oura 71 el exterior; los de las
figuras 72 y 73 deben desechar- _
se en las mediciones. Fig. 70. Fig. 71. Fig. 72. Fig. 73.
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C. Por LA MEDICION DE ALTURAS EN LAS GOTAS Y BURBUJAS
(QuiNcKE). — La teoria de este método, debido a Quincke, es el S1-
guiente. Supongamos que se tiene (fig. 74) una gota liquida sobre
una superficie horizontal de vidrio, lo suficientemente grande como
para que los radios de curvatura de las secciones horizontales sean
muy grandes con respecto a los radios de curvatura de las secciones
verticales, en las proximidades de los vértices I L.

Y

A »

Ol

v

Fig. 74.

Sean O z y O y un sistema de ejes rectangulares de coordenadas.

La diferencia de presién entre un punto P de la superficie de
la gota de ordenada y y el punto O es, segiin el teorema general
de la hidrostatica, .0, si ¢ es el peso especifico del liquido.



Ademas, la diferencia de presién entre el interior y exterior de la

superficie en P, esigual a T(i-}—i), de acuerdo con la férmula [23],

r To
donde r; y re son los radios de curvatura de las secciones principales,

que son, en este caso, la seceion horizontal y la vertical de la gota.

. . : 1 :
Si 72 corresponde a la seceién horizontal d, — es despreciable con
T2

1 .. .
respecto a— en las proximidades de los vértices, de acuerdo con
L

lo supuesto.

Como, por otra parte, la presiéon exterior en P es igual a la presion
en O — donde tanto en el exterior como en el interior tiene el mismo
valor, por ser alli muy grandes los radios de curvatura — se tiene:

yp=£ (29]

)
1

donde, repitamos, r; es el radio de curvatura de la seccion vertical.
Se lo elimina de la férmula teniendo presente que si a es el angulo
que forma la tangente a la superficie de la gota con el eje de las
x, v ds el elemento de linea de la seccién O P @ se tiene:

ds =7 .da (30]

por la definicidén de curvatura, y

i‘g = sen a. [31]
ds
De la [30] y [31], resulta:
% _ 132]
sen a.da
y por la [29]:
oy.dy = T .sen a.da. [33]

Integrando esta relacién y determinando la constante de integra-
cién por la condicién de que para y = 0 es a = 0, se obtiene:

27T
y? = —— (1 —cos @), [34]
P

relacion que vale Gnicamente en las cercanias de E.
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Para los vértices EE es a = 90° cos a=0. Si se indica con
h- el valor de la ordenada que le corresponde, se tiene, por con-
siguiente :

o= 21 (35]

e

1
T = _—oh?, :
2@ [36]

relacién con la que midiendo % se calcula en seguida la tensién 7.
Para los puntos @ el 4ngulo a es el dngulo 6 de contacto, de
modo que si se indica con H la altura de la gota, se tiene:

y 2
H?* = —— (1 —cos 0) (37]
P
0
H? = h? (1 — cos ©) (38]
de donde:
2
COSQ=1——£. [39]
h2

Por la medida de h y H se puede calcular a T y 0,
Las mismas relaciones valen si en lugar de tener una gota sobre
un vidrio horizontal, se man-

i
,l
il

tiene una burbuja (fig. 75) en ===

!
I

contacto con wun liquido, si- T==:

1
I

tudndola debajo de una lamina S o-i= T > == ==
de wvidrio en contacto con la === T -=1=<
superficie libre de aquél. Fig. 75.
Quincke ha medido también

directamente el 4ngulo de contacto del mercurio por el siguiente
procedimiento: Colocé sobre una gota de mercurio (fig. 76) una la-
mina de vidrio de caras planas y paralelas, e hizo incidir, en las
proximidades de la linea de contacto, un haz muy delgado F I de
rayos paralelos. Parte del haz se refleja sobre la cara P P tomando
la direccién I R y parte sobre la regién curva de la superficie de la
oota vecina a I. Este sequndo haz de rayos, de intensidad muy dé-
bil, lo hacia reflejar sobre un pequefio espejito E, y, por giracion
conveniente de éste, hacia que el haz E I’ incidiese sobre la superfi-
cie P P de tal manera que se reflejara sobre ésta en la direccién I’ B’
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paralela a la I R. El angulo § que forma en ese momento el plano
del espejo con el plano horizontal, es el dngulo de contacto.

Es claro que hay que cerciorarse si el plano del espejo es para-
lelo a los elementos de la superficie de la gota muy prbéximos a I,
pues sOlo asi la determinacion sera correcta.

Esa comprobacién es muy facil, por

s cuanto el débil haz reflejado tres veces
£ R permanece visible si se gira el espejo
en el sentido contrario a las agujas de
un reloj, mientras que desaparece si se
P )

le gira en el otro sentido. En la posi-
cién del espejo mas cercana a la des-
aparicion del haz se cumple aquella con-

dicidn.
Segin medidas recientes de Palacios, el angulo de contacto del
mercurio se modifica con el tiempo, hasta alcanzar por fin un valor
limite constante.

D. Por LAS ONDAS SUPERFICIALES. — Lia velocidad con que se pro-
pagan las ondas liquidas superficiales depende no solamente de la
gravedad, sino también de la tensién superficial del liquido. Para
ondas de gran amplitud predomina la accién de la gravedad; para
ondas de muy pequefia amplitud desempeiia, en cambio, el papel
preponderante la tensiéon superficial.

Si se aplican en la superficie de un liquido impulsos peridédicos muy
débiles, se observa la apariciéon de ondas cortas de muy pequefia am-
plitud; son las ondas que corresponden a la tensién superficial.

Si se indica con A el largo de la onda, con n el niimero de impulsos
por segundo que se aplican, con o el peso especifico del liquido y con
T la tension superficial, la teoria muestra que vale la relacidn:

N = 2T , [40]
on?

féormula con la que se calecula T midiendo @, n y A.

Los impulsos se producen con un diapasén provisto en sus extre-
mos de puntas muy finas. Se excita, ademés, la superficie del liquido
no en un punto sino en dos, aprovechando las dos ramas del diapa-
son ; se forma asi un sistema de ondas estacionarias que constituven
dos sistemas de hipérbolas. La recta que pasa por los dos centros de



perturbaciéon corta esas curvas en puntos que equidistan entre si
la distancia A.

Este método ha sido utilizado por lord Rayleigh, Matthiessen,
Dorsey v Grunmach.

14. Resultados experimentales. Influencia de la tempera-
tura. — Con los métodos que acabamos de describir y con otros de
los que no nos hemos ocupado, se han determinado experimentalmente
las tensiones superficiales de gran ntmero de substancias. Damos
a continuacion algunos de esos valores en gramos peso por centi-
metro y los dngulos de contacto respectivos con el vidrio.

Substancia

(en contacto con el aire) T 0
Mercurio ........ 0,550 138° a 149°
Agua ......... ... 0,075 Muy pequeiio
Cloroformo ....... 0,031 Cero
Benzol ........... 0,031 —
Alcohol .......... 0,025 —

Eter ............. 0,018 16°

La tension superficial disminuye si aumenta la temperatura al-
rededor de uno por mil por grado. Lios valores anteriores se refieren
a la temperatura de 15°C mas o menos.

La tension superficial guarda ciertas relaciones con el peso mo-
lecular, relaciones que mencionaremos en su oportunidad.

N\ 15, Explicacién molecular de fenomenos observados en soli-
dos y liquidos. — La experiencia ha puesto en evidencia que la
materia no llena el espacio que ocupa de una manera continua sino
que esta constituida por particulas muy pequeias, a las que se las
designa con el nombre de moléculas.

De la pregunta si existe un limite de divisibilidad de la materin
nacié la primera idea de la constitucion molecular de los cuerpos
Tia sencillez con que se explicaron con su auxilio muchos fenémenos
fisicos v quimicos dié lugar a que tal hipétesis fuese considerada
como representando la realidad, mucho antes que se conocieran un
conjunto de fenémenos, de los que nos ocuparemos en su oportu-
nidad, v que constituyen, en esencia, pruebas objetivas de su exac-
titud.
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La teoria aparece en la antigliedad con Demoéerito, quien con-
sideraba al dtomo como el Gltimo elemento de la realidad, con cuyo
conocimiento se resolverian todos los problemas de la naturaleza.
Sus especulaciones eran de un orden exclusivamente metafisico.

Tampoco podia ser de otro modo, a pesar de su clara visiéon de
las cosas, dados los datos experimentales de la época.

Para nosotros, esa metafisica que nace de la intuicidn y crece
por la obra del razonamiento puro es la madre suprema de todos
los conocimientos, como que es la fuerza interior que arrastra al
hombre, tanto o méas que las necesidades materiales, a investigar
y descubrir los secretos de los fendémenos.

Ilecha esta brevisima digresién volvamos a nuestro asunto.

La hipétesis molecular trae consigo la suposicién de la existencia
de fuerzas moleculares diferentes que las de gravitacion, que man-
tienen la continuidad aparente de la materia.

Para explicar el comportamiento elastico de los s6lidos es menes-
ter admitir que las moléculas estan vinculadas unas a otras por fuer-
zas que se ejercitan en uno u otro sentido — atracecién o repulsién —,
segiin que una fuerza exterior aumente o disminuya la distancia
entre ellas. Sin esta suposicién no se podria explicar el hecho de
que un solido oponga una resistencia a ser dilatado o comprimido.

Podemos representar, groseramente, un cuerpo sdlido, por un con-
junto de esferas ligadas entre si por resortes metalicos. Abandonado
este sistema a si mismo, no actuaran entre las esferas fuerzas ni de
atracciéon ni de repulsion. Si se ejerce sobre él una traccidn apa-
recen en seguida fuerzas de atraccién; si se le comprime nacen
fuerzas de repulsion.

Si la deformacién no ha sido demasiado grande y se abandona el
sistema a si mismo retorna nuevamente a su configuracion primitiva.

Exactamente lo mismo ocurre en un sbélido cuando la deformacién
cae dentro de los limites de la elasticidad perfecta.

Las fuerzas que se ejercen entre moléculas de una misma substan-
cia se denominan de cohesion y las que ejercen entre las moléculas
de substancias diferentes se llaman fuerzas de adhesion.

Estas fuerzas se ponen de manifiesto inicamente si las moléculas
estan a distancias infinitamente pequenas. En efecto, si se corta un
cuerpo s6lido v se ponen las partes en contacto de la mejor manera
posible, no se mantienen unidas a pesar de la pequena distancia
entre los limites de uno v otro pedazo. En algunos cuerpos plasticos
como manteca, cera, etc., la unién se produce presionando las por-
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clones entre si; con el plomo ocurre lo mismo pero es menester una
gran presion.

En cambio, si los cortes son de tal naturaleza que se adaptan per-
perfectamente uno a otro, lo que significa identidad de las superficies
— que para ser consideradas como tales deben estar extremadamente
pulidas —, aparecen en seguida las fuerza de cohesién. Esto ocurre.
por ejemplo, con los conocidos discos de vidrio bien pulidos.

Por esos motivos, repitamos, se admite que las moléculas actian
entre si s6lo a muy pequeifia distancia. El limite dentro del cual e
sensible la fuerza proveniente de una molécula se supone esférico y
se le denomina esfera de influencia molecular.

En los liquidos existen también fuerzas moleculares semejantes,
pues ellas resisten, como se ha visto, tanto a la compresidn como
a la tracecion.

La diferencia esencial entre sélidos y liquidos, sobre lo que insisti-
mos en su oportunidad, consistente en que estos ultimos no resisten
como los primeros a un cambio de forma, se manifiesta molecularmen-
te en lo siguiente: las moléculas de los sbélidos tienen posiciones fijas
de equilibrio estable hacia las cuales estan solicitadas por fuerzas
clasticas, mientras que las moléeulas liquidas no poseen posiciones fi-
jas de equilibrio; las moléeulas sélidas estaran cumpliendo, en gene-
ral, movimientos oscilatorios alrededor de sus posiciones de equili-
brio; las de los liquidos, en cambio, ejecutan movimientos irregula-
res desplazdndose lentamente en el seno de la masa flaida.

No continuamos con cl desarrolo de estas ideas por no ser éste
el momento mas apropiado.

Lia existencia de una energia de superficie o, lo que es lo mismo,
de una tension superficial, se explica fécilmente por las fuerzas de
atraccidon entre las moléeulas.

Una molécula situada en el seno de un liquido estd sometida a
las fuerzas de atraceién provenientes de todas las moléculas que se
encuentran dentro de su esfera de infleneia molecular. Si esta se
encuentra, como en el caso de las moléeulas A v B (fig. 77), total-
mente en el interior del liquido, esas fuerzas se neutralizan unas
con otras: si, en cambio. como ocurre con las moléculas C v D, la
esfera de influencia corta la superficie libre, es claro que las fuer-
zas de atraceiéon que ejercen sobre U v D las moléeulas comprendidas
dentro de la zona sombreada — de igual extensién que la zona que
queda fuera del liquido y situada en posicion opuesta — no son
compensadas. Ta resultante de esas fuerzas de atraceibn es una
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fuerza dirigida segin la normal a la superficie ¥ hacia el interior
del flaido. Lia presién que asi resulta se denomina presién molecu-
lar. Esta explicacion se debe a Laplace.

Dentro de una ecapa comprendida entre la superficie libre del
liquido y un plano paralelo a ella situado a una distancia igual al
didmetro de la esfera de accidén molecular son sensibles las fuerzas
moleculares. Esa capa recibe el nombre de capa de pasaje.

|

"
l||
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{

+
.|'I
'

S1 la superficie de un liquido aumenta, aumenta la extensién de su
capa de pasaje. Moléculas que se encontraban antes en el seno del
liquido, fuera de la capa, han sido trasladadas hasta distintos pun-
tos de ella, para lo cual ha sido menester gastar un trabajo en
contra de la presién molecular. Este trabajo queda almacenado en
forma de energia potencial de superficie. De la existencia de esta
energia resulta la existencia de una tensidon superficial.

De esta explicacién fluye también, en seguida, porqué la tensién
de una ldmina ligquida no depende, dentro de grandes limites, de
su espesor. Mientras éste sea mayor que ¢l doble del diametro de
influencia molecular, es claro que el trabajo necesario para llevar
una molécula desde el interior a la superficie tendri el mismo valor;
la energia potencial correspondiente a cada unidad de drea tendra
un valor constante independiente del espesor v lo mismo sucedera
con la tension superficial.

Eso ha sido comprobado por Platean midiendo la sobrepresién
de pompas de jabon.

Plateau determiné también el espesor de la capa de pasaje, determi-
‘mando el limite de los espesores, a partir del cual la tensién disminuye.

Ademas de Plateau, Reynolds, Rucker, Quincke, Lord Rayleigh y
otros se han ocupado de determinar, por difcrentes métodos. cl espesor
de la capa de pasaje o, lo que es lo mismo, el didmetro de la esfera de
influencia. Su orden de magnitud resulta ser de mas o menos 100 pu.



CAPITULO 1V

ESTATICA DE LOS GASES

1. Los gases son pesados. Peso especifico del aire.— En el
capitulo I}se ha mostrado que el principio de Arquimedes vale
también en el caso de los gases, lo que constituye una prueba de
que éstos son pesados.

Parece una redundancia ocuparse de esa
comprobacién, por cuanto todo el mundo
une el concepto de materialidad al de pe-
so, v reciprocamente, Lia materialidad —
en el sentido comiin o vulgar — del aire,
resulta de la observacién de hechos ordi-
narios de la vida diaria, tales como la
resistencia que opone al desplazamiento

de un cuerpo y las acciones que ejerce si
se encuentra en movimiento.

La idea de que los gases son pesados
se remonta hasta una época lejana. Aris-
toteles, por ejemplo, no sélo consideraba
el aire como un cuerpo pesado, sino que
hasta intenté determinar experimental-
mente su densidad.

Galileo, en sus Didlogos de la nueva Fig. 78.
ciencia, lo establece como una verdad ex-
perimental, por el hecho comprobado de que un recipiente en el
cual se ha comprimido aire se hace méas pesado.

En nuesiros dias, esa comprobacién se realiza a la inversa. Se
toma un balén de vidrio (fig. 78) de regulares dimensiones y se
le pesa en una balanza de precision, primeramente lleno de aire
y Inego .de haber efectuado en él, con una bomba neumatica, un

vacio elevado.
73
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Se observa entre las dos pesadas una diferencia de peso que es
igual al peso del aire extraido del recipiente. El volumen de esta
masa de aire, a la presion y temperatura ambiente, se determina
sumergiendo el balén en un recipiente con agua y abriendo en el
seno de ésta el robinete. El agua ocupari en el interior del balon
el lugar que ocupaba el aire extraido.

Por la diferencia entre el peso del balon con el agua absorbida y
el peso que tiene vacio, se deduce el volumen buscado. Con esos
datos se calcula en seguida el peso de un litro de aire a la presion
y temperatura de la experiencia. En el método que acabamos de
esbozar la aceién del empuje del aire sobre el balén y las pesas
queda eliminado, puesto que se miden diferencias de peso de un
cuerpo cuvo volumen exterior permanece invariado.

Como puede muy bien suceder que mientras se realizan las deter-
minaciones varie la presion — lo que ocasionaria un cambio de la
densidad del aire atmosférico v con ello una variacion del empu-
je — se recurre, en las determinaciones de precisién, a equilibrar
el balén eon otro de un volumen exterior igual o aproximado al
suvo. Se elimina, asi, casi completamente, todo error que pudiese
provenir de la variacién del empuje.

De las determinaciones experimentales resulta que un litro de
aire a la presién de 760 milimetros de mercurio v a la temperatura
-de 0°C, pesa 1,293 gramos.

2. El experimento de Torricelli. — Si el aire sc comporta como
un flaide, por el hecho de que es una substancia pesada, cabe
esperar que en la masa de aire que circunda a la tierra se observe,
como en un liquido, una presidon aerostatica que llamaremos, por
razones de generalidad, hidrostatica.

La existencia de una presién semejante se pone en evideneia por la
-experiencia de Torricelli (afio 1624). Se toma un tubo de vidrio de
unos ochenta centimetros de largo, cerrado en uno de sus extremos, y
llen4dndolo de mercurio se lo invierte, sumergiendo el extremo abier-
to en un bafio de mercurio (fig. 79 a). Este baja en el interior del
tubo hasta que su nivel se encuentra mas o menos a 76 centimetros
por encima del nivel existente en la cubeta; lo que prueba que la
atmosfera aplica sobre el mercurio de aquélla una presiéon icual a
la que ejerce una columna de mercurio de la altura mencionada.

De importancia capital es, también, el hecho de que en la reeién
superior del tubo queda un espacio en el que no existe.ninguna
substancia conocida, que puede suponerse, por lo tanto. vacfo.
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En la época de Torricelli se explicaba el funcionamiento de las
bombas hidraulicas diciendo que la naturaleza tenia horror al vaefo.
Se habia hecho, ademés, la observacién — comunicada, por ejemplo,
por un constructor de fuentes de Florencia a Galileo — de que no
era posible, con bombas u otros aparatos, elevar el agua, por aspi-
raciéon, a una altura mayor de 10 metros, mas o menos.

Fig. 79 a. Iig. 79 6.

Galileo dedujo de este hecho, atribuyendo una fuerza al vacio,
que lo mismo sucederia con otros liquidos, tales como mercurio,
vino, aceite. Estos subirian a mayor o menor altura, las que esta-
rian en razén inversa de sus pesos especificos. Esta consecuencia
es exacta, aun cuando proviene de una hipdtesis falsa.

Sus eseritos sirvieron, sin embargo, de guia a su discipulo Torri-
celli, el cual, poco después de realizar su experimento, en fecha 11 de
junio de 1644, escribia a un amigo ; « no solamente se puede producir
asi faecilmente un vacio, sino que se tiene ademéas un instrumento
que puede indicar las oscilaciones del aire, el cual tan pronto es
mas pesado v denso, como mas liviano y raro ».

La altura de la columma mercurial debe medirse verticalmente,
como resulta del teorema general de la hidrostatica, pues la presion
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atmosférica estd medida por la diferencia de presidon entre los extre-
mos de la columna mercurial, que estd dada por el producto del
peso especifico del mercurio por la distancia vertical entre sus nive-
les en la cubeta y en el tubo. Esto puede comprobarse, aunque no
es necesario, inclinando (fig. 79 b) este 1ltimo. Se observa que el
espacio vacio disminuye, lo que prueba que entra mercurio de la
cubeta; la altura vertical permanece, sin embargo, constante.

Se denomina presién normal o una atmosfera, a la presion que
corresponde a una columna de mercurio de 76 centimetros de altu-
ra; es, aproximadamente, la presién media que se observa en la
tierra al nivel del mar.

Una atmoésfera es, segtin eso, igual al peso de una columnﬁa de mer-
curio de un centimetro cuadrado de seccidn por 76 centimetros de
altura. Se tiene, por lo tanto,

1 atmdsfera = 76 X 13,6 8T _ 1033 &,
cm? cm?
En el sistema absoluto CGS es:
i dinas dinas
1 atmésfera = 981 X 76 X 13,6 ———— = 1,014.10° —— |
cm? cm?

En la técnica se expresan las presiones, con frecuencia, en libras
por pulgada cuadrada. Como: .

1 libra = 453,6 gr y 1 pulgada cuadrada = 6,152 cm?,

resulta:

1 atmésfera = 14,69 libras por pulgada cuadrada.

3. El principio de Pascal en los gases. — La expcriencia cnsefia
gque en un punto cualquiera de un gas la presion tiene el mismo valor
en todas direcciones ¥y que es valido el principio de Pascal. Esto no
es sino consecuencia inmedita del hecho de que los gases satisfacen,
en el estado de equilibrio, o para movimientos infinitamente lentos,
lo mismo que los liguidos, la definicién del flhido establecida en el
capitulo I. El principio de Pascal puede ponerse en evideneia con un
aparato semejante al de la figura 5, utilizado para el mismo objeto
en el caso de los liquidos.
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PPuede mostrarse ese mismo efecto con el aparato de la figura 7,
llenando la bolsa de goma con aire en lugar de agua, y substituyendo
el tubo vertical por un tubo doblado en U, en el que se vierte mer-
curio. Si se comprime la bolsa con una carga de la misma magnitud
que la indicada en el parrafo 4 del capitulo I, se producird una di-
ferencia en los niveles del mereurio — si primitivamente eran igua-
les— que no alcanzara a 5 centimetros.

En los gases vale, en suma, el teorema general de la hidrostética.
Si en la instalacién de la figura 3 @ se tuviese en equilibrio bajo las
mismas condiciones, en Jugar de un liguido un gas, las presiones
estarian distribuidas exactamente en la misma forma. Estarian da-
das por la relacion:

P =P+ ¢c2,

donde ¢ es ahora el peso especifico del gas ¥ z es positivo o negativo.
segun que el punto se encuentre por debajo o por encima del plano
horizontal para el cual la presion es po. La diferencia de presion en-
tre dos puntos cuva distancia vertical es h sera:

pP— Po = ¢ h.

Como el peso especifico de los gases es muy pequeilo, se puede des-
preciar, para pequenos valores de h, en comparacion con presiones
exteriores p relativamente pequefas, la presion o & que proviene del

peso de la masa gageosa. En ese caso, la presion tiene el mismo valor
en todas partes.

4. Algunos experimentos ilustrativos. Los hemisferios de
Magdebourg. — La cxistencia de la presiéon atmosférica y sus efec-
tos pueden ponerse en evidencia por medio de algunos experimentos
muy interesantes.

A fin de facilitar su comprensiéon conviene hacer resaltar, una vez
mas, las condiciones de equilibrio de poreiones limitadas de una ma-
sa fluida, gaseosa en este caso. Consideremos, para referirnos al easo
que nos interesa, una masa de aire perteneciente a la atmoésfera,
limitada por la superficie cerrada virtual § (fig. 80).

La atmoésfera actiia sobre esa masa gaseosa aplicando normalmente
a su superficie 8§ fuerzas f, cuyo valor por centimetro cuadrado es el
que corresponde a la presién. Si la masa se encuentra, ecomo' supone-
mos, en equilibrio; ella reacciona en todo punto de la superficie, apli-
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cando fuerzas — f, exactamente iguales y opuestas a las que le aplica
la atmosfera.
La diferencia de presién entre los puntos A y B, situados a la dis-
tancia I, es oh, si 0 es el peso especifico del gas, y es despreciable con
respecto a la presion proveniente del
fs peso de todo el resto de la atmoésfera.
Las fuerzas f y — f tienen, segun
esto, el mismo valor en todas las par-
tes de la superficie S, o, en otras pa-
labras, la masa gaseosa considerada
estd sometida por la atmoésfera a una
compresiéon uniforme y reacciona con
presiones iguales vy contrarias. Ade-

més, en todo su interior, la presién
Fig. 80. tiene, por el principio de Pascal, ese
mismo valor en todas partes.

Se comprende asi que si se forma en la atmodsfera un recinto limi-
tado por una superficie real, formada por piezas rigidas yuxtapues-
tas, o tales que una de sus partes sea flexi-
ble, la presiéon que ejerce la atmosfera sobre
la superficie exterior se revelera en toda su
magnitud y mantendra a aquéllas unidas, o
deformara la parte flexible, inicamente si se
hace desaparecer la presidon interna o, en otras
palabras, si se extrae el aire interior.

Que la presién existente en el interior de
un recipiente cerrado lleno de gas, aire, por
ejemplo, disminuye a medida que se extrae a
éste ltimo, se puede poner de manifiesto por
una instalacién como la de la figura 81. Po-
niendo en comunicacién primeramente el re-
cipiente B con la atmésfera, los niveles del mercurio en las dos
ramas del tubo en U, aleanzaran la misma altura, por ser iguales las
presiones que se ejercen sobre ellas. Si se comienza a extraer el aire
del recipiente, el nivel del mercurio sube en la rama que esti en
comunicacién con él v baja en la otra. La diferencia de nivel exis-
tente en un instante dado es igual a la diferencia entre la presién
atmosférica y la que reina en el interior de R.

De entre los experimentos a que nos hemos referido en el comienzo
de este parrafo merece el primer luear el llamado de los hemisferios

Fig. 81.
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de Magdebourg, ideado por el inventor de la méAquina neumética,
Otto Guericke.

Dos hemisferios metalicos, huecos (fig. 82), se adaptan por sus.
bordes, perfectamente, limitando un espacio esférico. Uno de los
hemisferios est4 provisto de una prolongaciéon tubular que lleva una
llave y que termina en un tornillo cuyo paso corresponde al de la:

Fig. 82.

rosca de que estd dotado el orificio de la platina de la maquina neu-
matica. Esto hace posible fijar en la platina a los hemisferios, ex-
traer el aire y, luego, cerrando la llave, retirarlos. Si se unen los
hemisferios dejando el aire contenido en su interior, no costari nin-
o1in esfuerzos separarlos, pues tanto en el interior como en el exterior,
la presién del gas es la misma.
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Si se extrae el aire, se requieren fuerzas enormes para lograrlo.
Sobre cada centimetro cuadrado, actiia normalmente a la superficie,
esto es, en la direccion. del ra-
dio de la esfera que forman,
una presiéon de 1033 gramos. La
fuerza necesaria para separarlos
se calcula (fig. 83) formando la
suma de las proyecciones de to-
das esas presiones sobre la di-
reccion zz. La fuerza f total
de compresion aplicada sobre
el sector esférico comprendido entre los planos PP; y Q@,, perpen-
diculares a la direccion rx, se obtiene multiplicando su area por la
presién atmosférica.

IFig. 83.

Resulta:
f=2%PP . PQ.py =2xr?pysen b.db. [1]

La proyveceion 7 de esta fuerza sobre el eje de las z, es, en valor,
absoluto:

" =2 posen b . cos 0. df. (2]

La fuerza flotal buscada F se calcula sumando las fuerzas f’ pro-
venientes de todos los sectores de uno de los hemisferios, lo que se
obtiene por una simple integracion. Es, en valor .absoluto:

ar
=

F = 7:7*2'p0/2sen0.cosﬂ.d6=zr2pn;" (3]
0

lo que muestra que la fuerza necesaria para separarlos es la misma
que seria menester para separar dos piezas cilindricas como las dibu-
Jadas en la figura 84 cuyvo radio fuese igual al de
los hemisferios. ™

Si se trata de hemisferios de 8 centimetros de
radio, por ejemplo, seria menester una fuerza F igual z——e B—;F
a 207,63 kilogramos.

(.

Grabados de la época de Guericke, representan el
acto de la realizacion de esta prueba en presencia de o
gente del pueblo de Magdebourg, que observan até- Fie. 84
‘nitos que eran necesarios varios animales para separar, por traceion,

-dos hemisferios semejantes.
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Una experiencia de la misma naturaleza es la que consiste en situar
sobre la platina de la maquina neumadtica un cilindro de vidrio, ce-
rrado en su base superior por una membrana elistica de goma.
Haciendo el vacio, se observa que la goma se extiende hacia abajo,
adquiriendo una concavidad dirigida hacia arriba, es decir, es ab-
sorbida por el tubo.

En lugar de la membrana elistica puede usarse
un trozo de vejiga de buey, en cuyo caso se pro-
duce su ruptura.

Como la presiéon en un punto de la masa flaida,
no depende de la direccion, estos mismos fendme-
nos se observan si se invierte la platina de modo
que las membranas queden abajo.

Citemos, también, la conocida experiencia de la
inversion de un vaso lleno de agua (fig. 85) ta-
pado con un pedazo de papel, que se adapta a su
borde v a la superficie del liquido. Si queda aire
a la presion atmosférica, el papel se separa v el

agua cae.

Si esto no ha ocurrido, el liquido no se derrama, pues la presion
que soporta la hoja de papel hacia abajo, es la que corresponde a
una columma de agua de una altura igual a la profundidad del vaso,
mientras que la presion que le aplica la atmoésfera hacia arriba, equi-
vale a una columna de agua de diez metros de altura, mas o menos.

5. Accion de la presion atmosférica sobre el cuerpo humano.
— Lia fuerza total que la atmosfera aplica sobre la superficie exterior
del cuerpo humano, cuya extension es, en el adulto, mayor que un
metro cuadrado, equivale a un peso que oseila entre 15.000 y 20.000
kilogramos.

Expuesto sin analisis este resultado, sorprenderia no solamente a
las personas poco instruidas, sino también a gentes provistas de cul-
tura e instintivamente dudarian de su exactitud.

Expliquemos, por esto, por qué el hombre no sufre ningtn dano
bajo la aceidn de fuerzas tan erandes. En su cuerpo se encuentran
regiones en cuyo interior no actia la atmésfera, tales como las
piernas y los brazos, v otras, como las regiones tordxica y abdominal,
en comunicaciéon, que podemos calificar de directa, con aquélla.

Ahora bien, los huesos pueden resistir presiones muy superiores a
la presién atmosférica. cuyo valor es de 1033 gramos por centimetro
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cuadrado, y lo mismo ocurre con el resto de los tejidos, en los que el
agua, practicamente incompresible, forma el 60 por ciento. Una rup-
tura por distensién no es posible, pues la presion es uniforme.

'Se entiende asi por qué las regiones de la primera categoria no
sufren en lo mas minimo.

En lo que a las segundas se refiere, no existe ningun peligro de
aplastamiento, por cuanto la presion interior es igual a la exterior.

La experiencia enseiia, sin embargo, que el organismo humano es:
sensible a los cambios de presion y que cuando éstos pasan de ciertos.
limites, se producen trastornos funcionales, de entre los cuales con-
sideraremos, muy someramente, tan sélo aquellos cuya explicacién
no requiere los conocimientos del médico.

Muchas pequenas cavidades estan en comunicacién con la atmos-
fera a través de los poros de los tejidos que los circundan; el equi-
librio entre la presidén interior
v el de la atmésfera se realiza,
por eso, de una manera lenta.

Si la presidon exterior se mo-
difica rapidamente, como ocurre
en las ascensiones aeronauticas
a gran altura, la presion inte-
rior sera, por algun tiempo,
mayor que la exterior. Esto ori-
eina malestar, hemorragias y
otras alteraciones fisiolégicas.

Un papel interesante desem-
pena la presion atmosférica en

Fig. 86.

¢l mantenimiento de la pierna
en la cadera (fig. 86). Cortados en un cadiver todos los musculos.
aquélla no cae; permanece en posiciébn ain cuando se corte la men-
brana que liga la cabeza del fémur a la cavidad.

S1 se hace, en cambio, un pequefio orificio en el hueso, de modo:
que actie la presion atmosférica sobre la superficie de separacidn,
la plerna cae inmediatamente. Este experimento prueba que en la
region existe el vacio y que la presion atmosférica contribuve a
mantener la articulacion de la pierna eon el tronco.

6. Barometros. Barometro de cubeta. — Il conocimiento de la:
presidn atmosférica es indispensable en muchisimas determinaciones
fisicas, quimicas y meteoroldgicas. Por la influencia que tiene sobre:
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.l funcionamiento de los érganos de los seres vivos su medida es
también de importancia en la biologia.

Los instrumentos destinados a medirla se denominan bardémetros.

La mayoria de ellos, especialmente los mejores, no son sino dispo-
sitivos comodos de la instalacion de Torricelli. El mas simple de
todos los barémetros estd representado por la figural87. Para deter-
minar la altura barométrica se hace coincidir la punta inferior del
tornillo 7', de longitud conocida, con la superficie libre del mercurio
ile la cubeta y se mide -con un catetémetro la distancia
vertical entre la extremidad superior del tornillo y el
nivel del mercurio en el interior del tubo. Por una sim-
f ple suma se obtiene la presién o altura buscada.
~ Este dispositivo es dificilmente transportable a dis-

CT tancias grandes, siendo necesario prepararlo en cada
uno de los lugares en que ha de usarse.

La preparacion de un barémetro no es tan sencilla
como parece a primera vista. La cimara ba-
rométrica debe estar exenta por completo de
aire, lo que exige que el tubo sea llenado,
antes de invertirlo, con mercurio puro, libre
en absoluto de gases, lo que requiere opera-
ciones largas v cuidadosas, segiin se vera.

Por ese motivo se han ideado otros disposi-
tivos que carecen de ese grave incoveniente,
de Jos que nos ocupamos a continuacion.

7. Barometro de sifon. — En lugar de la

T cubeta usada por Torricelll es claro que pue-
,de utilizarse un tubo en U, como indica la

y figura 88. Sobre la superficie libre del mer-

\ curio de sus dos ramas actua la presidon at-

Fig. &7,  mosférica; la altura barométrica es la dis-

tancia vertical indieada con h.

Mucho mas eémodo y simple resulta tomar un tnico tubo doblado
(fig. 89 a). Por el teorema general de la hidrostitica, la presiéu
qued ejerce la atmosfera sobre el mivel 4 debe ser igual a la que
ejerce sobre el nivel B, situado sobre el mismo plano horizontal,
la columna mercurial comprendida entre B yv (.

La altura barométrica es. por lo tanto, la distancia vertical entre
los niveles 4 v C. Por una dobladura conveniente del tubo las
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dos ramas extremas de éste se encuentran sobre la misma recta,
lo que permite, por la utilizacién de una regla milimetrada, leer

céomodamente aquella distancia.

camara barométrica.

posible arrastre de aire.
Fig. 89 a. Tig. 89. Para utilizarlo se le invierte nue-
vamente. El mercurio se mueve en
el tubo capilar en sentido contrario al que, por razones
de densidad, seguiria una burbuja, lo que hace dificil
la entrada de aire.

Para impedir que alguna burbuja interrumpa la co-
lumna, Bunsen prolonga la rama larga (fiz. 90) en un
tubo capilar que termina en una pun‘a y la suelda a
la otra rama de modo que aquella extremidad quede
circundada por un espacio libre E. Si al invertirlo es
arrastrada una burbuja, el mercurio que sale por la
punta impide que la mas minima parte de ella penetre
por ésta; el aire de aquélla ocupara, necesariamente, la
region F. La existencia de una masa gaseosa en esa
parte no influve para nada en la diferencia de nivel
cdel mercurio en las ramas extremas.

A fin de hacer el aparato mas seguro, Gay
Lussac ideé cerrar la rama corta del tubo de-
jdndola en comunicacién con la atmosfera por
un pequeiio orificio O, a través del cual el mer-
curio no puede derramarse, y unir los dos tubos
cilindricos extremos por un tubo capilar con
el objeto de impedir la entrada de aire a la

Para el transporte se le invierte (fig. 89b) a
fin de llenar completamente la rama larga y el
tubo capilar; el mercurio restante cae en la
rama corta. Todo peligro de ruptura, por cho-
ques de la masa de mercurio contra los extre-
mos del tubo, desaparece asi completamente.

La operaciéon debe hacerse lentamente, incli-
nando poco a poco el aparato, para evitar un

Fig. 90,

Los barémetros de sifon llevan una escala sobre el vidrio mismo,

0 estan provistos de una escala milimétrica sobre la tabla de madera

en que se los fija ordinariamente.

En el primer caso el cero de la escala se encuentra en la rama



— 85 —

corta, por debajo de los niveles posibles; las divisiones se continiian-

en parte en ella y se interrumpen luego para continuarse en la otra

rama, en la que se trazan algunas alrededor de la que

C corresponde a 76 centimetros; la altura barométrica se ob-

tiene haciendo las lecturas que corresponden a los dos ni-

veles y restandolas. Si llevan una escala milimétrica se

= A desplaza ésta por un tornillo de que estan provistas, hasta

l que su punto cero coin-

1 cida con el nivel infe-

| rior del mercurio. Le-

h yvendo la altura del ni-

h| vel superior se tiene la
altura barométrica.

3 8. Barometio de
Fortin. — Iste bar6-
metro, de cuya cons-

ouras 91, 92 y 93 ¢

t

] = =iy .
l truccion ilustran las fi1-
|

| menos fragil, mas segu-

. ro para el transporte v

', " permite leer la altura

barométrica con mas
exactitud que los de si-
fon. El tubo termina en

I punta para impediv la

B entrada de aire; cerca
skl | e ella se encuentra un
<13 ogtrechamiento al que

m se ata un trozo de ba-
| dana, que estd unida a
la pieza de madera que
constituye la tapa su-
perior interna de la cu-
1ig. 91.  beta. Esta esta consti-

tuida exteriomente por
un armazén metalico cilindrico que consta de una parte inferior vin-
culada por tornillos a la parte superior. Lia traccién que éstos ejerceir
mantiene fijos a la pieza superior interna de madera, al cilindro d>
cristal y a otra pieza inferior de madera, elementos éstos que quedan:

g, v2. Fig 03.
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perfectamente adaptados. Esta armadura se contintia hacla arriba
en una camisa también metalica que envuelve al tubo, estando pro-
vista de una ranura longitudinal, a fin de hacer visible el nivel
interior del mercurio. Sobre sus bordes estan trazadas las divisiones
de la escala, cuyo cero se encuentra en la punta de un pequeno cono
de marfil, r, fijo a la pared superior interna de la cubeta. Sirve
al mismo tiempo de guia a un nonio, que se desplaza accionando
un tornillo que mueve a una cremallera.

El fondo de la cubeta estd constituido por un trozo de badana II
que puede desplazarse por la accién del tornillo s fijo a la base de
la armadura metalica. Se puede asi mover a voluntad el nivel del
mercurio que contiene. Para medir una presién se hace coincidir pri-
meramente el nivel inferior del mercurio con la punta de marfil se
enraza luego la linea del cero del nonio con el vértice del menisco
del nivel superior y se hace la lectura, que da, salvo algunas correc-
ciones de las que nos ocuparemos, la altura barométrica.

La verticalidad de la columna, indispensable en este caso, se asegu-
ra suspendiendo el aparato del anillo superior C. Conviene fijar lue-
go esa posicion, lo que se logra aprisionandolo en su parte inferior por
medio de cuatro tornillos que se enroscan en una pieza circular fija
a la tabla delante de la cual pende, generalmente, este instrumento.

Para el transporte se llenan completamente de mercurio el tubo ¥
la cubeta accionando el tornillo inferior.

9. Preparacion de un barémetro. — La partec méas delicada de
la operacion consiste en llenar el tubo de mercurio. Este debe ser
completamente puro, lo que se obtiene por destilacién reiterada.
Conviene eliminar la primera cantidad destilada, en la que suelen
-estar contenidas impurezas muy volatiles. La importancia de la
pureza del mercurio proviene no solamente de que -asi queda bien
definida su densidad para cualquier temperatura, lo que es indis-
pensable en estas medidas, sino porque las impurezas, f)‘articular-
mente los 0xidos metalicos, se depositan encima del menisco interno,
recubriendo las paredes de vidrio, al que a veces atacan, con lo
que, ademés de disminuir la visibilidad del polo de la calota del
menisco, hacen variar arbitrariamente las tensiones en las superfi-
-cies de contacto, haciendo indeterminada la depresion capilar, co-
rreccion ésta que debe introduecirse.

Purificado el mercurio se instala el tubo barométrico — que dcebe
‘limpiarse cuidadosamente — que suponemos sea el de un barémetro
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de Fortin, en la forma que indica la figura 94. Por medio de un
tubo de goma de pared gruesa se une a un tubo T provisto de una
llave en dos de las ramas, una de las cuales se pone en comunicacion
con una bomba neumaética, y la otra se prolonga por un tubo delgado
de goma que se sumerge en el mercurio situado en una cubeta. Se
puede asi llenar muy fécilmente el tubo de mercurio puro, sin 6xido,
eliminando al mismo tiempo, por completo, el aire y la humedad.

Para ello se abre la llave C, se cierra la D y se pone en aceién la
bomba, que continuara funcionando hasta finalizar la operacién. A
fin. de producir un gran enrarecimiento y para secar el tubo més ra-
pidamente y eliminar el aire ocluido en las paredes, conviene calen-
tarlo en toda su extension con la llama de un mechero de Bunsen.

Logrado un alto vacio se abre la llave D. El mercurio se preci-
pita hacia el interior del tubo; se deja entrar una pequena cantidad
y se clerra la llave. Se calienta luego el mercurio que ha penetrado al
tubo hasta la ebullicidon, que se produce en el vacio a la temperatura
de 180° més o menos, temperatura baja que disminuye el peligro de
la ruptura del vidrio. Se elimina asi hasta el ultimo resto de aire
que pudiese quedar aprisionado en el mercurio o en el interior del
tubo por®l arrastre que determinan los vapores producidos que se
condensan en las cercanias de C. Un buen tapén de algoddén, de
unos centimetros de largo, impide el pasaje de los vapores hacia la
bomba. .

Se deja enfriar un poco el tubo y se hace entrar luego otra pe-
quefia cantidad de mercurio, repitiendo las operaciones indicadas;
y asi sucesivamente hasta llenarlo.

A pesar del calentamiento no se produce 6xido de mercurio por
la ausencia del aire y, por lo tanto, de oxigeno.
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La inversiéon del tubo en la cubeta y el montaje total del aparato
no requieren, a nuestro entender, explicacién alguna.

10 .Prueba de un batometro. — La primera condicion que debe
llenar un barémetro es que su cdmara se encuentre completamente
exenta de aire y, sobre todo, de vapor de agua. Si esto no sucede, las
lecturas estaran afectadas de un error en menos, igual a la tension
de esas substancias a la temperatura de las observaciones.

Aun cuando, si se procede como se ha indicado, es dificil que el
barémetro adolezca de tal defecto, es conveniente comprobarlo ex-
perimentalmente.

Un método sencillo consiste en inclinar el tubo, aguzando los oidos
para percibir lo mejor posible el golpe. Si éste es metalico y agudo
no existe aire; si es ligeramente sordo, ocurre lo contrario. Lia presen-
cla de una pequeina cantidad de aire puede
cemprobarse, por otra parte, con una lente de
aumento, observando por proyeccion, por ejem-
plo, la extremidad superior de la columna ba-
rométrica, lateralmente y arriba, después de
haber llenado el tubo con todo el merecurio
posible. Este procedimiento no es dificil apli-
carlo aun en el caso del barémetro de Fortin,

en el que la extremidad del tubo es, mientras
esta armado, invisible, pues puede retirarse
momentaneamente, para la realizacidon de esta
prueba, la camisa metalica cilindrica.

Se podra juzgar asi, un tanto groseramente,
de la cantidad de aire encerrado.

Un procedimiento seguro, y sin peligro si se
procede con cuidado, consiste en no llenar el
tubo completamente de mercurio, y en calentar su extremidad con
agua a 50°, por ejemplo, con una instalacién como la de figura 95.
El nivel del mercurio bajari, en general; el desplazamiento puede
medirse exactamente con un catetémetro. Como se conoce la fuerza
elastica de los vapores de mercurio en funcion de la temperatura se
sabra en seguida si esa disminucion procede de su presencia, o de la
existencia de aire o vapor de agua, cuyas tensiones aumentan con la
temperatura muchisimo mas que la del vapor de mercurio.

, Si se comprueba la presencia de un gas lo mejor es proceder a
vaciar el tubo y a llenarlo nuevamente, aun cuando es posible de-
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terminar, por el llamado método de Arago, el importe de esta co-
rrecciéon, por lo menos en los barometros de sifon.

11. Correcciones. — A. REDUCCION A CERO. — Se entiende como
altura barométrica, la altura de una columna de mercurio a 0°C que
mantiene en equilibrio la presién atmosférica.

En los buenos barometros, la escala, cuyas indicaciones se refie-
ren a 0°, estd trazada con exactitud — lo que por otra parte, puede
comprobarse con un catetometro o con un comparador — de modo
que su uso no acarrea inexactitudes en las medidas.

Como éstas no se realizan a la temperatura de 0°C, las alturas
leidas deben ser corregidas, para obtener la altura barométrica, de
los errores provenientes de las dilataciones de la escala y del mercu-
rio. La primera hace aparecer a la columna mas corta de lo que es,
mientras que la segunda la alarga. Estos dos errores actiian, como
se ve, en sentido contrario, y, por lo tanto, uno debe sumarse y e
otro restarse de la altura obtenida. ’

Es necesario, ademas, introducir una correcciéon a causa de la de-
presion capilar del mercurio en el tubo.

Deduzeamos, primeramente, las magnitudes de los errores debidos
o la dilatacion. Aun cuando no nos hemos ocupado todavia de sus
leyes éstas son conocidas por todos los lectores.

Si se indica con [ la longitud en milimetros, leida en la escala a
la temperatura ¢, la longitud / de la columna mercurial a la misma
temperatura es, si se indica con ay, el coeficiente de dilatacion de la
substancia de la escala:

h=1(14+ atb). 4]

Si el mercurio hubiese estado a la temperatura de 0°C, en lugar de
la altura h se hubiese encontrado una altura menor 2,. Estas alturas
estan, como se sabe, en razon inversa de las densidades, que represen-
taremos egn Q0 y Qo, respectivamente. Se tiene, por lo tanto:

2P B

Is, por otra parte (véase pag. 44 de este tomo) :

BRNE - (6]

o 1+ axt
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donde ap = 0,000182 es el coeficiente de dilatacién del mercurio, y

por consiguiente:

h (7]

ho = —
l‘l"'azt

Esta es la altura que se habria observado si el mercurio y la escala
hubiesen estado a cero grado.
De las relaciones [4] y [7] resulta:

l 1+(Z1t

, 8]
1—|—O!2t

h0=

o, efectuando la divisién, tomando en cuenta solamente hasta los
términos del primer grado en a:

ho =1 (1 +at—oat) =l—1(aa— o) t. [9]

La reduccidn a cero grado se realiza, entonces, por una Unica co-
rreccién, que consiste en restar el producto I (ax— ay) ¢ de la altu-
ra ! observada directamente.

Para una escala de laton es oy = 0,000019 y para una de vidrio
as = 0,000008.

B. CORRECCION DE CAPILARIDAD. — La existencia de la tensién su-
perficial determina en el mercurio del tubo un descenso o depresion,
Namado capilar. Esa depresién es proporcional, segtn se
ha visto en la pag. 58, al producto del coseno del an-
gulo de contacto por la tensidon del mercurio con respec-
to al aire, e inversamente proporcional al radio del tubo.

El angulo de contacto del mercurio varia continua-
mente y de una manera caprichosa al menor movi-
miento. Lo mismo ocurrird con la depresion capilar, lo
que hace dificultosa la correccién de que nos ocupamos.

Existen dos caminos para realizarla y son: medir cada

vez el dngulo de contacto, lo que seria sumamente mo-

lesto, o determinar experimentalmente, una vez por todas, con una

instalacién adecuada, la correspondecia entre las alturas a (fig. 96)

del menisco y las depresiones capilares, en tubos de distinto dia-
metro.

Se tendra asi una tabla por medio de la cual se determina la correec-

cion a introducir, midiendo, lo que es muy fécil, la altura del me-
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nisco. Kl valor de esta depresién debe sumarse a la altura baromé-
trica medida.
Una labor semejante ha sido realizada por Mendelejeff y Gutkowski.
Damos a continuacién la tabla que, sobre la base de esas medidas,
ha formado F. Kohlrausch por interpolacién, en la que todas las
magnitudes estdn expresadas en milimetros.

g Altura del menisco

:

2 ¢4 0,6 } 0,8 1,0 1,2 1,4 1.6 1,8
4 0,83 | 1,22 | 1,564 | 1,98 | 2,37

5 0,47 | 0,66 | 0,86 | 1,19 | 1,45 | 1,80

6 0,27 | 0,41 | 0,56 | 0,78 | 0,98 | 1,21 1,43

7 0,18 | 0,28 | 0,40 | 0,53 | 0,67 | 0,82 | 0,97 1,13
8 0,20 | 0,29 { 0,38 | 0,46 | 0,56 | 0,65 0,77
9 0,15 ( 0,21 | 0,28 | 0,33 | 0,40 | 0,46 0,52
10 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,29 | 0,33 0,37
11 0,10 | 0,14 | 0,18 | 0,21 | 0,24 0,27
12 0,08 | 0,10 | 0,13 | 0,15 | 0,18 0,19
13 0,04 | 0,07 | 0,10 | 0,12 | 0,13 0,14

Conviene, a pesar de la posibilidad de determinar con suficiente
aproximacion este error, utilizar barémetros cuyos tubos tengan un
diametro grande.

En el barémetro de sifon esta causa de error tampoco desaparece,
porque la depresién es distinta en el vacio (rama superior) que en
contacto con el aire, y por la inestabilidad del equilibrio del mereurio
en contacto con el vidrio. Compensacion total no existe, por lo tanto,
como a primera vista parece.

(. LA ACCION DEL VAPOR DEL MERCURIO. — El error debido a la
presencia de vapor de mercurio en la cadmara barométrica es des-
preciable a causa de la pequeiicz de su fuerza elastica.

Esta tensién equivale, por ejemplo, a 20°C, una altura de 0,0011
milimetros de mercurio, a 40°C, a 0,006 milimetros y a 60°C a

0,025 milimetros.

12. Reduccién a 45° de latitud. — Como la accién de la grave
dad varia con la latitud, resulta que presiones atmosféricas del mismo
valor estaran representadas, en lugares diferentes, por alturas baro-
métricas desiguales.
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Para poder comparar las presiones que se refieren a latitudes di-
versas se ha convenido, por eso, en reducirlas a la latitud de 45°, lo
que significa determinar los valores que tendrian las alturas respec-
tivas, si el mercurio pesase lo que pesa a esa latitud sobre el nivel
del mar.

Esa correccién se lleva a cabo, como es facil demostrar, multipli-

cando la altura barométrica corregida por

1 — 0,0026 cos 2 ¢ — 0,0000002 H ,

donde @ representa la latitud y H la altura del
lugar sobre el nivel del mar.

Sobre la variacién de la presidn atmosférica
con la altura y de la nivelacién barométrica

M TN edocwncrccmeaman

véase el capitulo siguiente.

13. Otros dispositivos barométricos. Ba-
rometros metalicos indicadores y regis-
tradores. — Kl dispositivo representado en la
figura 97 es de uso frecuente en las casas par-
ticulares y en muchos otros lugares, tales como
fabricas, buques, etc. Estd destinado a deter-
minaciones groseras de la presion y a servir de
base a los prondsticos meteorologicos de los

profanos.

La aguja indicadora estd rigidamente unida
a una polea de muy pequeinio didmetro, girable
alrededor de un eje horizontal. Por la garganta
de ésta pasa un hilo, de cuyos extremos penden dos pesos, de los
cuales, el mayor, descansa sobre la superficie libre del mercurio de
la rama de un bardémetro de sifén.

S1 este nivel varia, determina un movimiento del sistema consti-
tuido por el hilo y los dos pesos, haciendo girar la polea y la aguja,
por consiguiente.

A fin de eliminar la accién del roce, conviene, antes de hacer lec-
turas, dar unos golpecitos sobre el vidrio que recubre la parte central
del aparato.

Los barémetros metalicos consisten, esencialmente, en una pieza
metalica flexible que limita un recinto en el que se hace un vacio
elevado. Si varia la presién exterior, aquélla se deforma, y el mo-
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vimiento de que va acompafnada la deformacién se transmite a una
aguja por una combinacién apropiada de palancas y de resortes.

En el dispositivo de Bourdon
(fig. 98) la pieza metalica flexible
consiste en un sector circular, un
poco menor que 360°, de un tubo
metalico hueco, de seccidn eliptica,
construido con una hoja delgada
de laton.

Si aumenta la presion, por ejem-
plo, el tubo metalico se arquea
mas; los puntos extremos 4 y C se
acercan, lo que ocasiona, por la ac-
cion de la palanca ED y del engra-
naje tk, una giracion de la aguja

en el sentido en que se mueven las
agujas de un relo].
En el barémetro de Vidi (fig. 99) el recinto deformable consiste

Fig. 99.

en una caja metdlica cilindrica cuya cara superior estd provista de
canaladuras circulares, concéntricas, a fin de hacerla mas flexible. El
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centro de esta cara estd ligado a un resorte compensador, que por
medio de una combinacién de palancas, trasunta la deformacién de
aquélla en una giracion de la aguja indicadora. Si la presiéon aumen-
ta, por ejemplo, la tapa superior de la caja metalica se desplaza hacia
abajo, y lo mismo ocurre con el resorte compensador; la extremidad
de la palanca I desciende y hace girar hacia la derecha, por medio de
la palanquita m, el pequefio arbol horizontal que se ve en la figura;
la extremidad de ¢t se desplaza hacia la derecha, disminuyendo la ten-
sibn del cordel flexible s. Finalmente, un resorte en espiral que
equilibra la tensién de este tiltimo, hace girar la aguja.

Fig. 100.

Este instrumento, lo mismo que el de Bourdon, esti provisto de
una escala circular cuyas divisiones se trazan y numeran por com-
paracion con un barémetro de sifén o de Fortin. Son mucho menos
exactos que éstos pero prestan utiles servicios, cuando son necesarios
tan s6lo valores aproximados y en circunstancias en las que, como
en la aeronavegacion, no es posible el uso de los barémetros de
merecurio.

El barémetro registrador Richard (fig. 100) no requiere mayores
explicaciones.

La pieza deformable es de una construcecién especial, que lo hace
muy sensible; los resortes antagonistas se encuentran en su interior.
Sus desplazamientos se transmiten amplificados por un juego de
palancas, la ultima de las cuales, provista de una pluma de forma
especial, escribe sobre un faja de papel arrollada en un tambor
cilindrico, que gira accionado por un movimiento de relojeria, un
trazo continuo, que permite determinar hora a hora y dia a dia la
marcha de la presién.
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El dispositivo empleado en el barémetro indicador de la figura 97
se utiliza también, con mucho éxito, en la construcciéon de barémetros
registradores.

El desplazamiento del mercurio en la rama corta de un baroémetro
de sifén de tubo de gran didmetro acciona un sistema de palanecas,
una de las cuales inseribe un trazo continuo sobre un hoja de pa-
pel, exactamente en la misma forma que en el caso anterior.






CAPITULO V

COMPRESIBILIDAD DE LOS GASES.
LEY DE BOYLE MARIOTTE. MANOMETROS.
BOMBAS HIDRAULICAS

A.— COMPRESIBILIDAD DE LOS GASES

1. Consideraciones generales. — Una propiedad caracteristica
de los fliaidos es la de llenar todo el espacio que se les brinda. En los
liquidos este proceso va acompafiado de un cambio de estado. Por el
fenémeno de la evaporacion sus moléculas ocupan todo el espacio
situado encima de su superficie libre. En los gases, en cambio, su
naturaleza fisica no sufre, en general, durante la expansiéon ninguna
modificacion aparente.

Su expansibilidad se pone de manifiesto por la experiencia de Ma-
riotte fundada en otra semejante de Pascal (). Un globo de goma,
cerrado, conteniendo a la presion atmosférica una pequefia cantidad
de aire (figs. 101 @ y 101 D) se coloca en el interior de la campana de
una maquina neumatica. Ilaciendo el vacio lentamente, el volumen
del globo aumenta poco a poco, adquiriendo al fin una forma esférica.

Esta experiencia prueba que la presién existente en una masa ga-
seosa a una misma temperatura, es tanto menor cuanto mayor es el
volumen. En efecto, mientras las fuerzas elasticas de la membrana no
se hacen sentir, la presiéon del gas en el interior del globo debe ser
igual a la presion en el resto del espacio limitado por la campana, v
ella disminuye continuamente por la extraccién del aire.

Con este resultado no habra espiritu que se dé por satisfecho.

La pregunta en que caerd primero el pensamiento sera: ;cull es el
mecanismo intimo del proceso que origina ese aumento de volumen
de la masa gaseosa?

(1) Pascal habfa observado que ascendiendo a una montafia un globo de goma
conteniendo un poco de aire se irflaba.

97
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Aun cuando no sea éste el momento oportuno de ocuparnos de la
respuesta, diremos, sin embargo, solamente, que ese y otros hechos
de la experiencia se explican de una manera satisfactoria supo-
niendo que los gases estan constituidos por moléculas que se mueven
en linea recta con gran rapidez.

Fig. 101 a. Fig. 101 b.

La magnitud y direcciéon de la velocidad de cada una individual
mente se modificaria por choque con alguna de las restantes; la pre-
siébn en las paredes del recipiente provendria de los choques de las
moléculas sobre las mismas. El volumen de la masa gaseosa aumen-
taria tan pronto como la pared no pudiese resistir la variacidn de
los impulsos de esos choques.

\
Y

“ 2. La ley de Boyle-Mariotte. — Hemos puesto en cvideneia,
cualitativamente, la relacién de dependencia entre la presiéon y el
volumen de una masa gaseosa.

Ocupémosnos ahora de las relaciones cuantitativas. Una ley que
representa aproximadamente los hechos, a presiones no muy eleva
das, es la denominada de Boyle-Mariotte, que se enuncia asi: A una
nisma temperatura los volimenes ocupados por una masa gaseosa
estan en razom inversa de las presiones que soporta.
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Tal léy aparece formulada, con otras palabras por primera vez, en
una memoria en la que Boyle da cuenta a la Royal Society, en el ano
1661, de sus Investigaciones relativas a la compresibilidad del aire.

La enunciacién de mas arriba es la dada por el abate Mariotte, en
una publicacién que hiciera en Paris en el afio 1676, donde expoue
sus Investigaciones sobre la naturaleza del aire. Parece ser que nvo
conocia los trabajos de Boyle.

Segtin esa ley, si la presion que soporta una masa gaseosa se hace
doble, triple, ete., el volu-
men se reduce a la mitad,
3 la tercera parte, etec.

Si se indican con pq, vy
vV P2, V2 las presiones v
voliimenes correspondien-

tes a cierta masa gaseosa,
a la misma temperatura,

¢ tiene: ST .
vy _ P2 [1] L .
Ve 72 W S5 domoeh e T :
0 P ? -
0 1 2 3 4 s Vv
proy=pava, (2] Fig. 102

y puesto que las presiones y volumenes que indicaremos con p y v
pueden ser cualesquiera, resulta la siguiente formulacidén general:

Pv = Cconst. (3]

El valor de la constante depende de la masa del gas y de la tem-
peratura. ‘

La representacion grafica de la [3] es la linea gruesa de la figura
102; se trata de una hipérbola equilatera.

Es claro que la ley de Mariotte puede enunciarse también diciendo
que la densidad de un gas es, a temperatura constante, proporcional
a la presiom.

3. Las comprobaciones experimentales de Boyle y de Ma-
riotte. — Boyle y Mariotte han empleado en sus investigaciones
aparatos idénticos. Dispositivos semejantes son muy usados hoy, to-
davia, en las comprobaciones de los cursos ordinarios experimentales.

Un tubo doblado de ramas paralelas (fig. 103), una de las cuales
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es larga y abierta en el extremo y la otra corta y cerrada, estd mon-
tada sobre un brete de madera provisto en su base de tornillos que

Fig. 103,

La instalacién representada en la figura 104 permi-
te comprobar la ley, de una manera muy cémoda, para
presiones mayores y menores que la de la atmdsfera.
La rama corta consiste en dos tubos de igual didAmetro
(para eliminar en parte, por lo menos, los errores de

permiten situar verticalmente los tubos.

Vertiendo mercurio por la rama larga queda
aprisionada en la rama corta cierta cantidad
de aire. Esta operacion debe realizarse de tal
modo que el gas quede exento, por completo,
de vapor de agua.

La presién que soporta es igual a la suma de la
presion atmosférica — que debe leerse en un ba-
rometro en el momento de la experiencia — mas
la presion a que equivale la diferencia h entrz
las alturas de los niveles A y B del mercurio. Si
el tubo es, en la rama corta, de seccién constante,
el volumen del gas puede suponer-
se proporcional a la longitud AC.

Las observaciones se hacen
agregando cada vez mas mercu-
rio y esperando un momento, an-
tes de hacer las lecturas, a fin
de que el flaido, ecalentado por la
compresidon, adquiera nuevamen-
te la temperatura ambiente. Re-
sultard, con bastante aproxima-
cién, que las presiones estarian en

=1t

razon inversa de los volimenes o,
lo que es lo mismo, en razén in-
versa de las longitudes AC. Para
presiones menores que la atmos-
férica aquellos experimentadores
usaron un bardmetro de cubeta
profunda.

Fig. 104.

capilaridad) ; uno de ellos cerrado, graduado en cen-
timetros cibicos; el otro méas largo y abierto. Se comunican entre
si por un tubo de goma reforzado exteriormente por un tejido.
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Estan montados en un soporte vertical de madera, de dos metros
mas o menos de longitud, provisto de una regla milimetrada, de tal
manera que es posible desplazarlo sobre él y fijarlos a cualquier
altura por medio de tornillos de presidén.

Se puede variar asi, a voluntad, dentro de ciertos limites, la pre-
sién del gas que ocupa el espacio m, y que se introduce por la llave
R a tres vias.

Para presiones mayores que la atmoésfera se fija la rama corta lo
mas bajo que sea posible; las observaciones se hacen situando la otra
rama a alturas cada vez mayores. Para presiones menores que aquélla
se fija el tubo que contiene el gas a la mayor altura posible y se des-
plaza el otro hacia abajo. En éste el nivel de mercurio estard a menor
altura; la presién del gas seri la presién atmosférica menos la pre-
sién a que equivale la diferencia entre los dos niveles del mercurio.

* 4. Las determinaciones exactas de la compresibilidad de los
gases. Los trabajos de Dulong, Pouillet, Regnault, Amagat y
otros. Influencia de la temperatura. Aproximacion de la ley
de Boyle-Mariotte. — En el afio 1826 Oersted y Swendsen es-
tudian la compresibilidad del aire hasta presiones de sesenta atmos-
feras. Hasta ocho atmoésferas utilizaron un tubo de Mariotte y entre
ocho y sesenta midieron la presion calculando la fuerza necesaria
para abrir una valvula a palanca de seguridad. De sus observaciones
dedujeron que la ley de Boyle representaba la realidad.

Despretz fué el primero en demostrar, por una ingeniosa cXpe-
riencia cualitativa, en el afio 1826, que esa ley no podia ser valida
para todos los gases, dejando abierta la pregunta de su exactitud
para el aire. Invirtid en un bafio de mercurio dos tubos llenos de la
misma substancia e introdujo luego en uno aire y en el otro, suce-
sivamente, distintos gases.

Situado todo el dispositivo en el interior de un piezometro como
el de la figura 41 b, podia transmitir a las masas gaseosas la misma
presién. Observd que partiendo de volGmenes iguales, con excepeidon
del hidrégeno, todos los demas gases, al aumentar la presion ocu-
ocupaban menor -espacio que el aire.

En el afio 1823, debiendo Dulong estudiar, por encargo de la
Academia de Ciencias de Paris, la fuerza elastica del vapor de agua
en funcién de la temperatura, decidié utilizar en su medida un ma-
németro a aire comprimido, y aproveché la oportunidad que le brin-
daba su calibracién para estudiar la compresibilidad de este flaido.
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Utilizé6 un tubo de Mariotte cuya rama mayor, de 26 metros de
longitud, estaba constituida por la unién de 13 tubos de 2 metros de
largo, 5 milimetros de didmetro interior y 5 milimetros de espesor.

De sus medidas, que consisten de tres series de 39 observaciones
cada una, a pesar de la existencia de apartamientos sistematicos en
el mismo sentido, dedujo que la compresibilidad del aire obedecia

a la ley de Boyle hasta presiones de
. B 27 atmosferas.
i En el ano 1837, Pouillet compara,
en un intervalo comprendido entre
una y cien atmoésferas, las compresi-
bilidades de diferentes gases en com-
paracion con la del aire.

El aparato usado por él estd re-
presentado en la figura 105. Dos tu-
bos de paredes gruesas (3 mm) y de
un diametro de 2 a 3 milimetros,
cuidadosamente calibrados, estin en

A

Qe )

comunicacién con un recipiente rigi-
do, lleno de mercurio y aceite. Por
introduceién del tornillo 7' se puede
hacer variar la presién dentro de
oerandes limites.

Los tubos se llenan uno de aire y
el otro de gas a comparar, bien se-
cos, por las extremidades superiores,
que se clerran luego a la lampara.

Pouillet dedujo de sus observacio-
nes que hasta 100 atmésferas los ga-

Fiz. 105. ses oxigeno, nitréogeno, hidrégeno vy

60xido de carbono seguian la misma

ley de compresibilidad que el aire, mientras que el amoniaco, per-
0xido de nitréogeno y acido carbdénico eran mas compresibles.

Las primeras medidas verdaderamente exactas de la compresibi-
lidad de los gases son debidas a Regnault. En todas las mediciones
anteriores, la exactitud disminuye con el aumento de la presién,
puesto que el volumen de gas a medirse se hace cada vez menor.

Regnault ide6 un método que no adolece de este inconveniente.
El dispositivo, las medidas y las correcciones ponen, una vez mas,
en evidenecia su ingenio v habilidad.
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El método se funda, esencialmente, en el mismo principio aplicado
por Boyle y por Mariotte.

El tubo AB (fig. 106) destinado a contener el gas tenia una longi-
tud de 3 metros de largo, 10 milimetros de didmetro interior, y un
espesor de 3 milimetros sus paredes. Por su parte superior se comu-
nica por un tubo metélico de pequefia seccién, con un recipiente R,
donde se mantiene a presién elevada y bien seco el gas que ha de es-
tudiarse; esta comuni-
caciéon puede cerrarse
por medio de la llave 1.
Su parte inferior des-
emboca en el interior
de un recipiente cilin-
drico J que esta en co-
municacion con el cuer-
po de bomba de una
maquina hidrostatica
de compresion cargada

con mercurio y agua.lia ‘ﬁ“)
otra rama del aparato

consistia en un tubo de
24 metros de largo, for- Y \'% =
mado por el acopla-
miento de varios tubos “
de vidrio iguales al ya

citado. Por la aceidon, de

la maquina de compre- 3

AN N
curio en ambas ramas, J K SC I

wa 7%
NN N ”
/ / Z / //// %

Fig. 10¢,

sion se impele el mer- C ///lz//,

en las que asciende a 7 7
distinto nivel. La pre-
sion alcanzada se man- _
tiene cerrando la llave I; la que soporta el gas se obtiene de la
misma manera que la indicada en el caso del tubo de Mariotte.

El volumen interior del tubo AB comprendido entre el robinete I
Vv una mareca o trazada muy cereca de su extremo inferior, estaba divi-
dida, por un segundo trazo 3, en dos partes exactamente iguales. Esto
lo logrd llenandolo de mercurio, cerrando la llave y dejando escurrir
luego por el tubo K una vez el mercurio contenido entre el robinete
v una marca transitoria trazada, aproximadamente, en el punto
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medio y otra vez todo el contenido hasta la marca a. Pesando esas
cantidades y desplazando convenientemente la sefial provisoria, se
logra tener pesos exactamente iguales. La sefial de la parte med:a
se convierte, en ese caso, en definitiva.

El procedimiento usado por él consisti6é en dejar entrar al tubo di-
ferentes cantidades del gas contenido en el recipiente B y accionando-
luego la bomba hidrostatica, hacerle ocupar una vez el volumen total
(hasta el trazo a) y otra la mitad de ese volumen (trazo {3), determi-
nando, en cada caso, las presiones correspondientes. Lie fué posible
asl extender sus observaciones hasta la presion de 30 atmoésferas.

Como los volimenes son siempre los mismos, la exactitud no dis-
minuye, en este método, con la presion.

A fin de que la temperatura del gas fuese constante durante el
curso de las medidas, el tubo AB estaba situado en el eje de otro:
de mayor diametro, también de vidrio por el que hacla circular
agua a temperatura constante.

Una serie de termoémetros situados en el interior de éste le per-
mitian leer la temperatura.

Regnault introdujo en sus medidas algunas correcciones que los
demés experimentadores no habian tenido en cuenta, tales como la
variacién de la presion de la atmoésfera con la altura — por lo que
la presién leida con un bardémetro situado cerca del suelo no es la
que se ejerce sobre la superficie libre del mercurio del tubo largo,
sino mayor — y la variacion de la densidad del mercurio por la:
compresion. proveniente de su propio peso.

A continuacién se dan algunas de las medidas de Regnault. En
esta tabla v, es el volumen total del tubo hasta el trazo a, y v; el
volumen hasta el trazo B o hasta una posicién muy préxima; po y
p1 son las presiones correspondientes:

Aire Nitrogeno Acido carbénico Hidrégeno
Po o Po Vo Po Vo Po o
Do —_ Po Do Do
P171 P11 D1y 1o

738,72| 1,001414 73596 1,001012| 764,03 | 1,007597
2068,20| 1,002709| 1159,43| 1,001074] 1414,77 | 1,012313
4219,05 1,003336 2159,22| 1,001097| 2164,81 | 1,018973| 2211,18| 0,098534
6770,15| 1,004286| 3030,22| 1,001950| 3186,13 | 1,028494| 3989,47| 0,996961
9336,41| 1,006366| 4953,92| 1,002952| 487977 | 1,045625| 5845,18| 0,006121
11472,00| 1,005619 5957,96 1,003271| 6820,22 | 1,066137| 7074,96| 0,994697
7294,47| 1,003770| 8393,68 | 1,084278| 9147,61| 0,993258
8628,54| 1,004768| 9620,06 | 1,099830| 10361,88| 0,992327"
9767,42| 1,005147
10981,42| 1,006456
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Do Vo

px 0
siempre un valor igual a la unidad. No sélo no ocurre esto, sino

que el producto de la presiéon por el volumen disminuye paulatina-
mente, a medida que la presién aumenta, en el aire, nitrégeno y
acido carboénico, y aumenta en el hidrégenc. Las
medidas de Regnault se refieren a temperaturas
comprendidas entre 2° y 15°C.

El fisico austriaco Netterer, preteﬁdiendo licuar
los gases, comprime, en la cimara de una especie
de fusil a viento, hidrégeno, oxigeno y mnitrégeno.
Las presiones, que aleanzaron hasta cerca de 3000
atmosferas, las determinaba por medio de una val-

Si la ley de Mariotte fuese exacta, los cocientes tendrian.

vula a palanca de seguridad.

Aun cuando en lo que a su propdsito funda-
nental se refiere no obtuvo resultado, sus medidas
brindaron los primeros datos relativos al compor-
tamiento de los gases a grandes presiones.

Encontré que en el oxigeno v en el nitrégeno e!
producto pv disminuye hasta cierta presién, a par-
tir de la cual aumenta continuamente.

En 1879, Cailletet publica los resultados que ha-
Lia obtenido relativos a la compresibilidad del aire,
por mediciones que realizara en el fondo de uno
de los pozos de la Butte aux Cailles, cerca de Pa-
ris, cuya profundidad era de 560 metros. El apa-
rato usado por él estd representado en la figura 107.
Se trata de un piezémetro constituido por un tubo
cilindrico de acero A, en cuyo interior se encuen-
tra el tubo que ha de contener el gas; 7' es un tubo
flexible de acero, constituido por ensambladuras de
trozos pequefios y que tenia una longitud de 250
metros. El aparato se bajaba lentamente al pozo por medio de dos
hilos de acero. La presion se transmitia al piezémetro por unu
bomba, como en las experiencias de Regnault. Para determinar el
volumen ocupado por el gas, el tubo de vidrio que lo contenia
‘era dorado por dentro; el mercurio se amalgamaba con el orn
hasta el borde mismo del menisco. Lia observaciéon de la sefial que
asi quedaba, se hacia levantando el aparato y.destornillando la

pieza C.
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Sus observaciones, sobre las que no insistiremos, no podian ser
consideradas, ni mucho menos, libre de objecidn.

Amagat, que por ruptura del aparato habia abandonado las obser-
vaciones que comenzara en el fondo de una mina, inicid una nueva
investigacién un mes después de aparecida la publicaciéon de Cailletet.

Instala su aparato, semejante al de éste, en el fondo del pozo de
una mina de 375 metros de profundidad situada cerca de Saint-
Etienne.

Estudié asi la compresibilidad del nitrégeno entre 75 y 450 at-
mosferas. Mas tarde estudié en Lyon la regién comprendida entre
20 y 27 atmosferas.

Sus resultados estin contenidos en la tabla que va a continuacién,
en la que los productos pv estan reducidos de tal manera que, a
una atmésfera, su valor sea la unidad:

NITROGENO A 15° PARA PRESIONES MENORES QUE 75

ATMOSFERAS Y A 22° PARA PRESIONES M4 YORES

Y4 p
(en atmosferas) be (en atmobsferas) o

27,29 0,9894 168,81 1,0255
46,50 0,9876 208,64 1,0520
62,03 0,0858 251,13 1,0815
73,00 0,9868 290,93 1,1218
80,58 0,9875 332,04 11625
90,98 0,9893 373,30 1,2070
109,17 0,9940 430,77 1,2696
126,90 1,0015

Conocida la compresibilidad del nitrégeno estudié por compara-
cion, con un método semejante al de Pouillet, la del aire, oxigeno,
o0xido de carbono y etileno.

5. Causas de error indeterminadas. — Cuestiones no resueltas
satisfactoriamente en todas estas determinaciones son las que se
refieren a la condensacién del gas en las paredes del tubo y a su
penetracién en la masa del vidrio y del mercurio.

El agua puede hacerse penetrar a presion elevada en el oro y no
seria, por lo tanto, improbable que ocurriese lo mismo con los gases
en el mercurio y el vidrio. Es conocido, ademas, el hecho de que si
se hace el vacio en una ampolla de vidrio, poco a poco aumenta la
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presion. Este fenémeno es debido al desprendimiento del gas con-
densado y ocluido en sus paredes.

6. La ley de Boyle-Mariotte a bajas presiones. — El compor-
tamiento de los gases a presiones muy bajas ha sido y es, aln,
motivo de controversia. '

Amagat, por ejemplo, que realizé6 una serie cuidadosa de determi-
naciones, encontré que esa ley se cumplia satisfactoriamente, mien-
tras que de las medidas de Mendelejeff, confirmadas por las de
Fuchs, resultaria que en el aire el producto pv disminuye con la
presién a partir de una atmoésfera; su valor entre las presiones de
670 y 14 milimetros varia alrededor de 3,5 por ciento. Si esto fuese
asi el producto pv tendria en el aire un maximo y un minimo.

De las medidas de Bohr, Baly y Ramsay resulta también que
en el aire, oxigeno, nitdégeno e hidrégeno aquel producto no se
mantiene constante; los apartamientos serian de alguna consideracién
a presiones de varios milimetros.

En particular observaron que, a la presion de 0,75 milimetros,
mas o menos, la ley que vincula a p y v en el oxigeno sufre una
variacion muy brusca; el producto pv disminuye muy sensiblemente.
Este fenomeno fué atribuido a un cambio molecular, que consistiria
en la formacion de ozono.

En cambio, lord Rayleigh, funddndose en sus investigaciones, que
son méas recientes que las de los fisicos antes mencionaaos, sostiene
que los gases, sin excluir de entre ellos al oxigeno, se comportan a
bajas presiones en perfecta concordancia con la ley de Boyle.

La divergencia entre los resultados obtenidos por los distintos
investigadores se explicaria por la mayor influencia que tendria
a bajas presiones, sobre la exactitud de las medidas, el gas ocluido
en las paredes del mandmetro.

7. Influencia de la temperatura. Representacion grafica de
algunos de los resultados. La ecuacion de Van der Waals. —
Amagat (1869, 1872, 1880, 1883 y 1893), Andrews, (1869 y 1876),
Winkelmann (1878), Roth (1880), Witkowski (1891), y otros, han
estudiado la compresibilidad de muchos gases a distintas tempera-
turas y para presiones que han variado entre 1 y 3000 atmosferas.
En las figuras 108 y 109 estan representados los resultados relativos
‘a algunos de esos fliidos. En el eje de las abscisas se ha llevado
la presién y en el de las ordenadas su producto con el volumen.
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La temperatura a que se refieren las observaciones estin anota-

das sobre las curvas.
Como puede observar-

- se, el comportamiento de

r los gases se aproxima
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ponde a la ley de Boyle-
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donde @ y b son constantes; b seria el volumen real ocupado por las

. a e .
moléculas, y —-una presién interior proveniente de la fuerza de atrac-
v

cidon entre ellas.

8. Medicion barométrica de alturas. — En el afio 1646 Pascal
repitié el experimento de Torricelli empleando diferentes liquidos. Lia
explicacién dada por él a esa experiencla correspondia, mis bien, a
la hipdtesis del horror al vacio.

No tardd, sin embargo, en cambiar de opinidén, pues en una carta
que dirigié a su cubado Perier, en fecha 15 de noviembre de 1647, le
refiere que ha ideado una experiencia con la que podra decidir entre
aquella hipétesis y la explicacion formulada por Torricelli, y expresa
su opinién concordante con esta tultima.

En la cima de una montafia, la atmésfera pesa menos — dice —
que en su pie; si la altura barométrica es mayor abajo que arriba, 1o
pudiéndose decir que la naturaleza tenga mas horror al vacio en una
parte que en otra, es menester concluir que estos fenémenos se deben
realmente a la presion que proviene del peso del aire.

Perier llevd a cabo ese experimento en septiembre de 1648, insta-
lando un barémetro de Torricelli en el pie del monte Puy-de-Dome
v otro en su cima, cuya altura es de 975 metros, encontrando una
.diferencia de mas o menos 8 centimetros entre las alturas de las co-
lumnas de mercurio.

De las mediciones efectuadas posteriormente resulta que la altura
barométrica disminuye alrededor de un milimetro por cada 10 me-
tros. Con un buen bardémetro se puede poner en evidencia esta va-
riacion, situandolo una vez sobre el piso y otra sobre una mesa, pues,
a un metro corresponde una variacidén de 0,1 milimetro.

Reciprocamente, por las medidas de la presién se puede determi-
nar, con bastante aproximacién, la diferencia de altura entre dos
puntos. . En esto se funda la nivelacion barométrica.

Si se atribuye a toda la masa de aire comprendida entre los pun-
tos de observacién una temperatura constante igual a la tempera-
tura media entre ellos es posible, aplicando la ley de Boyle-Mariotte,
deducir féormulas con las que puede calcularse, por las presiones y
la temperatura, la diferencia de nivel entre dos puntos.

Sean en efecto AB v CD (fig.110) dos planos horizontales situados
a las alturas z y 2z -+ dz sobre el nivel del suelo. lia presion sobre el
primero sea p; v sobre el otro p.; la diferencia p;, — p», muy peque-
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fia, la indicaremos con dp. El equilibrio de una masa gaseosa como la
sombreada que supondremos, lo que es céomodo, constituyendo un
paralelepipedo de un centimetro cuadrado de base, se explica, inica-

mente, si la diferencia p; — p» de las presiones es igual a su peso.
Se tiene, por consiguiente, si se indica

Zt con o el peso especifico del aire:
C 7 _
A ; dz B donde el signo menos del miembro de la
Z

izquierda es debido a que la presién dis-

minuye en el sentido positivo de las z.
Por otra parte, puesto que suponemos

constante la temperatura, se tiene, por la

0 ley de Mariotte:

Fig. 110. pv = C = const. (6]

Si suponemos, lo que simplifica las operaciones, que v es el volu-
.men de la unidad de peso del aire, es

1
v =—. 7]
P

De las relaciones [6] y [7] resulta

p=Ce, 8]
con la [5] se convierte en
p
—dp = - dz , [9]
0
d
dz = — ¢ 2P, [10]
p
Integrando esta ecuacién diferencial entre los puntos z = h, \Y

-+ dz=h, a los cuales corresponden las presiones Po ¥ P posterior-
mente, resulta:

h— hy = C log, P> . (1]
P
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La constante C se determina facilmente. La relacién [8] vale &

. ., . r .

cualquier presién, de modo que si p = 1033 g—, es decir, una at~
cm?

mosfera, se tiene:

% LAt
1033’ 12}

donde en lugar de @ debe escribirse el valor en gramos del peso de un
centimetro ctibico de aire a la temperatura constante ¢ atribuida a la
atmoésfera. Asise tendrd h — h, en centimetros, como es facil verificar.

Es

6= —0 [13]
1+ at

S1 0 ¥ Qo se refieren a las temperaturas de 0° y t, a la misma presién
— en este caso una atmoésfera — y donde a = 0,00367 es. el coeficiente
de dilatacion del aire.

Por las [12] vy [13] la [11] se convierte en:

he—ho = 2938 (1 4 ) log, P2 em. 14]
Po 14
Y puesto que:
5o = 0,001293 2"
cm?®
h— ho = 79900 (1 + of) log, 2> em. (15]

p

Introduciendo en lugar de los logaritmos naturales los de Briggs,
se tiene, en metros:

h— ho = 18400 (1 + at) log 2> m. (16]
14

Sc obtiene una férmula més aproximada que ésta teniendo en
cuenta la variacién de la gravedad con la altura, la humedad del aire
v la fuerza elastica del vapor de agua.

9. Altura virtual o aparente y peso total de la atmosfera. —
Puesto que la densidad del aire disminuye indefinidamente a medida
que se asciende verticalmente, no se puede hablar de un limite de la
atmésfera, sino, cuando mas, de una altura virtual o aparente. Como
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tal se entiende a la altura de una masa de aire que teniendo en toda
su extensién la densidad que corresponde a ese flaido a la tempera-
tura de cero grado centigrado v a la presién de 760 milimetros,
-ejerciese sobre el nivel del mar la presién media de la atmoésfera real.
La indicaremos con H.

Como esta presién es de 1033 gramos por centimetro cuadrado y la
-densidad del aire en aquellas condiciones es de 0,001293 gramos por
.centimetro cubico, se tiene:

1033

= % em =799 Kg.
0,001293

El peso total de la atmoésfera se calcula facilmente, dado que el
radio de la tierra es conocido, siendo su valor
medio,

R = 6367,4.10° cm.

La superficie terrestre tiene, entonces, la ex-
tension,

S =47 R?* = 5,095. 108 ¢cm?,
v el peso total de la atmodsfera sera:

P =5,005.1,033 . 108 Kg = 5,263 . 10" toneladas

10. Volumenoémetros. — Say ided, cn el aiio
1797 un aparato con el cual se puede deternii-
nar, aplicando la ley de Boyle-Mariotte, el volu-
men de cuerpos pulverulentos o porosos. Aprove-
chando el mismo principio, construyeron, Kopp
v luego Regnault, dispositivos que permiten rea-
lizar con mas exactitud aquella determinacion.

El de Regnault, que es el mejor, esta represen-
tado en la figura 111. Se trata de un dispositivo

Fig. 111.

manométrico, en una de cuyas ramas se adapta,
por una prolongacién tubular, una ampolla A de vidrio. La llave B
permite ponerla en comunicacién con la atmdsfera.

Dejando abierto ese robinete se vierte mercurio en la rama larg:
hasta que el nivel coincida con una marca o situada sobre el ensan-
-chamiento. Si se cierra ahora aquella llave, queda limitada dentro
«de la ampolla y de las ramas tubulares, hasta a, cierta masa gaseo-



— 113 —

8a a la presion atmosférica, cuyo volumen, bien definido, indicare-
mos con V.

Si girando convenientemente la llave C se deja escurrir el mercurio
hasta que el nivel en la rama de la derecha coincida con la marca f,
aquella masa de aire ocupard el volumen V —-v, si se indica con v
el volumen comprendido entre las dos marcas; su presion sera menor
que la atmosférica, y, por lo tanto, en el tubo de la izquierda el
nivel del mercurio estard por debajo de la altura en que se encuentra
en el otro. Sea h; esa diferencia de nivel, que se mide exactamente
con un catetometro, e indiquemos con H la altura de la columna
barométrica. Se tiene, si la temperatura no ha variado:

HYV = (H—h) (V + v), [17]

con cuya expresidn, midiendo H, h; y v se calecula V. El volumen v
se determina pesando el mercurio que es capaz de contener el ensan-
chamiento 0, a cierta temperatura, entre las sefiales a y f§; para ello
se comunica con el exterior, por el robinete €, inicamente esa rama,
y dejando escurrir el mercurio hasta que su nivel pase de la marca
superior a la inferior.

Situado el cuerpo, cuyo volumen z se trata de medir, en el interior
de la ampolla A, se repiten idénticas operaciones. Se tendra, analo-
gamente :

HV—zxz) = (H—h) (V4 0v—2), [18]

.con lo que se calcula a.

Primitivamente, estos aparatos fueron muy usados, particularmente
en el estudio de las pélvoras. Actualmente no se emplean para ese fin,
pues las pélvoras condensan el aire con el que estan en contacto.
.originando asi errores en las medidas.

B. — MANOMETROS

11. Definicién. — T.os mandémetros son dispositivos destinados a
‘la medicién de las presiones de los gases v de los vapores.

Antes de tratar la ley de Boyle debimos habernos ocupado de ellos,
pues para investigar la compresibilidad de los gases lo primero que
‘hay que idear son los dispositivos manométricos. Particularmente
para presiones muy bajas las cosas no son tan sencillas.
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Es claro que aplicando luego los resultados experimentales obteni-
dos en el estudio de la elasticidad de los gases se puede, inversamen-
te, determinar las presiones. En realidad se aplica con este fin la ley
de Boyle tnicamente en determinaciones groseras.

12. Manémetro a aire libre. — El manémetro de Regnault (fi-
gura 112) pertenece a ese tipo. Dos tubos de vidrio del mismo dia-
metro situados verticalmente y para-
lelos entre si estdn en comunicacion
a través de una pieza tubular meté-
lica C, con las que se hallan unidos.
por una juntura hermética.

Uno de ellos, corto, se prolonga en
un tubo delgado por el que se comu-
nica con el fliido euya presiéon ha de
medirse ; el otro puede tener las més
variadas longitudes.

Cargado el aparato con mercurio,
la presidon que se ejerce sobre la su-
perficie libre de éste en la rama de la
derecha es igual a la presion atmosfé-
rica mas la diferencia de altura —
que se mide con un catetometro si
es menor de un metro— entre los
niveles del mercurio en las dos ra-
mas.

A esta diferencia corresponde el
sieno positivo cuando el nivel a esta

Fig. 112, a mayor altura que el nivel b, y es
signo negativo en caso contrario.
La llave a tres vias que se ve abajo permite variar, cémodamente,
la cantidad de mercurio del aparato.
En el estudio de la compresibilidad de los gases se han empleado
los mandmetros de este tipo hasta presiones de 430 atmoésferas.

13. Man6metros para pequeiias presiones. Manometro dife-
rencial de Kretz-Batelli. Manometro diferencial de lord Ray-
leigh. — Para la medicién de presiones de algunos centimetros y
hasta de 10 milimetros se recurre a una especie de dispositivo baro-
métrico a sifén (fig. 113), que se carga de mercurio, bien puro, con



—_— 115 —

las mismas precauciones con que se opera en la preparaciéon de un
barémetro.

Si se hace el vacio en la rama abierta, cuando la presién alcanzs
clerto valor — uno diez centimetros mas o menos, — el mercurio se
desprende del vértice cerrado del tubo, quedando encima de él el va-
cio. La presion resulta medida por la distancia vertical entre los dos
niveles.

Algunas maquinas neumaéticas estin provistas de un mandémetro
como éste. Se encuentra colocado en el interior de un tubo de vidrio

Ifig. 113. Fig. 114

de paredes gruesas, que se pone en comunicaciéon con el recipiente en
que ha de hacerse el vacio.

Kretz ha ideado un mandémetro con el cual se pueden medir di-
ferencias muy pequeias.

Un tubo en U (fig. 114), de didmetro interior pequefio, termina en
sus extremos en dos recipientes A y B, cuvos didmetros son muy
grandes con respecto al suyo.

En el recipiente A se vierte una mezcla coloreada de alecohol y agua
de una densidad que indicaremos con ¢ v en el otro esencia de tre-
mentina cuva densidad ¢” sea menor que la de la solueién anterior. La
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superficie de separaciéon de estos liquidos, no mezclables, se encontrara
en la rama de la izquierda, en cierto punto P;, y serd muy nitida.

Si la presién que se ejerce sobre la superficie libre del recipiente A
aumenta en una cantidad Ap, la superficie de separacion ascenderé
pasando a otro nivel tal como el Ps. Puesto que los recipientes ex-
tremos son de seccién relativamente muy grande, sus niveles no va-
rian de una manera apreciable, y, por lo tanto, el eambio de presion
en el seno de la masa fluida, en el punto P;, proviene de la substitu-
cién de una columna de esencia de trementina de la altura P;P, = h
por otra de solucién de alcohol y agua. La variacién de la presion en
ese punto es, segn el principio de Pascal, igual a la variacién Ap. Se
tiene asi:

Ap = h (p—¢'). [19]

Haciendo la diferencia ¢ — o’ muy pequefia, el desplazamiento i
de la superficie de separacion de los liquidos serd, para valores muy
pequenos de Ap — hasta 0,002 milimetros de mercurio — accesible
a la medida.

Batelli ha mejorado este mandémetro constru-
yendo un dispositivo (fig. 115) que permite im-
pedir el contacto entre uno de los liquidos ma-
nométricos y el gas cuya presion ha de medirse.

Los recipientes A y A’, B y B’ son cilindricos
y de gran didmetro, en comparaciéon con el del
tubo en U que los pone en comunicacidn.

Las partes sombreadas indican mercurio. Enci-
ma de su superficie libre en B se encuentra la
esencia de trementina y sobre la de B’ la solu-
cién coloreada de aleohol y agua.

Lia superficie de separacién se encuentra en P.
Las variaciones de presiéon sobre el mercurio de
uno de los tubos A o A’ se manifiesta por su
desplazamiento y se calcula por la misma férmula
anterior.

Este dispositivo puede emplearse no solamente como mandmetro
diferencial sino también como micromanémetro, para lo cual debe
cerrarse uno de los recipientes A, extrayendo previamente, por
completo, el aire que contuviera.

Puesta en comunicacién la otra rama extrema con un gas a pre-
sion muy baja, la altura h serd la distancia entre la posicion de [a
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superficie de separaciéon en estas condiciones y la que tenia cuando
ambas ramas estaban en comunicacién con la atmdsfera, pues la
posicion P no se modificaria si, tanto en 4 como en A’, se hiciese
un vacio perfecto.

La fuerza elastica del vapor de mercurio, actuando tanto en un
recipiente como en otro, no ocasiona errores en las medidas.

Batelli aplicd este método para medir las presiones en la investi-
gacion que realizd sobre la compresibilidad de los gases a muy bajas
presiones.

Lord Rayleigh ha ideado un micromandémetro sumamente sensible
que permite medir, con mucha exactitud, no s6lo diferencias sino tam-
bién presiones pequeiisimas entre 30 y 102
milimetros.

La figura 116 representa este instrumen-
to en la forma que le han dado Schoel y
Heuse para medidas comprendidas entre 5
y 10~ milimetros de mercurio. Se trata de
dos ampollas 4, y 4. de vidrio, de unos
25 milimetros de didmetro, que se comuni-
can entre si por un tubo BCD en U, que se
prolonga hacia abajo por un tubo CE en co-
municacién, por medio de un grueso tubo
de goma, con un recipiente Iv.

Estan ligados por arriba por un cilindro
arqueado, también en U, de vidrio macizo.
De las uniones mismas de este cilindro con
las ampollas, emergen, hacia el interior de
éstas, dos piezas cénicas de vidrio, I; e I.,
que terminan en punta muy afilada. Yig. 116,

El aparato, fijo en un brete apropiado,
puede girar, por una suspensién conveniente, alrededor de la arista.
horizontal de un prisma metdlico. Lia giracién se determina por el
movimiento de un tornillo de muy corto paso.

Los tubos Ty y T- comunican las ampollas con el exterior.

Supongamos que se da al aparato una posicién inicial tal que las
dos puntas de las lengiietas I e I» estén exactamente sobre el mismo
plano horizontal. Si se hace el mismo vacio, muy grande, en el inte-
rior de A; v A., el mercurio subira de nivel en ambas ramas; por
desplazamiento de B v apretando finalmente al tubo con el tornillo
de presién se logrard que las dos puntas toquen simultineamente
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sobre el nivel del mercurio. Estos contactos se observan por un dis-
positivo a microscopio, en cuyo campo aparecen, merced a un prisma
de reflexién total, simultdneamente las dos imagenes.

Si la presién aumenta a la derecha, por ejemplo, baja un poco el
nivel del mercurio en A, y sube en A; y los contactos desaparecen.
Estos se establecen haciendo girar el aparato en el sentido en que
se mueven las agujas de un reloj. El 4ngulo 6 en que es menester girar
el aparato para que esto suceda se puede medir muy exactamente
fijando en él un pequeiio espejito E y observando el desplazamiento
# que experimenta sobre una pantalla situada a la distancia D un

delgado haz de luz reflejado, pues es:

tang 2 0 = 7 : [20]
D

Si d es la distancia en milimetros entre las dos pun-
tas, la variacion Ap de la presién sera:

Ap = d sen 0. [21]

Si se quiere medir el valor absoluto de presiones
muy pequeilas es suficiente -extraer de una de las
ampollas, de la manera mas perefecta posible, los gases
que contenga (esto es muy factible). Lo mismo que
en el caso del miecromandémetro de Batelli la fuerza
elastica del vapor de mercurio no influve sobre los
resultados.

\
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14. Manometro a aire comprimido.— En los
mandmetros de este tipo la presion se determina por el
volumen que adquiere determinada masa de gas ence-
rrada en una de sus ramas.

La figura 117 representa un dispositivo de este
tipo, constituido por un tubo cerrado en uno de sus
extremos, invertido en una cubeta con mercurio que
se encuentra en una caja metalica cerrada herméticamente.

La presién se ejerce, a través del tubo a, sobre la superficie libre
del mercurio, transmitiéndose hasta la masa gaseosa, que estid cons-
tituida, ordinariamente, por hidrégeno bien seco.

S1 se pretende construir un verdadero instrumento de medida, el
Unico camino consiste en calibrar cuidadosamente el tubo en que se




— 119 —

encuentra el gas y proveerlo de la graduacién correspondiente, si-
tuando el cero de la escala en su extremo superior. Midiendo en cada
caso el volumen, a la temperatura ambiente, cuando la presion que
se ejerce en el interior de la caja metali¢a es la atmosférica — la
del gas tendri este valor disminuido en la presion que corresponde
a la diferencia de nivel entre el mercurio de la cubeta y del tubo —
y el volumen a que se reduce por la presién que se quiere medir
queda ésta determinada por los resultados experimentales de Reg-
nault y de Amagat.

Para las determinaciones técnicas es suficiente con aplicar la ley
de Mariotte. *

La exactitud de las determinaciones disminuye en estos instru-
mentos a medida que la presién aumenta.

Para determinaciones groseras existen mandémetros de este tipo
cuyo tubo estd provisto de una graduacién que da directamente la
presién; la calibracion se hace en tal caso
aplicando la ley de Boyle para una tempe-
ratura media.

15. El miciomanémetro de Arago-Mc
Leod. — Este manometro, representado en la
figura 118 se funda en la ley de Boyle-Ma-
riotte.

El volumen interior de la rama de la dere-
cha comprendida entre el punto C de ramifi-
cacién y la extremidad superior, volumen que
indicaremos con V, es conocido. Se le deter-
mina exactamente pesando el mercurio que
puede contener. La prolongacion AB consiste

en un tubo de pequenio diametro que se gradia  / ‘\O
er. centimetros o en milimetros ctibicos pre- -
via una calibracién cuidadosa. Fig. 118,

Si se pone en comunicacién el aparato, por
la extremidad del tubo E, con un recinto mantenido a una presion
muy baja, el gas contenido en todas sus ramas estari a esa misma
presion mientras el nivel del mercurio en el tubo CF esté por debajo
del punto C, lo que se logra desplazando verticalmente el recipien-
te B.

Indiquemos esa presion con x. Si se levanta el recipiente R, tan
pronto como el mercurio pasa de C el gas contenido en la probeta
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de la derecha comienza a comprimirse, mientras que en la otra rama
la presién es la misma de antes. La diferencia de presién se man:-
fiesta en una diferencia en las alturas de los niveles de mercurio de
las dos ramas CDE y CBA. Supongamos que el ascenso de E conti-
niie hasta que el nivel del mercurio a la derecha se encuentre en P
por ejemplo; el nivel en el otro tubo estari en un punto tal como el ).

Si v es el volumen del gas encerrado entre 4 y P, y h la distancia
vertical entre P y @, se tiene, por la
ley de Boyle:

2V = (x+ h)v, [22]
de donde:

 =h—2 [23]
V—v

Esta ultima relacion muestra que el
manémetro es tanto mas sensible cuanto
menor sea v con respecto a V, por euyo
motivo a la probeta de la derecha se le
ha dado la forma que muestra la figura.
Con este instrumento pueden medirse
presiones hasta de 10-* milimetros.

16. Manémetros metalicos. — La
construecion de estos aparatos obedece
a la misma idea aplicada en los bard-

Tig. 119.

metros metéalicos.

El manémetro de Bourdon, por ejemplo, (fig. 119), consiste en
un tubo circular metalico abe, de seccidon eliptica, que termina en
su extremo @ en una camara fija a la armadura exterior; en ella
desemboca el tubo AB a través del cual se le comunica con la mas:
gaseosa cuya presion ha de medirse. Lia otra extremidad ¢ estd unidn
por un juego de palancas a una aguja que puede girar alrededor
de un eje y cuyo mavimiento regula un resorte en espiral.

Si se sopla, por ejemplo, por el tubo BA, la presién interior del
tubo abc se hace mayor que la exterior, por lo que tiende a desarro-
llarse ; el extremo c se aleja de @ accionando la palanca f y haciendo
girar la agu)a en sentido contrario a las de un reloj.

El aparato se calibra — puesto que se usa para determinaciones
groseras — por comparacién con uno a aire comprimido, operaciér
que debe repetirse de cuando en cuando.
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C.— BOMBAS HIDRAULICAS Y OTROS DISPOSITIVOS HIDROMECANICOS

17. Bombas hidraulicas. — Las bombas hidraulicas son dispo-
sitivos destinados a elevar el agua. Los més empleados son los si-

guientes:

A. BomBA ASPIRANTE. — Un cilindro metalico (fig. 120), hueco, de-
nominado cuerpo de bomba, cerrado en su parte superior, se prolonga
hacia abajo en un tubo del mismo material,
llamado de aspiracidn, cuya extremidad,
provista de rejilla, se sumerje en el agua.
Una valvula a, situada en el nacimiento del
tubo, abre o cierra su comunicaciéon con
aquél.

Un émbolo, provisto de una abertura
axial dotada de una valvula b, puede reco-
rrer el interior del cilindro, por la accién

>
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ae una palanca.

Tanto la valvula ¢ como la b se abren
hacia arriba.

El funcionamiento es el siguiente: Si el
émbolo se mueve hacia arriba, v, si se tra-
ta de los movimientos iniciales, el aire s
enrarece en el interior de la bomba y la
presion atmosférica que actia sobre la su-
perficie libre ss del liquido obliga a ascender
8 Oste por el tubo de aspiracion, abre la
valvula a v llena en parte el cuerpo de
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bomba. — ==y
La valvula b permanece, mientras tanto, -— -
cerrada, a causa de la menor presién inte- .

rior. Fig. 120,
Cuando el émbolo se mueve hacia abajo

presiona al liquido, lo que determina el cierre de la vilvula a v la

abertura de la b. El fluido pasa asi al otro lado del émbolo v se de-

rrama, en el desplazamiento siguiente, por el tubo lateral C.
Cuando el cuerpo de bomba esta lleno de agua, un desplazamients

hacia arriba del émbolo determina el ascenso del fliido, por cuanto

no puede existir un espacio vacio mientras que la columna de agua
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AB no tenga la altura que corresponde a la presién atmosférica.
Esta altura seria de 10,33 metros pero, por la imperfeccion de los
ajustes, ocurre que, en la practica, la maxima altura a que se pue-
de elevar el agua, con mecanismos de esta clase, es de 8 metros mas
o menos. El tubo de aspiracién no debe, por lo tanto, tener una lon-

gitud mayor.

B. TRABAJO Y RENDIMIENTO. — Prescindamos, por el momento, del
trabajo que se gasta a causa del roce.

Sea P el peso del agua que se levanta en cada ascenso del émbolo.
cuya carrera indicaremos con h. Esa masa flaida recorre, como es
notorio, el camino vertical H (fig. 120).

Sea, ademés, F' la fuerza media con que es traccionado el vastago.
El trabajo ejecutado en cada carrera hacia arriba es F'.h, que debe ser
igual, excluidas las pérdidas, al trabajo PH gastado para levantar
el peso P de agua a la altura H en contra de la gravedad. Se tiene asi-

F.h=P.H. [24]

Por otra parte, s1 § es la seceidn del euerpo de bomba y P el peso
de agua que se alza en cada juego del émbolo, se tendréa:

P =S8 .nh, (25]
v por la [24] se tiene, para la fuerza media, la relacién:
F=H.S 26]

Las resistencias pasivas hacen que si se gasta en cada movimiento
completo del émbolo -(ida y vuelta) cierto trabajo, solamente una
parte de éste —al rededor del 65 por ciento— se aprovecha en
levantar agua. Si se indica con a el rendimiento, se tiene:

«.F.h=P.H [27]

Vv por consiguiente :

H.S

o4

F =

(28]

C. BoMBAS IMPELENTE Y ASPIRANTE IMPELENTE. — Lia bomba im-
pelente (fig. 121) carece de tubo de aspiracién ; su cuerpo mismo esta
sumergido, en parte, en el liquido. Su émbolo es macizo y el tubo de



derrame, que nace en la parte inferior del cilindro y que estd provis-
to de una valvula que se abre de abajo hacia arriba, estd dotado, en
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las buenas construcciones, de una cdmara (' de aire que mejora su
funcionamiento, determinando ademds, un escurrimiento continuo.

Su funcionamiento salta a la vista. El cuerpo
se llena de liquido, mientras el émbolo asciende
merced a la presion existente en el fliido, gran
parte de la cual es debida a la presién atmos-
férica.

Esta bomba tiene el inconveniente de que po-
sibles oscilaciones del nivel del agua pueden
dejarla en seco. Ademas, el arreglo de las valvu-
las, en caso de mal funcionamiento, requiere que
la bomba sca retirada de su lugar.

Por este motivo se utiliza la aspirante impe-
lente representada por la figura 122.

Un dispositivo de mucha eficacia, debido a
que el émbolo, cualquiera sea el sentido de su
marcha, aspira tras de si e impele el liquido que
estd delante, por lo que se le denomina a doble juego, es el de la
figura 123.

Fig. 123.



— 124 —

D. BoMBA DE INCENDIO. — La figura 124 representa una bomba de
este tipo.

Se trata de un juego de dos potentes bombas impelentes que em-
pujan el agua a una cdmara grande a de aire. La compresidon dei
cas impele el liquido por el tubo kg en un chorro intenso y continuo.
Las bombas modernas pueden aspirar el agua sea directamente de
las cafierias o de un rio, lago, o arroyo, para lo cual los cuerpos de

Fig. 124.

bomba se prolongan por dos tubos que terminan en una boca comun,
en la que puede atornillarse una pieza metalica provista de un largo
tubo de goma.

E. BoMBAS ROTATIVA Y CENTRIFUGA. — Lia bomba rotativa (fig. 125)
estd constituida por una caja metélica en cuyo interior gira excén-
tricamente el tambor M, provisto de varias aletas moéviles, las que
euladas por un anillo central se apoyan constantemente en sus pare-
des. La giracion del tambor en el sentido de las flechas hace que las
paletas impulsen el liquido de izquierda a derecha, estableciendo una
corriente desde E hacia S.

La figura 126 representa una bomba centrifuga para bajas presio-
nes. Un arbol provisto de alabes gira en el interior de una armadura
metalica cilindrica dotada de dos aberturas.
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El agua entra por E llenando el cuerpo de la bomba; las paletas la
arrojan, por obra de la fuerza centrifuga, hacia la periferia, deter-

Fig. 125.

minando asi presiones suficientes como para elevar el liquido a

cierta, altura. Por lo comin estan ac
cionadas por un motor eléctrico.

i18. El sifén. — Aun cuando la teo-
1ia completa del sifon sélo puede consi-
derarse en la hidrodinamica, indicaremos
aqui su funcionamiento, siguiendo una
vieja costumbre. Conviene hacer notar
antes que nada, que la presidén atmos-
térica desempena en el fendémeno —
que se produce también en el vacio —
un papel muy secundario.

El sifon consiste (fig. 127) en un tu-
bo doblado, una de cuyas ramas es mas
larga que la otra y que, lleno de liquido,
se invierte introdueiendo sus extremida-
des en dos recipientes con liquidos. Su-
ficiente es que esto ocurra con la rama
corta.

Indiquemos con p, la presién so-
bre las superficies libres del liquido
en By y en R, cuyo valor puede ser
cero.

La presion p en A sera, de acuerdo con el teorema general de la

hidrostatica:

Pa=Do—hip,



— 126 —

si b, indica la altura de la columna liquida y o el peso especifico del
flaido.
De la misma manera la presién en B seri:

Pg = Po—h2p.

La presion en 4 es, por lo tanto, mayor que en B. La diferencia
tiene el valor:

pa—pp = (ha— M) o .

El liquido contenido en la regién sombreada es, segiin se ve,
empujado hacia la derecha. El fltido circula constantemente en ese
mismo sentido.

Discutamos un poco mas a fondo el proceso. Actile primeramente
la presion atmosférica. El liquido se encuentra, en ese caso — si las

Fig. 128. Fig. 129.

ramas no son muy largas-— comprimido en todas partes, es decir,
cualquiera sea la regién en que se aisle con el pensamiento una
porciéon de flaido, las fuerzas exteriores son de compresién. La co-
lumna liquida no tiene por qué cortarse en ninguna parte y la circu-
lacion puede continuar indefinidamente.

Sea, en cambio, la presiéon p sumamente pequefia, cero, por ejem-
plo. En este caso el liquido estd sometido a una traccién. En la sec-
eién S, por ejemplo, la traceién hacia un lado es, en valor absoluto.
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T» = h» 0, hacia el otro T; = hy 0; la columna liquida debe sopor-
tar en 8§, sin cortarse, la traccién (hs— hq) 0. Como se ha viste
en el parrafo 3 del capitulo III, los liquidos pueden soportar, sin
que su continuidad cese, tensiones relativamente elevadas.

En suma, el funcionamiento del sifon es exactamente igual al de!
movimiento de una soga dispuesta como muestra la figura 128.

19. El frasco de Mariotte. — En este aparato (fig. 129) se apro-
vecha la presién atmosférica de una manera inteligente para mante-
ner una corriente de liquido bajo una diferencia constante de presién.

Un tubo T de vidrio pasa a través del tapén C, que cierra- her-
méticamente el frasco, penetrando en el seno del liquido que éste
contiene.

Puesto que sobre el nivel AB la presidn es igual a la p, de la
atmosfera, se tiene, si p es la presion existente en el espacio E, que
p, es igual a la presion p mas la presion del flaido correspondiente
a la altura «.

Si se deja salir el liquido abriendo la llave del tubo lateral inferior,
esa igualdad se mantiene, porque en seguida penetra aire en E, a
través del seno del liquido, proveniente de la atmésfera.

La salida del fliiido se hace, constantemente, bajo la presion de Ia
altura liquida z. '

<t






CAPITULO VI

MAQUINAS NEUMATICAS

1. MAquinas neumaticas (*). — Las m#Aquinas neuméiticas son
dispositivos destinados a hacer variar la presion, dentro de grandes
limites, en el seno de una masa gaseosa contenida en un recinto
limitado por paredes rigidas. Si la presiéon ha de ser disminuida, el
juego del mecanismo extrae continuamente el fliido; si ha de ser
aumentada introduce nuevas masas de gas.

Los tipos de maquinas existentes hoy dia son numerosos. Nos ocu-
paremos de algunas, especialmente de las que reputamos mejores v
de aquellas que, si bien anticuadas, se eneuentran con frecuencia en
los laboratorios.

La extension de este capitulo se justifica por la enorme importan-
¢la clentifica y téenica que, en la actualidad, tiene el alto vacio.

2. Maquina de vacic y compresion a un solo émbolo. Espacio
nocivo. Limite de enrarecimiento.—La figura 130 representa una
maquina neumatica de un solo cuerpo, que puede funcionar como
bomba de vaelo o de compresion.

El émbolo estd constituido, como en todas las maquinas que se
fundan en el mismo principio, por un ecilindro formado por rodajas
de cuero embebido en aceite, comprimido entre dos piezas metélicas.
Se logra asi un ajuste perfecto con las paredes del cuerpo de bomba.

Las valvulas, que pueden ser de construceiéon variadisima, consis-
ten, en el modelo de la figura, en dos pistoncitos horizontales, uno
de cuyos extremos termina una pieza cbénica que se adapta perfec-
tamente a una cavidad de forma similar, situada sobre el conducto
que comunica al exterior con ¢l espacio interior de la bomba; resortes

() La primer méquina fué ideada por Otto de Guericke, burgomaestre de Mag-
debourg, el afio 1650.

129
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en espiral regulan la adaptacién de los pistones a las cavidades. Se
abren ademas, en sentido contrario.

Supongamos que se ha conectado la bomba con dos recipientes A v
B. Si se levanta el pistén, la presién en el interior del cuerpo de bom-
ba se hace menor que la de los recipientes A y B. La sobrepresion
abre la valvula de la izquierda y pasa aire del recipiente del mismo
lado a la bomba; la otra valvula permanece cerrada.

Si después de haberse desplazado todo lo que permite el cilindro
MN el émbolo baja, comprime el aire debajo de si y la valvula, que
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Fig. 130.

permanecia abierta, se cierra, luego se abre la de la izquierda y el
aire del cuerpo de bomba es impelido al interior del recipiente B.
El resultado es que la presién disminuye en A4 por extracecién de
clerta masa de aire y aumenta en B por la introduccién de esa misma
cantidad de gas.
Si se quisiera, Ginicamente, extraer el aire de A es claro que no
debe colocarse ningtn recipiente B.

El fluido que extrae la bomba de 4, va en este caso, directamente
a la atmoésfera.
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El vacio que puede producirse con un mecanismo semejante esta
limitado por varias causas. En primer lugar, la abertura de las valvu-
las ha menester cierta fuerza minima, y, cuando el enrarecimiento en
A es muy pequefio, la diferencia de presiones origina una fuerza
que se encuentra al fin por debajo de ese limite y la vilvula no se
abre a partir de ese momento.

Para evitar este inconveniente, en otros modelos, de los que estu-
diaremos uno, las valvulas de aspiracién son comandadas, esto es, se
abren y cierran en el momento oportuno por el movimiento mismo
del mecanismo.

El ajuste de las valvulas y el del pistéon con el cilindro tampoco
es tan hermético como para no dejar pasar lentamente el aire. Con-
viene, por esto, en las maquinas a émbolo, cerrar la comunicaciéon
con el recipiente una vez alcanzado el mayor vacio posible.

Ademas, la base inferior del pistén no se adosa jamas de una
manera perfecta a la cara inferior interna del cuerpo de bomba. El
aire contenido en éste no es, por lo tanto, completamente expulsado
por el descenso total del piston, lo que determina la existencia de un
limite de vacio que no puede ser sobrepasado.

A fin de poner esto en evidencia hagamos algunos caleulos, supo-
niendo, para limitar el problema a lo que nos interesa en este momen-
to, que todos los ajustes son perfectos y que la fuerza minima que
abre las valvulas es cero. Sea, primeramente, nulo el espacio nocivo,
esto es, el espacio comprendido entre el émbolo en su posiciéon mas
baja y la base del cilindro.

Indiquemos con V' el volumen de un recipiente en el cual se quiere
produeir el vaeio, con v el volumen interior util del cilindro, y con
Do, P1,- - -» Pn las presiones de la masa gaseosa al fin de cada ascen-
sion del émbolo. Se tiene, por ley de Boyle:

nV+v)=pV
pz(V"I"U) =P1V

.

Pn (V +v) = Pr V.

Por multiplicacion de estas relaciones miembro a miembro resulta:

Dn = ( VZ- - )npo, [1]
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relacién que muestra que la presién disminuye indefinidamente co-

) , V4o
mo los términos de una progresién geométrica cuya razon es —

Veamos ahora lo que ocurre por la existencia de un espacio nocivo,
cuyo volumen indicaremos con €.

La valvula de escape —en la maquina de la figura, la de la
derecha — se abre cuando por el descenso del émbolo la presidn
interior alcanza un valor igual al de la presion atmosférica (si la
méaquina hace el vacio en un recipiente 4, el B no existe). A fin de
cada « ida y vuelta » del émbolo queda, segin esto, un volumen ¢ de
aire a la presién atmosférica p,. Cuando la presion llegue a un valor
pi del que al bajar el émbolo el aire contenido en el cuerpo de bomba
aleance el valor de la presién atmosférica, en el limite inferior de su
carrera, es decir, cuando toda esa masa flaida ocupe el espacio noci-
vo €, la valvula de escape no se abrira més. El movimiento de la bom-
ba no tendra otro efecto que el de variar el volumen y la presiéon de
la misma masa fltida entre los valores p; v V, v po v & respectiva-
mente. Por ley de Boyle se tiene:

PV = epo

y, por consiguiente, a causa del espacio nocivo la presién menor p;
que se puede obtener es:

Pi = — Po. (2]
V

‘3. Maquina de vacio a dos émbolos. — Una miquina que se en-
cuentra muy frecuentemente en los gabinetes, y que consta de dos
cuerpos de bombas, es las que muestran las figuras 131 y 132. Los
émbolos, constituidos como se dijo en el nimero anterior, estan atra-
vesados axialmente por un agujero provisto de valvulas a resorte,
que se abren de abajo hacia arriba.

Los cuerpos de bomba estan en comunicacién entre si por un canal
que se comunica, a su vez, con otro que desemboca en el centro de
una plataforma R, cuya cara superior es de vidrio finamente esme-
rilado. Lia platina facilita la realizacion de experiencias en un espa-
cio a baja presién o vacio, que se forma situando sobre ella una
campana de vidrio de borde inferior plano untado de una mezela
obtenida por fusién de cera, vaselina y goma.

Ademas, la desembocadura del canal, de pared metalica en toda su
extension, estd provista de una rosca en la que pueden adaptavse
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otros aparatos o recintos, tales por ejemplo, como los hemisferios de
Magdebourg.

La maquina se acciona a mano por medio de un palanca de dos
brazos combinada con una rueda que engrana en las cremalleras a
que estan fijos los pistones. Mientras uno de estos sube, aspirando
aire del recinto que desea vaciarse, el otro expulsa al exterior aire va
extraido.

Las valvulas de aspiracion bb estan constituidas por piecitas me-
talicas coénicas, fijas a varillas hh del mismo material que pasan, a

Fig. 131.

frotamiento suave, a través de los émbolos. Cuando uno de éstos
sube hacia arriba levanta la varilla correspondiente hh, a causa del
roce, tanto como lo permite un tope ¢ situado en su extremo supe-
rior. La valvula b queda abierta durante toda la ascensién del émbolo
Se tiene asi un caso de valvulas comandadas; la abertura de ellas
no depende para nada del enrarecimiento producido en el recipiente.

Mediante la llave F, que estad provista de un agujero transversal v
otro longitudinal, se pueden mantener en comunicacién los dos cuer-
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pos de bomba con el recipiente (fig. 133 a, letra O de la llave hacia
arriba), o aislar el recipiente y comunicar la bomba con el exterior
(fig. 133 b, letra Z hacia arriba), o aislar el cuerpo de bomba y co-
municar el recipiente con la atmésfera (fig. 133 ¢, letra R). En las dos
Gltimas posiciones puede impedirse, ademas, la comunicacion con el
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exterior, aislando asi tanto la bomba como el recipiente, por medio
del tornmillo K.

La llave h, que apenas alcanza a verse en la fig. 131, situada
en el frente de la maquina, permite, una vez alcanzado el mayor
vacio posible, dejar en comunicacién con el recipiente uno solo de
los cuerpos de bomba al que la misma posicién de la llave pone en
comunicacién con el otro cuerpo. Uno hace asi el vacio en el cuer-



po del otro. Este dispositivo, debido a Babinet, permite obtener un
limite de vacio menor que el que determina la existencia del espacio
1nocivo.

Las figuras 134 ¢ y 134 b ilustran sobre la cuestién. En la posicion
a los dos guerpos de bomba estan en comunicacién con el recipiente;
en la posicion b s6lo esta conectado con éste un cuerpo de bomba, e.
que, mediante el orificio sf, comunica, a su vez, con el otro cilindro.
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La llave I estda provista de los orificios necesarios, visibles en los
esquemas.

Suponiendo iguales los espacios nocivos de ambos émbolos e indi-
candolos con g, la menor presion que puede obtenerse por este dis-
positivo es:

s\ 2
p = ( V) Do, (3]

es decir, se alcanza una presion mucho menor que antes.
Con esta maquina puede alcanzarse un vacio de un décimo de
milimetro de mercurio.

4. Bombas a aceite. — En este tipo de bombas, construidas por
primera vez por el inglés Roberto Gill en 1874 ¥ luego por Fleuss, que
se conocen hoy dia con el nombre de « Bombas Geryk », se evita el
espacio nocivo haciendo arrastrar por el émbolo una masa de aceite
que descansa sobre él.

La figura 135 @ representa un corte longitudinal. El vastago mueve
un émbolo fijo en su extremo inferior, que estd provisto de una val-
vula E que se abre de abajo hacia arriba; el ajuste con el cilindro del
cuerpo de bomba se realiza mediante una pieza de cuero C, aprisio-
nada entre dos piezas metalicas v doblada como muestra la figura. la
que, por su forma, ajusta tanto mas cuanto mayor es la compresiéon
del cas en V,
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El cuerpo de bomba estd dividido en dos compartimentos cuya
comunicacién es posible abriendo la valvula G, que los mantiene
aislados, adaptindose sobre la pieza de cuero I, por la presion que le
aplica el resorte en espiral K.

El aceite se encuentra en las regiones sombreadas, encima del
émbolo y del piso intermedio.

El tubo A es el conducto de aspira-
ciébn que se comunica con el espacio in-
terior cilindrico por el ensanchamiento
B y el orificio O, y por el tubo R y la
valvula I ; el tubo F es el escape.

El funcionamiento es el siguiente.
Cuando sube el émbolo, tan pronto co-
mo el nivel del aceite pasa por el agujero
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0, el aire que se encuentra en el espacic
V comienza a ser comprimido hasta que
se abre la valvula G y es impelido al ex-
terior. Lia expulsion total se realiza asi:
el émbolo levanta, casi al fin de su ca-
rrera, a la valvula G unos 6,5 milime-
tros y empuja a su través la masa de acei-
te, que arrastra consigo al aire. Al inver-
tirse la marcha pasa en sentido contra-
rio una cantidad igual de aquel liquido.

Cuando baja el pistén se hace el va-
cio en V y si la presién que existe en la
masa gaseosa es mayor que unos 13 mi-
limetros de mercurio se abre la valvula
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i | 'F Cuando la presion es menor, esa val-
vula no es abierta por la accién del aire;
TFig. 135 a. éste es aspirado hacia el espacio V 1ni-

camente a través de O tan pronto co-
mo el nivel del aceite llega a su altura.

El papel que desempefia F es, sin embargo, de la mayor importan-
cia. Cuando sube el piston penetra un poco de aceite al recinto B,
parte del cual vuelve enseguida escurriéndose hasta el fondo del
cuerpo de bomba. Al llegar el émbolo al limite inferior de su marcha
lo comprime, la valvula E se abre y es impelido nuevamente a la
region J. De otra manera pasaria por entre las paredes del cilindro
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¥ la pieza de cuero C perjudicando asi su estructura y por lo tanto
el ajuste. Con una maquina de un solo cuerpo se obtienen vacios has-
ta de 0,25 milimetros de mer-
curio, mientras que dos bom- |
bas acopladas, una de las cua-
les aspira a través del tubo
F de lo otra, con lo que ex-
trae el aire aprisionado por
el aceite situado encima de
G, se obtienen vacios hasta
de 0,0002 milimetros de mer-
curio. La figura 135 b mues-
tra una bomba semejante.

5. Bombas a mercurio.
— El primer aparato de este
tipo (fig.136) fué ideado por
el fisico aleman Pfluger, sien-
do construida, segtin sus indi-

caciones por el meclnico y

Lig. 135¢&.

vidriero de Bonn, Heinrich
Geissler, en el ano 1857. Posteriormente ha sido perfeccionada, par-
ticularmente por Topler y Alvergniat.

Dos recipientes de vidrio A4 y B de una capacidad de un litro mas
o menos, uno deé los cuales, el A, se prolonga hacia abajo por un tubo
de seccién inferior pequenia y de paredes gruesas, se comunican por
medio de un tubo elastico de goma.

El recipiente B queda abierto en su parte superior; el A se conti-
nta en un tubo fr provisto de una llave O que tiene dos perfora-
ciones: una transversal y otra longitudinal. La llave es alargada
y permite comunicar, mediante el agujero longitudinal, el recipiente
A con otro pequefio recipiente P, abierto.

El funcionamiento es el siguiente. El recipiente en el que ha de
hacerse el vacio se conecta al tubo ¢r; comunicando luego el recipien-
te A con el tubo P, mediante la llave O, se levanta el recipiente B
hasta que el nivel del mercurio, que asciende en ambos lados por esa
operacién, aparezca en la ampolla P. Se expulsa asi al exterior el aire
existente en A. En este momento se gira la llave poniendo en comu-
nicacién el recipiente en que ha de hacerse el vacio con el A. Si se
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hace descender ahora el mivel del mercurio, desplazando verticalmente
hacia abajo al frasco B, el espacio vacio que va quedando en A4 se
llena de aire proveniente del recinto a vaciar. Esta masa gaseosa se
impele hacia el exterior lo mismo que antes, esto es, girando la llave
hasta conectar el orificio longitudinal, y haciendo ascender luego el
nivel del mercurio hasta que aumente la cantidad que habia restado
en B. Repitiendo estas operaciones se alcanza un vacio elevado (me-
nor que 0,01 mm de Hg). La ventaja de estos dispositivos proviene
de que el numero de ajustes es menor y los existentes pueden ser
muy bien mantenidos y, sobre todo, el espacio nocivo se hace, sin
mayores complicaciones, rigurosamente cero.

c . . ra

i A At

e G

> %

R

\ o

“s__/‘”/

Fig. 136. Trig. 137,

B. Topler ha ideado un dispositivo sin robinete en el que Alvergniat
ha introducido una pequefia mejora. Estd representado en la fig.137.
El tubo de escape es el 8§, de 80 ¢cm de longitud, curvado en su
extremidad, y que termina, como un barémetro de sifén, en un tubo
de mayor diametro. La pieza F es un flotador que actiia como vilvula;
cuando el mercurio asciende lo levanta adaptiandolo herméticamente
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al estrangulamiento e del tubo ?; el mercurio puede llenar asi com-
pletamente la ampolla A4, sin ascender, a causa del vacio, en el tubo .

El funcionamiento se comprende sin mayores explicaciones. Si se
hace descender el nivel del mercurio por desplazamiento de la am-
polla B, penetra aire del recipiente a vaciar, a través del tubo at, en
A ; haciendo ascender el mercurio, éste, al llegar al punto P de ramifi-
cacion, cierra la comunicacion de A con el recipiente ; el mercurio que
llena A completamente impele el aire hacia afuera a través de SS.

La presion, que se mide intercalando el manémetro de Arago-Me
Leod, puede reducirse con este aparato hasta el valor de 0,000012
milimetros de Hg.

6. Bomba rotativa de Gaede. — Es ésta, sin duda alguna, la ma-
quina mas apropiada, por su
sencillez, eficacia y rapidez,
para los gabinetes de ense-
nanza.

Funciona tanto como ma-
quina de compresion (has-
ta dos atmoésferas) como de
vacio. Se obtienen con ella,
en pocos minutos, presiones
hasta de 0,01 milimetro.

Las figuras 138 a y b re-
presentan cortes transversal
y' longitudinal de una maqui-
na de ese tipo. Un cilindro
A provisto de dos paletas

radiales moviles, accionadas
por resortes, gira excéntrica- Fig. 138 a.

mente en el interior de un

espacio cilindrico con el que se mantiene en contacto a lo largo de
una de sus generatrices.

El cilindro A se adapta por sus bases, perfectamente, al cuerpo
de bomba y a las paletas; y éstas, comprimidas por los resortes, se
aplican también sobre su cara lateral. El espacio libre entre uno y
otro queda dividido de esta manera en dos regiones completamente
aisladas entre si.

El tubo C es el conducto de aspiracién en cuyo camino se halla
una camisa metalica cilindrica I dotada de perforaciones muy finas, a
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fin de impedir el pasaje de pequefios cuerpos sélidos o de gotas de
mercurio; ¢ es la valvula de escape que se comunica por el espacio
D v el canal K con el recinto O, que sirve, a la vez, de camara de
aceite y de compresién. El tubo J es el conducto de escape.

La cdmara O se llena de
aceite hasta el nivel que in-
dica la figura, lo que se
controla a través de la ven-
tana F, de vidrio. El anillo
r deja caer aceite continua-
mente sobre el eje A B que
la hace girar.

El funcionamiento es el
siguiente: Si el cilindro 4
gira, en el sentido indicado
por la flecha, las paletas
comprimen el aire contenido
en la region G y, abriendo
la valvula e, lo impelen ha-
cia la camara O.

Como no existe mas es-

Tig. 138 6.

pacio nocivo que el infini-
tésimo del orificio que lleva la valvula, la expulsion de esta masa
de aire es completa. El espacio que queda detras de las paletas
aumenta, lo que determina una aspiraciéon de aire del recipiente 2
vaciar. .

Con una de estas bombas, accionada a mano, se alcanza, en un
recipiente de 6 litros, una presion de un milimetro en 4 minutos de
funcionmiento y en 20 minutos la presion minima de 0,01 milime-
tro. Si es accionada a motor se alcanza el milimetro en menos de 2
minutos y el limite inferior de 0,01 en 15 minutos.

Si se desea emplear como maquina de compresion se utiliza, en
lugar del tubo C| el J.

Se construyen también méquinas de este mismo tipo en las que
el cuerpo de bomba se encuentra sumergido, completamente en
aceite.

La presién minima que se obtiene no es, sin embargo, utilizando
una sola bomba, menor que 0,01 milimetro.

Acoplando dos maquinas de modo que una haga el vacio en la otra
se obtienen hasta presiones de 0,00020 milimetros de mercurio.
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La casa Siemens-Schuckert construye sistemas de este tipo de dos
bombas acopladas,
sumergidas en acei-
te, accionadas simul-
tineamente por un
motor eléctrico que
se prestan muchisi-
mo para usos indus-
triales.

7. Bomba a mer-
curio de Gaede. —
Tista bomba permite
alcanzar vacios has-

ta de una presion de 2
0,00001 milimetro de Fig. 140 a.
niereurio.

Se compone (figs. 140 @, 1400 v 141) de un recipiente de hierro
cerrado hermética-
mente, lleno hasta la
mitad de mercurio,
en cuyvo interior gi-
ra un tambor T de
porcelana, que estd
atornillado a un eje
AA que puede accio-
narse a mano o ¢ou
un motor.

La pared cilindrica
del tambor consiste
en tres laminas Zi,
7.y Z3,que terminan
en forma de aletas,
dividiendo ¢l espacio
interior de aquél en

tres regiones distin-
tas. Cada una de és-

Tig. 140 0.

tas se comunica con
el tubo RR de aspiracién mediante agujeros L, L. y Lz practicados
en la cara frontal del tambor.
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El funcionamiento es el siguiente: Con una bomba auxiliar cual-
quiera conectada al tubo R’ se disminuye la presion en el interior del
recipiente de hierro hasta que su
valor sea de unos milimetros —es
suficiente una trompa de agua—
luego se comienza a hacer girar el
cilindro de porcelana.

En el instante representado en la
figura 141 el espacio W, estd en co-
municacién, a través del agujero Ly,
con el tubo de aspiraciéon R, pero no
con el R’. Su volumen aumenta pri-
mero continuamente con la rotacion,
aspirando asi el aire del recipiente
conectado a R, hasta que por la in-
mersion del agujero en el mercurio,
forma, momentaneamente, un recin-
to aislado.

Continuando la giracién se comu-
nica, por entre las paredes Z; y Z»
y orificios que se encuentran sobre
la parte cilindrica del tambor 7', con
el tubo R’. El aire que extrajo por
R es aspirado por R’.

Si el gas del recipiente y del cuerpo de bomba estan bien secos, lo
que se logra colocando un recipiente con
‘pentdxido de fosforo en el trayecto de
la tubuladura, la marcha del vacio en
un recipiente de 6 litros, partiendo de
una presién de 10 milimetros, es la
siguiente: a los 5 minutos la pre-
sion es de 0,0001 y a los 15 se alean-
za el valor minimo posible que es
0,00001 milimetros. Lia presién se mi-

de con el manémetro de Arago- Me
Leod.

Fig. 141,

8. Bomba molecular de Gaede. —
Esta mAquina consiste, en prinei
pio, en un ecilindro A (fig. 142) que
gira a gran velocidad alrededor de wun eje flexible a. en
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el interior de un recipiente B, también cilindrico, provisto de dos
salidas m y m.

En la regiéon comprendida entre estas aberturas, la caja B es de
mayor radio, el espacio que deja libre 4, es alli por lo tanto, mayor.

Si la rotacién del cilindro A se realiza en el sentido indicado por
la flecha, el aire es arrastrado, a causa del roce, en el mismo sentido ;-
se establecerd asi una corriente gaseosa de n hacia m.

Si se intercala un mandémetro M entre n y m se observari una
diferencia OP de presion que proviene de la existencia de frotamiento
entre el flaido y la superficie en movimiento y entre las capas mis-
mas de aquél. Esa diferencia aumenta si erece el nimero de revolu-
ciones.

Ademas, el valor absoluto final de la presiéon en el tubo n de aspi-
racién es tanto menor cuanto menor es el valor inicial de la presién
en el interior del recipiente B. Por lo menos, esto ocurre para bajas
presiones, que es justamente lo que interesa. En la tabla que va a
continuacioén se dan algunos datos numdéricos que a esto se refieren:

Numero de . Presién
revoluciones . .P.resn’m final en el tubo
por minuto inicial en B de aspiracién,
mm de Hg mm de Hg
12.000 20,00 0,0003
12.000 10,00 0.00003
12.000 1,00 0,000005
12.000 0,05 0,0000002
6.000 0,05 0,00002
2.500 0,05 | 0,0003

Como puede observarse, partiendo de la presién inicial de 0,05 mi-
Iimetros se alcanza, con una velocidad angular de 12.000 revoluciones
por minuto, la bajisima presion de 2.10-" milimetros de mercurio.

Hemos dado la explicacién fenomenoldgica; esbocemos ahora la
explicacion molecular. Los gases estin constituidos, segin ya dijimos,
por moléeulas que se mueven reetili-
neamente, cambiando de direccién por
choques de una con otras o con las
paredes del recipiente. E1 movimiento
es, en general, desordenado. de modo
que las incidencias tendran lugar bajo
todos los &ngulos posibles; lo mismo ocurrird con las reflexiones.

Vp oo v

Fig. 143.
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En un instante dado todo ocurre como si de la superficie del cilin-
.dro A, que se mueve a gran velocidad, fuesen arrojadas las moléculas
“con una velocidad v que fuese la resultante de la velocidad de refle-
xién v, (fig. 143) y de la de traslacién v; de los puntos materiales de
aquélla. Si v; es muy grande, del mismo orden que la velocidad media
de las moléculas, es claro que cualquiera sea el angulo de incidencia,
las moléculas seran arrojadas hacia el lado en que se produce la ro-
tacion. Esto explica el fendémeno en si y en su dependencia con la
velocidad angular de la maquina.

A presiones muy bajas, el funcionamiento es mas eficaz debido a
-que, por el enrarecimiento, el nimero de colisiones por segundo entre
las moléculas es muy pequeno con respecto al nimero de choques
con la pared. A presiones como la atmosférica no funciona.

La figura 144 dafluna vista de conjunto de la bomba ; el tubo de aspi-
racion es el de mayor didmetro v el otro conducto esta destinado a co-
nectarla con la bomba que ha de reducir la presiéon inicial en la caja B.

F

Fig. 145.

9. Bomba a condensaciéon de Langmuir (}). — En esta bomba
-que es, en realidad, s6lo un perfeccionamiento de la bomba a difu-
-810n. de Gaede, el gas es arrastrado por los choques de las moléculas
.de un chorro de vapor de mercurio.

(') Véase para mds detalles: A. GEHRTS, Zeitschrift fir Technische Physik, ni-
mero 3, pagina 61, 1920. W. Kerris, Hochvakuum-Pumpen. Archiv Sfiir Technis-
-ches Messen. Febrero de 1936.
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Permite alcanzar vacios muchisimo méis elevados que la rotativa
a mercurio y que la molecular. El limite del vacio queda determinado
exclusivamente por el recipiente que contiene el gas; si éste es her-
mético, puede decirse que la presién disminuye continuamente hasta

Fig. 140 a.

aleanzar un valor igual a la tension del vapor de Hg a la tempera-
tura del aire liquido.

En la figura 145 se tiene representado por un corte el aparato
que se construye, ordinariamente, de vidrio pirex.

El vapor producido por el calentamiente del mercurio que se en-
cuentra en A (con la llama de un mechero de Bunsen, una estufa
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eléctrica. o un bafio de aceite) sigue por el tubo B y desemboca por
L en una ampolla C, sobre cuyas paredes enfriadas por agua que
entra por K. y sale por K;, se condensa volviendo por D nueva-
mente a A.

En la ampolla C se mantiene, con una bomba auxiliar conectada
con el tubo V, una presién que oscila entre 0,1 y 0,01 milimetros de
Hg; el tubo F se pone en comunicacién con el recinto en el que ha
de producirse alto vacio.

Las moléculas de mercurio, que salen por L con gran velocidad,
impulsan, en esa misma direccion, a las moléculas gaseosas; el vapor
que llega a las paredes comprime el mercurio condensado y a las mo-
léculas gaseosas, las que son aspiradas a través de V.

En la figura 145 a, se ve una bomba de vidrio pirex, construida en
el Instituto de Fisica de la Universidad de la Plata. El vapor de
mercurio se difunde en dos etapas a través de aberturas diferentes,
que se ven en el dibujo.

La presién minima que se logra con estas bombas es igual a la
tensién del vapor de mercurio correspondiente a la temperatura mas
baja de la tubuladura. Como la tensién de aquel vapor a la tempera-
tura ambiente es de 103 mm de Hg, se sumerge parte del tubo que
une la bomba con el recipiente a evacuar, dandole forma adecuada,
en un bafio de aire liquido. Esto encarece la operacion.

Hoy en dia se construyen bombas a difusién que emplean, en lu-
gar de mercurio, aceites obtenidos por destilacién en el vacio de acei-
tes minerales, que poseen una tension de vapor sumamente baja. Se
obtienen asi vacios relativamente altos, sin necesidad de produecir
una baja temperatura.

10. Definicion moderna de alto vacio. Caracteristicas de las
bombas a alto vacio (*). — Las valvulas usadas en la telegrafia y
telefonia sin hilos y las nuevas ampollas de rayos X son recintos
donde el vacio es sumamente elevado.

Si la presién no se encuentra por debajo de ciertos limites, las ca-
racteristicas de esos aparatos sufren modificaciones de importancia
que disminuyen, en sumo grado, o anulan su eficacia téenica.

Como no es ésta la oportunidad de entrar en detalles referentes a
los fendmenos eléctricos que se observan en las vilvulas, diremos, so-
lamente, que la presién es en ella igual o menor que 10-7 milimetros.

(1) Véase el articulo de A. GERRST recientemente citado.
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de mercurio .Un vacio igual o menor es designado en la téenica, si-
guiendo a Langmuir, alto vacio.

De acuerdo con esto serian bombas de alto vacio solamente la
molecular de Gaede, la de condensaciéon de Langmuir y las de tipos
semejantes.

Las bombas de alto vacio se caracterizan por los tres datos siguien-
tes: 1° el vacio preliminar que requieren para su funcionamiento;
29 el vacio final que producen; y 3° la velocidad de aspiraciéon. To-
das las bombas a alto vacio conocidas requieren un vacio preliminar
de 0,1 a 0,01 milimetros de mercurio.

El vacio preliminar depende de la separacién entre la desembo-
cadura del tubo L y la pared interior del recipiente C, 1%11es la dimen-
sion de ella debe ser del orden del camino medio entre dos choques.

La bomba rotativa a mercurio de Gaede permite alcanzar vacios
hasta de 10-° milimetros de mercurio v la molecular hasta 10-" mi-
limetros. La de Langmuir, en cambio no tiene limite.

La bomba rotativa a mercurio no es, pues, en realidad, a alto
vacio.

Si de una masa de gas de volumen v a la presion p se extrae en el
intervalo de tiempo comprendido entre ¢ v ¢ 4 df el volumen dv, la
velocidad de aspiracion en el instante 7 se define por el cociente
diferencial :

dv

§ = — (4]
dt

d pe v dp

S = =" ——", [3]

at p p dt

pues pv = constante, de acuerdo con la ley de Mariotte. Integrando
entre los instantes f; y f» se tiene:

/“sdt=v.loge p , (6]
L D2

0 si s es un valor medio de s entre t; y t» se tendra:

§ = — " loge—gl—. (7]

lh—1t, P2
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Asi, puede determinarse la velocidad de aspiraeién en funcién de
la presion por las medidas de las presiones, de intervalo en intervalo
de tiempo.

— - coanewe

Fig. 146.

En la figura 146 la curva a representa la velocidad de aspiraciéon
de la bomba rotativa a mercurio, la b la de la molecular y la ¢ la de
Langmuir. Como se ve la de esta 1ultima es constante, lo que
es, por cierto, muy ventajoso.



HIDRODINAMICA

CAPITULO VII

CLASES DE MOVIMIENTOS. ECUACIONES DE EULER.
MOVIMIENTO ESTACIONARIO. ECUACION DE BERNOULLI..

1. Movimiento laminar y turbulento. — El estudio del movi-
miento de los fltidos se designa con el nombre de hidrodinamica.

El movimiento de los liquidos se presenta bajo dos estados dife-
rentes: el lamwnar y el turbulento.

Es laminar (de ladmina) cuando las particulas se ordenan segin
capas o laminas que se mueven tranquilamente; es turbulento cuan-
do las particulas cumplen, al mismo tiempo que el movimiento de
conjunto, pulsaciones.

Todo el mundo ha podido notar estas dos clases de corrientes en el
agua que sale de los robinetes de las canerias de alimentacion de la
ciudad. Si la cantidad de agua que sale por segundo no es muy
‘oerande, el movimiento es laminar; el chorro ofrece el aspecto de
una masa compacta. Si se abre mas y mas el robinete, el movimiento
deja de ser laminar para convertirse en turbulento.

La observacion de estas dos especies de corriente se facilita in-
troduciendo en la masa liquida una substancia colorante.

El movimiento del agua en los rios y canales es, generalmente, turb-
bulente. Quien se haya detenido a contemplar el correr del liquido,
habri observado, por las particulas extrafias suspendidas, la existencia
de pulsaciones, de las qﬁe proviene el aspecto de inquietud que ofrece.

Las diferencias en el comportamiento mecanico de estas clases de
corrientes se pondran de manifiesto en el curso del estudio que sigue.

Conviene, tanto desde el punto de vista cientifico ecomo téenico,
estudiar primeramente el movimiento laminar y luego el turbulento.

2. Las ecuaciones de Euler parafliidos ideales.—FEuler dedujo,
por la aplicacién del principio de masa, ecuaciones que permiten des-
eribir el movimiento de los flaidos ideales. Pueden extenderse, ade-
mas, sin dificultad, a los flaidos reales.

149
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Es claro que no puede hablarse en los fliidos de una aceleracién
desde que cada particula tiene la suya propia, que representaremos
-eon a.

La ecuaciéon de Euler se deduce en seguida por un método seme-
jante, pero mas general, que el empleado en el capitulo I para
establecer las condiciones del equilibrio.

Consideremos (fig. 147) una pequefia porecidon fldida perteneciente
a una masa liquida que se mueve en cierta direccién n. Suponga-
mos, para mayor sencillez, que estd contenida en el interior de una
superficie ideal, cilin-
drica, de seceidén circu-
lar ds y longitud dn. Su
masa, multiplicada, por
su aceleracién en la di-
reccidon n debe ser igual,
por la ecuacion general
de la dinamica, a la su-
ma de las componentes
que admiten las fuer-
zas exteriores aplicadas

Fig. 147, sobre ella, en esa mis-
ma direceidn.
Son fuerzas exteriores las que provienen de las presiones laterales

— que por ser normales no admiten componentes segiin 7 — que
originan las presiones p y p” aplicadas a las bases del cilindro y
la componente F del peso mg segin n. Como, por el momento, se
considera ideal al fliido, deben suponerse nulas las fuerzas del
roce sobre la superficie lateral del cilindro.

Puesto que la presién debe variar de una manera continua, se
tiene, por la pequefiez de dn:

/
p'=p+dp.
La fuerza en direccién positiva de las n provenientes de las pre-
siones p vy p’ es — dp.ds y la originada por el peso — mg.cos a.
La suma de esas fuerzas debe ser igual a la masa m por la ace-

leracién a, en direccién n, de modo que serd:

— (dp.ds + mg.cos a) = ma,,. [1]
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Se tiene, ademas, si © es el volumen del cilindro v o el peso
especifico del liquido:

T =ds.dn ; mg =91y cosa=ih— (2]
dn
Introduciendo estos valores en la [1] resulta:

d a,

dn \ ¢ g
que es la relacién de Euler (). Se obtiene la forma diferencial intro-

: d . :
duciendo la relacién a, =%”— , en la que v, indica la velocidad en
a

direccién mn.
De la [3] resulta en seguida la condicién general del equilibrio.

En efecto, si el liquido estd en reposo la velocidad debe ser nula
en todas direcciones, de suerte que:

a, =0,
v por consiguiente :

— + h = constante,

relacion que constituye el teorema general de la hidrostatica, segin
vimos en el capitulo I.

{ 3. El movimiento estacionario de un liquido ideal: ecua-
cion de continuidad. — El movimiento de un liquido se dice esta-
cionario cuando en cada uno de los puntos del espacio ocupado por la
corriente su velocidad permanece constante en magnitud y direecion.

Las particulas liquidas se mueven segin lineas bien determinadas,
que se denominan lineas de corriente. Estas lineas pueden ponerse
en evidencia suspendiendo en el liquido aserrin muy fino o polvo
de licopodio.

Se entiende como seccion de la corriente, el elemento de superficie
situado en ella y que corta normalmente a sus lineas.

Las lineas que pasan por los bordes de un elemento s; (fig. 148)
de una seccién, constituyen un tubo liqguido o de corriente.

(*) La derivada con respecto a n es, en realidad, parcial.
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El fliido se mueve en su interior como si las paredes fuesen

impermeables, constituvendo lo que se denomina un filete liguido.
Es claro que, si el flaido es

v, incompresible, los volimenes

Sz que pasan a través de las dife-
rentes secciones de un tubo de
corriente en una unidad de tiem-

po son iguales, o, en otras pa-

labras, la wntensidad de la co-

rriente o caudal tiene un valor
constante a lo largo del tubo.

Si v; es la velocidad del flai-

do en la seccion s; y v la ve-

iceidad en otra seceidn s, del mismo filete, esa conlicidn se expresa

Sy

Fig. 148.

por la igualdad:
Sy V1 = S2 Vs, [4]

0, de una manera general, por:

sv = constante, (5]

que es la llamada ecuacién de continuidad.
De la relacion [4], resulta:

- 6]

S2 V1

Es decir, en dos puntos cualesquiera de un masmo filete liquido
las velocrdades estan en razom wnversa de las seccrones.

Al establecer la relacion [4] se ha supuesto, implicitamente, que
las velocidades tienen el mismo valor en todos los puntos de una
misma seccion, lo que no es necesario para que el movimiento sea
estacionario.

S1 esto no sucede, es muy féacil demostrar que esa relacién perma-
nece valida si v; v v» representan las velocidades medias en las seceio-
nes $; v s.. Las mismas conclusiones son aplicables como es evidente,
al caso en que el liquido circula por un tubo material rigido.

4 Relacion entre las velocidades y las distancias de las sec-
ciones. — Supongamos que por un cxtenso canal de paredes pa-
ralelas, dotado en su punto medio de una ensambladura (fig. 148 a),
circula estacionariamente un fliido ideal.
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En los Jugares donde las paredes son paralelas la velocidad tendra,
eomo es notorio, el mismo valor en todas partes, que indicaremos

con ¢, y las lineas de corriente serdn rectas de idéntica direeccidn.
Se han dibujado

algunas de modo que C ¢
dividen la seccién del p d,
canal en elementos 2

de 4rea de la misma A___/' )

extension s; vale de-
cir, en tubos de co-
rrientes iguales. El

|
|

volumen liquido que
pasa en cada unidad
de tiempo a través D D
de cualquiera de sus

Fig. 148 a.
secclones sera Sc.

En la ensanchadura las lineas tomaran la forma que se ve en la
figura; los tubos se hacen de mayor seccion, pero, de acuerdo con
la ecuaciéon de continuidad, si a través de las secciones s; y - las
velocidades son vy y 2, respectivamente, se tiene que:

SC = 81V = S0 .

El fotograbado ensefia que la seccién de los filetes es tanto menor
y, por consiguiente, la velocidad tanto mayor cuanto méas «cen-
tral » es el tubo.

Es facil ver que las secciones de los filetes estan en relacion con
la distancia de dos secciones de la corriente. En la figura se han
trazado dos secciones vecinas: la CD y la I,

Como puede observarse, a la distancia mayor d. corresponde la
seccién mayor s.. La teoria evidencia que las secciones de dos filetes
tales como la s, v s, estdn entre si como las distancias d, v d» a una
seeeién proxima v puesto que las seceiones estan en razén inversa
de las velocidades correspondientes, resulta que:

Esto es: En el espacio limetado por dos sccciones de la corriente
las velocidades en dos puntos cualesquiera estin entre st como la
razén 1nversa de las distancias de aquéllas.
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Esta relacién, en concurrencia con la del parrafo anterior, per-
mite representar la distribucién de las velocidades en la corriente.

5. L.a ecuacion de la energia de Beinoulli. La presion hidro-
dinamica. — Bernoulli ha sido el primero en deducir, para el mo-
vimiento estacionario.de fluidos ideales, una ecuaciéon que se deno-
mina de energia.

Se la puede deducir aplicando la ecuacion de Euler. Damos aqui,
por razones de simplicidad, una demostraciéon energética.

Consideremos el seg-
mento abcd (fig. 149)
de un filete liquido de
una corriente estacio-
naria, que se realiza en
el sentido que indican
las flechas. Sean s; y
:, $2, U1 ¥ V2 las secciones
'. y velocidades corres-
:?"' pondientes a sus extre-
.

‘!'

mos. Si, como se ha
supuesto, s» < $; ssera

- = ===\ -

Fig. 149. 2 > V1.

Después de cierto
tiempo, el liquido que contenia ese argumento, considerado ahora
como perteneciente al espacio, se encontrara dentro del espacio
&'b’c’d’ del mismo filete.

Puesto que la masa liquida contenida en la regién a’b’cd ha sido
substituida por otra igual, animada en cada punto de la misma
velocidad en virtud de ser estacionaria la corriente, todo ha ocu-
rridd como si el cambio consistiese, Gnicamente, en el traslado del
liquido que ocupaba la regién abb’a’, de velocidad v; y volumen
T=aa’.s, a la regién dec’d’.

Preguntemos ahora cudl es el trabajo puesto en juego y cuales
son las variaciones de energia que van aparejadas con ese cambio.

Fuerzas laterales al filete no existen, puesto que suponemos que
el flaido es ideal; las presiones p; y p» dan lugar a las fuerzas p, s,
Y P22 aplicadas normalmente sobre las bases del segmento de fi-
lete, las que le entregan el trabajo:

prsi.aa’ —prse.dd = (pr— p.) < (7]
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pues aa’ y dd’ son los caminos recorridos por los puntos de aplicacion
de las fuerzas , y p; s; tiende a acelerar el movimiento, y p2 sz a re-
tardarlo.

El trabajo debe ser, por el prineipio de conservacién de la energia,
igual a la suma de las variaciones de las energias cinética y potencial
que ha experimentado la masa liquida de la regiéon aba’d’, al ser

transportada a la regién cdc’d’. Esta masa tiene el valor - ¢ si p es
g
el peso especifico del liquido y ¢ la aceleraciéon de la gravedad.

La energia cinética se ha incrementado en:

1 er (122 — 0.2)
2 9

y la potencial de gravitacién en:
pth = ¢t (22— 2),

que representa el trabajo gastado para elevar en i la altura de la
masa liquida en cuestion, cuyo peso es Ot.

Se tiene, por lo tanto, estableciendo la igualdad enunciada y divi-
diendo por T:

pL— P2 = 2L (w2 — 1% + ¢ (22— 21) [8]
g
de donde:
2 2
R R 9]
P 2q e 29

0, de una manera general, puesto que pueden considerarse segmentos
cualesquiera del filete,

P + ¥ 4 2 = constante, [10]
o 29

expresién que constituye el teorema de Bernoulli. La constante se
refiere a un filete determinado; su valor variard, en general, de un
filete a otro.

Esto ocurre, por ejemplo, si dos filetes vecinos se mueven a dis-
tinta velocidad, pues la presion debe tener, sobre la superficie que
los separa de uno y otro lado, el mismo valor. |
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Si la corriente consiste en un conjunto de filetes, como ocurre en
el movimiento en un tubo, por ejemplo, puede aplicarse el teorema
de Bernoulli directamente a toda la corriente, si se entiende como v a
la velocidad media, es decir, al cociente de dividir el volumen de agua
que circula por segundo por la secciéon del tubo.

Esto es posible siempre que el tubo no tenga curvaturas pronun-
ciadas. Si esto ocurre, aun cuando el teorema permanece valido para
cada filete, seria incorrecto escribir una sola relaciéon para toda la
seccion de la corriente si ella pertenece a una curva de pequefio radio,
como se vera mas adelante.

El término - , variable cn general de un lugar a otro, es la altura h
P
a que subiria el liquido en un tubo vertical abierto cuya boca inferior

se encontrase en un punto de la corriente; el producto oh da la pre-
sibn p existente en el mismo punto. El término 2 representa la altura
de éste sobre un plano horizontal
cualquiera elegido como origen.
En la figura 150 se han ilustra-
do estas consideraciones, dibujando

B RS

Bh,

9

AN

las alturas a que sube el liquido en
tubos ubicados en dos puntos 4 v
B de una corriente estacionaria.

La diferencia de altura entre los
niveles a que alcanza el fliido en
el interior de los tubos estd dado
por la expresion :

<_‘ + zw)—(ﬁ + 23)=H [1”
e <

0, por el teorema de Bernoulli, por:

V27— U
Fig. 150. - = H. [12]
29
Es decir que, si en todas partes la velocidad media de la co-
rriente tiene el mismo valor —lo que sucede en el caso de
un tubo si la seceidn es constante — los niveles alcanzados por

el liquido en los tubos estin sobre el mismo plano horizontal.
(Véase el ecapitulo siguiente donde se introduce la viscosidad de!
flaido).



El teorema puede presentarse bajo un aspecto semejante al general
de la hidrostatica. En un fliido en reposo, la presion p es constante
en todo plano horizontal ; la diferencia entre las presiones en dos de
ellos, situados a la distancia h, es gh.

Si el liquido est4 animado de un movimiento estacionario, lo que
permanece constante en todo plano horizontal (2 = const.) es, por
la [10], la suma:

|
2 ¢

v? = constante [13]

P+

de la presion y de la energia cinética de la masa de la unidad de volu-

p 0 2
men (pues — es la masa especifica | , suma que por analogia se deno-

g
mina presion_hidrodindgmaca.
—_— T T T e e - .

En este caso, el producto gh daria la diferencia entre las presiones
hidrodinamicas en dos planos horizontales situados a la distancia h.
Para los puntos A v B de la figura seria:

1 1
(:0' + -2 v.z) — (pe +— 2L vz?) =0 (2 —22) = oh. [14]
2 q 2 g

Lia significacidn energética del teorema de Bernoulli se hace tras-
parente multiplicando la [10] por @, que es, por la incompresibilidad
del fltido, una constante. Se tiene asi la relacion:

0
29

v? + oz = constante. [15]

P+

El término oz es el trabajo que hay que gastar en elevar la masa o
de la unidad de volumen a la altura z; el segundo término representa
la energia cinética de la masa de ese mismo volumen, y la presién
tiene la significacién de una energia potencial, puesto que p; por
ejemplo, representa el trabajo gastado por la presion si s;.aa’ tiene
un volumen igual a la unidad.

Por lo tanto, segtin el teorema de Bernoulli, en wun movimiento esta-
cionario la energia total de la unidad de volumen del liquido perma-
nece constante. Es elaro que lo mismo ocurre con la energia de la
unidad de masa.

6. Experiencias y aplicaciones. — A. Si por el interior de un
tubo cuya seceidon varia de una manera continua (fig. 151), situado
horizontalmente v provisto de tubos verticales que desembocan en
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lugares diferentes, circula una corriente estacionaria de agua, se
observa que el liquido asciende en los tubos a tanto mayor altura
cuanto mayor es, en
el lugar de su des-
embocadura, la sec-

J

1
T
l.Ta —
1
- -
o]~
Rl FhS)

cion del conducto.

i
|=nd
-~

La explicacion flu-

L
S~ SR

ye en seguida del

T
l

teorema de Bernou-
1li. Eligiendo al pla-
257 no horizontal, sobre

el que se encuentran

Fig. 151.

los extremos 4, B y
C de los tubos, como plano z = 0; debe ser, para todos los puntos
del mismo plano, de acuerdo con la [10]:

?)2
P + = constante,
o 2y

y, por lo tanto, a mayor velocidad corresponde menor altura P dela
columna liquida. P

B. Un experimento muy ilustrativo e interesante, debido a Banki,
es el siguiente; un conducto ecircular de vidrio AB, parte del cual,
cd (fig. 152), estd constituido por un tubo de goma de paredes muy
delgadas, pasa a través de
un recipiente K de vidrio, /
en cuyo interior puede va- R

riarse la presién del aire, == — T —=

_/l
A _C d ~ B

vacio o de compresion. Fig. 152.

N

I L

1

S

mediante una bomba de

Si se hace circular agua por su interior y se disminuye la presion
en el recipiente, el tubo de goma se contrae. Ast debe ser, en efecto,
pues s1 disminuye la presién en sus paredes y por lo tanto en el
liguido que contiene, éste debe aumentar su velocidad de acuerdo
con el teorema de Bernoulli.

Por la ecuacion de continuidad la seccién debe hacerse, como ocu-
rre, mas pequena.

Lo contrario sucede si se comprime aire en el interior del tu-

bo R.
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El mismo principio vale en una corriente gaseosa estacionaria. Un
fendmeno muy interesante que obedece a la disminuicién de la presiéon
con la velocidad, es el siguiente: si se pone en comunicacion el tubo
ab (figs. 153 a y b) con un recipiente que contiene aire comprimido
a la presion p, la corriente gaseosa determina una succién del disco
inferior, movil, hacia arriba.

En comunicacion
con aire comprimido

i A ala PTesion 'P

| i
l 1
n l
[
Rl
:;H Corriente
|
i
L
it
oy it 4Po
Ole= =P DT
= =k 1
Po PO tPO 1?0
Fig. 153 a. Fig. 153 b.

Este hecho resulta inesperado a la luz de la logica vulgar. Con el
auxilio del teorema de Bernoulli se explica facilmente. En los lugares
de salida del gas, esto es, en los bordes mismos de los discos, la pre-
sion atmosférica actiia libremente sobre la corriente fliida ; la presion
en ella sera la atmosférica, que indicaremos con po. Si la veloeidad
de salida es v, se tiene:

P =P+ — —0?, [15]

pues la velocidad del gas en el recipiente con aire comprimido es
nula.

En un punto interior tal como P la velocidad v; debe ser mayor
que v ,de acuerdo con la ecuacién de continuidad, pues alli la seceidon
total de la corriente es menor. Si se indica con p; la presion, debe ser

e (16]
2 g
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Ahora bien, la presién entre los discos es p;, mientras que en el
exterior tiene el valor po v, por las [15] y [16], la expresion:

1
Po—P1 = — > (02— v?) (17)
2 g

es positiva, puesto que vy > v. Las placas deben, pues, juntarse.
De una manera semejante se explica el funcionamiento del aspira-
dor representado en la figura 154,

e R
a un recipiente con ? / C}, Y v
aire comprimido a J*"— R e J. 2-
la presién p T b\\‘
1 &) T B
P.
3

Fig. 154.

Lia presion en la seccibn A B es la atmosférica po; la velocidad de
salida v serd tal, que se cumpla la relaciéon:

~

1
p=po+ — (18]
2 g

En la seccién ab, el chorro, de velocidad v;, es
mayor que v, y la presion p; tiene el valor dado
por la relacion :

] -~
p=p + - Tt [19]
2 g

De las [18] v [19] resulta:

(02

Po— P1 = v?), [20]

< l'()

1
2

magnitud positiva, puesto que v, > v. La altura
b a que sube el liquido en el tubito lateral sera tal, que sea:
[] B

Po—p1 = ¢’ h 121]
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si 0’ es el peso especifico del liquido. El efecto es debido, como es
evidente, a la forma del chorro; si el conducto de aspiracion A estu-
viese mas hacia la derecha, donde la seccion de la corriente es cons-
tante, el fendmeno no se produciria.

Idéntica es la explicacion del funcionamiento de la trompa de agua.
La representada en la figura 155 funciona también como maquina de
compresion ; pueden obtenerse con ella presiones hasta de algunos
centimetros.

En el mismo prineipio se funda la bomba a mercurio de Spreng‘el.

Fig. 156.

(. EnL inYEcTOR DE Girrarp. — Este inyector (fig. 156), muy
usado en las maquinas a vapor, se funda en el mismo principio.

El tubo V se comunica con la parte superior de la caldera mediante
una llave; el D con la parte inferior, por una valvula que se abre de
abajo hacia arriba. Los conductos G y E se comunican con el conden-
sador.

Si se abre la llave, se precipita el vapor por el tubo V; el chorro
adquiere gran velocidad al pasar por el estrechamiento cdnico O,
regulable con la manivela 4, produciendo una aspiracién continua
por el tubo (.

El liguido penetra a D, abre la valvula y llega a la caldera; parte
vuelve al recipiente o al condensador.

D. Mepibor VENTURI — Este instrumento, que permite medir la
velocidad de agua en canerias y la cantidad que circula por segundo,
se funda, también, en el teorema de Bernoulli.
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Si el liquido circula, por ejemplo, en el interior de un tubo eilin-
drico de seccién s; se intercala en ésta la pieza ABC (fig.157), que
consiste en un tubo corto
de seccidon so < s; situado T,E
entre dos tubos coOnicos
cortos de diferente longi-
tud.

Dos tubos verticales Ty —
y‘Tg desembocan en los
tubos de secciones s; ¥ Sa. Fig. 157,

En ellos los niveles del 1i-
quido alecanzan distintas alturas, puesto que las velocidades son, en
los lugares en que desembocan, diferentes.

La diferencia de altura estd dada por la relacion.

2,2
H = V2 (5] . [22]
29

Por la ecuaciéon de continuidad se tiene, ademas,

vy = vli, (23]

Sq
Yy, por consiguiente:

S2 -
N = ——— [24]
1 \/812—822 \/ZgH .

La cantidad de fliido que pasa por segundo es:
q =7 8 = —/—— . [25]
1 \/812 \/2 g H

La forma conica de los tubos de conexién entre las secciones de
didmetro s; y los comienzos de la seceidn so hacen que la diferen-
cia H de nivel sea debida casi exclusivamente a los cambios de ve-
locidad.

Debido al cambio mismo de secciéon se produce una disminueién de
la presion hidrodindmica, que es muy pequefia si la variacién es con-
tinua. De estas cuestiones nos ocuparemos en uno de los capitulos
venideros.



CAPITULO VIII

VISCOSIDAD DE LOS FLUIDOS

A. — LiqQuipos

1. Pérdida de carga en los tubos.—El teorema de Bernouilli que
rige el movimiento estacionario de los flaidos ideales no expliea de
una manera rigurosa los fenémenos que se observan en los flaidos
reales. Los apartamientos provienen, en el movimiento laminar, de la
existencia de una fuerza de roce entre las capas liquidas que se desli-
zan una sobre otra.

En la deduceion de la ecuacion de Bernouilli se supuso, implicita-
mente, nulo al frotamiento. Es claro, entonces, que ese teorema no
puede regir los movimientosde los fliiidosrealesde una manera exacta.

- 1 1

[)/5/’?0 Z = &)
Fiz. 158.

Si en el interior de un conducto cilindrico A B, por ejemplo, de
seceién constante (fig. 158), se tiene una corriente estacionaria de
un flaido, la velocidad tendra en todas partes el mismo valor. Si el
teorema de Bernouilli fuese valido los niveles que alcanza el liquido
en los tubos verticales de que estd provisto estarian todos sobre el
mismo plano horizontal (véase el niimero 4 del capitulo anterior). Se

163
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observa, en cambio, que los niveles se encuentran tanto méas bajos
cuanto mas se avanza en direccién de la corriente y, de tal manera,
que todos se hallan situados sobre cierta linea inclinada.

La diferencia de los niveles en dos cualesquiera de los tubos es,
por lo tanto, proporcional a la longitud del conducto comprendide
entre sus desembocaduras.

Si, como en el caso de la figura, se tienen tres tubos equidistantes
de modo que dos consecutivos comprendan la distancia ! del conducto
v los extremos la 21, se tendra para, las diferencias H," y H)' de las
alturas de los niveles la relacion:

}I‘Z _ H1 ’ [1]
21 l

es decir, que:
H, =2H/

¢. de una manera completamente general, si H” es la diferencia de
los niveles de dos tubos que desembocan en dos puntos del conducto
situados a la distancia [ se tiene:

—Ii— = constante = J , 2]

s1 se indica con J la caida de nivel del liquido de los tubos por unidad
de longitud del conducto.

La experiencia muestra, segin eso, que en lugar de ser, de acuerdn
con la relaciéon [10] del capitulo anterior,

_pj_ zl=&—|—z2
P P

(puesto que la velocidad tiene el mismo valor en todas partes) es.
para dos puntos situados a la distancia I,

(_p_l z,)_. (& + z2)= H = J1. 3]
e %

2. Definicion del coeficiente de viscosidad.—Estos hechos ex-
perimentales se explican de una manera satisfactoria introduciendo
la fuerza de roce entre las capas liquidas.

Supongamos, lo que no resta generalidad a estas consideraciones.
que se tlene un movimiento estacionario de un flido real sobre un
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plano rigido horizontal PQ tal que los lugares de velocidad cons-
tante sean también planos horizontales. La figura 159 representa
una seccion con el plano del papel; las lineas horizontales son los
trazos de algunos de aquellos planos.

La experiencia muestra que sobre la pared misma la velocidad del
liquido es sumamente pequena, de modo que puede considerarse
nula. Por razones de continuidad y de simetria la velocidad del
liquido debe aumentar en direccion a su normal.

Resulta asi un deslizamiento de unas capas sobre otras, lo que
origina una fuerza de roce
que se define como sigue: la
fuerza de roce que actia so- ‘ .
bre cada centimetro cuadra- '-
dc de dos capas que se des- 2
lizan una sobre otra, que Zn )

A

n

indicaremos con R, es iguaal 7

al producto de una constan- P 7777777777/ 7777777777777 Q
te m, caracteristica para ca- Fig. 150.

da liquido, por la variacién

de la velocidad en direccién a la normal n a la superficie de sepa-

racion es decir:

R=q% ' 4]
dan

El cociente diferencial, que es el gradiente de velocidad, se for-
ma de esta manera: En dos puntos A y B situados sobre la misma
normal a una capa liquida, a la distancia d, las velocidades serdn
vy y v.; la variacion media de las velocidades en direceidén a la
normal a la capa es:

V2 — Uy

d

En el punto A, que puede considerarse como perteneciente a la
superficie de separacion de dos capas liquidas, se tiene:

dv It Vg — U
— = llMg=o

dn

(5]

La magnitud m se denomina coeficiente de viscosidad o de frota-
miento interior.
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De acuerdo con Ja [4] el coeficiente de viscosidad es numérica-
mente igual a la fuerza que actia sobre cada unidad de superficie
(en sentido contrario al movimiento) de una capa liquida que a la
unidad de distancia de la pared se mueve estacionariamente con la
unidad de velocidad. En efecto, X =m cuando vo=1y.d=1 Yy,
como se ha dicho, el liquido estd en reposo sobre la pared.

Sus dimensiones son:

] =[ fuerza . longitud ] _MLT 6]

superficie . velocidad

pues no hay que olvidar que R es la fuerza por unidad de super-
ficie.

Si se mide la longitud en centimetros, el tiempo en segundos ¥y
la fuerza en gramos sera:

gramo-peso

(m] =
cm/seg?

¥, por lo tanto,

] = gramo-peso . seqg
cm? ’

st la fuerza se mide en dinas, la masa estd dada en gramos y es:

] = em™ . gr.seg.

Como en las aplicaciones aparece cominmente el cociente de la
viscosidad por la masa especifica, es mas cémodo, para los usos
téenicos, utilizar ese cociente que muchos autores denominan visco-
sidad cinemética e indican con la letra Z. Se tiene, entonces,

U U -
Z = = ——p , [l]
P g
cuya dimension es:
L?
1Z] =
T

o en el sistema C.G. S.:

[Z] = em?. seg'. (8]



— 167 —

3. La distribucion de la velocidad. Ley de Poiseuille. — Estu-
diaremos ahora, introduciendo las fuerzas de roce, el movimiento
laminar estacionario de un
liquido en el interior de un
tubo cilindrico de seccién
circular constante.

Es claro que las veloci-
dades aumentan desde las
paredes hasta el centro y
las -superficies de veloci-
dad constante seran cilin-
dros circulares coaxiales
entre si y con el tubo.

Consideremos un filete
liquido de longitud 7 limi-
tado por una de esas su-
perficies cilindricas coa-
xiales con el tubo de radio
r (figs. 160a y b). Las
fuerzas que actiian sobre él en direccién del movimiento son las
provenientes de las presiones p; y p» cuyo valor total es:

Fig. 160.

(p1— p2) = 7°
v la componente del peso mg:

or 12l .sen o = omr? (21 — 22), (9]

es decir, en total,

Fiz. 160a b.

o ')‘2[(_11 + z;)~— (ﬁ“)_ + z,>] =omr*H =¢xrJ1, [10]
¢ ¢

en virtud de la [3].
En sentido contrario actiian, sobre la superficie lateral, las fuerzas
R del roce. Lia suma total de estas fuerzas es:

21:7'1R=27cln7‘£?—. [11]
dr
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Puesto que el movimiento es uniforme la
que actian en ambos sentidos debe ser cero
de dividir por =mlr,

dv

Jor =—2 ,
e ndr

de la que, por integracién, se obtiene:

J e

r?+ C,
4 7

suma de las fuerzas
. Resulta asi, después

[12].

[13]

donde C es una constante de integracion. Esta se determina por

la condicién de que para r = @, indicando con @ el radio del tubo,
la velocidad debe ser cero.
Resulta:

v

ed
e/ tubo

1
_.____-__.4]

NN

N
T

des.

NN

es el

-~

} velociola.? meats
v

t

¢

e = — - - - radbo a o/ Fubo

[

QM- o

NN\

Fig. 161. aqui,

J o

47

a?, [14]

y, por lo tanto,

J ¢
47

(a2—1%). |15]

Se tiene asi la ley de
distribucion de las velocida-

La [5] es la ecuacién

de una parabola cuyo eje

del tubo. En la figu-

! ra 161 estd representada
oraficamente.

Los desarrollos de este
numero,

realizados hasta
se deben a Navier y

a Stokes (1845).
La cantidad de liquido que pasa en una unidad de tiempo por
una seccién del tubo se calcula facilmente por medio de la [15]. A
través de la superficie 2z r.dr de una corona de radio r y espesor dr

(fig. 162) pasa en la unidad de tiempo el

wJ ¢
2

dq = 2xr.dr.v =

(a®—72) r . dr,

volumen liquido:

[16]
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y a través de la seccion del tubo, el volumen:

Esta ley fué deducidaj experimentalmente
por Poiseuille en 1847.

Segtn ella la cantidad de liquido que pasa a
través de una seccion de un tubo circular es,
en el movimiento laminar, proporcional a la
pérdida de carga por unidad de longitud y a
la cuarta potencia del radio, e inversamente
proporcional al coeficiente de viscosidad.

Es claro que la velocidad media, que indicamos con v, en una
seccién cualquiera del tubo, estard dada por la relacibn:

Fig. 162.

’ [18]

Q2

con lo que resulta de la [17]:

¢ v .
J = T [19]
Esta formula contiene el resultado experimental segin el cual J
es una constante. La pérdida de carga por unidad de longitud es,
de acuerdo con ella, proporcional a la velocidad media y al coefi-
ciente de viscosidad, e inversamente proporcional al cuadrado del
radio.
De la [15] y [19] resulta que la velocidad vo del liquido en el
eje del tubo, esto es para r = 0, es el doble que la velocidad media,
es decir que:

Vo = 20 . [20]

A fin de poner en evidencia la concordancia perfecta entre los
resultados experimentales v tebricos, damos a continuacién una talla
de valores. En la primera columna figura el didmetro 2 r de los tubos,
en la segunda el volumen liquido derramado en 500 segundos y en la
tercera los voltimenes calculados con la férmula de Poiseuille:
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—————— S ——— S ———

2 500.¢q 500, ¢
T (observados) (calculados)

mm mm3 mm?3
0,01395 1,465 1,465
0,02938 28,826 28,808
0,04374 141,500 141,63
0,08549 2067,400 2066,9
0,11340 6398,300 6389,2
0,14160 15532,000 15547,0

Esta tabla es de Poiseuille mismo. Es claro que la tercera columna
se obtiene calculando con una de las medidas el valor de n que
corresponde al liquido en cuestién, adoptando luego ese nimero
para todos los calculos.

La concordancia perfecta existente entre los datos de las observa-
ciones y del caleculo prueba que la ley de las velocidades es exacta.

4. Determinacion experimental del coeficiente de viscosidad.
— A. DETERMINACION ABSOLUTA.— Un método consistente en medir
la cantidad de liquido que pasa a través

de un tubo de didmetro muy pequeno

R durante cierto tiempo. La férmula de
Poiseuille permite calcular, con esos da-

””””””‘ """ } tos, a 1.
— h En la figura 163 se tiene un esque-
I=| ‘ ma de una instalacidn apropiada a ese
_______ ; N___j propésito. El tubo es horizonal, de
modo que la gravedad no interviene,
en su trayecto, en el movimiento del
Fig. 163. liquido.

La presién p;, en la inmediata ve-
cindad de la primera extremidad, seré:

Pr=p0+ ¢ h,
si se indica con po la presion atmosférica, con @ el peso especifico

del liquido y con h la distancia vertical entre el eje del tubo v la
superficie libre; la presion en el otro extremo tiene el valor:

D2 = Po -
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Con estos valores, la [3] se convierte en:

H =Jl=P"P _y [21]

(22}

rt.. [23]

Aun cuando el nivel del liquido del recipiente E desciende muy
poco por el escurrimiento de un volumen apreciable, debe tomarse
para h el valor medio entre las alturas inicial y final. Midiendo
ademés a Q, r, 1, t y o se calcula 1.

B. CorrEcciON. — El volumen @ escurrido corresponde al volu-
men liquido que existia en la zona superior sombreada. Implicita-
mente se ha admitido, en este caso, que todo el trabajo gastado
por la gravedad durante la caida h de la masa liquida de volumen
Q se ha consumido totalmente en el trabajo del roce. No es asi, sin
embargo, pues parte es almacenada en forma de energia cinética
por el fliido que se mueve en el tubo. Es necesario, por esto, mo-
dificar un poco los caleculos anteriores.

Indiquemos, como antes con ¢ el volumen escurrido en la unidad
de tiempo.

La gravedad gasta durante su caida el trabajo o qh. El trabajo
que consume el roce es, por segundo:

(pr—p2) .Tatv = (pr—p2) q, [24]

pues ( p;— p=2) 7% es la fuerza y v el camino recorrido. La energia
cinética almacenada por el liquido debemos caleularla por una inte-
gracién sobre todas las capas cilindricas. Esa energia estd dada por
la expresion:

1 ‘o wry . vidr . [25].
2 9Jo
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Poniendo en lugar de la velocidad el valor:

2q

T at

v = (a® —1?), [26]

que resulta de las [15] y [17], se obtiene para la energia cinética
del volumen g la expresidén:

e
g =*at
Se tiene, por lo tanto,
3
oh = (pr — po) +_p__ 2q : [27]
g wta
0
, — Do 1 3
J=P7P _, - _ T 28]
ol g =w%at

Se ve, asi, que en lugar de n debe introducirse en la férmula
123] el valor:

3
LI

g w2at

(29]

Esta correccién ha sido introducida por Hagenbach y Couette.

C. DETERMINACION RELATIVA.— Conocido el valor absoluto del
coeficiente de viscosidad de un liquido, se puede determinar el de
otro por comparacidon de los tiempos ?; y f2 que corresponden a los
-eseurrimientos de volimenes iguales a través del mismo tubo.

Si las alturas liquidas kb son iguales en ambos casos, se tiene, pres-
cindiendo de la pequefia correccién de que acabamos de hablar,

Pi— P2 = p1 h
para uno de los liquidos y

pr—p2 = h
para el otro, v por la [23]:

1 ot
LA [30)
N2 o2 L2

En la practica se usa comtinmente, a este fin, el aparato repre-
sentado en la figura 163. Se trata de un tubo en U, una de cuyas
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ramas es, en parte capilar, y provista de un pequefio ensan-
chamiento A. Dos marcas a y f3, trazadas sobre el tubo capilar, a uno
v a otro lado de la ampolla, fijan el
volumen de escurrimiento.

La otra rama, mucho mis amplia,
estd provista, también, de un ensan-
chamiento esférico B.

Las medidas se hacen de la manera

siguiente: se introduce primeramente
con una pipeta unos cuantos centi-
metros cibicos del liquido de compa-
racion (se usa por lo general agua) y
aspirando por el tubo de goma T se
hace ascender el liquido en la rama de
la izquierda hasta que su nivel se en-
cuentre mas o menos un centimetro

Fig. 164,
por encima de o. Abandonando des-

pués el liquido a si mismo, se mide el tiempo que transcurre entre
los pasajes del nivel por a v f.

Se lava luego cuidadosamente el viscosimetro, con el mismo liquido
cuyo coeficiente se ha de determinar, e introduciendo un volumen
joual al del agua se mide el tiempo de escurrimiento que le corres-
ponde. El valor del coeficiente se caleula con la férmula [30].

Como el frotamiento interior varia mucho con la temperatura.
ésta debe estar bien definida en toda determinacion, lo que se logra
introduciendo el aparato en un bafio de agua.

D. Méropo pE CouromB. — El coeficiente de viscosidad puede de-
terminarse también por un procedimiento ideado por Coulomb.

Un diseco de radio R se hace oscilar en un plano horizontal,
sumergido en el seno de un liquido, bajo la accién de las fuerzas
elasticas de un hilo metalico del cual estd suspendido.

La teoria muestra que el decrecimiento logaritmico v de las osci-
laciones guarda con el coeficiente y la relacién:

3
w\2 R* ———
v = — T, 31
: (2) I\/np 31]

donde I es el momento de inercia de la suspensién, 7' el tiempo de
duracién de una oscilacion simple v o el peso especifico del liquido.
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O. E. Meyer ha utilizado el fundamento de este método en la
determinacion del coeficiente de roce interior del agua. Los valores
que encontrd son un poco mayores que los de Poiseuille.

5. Valores numéricos. Dependencia con la temperatura.—
Damos a continuacion una tabla de valores que se refieren a la tempe-

dina seg

ratura de 18° C. Estdn dados en ; dividiéndolos por 981

cm

) . ramo-peso Se
se tienen los valores correspondientes en g p 8 .

cm?

Substancia M d_ir;_am_f_c_ai Substancia —EHZ?H—*{
AZUA oo 0,006 | Benzol .......... | 0,0066
Alcohol metflico . . 0,0064 Glicerina ........ 11
Alcohol etflico .. .. 0,0130 Mercurio ....... 0,0159
Eter ............. 0,0026

El valor de n disminuye rapidamente con la temperatura como
puede observarse en la siguiente tabla referente al agua. Figuran

i dina se
alll los valores 10°. 1 en 8
cm?
t | 1054 t | 1084 t | 1654 t | 1059

0° | 1797 19° | 1029 30° | 803 100° | 284

5 1518 20 1004 40 655 110 256
10 1307 21 980 50 551 120 232
15 1140 22 957 60 470 130 212
16 1110 23 936 70 407 140 196
17 1082 24 915 80 357 150 184
18 1055 || 25 895 90 317 160 174
19 1029 30 803 || 100 284

En gran namero de substancias el coeficiente de viscosidad se
representa, en su dependencia con la temperatura, por funciones
de la forma

C
n=-—,
(1 + bi)»

donde ¢ es la temperatura y C, b y n constantes.
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Para el agua es:
C = 0,017941 ; b = 0,023120 ; n = 1,5423.
Para el aleohol etilico:

C =0017753 ; b =0,004770 ; n = 4,373L.

6. La viscosidad de los gases.— La experiencia muestra que en
los gases existen también fuerzas de roce. Si se manda una corriente
de aire, por ejemplo, a lo largo de un tubo (fig. 165) provisto de-

a un reciprente con

arre campr/m/a’o g3 a'moslerd
e

e —
—

— ﬂ[r ?~
.

:ql
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<
!
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Fiz. 165.

mandémetros, se observa una caida lineal de la presiéon, lo mismo:
que en los liquidos. Las presiones en los lugares A, B y C se ob-
tienen sumando a la presién atmosférica, respectivamente, las que
corresponden a las diferencias de nivel hy, he y hz en las ramas de
los mandémetros; diferencias que dan, por lo tanto, la caida de
presiéon a lo largo del tubo.

En los gases, al revés que en los liquidos, el frotamiento internos
aumenta con la temperatura. Esto puede ponerse en evidencia, fa-
cilmente, calentando (fig. 166) el tramo del tubo comprendido entre-
los dos nltimos mandémetros. Lias columnas liquidas que indican la
sobrepresiéon diferirdn en éstos mas que entre los dos primeros.

El movimiento en el interior de un tubo circular puede estudiarse-
de una manera analoga a la seguida en los liquidos, pero existe-
una diferencia que proviene del hecho de que los gases son muy-
compresibles.
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Si el movimiento es estacionario, aun cuando la densidad @ varia
.de un punto a otra con la presion, las masas de gas que pasan en una

- — ~— - S
A frio A caliente O F'

111 1

E ‘ e I [ )

H | ! 181 R

1] !

5 1| 5[]

E 4_7, E /)2 p §ﬁ3: 0

g1l g 1 2

H [l s 3l

; i)l

|| H |

g H

U

Fig. 166. [

‘unidad de tiempo a través de las diferentes secciones son iguales ¥,
por lo tanto, el producto ov de la densidad por la velocidad tiene que

- Ox:'yeno

Aire

Ni/rogeno

Hia’roy}-rgé )

476 mm presion

Fig. 167.

ser constante. Puesto que
la densidad es proporcio-
nal a la presion p, se sigue
que el producto pv es in-
variable a lo largo del tu-
bo. Como p varia de una
seccion a otra es claro que
v no puede ser constante
como lo es en el movi-
miento estacionario de un
liquido. Existe, pues, un
oradiente de velocidad a
lo largo del tubo, ademas
del eradiente radial. Si el
tubo es de pequeiia sec-
cibn se puede despreciar
el gradiente transversal.

La teoria, que no de-
seamos desarrollar aqui,
muestra que si p;'V; y

P2 V2 son las presiones y volimenes de entrada y salida de cierta

‘masa gaseosa, se tiene:

Y4 Vi= D2 Ve =

2 __ 5,2
P P

IS y

161 v
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Jonde ! es la longitud y @ el radio del tubo. Por medio de esa féormu-
la puede determinarse 1. En la tabla que va a continuaciéon se dan
los valores correspondientes a algunos gases, obtenidos por O. E. Me-
ver y Graham que se refieren a la temperatura de 15° més o menos:

Substancia 105. 9
Aire ........... 19,0
Nitrégeno ...... 18,4
Oxfgeno ........ 21,2
Hidrégeno ... .. 9,3
Acido carbénico . 16,0

El conocimiento del coeficiente de frotamiento interior de las
substancias gaseosas es de una importancia muy grande, pues en
la teoria cinética de los gases se explica el fenémeno del roce por
el intercambio de moléculas, animadas de distintas velocidades, en-
tre las capas fliidas en movimiento y se establece una relacion
entre aquel coeficiente y el camino medio A entre dos choques. Se
puede asi, determinando 1), calcular A.

Un resultado muy interesante, establecido primeramente por esa
teoria y que ha sido comprobado después experimentalmente, es que
el frotamiento interior es independiente de la presion. Lia experiencia
muestra que esta ley se cumple dentro de limites muy grandes, pero
que a presiones muy bajas (alrededor de 10~* mm) la viscosidad
disminuye rapidamente con la presion, como indican las curvas de la
figura 167 que representan observaciones realizadas por Crookes.






CAPITULO IX

PERDIDA DE CARGA POR CAMBIO DE SECCION
DE LOS TUBOS. LEY DE BORDA. SALIDA DE LOS FLUIDOS
POR ORFICIOS Y TUBOS

1. Ley de Borda.— En un tubo cuya seceidon varia de una ma-
nera discontinua (fig.168) se produce una pérdida de carga en el
lugar del cambio.

PM- H
e 4
U2 e e
X e
-’.-1 ----- £z ’
' = )
: :
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?é’? B 7
5 & Lind —
== 3’. 37 = /”’k T
= SR aii—
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Fig. 168.

Si las presiones v las velocidades son p; y v; en la seccidn 81, ¥
P2 ¥ ve en la seccidn s», no existe la igualdad:

D)
-

oy P 1]

e 29 e 249

179
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que exige el teorema de Bernouilli (pues z es constante si el tubo
es horizontal) sino que se tiene una diferencia:

(7”1 + ”‘2)—(”2 +”—22) - H". 2]
¢ 29 0 2¢

No figura aqui la pérdida por roce, porque nos referimos a
secciones $; y S» bastante proximas.

Esta pérdida es ocasionada, como dijimos, por la discontinuidad
de la seccién. Es decir, si en el tubo delgado la carga disminuye,
a causa del frotamiento interior, en la forma que indica la linea
M.N, y, en el de mayor didmetro en la indicada por la linea M.N-,
esas lineas ofrecen, en el lugar de la discontinuidad de la seccidn,
el salto H"”.

Calculemos su valor. La experiencia ensena que las alturas a que
llega el liquido en dos tubos Ty y T2 que desembocan en ¢l conducto
en la inmediata cercania .de la discontinuidad son iguales, lo que
significa que la presidn, en los puntos situados sobre ec y df, es igual
a la presion existente en el tubo de menor seccién en la inmediata
proximidad de cd. De aqui resulta, por el teorema de Bernouilli (),
que la velocidad que lleva el liquido al desembocar en el tubo de
mayor diametro se continiia en éste durante un pequeno trayecto.
Esto es posible, inicamente, si las lineas de corrientes se distribuyen
tal como muestra el dibujo; después de un cierto trayecto se hacen
paralelas al eje del tubo. En las regiones P queda una masa de agua
que se denomina agua muerta, animada de un movimiento irregular.
La pérdida de carga se debe a la energia que se consume en el
mantenimiento de ese movimiento.

Borda ha sido el primero en calcular esa pérdida, que deducire-
mos aplicando el principio de masa en la forma siguiente. La fuerza
actuante sobre una masa dada en determinada direccion es igual a
la variacién de su cantidad de movimiento en la misma direccién.

Supongamos que en la unidad de tiempo la seccién ab se tras-
lada a cd; la gi habra pasado a hj, de modo que ac = bd = v, y
gh = 1j = va. Por la incompresibilidad del liquido el volumen con-
tenido en la region a b ¢ d, que estd expresado por el producto s, vy,
es igual al contenido en la g h 7 j, cuyo valor es s, V.

(*) Podemos aplicarlo por tratarse de puntos situados sobre secciones sumae
mente préximas.
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El dnico cambio dindmico consiste en que el volumen s10; = ssva-
ha pasado de la velocidad v, a la vs ; la variacién de su cantidad
de movimiento es:

Lot — 2 $101.01 = -—p—-(82‘l)22“‘—812)12). 3]
g g g

S1 el tubo esta situado horizontalmente la fuerza actuante es:

P12~ P2 82 = (P1— P2) Se,

pues la presién sobre todo el plano ecdf es, como se dijo, p;.
Se tiene, por lo tanto

(pr—p2) 2 = — (82 122 — 81 11%), (4]

g

que se transforma, con el auxilio de la ecuacién de continuidad :

S101 = 8202,

en
e 0 [
pr—pr = — (' —ovim), (5]
g
que puede eseribirse:
PL— P2 = ‘)p [(v2 — v1)? + 022 — 0,?], [6]
<4
o, finalmente,
’ e 2 _ ° .2 e 2
D1+ 0% = p2 + — v + —— (v —11)%, (7]
29 29 29

[ ]
de modo que la pérdida de carga tiene el valor:

H' = EP; (02 — )2, (8]

0, por la ecuaciéon de continuidad:

D] 2 .
H' - (3‘" — 1) iy (9]
St 2g

Si el tubo no corre horizontalmente, y si son 2; y 22 <2; las-
alturas de las secciones s; y s», a contar de un plano horizontal'
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elegido como cero, se tiene para la fuerza actuante, en lugar del
valor dado anteriormente, el valor:

(p1— p2) sz + p2 52 (21— 22),

donde el segundo término es la componente en la direccién del
tubo de la fuerza de gravedad que acttia sobre la masa contenida
en ef gt Se obtiene en este caso una relacién que resulta de la
[7] sumando z; al primer miembro y 2. al segundo.

¥ 2. Salida de los liquidos por un orificio. Teorema de Torri-
‘celli. — Si se hace un pequefio agujero en un recipiente de regula-
res dimensiones lleno de liquido (fig. 169), éste comienza a derra-
marse, al principio con velocidades crecientes y luego eon velocidad
.constante. Esto sucede mientras la altura de la superficie libre del

liquido permanece invariable o, mejor dicho,

mientras la presion sobre el orificio, del la-
do interior, no varie, lo que se logra utili-
zando un frasco de Mariotte.

Torricelli (1640) fué el primero en estu-
diar el fendmeno y en establecer que la ve-
locidad de salida es igual @ la que adquiriria
un cuerpo cayendo en el vacio desde la super-
ficie libre del liquido hasta el orificio, es decir

a
b

v =V2gh. [10]

Bernouilli demostrd esta ley de la manera siguiente: supongamos
-que en la unidad de tiempo el nivel del liquido pasa de la posicién
.aa’ a la bb’, esto es, que se derrama una cantidad de liquido igual
a la de la regién mas sombreada, cuya masa indicaremos con m.

Todo ocurre, dindmicamente, como si la misma masa m, situada a
la altura h y animada de cierta velocidad v, cayese saliendo por el
-orificio con la veloeidad wv.

El trabajo gastado por la gravedad es m g/ v la variacion de la
-energia cinética

l~fm (02— 0"?).

2

Por el principio de conservacion de la energia debe ser:

mgh =—;m(v2—v’2). [11]
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Ademas, si S es la seceién del recipiente y s la del orificio, se tiene. *
por la incompresibilidad del flaido,

Sy’ — sv.

Si como se ha supuesto, s es muy pequeiio respecto a S, v es des-
preciable en comparacion a v, con lo que se obtiene la ley de Torri-
celli. Puede deducirse también, en seguida, aplicando el teorema de
Bernouilli. Sobre la superficie libre del liquido la presion es la atmos-
férica po y la velocidad nula, por lo supuesto. En la seccién del chorro
situada sobre el orificio la velocidad es la de salida v y la presion
es también la atmosférica. Debe ser, entonces,

1
Po + p21 = Do +—2——E-1)2+ P22,
q

si 21 ¥ 22 son las alturas de la superficie libre y del orificio a partir
de un plano elegido como origen. Lia diferencia z; — 22 es lo que antes
hemos llamado h. De esta relacién resulta la férmula [10].

En las deducciones se ha supuesto que todo el trabajo gastado por
la gravedad se convierte en energia cinética, es decir, se supone que
no existe ningan roce. Para que eso suceda la velocidad del liquido
en el interior del recipiente E, debe ser, en todas partes, muy peque-
na, pues s6lo en ese caso el fro-
tamiento entre las capas fluidas
serd despreciable; y el liquido
no debe rozar en el orificio. Am-
bas condiciones quedan satisfe-
chas haciendo un agujero muy
pequefio biselado hacia afuera.

, 3. Comprobacion experi-
mental. — La ley de Torricelli
fué comprobada experimental-
mente por Mariotte y otros por
medicién de la distancia heri-
zontal que recorre el chorro s0- Fiz. 170,
bre cierto plano.

Sea (fig 170) AB la traza del plano en cuestién y H la distan-
cia que los separa del orificio. El liquido que se vierte describe
durante la caida un arco de parabola, recorriendo la distancia ver-

tical H y la horizontal z.
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Si t es el tiempo de caida, se tiene

2H

l = =

g
v, por consiguiente,

x=vt=v/‘/i.H_=m [12]
g

donde v es la wvelocidad horizontal de salida del fluido, euyo valor
debe ser /2¢ 1 .

La experiencia da valores de z que concuerdan con los que se ob-
tienen tedricamente con esta
formula.

La [12] muestra también
A4 que la mayor distancia hori-
\“ zontal corresponde a un cho-
rro que sale de un orificio tal
como el de B (fig. 171) para
el cual h = H, pues en ese casc
el producto hH tiene un valor
maximo. Dos chorros que sa-
len de orificios A y C situados
a distancias iguales, respecti-
vamente, de la superficie libre

I

lI”!”f"”HH
i l.'“'”
ifllln’: I

|

(1
"1l

el
Ll

..';

[N
1

Fig. 171.
y del plano AB caeran en un mismo punto de éste.
La resistencia del aire es una causa de error en estas determina-
ciones. Bozut ha utilizado, por esto, mercurio, encontrado entre los

resultados experimentales y tedricos diferencias que eran apenas del

1

orden de X
100

4. Gasto teorico. Contraccion de la vena liquida. Coeficien-
tes experimentales. — Si se indica con s la secciéon del orificio y
con v la velocidad de salida, la cantidad ¢ del liquido que se vierte
por segundo deberia ser:

q=vs =sV2gh.
La experiencia muestra que es menor, teniendo el valor:

q=CS\/Zgh, (13]



— 185 —

donde ¢ < 1 es un coeficiente llamasio de derrame. La causa de esto
proviene de que la velocidad dada por el teorema de Torricelli no
corresponde al lugar mismo del orificio sino a un lugar situado en
su inmediata cercania, donde la vena liquida sufre una contraccién
reduciéndose su seccién a:

s =c¢s. [14]

En orificios circulares practicados en paredes delgadas el valor
del coeficiente de contraccion, que depende del tamaho del orificio
y de la magnitud de &, estd comprendido entre:

c =06l 'y c¢c=063.

Si existe un poco de roce en la pared del orificio la velocidad ' es
menor que la dada por el teorema de Torricelli.

Conviene, sin embargo, para los usos téenicos, escribir el gasto
siempre en la forma indicada por la [13] ; el coeficiente
¢ seria en ese caso el producto entre el coeficiente de
velocidad y el de contraceidn,

Determinaciones experimentales de Michelotti, Weis-
bach y otros ensefian que el gasto a través de picos cor-
tos bien pulidos, de la forma del de la figura 172, oscila

entre el 96 y 99 por ciento del tedrico. Es claro que la contrac-
cion de la vena debe desapa-
recer casi por completo.

5. Salida por tubos ci-
lindricos. — Si el liquido se
derrama no a través de un
orificio sino de un tubo cilin-
drico corto, la velocidad de

salida es menor pero la can-
tidad que fluve en cada uni-

dad de tiempo es mayor, a
causa de que el chorro se
hace mas grueso. Esto fué
observado por primera vez

por el marqués Poleni alre-

dedor del afio 1718.
Michelotti, Weisbach y otros han comprobado esos resultados. Se-

otin mediciones de este tultimo, para tubos cuyo didmetro era la

Fig. 173.



— 186 —

tercera parte de la longitud, los coeficientes de derrame correspon-
dientes a alturas h comprendidas entre 0,23 metros y 0,6 metros
estarian comprendidos entre valores ¢ = 0,842 y ¢ = 0,810.

El primer valor corresponde a un tubo de un centimetro de dia-
metro y el segundo a uno de cuatro centimetros. )

Si se colocan manbémetros My, y M., como indica la figura 173, se
observara, ademas, que, cerca de la desembocadura del tubo en el
recipiente, existe una seccion donde la presidon tiene un valor menor
que en las demas secciones. E1 manémetro M; indica que la presion
se encuentra por debajo de la presidn atmosférica en una cantidad
proporcional a k,; en M- en una cantidad proporcional a ks ; siendo hy
notablemente mayor que hs. Esto prueba que el chorro es mas del-
gado en la regién en que desemboca el primer manoémetro; las lineas
de corriente deben ser de la forma que se ve en el dibujo.

Es de interés y de la mayor importancia mostrar que estos hechos
pueden ser explicados de una manera satisfactoria, teéricamente.

La seccién del chorro en los lugares ab y ef del tubo es la misma
que la de éste, que indicamos con s; las velocidades en ambos lugares
tendran, por la incompresibilidad del Hquido, el mismo valor v. En el
lugar de la contraccién la seccidén sea s, la velocidad v; y la presion
p1. Indicaremos con p, la presién amosférica, que actiia sobre la su-
perficie del recipiente y la boca ef del tubo.

Por el teorema de Bernouilli se tiene:

2
oLy Py [15]
e e 29

Entre la sececion cd y ef se tiene, por el cambio de seeccidn, de
acuerdo con el teorema de Borda:

2 2 . 2
Pyt By 2y ) [16)
e 2¢ e 29 29
De estas dos relaciones resulta:
2)2 vy — 2
29 2¢

Esta ecuacién muestra que la velocidad de salida es menor que
la dada por la ley de Torrieelli.
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Utilizando la ecuacion de continuidad, siempre valida,
81V = S
y adoptando para s, el valor:
s1 = 0,62,
que dan las experiencias de salida por un orificio, se tiene:
(vr —0)? = 0,36 v?, (18]
con lo que la [17] se convierte en:

v =0,862gh (19]

g =s =086.5V2qh. (20

Es decir, teéricamente se obticne para el cocficiente de derrame el
valor ¢ = 0,86, que concuerda satisfactoriamente con los valores
obtenidos experimentalmente.

Resulta, ademas, en nimeros redondos,

vo=1,4.V2qgh. (21]

lo que explica por qué la presion en la seccién cd es bastante menor
que en la ef. El valor de I, es, de acuerdo con las [15] y [21],

2
_Pi__p‘_=<”‘ —h)=(1,42—1)h. (22]
e e 2
de donde:
he = PP _ 096 b (23]
e

Venturi, que fué el primero en medir la disminucién de la presion
en el lugar de la contraccidon, encontrd el valor:

hi =074 h

de modo que, también cn lo que a esto se refiere, la teoria responde,
grosso modo, de los hechos de la experiencia.
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6. Salida de los gases por orificios. — La velocidad de salida de
un gas por un orificio se obtiene en seguida aplicando el teorema de
Bernouilli.

Supongamos que se tiene un recipiente lleno de un gas comprimido
a la presidon p. Como la presidn que proviene del peso es, en los ga-
ses, despreciable con respecto a la que proviene de su fuerza elastica,
hablaremos de una presiéon unica p en toda la masa. Esto corresponde
a despreciar, en todos lo casos, en el teorema de Bernouilli, los
términos de la forma oz.

Si se practica un pequeno agujero, sale un chorro gaseoso; la velo-
cidad de salida debe ser tal que la presion sea la que se ejerce sobre
el chorro; la atmosférica p,, si el recipiente estd colocado directa-
mente en el aire. Se tiene, entonces,

1
P = po+ 0’ [24]
2.9

s1 0 es el peso especifico del gas a la presion p.

De la [24] resulta:
2
= 2o, 251

es decir, la velocidad de salida es inversamente proporcional a la
raiz cuadrada de la densidad.

Si se indiea con 0, el peso especifico del gas a la presiéon normal de
una atmosfera, que indicaremos con p,, se tiene, por la ley de Boyle,

. _ e
pIL pn
de donde:
_ 14
P - pn—;
Pn

con lo que la [25] se transforma en:

vz/‘/?gp;. P — Do 26]
pll p
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S1 se miden las presiones en gramos por centimetro cuadrado, la
cm

aceleracion en =y el peso especifico en gramos por centimetro
seg

cubico, se tiene

p. = 1033 8T
cm?
g =.981 cm
seg®

v = 14237 ‘/ 1 p—p em
on /% seg

Si la presion exterior po es cero, el gas sale con la velocidad :

1 em

en S€g

U (vacio) = 1423,7

que depende, como 0,, exclusivamente de la temperatura.
PPara el aire a cero grado es:

o, = 0,001293 87

cm?®

v, por lo tanto,

V(vacio) = 395,9 0

seg

7. E1 método de Bunsen para determinar el peso especifico
de los gases. — De acucrdo con la relacién [26] los tiempos que
tardaran en derramarse a través de orificios idénticos dos voltime-
nes iguales de gases diferentes, mantenidos a la misma sobrepresion,
estaran en razén directa de las raices cuadradas de sus pesos especi-
ficos, puesto que las velocidades estan en razén inversa de las
mismas magnitudes.

Si se indican con t y ¢ los tiempos y con @, y 0. los pesos espe-
¢ificos respectivos se tiene:

— = (27]
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.

es decir, que los pesos especificos de los gases estin entre si como
los cuadrados de los tiempos que emplean volimenes iguales, a
la misma sobrepresién, en fluir por orificios
idénticos.

En esta relacién se funda el método de
Bunsen para medir la densidad de los gases.
El aparato que se utiliza con este fin esta re-
presentado en la figura 174. En el interior
del tubo A de vidrio se pueden almacenar,
sucesivamente, gases diferentes a la misma
presion. Esto se consigue levantando comple-
tamente el tubo y poniéndolo en comunica-
cion a través del pico a, girando conveniente-
mente la llave a tres vias, con los recipientes
donde se tienen los gases cuyos pesos especi-
ficos han de medirse; el gas (refiriéndonos
a uno cualquiera de ellos) fluye por la ex-
tremidad inferior, a ras del mercurio que
contiene la cubeta profunda C. Cerrada la
llave, después de un momento se hace des-
cender al tubo A; al introducirse en el mer-

curio, el gas es comprimido originandose una
diferencia en los niveles interno y externo del
mercurio. Si la altura exterior, visible, es siempre la misma, la sobre-
presion de los gases tendra también el mismo valor.

S1 se retira el tapon s el gas comienza a fluir hacia el exterior a
través de un orificio practicado en una delgada l4mina de platino que
se encuentra en el ajuste v. El mercurio que asciende en el interior
del tubo levanta el flotador D de vidrio, que lleva dos trazos horizon-
tales, y cuyos tiempos de pasaje se observan por la misma visual.

Se obtienen asi los tiempos que corresponden a la salida de vo-

limenes iguales al volumen del flotador comprendido entre los dos
sefiales.




CAPITULO X

MOVIMIENTO TURBULENTO EN LOS TUBOS

1. Velocidad media limite entre el movimiento laminar y el
turbulento. — Osborne Reynolds ha deducido, de numerosas expe-
riencias realizadas por él, que tan pronto como la velocidad media
de un liquido de coeficiente v de viscosidad y densidad @ alcanza en
un tubo de radio a el valor:

5, = 1000 . ™ (1]

ea seg

donde m, g, 0 y @ se expresan en unidades C. G. 8., el estado de
movimiento laminar es inestable, convirtiéndose en turbulento tan
pronto como la velocidad pasa de ese valor.

Este resultado ha sido comprobado por numerosas experiencias,
por lo que la [1] es universalmente usada en la téenica.

En el agua el movimiento sera, en todos los casos practicos, tur-
bulento ; estado que se llama por esto hidraulico.

Tratase, por ejemplo, de un tubo de un eentimetro de radio; la tem-

peratura del agua sea 20° C, de modo que el valor de ! serd 0,01

¢
centimetro por segundo; la velocidad media limite tendria el valor

5 = 10 ™
seg

En un tubo cuyo radio fuese de 5 centimetros esa velocidad seria

- cm
vy = 2 _—
seg

En aceite, en cambio, el movimiento sera laminar hasta velocidades

muy grandes. El valor 1 es, m4s o menos, 3 centimetros por segundo,
o

191
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de modo que en un tubo de un centimetro de radio aquella velocidad
tendria el valor:

7, = 3000 ™ — 30"
seg seg

2. La pérdida de carga por unidad de longitud del tubo. —
Reynolds mismo ha descubierto que en el caso del movimiento tur-
bulento la pérdida de carga por unidad de longitud estad dada por
la relacion:

2
J =1 2]
ag

donde T es una constante ntimerica, denominada coeficiente de resis-
tencia, que depende de la velocidad media v, del radio y de la visco-
sidad ; @ el radio del tubo y ¢ la aceleracidn de la gravedad.

El valor de T para la velocidad limite se deduce en seguida, pues
debe ser, si el movimiento es turbulento,

2
J =12, (3]
ag
y si es laminar:
8 5
- _n— "v—l‘; y [4]
ge a*
de modo que se puede escribir:
8
¢ = —Tl- [5]
geav

Sustituyendo en esta iltima relacion v por su valor, dado por la
[1], resulta:

S = 0,008.

Esta magnitud es, segn muestra la experieneia, una funecién del
av e

cociente , que sc denomina velocidad reducida.

0
En la téenica se utilizan varias férmulas empiricas que dan los

valores del coeficiente de resistencia en funecién de la velocidad
reducida. Su valor aumenta primero lentamente, a partir del valor
0,008, y luego disminuye en la misma forma.
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3. Distribucion de las velocidades. — La experiencia enseiia que
la turbulencia determina una distribuciéon mas uniforme de la velo-
cidad.

Bazin ha medido experimentalmente la velocidad en distintos
lugares de una misma seccion de una corriente turbulenta que
circulaba por un tubo de cemento, bien alisado, de 40 centimetros
de radio. Sus resultados estan consignados en la tabla siguiente :

|
elle

|
e)[e

0,000 1,167 0,625 1,047
0,125 1,160 0,750 1,001
0,250 1,147 0,875 0,922
0,375 1,126 0,937 0,846
0,500 1,092 1,000 0,741

donde r es la distancia al eje del tubo, v la velocidad en el punto a
la distancia r, y v la velocidad media.

Esta distribucidn esta representada graficamente en la figura 175.
Lia velocidad media difiere,
en todas partes, como puede Y
observarse, poco de las velo- Pored

. ae/ tubo™
cidades locales.

\\

- - B0 a ot/ lubo — — — - . -

S

NNNNN\N

4. La teoria en el mo-
vimiento turbulento. —
Que las leyes del movimien-
to turbulento no pueden ser
las mismas que las del movi-

X
I

i -y

]

miento laminar resulta de o =

Rl

NAAMAAANANANRNNNNNNNNNNAN

sencillas consideraciones di- Fig. 175.
namicas.

En la teoria del movimiento laminar se han considerado las fuer-
zas que actuian sobre un segmento de un filete ecilindrico, coaxial
con el tubo, y se ha anulado la suma, por cuanto el movimiento d2
traslacion de conjunto tiene una aceleracion cero.

En el movimiento turbulento la aceleraciéon del movimiento longi-
tudinal de traslacién de conjunto tiene también una aceleracion
media nula, pero a causa de las pulsaciones, cuyas velocidades ad-

miten una componente radial y otra longitudinal, la ecantidad de
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movimiento de un segmento de filete sufre, en la direccién del tubc,
en cada unidad de tiempo, cierta variacidn.

La suma de las fuerzas que se anula en el movimiento laminar
debe igualarse, en el turbulento, a esa variacién de la cantidad de
movimiento.

Es asi como puede darse cuenta teéricamente, con bastante apro-
ximacion, de los hechos que se observan en el movimiento de que
nos ocupamos.

Es claro que la teoria no dice nada referente al valor de la velo-
cidad limite ni al coeficiente de resistencia.



CAPITULO XI

FUERZAS EN LOS CONDUCTOS PRODUCIDAS POR LAS
VARIACIONES DEL VECTOR VELOCIDAD. FUERZAS
PFOR CHOQUE. RESENA SOBRE RUEDAS Y TURBINAS

1. Varia solamente el mdédulo de la velocidad. — Supongamos
que se tiene una corriente estacionaria en un conducto recto cuva
secci6n varia en determinado lugar, de una manera continua (fig.
176), pasando del valor s; al
ss. El cambio de velocidad del A, B,
liquido origina una fuerza ‘/

aplicada sobre el tubo, en sen- s, ;////////%
tido contrario a aquel en que _ /////////g

la velocidad aumenta. A, B, A, B}

Consideremos la masa flaida
contenida en la regién 4.4,
A"Ay y supongamos que después de una unidad de tiempo la sec-
cion A;A4-. se encuentra en BB, y la Ay A4, en B{B.. Es claro
que serd A;B; = A-Bs la velocidad v; del liquido en 12 seceién ma-
yor del eonducto, y Ay By = Ay’By’ la velocidad vs en la otra sec-
¢ién, debiendo ser, por la incompresibilidad del fluido,

X
N \ N\ N

N

N

Fig. 176.

S$101 = S22 = @, [1]

si se indica con g el gasto.

Los efectos dindmicos deben provenir del hecho de que, debidoa
ese desplazamiento, del tubo mayor ha salido un volumen liquido s; v,
que tenia la velocidad v; mientras que en el otro ha aparecido un
volumen igual ssv. con la velocidad wvs.

La variacién de la cantidad de movimiento en la unidad de tiempo es:

i(s; V.V — Sa V. V2) = L (s — s 19?) = iq (vy —v2), [2]
g g g

195
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y debe ser, por el principio de masa, igual a la fuerza aplicada sobre
esa masa liquida. Por el principio de la igualdad de la accién y de
la reaccién el liquido aplica sobre el tubo una fuerza igual y de
sentido contrario. Si indicamos su magnitud con F se tiene:

F=—p—(811)12'-—821)22) =—p—Q(vl’_v2)- [3]
g g

Si el liquido circula en sentido contrario,la fuerza F actuaria tam-

bién en el otro sentido.

Si el liquido sale por un orificio o conducto de seccion s (fig. 177),
con la velocidad v, de un reci-
piente en el que la velocidad del
liquido puede considerarse nula o

muy pequeha respecto a v, la
fuerza de reaccidn sera:

F=—p—qv=i8v2, (4]
g g

como es facil deducir de manera
analoga a la que hemos emplea-
do en el caso anterior.

Si la altura de la superficie
libre del liquido del recipiente, con respecto al lugar de salida del
chorro, es h, se tiene, por el prin-
cipio de Torricelli,

v=\/2gh,

v, por lo tanto,

F=2soh, [5]

es deeir, la reaccién es el doble que
la fuerza que corresponde a la pre-
sion hidrostatica de una columna
liquida de altura h y seecion s.

2. Cambia la direccién de la velocidad. — Supongamos que cl
liquido se mueve con velocidad constante sobre una curva. El cambio
de direccion sea, (fig. 178), de 90 grados. Tomemos un sistema de



— 197 —

ejes rectangulares xz, como muestra el dibujo, y calculemos la varia-
cion de las cantidades de movimiento, en la unidad de tiempo, en
sus direcciones. Esas variaciones dan, con signo cambiado, las fuerzas
X vy Z aplicadas sobre el tubo.

Se tiene:

X = iq% [()]
g

pues la masaiq, donde ¢ tiene la significacién dada en el parrafo

anterior, tenia en 4,4, la velocidad v en la direccion z, mientras que
en A;"Ay su velocidad es, en esa direceidn, cero. La variacion de la

. . ) ., 0
cantidad de movimiento en la direcciéon + x es — — qv, lo que da,

a la vez, la fuerza actuante sobre la masa liquida; su direceién es la
de las x negativas. La fuerza de reaccion sobre el tubo es igual ¥ de

sentido contrario, es decir, - qv en direccidon de las x positivas. De

g
la miisma manera resulta :

Z=—iqv. |
g

~1

La fuerza total F se obtiene por la regla del paralelogramo. Su
valor es:

F = \/ X2 4 72 = \/? ‘;—q v, 18]

Este resultado puede obtenerse determinando la variacion total de
la velocidad, esto es, la velocidad que debe sumarse a ¢, para obtener

e .Y~
¢ L

Fig. 176. I'ig. 180.

v.. Bsa variacién esta dada por el vector v* (fig. 179), cuyo mddulo es

vy 2. La variacién total de la cantidad de movimiento tiene la direc-

cién de v’ y el médulo?p v 2.
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Es coveniente hacer notar que esa fuerza se origina por la exis-
tencia de un gradiente de presién en direccién radial. En efecto, si se
consideran dos secciones vecinas del tubo, la distancia entre ellas
aumenta hacia el exterior de la curva y, por consiguiente, la velo-
cidad del liquido es menor del lado de afuera que del lado de aden
tro. Por el teorema de Bernouilli lo contrario ocurre con la presion.

Si el 4ngulo de giracién no es 90° sino o (fig.180), se obtiene
facilmente, por este altimo método,

F=2Lgv\2{—cosa). 9]
g

3. Choque normal de un chorro sobre una superficie. —
Si se hace incidir un chorro de agua normalmente sobre una superficie
que no sea demasiado pequena, co-
rre sobre ella en la forma que mues-
tra la figura 181. La variacion de

la cantidad de movimiento en la di-

# reccién de la normal es ———g—qv, si

— e e o — m— o — = = -

q es el gasto y v la velocidad del
flaido.

La fuerza que el chorro aplica
sobre la placa es, por lo tanto,

Fig. 181. F=2= qv, [10]
g

v la placa reacciona con una fuerza F igual y de sentido contrario.

Esa relacidn, que fué establecida por Bernouilli, ha sido sometida
a la comprobacién experimental por Bidone (1838), Weisbach v
otros. Si la placa tiene por lo menos seis veces el diAmetro del chorro
y su distancia a la boca de salida del liquido es més del doble de ese
mismo valor, la fuerza que se obtiene por las medidas es casi exac-
tamente igual (hasta 96 %) al valor dado por la teoria.

El valor real de la fuerza media en cada unidad de tiempo se acer-
ca mas, en todos los casos, al valor tedrico, y su distribucién en el
tiempo es, por otra parte, mas uniforme, si en lugar de un plano se
tiene una superficie de un corte como el que ensefia la figura 182.
La misma variacién de la cantidad de movimiento se produce en un
tiempo mayor y el igual se desliza con mayor produccién de movi-



— 199 —

mientos irregulares, que son los que determinan, por roce, disipacién
de energia. La fuerza media tedrica tiene el mismo valor que en el
caso anterior.

Fig. 183.

Si la velocidad del agua se invierte por completo, como es el caso
de la figura 183 la fuerza media tedrica es:

F = 2¢ qu. [11]

g
El valor real que da la experiencia es, en este caso, bastante menor
a causa de que por el roce resulta vs, < v;.

4. El plano o paleta se mueve. — IIn ]Jas férmulas que se han
deducido hasta ahora se ha supuesto, implicitamente, que la super-
ficie que recibe el choque estd en reposo.

En la practica se utilizan las fuerzas que asi se originan para pro-
duecir trabajo. Las superficies pertenecen a mecanismos que giran
bajo el impulso del agua, transformando parte de la energia del
fluido en trabajo util.

Si la superficie se desplaza en la direceion del chorro, las féormulas
anteriores conservan su validez si se introduce como velocidad la
relativa del chorro con respecto al plano. Es decir, si el chorro tiene
la velocidad v y la paleta se mueve en el mismo sentido con la velo-
cidad v” debe ponerse en las férmulas en lugar de v el valor v —v'.

Que esto es asi resulta en seguida del hecho de que la cantidad de
agua que llega en cada unidad de tiempo a la paleta es s(v—1v’),
si s es la seccién del chorro. Lia variacion de la cantidad de movi-
miento del agua en la paleta es:

Lsw—0v)0—v) =Lqg@—0), [12]
g g
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si g significa la cantidad de agua que llega a la paleta en cada
unidad de tiempo.

El trabajo que entregaria un plano semejante en la unidad de
tiempo seria:

e
A=F.v =" (v—20)2 (13]
g

Es muy importante hacer notar aqui, en un caso tan sencillo
como éste, que la eficiencia de un mecanismo de esta clase depende
de v” ; para cierto valor v', A alcanza un valor maximo. En efecto,

derivando la [13] e igualando a cero, resulta:

dA

/

=@w—0v)2—=2v (v—2') =0

dv

v =

v

E ’

lo que prueba que la eficiencia mayor corresponde a una veloeidad
de la placa que sea igual a la tercera parte de la del chorro.

5. Ruedas hidraulicas. — Las figuras 184 y 185 representan dos
tipos de ruedas hidraulicas. Lia primera, a vertedero superior, se

Fig. 185.

utiliza cuando la corriente de agua ofrece una caida muy rapida de
nivel. El agua que llena los alabes hace girar la rueda por el mo-
mento de rotacidn que determina el choque, en virtud de la energia
cinética del liquido y de su peso. El fliido comienza a derramarse
de los alabes cuando éstos han girado cerca de media circunferencia;
a los 180° de giracion se encuentran completamente vacios.
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La mayor parte del trabajo producido proviene, en esta rueda, del
trabajo de caida del liquido o, lo que es lo mismo, de su energia
potencial.

El rendimiento, esto es, la relacién entre el trabajo 1til del me-
canismo y la que se pone en libertad por la caida del agua, alcanza,
en las ruedas a vertedero superior, hasta un 80 por ciento.

En la practica se las construye hasta de un didmetro de 15 metros;
si la caida es mayor se aprovecha la energia
por caidas parciales sobre varias ruedas.

En la de la figura 185 se aprovecha la
eriergia cinética de una corriente de agua;
parte pasa a la rueda por choque del liquido
sobre las paletas. El rendimiento es pequefio.

Se instalan también ruedas a vertedero
medio.

6. Turbina a reaccion. — La figura 186
representa un dispositivo de ese tipo. El

agua entra en un -recipiente cilindrico del
que sale en direecion tangencial por una
serie de tubos T de que estd provisto; las
reacciones de los chorros determinan el mo-
vimiento de rotacidn.

La primera turbina de reaccién, aplicada
a fines industriales, parece que fué una ins-
talada al norte de Gottingen, en un molino Fig. 186,
de trigo, en el ano 1750.

La idea proviene, en realidad, de Ilerén de Alejandria, quien uti-

lizd, para poner en rotaciéon un meeanismo, la reaccién de un chorro
de vapor en lugar de la de un chorro de agua.

7. Turbinas Jonval, Girard, Francis y rueda Pelton. — La
figura 187 representa la turbina Jonval, muy usada en otro tiempo.
El agua es lanzada, a través de los conductos inclinados de una
rueda fija F, a los conductos inclinados de una rueda moévil M. El
agua se pone en contacto con los dlabes de la rueda con una veloci-
dad y los abandona con otra; la variaciéon de su energia ciné:iica es
absorbida por la rueda.

En los dispositivos modernos las ruedas fijas y movibles son con-
céntricas; una es la corona de la otra. La figura 188 muestra un
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corte transversal de una rueda semejante donde puede observarse
la orientacion de los alabes.

El agua cae sobre los alabes de la parte moévil con la velocidad
absoluta v, con que sale de la rueda fija y los abandona con la velo-
. cidad absoluta vo; mientras tan-
to el mecanismo gira con cierta
velocidad angular w.

Para aprovechar de la mejor

manera la energia, el agua dche

|
I

v * |
|

Il
1

tener, al caer sobre la parte mo-
—F——_———==— vil, una wvelocidad relativa u,

| ‘ | ".{{' tangencial a los alabes y debe
[ abandonarlos también con una
velocidad relativa tangencial u..

Sir; v r» son los radios inte-
rior y exterior de la parte gi-
ratoria, las velocidades de arras-
tre son:

P1 = 0N y P2 = Wre.

Fig. 187.

Las velocidades absolutas v; y vs quedan determinadas por la re-
gla del paralelogramo (véase tomo 1, pag. 267).

El trabajo que entrega el agua en cada unidad de tiempo se caleu-
la facilmente.

Recordemos primeramente algunas leyes mecanicas referentes a
las rotaciones.

El momento de rotacion estd dado (véase tomo I, pags. 198 y 240)
por la relacién : '

o =-% ), 115]
dt

donde I indica el momento de inercia de las masas con respecto al
eje de giracidén y o la velocidad angular. El producto Iw es el im-
pulso. El trabajo gastado en cada unidad de tiempo es:

A=97w [16]

como es facil establecer, pues si una fuerza F actia sobre una masa
que gira alrededor de un punto situado a la distancia r, el camino
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recorrido en la unidad de tiempo es rw, el trabajo Fro y Fr es el
momento.

Para obtener el momento que aplica el liquido sobre la rueda de-
bemos calcular el momento rotatorio o, lo que es lo mismo, la varia-

?al”te MO"(’[

N

'
T

1 i
T
DA
i,

Fig. 188 (1).

cién del impwlso del agua en la unidad de tiempo alrededor del eje
de la turbina.

Sea m la'masa de agua que pasa por segundo a través del meca-
nismo. KEsa masa gira, al cacr sobre los dlabes de la rueda movil,
con la wvelocidad angular absoluta: .

v, COS &

T

(') En la fig. 188 la diagonal del paralelogramo de arriba debe llevar la letra
v, en lugar de u; y la del inferior la letra v, en cambio de u..
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El momento de inercia de esa masa tiene alli el valor mri% El
impulso es, en ese momento,

V) COS &
mr2 ———— = mr; 11 COS Q. [17]

ri

Analogamente, al abandonar el 4labe,
un segundo mas tarde, el impulso de
esa masa de agua tiene el valor:

Mg T2 V2 COS B

La variacion total del impulso es
igual al momento total 9/ que aplica
el agua sobre los alabes y reciproca-
mente. Se tiene, por lo tanto,

N = m (rivicos & — r2v2 cos B). [18]

Fig. 189. El trabajo producido sera:

A =9I v = m (p1v1cos & — P2 v2 cos B) [19]

que debe ser igual a la varlaeu’)n? (v:2—v.%) de la energia cinética

del agua.

En la turbina Girard (fig. 189)
la parte moévil es la externa; la in-
terna no consiste en una rueda con
paletas sino en el dispositivo que
se ve en el dibujo; el agua sale en
direccién radial a traviés de con-
ductos BC.

Una turbina muy usada por su
rendimiento es la americana Fran-
c¢is en las que el rotador se encuen-
tra en el interior; el agua incide
radialmente desde afuera. La figu-
ra 190 muestra la parte giratoria.

En la rueda Pelton (fig.191 @) se aprovecha la energia que entrega
un chorro de agua por choque sobre paletas de forma especial. La

M

TFig. 190.



— 205 —

figura 191 b muestra la forma de un chorro potente. La energia del
agua se convierte primero completamente en energia cinética, gran
parte de la cual (méas del 80 %)
se entrega luego, por choque, al
mecanismo.

EL ARIETE HIDRAULICO. — Este
dispositivo, representado esque-
maticamente en la figura 192,
aprovecha de una manera inge-
niosa la transformabilidad de la
energia para elevar el agua de
un nivel a otro mayor.

Si se abre el robinete R el agua
del recipiente A comienza a ecir-
cular por el tubo 77T ; la energia
potencial de las masas se con-
vierte asi en energia cinética. Si

Fig. 191 a.
se cierra luego aquella llave se

observa que el agua asciende por el tubo ¢t hasta mayor altura que
la primitiva h. La explicacion de este hecho es sencilla; en lugar de

Fig. 191b.

la energia cinética, desaparecida por la obturacién del conducto,
debe engendrarse un cuantum equivalente de otra forma de energia;
la energia potencial almacenada en las masas de agua elevadas hasta
el recipiente B es parte del producto de esa transformacion.

Que una masa que se encontraba originariamente en A se halle
luego en B, donde la energia potencial es mayor, no lesiona en nada
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el principio de conservaciéon de la energia; la masa ascendida hasta
B ha absorbido, de otras masas que no se han elevado, el exceso de
energia que corresponde a su actual posicion. Es notorio, pues, que
s6lo parte del liquido puede ser elevado.

Fig. 192.

Hemos discutido el fenémeno desde el punto de vista del principio
de conservacion de la energia; hagamoslo ahora a la luz del prinei-
pio de la conservacion del impulso. Por la detencién repentina del
liquido la presién en una secciébn como la s se eleva a un valor g A,
si 0 es el peso especifico del fliido, mas una presidon dirigida en
el sentido de la flecha igual a la variacion de la cantidad de mo-
vimiento de toda la masa detenida. Lia presidon asi originada deter-
mina el ascenso del liquido.



CAPITULO XII

MOVIMIENTO TURBILLONARIO Y RESISTENCIA DE LOS
FLUIDOS AL MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS

A.— MOVIMIENTO TURBILLONARIO

1. Girculacidon. — En los capitulos anteriores nos hemos ocupado
de los movimientos estacionarios laminar y turbulento. Se han con-
siderado, en todos los casos, tan sb6lo porciones limitadas de los
filetes liquidos, comprendidas entre dos secciones; la cantidad de
flaido que entra por una seccidn en cierto tiempo sale por la otra
seccion en el mismo tiempo. Esto trasunta, en palabras, la ecuacion
de continuidad, que vale, como es notorio, para el movimiento
estacionario de todos los fliidos y, con gran aproximacién, para
movimientos cualesquiera de los liquidos, puesto que éstos son prac-
ticamente incompresibles.

Si un movimiento estacionario se cumple con una masa fliida limi-
tada por una superficie, real o imaginada, a través de la cual ni entra
ni sale flaido, es elaro que la condicién de continuidad impone que las
lineas de corriente sean cerradas.Se tiene asiuna circilacién del fliido.

Movimientos de esta naturaleza se producen en el seno de liquidos
desigualmente calentados, particularmente cuando se calientan por
debajo. Las corrientes atmosféricas que se denominan wvientos son
ejemplos del mismo tipo y origen.

2. Torbellinos. — Un movimiento interesante y muy diferente de
los anteriores es el llamado turbillonario, en el cual las masas fluidas
giran al rededor de una linea, que se denomina eje del torbellino, de
la misma manera que si fuesen rigidas. Esto es: la velocidad angu-
lar tiene el mismo valor para los puntos de todo plano normal al eje.

La diferencia fundamental entre este movimiento y los que pode-
mos llamar de circulacién consiste en que, mientras en éstos, en el
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espacio comprendido entre dos secciones, las velocidades estan en
razén inversa de sus distancias, en aquéllos
la relaciéon es directa.

En efecto, representan los circulos de ra-
‘dios v ¥ (fig. 193) dos lineas de corriente
del torbellino y s;, s» dos secciones. Si el li-
quido gira con la velocidad angular ® la
velocidad en A es row y en B o y es claro
que los arcos de eirculos que van de A a A’
v de B a B’, que son las distancias de las
seceiones, son proporcionales, respectivamen-

Fig. 193, te, a esas velocidades.
Es facil producir torbellinos anulares en
el seno de un liquido ‘por medio del aparato que se ve en la fig. 194,
debido al fisico alemidn Eduardo Riecke. Se llena el recipiente B de
agua pura v el A de agua coloreada hasta
la llave . Si se deja abierta esta llave

durante un corto intervalo de tiempo, pa-
sa una pequena cantidad del liquido co-

loreado, que se desprende del pico E del E
tubo en forma de un toroide o anillo cir- i
cular (fig. 195), que asciende verticalmen- g
te hacia arriba. El liquido gira alrede- :3

<
1l

dor de la linea punteada que es, por lo
tanto, el eje del torbellino.

T

-—p
d

T
r

Torbellinos no cerrados se producen en
el acua de un rio, o en la contenida en

LT

un recipiente no demasiado pequeiio, in-

troduciendo en unos centimetros una la-
mina plana rigida,

: desplazandola en la Fig. 194.
direcceién de su normal, y retirdndola después.
Se forman dos hoyuelos en los que el liquido
gira rapidamente, el uno en un sentido y el

otro en sentido contrario. Si el recipiente es

Fig. 195. hondo estos hoyuelos no son sino los extremos
del mismo torbellino. Puede ocurrir también
que los otros extremos se encuentren en el fondo del recipiente. Un

eJemplo imponente del torbellino liquido lo constituye el fenémeno
llamado tromba marina.
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Torbellinos gaseosos pueden producirse llenando de humo de ci-
garro una caja rectangular (fig. 196), una de cuyas caras esti
provista de un agujero circular y cuya cara opuesta estd cerrada
por una membrana elistica bien tensa.

Si por desplazamiento de ésta se presiona esa masa gaseosa, sale
por el agujero un torbellino anular de plano paralelo al de aquél,
que se propaga en direccién normal, como se ve en la figura.

Fig. 1496.

Se observa que cuanto menor es el diametro del anillo tanto
mayor es su velocidad de desplazamiento y viceversa,

Se producen también fenémenos de atraccién y de repulsién. Por
ejemplo, dos anillos que se mueven en el mismo sentido, con diferente
velocidad, pasan sucesivamente, uno por dentro del otro. Cuando el
més veloz se acerca al otro se contrae y pasa por dentro, luego au-
menta el didmetro, con lo que su velocidad disminuye, mientras que
lo contrario ocurre con el restante, que acelera su marcha pasando
por dentro del primero. Estos fendémenos se repiten sucesivamente.

3. Rudimentos de la teoria.—A. CONSTANCIA DEL MOMENTO DEL
TORBELLINO. — Qcupémosnos ahora de la teoria, sin pretensiéon al-
ouna de rigor.

Consideremos un segmento pequefio de un filete de torbellino; el
liquido gira alrededor del eje, segiin ya se dijo, como si fuese un
cuerpo rigido. Segin las leyes de la rotacién el momento de las
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fuerzas exteriores es igual a la variacién, en el tiempo, del impulso.
cuya magnitud estd dada por el producto del momento de inereia
con respecto al eje de giracién por la velocidad angular.

En el caso de que nos ocupamos, su valor es:

— 12w,

2

si se indica con o la velocidad angular, puesto que se trata, por la
pequeiiez del segmento considerado, de un elemento cilindrico recto,
de cierto radio r, cuya masa indicamos con m.

Si el momento exterior es cero, debe ser:

— 72w = const.,

de donde:

r2 w = const

Si se introduce el factor m y se indica con S la secciéon del filete
resulta

Sw = const. [1]

es decir, que el producto de la seccidon del filete por la velocidad an-
gular es constante. KEse producto se denomina momento del torbellino.

Por razones de estabilidad ese mo-
mento tiene, ademas, el mismo valor
en todas las secciones. Si la seccidn
varia en un sentido es claro que la
velocidad angular debe variar en sen-
tido contrario. Es notorio, por otra
parte, que si la continuidad del mo-
vimiento ha de ser una realidad el
torbellino debe ser cerrado o termi-

nar en las paredes que limitan a la
masa flaida.

\

Fig. 197. B. EXPLICACION DEL DERPLAZAMIEN-

TO Y DE LOS FENOMENOS DE ATRAC-

CION DE LOS TORBELLINOS ANULARES. — El movimiento de rotacion

de las masas del torbellino determina una circulacién del resto del
liquido, por cuya corriente es arrastrado, puesto que flota en &l.
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En la figura 197 se han dibujado las lineas de corriente del movi-
miento de circulacién que originan dos torbellinos paralelos de mo-
mentos iguales y opuestos; tales lineas son las que corresponderian si
estuviesen en reposo o, lo que es lo mismo, representan las trayecto-
rias de las particulas sobre un plano perpendicular a sus ejes que se
mueve con su misma velocidad. Las lineas de corriente del movi-
miento de circulacién que origina un torbellino anular, en el flaido
circundante, en un plano meridiano, son de la misma forma; su des-
plazamiento se produci-
ra, entonces, en la di-
reccion de la normal a A

su plano, como se afir-
mo6 mas arriba.

Si dos torbellinos se 0
mueven en regiones ve-

. i P
cinas, deben reacclonar
uno sobre el otro, a
causa del movimiento
del flaido circundante.
Si giran en idéntico .
Fig. 198.

sentido y los ejes nor-

males de simetria coinciden, se mueven sobre el eje comin también
en el mismo sentido (fig. 198). La superposicion de las velocidades
que cada uno de ellos determina sobre el fliido en que se mueven
origina un aumento de velocidad del de atrias y una disminucién de
la de adelante; nacen asi fuerzas P que hacen disminuir el dia-
metro del primero y fuerzas () que aumentan el del segundo. Los
fenémenos ocurren como se describid més arriba.

B. — RESISTENCIA DE LOS FLUIDOS AL MOVIMIENTO DE LOS CUERPOS

4. Cuerpos que tienen la forma de las lineas de corriente. —
Kl conocimiento de la resistencia que oponen al desplazamiento de
los cuerpos el agua y el aire es de la mayor importancia en la téenica
de la construccién de medios de locomocion. El asunto resulta también
de interés para otros problemas practicos, por cuanto se ponen en evi-
dencia; con ese motivo, las alteraciones que ocasionan, en la distri-
bucién de las lineas, cuerpos situados en la corriente de un flaido.

Como los fenémenos que se observan dependen de la velocidad re-
lativa, parece ser lo mismo, a primera vista, que el fliido esté en re-
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poso y el cuerpo moviéndose o que el cuerpo esté inmévil y se mueva
el fliido en sentido contrario con la misma velocidad.

La experiencia muestra, sin embargo, que si bien el fenémeno es,
en ambos casos, cualitativamente el mismo, los valores numéricos de
las fuerzas son desiguales.

Por este motivo se habla de presion si el cuerpo se encuentra en
reposo y el fliido en movimiento y de resistencia al movimiento si
sucede lo contrario.

En las discusiones cualitativas consideramos siempre el primer
caso, pero daremos, en lo posible, los valores numéricos experimen-
tales que corresponden a los dos.

En lo que sigue estudiaremos algunos casos particulares referentes
a cuerpos de diversas formas.

Al decir cuerpos que tienen la forma de las lineas de corriente que-
remos significar, tan sélo, que se trata de cuerpos que, situados en un
fliido en movimiento, su superficie resulta envuwelta por las lineas
de corriente ; que por cada uno de sus puntos pasa una linea que le es
tangencial. Conservamos asi una forma usual de expresion.

Hagamos notar, también, que no se trata aqui, tampoco, de discu-
tir cudl debe ser la forma del cuerpo para que tal ocurra.

Supondremos siempre, en lo sucesivo, que el flaido se mueve, antes
de introducir el cuerpo, estacionariamente en linea recta, de tal modo
que dentro de cada filete la velocidad sea constante.

S1 nos limitamos al estudio de lo que ocurre en un plano las lineas
de corriente seran rectas paralelas.

Introduciendo en una corriente semejante un cuerpo como el som-
breado de la figura 199 las lineas se distribuyen como se ve en el
mismo dibujo. El cuerpo tiene, pues la forma de las lineas de co-
rriente.

Vamos a poner en evidencia que para tales cuerpos la resistencia
al movimiento, o la fuerza con que los empuja el flaido, proviene,
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casl exclusivamente, de su viscosidad. La fuerza se dice en ese caso
de roce superficial.

Si no existiese ningin roce, es decir, si el fliido fuese ideal, la
fuerza seria nula. Daremos la prueba de Froude.

Consideremos primeramente las fuerzas que se originan por los cam-
bios de direccién de la corriente de un liquido que circula, por ¢jem-
plo, en un tubo sinuoso A B C D E de seccién constante (fig. 200).

Si el primero y el Gltimo tramo tienen la misma direccién represen
tada en el dibujo con la recta punteada z es claro que, cualquiera
que sea la forma de la sinuosidad, la variacién del impulso entre 4
y I en la unidad de tiempo, en direccién de z, es cero, y, por lo tanto,
la fuerza total que el liquido aplicari sobre el tubo en la misma
direccién sera también nula. .

Conviene, para lo que sigue, dibujar las fuerzas parciales. La fi-
gura muestra la distribucién de las mismas y sus magnitudes, que se

Fig. 200.

obtienen facilmente con las reglas del capitulo anterior. Se trata de
la fuerzas de inercia que el liquido aplica sobre el tubo. La suma
de las proyecciones sobre la recta zx debe ser, por lo que antecede,
1gual a cero.

Volvamos a nuestro problema. El liquido que circula entre las
lineas de corrientes abcde y ABCDE (fig. 199) se encuentra
exactamente en las mismas condiciones como si circulara en un con-
ducto. La linea a b ¢ d e podria suponerse como perteneciendo a la
superficie de una pared ideal rigida sin que la distribucion de la
corriente sufriese en lo més minimo.

Los cambios de direccién de la velocidad del agua originan, como
en el caso anterior, las fuerzas que se ven en el dibujo; la suma de
sus proyecciones en la direccion zx debe ser también cero. El cuerpo
no es, pues, impelido por el movimiento del agua, es decir, la sum=
de la fuerza de inercia es nula. No estari sometido, en direccién del
movimiento del liquido, a otra fuerza que la proveniente de las tan-
genciales que origina la viscosidad, las que, exprofeso, habiamos
dejado de considerar.
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5. Cuerpos que tienen sdlo en parte la forma de las lineas de
corriente. — Un caso semejante esté representado por el doble cono
de la figura 201. Las lineas de corriente salen tangentes & las genera-
trices del cono de adelante limitando a una regién Z, que aparece
punteada en la figura, en la que el liguido no toma parte del movi-
miento de conjunto, formando lo que se llama la « estela »; aparecen
alli movimientos « turbillonarios » locales.

El liquido se pone, entonces, en contacto con el cuerpo segin cier-
ta direccién en O y lo abandona en A y B bajo otra direccidon. Se
origina asi una variacién del impulso del agua en la direccién zz
de la corriente y, por consiguiente, el cuerpo estarid sometido a una
fuerza de inercia en la misma direccion.

Fig. 201.

Actian, ademas, en el mismo sentido, fuerzas provenientes del roce
sobre la superficie D BO A C, pues también el roce del agua que
permanece en la region Z con el liquido de la corriente, determina
una fuerza resistente al movimiento del cuerpo.

Si el flaido fuese ideal, esto es, si no fuese viscoso, la superficie
D B A (C separaria una region en que el liquido estd animado de un
movimiento de traslacion de otra en que su velocidad seria nula; el
movimiento seria, pues, discontinuo. Tampoco habria movimientos
turbillonarios en la estela.

En los flaidos reales no puede existir una superficie de discontinui-
dad, pues eso daria lugar a fuerzas de roce infinitamente grandes, lo
que no tiene sentido; la velocidad varia en realidad, de una manera
continua, dentro de cierta capa de pasaje. Lia viscosidad origina tam-
bién los movimientos turbillonarios que se observan en la regién Z.

La formacién misma de la estela depende también de la viscosidad
del liquido. Mientras que, por ejemplo, la teoria ensefia que una esfe-
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ra situada en una corriente estacionaria de un flaido ideal tiene la

forma de las Iincas de corriente, como muestra la figura 202 la expe-

riencia revela, en cambio, la exis-

tencia de una estela. |
Lanchester ha ideado una ex-

periencia que permite mostrar

facilmente ese hecho.

A través de un agujero prac-
ticado en una esfera hueca de
vidrio abe (fig. 203) penetra un
tubo cilindrico de la misma subs- A B
tancia.

Si se sopla aire coloreado con
un poco de humo a través del tu-
bo, la masa gaseosa se mueve tur-
billonariamente en el interior, sa-
le por el espacio que queda libre

entre el agujero y el tubo, sigue
el contorno de la esfera hasta una Fig. 202,
reeion muy proxima a su ecua-
dor, donde las lineas abandonan su superficie en direcciéon mas o
menos tangeneial.

En la region 7 la masa de aire
no participa de la corriente; es la
reeion de la estela.

6. Roce superficial. — Ape-
nas se profundice el analisis se

verad que esta determinacién es
incorrecta. En primer lugar, el
liquido en contacto con el cuer-

po permanece adherido a su su-
perficie v, por lo tanto, el roce no

Fig. 203.

se produce sobre ella sino entre

las capas fluidas. Ademas se oponen al movimiento del cuerpo las

fuerzas de roce entre todas las capas lquidas que son puestas en
movimiento.

Supongamos, en efecto, que en un fliiido en reposo se mueve un

plano PQ (fig. 204) en la direccién de la flecha; a causa del roce

parte del liquido es arrastrado; en el estado estacionario la cantidad
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de flaido que lo acompana sera invariable; es claro que no se trata
de las misma particulas sino que unas se desprenden de él y otras
son arrastradas en su lugar.

La velocidad de las particulas sobre el plano es la de él mismo; a
clerta distancia las particulas permaneceran en reposo, es decir, la
velocidad sera cero.

Las velocidades de las particulas m situadas sobre una normal af
plano, entre éste y la region de la velocidad cero, estan dadas por una
ley de distribucién que es parabdlica si el movimiento es laminar,
de otra forma si es turbulento.

Esa ley estd representada por la curva m’ m’ trazada arbitraria-
mente; las posiciones m’ son las que alcanzan los puntos m respec-
tivos en el transcurso de una
unidad de tiempeo.

El gradiente de la velocidad

disminuye, pues, hasta anular-

se a medida que nos alejamos
del plano. Lo mismo ocurre

con las fuerzas que opone uno

cualquiera de los filetes al

deslizamiento del que se en-

cuentra debajo de él.
Fig. 204. Como el deslizamiento de to-
dos los filetes es, en definiti-
va, producido por el desplazamiento del plano, es claro que para
mantener su movimiento con la velocidad constante v es menester
una fuerza R que sea la suma de todas esas fuerzas parciales.

La aplicaciéon de la ley de viscosidad (relaciéon [4] de la pag. 165)
es valida, lo que es notorio, inicamente mientras el movimiento es
laminar, es decir, en agua para pequenas velocidades (véase 1
del capitulo X). En este caso, que dificilmente se presenta en la
practica, la experiencia ensefia que la resistencia de frotamiento
es proporcional a la velocidad. Este resultado fué deducido teodri-
camente por Stokes utilizando la ley de viscosidad.

Allen dedujo de sus experiencias, publicadas en el ano 1900, la
existencia de tres regiones de velocidad, para las cuales el roce
superficial obedece a leyes diferentes.

Para pequefias velocidades es proporcional a la velocidad; se
alcanza luego una velocidad critica para la cual depende de la
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potencia, y por fin, para movimientos rapidos esa fuerza es
proporcional al cuadrado de la velocidad.

Esto ratifica, en realidad, los resultados de los Froude, padre
(1873) e hijo, quienes dedujeron de sus experiencias con placas,
que la resistencia superficial R estd dada por la relacién:

R =coSv®, (2]

donde § es la superficie mojada, @ el peso especifico del agua, ¢ y
z constantes. Los valores de estas Gltimas dependerian, segiin ellos,
de la longitud de la placa en la direccién del movimiento y de la
naturaleza de su superficie.

En la tabla que sigue se dan algunos de los resultados que
obtuvieron:

—

Longitud Barnizada Parafinada
de la placa ;
en metros ¢ [ z ¢ z
0,61 0,210 ‘ 2,00 0,209 1,95
2,44 0,184 1,85 0,161 1,94
6,10 0,161 1,85 0,145 1,93

En el aire valen las mismas férmulas para la resistencia superficial,

D

Su valor es mucho menor que en el

agua, lo que significa que la constante ¢
es mas pequena. Sobre esto volveremos
mas adelante.

7. Presion sobre una placa situa-
da formando un angulo diferente A
de cero con la direccion de la co-
rriente. — A. ATAQUE NORMAL. — Su- d

. . A
pongamos, primeramente, (fig. 205) que
C

la placa se orienta normalmente a la
direccién de la corriente.

Las lineas cambiaran de direccién en
su proximidad, distribuyéndose simétricamente con respecto a la

Fig. 205.

normal en su punto medio.

Si la viscosidad del liquido fuese nula, el agua de la estela, que
se encuentra limitada por la placa y las lineas AC y BD, estaria
en reposo y el movimiento seria discontinuo. A causa del roce apa-
rece el movimiento turbillonario que se ve en la figura 206.
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Que la placa es empujada en direcciéon de la corriente resulta en
seguida del hecho de que masas liquidas se ven precisadas a cambiar
de dirececién por su presencia; la variaciéon del impulso de esas masas
origina una fuerza que se aplica en la direccién mencionada, o lo que
es lo mismo, por la curvatura de las lineas actiian fuerzas centrifugas
cuya resultante se aplica sobre la placa en el sentido de la corriente.

Como se ha visto (parrafo 2 del capitulo XI) en las curvas la pre-
sion del liquido es mayor del lado de
afuera que del lado de adentro lo que
significa que la velocidad del liquido es
menor del lado exterior. Resulta, asi,
que la velocidad del liquido es, en las
vecindades de la placa, menor que la
existente lejos de ella, que indicaremos
con ¢; por eso v puesto que el liquido es
incompresible se han dibujado los filetes
de mayor seccién cerca de la placa.

Es claro que la direccion de la fuerza

Fig. 206.

puede determinarse también por las pre-
siones que recibe la placa de uno v otro lado. Apliquemos por ello
el teorema de Bernouilli. Segtin ¢él, dentro de un filete debe per-
manecer constante la suma:

p + v? = const = P,, [3]

«Q I'()

1
2
que se denomina, como sabemos, presion hidrodinamica.

Consideremos el filete senalado con flechas en el dibujo e indi-
quemos con P, el valor constante de la presiéon hidrodinamica. Su-
pongamos por un momento que el liquido es ideal; los torbellinos
desaparecen. Sea, ademas p. la presién constante que reinaria en
la masa en reposo del flaido de la estela.

El equilibrio del fltido sobre las lineas A(' v BD, en direccién
de sus normales, es posible solamente si las presiones son iguales
de uno y otro lado, ¥, por consiguiente, si indicamos con v, la
velocidad en la seccidn cd, debe ser:

1
P _—— 2)22 = 7P, 4
0 9 Do, [4]

L
g

Y puesto que P, ¥ p» son constantes debe serlo 1. Como lejos de
la placa la velocidad es ¢, resulta que éste sera el valor de la



— 219 —

velocidad sobre todos los puntos del filete considerado, que se en-
cuentra sobre la estela. Se tiene, por lo tanto:

P, — — LA P2. (5]

Sobre la secciéon ad la presiéon tendra el valor p; que da la ex-
presiom:

1
P, —— —?— n? = Di. [6]
2 9
De estas dos relaciones resulta:
1 ¢ ,, .
p—p2 = — — (¢ —u?), [7]
2 g

valor positivo, ya que como hemos visto, vy < c¢. La placa sera
empujada, pues, en el mismo sentido de la corriente; los dos ca-
minos segtin los cuales se ha obtenido esta conclusion son absolu-
tamente equivalentes.

Por la existencia de los torbellinos estos resultados se modifican,
naturalmente, en parte; la discusién tedrica no es en ese caso nada
sencilla.

Ademas de las fuerzas de inercia que acabamos de considerar
actian las provenientes del roce del liquido de la corriente con
el de la estela. Esta fuerza es, para placas normales, despreciable
con respecto a las anteriores.

En lo que se refiere al valor total de la fuerza normal que actia
sobre la placa nos atendremos, exclusivamente, a los resultados
experimentales.

Mariotte, du Buat (1816), Poncelet (1839), Stanton (1909), Engels.
y Gebers (1907 y- 1908), Matthias (1911 y 1912) se han ocupado de su
medida en el agua. Resulta que la fuerza estd dada por la relacion:

v2

F=FkKo8 , (8]
24

donde o es el peso especifico del agua, S la superficie sumergida
de la placa, v la velocidad de la corriente, y ¥ una constante que
depende de la velocidad y del grado de inmersion, en la forma que

indican las tablas sigulentes:
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CuaDRADO DE 10 CENTIMETROS DE LADO

El borde superior situado
10 centimetros por de-

bajo de la superficie li- El borde superior a flor
bre del agua de agua
b ————
m m
? — k 7 — k

seg seg
0,5 1,26 0,5 1,26
1,5 1,23 1,0 1,53
2,0 1,14 1,5 1,59
2,5 1,10 2,0 1,41
3,0 1,09
3,5 1,10

La fuerza resulta expresada en kilogramos si se elige como unidad
de longitud el metro y como unidad de tiempo el segundo, debiéndose
escribir a S en metros cuadrados y a ¢ en kilogramos por metro eibico.

Los coeficientes que acabamos de dar se refierem a una placa en
reposo en una corriente. Con él puede calcularse lo que se denomina
presiom de la corriente.

Si el liquido estd en reposo y se mueve la placa en la direceidon
de su normal vale la misma férmula pero los coeficientes k£ son
menores, como ha encontrado du Buat y mas recientemente Engels
y Gebers. Sus valores son, en este caso, alrededor de las dos terceras
partes de las anteriores.

81 la placa se encuentra en el aire los fendmenos son enteramente ana-
logos, valiendo relaciones de la misma forma que la anterior tantopara
la presién como para la resistencia al movimiento. Es deecir, se tiene:

v? ~
F = kaire Paire S—. [9]
29

Los valores experimentales obtenidos para A en el aire son muy
poco diferentes de los obtenidos para placas en reposo en una co-
rriente de agua. Esto prueba que la resistencia debida al roce para
placas normales es pequefia respecto a las fuerzas de inercia.

Para las aplicaciones es mas eomodo escribir esa relacién en laforma

F =K S, [10]
de modo que:

k
K = . 11
'y [11]

e}
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De las determinaciones experimentales de Hutton (1878), Langley
(1888), Eiffel y otros, resulta que para placas en reposo el valor de
K (coeficiente de presién), que depende de la velocidad y de la
forma de la placa, oscila entre el valor 0,087 y 0,121.

Para el coeficiente K de resistencia al movimiento, de las medi-
das de Hutton, Langley y Dines, resultaria un valor de 0,090.

B. EL ATAQUE oBLICUO. — Si la placa se encuentra inclinada con
respecto a la direcciéon de la corriente las lineas se distribuyen como
indica la figura 207. La simetria desaparece por completo. El punto
de aplicacion de la presidon no se encontrara en la parte central de la
placa sin6 desplazando lateralmente hacia el borde de adelante, pues-
to que en su vecindad la curvatura
de las lineas es mas pronunciada.

PPara mantenerla en esa posicién se-
ra menester una fuerza igual v con-
traria aplicada en su centro de gra-
vedad y un par cuyo momento sea
igual y opuesto al de la presion con
respecto al mismo punto.

PPor ese motivo, si la placa puede
agirar libremente alrededor de un eje
vertical fijo, su posicion de equilibrio
serd aquella en que es normal a la

corriente.

Cualquiera que se haya dedicado al
deporte del remo habra observado que
en dias de viento es muy ineémodo navegar en direccién oblicua

Fig. 207.

a su corriente; a pesar del uso del timén, es menester, todavia,
compensar el par que determina la presién, remando de un lado
con mucha mas energia que del otro.

Las experiencias de Langley (1891) muestran que para placas
rectangulares en el aire la presién normal a la placa estd dada
por la féormula empirica de Duchemin:

y 2
p, = 2 sen a koS v [12]
1 4+ sen?a 29
0
P, = Py, 2 sen a (13]

]
1 + sen?a



donde o es el angulo de inclinacién de la placa con respecto a la
corriente. Esta férmula valdria para cuaquier fliido. Para obtener
en magnitud y direccién la fuerza total que aplica el viento sobre
la placa debe sumarse, geométricamente, a esa presién, la fuerza
tangencial del roce, que en este caso no es nula por la asimetria
de la distribucion de las lineas con respecto a la placa.

Segtuin las medidas de Lanchester la fuerza de roce del aire sobre
placas planas rectangulares seria:

1°, para placas pequenas y velocidades de 3 metros por segundo,
de 0,020 a 0,025 de la presion que corresponde al ataque normal;

2°, para placas de 5 hasta 15 decimetros cuadrados de superficie
v velocidades de 6 hasta 9 metros por segundo, de 0,009 hasta
0,015 de la presion que corresponde al ataque normal.

Segun experiencias modernas, realizadas también, como la de
Langley, con placas rectangulares, la formula de Duchemin no
representaria, en forma completamente satisfactoria, los resultados
experimentales.

8. Distribucion de la presion sobre placas rectangulares. —-
Por la distribucién de las lineas de corriente se hace notorio que en
ningin caso la presién puede estar uniformemente distribuida sobre
las placas.

A
‘movimiento A
4—_——7— 0
movimieato
B B
Fig. 208. Fig. 209.

En el ataque normal resulta, por simetria, que el centro de la

fuerza coincide con el centro de figura, pero la presion — en el
sentido estricto — debe disminuir hacia los bordes. Es suficiente

para convencerse de ello, observar la curvatura de los filetes infini-
tamente vecinos a la placa en los diferentes lugares. En el centro la
curvatura es grande y estd dirigida en sentido contrario a la placa,
luego disminuye para cambiar de sentido en la proximidad de los
bordes; la presién debe, por esta causa, ser mayor en el centro.
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La experiencia confirma estos resultados. La figura 208 muestra
la distribucién de la presién para el ataque normal.

En el ataque oblicuo es ficil deducir de la misma manera que el
centro de la fluerza se encuentra cerca del borde proa, y que la
presién disminuye hacia los bordes; la figura 209 ilustra sobre su
distribucidn.

El primero en ocuparse de la determinacién de la posicién del centro
de presién en placas rectangulares situadas en el agua fué Avanzini.

Posteriormente Yoessel dedujo, de experiencias realizadas en el
Loire, que el desplazamien-
to lateral » del centro de 75° 90°
presién estd dado por la ex- 60°
presion : — 45°

movimientod «—— 307

r=030—sena)l, [14]

~— 152

si se indica con ! el largo
de la placa.

En la figura 210 se han
dibujado los centros O de presién sobre una placa orientada, con
respecto a la corriente fliiida, bajo diferentes angulos.

Las mismas relaciones valen si se trata no de agua sino de aire.

Fig. 210.

F

9. Las componentes horizontal y vertical de la fuerza. — Nos
referiremos aqui exclusivamente a placas en el aire. La fuerza
total, que representaremos con F no es, como sabemos, normal a
la placa sino inclinada un poco hacia el borde de popa a causa
de la fuerza del roce superficial.

E! equilibrio de una placa en el aire (o de un barrilete) se
produce si se aplica una fuerza T de igual magnitud y de sentido
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.opuesto a la diagonal del paralelogramo cuyos lados son la fuerza
F v el peso P de la placa (fig. 211).

Prescindamos por un momento del roce, o lo que es lo mismo,
supongamos que la fuerza F es normal a la placa (fig. 212). Sus
.componentes vertical y horizontal estin dadas por las relaciones:

F,=F.cosa0 , F,=1F.sena, [15]

donde indicaremos, como antes, con o el dngulo de inclinacién del
plano con la direccién de

su movimiento o de la F
corriente.

Por esas relaciones se ‘
ve que la fuerza F, que / il
se opone al peso aumenta /| &
si disminuye a. Como la / ’
fuerza total ¥ disminuye si . /

o decrece existird cierto / r B
_angulo para el cual F, tie- /7 S
ne el valor maximo. Si F, / 7 %
es mayor que el peso, la /’ /7
placa sube, si es menor, v <

]

baja- 0° 15° 30° a5° s0° ° ’

En la figura 213 esta
representada la fuerza to-
tal de F y las componentes vertical y horizontal en funcién del

Fig. 213.

dnculo de inclinacién. Son las curvas con que Mannesmann repre-
-sent6 graficamente sus medidas experimentales.

10. La desviacion lateral de una pelota de tennis. — Si se
arroja una pelota de tennis, animada de un movimiento de rota-
-cion, se va desviando lateralmente durante su marcha, hacia un
lado u otro, segiin el sentido de su giracion. Este hecho se explica
facilmente por la accidn dinamica del aire.

La distribucion de las lineas de corriente, supuesta la pelota sin
movimiento de traslacién, girando con cierta velocidad y el aire en
movimiento, lo que es lo mismo, estd representada en la figura 214.

Esa distribucién se comprende en seguida sin dificultad. Para el
punto @ las velocidades de traslacién ¥ de rotacibn son opuestas

v

mientras que para el P tiene el mismo sentido. Las velocidades tota-
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les cerca de ¢ son menores que cerca de P; las presiones son en la
primera regiéon mayores que en la segunda, por lo que la curvatura
-de las lineas debe ser alli mayor;
la estela ocupa la regién puntea-
da. La pelota estara, por lo tanto,
sometida a una fuerza de resisten-
-cla dindmica que admite una com-
ponente normal a la direccién de
la velocidad de traslacién, la que
determina su desviacion. Es claro
que si la velocidad de rotacién es
muy pequeia con respecto a la de o

traslacién, la distribucién de las Fig. 211,
lineas sera simétrica respecto a la

-direccion de la corriente y no se observard ninguin efecto.

1

11. El movimiento de los proyectiles. — En las paginas 249 y
250 del primer tomo dimos brevisimas indicaciwones relativas a la
marcha de los proyectiles. Volvemos nuevamente al asunto para
explicar algunos de los fendémenos que se observan, sin que sea
nuestro animo ocuparnos a fondo de este dificil problema.

Repitiendo parte de lo que dijimos entonces, la marcha de los
provectiles de las armas modernas es la siguiente:

1°, en la primera parte de su trayectoria el eje del proyectil deseri-
be un cono, cuyo eje es tangente en todo momento de la trayectoria
(como tal entendemos a la linea descrita por el centro de gravedad) ;

2¢ después de cierto trayecto el proyectil se coloca en la direc-
.cibn de la tangente a la travectoria;

3, la direccién de la travectoria se desvia en el sentido de la
rotacién del proyectil;

4° la trayectoria del centro de gravedad no es plana sino una
linea espiral.

Demostraremos las dos primeras afirmaciones. La tercera y la
-cuarta se explican, también por la combinacién de efectos aerodi-
namicos y giréscopos. El tercer efecto no puede explicarse, ex-
clusivamente, de la misma manera que la de una pelota de tennis,
pues en los proyectiles las velocidades de rotacién, grandes en si,
.son muy pequeilas con respecto a las de traslacién.

En la figura 215 se ha representado, en corte, un proyectil cuya
.giracién se ha supuesto hacia la derecha; en O estd su centro de gra-
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vedad, Oz es la direccién momentéinea de la trayectoria. Oz es un eje
que se encuentra en el plano vertical que pasa por Oz, y Oy es el
tercer eje que completa el
sistema de coordenadas.
Por el efecto de la caida
¢l provectil se encuentra
bien pronto inclinado con

z

respecto a la direccidon del
movimiento ; la resistencia
aerodinidmica consistira en
una fuerza F aplicada cer-
ca de la proa.

Esa fuerza se puede des-

Fig. 215.
componer en dos compo-

nentes, una normal I, y otra paralela ¥; a la trayectoria. Si 6 cs
el dngulo que forma con el eje = se tiene:

F, = F sen 6

fuerza que determina un momento alrededor del punto O v que, de

acuerdo con las leyes del movimiento del girdscopo (véase tomo I,

pag. 252 y siguientes) harid mover el eje de giraciébn en un plano

normal a la de la cupla; re-

sulta asi un movimiento de

precesion cuyo eje es Oux.
La otra componente:

F, =F cosb,

no origina ningdn momen-
to; altera, tnicamente, la
curvatura de la trayectoria

disminuyendo el alcance del
proyectil. '

Ttig. 216.

El segundo efecto se explieca por la acciéon girosedpica de momen-
tos originados por la resistencia que opone el aire a la rotaciéon del
provectil que, por la traslacion, forma detrds de si una estela.

En la figura 216 se ha representado un corte del proyectil por un
plano que pasa por Oz y es perpendicular al plano POux; la veloeci-
dad de la rotaciéon de ese corte alrededor de O es wsen a, si o es la
Inclinacion del proyectil respecto a la direccidén de marcha Ox.



Puesto que la velocidad de traslaciéon es muy grande respecto a
la de rotacion, la estela es simétrica respecto a Oz.

En los puntos situados sobre el arco B1A1B> la presion es mayor
que en los puntos opuestos situados sobre el arco B.A4,B;; las fuer-
zas de roce que se oponen a la giracién son mayores en la primera
zona que en la segunda.

Esas fuerzas equivalen a una fuerza aplicada en O en direcciéon
perpendicular a la Oz, dirigida hacia la derecha, que modifica un
poco la curvatura lateral de la trayectoria, ¥ a un par de sentido
negativo, que, por las leyes del movimiento giroscopico, hace mover
el eje de rotacion en el plano (POX) que es perpendicular al de sus
fuerzas; el dngulo o disminuye por esto hasta que el proyeectil es
tangente a la trayvectoria.






DINAMICA DE LA ELASTICIDAD Y ACUSTICA

CAPITULO XIII

SUPERPOSICION DE OSCILACIONES
DETERMINACION DE LA FRECUENCIA DE VARILLAS
TEOREMA DE FOURIER

1. Movimiento armoénico. — Se designa, segin vimos en el pri--
mer tomo, movimiento armonico, al movimiento que ejecuta un punto
material sometido constantemente a la accidon de una fuerza propor-
cional a la distancia que lo separa de un punto fijo y hacia el cual
estd ésta dirigida.

El mas sencillo es el rectilineo, representado por las funeciones de-
seno o coseno, que se denomina mowvimiento oscilatorio simple. Tal
es, por ejemplo, el representado
por la expresién X

.t
T | Q

T =asen2

"

Se trata de un movimiento
oscilatorio que se cumple en
cierta direceibén, indicada con la
letra z; la amplitud del mo-
vimiento es @ y el tiempo de
oscilacion 7. En la figura
217 estd representado grafica- Fig. 217.

e

0

mente.
El tiempo se ha comenzado a medir a partir de un instante en el

que el punto material pasaba por el punto fijo de reposo, puesto
que para t =0 es z = 0. '

Es claro que el mismo movimiento puede representarse empezanda-
a medir el tiempo de otro instante cualquiera, por ejemplo, a partir
del instante en que el punto se encontraba en P. La ecuaciéon de

229
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movimiento debe dar, en ese caso, para ¢ = 0, la elongacién =z = PM,
lo que sucede escribiendo

x=a.sen<27c—t-+<p) [2]
T

y calculando ¢, que se denomina fase inicial, por la relacion

Tico= PM = aseno. [3]

Considerando al movimiento
oscilatorio (véase capitulo VIII
del primer tomo) como movi-
miento de la proyeccién de un
punto m (fig. 218) que se mue-
ve uniformemente sobre un
circulo, la fase inicial ¢ seria el
angulo que forma el radio vec-
tor con la direcciéon Oy normal
a la Oz, pues ese es el angulo
descrito a contar del dltimo pa-

Fig. 218.

saje por O, en direccién positiva, entendiendo como tal a la que va
de O a P, OP es aqui el valor PM de la figura anterior.

Si se midiese el tiempo de oscilacion a partir del momento en que la
elongacién tiene el valor maximo, cuando el punto esta en @, o so-

‘bre el circulo en A, seria ¢ = 2 y se tendria

¢

[4]
T

x =a.sen(2xi+£ =a.cos2x
T 2

Se ve asi que el mismo movimiento oscilatorio puede representarse

o o e “pe ~
por un seno o por un coseno; las fases iniciales difieren en 5 0 lo
que es lo mismo, los instantes de tiempo tomados como origen dis-

tan un intervalo de tiempo igual a la cuarta parte de una oscilacion
doble.

2. Superposicion de oscilaciones. — Si un punto material cje-
cuta simultineamente mas de un movimiento oscilatorio, el movi-
miento resultante sq obtiene aplicando el principio de superposicion
de los movimientos.
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Este problema se presenta con frecuencia en todas las ramas de
la fisica, tanto en cuestiones cientificas como téenicas, por lo que
lo trataremos aqui con algin detenimiento.

Interesa, particularmente, la composiciéon de oscilaciones que se
realizan segin la misma recta, es decir, paralelas, y de las que se
cumplen segun direcciones ortogonales.

A. CoMPOSICION DE OSCILACIONES PARALELAS DEL MISMO PER{0ODO.
— Supongamos que un punto material m ejecuta un movimiento osci-
latorio sobre un segmento material rectilineo ’z” (fig. 219) alrededor
del punto O’. El segmento cumple, a la vez, un movimiento oscilatorio
del mismo periodo, tal que la linea z’z” coincida siempre
con la direccion zx fija en el espacio; el punto O” cumple, N
por pertenecer a 'z, un movimiento armoénico sobre zz al-
rededor de un punto O que coincide, en el dibujo, con O’.

El punto m cumple simultdneamente dos oscilaciones
paralelas y se pregunta cuil es el movimiento resultante.

Si el segmento 0’% no se moviese, el movimiento osci- 0 § 0
latorio del punto eétaria representado por una expresion
de la forma: ’

xy =a1-86n(27€—%+¢1), (5]

X
donde z; es la elongacién sobre la recta x'x’,a; la amplitud 5, 410
del movimiento, T el tiempo de oscilacion y @ la fase inicial.
Si el punto m estuviese fijo en O” sobre O’z y ésta oscilase en
la forma indicada, el movimiento del punto sobre la recta fija xw
estaria dado por la expresion

To =a2.sen(21tt?+q>2), (6]

donde z2, as, T y - tienen la misma significacién que las magni-
tudes anélogas de la [5]. Es claro que esta relacién presenta, por
lo supuesto, el desplazamiento de O” respecto a O.

Estos movimientos estan representados en la figura 220 por las
curvas delgadas senaladas con [1] y [2] respectivamente; las mag-
nitudes A; B; y A.B. son iguales porque representan tiempos igua-
les de oscilaciéon. El movimiento resultante, representado por el
trazo grueso, se obtiene sumando las elongaciones con sus signos
respectivos, de acuerdo con el principio de superposicion.
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Esto es, por otra parte, evidente. El punto material es desplazado
sobre la recta 0’z a partir de 0”, en el tiempo OM = t;, por ejemplo,
en el camino MP; mientras que en el mismo tiempo el punto O’ de la
recta O’z’ se ha desplazado sobre Oz en el ecamino MP, y, por lo

x#x

Fig. 220.

tanto, el desplazamiento total del punto sobre la recta fija xx debe
ser la suma de las elongaciones MP; y MP-; el punto se encontrara
sobre el punto P de la recta zxx.

Se trata en realidad de un problema de movimiento relativo en
que tanto el movimiento relativo (sobre O’z") como el de arrastre
(el de O’z") son rectilineos.

En este caso, como se ha visto en el capitulo XIII del primer tomo,
no sb6lo las coordenadas y la velocidad, sino también la aceleracion,
se obtienen por la regla del paralelogramo. Siendo paralelas las osci-
laciones la suma geométrica se convierte en una suma algebraica.

De la observacion de la curva resultante puede inducirse:

Que dos movimientos armonicos simples de rgual direccion y del
mismo periodo, dan por superposicion un movimiento armonico sim-
ple del mismo periodo.

Resolvamos ahora matematicamente el problema. El movimiento
resultante sera, de acuerdo con lo dicho més arriba,

T=x1+ 2 =ar.sen 2ant+ ) +az.sen 2w nt + ¢), [7]

donde, por razones de comodidad, se ha introducido en lugar del

tiempo T de oscilacién la frecuencia n, mediante la conocida relacién

1
n =—.

T
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Desarrollando los senos y sacando factores comunes, resulta:

z = (a1cos g1 + azcos @) sen 2w nt +

+ (a1 sen @1 + a2 sen @) cos 2w nt [8]

expresion que se reduce a otra muy sencilla introduciendo dos
nuevas magnitudes ¢ y ¢ definidas por las relaciones

a CcoS ¢ = a1 COS Q1 -+ Q2 COS P2

(9]

asen ¢ = a, sen'qn + a2 sen @2 .
Se obtiene
r=a.cos ¢.sen 2w nit+a. sen 9. cos2xnt=asen (2xntt+e). [10]

Puesto que a1, a2, ©1 ¥ @2 son constantes dadas con las osecila-
clones, lo mismo ocurre con a¢ y ¢. El movimiento resultante es,
entonces, un movimiento armoénico de la misma frecuencia que la
de los componentes.

Su amplitud se obtiene cuadrando y sumando las relaciones [9].
Resulta:

a® = a:® + 2 a;, az (sen ¢ sen ¢z + cos g1 cos ¢2) [11]
. a? = a:® + a? + 2 a1 az cos (g1 — ¢2). [12]

Esta expresion muestra que, en general, la amplitud del movi-
miento resultante es menor que la suma de las amplitudes de las
oscilaciones que la componen. Es igual a la suma solamente si la
diferencia de fase ¢@; — - es nula, pues, en ese caso, se tiene:

cos (p1— ¢2) =1 ; a* = (a1 + a2)- 0] a = a; + a-.

En cambio si la diferencia de fase es igual a m esto es, si
P2 — @ = 7, resulta

a = a) — Q.

La amplitud depende, entonces, en grado sumo, de la diferencia
de fase. Si las amplitudes a; ¥ a. fuesen iguales v @; — @. fuese
cero, la amplitud del movimiento resultante seria el doble de las
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amplitudes de los movimientos componentes, y si fuese g1 — @2 ==
seria @ = 0; el punto quedaria en reposo.

La fase inicial ¢ de la oscilacion compuesta queda definida por
la relacién

ay sen as sen
tang ¢ = 22 ¥ + o v [13]
a1 cos g1 + a2 CoS P2

que resulta en seguida de la [9].

B. OSCILACIONES PARALELAS DE DIFERENTE PERiODO. — Este pro-

blema se resuelve graficamente de la misma manera que el proble-
ma anterior. Resolvimoslo matematicamente.
Sean las oscilaciones

1 =a;.sen 2xnit + ¢1) [14]
y

o = as.sen (2w net + g2). [15]

Sea, ademas, n; > ne. Introduciendo en z; la diferencia

ng—"nNg = v
de las frecuencias, o

ny = ne + v,

se tiene, para el movimiento resultante:

T=2 + T2=a1 . sen [2 wnat+ (2 Tvi+ 1) ]+ as. sen (2 wnat+¢2). [16]

Procediendo anilogamente que en el nimero anterior, resulta:

T = [ar.cos (2x vt 4+ ¢1) + a2 . cos ¢;] . sen 2 & nat

[17]
+ [a1.sen (2 vi+ ¢1) + a.. sen ¢ . cos 2 © nat

S1 se escribe

acos 9 = ar.cos (2wt + ¢1) + as. cos ¢

(18]
asen ¢ = ar.sen (2nvt + 91) + as . sen g2

se obtlene

z =a.sen (2xnt + o),

[19]
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relacidn que presenta el movimiento resultante bajo la apariencia
de un movimiento armdnico simple.

No es asi, sin embargo, puesto que tanto la amplitud @ como ¢ son,
en virtud de las [18], funciones del tiempo. De esas relaciones resulta

a® = a? + a + 2 a1 as [cos (2 vt + 1) . cos g2 +
+ sen (2 wvt 4+ ¢) . sen @] [20]

a? = a? + a2 + 2 a1 a2 c08 (2wt + 91 — @2) [20']

a; sen (2 vt + @) + az sen gz
a1 cos (2 wvt + 1) + az cos ¢e.

tang ¢ = [21]

Discutamos la expresion [20'] que se refiere a la amplitud. Se trata
de una funcion periédica del tiempo; la frecuencia es v y el periodo

1 .. :
T = -— . Su valer maximo es a = a; + as, que corresponde a los ins-

v
tantes de tiempo para los cuales es:

cos (2mvt + ¢ — ¢2) = 1 [22]

y el valor minimo es & = a; — as que corresponde a los instantes
de tilempo para los cuales es

cos (2mvt + o1 — ¢2) = — 1. (23]

La amplitud varia, entonces, periédicamente entre los valores
extremos a; + a-» v a; — a». El ntimero de veces por segundo que
la amplitud alcanza uno de estos valores es, por lo que antecede,

y =n—"nz2, [24]

relacién que se utiliza, como se verd, tanto en la actstica como
en los fendémenos andlogos de la Optica, para determinar con exac-
titud pequeiias diferencias de la frecuencia.
L. oscilacién de la amplitud es tanto méas lenta cuanto menor
es la diferencia de las frecuencias de las oscilaciones componentes.
Particularmente interesante tanto en la mecanica (y por lo tanto
en la actstica) como en la electricidad, es el movimiento resultante
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de oscilaciones de la misma amplitud y de jfrecuencia muy poco
diferente.
Un movimiento semejante estd representado en la figura 221.
Como puede verse, es el movimiento que corresponderia, si no
existiese roce, a cada uno de los péndulos acoplados que constituyen

el llamado péndulo doble de Oberbeck (ver tomo I). El valor maximo
de la amplitud es el doble de la amplitud de las componentes y el
minimo es cero.

C. OSCILACIONES ORTOGONALES DEL MISMO PER{oDO — Si el punto
material cumple un movimiento armoénico simple alrededor de un
punto O’ de una recta
zz, que a su vez oscila
de tal modo que la tra-
yectoria de sus puntos
sea paralela a una di-
reccion yy que le es per-
pendicular, se dice que
las oscilaciones compo-
nentes son ortogonales.

La direccidon yy se ha
trazado en la figura 222
pasando por O’, punto
que por pertenecer a rzx
oscila sobre yy alrede-
dor de un punto O, que
coincide en el dibujo
con la intersecciéon de
los ejes.

El primer movimien-
to puede ser considera-
do como un movimien-
to relativo; el segundo como uno de arrastre. Puesto que ambos son
rectilineos valen aqui también las consideraciones que se hieieron
en el apartado A.
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Encontremos el movimiento resultante, primero graficamente.
Suponemos que las frecuencias de ambas oscilaciones son iguales.
Conviene a nuestro propésito actual considerar los movimientos
componentes como generados por las proyecciones de movimientos
circulares de la misma velocidad angular.

Si 04, y OA. son las amplitudes, el estado de movimiento del
punto en el instante elegido como origen del tiempo estaria dado
en cada una de las oscilaciones componentes, supuestas cumpliéndose
una independiente de la otra, por puntos z; e y;, respectivamente,
que serian las proyecciones sobre xx e yy de las posiciones Py y Ps,
que en el mismo instante tendria, sobre cada uno de los circulos de
radios OA,; y OA- el punto material.

Los pares de posiciones simultineas que corresponden a instantes
sucesivos se encuentran fAcilmente, teniendo presente que en tiem-
pos iguales el punto debe recorrer sobre ambos circulos, a partir de
P, y P., respectivamente, adngulos iguales.

El movimiento resultante se encuentra graficamente en seguida. St
en el mismo tiempo que el punto recorre el camino x; paralelo a z,
recorre el camino y; paralelo a y, sus posiciones en el plano fijo zy
se encuentran en las intersecciones de las reetas x; = const. con las
correspondientes y; = const.

Uniendo esos puntos se obtiene la curva que muestra la figura.
La trayectoria es, pues, seguin puede observarse, una elipse encerrada
dentro de las tangentes a los circulos, trazadas en sus intersecciones
con el eje respectivo de oscilacién; su posiciéon, dentro del rectan-
gulo A B C D, depende, como es evidente, de la diferencia de las
fases.

Todas las caracteristicas del movimiento se ponen en eviden-
cia, de una manera sencilla, discutiendo el problema matematica-
mente.

La trayectoria del punto se encuentra eliminando el tiempo entre
las expresiones.

z = a.sen (2xnt + ¢1) [25]

y = az.sen (2 wni + ¢2), [26]

que representan los movimientos oscilatorios ortogonales. Es, natu--
ralmente, 04, =a, y O4: = a..
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Sin restar, en lo mas minimo, generalidad al problema, se puede
simplificar su solucién escribiendo las relaciones anteriores en la

forma () :
X = a;.sen 2xnt [27]

y = az.sen (2mnt + ¢), (28]

lo que signfica que se elige como origen del tiempo un instante en el
cual el punto, en su movimiento sobre xx, pasa por O’

Debe ser ¢ = s — @1, puesto que la diferencia de fase entre los
movimientos es constante, lo que resulta evidente, sin mayor anélisis,
considerando los movimientos generadores circulares.

Se tiene

L _ sen 2xnt [29]
a

Y sen2 (=nt + ¢) = sen 2 wnt.cos ¢ + cos 2 wnt.sen ¢  [30]
a2

de donde
_y_.—_icoscp—}-\jl—sen22wnt.sencp [31]
as a

0
Yy
__=_cos(p—|—‘/1——— sen ¢ . [32]
a2

De esta relacion resulta, por algunas transformaciones elementales

2 T 22 |
A cos ¢ + —— = sen? g, [33]
as? , a1 Qe a®

que es la ecuacién de una elipse con centro en el origen. La magnitud
y orientaciéon de sus didmetros principales depende de las amplitudes
a; y as de la diferencia de fase ¢.

(') Mateméticamente la transformacién se realiza como sigue: Introduzeamos
en lugar de ¢ otro tiempo t’ definido por la relacién 2z nt 4 ¢ = 2 = nt’, serd

27C7lt+q>2 =27t’nf'+(<p2-—-(pl).

Si se indica otra vez el tiempo con ¢ en lugar de ¢’ y si se escribe ¢ en lugar de
92— ¢1 se tienc las relaciones [27] y [28).
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Discutamos algunos casos.

1¢ SeA ¢ =0, = 2 &, &= 4 wete. Se tiene, por lo tanto, sen ¢ = 0y
cos ¢ = 1. La ecuaciéon [33] se convierte en

2 2
¥ 2% 4+ 2 o [34]
as? a1 Qs a,?
(0]
2
(i—i) -0, 135]
(42 ai
es decir,
y = 2 4. [36]
a

La trayectoria es, pues, una recta que pasa por el origen y que yace
en el primer y tercer cuadrante; es la diagonal C' A del rectangulo
ABCD (fig. 222).

2° SeA ¢ =+, =3m, ecte. Se tiene sen ¢ =0 y cos ¢ =—1,

resultando de la [33]:

lo que muestra que la trayectoria es una recta que pasa por el ori-
gen, comprendida en el segundo y cuarto cuadrante; es la diagonal

v

DB del rectangulo A BC D.

3
3°SHA ¢ = :l:%, :l:—g—,etc.Enesecasoessencp= 1ycos ¢ =0.

La ecuacion de la trayectoria se convierte en

+2 -1, 138

que es la ecuacién de una elipse cuyos diametros principales son los
ejes de coordenadas.

El movimiento se cumple en el sentido de las agujas de un reloj
37 h

: . S
ara ¢ = =+ 5 :t—2——y en sentido contrario paea ¢ = i%, :t:—;, ete.
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4° Si 0 < ¢ < —, la trayectoria es también una elipse cuyo eje

2 )
mayor pasa por O y estd comprendido

v entre OA." y OA,;si —g—

. 2
2
R ne también una elipse cuyo eje mayor
/‘ T se encuentra entre OA,"y OA.’.
En la figura 223 se tienen repre-
/ sentados los casos discutidos.
\ Q TO & D. OSCILACIONES ORTOGONALES DE
72
Ed

‘

o

¥ <¢@ < se tie-

DIFERENTE PERIODO. — Este caso se

v 04

w Z resuelve graficamente exactamente de

%

Fi.. 223 la misma manera que el anterior. Da-
das las posiciones iniciales, las posi-
clones sucesivas simultineas se encuentran teniendo presente que si
las frecuencias son n; y

N, los angulos descri- | Y

tos en un mismo inter-
Az L

e A

valo t; de tiempo seran,

respectivamente, 2nn,?;
y 2mnst;. Si se indican,
como antes, con x; e Y;

las coordenadas que

dan la posicidndel pun-

to, la trayectoria del A
movimlento resultante

es el lugar de las inter-

ZAmEAYZNL §
7N N
AY
W

7 |\
X\

secciones de las rectas \

z; = const, con las co-

rrespondientes rectas

(/S

Yi = const. C
En la figura 224 se
ha construido la trayec-

>

n,:né:s:z YY?’-}%=V=0

toria del movimiento
resultante de dos osci-

Fi.. 224.

laciones ortogonales de distinta amplitud cuyas frecuencias estan en la
relacion n;:me = 3:2 y cuyas fases son, en el momento inicial, iguales.

Las posiciones iniciales de ambos movimientos se reproducen si-
multineamente después de un tiempo que abarque el menor nimero
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entero de periodos de las oscilaciones, es decir, transcurrido el tiempo
3T, = 2T,. Esto muestra que para obtener, en el caso supuesto, la
curva completa, debe continuarse la obtencién de posiciones simul-
taneas hasta que se hayan dado tres vueltas sobre el circulo del mo-
vimiento més rapido y dos sobre el otro.

El punto recorrerd, entonces, stempre la misma curva, tardando en
cada recorrido el tiempo v = 3T, = 2T-. La forma de la curva de-
pende, dado my y ne, exclustvamente de las posiciones tniciales, mejor
dicho, de la diferencia de las fascs.

Es claro que si las frecuencias no estuviesen en una relacién
racional la trayectoria seria abierta.

Para ilustrar la cuestién resolvamos matematicamente un caso
particualr. Tratese de componer las oscilaciones:

T =a .sen2mnt 139]

Yy =as.sen (dxnt+ ¢). [40]

Las frecuencias estdn en la relacion 1:2 y la diferencia inicial de
las fases es @.
De la [40] resulta, teniendo presente que

sen 4 wnt = 2 sen 2 wnt . cos 2 wnt, [41]
Y - 2 sen 2 Tnt . cos 2 wnt . cos ¢ +
az
+\V1—4sen?2xnt.cos®2xnt. sen ¢ . [42]

Blimando de esta relacion a sen 2mnt y cos 2mwnt por las rela-
v
clones

z
sen 2nl = —

ai

y [43]

2
cos 2 wnt = ‘/1-——:1:—2
21

que resultan de la [39]

2

2% I—L.c08¢+(1—

(151 a12

2 x?

a12

) sen ¢, [44]

QNI «
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que es la ecuacion de la trayectoria. Se ve asi, en un caso concreto
que dadas las frecuencias, la trayectoria queda definida por las am-
plitudes v la diferencia
inicial de las fases.

En la figura 225 es-
tin representadas las
trayectorias que corres-
ponden a diferentes ca-

SOS.

3. El péndulo do-
ble. — Por medio del
dispositivo pendular de
la ficura 226 pueden
obtenerse, objetivamen-
te, las trayvectorias co-
rrespondientesa los mo-
vimientos resultantes de
dos oscilaciones orto-
oonales de diferente pe-
riodo.

Los movimientos c¢om-
ponentes son los de los
péndulos  de  longitud
OB y AB (fig. 227).

La masa suspendida

=

b
%

<

S
Y

ITeva un vaso comico de

o

)
%

X
)
(2

PSS

vidrio que se prolonga

Fi.. 295. hacia abajo en un tubo

que termina en un pe-

queiio orificio; el trazo de la trayectoria se obtiene llenando el

vaso de arena fina coloreada, que derrama en forma de c¢horro
deleado.

4. Las varillas elasticas de Wheatstone. Si se¢ tiene (fig. 228)
una varilla metalica de corte rectancular, fija en uno de sus extre-
mos, se le puede hacer vibrar apartando el extremo libre de su
posicion de reposo.

El movimiento es la superposicion de las oseilaciones que son
paralelas a sus caras (direcciones rr e yy).
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En esto se funda el caleidéfono de Wheastone, representado en
o figura 229. Las diversas relaciones de las frecuencias se obtienen
variande convenientemente los espesores de las varillas. Las trayvee-

L/

g 226, Fig. 227 Fix. 228.

torias se hacen visibles mediante los botoncitos metalicos brillantes
en que terminan.

Lippich. ha construido un caleidéfono universal, representado en
la figura 230, con el cual pueden componerse tanto oscilaciones
paralelas como ortogonales; los periodos de oscilacién se les modi-
fica variando las longitudes de las varillas metalicas B y C, que
se fijan por medio ‘de dos tornillos.

5. Las figuras de Lissajous. — Posteriormente a Wheatstone,
Liissajous obtuvo, objetivamente, la superposicion de oscilaciones
haciendo reflejar un rayo de luz, sucesivamente, sobre dos pequeinos
espejuelos fijos en dos diapasones (fig. 231). Si los diapasones son
paralelos, las oscilaciones también lo son; el movimiento oscilatorio
rectilineo de la « mancha de luz » sobre la pantalla es el movimiento
de superposicion. Para observar su marcha en el tiempo es menester,
en este caso, intercalar en el camino del rayo de luz, después de
las dos reflexiones, un espejo giratorio; se comprobaran asi los
resultados consignados en los parrafos precedentes.
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Cuando los diapasones son normales, las oscilaciones componentes
también lo son; como es evidente, no es menester, para observar la
trayectoria, el auxilio de un espejo rotativo.

Fig. 229.

6. E1 microscopio a vibracion. — Este aparato (fig. 232) fué
ideado y utilizado por Helmholtz para estudiar el movimiento osei-
latorio de los diferentes puntos de una cuerda.

Un microscopio M esta fijo a una de las ramas de un sélido diapa-
son que oscila verticalmente, excitado por el electroiman E. Si se
enfoca con el microscopio un punto brillante que oscila horizontal-
mente cerca de su objetivo, se observara un movimiento compuesto.

De la forma de la trayectoria y por conocimiento del movimien-
to del diapasén se puede inferir cual es el movimiento del punto.

7. Las oscilaciones p1opias de las varillas son amortiguadas.
En lo que antecede se ha supuesto que las oscilaciones carecian de
amortiguamiento. Tal ocurre si la amplitud es mantenida constante
por una fuerza exterior, como sucede, por ejemplo, cuando la vibra
cion de un diapason es « entretenida » electromagnéticamente. Si se
excita a un diapasén por un golpe seco y se le abandona a si mis-
mo, sus oscilaciones, que pueden observarse por el procedimiento de



Lissajous, con el auxilio de un espejo rotativo, son amortiguadas.

Fig. 251,

Este amortiguamiento proviene del roee en el aire y de la energla

que llevan consigo las ondas actsticas que genera.

En la figura 233 es-
ta representada grafi-
camente la trayectoria
del movimiento com-
puesto por dos osci-
laciones amortiguadas
ortogonales.

8. Medida de la
frecuencia.—Nos li-
mitaremos aqui a la
niedida de la frecuen-
¢ia de las oscilaciones
del extremo de una
varilla elastica, recta,
doblada (diapasén).

Fig. 232.
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Este asunto es de importancia no sélo para la mecénica y la acts-
tica sino también para la electricidad; la frecuencia de corrientes
alternadas se mide, habitual-
mente, por la frecuencia de
las oscilaciones de una lengiie-
ta de acero excitada por reso-
nancia.

A. Por 1NscripciON. — Un
procedimiento sencillo consiste
en inseribir las oscilaciones so-
bre un papel ahumado arro-
llado sobre un tambor cilindri-
co (fig. 234) que gira con ve-
locidad angular constante; el
movimiento oscilatorio de la

Fiz. 233.

varilla se mantiene por la ac-
cién de un electroiman. Otra aguja inscribe, al mismo tiempo, para-
lelamente a la li-
nea ondulada que
aquélla dibuja,un
trazo recto inte-
rrumpido de tan-
to en tanto por
trazos inclinados,
que indicanlosse-
gundos de tiempo.
Estos trazos se
producen merced
a la interrupcién del circuito eléetri-
co del electroiman de la aguja, de

segundo en segundo, por el péndulo
de un reloj de preeision.

N1 los trazos del diapasén ni los que
marcan el tiempo se superponen des-
pués de una vuelta del eilindro porque
la varilla y la aguja son desplazadas,
paralelamente a sus generatrices, por
la giracién de un tornillo sin fin.

Se pueden asi contar el ntimero de oscilaciones ejecutadas en un
numero relativamente grande de segundos.

Fig. 234.
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El inconveniente de este método consiste en que la punta que
bay que dotar a la varilla modifica un poco su frecuencia,

Figz. 235.

En la figura 235 esta representado un modo de inscribir las
oscilaciones con medios sencillos.

B. EL MEropo EsTROBOSCOPICO. — Es éste un método muy antiguo,
que se utiliza de variadas maneras en la determinacion de la fre-
cuencia. Counsiste, en principio, en lo siguiente: delante de la varilla

b

-
= @
. 3 T

Varilla 2
oscilante o

N Leate ‘Iﬂh

= O , Diapason [

= o Miscroscopia
®) o Pantalla

O

Fig. 236. Fig. 237.

oscilante (fig.236) gira con velocidad angular coustante un disco
dotado de perforaciones de la misma forma, distribuidas eivealar-
mente a distancias iguales una de otra. Si el tiempo que tarda un
agujero en pasar a una posicidn ocupada por el agujero anterior
es igual al tiempo que tarde en pasar, sucesivamente, por la misma
posicién, el cuerpo oseilante, éste, visto a través de aquéllos, apare-
¢e como sl estuviese en reposo.
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Si el primero de esos tiempos es menor que el otro, el cuerpo
aparece como si se desplazara lentamente hacia atras, y si es mayor,
como s1 se moviese despacio hacia adelante.

La coincidencia se alcanza, teniendo presente lo que antecede,
variando convenientemente la velocidad angular del disco. Es claro
que la exactitud del método depende de la exactitud con que es
posible determinar una velocidad angular; en reahdad se sustituye
un problema con otro.

M. Leod y Clarcke (1880) han aplicado este método de manera
tal, que la velocidad angular de rotacién puede determinarse con
suma exactitud.

Por medio de un microscopio (fig. 237) se observa simultanea-
mente la extremidad de la varilla oscilante y las imégines de lineas
equidistantes trazadas en un papel arrollado en un tambor girante,
que proyecta, en el mismo plano, una lente de corta distancia focal.

Fig. 239.

Si tanto el cuerpo como el tambor estdn en reposo, el campo
ofrece el aspecto de la figura 238; si ambos se mueven, el campo
aparece como se ve en la figura 239.

Si el tiempo que tarda una linea en ocupar la posicion de la pre-
cedente es menor que el periodo de la varilla, la sombra alabeada se:
mueve, aparentemente, en sentido contrario al de la rotaciéon del
tambor; lo inverso ocurre si aquel tiempo es menor que el de la os-
cilacién. Lia sombra permanece en reposo si los tiempos son iguales.

Si el nimero de lineas es muy grande, ya para velocidades pe-
quefias de rotacidn, el tiempo que tarda una linea en ocupar el lugar
de la precedente es muy pequefio. Por ejemplo, si el cilindro tiene
10 centimetros de radio y las lineas se trazan a un milimetro de
distancia una de la otra, resultan 628 lineas, aproximadamente.

Si el cilindro diese una vuelta por segundo, aquel tiempo seria

o8 ———de segundo, lo que corresponderia a 628 vibraciones por segundo.
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Velocidades de rotacién de ese orden pueden medirse muy exac-
tamente senalando sobre el tambor, por medio de trazos, por el
mismo procedimiento que en el caso del método grafico, la marcha
del tiempo, de segundo en segundo.

9. Teorema de Fourier. — Se ha discutido ya el problema de la
superposicion de movimientos arménicos simples ; el movimiento resul-
tante se obtuvo por la aplicacién del principio de coexistencia. Se pue-

den obtener asi los mas
variados tipos de mo- /$\
vimientos oscilatorios. \.
Encararemos ahora N
el problema inverso N\
preguntando: jes po- \\
sible considerar a todo \ A
movimiento oscilato- / \\
rio como la superpo- / \\
sicién de movimientos —— | 3
oscilatorios simples? — - /:-(:::--X/?(—— T
Por el teorema de | - 2 T
Fig. 24C

Fourier se evidencia
que un movimiento oscilatorio cualquiera del periodo 7' resulta, d¢
una sola manere, por la superposicién de movimientos oseilatorios

) T T T
simples de periodos 7, ST ete.

Que eso es posible de una manera unica significa que existe tun
s6lo un sistema de valores de las amplitudes y de las fases iniciales
que resuelven el problema.

En la figura 240 se ha representado el caso de un movimiento de
cierto periodo T, cuyas elongaciones varian proporcionalmente al
tiempo. Las cruces representan los valores que se obtienen por la

. : T
superposicién de los movimientos sinusoidales de periodosT,—g— 5

%‘, que estdn sefialadas en la figura.

La curva sinusoidal 1 de periodo T se denomina oscilacién funda-
mental ; las otras, cuyas frecuencias son iguales a algunos de los sub-
multiplos del periodo de la fundamental, se denominan armdnicas.

El movimiento ondulatorio que origina la oscilacién dada es idén-
tico al que se obtiene por la superposicién de las ondas que corres-
ponden a las oscilaciones simples o componentes.






CAPITULO X1V

PROPAGACION DEL MOVIMIENTO OSCILATORIO
EN UN MEDIO ELASTICO. ELEMENTOS DE SISMOMETRIA

A. — DEFINICIONES. HCUACIONES DE LOS RAYOS. PRINCIPIO

DE IIUuYGENS. REFLEXION Y REFRACCION DE ONDAS.

1. Consideraciones generales. — La experiencia ensefia que si
una poreioén cualquiera de un medio continuo sufre variaciones del
impulso, 1o mismo ocurrira, poco a poco, en todos los elementos de
masa circundantes. Primero son las partes mas proximas luego las
mas alejadas las que sufren una variacion de su cantidad de movi-
miento; la perturbacion se propaga con velocidad finita en todas
las direcciones. Si el medio es homogéneo e isétropo el valor de la
velocidad de propagacion es independiente de la direceidn.

Un golpe dado en el extremo de una larga barra de hierro es
acusado, por procedimientos subjetivos u objetivos, en el otro extre-
mo, después de transcurrido cierto intervalo de tiempo. Un movi-
miento de las masas rocosas en el seno de la tierra se propaga hasta
los lugares mas remotos, si bien con intensidad decreciente.

Lo mismo ocurre con las explosiones en el aire o en el agua; poco a
poco se pereiben en lugares mas y mas lejanos con decreciente energia.

En todos estos casos el movimiento originario consiste en varia-
ciones del impulso que se pueden considerar, de acuerdo con el
teorema de Fourier, como la superposicién de movimientos oscila-
torios de diferentes frecuencias.

Por este motivo, estudiando el fenémeno de la propagacion de
un movimiento oscilatorio simple tendremos resuelto el problema
de la propagacidon de un movimiento cualquiera.

Nos limitaremos a medios isétropos ¥ homogéneos en los que, sien-
do todos los lugares y direcciones idénutices, es suficiente considerar
una direceidén cualquiera.

2ht
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Si en un medio elastico es alejado un elemento de masa de su
posicién de reposo nace en seguida una fuerza que trata de res-
tablecer su primitiva posiciéon. Si el elemento es abandonado a si
mismo oscilari alrededor de ella.

Si la deformacién cae dentro -de los dos limites de la elasticidad
perfecta, la fuerza es proporcional a la elongacién, segiin la ley
de Hooke, y el movimiento vibratorio sera arménico.

2. Ondas longitudinales y transversales. — La experiencia
muestra que el movimiento oscilatorio se propaga de dos maneras:
en una las masas oscilan perpendicularmente a la direccién de

=

(22

propagacién; en la otra las masas oscilan en la misma direccién
.en que se propaga el movimiento.

Consideremos el primer modo de propagaciéon. Tengamos un medio
continuo y aislemos con el pensamiento cierto ntimero de elementos
iguales de masa situados sobre cierta recta zz, a distancias iguales.
En la figura 241 a estan representados por puntos. Si uno cualquie-
ra de ellos es alejado de su posicion de equilibrio y abandonado a
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si mismo, cumplird un movimiento oscilatorio rectilineo; el tiempo
T de oscilacién serad el mismo para todos los puntos.

Supongamos que el primero de ellos aomienza a oscilar en cierto
instante en direccidén normal a zz y que perdura en ese estado. Poco
a poco se encontraran oscilando en la misma direccién todos los de-
mas puntos; los intervalos de tiempo transcurridos entre el comienzo
de los movimientos de dos puntos consecutivos deben ser iguales,
puesto que la sustancia es homogénea y las distancias son de la mis-
ma magnitud. En la figura se han dibujado estados simultdneos del
movimiento de las particulas para el instante que se toma como mo-
mento inicial, en el que todas las particulas se encuentran en reposo,

T T 3T 4T
15 4 , T y—7—.Se ha supuesto que el

tiempo que tarda la perturbacién en pasar de un punto a otro, es
igual a la doceava parte de un periodo. Las pequenas flechas indi-
can el sentido momentidneo del movimiento.

Entre el estado representado por la curva I y el representado por
la. 'V el movimiento se ha propagado hasta la particula 13; la 1 ha
cumplido una oscilacién completa, la 7 s6lo media osecilacion v la 13
recién comenzard a moverse. Esta se comporta respecto a las si-
guientes de la misma manera que la 1; el estado de movimiento
de las particulas 13 a 25 — continuando la construccién hacia Ta
derecha — serad luego, en todo instante, idéntico al de las particulas
1 a 13; éstas v las particulas 2 y 14; 3 v 15, ete., tendrian exacta-
mente la misma fase,

y para los instantes

Es facil ver que los clementos de masa se encuentran en todo
instante distribuidos sobre una sinusoide (*). El movimiento se dice
doblemente periédico, en el espacio y en el tiempo, pues fijando la
atencién en un punto el movimiento es oscilatorio en el tiempo v
considerando todos los puntos en un instante de tiempo, las elon-
caciones se repiten periédicamente con la coordenada. En la figura
9241 b se ha representado el estado de movimiento de todos los puntos
para diversos instantes.

Si se tiene en cuenta que cada punto tiene la elongacién que
tenia el anterior transcurrido un intervalo de tiempo igual al que
tarda la perturbacién en recorrer la distancia que los separa, es
evidente que ¢l movimiento de todos los puntos se obtiene haciendo
mover una sinusoide con una velocidad igual a la de propagacion.

(') Véase el nimero 3.
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Un movimiento con estas caracteristicas se denomina ondulatorio
y se dice que el movimiento se propaga por ondas.

El camino recorrido por la perturbacién en el tiempo de una osci-
lacién se denomina longitud de onda y se indica habitualmente con
la letra A. Si se representa con v la velocidad de propagacion es

A=0vT, [1]

o, introduciendo la frecuencia,
h o= —. (2]

Es claro que dos puntos que se encuentran a una distancia igual
al largo de onda se encuentran en la misma fase o, reciprocamente, la

UI'HIII 44 1 I m

'.\),.\‘ RIS . LSS,

Fig. 241 a.

distancia comprendida entre dos puntos que se encuentran en la mis-
ma fase es igual a la longitud de onda. Los puntos situados a la dis-

-

. A :
tanma?se encuentran, en cambio, en fases opuestas.

Ocupémosnos ahora de las ondas longitudinales. Tos elementos de
masa oscilan, segin dijimos, en la misma direceién en que se propaga
el movimiento.

La representacion del proceso se logra de una manera enteramente
analoga a la del caso anterior; en lugar de elongaciones transver-
sales se tienen elongaciones longitudinales en uno u otro sentido.
Resulta asi la distribucion que se ve en la figura 242 donde las
flechas indican el sentido momentaneo del movimiento de los puntos;
en unos lugares la materia se hace mas densa, esto es, se comprime,
en otros se enrarece, es decir se dilata.

Conviene hacer notar aqui que se tiene dos magnitudes variables:
la velocidad y la presion. Al donde momentineamente la presién
es un maximo, la velocidad de las particulas es un minimo, v
reciprocamente.
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Estas variaciones son, como en el caso anterior, periédicas en el
espaclo y en el tiempo.

Puede utilizarse, para representar oscilaciones longitudinales, lo-
que es muy comodo, la misma representacién de las transversales.
Basta para ello (fig. 242) convenir que elongaciones longitudinales
hacia la derecha se dibujaran transversalmente hacia arriba v elon-
gaciones hacia la izquierda se dibujarin dirigidas hacia abajo.

La definicién de longitud de onda es la misma de antes, de modo
que la formula [1] es valida también en este caso.

Cabe preguntar ahora cuindo se produce uno u otro modo de
propagacién. Lia experiencia ensefia que en los fluidos la propagacion
del movimiento es siempre longitudinal mientras que en los cuerpos:

*——o-—90 00 0doe o S — ¢ 60— ] :
rdilatacion compresion dilatacion compresian difatacran
[ e—— ! :

Im—d R -

Fig. 242.

solidos eldasticos la propagacion sc realiza tanto -por ondas longitu-
dinales como transversales. Para una misma substancia sélida, la
veloeidad de propagaciom de una clase de ondas es diferente de la
velocidad de la otra; la de las longitudinales, que depende del
médulo de Young, es mayvor que la de las transversales, que depende
del mddulo de deslizamiento.

Existe todavia otra clase de ondas: las superficiales, llamadas
en el caso de los sélidos, de Rayleigh, por haber sido este fisico el
que revels teéricamente su existencia; ondas que son mantenidas
también por fuerzas elésticas.

Ademés, existen ondas superficiales en los fluidos; de las del
agua nos ocuparemos a continuaecion.

3. Las ondas superficiales de los liquidos. — Si se presiona:
momentineamente en un punto de la superficie de una masa liquida
on reposo, se origina un movimiento ondulatorio que se propaga en:
todas direcciones.
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Los puntos mas altos, cispides, y los mas bajos, valles, forman
»circulos cuyo centro se encuentra en el lugar del choque y que se
propagan con la misma velocidad en todas direcciones; sus radios
-aumentan continuamente con el tiempo.

Ese movimiento puedé reproducirse, sucesivamente, cierto niimero
-de veces, presionando periédicamente en el mismo punto; asi pueden
. observarse mejor los fenémenos. En un lago, por ejemplo, seria
suficiente dejar caer, en el mismo punto, de tanto en tanto, pequeiios
trozos de un cuerpo sélido.

Podra observarse que las masas liquidas, mejor dicho, las particu-
las, no sufren, dentro de intervalos finitos de tiempo, desplazamien-
tos apreciables; un trozo de corcho situado en un punto cualquiera
se encontrara ora en el vértice de una clspide ora en la de un valle,
pero su posicidn media sera invariable. Lo que se propaga en todas
las direcciones de la superficie, es pues, tan solo el movimiento.

La causa de la produccién de estas ondas (suponiendo que no sean
de amplitud muy pequena) es la fuerza de gravedad; si por una
causa cualquiera el liquido asciende en un lugar por encima de la
-superficie libre, la presiéon hidrostatica se haréa, en las masas liqui-
das desplazadas, menor o mayor que la presién atmosférica y, por
-consiguiente, descenderan o ascenderan nuevamente; el movimiento
se propaga a las masas vecinas, lo que significa que, prescindiendo
del roce, la energia almacenada en un instante en una masa liquida,
pasa sucesivamente a las masas cercanas.

Los hermanos Er.nesto, Enrique y Guillermo Weber han investigado
a fondo el movimiento ondulatorio de los liquidos alrededor del aiio
1825. Segun ellos, el movimiento ofrece las siguientes caracteristicas:

a) Las trayectorias de las particulas son elipses que se apro-
ximan & la forma circular; con el aumento de profundidad las
trayectorias se hacen, a la vez que menores, mas y mas alargadas,
hasta que finalmente consisten en lineas rectas horizontales;

b) El movimiento se nota hasta una profundidad igual a unas
300 veces la amplitud de las ondas.

En la figura 243 se ha representado la manera coémo se produce
la propagacion de la onda. Los caminos de las particulas se han
supuesto circulares, lo que parece ocurrir cuando el movimiento es
~muy regular; las particulas 1 a 15 guardan entre si tal distancia
que el tiempo que tarda la perturbacién en pasar de una a otra es
1gual a la doceava parte del periodo, esto es, del tiempo que tarda
‘un punto en deseribir por completo su trayectoria circular.
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La A se refierc al instante ¢ = 0 y las otras a los instantes
3T

-7 T, respectivamente. En cl instante representado por la curva B

4727

el punto O ha recorrido la cuarta parte de su trayectoria y la
ondulaeion ha legado hasta el punto 3, que en ese preeiso momento

'z, 243,

miciara su movimiento: en el representado por (7 el punto O ha
deserito la mitad de su camino v el movimiento se ha propagado
hasta la particula 6 recorriendo un camino que serd igual a media
longitud de onda. En la £ el punto O ha vuelto a su posicion iniclal
v el movimiento se ha propagado hasta el punto 12: ¢l camino
recorrido por la ondulacion es el largo de onda,

Lias posiciones sucesivas de las particulas 1 a 12 3 de las siguien-

tes, en ol transcurso del tiempo, se obtienen sin dificultad.
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En la figura 244 la curva que limita la parte con aspecto de liqui-
do correspondiente al instante f = 2 T, es decir, al instante en que la
particula O ha vuelto por segunda vez a su posicion inicial v la 12
por primera; el movimiento -se ha propagado hasta el punto 24.

Las otras tres curvas, contadas smucesivamente hacia Jla derecha,
corresponden a instantes que distan de ese momento los intervalos de

tiempo — , — y ——, respecti ente
"eS 1vamente.
I ' 5 , respectivam

Hemos dicho que el movimiento era mantenido por la fuerza de gra-
vedad, lo que es exacto mientras las amplitudes no son muy pequenas.

Fig, 244,

St esto no sucede se hace sentir la tension superficial del liguido ; si
las amplitudes son suficientemente pequeiias esta fuerza prima sobre
la de gravedad y el movimiento ondulatorio es regido por ella.

1. Superficie de onda. Ondas esféricas y planas. — Suponga-
mos que en clerto punto O de un medio homogéneo e isétropo se
I‘roduce una perturbacion periddica.

De O partiran, en todas direcciones, ondulaciones longitudinales
o transversales o ambas a la vez. Clonsideremos una cualquiera de
ellag, que dejaremos indeterminada.

Transcurrido cierto tiempo la perturbacion habra alcanzado todos
los puntos de una superficie esférica euvo centro estara en O : todas
las particulas de esa superficie comenzaran a vibrar al mismo tiemp
v se encontraran immdefimidamente en la misma fase, puesto que, por
la homogeneidad y la isotropia supuesta, los periodos de las osei-
laciones deben ser iguales.

Es claro que si se indica con 1 las distancias a partiv de O, todas
las superficies esféricas representadas por la ecuacion

r = constante

son los lugares geomdétricos de puntos de la misma fase; la fase
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cambia sobre cada esfera periédicamente con el tiempo y en el
mismo instante la fase varia periédicamente con la distancia 7.
No es menester discutir mayormente esta cuestién, puesto que basta
considerar la propagaciéon del movimiento en una de las direcciones
¥ adoptar el resultado para todas las demas.

La excitacién se propaga a partir de O en forma de ondas esféri-
cas. Segun esto una onda es esférica cuando los lugares geométricos
de los puntos que en un instante dado se encuentran en la misma
fase, lugares que se denominan superficies de onda, son esferas.

El movimiento se propaga en direccién de las normales a las
superficies de onda, las que en este caso, coinciden con los radios.

La onda se dice plana si las superficies de ondas son planas. A gran
distancia del centro O de perturbacion pequeiias partes de las superfi-
cies de ondas son, aproximadamente, planos ; la porcién correspondien-
te de la onda puede considerarse como perteneciente a una onda plana.

Por reflexion de ondas esféricas pueden obtenerse, como se vera.
ondas de ese tipo.

Las lineas segun las cuales se propaga la perturbacion se deno-
minan rayos.

5. Ecuaciones de los rayos de ondas esféricas y planas. — Las
consideraciones que siguen son vdlidas tanto para las ondas longi-
tudinales como para las transversales.

Supongamos que el proceso oscilatorio del centro O de excitacion
sea estacionario, es decir: sea la amplitud en O constante y el pro-
ceso oscilatorio perdure indefinidamente.
Fara que esto ocurra es preciso agregar a
Ja masa oscilante del centro O, en cada uni-
dad de tiempo. una cantidad de energia
igual a la que se propaga en el mismo ticm-
po en todas direcciones. Puesto que la ve-
locidad de propagacidon es constante esa
energia tarda el mismo tiempo en atrave-
sar los espacios comprendidos entre capas
esféricas del mismo espesor y, por consi- Fig. 245.

guiente, es claro que la energfa contenida en todo lustante en esas
capas tiene el mismo valor. ,

Segtin eso las energias que se encuentran almacenadas en un
momento en las capas sombreadas de la figura 245 comprendidas
entre las esferas de radio r;, v ry+dr; ra v r2-dr respeectiva-
mente, son iguales.
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Las masas comprendidas en esas regiones, que indicaremos comn
M, y M, se expresan por las relaciones

.2111 =2m1=p.47c7"12dr [3]

M2=EM2=LJ.4:7C’)‘22dT [41
s1 se indica con p a la masa especifica. Es decir que

2
Mmoo 5]

)

1”2 T22

lo que muestra que estan entre si como los cuadrados de los radios.

Por otra parte, se ha visto en el primer tomo, pagina 173, que si
una masa m oscila con la frecuencia n y « es la amplitud, la energia
esta representada por la relacion:

E =2x*mn?a’ [6]
De acuerdo con esto la energia contenida en la capa 1 sera
E1=22n2m1n2a12=2x2n2a122m1=2~,t2n2a12M1, [71

pues es claro que la amplitud, que indicamos con a;, serda la misma
en toda la zona elemental considerada.
De la misma manera resulta para la otra capa

E2 = 2 r2n? a22 1]4-2. [8]

Como por lo dicho K; = F., resulta

CL,L2 M1 = a22 ]"12 [Q]
0
2 M
. [10]
a22 M]
y por la [5]
a2 1o2 o
as? 12 as Ty

relacién que nos dice que en una onda esférica las amplitudes estdn,
en dos lugares dados, en razém imverse de las distancias que 1os
separan del centro de excitacidm.
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De acuerdo con esto, si en el punto O la amplitud es a, en los-
. . . . , a
puntos situados a cierta distancia r serd —.
T
Veamos ahora lo que ocurre con las fases. Supongamos que en
O el movimiento est4d representado por la relacién

¢
e =a.sen22x—, [12]
T
indicando con e la elongacién. Como la perturbacién tarda el tiempo
T
T = — [13]
v

en recorrer el camino 7, si v es la velocidad, es claro que cuando O
haga ¢ unidades de tiempo que estd vibrando los puntos situados a

: : . r _
la distancia r hari solamente el tiempo ¢ — © =% — 7 por lo tanto,

el argumento de las vibraciones de los mismos estard representado

r
f—
por 2 wTvy las elongaciones, de acuerdo con lo que antecede, por
2 7 r
e :isen——"t(t—i) [ 14]
r T v

o, introduciendo T dentro del paréntesis y teniendo presente que
vT es la longitud de onda. 2,

e =£sen21c<—t————r—>. [15]
r T A

Si la onda es plana, la energla que pasa a través de un elemento
de superficie de uno de los planos de onda pasa en todos los demas
a través de elementos de superficie idénticos; las amplitudes de las
oscilaciones seran en todas partes iguales; el argumento variari de
la misma manera que en el caso anterior.

Si en uno de los planos la amplitud es @ y el movimiento esta
representado por la expresion:

e=asen27:-i—, [16]
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el movimiento en un plano situado a la distancia r, en direceién de

la propagacién, sera
{
e=asen27r(——~r . [17]
T A

Las relaciones [15] y [17] son, respectivamente, las ecuaciones de
los rayos pertenecientes a una onda esférica y a una onda plana.
‘Con ellas se obtiene el estado de movimiento de todos los puntos
-en funcion del tiempo. Si se da a ¢ un valor constante y se hace
varlar a r se tiene el estado momentaneo de todas las particulas; si
la onda es plana las particulas se encuentran sobre una sinusoide.

Si se da a r un valor constante y se hace variar ¢, se tiene el
movimiento de las particulas situadas a esa distancia en funcion
del tiempo; se trata de un proceso oscilatorio sinusoidal.

En los casos anteriores se ha supuesto que la fase inicial del
centro de excitacidén es cero; si tuviese un valor ¢ las ecuaciones
de los rayos quedarian, como es evidente, las mismas, con el agre-
gado de ¢ en el argumento.

6. El principio de Huygens-Fresnel. — Fn lo que antecede se

ha supuesto que las perturbaciones elasticas se propagan segun
rectas que hemos denominado rayos: la excitacion de una particula

-

Fig. 246.

provendria, exclusivamente, de impulsos que han ido pasando, suce-
sivamente, por puntos que se encuentran con ella sobre una misma
linea recta.

Tal suposicion debe abandonarse por c¢uanto es imposible explicar
hechos comunes de la experiencia.

Un observador, por ejemplo, que se encuentre detras de una pan-
talla AB (fig.246) lograra percibir en varias partes, desplazandose
«dentro de la zona sombreada, sin salir de ella, un sonido producido
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en O; si las ondas longitudinales, se propagasen en linea recta, esa
region seria de silencio con respecto a los sonidos que parten de
aquel punto.

Una experiencia interesante es la siguiente. Si la superficie de una
masa de mercurio contenida en una cubeta relativamente extensa
(fig. 247), se divide en dos partes por medio de una pared vertical
provista de una abertura, y se excita con un diapasén, por ejemplo,
un punto O de la superficie de una de las dos regiones, se genera un
movimiento ondulatorio que se propaga a la otra a través de la
solucién de continuidad de la pared. '

El movimiento en esta segunda regidén nunca queda confinada a
la zona que abarcan las lineas OA y OB; y estas ondulaciones
forman circulos concéntricos alrededor de la abertura si ésta es muy
pequena con respecto a la longitud de las ondas. Los puntos de
la abertura se convierten, pues, en ese caso, en nuevos centros de
excitacion. La penetracion de las ondas en la zona que podemos
llamar de sombra se denomina difraccion.

La observacién de fenémenos semejantes en la Optica hizo que
Huygens (padre de las ondulaciones) formulara para los respectivos
procesos oscilatorios un prineipio que
lleva su nombre y que permite expli-
car satisfactoriamente esos y otros he-
chos.

Ese principio rige también a los pro-
cesos oscilatorios de las sustancias elas-
ticas. Lo explicaremos aqui de una ma-
nera suscinta, de acuerdo con el empleo
que haremos de él en esta oportunidad,
reservando para la 6ptica una discusién
més profunda.

Huygens supone que de todo punto

Fiz. 248.

oscilante, cualquiera sea la causa que lo mantiene en ese estado,
parten impulsos en todas direcciones.

Todo punto alcanzado por una perturbaciéon ondulatoria se con-
vertird, segin eso, a su vez, en un centro de emisiéon de ondas.

La propagacién de una onda esférica se explicaria de la siguiente
manera: los puntos alcanzados por la excitacion que parte de O
(fig. 248) en cierto instante se encuentran sobre una esfera de radio
. En ese mismo momento todos comienzan a oscilar emitiendo ondas
elementales esféricas, que en el transcurso de un tiempo pequerio
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habran recorrido el camino ”; los puntos alcanzados por la exci-
tacién se encontraran sobre la envolvente S de todas esas esferitas
elementales, que es una esfera de centro en O; todo sucede pues,
aparentemente, como si la propaga-
S cién se verificara en linea recta.
Esto no ocurre, sin embargo,asi.
r Si S, por ejemplo (fig. 249), es la
superficie de onda en cierto instan-
P te correspondiente a una perturba-
cién que se origina en O, la excita-
cién en un punto P, en cterto ins-
tante t, sera la superposicion de los

Fig. 249. impulsos emitidos por los puntos de
. . roo. .1
la superficie de onda en los instantes { — —, si se indica con v la
v

velocidad de propagacién y, de una manera general, con r la dis-
tancia de esos puntos a P.

Fresnel ha sido quien ha completado el principio de Huygens con
el de superposicién de los movimientos o, como se dice también, de
interferencias. Como terminamos de decirlo, el estado de movimiento
de un punto es debido a la superposicién o interferencia de los impul-
sos que provienen de todos los lugarse de una superficie de onda.

No insistiremos en el método con el que Fresnel explica la propa-
cacion de la ondulaciéon de un punto a otro, de O a P, por ejemplo,
porque con ese procedimiento, que es elemental, la fase que se ob-
tiene para el movimiento de P es errénea y porque asi no se logra
levantar esta grave objecién, que alcanza también al principio de
Huygens en su forma primitiva: la experiencia ensefia que las
perturbaciones no se propagan jamas hacia atras en un medio homo-
génec, mientras que, segun el principio, esto ocurriria; la envolvente
S (fig. 248) seria también una superficie de onda.

Kirchhoff y Voigt han formulado matematicamente de una ma-
nera rigurosa el principio de Huygens-Fresnel, haciendo asi posi-
ble explicar cualitativa y cuantitativamente todos los hechos de la
experiencia; de esa féormula resulta que la perturbacién no se pro-
paga hacia atrés.

7. Reflexion y refraccion de ondas en la superficie de separa-
cion de dos medios elasticamente diferentes. — Si un movi-
miento ondulatorio llega a la superficie de separacion de dos medios
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elasticamente diferentes se observa que de los puntos de ésta parten
ondas dirigidas hacia el interior de ambos medios; las que van hacia
el primero se dicen reflejadas, las que se propagan en el segundo
se denominan refractadas. _

Supongamos que se trata de medios elasticos sélidos, que indicare-
mos con los ntimeros 1 y 2, y que la superficie de separacién sea un
plano P (fig. 250). Si en un punto O existe un proceso oscilatorio-

se generari una onda longitudinal y otra transversal. Cada una de
éstas da lugar, al incidir sobre la superficie de separacién, a dos
ondas reflejadas, de las cuales una es longitudinal y otra trans-
versal, v a dos refractadas, también una de cada especie.

Estas ondas se construyen sin dificultad aplicando el principio
de Huygens. Construyamos primeramente la onda longitudinal
reflejada, proveniente de la incidente de la misma clase; nos limi-
taremos a la construceién en un plano que pasa por el centro de
excitacién y es normal a la superficie de separacion.

Sea Oa la normal del plano P y consideremos sobre estos puntos a.,
Di, c1, ete., que se encuentren de O a distancias tales que la pertur-
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bacién los alcanza, uno después de otro, transcurridos intervalos
iguales de tiempo a contar del momento en que la excitaciéon llega
a a; lo mismo ocurrird con los puntos simétricos as, bs, €2, ete.,
que sg encuentran del otro lado de @. Tales puntos se hallaran, por
lo tanto, sobre circulos de centro en O cuyos radios sucesivos difie-
ran en una misma cantidad .

En el instante en que la perturbacion llega a los puntos d; y d- la
onda elemental reflejada que parte de @ debe haber recorrido, como
es notorio, un camino igual a Aa;, es decir, habra alcanzado todos
los puntos de la semiesfera de centro a que pertenece a una esfera

tangente a la de radio

0 Od,. Las ondas elemen-

/,’T\\ talesreflejadas que par-

0 N ten de a; v as deben ha-

2 | * ber recorrido un cami-
! \ no igual a Bd;, de mo-

1 \ do que la esfera a que

: Te * pertenecen los puntos
alcanzados por la exci-

tacidn es tangente tam-
bién a la de radio Od,.

, Lo mismo ocurre con
, las ondas reflejadas
; provenientes de los de-

! mas puntos.

Lia envolvente de to-

|

|
"

|

AY

‘Ol’, das ellas, que es la su-
. perficie de onda del
Fig. 251.

movimiento reflejado, es
d.8d; curva idéntica que la d.8°d; y que puede considerarse como
la imagen de ésta respecto al plano P. Como la {ltima es una calota
esférica lo es también la primera; su centro serd un punto 0’ situa-
do del otro lado del plano P simétricamente con respecto a O, es
decir, sobre ]la misma normal y a una distancia igual.

A un rayo incidente Ob;, por ejemplo, corresponde un rayo refle-
Jado cuya direccion es la de 0’b;, que es con respecto al plano P,
simétrico de aquél.

S1 NN es la normal a la superficie de separacion, al angulo Ob1N,
que se llama de wncidencia, serd igual al NbyR, que se denomina de
reflexion.
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En lo que se refiere a la onda transversal reflejada, originada
por la longitudinal incidente, las cosas suceden asi: Como se ha di-
cho, la velocidad de las ondas transversales es menor que la de las
ondas longitudinales;las ondas elementales transversales reflejadas
por los puntos a, a1, as, ete., habran recorrido en el mismo tiempo
considerado en el caso anterior espacios menores; la envolvente de
todas ellas, vale decir, la superficie de onda de la perturbacién
transversal, que indicaremos con r;, queda envuelta por la superficie
de onda de la excitaciéon longitudinal E; en la forma que indica la
figura 251. La onda transversal reflejada no sera, como es evidente,
esférica, ni satisfara la ley ordinaria de la reflexion; los dngulos de
incidencia y de reflexidon no seran iguales sino que estarédn ligados
por otra relacidén que deduciremos mas adelante.

De cada uno de los puntos a, @y, as, etc., parten también ondas
elementales longitudinales y transversales hacia el interior del medio
2 constituyendo las ondas refractadas; las formas de éstas, que
representamos con las letras R; y E: no son esféricas. En el caso
representado por la figura 251 se ha supuesto que la velocidad de
propagacion en el segundo medio es menor que en el primero; la
onda longitudinal es siempre mas veloz.

Hemos considerado hasta ahora tnicamente las ondas provenien-
tes de la longitudinal incidente.

Si se consideran las provenientes de la onda transversal los
resultados son andlogos; de las ondas reflejadas sélo de la misma
especie, esto es, la transversal, es esférica v sigue las leyes ordi-
narias de la reflexiom.

8. Reflexion y refraccion de ondas planas. — Estudiando la
reflexion y refraccion de ondas planas se evidencian, de una manera
sencilla, algunos fendémenos de interés.

Estudiaremos los fenémenos en un plano normal al PP (fig. 252)
que supondremos sea la superficie de separacién de dos medios.

A fin de hacer una construccién general, supongamos que la onda
reflejada es cualquiera de las dos de diferente especie que corres-
ponden a una onda incidente. Indiquemos por esto con v la veloci-
dad de la perturbacién incidente y con v’ la de la reflejada.

La superficie de la onda incidente estard representada en cierto
instante, en el plano en cuestién por la linea ae; los rayos, de los
que se han trazado cinco equidistantes entre si, le son normales e
inciden bajo el mismo angulo, que indicaremos con 0.



— 268 —
Es claro que si el tiempo que tarda la perturbaciéon en pasar de ¢ a a4

. , 3 .
es T, el tiempo empleado para pasar de d a a; seréd—- T, de c a a; sera

Rl ete., en virtud de las propiedades geométricas de las transver-

sales cortadas por las lineas paralelas, equidistantes en este caso.

medio @

medio 2
Fiz. 252,

Esta observacion nos permite construir la onda reflejada ; lo hacemos
aparte para mas claridad.

Cuando el punto @ haga t segundos que estd vibrando, el a; hara

2

3 1 : :
~solamente—4— T, el az 7, el A Ty el a4 cero, es decir, ese ins-

tante corresponde al de la llegada de la excitacion a ay.

Puesto que el medio es homoégeneo es evidente que a rayos inei-
dentes paralelos corresponden rayos reflejados también paralelos
entre si. Sea & el angulo que forman con la normal N a la super-
ficie de separacion.

En el instante en que la excitacién llega a @y las excitaciones
reflejadas que parten de los puntos @, a@;, a», ete., deben haber
recorrido los caminbs

ae = <,
3
ard = —v' <,
4
2
a ¢’ = —v' <,
4
h
1
asj b = — 'U’ <,
4
respectivamente.

Como la relacion que guardan entre si las distancias ac¢’, ad.
ete., son iguales a las que guardan las a4, a,a4, ete., resulta, por



— 269 —

las propiedades geométricas antes enunciadas, que los puntos ¢/, d’,
¢ y b’ se encuentran sobre una recta que pasa por ay. Luego la
onda reflejada es plana.

Esa recta es, por el principio de Huygens, la envolvente de las
ondas elementales que parten de @, a,, ete., y debe ser normal a
los rayos ae’, a;d’, ete.

Si se tiene, por otra parte,

e a =0T =0a0a4.8n0

ea=v7=aa4.sen ®
de donde
v sen O
’ = y ) [18]
v sen ©

relacion que permite construir los rayos reflejados conocidas las
velocidades ¥y dado el angulo de inecidencia.

Se ve asi que sélo para la onda reflejada de la misma clase que la
wnctdente vale la ley ordi-
naria de reflexion. -

En efecto, en ese caso

¥, por consigulente, credio 4

sen © = sen ©
0 medio2

0 =0". [19]

La relacion [18] per-
mite todavia deducir una .
consecuencia 1lmportante, ¥ig. 253.
relativa o la reflexion de
une onda transversal incidente. De las ondas reflejadas la longitu-
dinal tiene una velocidad mayor, es decir, es en ese caso v > v,
y, por consiguiente, © > ©. Existird entonces un angulo de ineci-
dencia © para el cual la onda longitudinal reflejada es rasante, es
decir, para la cual es ©® =90°. Si la onda transversal incide bajo
un angulo mayor que ©; no existird ninguna onda reflejada lon-
gitudinal, sino solamente la transversal.
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Estudiemos ahora la refraccién. La construceiéon no difiere en nada
de la que acabamos de emplear a propdsito de la reflexién; debe
tomarse, naturalmente, la velocidad que en el segundo medio tienen
las ondas refractadas, pues, repitamos, a cada onda incidente corres-
ponden dos ondas refractadas, una longitudinal y otra transversal.
Si la incidente es plana, las refractadas también lo serdn;en la figu-
ra 253 se ha representado graficamente la onda incidente y una de
las refractadas.

Si son v, y vo las velocidades respectivas, se tiene, lo mismo que
antes

V1 sen O

- , 120]
) sen O

donde O; y 0O, se denominan, respectivamente, 4ngulos de incidencia
v de refraccion.

Como v, y v2 son constantes para dos medios dados, la ley de re-
fraceién se enuncia diciendo que los senos de los angulos de inciden-
cie y de refraccion estin en una relacion constante.

9. Reflexion total.— Si la velocidad de propagacién de una cual-

quiera de las ondas refractadas en el segundo medio es mayor que la

de la onda incidente en

el primer medio, siem-

IN pre podri encontrarse

; un angulo O (fig. 254),

6, l para el cual las pertur-

medio 1 ] baciones que parten de

'aﬂ;re‘;gﬂ?& P ¢y dea (onda refracta-

82 da) llegan a ay al mis-

mo tiempo; si esto su-

cede, ocurrira lo mismo

con las que parten de
&V, CYy a» ete.

Fig. 254. Las superficies e

onda de las excitaciones

que partiendo de a, ai, as, ete., llegan al mismo tiempo a a4, son

circulos (en el espacio, cilindros) que se tocan en ay; la superficie

de onda quedara reducida a la linea de contacto de esos cilindros.

mejor dicho, a una banda angosta que se propaga a lo largo de la
superficie de separaciom.
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La direccién de los rayos seria, pues, la de la recta PP; la onda
se refracta formando con la normal un ingulo © de 90°. El valor
del angulo de incidencia correspondiente, que indicamos con ©;, que:
se denomina dngulo limite de refraccion, resulta de la relacién

(2!

— = gen 0,. [21]
V2

Si el angulo de incidencia es mayor que ©; no existe una onda
refractada de la clase en cuestion.

B. — VELOCIDAD DE ONDAS LONGITUDINALES Y TRANSVERSALES
EN MEDIOS IIOMOGENEOS E ISOTROPOS

10. La aceleracion de un elemento de masa. — Supongamos
que en un medio elastico homogéneo e isétropo se propaga una onda
plana, longitudinal o transversal.

La aceleracion de que estd animado un elemento cualquiera de
masa, en un momento dado, se obtiene, como se sabe, dividiendo la
diferencia entre las velocidades correspondientes a dos instantes in-
finitamente vecinos por el intervalo de
tiempo comprendido entre ellos. | A B

Si u; y u» son las velocidades de la Fig. 235.
masa representada por el punto 4 (fig.

255), en los instantes ¢ y ¢t -+ 1, siendo T muy pequeiio, la acelera-
cion en el instante ¢ es

o =21 (22]
T
Consideremos ahora otro punto B que dista de A un camino tal
que la ondulaciéon tarda justamente el tiempo T en recorrerlo. Puesto
que el movimiento es oscilatorio, el punto B tiene la misma veloci-
dad que 4, t seeundos méas tarde, de modo que en el instante ¢+ 7
tendra la velocidad u;; en ese mismo momento el punto A tiene la
velocidad .
En lugar de la [22] puede escribirse entonces
g = 2B [23]
T
donde w4 y up son las velocidades de los puntos A y B en el mismo
instante t -+ 1, o, lo que es lo mismo, en el instante ?, pues t debe ser
infinitamente pequeio.
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Se ve asi que la aceleracién de un punto se obtiene, también, res-
-tando de su velocidad la que en el mismo instante posee otro muy
.cercano y dividiendo la diferencia obtenida por el tiempo que tarda
la excitacidén en pasar de un punto a otro.

Si se indica con v la velocidad de propagacion del movimiento es

AB
T = ; [24]
v
'y por consiguiente
q =p BT M4 125]
A B

11. La ecuacion de movimiento de un elemento de masa. —
A. OSCILACIONES LONGITUDINALES. — Para facilitar los razonamien-
‘tos nos referiremos tinicamente a la materia comprendida dentro de
un cilindro de seceidon igual a la unidad, cuyas generatrices o lados
.sean perpendiculares a los planos de onda; esa regién esta limitada

en el plano del dibujo (fig. 256) por
A las rectas S8S.

7
P*PA —F%/%‘— P’PB Sobre las caras laterales de un

elemento de masa como el sombreado,

\

S A r
actian las presiones P + pa y P+ pg,

Fig. 256.

respectivamente, donde P es la pre-
's16n en el estado de equilibrio, y p4 y ps las sobrepresiones res-
pectivas originadas por el movimiento ondulatorio. Puesto que se
ha supuesto que la seccién del prisma es la unidad, esas magnitu-
des representan, al mismo tiempo, las fuerzas que rigen su mo-

vimiento.
Si se indica con p la masa especifica de la substancia y con AB
el espesor del elemento, su masa es u. AB y, por consiguiente, por el

principio de masa,

Pp—Pa=pn.AP.a,® [26]

si se indica con a la aceleraciéon. De acuerdo con el parrafo anterior,
se tiene

Up — U 4

AB

a =v

—

(*) dbos signos no interesan para nuestro objeto.
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sl uy y ug son las velocidades que tienen en el mismo instante los pun-
tos situados sobre los planos que pasan por 4 y B, respectivamente.
Introduciendo esta relacién en la [26] resulta

Pp— P4 = w0 (Up— U4), [27]

ecuacion que se transforma ficilmente con el auxilio de relaciones
que deducimos a continuacidn.

B. RELACIONES ENTRE LAS VELOCIDADES DE LOS ELEMENTOS DE MA-
SA Y LAS PRESIONES. — Representamos los elementos infinitésimos de
masa por puntos y supongamos que en determinado instante ¢ las
elongaciones longitudinales de dos de ellos, 4 y B, estén dadas por
las ordenadas AA” vy BB’, (fig. 257). Si la perturbacién tarda el
tiempo T en pasar de 4 a B, el punto

1 11/
B ocupara, por lo dicho mas arriba, A | SRR B
en el instante £ 4 v una posiciéon B” E 4: B’
tal que la elongacién B” sea igual a i i
la elongaciéon AA’ que tenfa A en el A B
instante £. El desplazamiento de B ha Frg. 257.

variado en el tiempo T el camino B’ B” y, por lo tanto, su velocidad
que indicaremos con %, en ¢l instante ¢+t o ¢, si, como suponemos
T es muy pequefio, sera

/ 144
Up = ﬂ— ) (28]

—
v

o. introduciendo la velocidad @ de propagacion:
B/ BII

oo 29
B [29]

/Uv[; =7

Ahora bien, B” B” es el cambio de longitud o, lo que es igual, de vo-
Jlumen, que existe en el instante f en el elemento de longitud AB.
Si se trata de un sélido, debe ser, de acuerdo con las leyves de la
elasticidad,
Ig\/ ] 144 pB

= — [30]
AB E

donde E es el moédulo de Young.

En un flaido, como la presién tiene el mismo valor en todas di-
recciones, se trataria de una dilatacién o compresién uniforme y
fieuraria, en lugar del modunlo de Young, el de compresién. -«
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De las [29] y [30] resulta para los sélidos

Up _ v
y 4] E .
y analogamente (31}
Uy _ )]
Pa E
De estas relaciones se obtiene
Uup — g = ‘E (Pp— P4) [32F

Introduciendo esta expresion en la [27] resulta, finalmente:

wo?

v =‘/_§_, [33]

relacién que nos dice que en un sélido homogéneo e isétropo la velo-
cidad de propagacién de las ondas longitudinales es igual a la raiz
cuadrada del cociente de dividir el mdédulo de Young por la masa
especifica.

En un flaido se tendria

v =4/ Y (34]
®

donde W es el médulo de compresion.

C. OSCILACIONES TRANSVERSALES. — Se trata en este caso solamente
de cuerpos soblidos.

Las fuerzas que actian sobre un elemento son las tensiones tangen-
ciales de la materia que la rodea, de modo que se tendra, en lugar
de la [26]:

Tg— T4 =u.AB.a, [35]
donde Tp y T4 son las fuerzas tangenciales aplicadas sobre los pla-
nos que pasan por A y B, respectivamente (fig. 257).

Puesto que las relaciones [25] y [26] valen tanto para ondas lon-
gitudinales como transversales, la [27] sc convierte, en este caso, en

Tg— T4 = pv (ug—uy). [36]
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Esta relacion se transforma enseguida por las relaciones existen-
tes entre las velocidades de las particulas y las tensiones tangen-
clales.

Si en la figura AA’ y BB’ representan elongaciones transversales,
es claro que es como antes

BIBII
AB

Up =0

’ [37]

pero B’ B” representa ahora, evidentemente, el deslizamiento de la
seccidén que pasa por B con respecto a la seccidén que pasa por A v,
por consiguiente, si las deformaciones, son, como hemos supuesto,
muy pequenas, es

B'B’’ )
AB

= ¢ [38]

si @ es el angulo de deslizamiento (véase tomo I pag. 356) y, por
consiguiente,

B’'B"’ T
=2 [39]
AB i
s1 ® es el modulo de rigidez o torsion.
La [37] se convierte en
Up _ TB [40]
v d '
y se obtiene, andlogamente
U4 = TWA [4.1]
v P

De estas relaciones y de la [36] resulta

U=/‘/§, [42]
n

es decir que la velocidad de propagacién de ondas transversales es
igual a la raiz cuadrada del cociente de dividir el médulo de torsion
por la masa especifica.

Segtin estas deduceciones la velocidad de propagacién no depende
de la frecuencia de las ondas.



— 276 —

En la tabla que va a continuacién se dan algunos datos numéricos
relativos a substancias sélidas, calculadas con las férmulas prece-
dentes.

Velocidad de propagacién
en m/seg
Substancia
Ondas Ondas
longitudinales transversales

Hierro ............... 4310 2560
Acero .............. 5560 3180
Mg oo 6390 3740
Latébn ............... 3620 2090
Pizarra caliza ........ 5150 2980
Oxido de sflice ...... 5350 3620
Opalo .............. 3840 2000

La velocidad de propagaciéon de ondas transversales es menor que
le. de ondas longitudinales, puesto que el mdédulo de torsién es menor
que el de Young.

Es claro que las férmulas deducidas seran validas solamente mien-
tras las deformaciones caigan dentro de los limites de la elasticidad
perfecta, es decir, mientras sean muy pequenas.

En el capitulo siguiente tendremos oportunidad de confrontar, en
parte, los resultados experimentales con los tedricos.

C.— TEMBLORES DE TIERRA. BREVISIMAS NOCIONES DE SISMOMETRIA

12. Generalidades. — La perturbaciéon del equilibrio de masas te-
rrestres en un punto cualquiera del interior del globo da Iugar a ondas
elasticas que se propagan en todas direcciones. El movimiento ocasio-
nado por estas ondas se designa con el nombre genérico de temblor.

De las caracteristicas de tales ondas pueden sacarse conclusiones
de sumo interés relativas a la naturaleza y estado de las substancias
que componen la tierra, por lo que su estudio ha sido siempre motivo
de preocupacion en todos los paises civilizados.

Los instrumentos destinados a percibir y registrar los movimientos
terrestres en un punto cualquiera se designan con el nombre de sis-
mometros o sismografos. En la sismometria moderna se exige no so-
lamente el conocimiento del instante preciso de llegada de la pertur-
baeidn, diferentes fases del movimiento, su duracion y periodo de las



ondag,-sino, muy en particular, el calculo de los verdaderos movimien--
tos de la tierra en el lugar de que se trata.

En general, consistira en desplazamientos segtin tres direccionesy
rotaciones alrededor de los mismo ejes. Las rotaciones son, por lo-
comin, muy pequefias con respecto a las traslaciones; se registran
por eso los movimientos segin dos direcciones horizontales normales
entre si y segin la vertical. Con estos tres datos se puede determinar -
la direcciéon y amplitud del movimiento.

13. Principio de construccion de los sismografos. Ecuacion
de movimiento.— Vcamos ahora en qué consisten los sismémetros.
A fin de comprender su funcionamiento y de penetrar en lo que es
esencial, consideremos, primera-
mente, el dispositivo que se ve
en la figura 258. Se trata de un
péndulo constituido por una
eran masa m suspendida de dos
hilos, que puede oscilar, por lo
tanto, inicamente, en una sola
direccion. La masa lleva un
indice I que inseribe sus des-
plazamientos con respecto al so-
porte sobre una cinta de papel
ahumado que se mantiene en
movimiento y sobre el cual se
seflala, a la vez, el transcurso
del tiempo, de minuto en minu-
to, por una instalacién seme-
jante a la que se ha descripto
en otra oportunidad.

El roce del indice sobre el
papel es, como se comprende

sin mayores explicaciones, una Fic, 258,

fuerza variable; el par de fuer-

zas variables que determina recacciona sobre el movimiento del pén-
dulo modificandolo.

Sj el indice I no inseribe directamente los movimientos, sino que
lo hace por un juego de palancas multiplicadoras, aparecen otras
fuerzas de roce que se superponen a la anterior. A fin de anular la
influencia de estas fuerzas sobre el movimiento del péndulo es que se-
wtilizan, para formarlo, masas muwy grandes.
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Veamos ahora cudl es el movimiento del péndulo bajo la acecidén
-de un desplazamiento periédico, que supondremos, para mayor sen-
-cillez, sinusoidal y de frecuencia 7, en direccidn oy.

El péndulo cumplird un movimiento que sera la superposiciéon (*)
de las oscilaciones forzadas de frecuencia my, que carecen de amor-
tiguamiento, de las oscilaciones propias, amortiguadas, cuya fre-
cuencia indicaremos con n. Representaremos con ny la frecuencia de
las oscilaciones propias, supuesto nulo el amortiguamiento.

Se puede demostrar, sin mayores dificultades, que el movimiento
resultante es complicado y que de él es muy dificil, sino imposible,
deduecir el movimiento terrestre, que es justamente lo que interesa.

Su medida la da el movimiento que obliga ejecutar al péndulo,
¥ no, naturalmente, las oscilaciones propias de éste. Aun cuando éstas
son de suyo amortiguadas, como los movimientos sismicos son de corta
duracién, perduran lo suficiente para enmascarar todo el proceso.

No podemos detenernos mayormente en la discusién tedrica y gra-
fica de esta cuestién sin salirnos del margen que corresponde a la
presente obra.

De las consideraciones que preceden resulta, no obstante, clara-
mente, que es indispensable amortiguar muchisimo las oscilaciones
propias del péndulo (2) de modo que las oscilaciones propias desepa-
rezcan en el transcurso de muy pocas oscilaciones.

En los buenos institutos sismicos los péndulos son cast aperid-
-dicos (?).

Diseutamos ahora cuantitativamente la cuestién.

Si el movimiento terrestre estd representado en la direccién oy
“por la expresiom

a.cos2xnt, [43]

la ecuacion de movimiento del péndulo con respecto a ejes fijos
a su soporte (que cumplen el movimiento de la tierra) se obtienen
en seguida, puesto que de acuerdo con la teoria del movimiento rela-
tivo (véase tomo I, pagina 270 v siguientes) se puede suponer el

(*) En el capitulo VIII del primer tomo se han considerado independientemente
'las oscilaciones propias y forzadas. Es claro que éstas coexisten, pues la ecuacién
-diferencial [90] tiene, como solucién general, la suma de la solucién general de
la [78] (que son las oscilaciones propias), més la solucién representada por la
-[93] (oscilacién forzada).

(?) Tal vez electromagnéticamente.

(®) Supuesto que no son astdticos, como se verd més adelante.



— 279 —

sistema en reposo agregando una fuerza igual al producto de la
masa por la aceleracidén del movimiento de los ejes. Esta fuerza es,
de acuerdo con la expresion [43],

—m4nin?a.cos2wnt, [44]

y la ecuaciéon de movimiento, supuestas pequenas las oscilaciones,
como ocurre en general, sera de la misma forma de la [90] del ca-
pitulo VIII del tomo I, es decir,

d’y dy

I 4+ maninla.cos2mmt, [45]

m

= —ky—p——

donde %k y p tienen la significaciéon consignada entonces. Dejando de
lado por lo supuesto, las oscilaciones propias, la solucién sera

=B.cos2rnt—g), [46]
donde
2
B = ni®a 2 [47]
2 . 92)2 mp -
/‘/(’no n.%) +(21tm>
y
tang ¢ = mp : [48]

2 mm (ne?—n,?)

relaciones que se deducen de las formulas de la pagina 186 del tomo
I, poniendo en lugar de A el valor que le corresponde en este caso,
que es 4 °n® m a. La |[47] da la amplitud del movimiento del
centro de oscilacion de la masa; la amplitud del movimiento del
extremo del indiee, que indicamos con ¢, sera

IJ B 12(1

! ! o 2\2 mp
,‘/(no ) ( 27c"n)

donde I y L tienen la significacion que se ve en el dibujo.
Las magnitudes directamente accesibles a la medida son:
1° las longitudes [ y L;
2¢ la frecuencia n; del movimiento terrestre (que se deduce en
seguida del sismograma) ;

[49]

D
Il
|

3° la frecuencia n de las oscilaciones propias amortiguadas; y
4° el decrecimiento logaritmico y de estas oscilaciones.
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De las relaciones (')

n0=n1/1+ 1 [50]
4 7
y
p

se calcula la frecuencia n, que figura en la [49] correspondiente a las

oscilaciones propias sin amortiguamiento, y el término 3

Con esos datos se calcula en seguida la amplitud @ del movimiento
terrestre, que queda asi individualizado.

Ademas, por el sismograma se conocen los instantes de tiempo que
corresponden a las elongaciones maximas del movimiento forzado;
los instantes que corresponden a los maximos del movimiento de la
tierra, que es lo que interesa conocer, se calcula por la diferencia ¢
de fase existente entre ambos movimientos.

Si las oscilaciones propias del péndulo son casi aperiédicas, como
conviene que suceda, se tiene, muy aproximadamente,

P’ k

= = 4: 'TC2 ’noz. [52]
4 m? m

Introduciendo esta relacién en la [49] resulta:

2
gL _ma _ L o [53]
I n? + n? [ n_oz 41
({3
o introduciendo los periodos T y T e indicando con u al cociente TO
1
L L
e=1T2a T 2a1" 154
le + 1 v
0

féormula mucho mas simple que la anterior y que hace mis faecil la
determinaciéon de la amplitud a del movimento terrestre, pues no
hay que conocer el valor exacto del decrecimiento logaritmico.

En igualdad de condiciones (de L, I, T y @) la amplitud del sis-
mograma es tanto mayor cuanto mas grande es el periodo 7, de las
oscilaciones propias del péndulo.

(*) Véase tomo I, pdg. 181.
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Un tiempo grande de oscilacién puede obtenerse con péndulos
verticales de gran longitud o con péndulos horizontales.

Vicentini ha construido e instalado en Pavia algunos péndulos
verticales con un largo de 20 metros y con una masa de 400 kilogra-
mos. Los péndulos de este tipo pueden moverse libremente en todas
direcciones; por una combinacién de palancas el desplazamiento se
descompone en dos desplazamientos ortogonales.

El péndulo horizontal, que fué construido por primera vez por C.
F. Zollner y perfeccionado sucesivamente por otros, consiste en lo
siguiente : Una masa m (fig. 259) es mantenida por un hilo de acero
AB y se apoya mediante una barra CD en la punta de un tornillo ¢.

Si los puntos D y B se encuentran sobre la misma linea vertical el
centro de gravedad de la masa m permanece durante su giracion
siempre sobre el mismo plano horizontal ; todas las posiciones son,
pues, de equilibrio.

Si la linea BD es, en cambio, inclinada, el centro de gravedad de
la masa aldanza su posicion mas baja cuando los puntos B, C y D se
encuentran sobre el mismo plano vertical. Ksa posiecion serda la d»
equilibrio estable.

El momento que tiende a hacer volver
¢l péndulo a su posicién de reposo sera
tanto menor cuanto menor sea la inclina-

cibn de aquella linea, inclinacién que se
regula por medio del tornillo £.

El tiempo de oscilacion, que es inversa-
mente proporcional a la raiz cuadrada de

il

la fuerza directriz, puede hacerse asi muy

orande.

Existen otros tipos de sismobgrafos co-
mo los del gran sismélogo Wiechert y los de Mainka, los que tan
s6lo mencionamos dado ¢l objeto de este articulo.

Si el tiempo de oscilacion del péndulo es muy grande con respecto
a la de la onda terrestre, w es muy pequefio en comparacion con la
unidad y, por consiguiente,

Fig. 259.

a. [55]

L
e = —
[

El desplazamiento del centro de gravedad con respecto al soporte,
que se mueve con la tierra, serd, por la [49],

B =a,
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lo que significa que la masa queda tnmavil en el espacio. Un péndulo
semejante se llama astdtico; los péndulos de Wiechert son de este tipo.
Nosotros hemos deducido la consecuencia de que, cuando 7'y es muy
grande con respecto a Ty, el péndulo no se mueve en el espacio, utili-
zando las férmulas obtenidas para el caso de un péndulo aperiddico.
Tal resultado vale, también, si el péndulo carece de amortigua-
miento. En este caso es, en efecto,

P _o,
2m

y ademés, por lo supuesto, ny despreciable con respecto a n;, de modo
que la [49] se convierte en

(S a

L
T ’
relacion idéntica a la [55]. En los péndulos astaticos no hay que preo-
cuparse, entonces, del amortigua-
miento.

La teoria de un péndulo astati-
co puede tratarse de una manera
muy elemental.

Sea O (fig. 260) un péndulo
suspendido de un soporte fijo en
la tierra y supongamos que ésta
oscila en direccibn AC con un
periodo muy rapido con respecto
al de aquél. El centro de grave-
dad G de la masa m permaneceri
en reposo. Si el punto O se des-
27, 7, Dplaza hasta O’ la extremidad del

Fig. 260, indice I toca el punto 4 de la
tierra y como el punto que antes

estaba en B habra pasado a C se sigue que si el indice acusa un des-
plazamiento AB el OO’ se calcula por la relacién geométrica

00 =AC.%-

OB’

que no es sino la expresiéon [55].
En los sismégrafos destinados a la obtenciéon del movimiento ver-
tical se aprovecha, en general, de las oscilaciones forzadas que se
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producen en una masa suspendida de un resorte. En la figura 261
se¢ ha representado, esqueméaticamente, un aparato de este tipo.

La masa m estd fija a una barra que puede girar en un plano verti-
cal alrededor del punto 4; la espiral estd aplicada en B. Las oscila-
ciones pueden inscribirse mediante un indice I en una faja de papel
ahumado, que se desplaza en direccidén normal a las oscilaciones.

En lo que se refiere a los sismogramas mismos ellos ofrecen aspec-
tos diferentes segiin la distancia entre
el lugar de la pertubacion (hipocentro)

y el punto de observacion.

Un impulso cualquiera da lugar a on-
das longitudinales y transversales y ade-
mas a las ondas superficiales de Ray-
leigh, de las cuales las primeras tienen
una velocidad mayor de propagacibén,si-

guiendo luego las transversales y por m
fin las superficiales. A 3 I
Cuanto menor es aquella distancia Fig. 261.

tanto menos difieren los instantes de

llegada de esas ondulaciones y en el sismograma apareceran mas y
mas superpuestas.

minutos

0
——r
[

-y
T

il et ifnnar

} | T +
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T v
s 7 18 v
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Fiz. 262.

A distancias grandes, los tiempos de llegada son bastante distin-
10s como para que los trazos del sismografo no se superpongan,
Las ondas longitudinales y transversales son de pequeiia amplitud
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y de menor tiempo de oscilacion que las superficiales y constituyen
lo que se llama la prefase o fase inicial del temblor. La fase prin-
cipal corresponde a la llegada de las ondas superficiales de mayor
periodo y de¢ mucha mayor amplitud ; sigue después lo que se llama
la cola originada por diversas causas, entre otras, quiza, la llegada
de ondas reflejadas y difractadas. En la figura 262 se ha repre-
sentado un sismograma; en la fase principal pueden observarse
pulsaciones debidas a que se superponen, en realidad, ondas de
periodos diferentes.

Por la diferencia entre los instantes de llegada de las diferentes
fases puede calcularse la distancia y el lugar del epicentro, es decir,
la regién situada en la superficie de la tierra sobre la vertical que
pasa por el hipocentro.



CAPITULO XV

EL SONIDO. SU ESENCIA Y CARACTERES. INFLUENCIA
DE LA VELOCIDAD DE LA FUENTE SOBRE LA ALTURA.
PRINCIPIO DE DOPPLER

A. — CARACTERES DEL SONIDO. REFLEXION Y REFRACCION

1. El sonido se origina por un movimiento vibratorio de la
materia. — En el lenguaje comin sc designa con el nombre de
sonido a la vez a las sensaciones que se reciben por el oido como a
la causa externa que las determina.

Fisicamente consiste en un movimiento vibratorio excitado en un
euerpo, o en una region cualquiera de una poreién de materia, que se
transmite hasta el oido a través
de medios elasticos ponderables. (

HHabitualmente la excitacién (
lleea a los Organos auditivos a
través del aire.

Que el sonido se origina cn
cuerpos oscilantes es un hecho
del dominio coman. Se ve osci-
lar un diapasc’)n o una cuerda al
mismo tiempo que se percibe un
sonido que cesa tan pronto co-
mo el movimiento de esos cuer-

pos se extingue.
Un vaso al que se le ha dado
un golpe con la punta de un dedo, emite un sonido; sus vibraciones

no sc observan a simple vista, pero pueden ponerse en evidencia
acercando a sus bordes (fig. 263) la masa de un pequefio péndulo;
mientras perdure el sonido sera arrojada periédicamente en direc-
cién radial.

285
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Un experimento interesante que ratifica estas conclusiones es el de
Trevelyan. Una barra de cobre (fig. 264) lleva en una de sus caras

Fig. 264.

dos resaltos longitudinales pris-
maticos, de tal manera que su
corte transversal tiene la forma
que muestra la figura 265, y
se prolonga en una varilla del-
gada de hierro que termina en
una pequena esfera.

Sise la calienta a temperatura elevada en un mechero de Bunsen y se
la apoya sobre una pieza de plomo en la forma que ilustran las figu-
ras, se percibira en seguida, en toda la sala, un sonido. Se puede com-
probar, sin dificultad, que la barra oscila transversalmente. Lia causa
es la siguiente: tan pronto como una de las
aristas de los prismas toca al plomo, pasa ha-
cia éste una gran cantidad de calor; el plomo
se dilata bruscamente en el lugar de contacto,

impeliendo la barra hacia arriba, que cae del

otro lado, haciendo contacto con la otra arista. f \
HEste fenémeno se reproduce sucesivamente. Fig. 265.
Que la propagacion requiere la presencia de un medio ponderable

Fig. 266.

puede demostrarse por la experiencia si-
guiente, ideada por Otto de Guericke y re-
petida por Papin en la Sociedad Real de
Londres: si se suspende en el interior de
un baléon, de un hilo muy delgado, una
campanilla, figura 266, el sonido se hace
mas y mas débil a medida que se extrae
el aire hasta que para un vacio muy ele-
vado no se le percibe.

No solamente el aire transmite el soni-
do, sino todas las substancias elasticas.

Si se deja entrar en el balén vacio de la
cxperiencia anterior, un gas cualquiera, o
algunas gotas de un liquido, inmediata-
mente se propagaran hacia el exterior las
vibraciones de la campanilla. Lo mismo
sucede s1 se llena con un liquido.

Que el sonido sq propaga a través de los sélidos lo prueba el hecho
de que tal ocurre a través de las paredes de vidrio del recipiente.
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Muy ilustrativo es el siguiente experimento. Se sitda un reloj
sobre la mesa y se le tapa con algoddén o estopa hasta que su sonido
no se perciba a través del aire. Si se le toca, entonces, con uno de
los extremos de una larga barra metalica, colocando el otro extremo
en el oido, se oird en seguida su tic tac. Lo mismo ocurre si se
utiliza una barra de vidrio o de madera.

Se pueden mencionar también los hechos conocidos de que debajo
del agua se perciben los sonidos producidos fuera y de que la mar-
cha lejana de una cabalgadura se percibe de una manera muy niti-
da arrimando el oido al suelo.

2. El sonido es un movimiento ondulatorio.— Hemos dicho y
probado que el sonido se origina en cuerpos que vibran y que se tras-
mite a través de la materia ponderable. Nos falta agregar
que esa propagacion se realiza en forma de un movimiento
ondulatorio. HP

Que el sonido requiere cierto tiempo en pasar de un M

lugar a otro, es algo que revela la experiencia diaria.
Que la substancia a través de la cual se propaga cumple, en a

todas partes, un movimiento oscilatorio, puede comprobarse
por el siguiente experimento: si se sittia un péndilo eldastico Fia 267,
de Savart, constituido, fig. 267, por un pequefio péndulo sus-
pendido de modo que su masa toque en el centro de una membrana
tendida en un mwarco, en las proximidades de un
cuerpo que emite un sonido permanente (diapa-
sOn  entretenido electromagnéticamente o flauta
excitada por una corriente de aire), se observara
que el péndulo es arrojado periddicamente por
la. mambrana.

La explicacion del hecho es sencilla. Como las
oscilaciones propias de la membrana son amor-
tiguadas, se extinguen después de cierto tiempo.

La excitacion permanente del péndulo no puede
provenir, entonees, de las oscilaciones propias, si-
no de oscilaciones forzadas. Es, por consiguiente,
forzoso concluir que las masas de aire en contacto con la membrana
cumplen un movimiento oscilatorio.

Mas cémodo todavia es el aparato representado en la figura 268.
La agitacién de las pequefias particulas situadas sobre la membra-
na pone en evidencia al movimiento oscilatorio.
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Koenig, con mucho ingenio, dispone la membrana en contacto con
la masa de gas de alumbrado que alimenta un pequefio pico me-
diante un dispositivo como el representado en la figura 269. Si la
membrana estd en reposo, la presion en la capsula es constante, y,
por consiguiente, la altura de la llama no varia; si la membrana os-
cila varia la presién del gas, y, por lo tanto, la longitud de la llama.

Fig. 269. Fig. 270.

Esto no puede comprobarse a simple vista, pues por la persisten-
cla de las impresiones luminosas en la retina, el ojo sélo puede sepa-
rar imagines que se
forman en el mismo
punto, si el intervalo
de tiempo entre el co-
micnzo de ellas, cs
por lo menos, de un
déeimo de segundo.
Como, en general, las
oscilaciones se suce-
den muy rapidamen-
te, es imposible perei-
bir aquellos cambios
de la Ilama.

Se recurre, por eso,

a la separacion de las

imagines observando la llama por reflexién en un espejo rotativo

(fig. 270). Las imégines correspondientes a dos instantes muy
proximos aparecen asi en lugares distintos de la retina.

Fig. 271.



— 289 —

S1 no existen vibfaciones, la membrana permanece quieta, y se ve
en cl espejo una banda de luz de contornos lisos, debido a que la
altura de la llama permanece constante. Si se produce un sonido,
la llama aparece como una sucesién de lenguas, ofreciendo los mas
variados aspectos, seglin las caracteristicas de aquél. La figura 271
ilustra la cuestion.

Estas llamas manométricas facilitan la investigacién de muchos
fenémenos actsticos.

3. Las tres caracteristicas de la sensacion de sonido y las
magnitudes fisicas correspondientes.—A. INTENSIDAD.—AI] com-
parar subjetivamente dos sonidos, decimos que uno es mas o menos
fuerte que el otro o, en un lenguaje menos vulgar, que uno es mis
o menos intenso que el otro.

La experiencia muestra que cl sonido originado por un cuerpo
vibrante, por una cuerda o por un diapason, por ejemplo, es tanto
mas intenso cuanto maydr es la am-
plitud de las oscilaciones. !

B. Avrura.—ITablamos también de L) : ‘ﬁ
sonidos graves y agudos o de sonidos | A
mas o menos agudos. Los misicos ha- |
blan de sonidos mas o menos altos. | V
La cxperiencia ensefia que la altura el
de un sonido depende de la frecuencia |
de las vibracliones, es decir, del na- AN
mero de las oscilaciones por seeundo. | WAYN L

Esto puede ponerse en cvidencia
de una manera muy sencilla. ITemos
indicado ya coémo pueden medirse
experimentalmente las frecucncias de
varillas rectas o dobladas. Tomando dos diapasones de frecuencias

Fig. 272.

diferentes, se comprobari que el sonido de mayor altura correspon-
de al diapasén de mayor frecuencia.

Puede usarse al mismo fin la rueda dentada de Savart (fig. 272).
En ella el sonido es producido por la sucesion de choques de los
dientes de una rueda W, que gira con determinada velocidad an-
oular, contra el borde de un trozo C de cartulina. Cuanto més
orande es la velocidad de giraecién, tanto mayor es la altura del
sonido.
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Muchos sonidos carecen de una frecuencia bien definida, como
por ejemplo los producidos por el disparo de un fusil o por el
estallido del trueno; se dicen en tales casos que se trata de un ruido.

C. TimBreE. — El oido percibe en sonidos de la misma; altura, sobre
todo si provienen de cuerpos en condiciones diferentes, como por
ejemplo, las cuerdas de un piano y de un violin, ciertas diferencias
que se designan con el nombre de diferencias de tono o de timbre.
Como se ha de poner en evidencia maés adelante, las vibraciones en
los cuerpos consisten en una superposicién de oscilaciones de distin-
tintas frecuencias. La oscilacion de frecuencia méas lenta, que se 1llama
fundamental, es, en general, la més intensa y da la altura del sonido.

Dos sonidos de la misma altura pueden diferir, entonces, en las
cscilaciones que constituyen el cortejo del sonido prineipal.

4. Reflexion del sonido. Eco. — La reflexiéon del sonido obedeec
a las leyes establecidas, de una manera general, para la reflexion de

ondas, en el capitulo anterior.
P

Puesto que nos referimos aqui a los fe-
némenos que se observan en el aire, la on-
da reflejada sera longitudinal lo mismo que
la incidente, y valdra, por lo tanto, la ley
2] a e e b e e 1/5 crdinaria de la reflexién.

Tanto el fenémeno en si como la vali-
dez de esa ley se ponen de manifiesto por
el siguiente experimento. Si se hace inci-
dir un sonido sobre una pared sélida PQ
Fig. 273, (fig. 273) bajo cierto angulo de inclinaeién

A7 0

0, mandandolo, por ejemplo, por el inte-
rior de un tubo representado por la linea AB, se perecibira, de la
mejor manera, mediante otro tuboA’B’ cuando éste forme del otro
lado de la normal el mismo angulo.

Si se coloca un reloj en la proximidad de un espejo edneavo (figu-
ra 274), en un lugar que indicaremos con P, los rayos reflejados se
encontrarin en cierto punto P’ que es el conjugado de P, como es
facil comprobarlo mediante la instalacién que muestra la figura,
desplazando convenientemente el pequeiio cono receptor.

El sonido se refleja no sélo en las paredes sélidas y lisas sino, como
es evidente a la luz de las consideraciones anteriores, siempre que
exista una discontinuidad en las propiedades elasticas del medio.
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El sonido del trueno, por ejemplo, se refleja, como es sabido, en
las nubes.

Los fenémenos de reflexién se producen también cuando varian
las condiciones limites de la regién donde se propaga el sonido. En un
tubo abierto, por ejemplo, se producen reflexiones en sus extremos.
Si las ondas reflejadas vuelven
al punto de partida, determinan
en el oido una sensacién idéntica
al sonido primitivo, pero maés
débil, que se designa con el nom-
bre de eco.

A causa de la persistencia de
las impresiones sonoras, el oido Fig. 274.
no distinguira el sonido refleja-

do del directo sino cuando el intervalo entre dos percepciones sea
por 1o menos de un décimo de segundo. La sensaciéon del eco no se
producira, por lo tanto, sino cuando el tiempo total de ida y vuelta
del sonido reflejado sea, por lo menos, de un déeimo de segundo;
la pared u objeto reflejante debe encontrarse a la distancia minima
de 17 metros. Si ese tiempo es menor que un décimo de segundo,
las sensaciones se superponen en el oido, en cuyo caso se dice que
se produce resonancia.

Cuando se trata de la voz humana, como no se pronuncian sino
cinco silabas por segundo, durando, por consiguiente, la emisiéon de
una silaba un quinto de segundo, mas o menos, la repeticion neta de
una silaba exige que la pared se encuentre a 34 metros de distancia,
de dos silabas 68 metros, y asi sucesivamente.

Dos paredes puestas frente a frente una de la otra ocasionan un gran
niimero de reflexiones sucesivas y, por lo tanto, un gran ntimero de ¢cos.

En las salas de conferencias las reflexiones en las paredes y mue
bles determinan una sucesién de cecos que se superponen a los sonidos
directos emitidos poco despudés, dificultando, a veces, la audieidon.

Este inconveniente puede subsanarse por medio de colgaduras.

5. Murmullo de las galerias. — La reflexién del sonido da lu-
cgar al fendmeno del murmullo de las galerias.

Particularmente interesante es el caso de la galeria circular de
la catedral de San Pablo.
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Segtin Lord Rayleigh el fenémeno es debido, en este caso, a la
continua reflexion de las ondas acusticas en las paredes.

Si en el punto S (fig. 275) se produce un sonido, uno de los rayos
seguiri la direceién de la recta SP y sera reflejado, sucesivamente,
segun una serie de cuerdas iguales a PP/, las que tocaran el circulo

interior del radio ON ; lo mismo ocurrira con el rayo que se propaga
en direccién S¢’. Los rayos intermedios comprendidos en los angulos
QSP y 'SP’ forman cuerdas menores, y se reflejan, sucesivamente,

Fig. 275.

dando la vuelta a la galeria de igual ma-
nera que los demaés.

Todos los sonidos comprendidos entre
las cuerdas PP’ y Q@ recorren, pues, la
galeria, merced a las reflexiones.

Como la energia oscilatoria que se pro-
paga a través de las aberturas laterales es
muy pequeiia, la intensidad es, en todas
partes, de magnitud suficiente para que
el sonido se perciba nitidamente.

6. Refraccionjdel sonido. — La prueba experimental de la re-
fraccion del sonido ha sido dada por Sondhauss en el afio 1852, me-

diante una lente hue-
ca de Colodio llena
de anhidrido carbé-
nico (fig.276 Y . Rayos
acusticos emitidos en
un punto F situado
sobre el eje principal
de aquélla venian a
concentrarse en el
foco conjugado F, lo
que podia compro-
barse mediante el
oido, con una llama

manométrica, o utilizando el aparato representado en la figura 268.

La ley que rige el proceso es la [20] de la pagina 270, lo que ha
sido comprobado experimentalmente por Ilajech, en el afio 1857,
por observaciones a través de un prisma hueco, que llenaba, suce-
sivamente, con diferentes substancias.
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B. — TLA VELOCIDAD DEL SONIDO

7. Consideraciones generales. — Como la sensacién de sonido es
producida siempre por la excitacién de la membrana auditiva por
ondas longitudinales cuyas frecuencias estidn comprendidas, como
veremos, dentro de ciertos Iimites, y puesto que la velocidad de pro-
pagacion no depende de la frecuencia, se entiende como velocidad del
sonido en una substancia cualquiera, a la velocidad con que se pro-
pagan en ella las ondas de aquella especie.

La relacion [33] del capitulo XIV permite calcular su valor en
cualquier materia. En la tabla de la pagina 276 estin consignados
algunos datos numéricos relativos a cuerpos sélidos.

A. GasEs. 1° LA VELOCIDAD TEORICA DE PROPAGACION. — Estudie-
mos ahora la velocidad del sonido en los gases, en el aire sobre todo,
lo que es particularmente importante por tratarse del medio que nos
transmite las vibraciones de los demas cuerpos, y por ser posible en
¢l, facilmente, las determinaciones experimentales.

La velocidad de propagacion estd dada, como ya se vio, por la

donde W es el mdédulo de compresion, es deeir, la constante de propor-
cionalidad entre el aumento de la presion y la deformacidén, estando
medida esta Gltima por el cociente de dividir la disminucion de vo-

formula

lumen por el volumen total.

Newton caleula, en su Principia, la velocidad del sonido mediante
la féormula que precede, deducida por primera vez por él, caleulando
la deformacién suponiendo que las compresiones y dilataciones del
gas, generadas por el movimiento ondulatorio, son isotermas. Con esta
suposieion, si Py V son la presion y volumen inicial de una masa
dada, y P+ p y V— v sus valores durante una compresion, debe ser

PV = (P 4+ p)(V—v) = PV + pV —vP — po. [2]

Despreciando al producto pv, dado que ambos factores son peque-
fios se tiene

pV =v P,



de donde

y, por consiguiente,

Asi, resulta

v=/‘/z. (3]
m

A la presiéon atmosférica, es decir, para

ina
P = 0014 . 105 038
cm’®
y a cero grado centigrado, es
8r

n = wo = 0,001293

cm?

valores con los que se obtiene para la velocidad del sonido en el aire

cim — 980 m ,

seg seg

v = 28.10°

mientras que las determinaciones experimentales dan un valor de

330 -1
seg

teoria y la experiencia por medio de varias suposiciones que eran, en
realidad, muy poco satisfactorias.

Recién en el afio 1816 Laplace descubrié la causa de esa discor-
dancia. La suposicion de Newton de que las compresiones y dilata-
ciones eran isotermas consiste, en el fondo, en admitir que el calor
producido en los lugares comprimidos pasa en seguida a los lugares
vecinos, en los cuales, a causa de la dilatacién, se ha producido un
enfriamiento.

aproximadamente. Newton explicé este desacucrdo entre su

Como las compresiones y dilataciones se suceden muy rapidamente
eso no es posible. Laplace deduce de estas consideraciones que el
proceso debe ser adiabatico.

Las transformaciones adiabaticas de los gases estan regidas por la
relacién de Poisson

PV* = constante, (4]
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donde P y V representan la presion y el volumen y k el cociente de

dividir el calor especifico del gasa presidn constante por el calor es-

pecifico a volumen constante. (Esto se veri en el tomo siguiente).
Diferenciando esa relaciéon, se tiene

VEdP +kPVHdV =0,

’

donde debe considerarse a dV como la variacién de volumen ocasio-
nada por la variacion dP de la presidon; si dP es positivo, dV sera
negativo. Entiendo a dV como una disminucion de volumen, se
tiene

ap-rpP.
V

La constante de proporcionalidad entre la variacién de la presion
y la deformacién es, segtin eso, kP, y por consiguiente, debe ser

v =rP,

T):/‘/k—z— (5]
"

Las determinaciones experimentales dan para la constante & del

con lo que resulta

aire el valor 1,40, con lo que se tiene, a la presion normal:

v = 33170 S — 331,71
seg seg

resultando que concuerda satisfactoriamente con los que se obtienen
por medicion directa.

2° INFLUENCIA DE LA TEMPERATURA SOBRE LA VELOCIDAD DEL SO0%
NIDO EN LOS GASES. — Si se indica eon V, el volumen de cierta masa
gaseosa a la presion normal P, y a la temperatura de 0°C, y con V
el volumen bajo la presion P v a la temperatura ¢, vale la siguiente
relacion (') :

PV = PoVo(l +af), (6]

(1) Relacién que estudiarcmos en el tomo de Calor; contiene las leyes de Ma-
RIOTTE y de GAY Lussac.
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donde o es una constante que tiene casi el mismo valor en todos los
gases y cuyo valor para el aire es 0,003665.
Aplicando esa relacién a la unidad de masa, resulta

—1i=—1-)—0—(1+at)

(L o

si 0 ¥ Ma representan las densidades en las dos condiciones dadas.
Reemplazando en la [5] se obtiene

v=/‘/k%(1+at)=vo\/1—l—at, 7]
0

si se indica con o la velocidad del sonido en el gas a la presiéon
de una atmoésfera y a eero grado.

Esta relacion muestra que, dentro de los limites de validez de
la [6], la velocidad del sonido no depende en los gases de la
presiéon sino exclusivamente de la temperatura.

3? LLAS DETERMINACIONES EXPERIMENTALES. — Nos ocuparemos aqui
de las determinaciones directas en el aire libre.

En ellas se mide el tiempo que tarda el sonido en recorrer una
distancia conocida.

La velocidad de propagacion de una perturbacion ondulatoria se
refiere a ejes fijos en la substancia; si ésta se mueve en un sentido
cualquiera, la velocidad de propagacion en elle queda la misma, pero
la velocidad con respecto a los ejes en reposo, toma un valor que se
obtiene por la regla del paralelogramo.

Como en las observaciones en el aire éste se encuentra, en general,
en movimiento, mientras que los lugares de observacion son fijos, es
necesario, para eliminar la influencia de la velocidad de la sustancia,
medir tan simultaneamente como sea posible, los tiempos que tarda
la excitacion en recorrer una misma distancia en los dos sentidos.

Es facil demostrar que si el cuadrado de la veloecidad del viento
es despreciable con respecto al cuadrado de la velocidad del sonido,
cualquiera que sea la direccion de la corriente con respecto a la
linea que une a los dos puntos de observacion, la semisuma de esos
tiempos es igual al tiempo que tarda la ondulacion en recorrer esa
misma distancia en el aire en reposo.

La primera determinacion dela velocidad del sonido fué llevada a
cabo por el padre jesuita Mersenne, en el afio 1640, quien encontrd



— 297 —

un valor de 448 %; poco después, en 1656, dos miembros de la fa-

mosa Academia del Cimento, Borelli y Viviani, realizaron algunas
m

observaciones de las que dedujeron el valor de 351 Sed
se

En el afio 1738 la Academia de Ciencias de Paris nombrdé una
comisién, en la que figuraba Cassini, a fin de que se ocupase de
su medicion. Las experiencias fueron realizadas disparando durante
la noche, cada media hora, cafones situados en Montmartre y en
Montlhéry. Observadores situados en el observatorio de Paris y en
Chateau de Lay, que se encontraban sobre la misma linea, median,
con el auxilio de péndulos, el tiempo transcurrido entre la percep-
cion del fogonazo y la del sonido de los disparos de la estaciom
respectivamente mas lejana.

Como la velocidad de la luz es muy grande con respecto a la del
sonide, puede despreciarse el tiempo que tarda en pasar de un punto
a otro. Lios tiempos medidos pueden considerarse, segtiin esto, como los
tiempos que tarda el’sonido en recorrer en sentidos opuestos la misma

distancia.Resulté, para la velocidad a cero grado, el valor de 332 %.

En el ano 1822 el Burcau des Longitudes nombré una comision
formada por Prony, Arago, Mathieu, ITumboldt, Gay Lussac y Bou-
vard para que se ocupase de su determinacion exacta.

Lia distancia elegida fué la existente entre Montlhéry y Villejuif,
que es de 20 kilémetros mas o menos.

Se hicieron doce disparos de caiion en cada una de las estaciones,
en las que se encontraban, respectivamente, tres observadores (miem-
bros de la comisién) que median simultaneamente, con el auxilio de
cronémetros, el tiempo transcurrido entre la percepeciéon del fogonazo
v el del sonido. Resultd, para la velocidad de éste; el valor de 340,9,
y como la temperatura era de 15°C, se sigue que, a cero grado, es

po = 331"
seg

De determinaciones realizadas por Moll y Van Beck en el ano
1923, cerca de Amsterdam, sobre una distancia de 17.000 metros,
por un procedimiento semejante a los anteriores, resultd

vo = 332,8 L
seg
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Regnault ide6 un método de medicion en el que el tiempo se
registra eléectricamente sobre un crondgrafo a diapaséon, con el que
hizo algunas determinaciones en el afio 1864.

Los experimentos en el aire libre, que son los que nos interesan
ahora, tuvieron lugar en el poligono de Satory, cerca de Versailles,
sobre dos distancias: una de 1280 metros y otra de 2445 metros.

El sonido era producido por un fusil; un hilo situado en su boca,
perteneciente a un circuito eléetrico, era cortado por el disparo,
quedando registrado ese instante en el crondgrafo.

Las ondas eran recibidas por un tubo edénico cuya abertura de
adelante estaba obturada por una delgada membrana de goma, la
que, al comenzar a oscilar bajo la accion de aquéllas, interrumpia
otro circuito eléctrico, con lo que quedaba registrado también el
instante de llegada de la perturbacion.

La idea de Regnault fué eliminar los errores provenientes de lo
que se llama « ecuacion personal » por un procedimiento electrome-
canico. En realidad, no logr6 tal cosa pues la membrana necesita
cierto tiempo para alcanzar el desplazamiento que produce la inte-
rrupeién del circuito y tiene, por lo tanto, también su « ecuacion ».

De sus medidas resulto:

Sobre 1280 metros: vo = 331,37i.
seg

Sobre 2445 metros: o = 330,71 —

seg

Un método interesante es el ideado por Bosscha, en el afio 1853,
que fué utilizado posteriormente por Koenig, en DParis.

ﬁ“.uw ctcaprbrcacenrnsoasNecv-rsmmana . LT TTT O T ey ey ...%Q?w.“um.é\

W

Si en dos puntos A y B (fig. 277) se tienen dos sonadores que
exacta y simultineamente dan un golpe cada segundo, ¢l oido puesto
en O percibird golpes producidos al mismo tiempo en instantes dife-
rentes. Si la diferencia entre los caminos OA y OB es igual al espa-
cio que recorre el sonido en un segundo, se oird un golpe de orden
n de B simultaneamente con el orden n-+1 de A; si la distancia
fuese doble, coincidiran las sensaciones de golpes cuvo orden difi-

Fig. 277,
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riese en dos unidades., Para la determinacién es, entonces, suficiente
alejar el sonador 4 hasta que se produzean algunas de las coinci-
dencias mencionadas u otra cualquiera.

Mediciones realizadas por métodos como los descriptos al principio
por Stampfer y Myrbach, en el Tirol, entre estaciones situadas a una
diferencia de nivel de 1634 metros, vy por Bravais y Marti, en el
Faulhorn, entre lugares situados a 2079 metros, han dado el valor

vy = 3324 1,
seg

Esto confirma el resultado obtenido mas arriba, segtuin el cual la
velocidad de propagacion no depende de la presion sino solamente
de la temperatura.

B. EN Los nLiQuipos. 1° Por EL cALcuLo. — La formula [1] es,
como se dijo, aplicable tanto a los sélidos como a los liquidos y a
los gases. Puesto que las compreéionos y dilataciones son adiabéati-
cas, debe utilizarse el médulo de compresion adiabatico.

Lo mismo que en los gases, la relacién entre los moédulos de com-
presién adiabatico e isotérmico (que es el que se mide ordinaria-
mente) es igual al cociente entre los calores especificos Cp, y Cy @
presién constante v a volumen constante. Indicandolos con W, y v,
respeetivamente, se tiene, seglin eso,

¥, C,

=~ k. 3]
lIj't Cv

En la teoria del calor deduciremos relaciones que permiten el caleu-
lo de k. En el agua, su valor es igual a la unidad a 4°C y, por lo
tanto, a esa temperatura es W, = 9, ; a 15° es k£ = 1,004 aproximada-

dinas
2 )

mente. Como, por otra parte, ¢l valor de W', es 2,03. 101, resul-

ta de la [1]:

cm

v, = 14250
seq

y a 18°

y = 14962
seg
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Las determinaciones experimentales, que mencionaremos a conti-
nuacion, dan para la temperatura 8,1°C el valor

y = 1435 1%
seg

La concordancia no puede ser mejor.
9. LAS DETERMINACIONES EXPERIMENTALES. — En el ano 1826 Co-

lladon y Sturm determinaron experimentalmente la velocidad del
sonido en el agua, por el siguiente procedimiento. En el preciso

instante en que el martillo b (fig. 278) golpea la campana C situa-
da en el seno del agua, la llama e enciende cierta cantidad m de
polvora. Un observador, situado a una distancia conocida, mide el
tiempo transcurrido entre la percepcion luminosa y la aciistica que
le transmite al oido una trompetilla de abertura fg vertieal, sumer-
gida en el liquido a la misma altura que la campana.

. m .
De esas obscrvaciones resulta ¢l valor v =1435 —— mcncionado ¢n
seg

el parrafo anterior.

8. Velocidad del sonido en los tubos. — Regnault sc¢ ocupé
también de la determinacién de la velocidad del sonido en tubos de
diferentes longitudes, que alcanzaron los 4900 metros, y de distintos
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didmetros: de 10,8 centimetros hasta 110 centimetros. El método de
medida fué el mismo utilizado en las medidas al aire libre.

El sonido fué originado por diversos fendémenos: disparos de
pistola con cargas diferentes, explosiones de mezcla de oxigeno e
hidréogeno, y por medio de instrumentos musicales.

Hizo observaciones a varias presiones midiendo, ademés, en todos
los casos, la temperatura y el estado higrométrico.

Los resultados fueron los siguientes:

1? La velocidad disminuye con la intensidad del sonido, alcan-
zando para sonidos débiles, un valor limite. En tubos no muy del-
cados este valor es casi igual a la velocidad en el aire libre;

2¢ El limite de la velocidad es el mismo para todas las fuentes;

3¢ La velocidad crece con el diAmetro del tubo,alcanzando un limite
superior para tubos muy anchos. Por ejemplo, para el tubo de menor
diametro (10,8 em) se obtuvo, para un sonido débil, la velocidad
m

seg
Este resultado debia esperarse de antemano, pues la viscosidad del

gas, que no es, por otra parte, segtin parece, la inica causante del fené-
meno, se¢ hace sentir tanto méas cuanto menor es la acciéon del tubo.

324,255:—{;, y para el de 110 centimetros de didmetro el valor 330,3

Los resutados de Regnault concuerdan, en parte, con los que se
obtienen con una férmula deducida por IHelmholtz, teniendo en cuen-
ta la viscosidad, y perfeccionada por Kirchhoff, introduciendo las
pérdidas por conductibilidad del calor.

Esa féormula es:

c
v =’U(](1‘_—2—WW—), [9]

donde vy es la velocidad en ¢l aire bajo las mismas condiciones, r
el radio del tubo, n la frecuencia del sonido, y ¢ una constante;

4¢ La velocidad es independiente de la presiom.

Se obtuvo, por ejemplo, el mismo valor para presiones que va-
riaron entre 247 milimetros, y 1267 milimetros.

Reenault da como valor definitivo de la velocidad del sonido en
el aire contenido en el tubo méas ancho, el siguiente:

» = 330,6 .
seg

E1 mismo experimentador, utilizando los mismos tubos, hizo deter-
minaciones con diferentes gases. En la tabla que va a continuacion
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se dan los resultados obtenidos experimentalmente y por la férmu-
la [5], segiin la cual, en dos gases a la misma temperatura y presion, es

n_ ‘/kl v2
V2 kZP«l

si se indican con los subindices 1 y 2 dos gases cualesquiera:

*

—

Substancia L '\, kaire
vaire ke aire
Hidrégeno ............. 3,801 3,682
Anhidrido carbénico . ... .0,8006 0,8087
Oxido de nitrégeno .. ... 0,8003 0,8100
Amonfaco ............... 1,2271 1,3025

Alrededor del ano 1888 Violle y Vautier realizaron, en Grenoble,
una serie numerosa de determinaciones experimentales en dos con-
ductos paralelos para agua de 6,35 kilometros de largo y 70 centi-
metros de didmetro. Utilizaron el mismo método de medicién que
Regnault, pero dotando a los aparatos de membranas mas sensibles.

El resultado obtenido fué

» = 331,15 %
seg

C. DETERMINACION DE LA FRECUENCIA

9. Métodos graficos y estroboscopicos. — En muchos casos es
posible medir directamente la frecuencia del cuerpo vibrante por
los métodos graficos y estroboscopico que se han considerado en el
capitulo XIII. El sonido que emite, tiene, naturalmente, esa misma
altura.

Si ello no es posible, como ocurre, por ejemplo, cuando la fuente
del sonido es un pito, puede recurrirse también al método grafico
utilizando el fondgrafo de Edison, del que nos ocuparemos, a pro-
posito de otras cuestiones, en uno de los capitulos venideros.

10. Por el tubo de Kundt. — Este es un método objetivo, ex-
tremadamente exacto y cémodo, del que nos ocuparemos mas ade-
lante.
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11. La comparacién subjetiva. — La altura de un sonido cual-
quicra puede determinarse comparando la sensaciéon subjetiva que de-
termina con la que simul-
tAneamente produce otro
sonidode altura conocida.

A. SIRENA DE SEE-
BECK. — Seebeck utilizo6
para esta comparacién
el sonido que se origina
por choques sucesivos en
el mismo lugar de una
masa ascosa.

Lia pieza esencial del
dispositivo que permite
realizarlo es un diseo cir-
cular metalico A4 (figu.- Fiz. 279.
ra 279) provisto de agu-
jeros equidastentes que, por giraciéon, se colocan, sucesivamente,
frente al orificio de un tubo B, por el que s¢ escapa una corriente

de aire.

A cada coincidencia de las aberturas, el aire exterior reeibe el
choque del c¢horro, que c¢esa cuando el lugar del agujero es subs-
tituido por la parte llena.

Lia sucesion de estos choques origina un sonido euya altura depende
de Ta veloeidad de giracion del disco.

Si en un instante dado N es el niimero de vueltas por segundo,
v st noes el niimero de agujeros, el ntunero de choques y, por lo
tanto, la frecuencia del sonido, sera Nn.

Para determinar la altura de un sonido se regula la velocidad
angular del disco hasta que el sonido emitido dé una sensacién
muy proxima a la de aqudl. .

Esto se juzga, de la mejor manera, fijando la ateneién en las pulsa-
ciones. El oido se encuentra excitado en todo momento por sonidos
de frecuencias diferentes;la superposicion de ellos da lugar, como ya
se vio, a una osecilacion cuya amplitud varia peridédicamente con et
tiempo, siendo este periodo tanto mayor cuanto menor es la diferen-
cia de los periodos. Cuando las pulsaciones son muy lentas, las fre-
cuencias son muy proximas. Sioen ese momento el sonido emitido
por la sirena tiene la frecuencia n, 4+ nN, y M es el ntmero de
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pulsaciones que se han contado durante cierto intervalo ¢ de tiempo,
la frecuencia buscada tendra el valor

M
Ny =’I'LN :i:—t—,

como resultado de las consideraciones del parrafo 2b del capitulo XIII.

B. LA SIRENA DE CAGNIARD DE LATOUR. — En esta sirena el movi-
miento del disco movil se produce por la corriente misma de aire que
se escapa a través de orificos practicados en un disco fijo, paralelo
y muy proéximo al mdvil, como enseha la fi-
oura 280. El ntiimero de aberturas de ambos
discos es el mismo y estan dispuestas simil-
mente, de modo que si un par de ellas coin-
ciden, coinciden todas las demas.

Las perforaciones practicadas en planos
normales a los radios estan inclinadas entre
si, de suerte que, cuando se enfrentan, la
corriente de aire, debiendo cambiar de di-
receién, comunica al disco cierto impulso ro-

tativo, que es tanto mayor cuanto mayor es
el numero de agujeros.

Cada vez que un agujero movil enfrenta
uno de los fijos, el aire exterior recibe un
impulso en ese lugar; la altura del sonido
que se genera sera igual al producto del
namero N de revoluciones por segundo por
el nimero n de agujeros. Como las coineciden-
cias se producen simultaneamente en todos
los agujeros, los sonidos de la misma altura
que se generan en los lugares situados sobre
las aberturas fijas, no tienen nineuna dife-

rencia de fase; lo mismo ocurrira con las
Fig. 280. excitaciones que se producen en el oido, las
que se reforzaran reciprocamente.
El ntimero de agujeros del disco fijo permite, entonces, aumentar
la fuerza motriz al mismo tiempo que la intensidad del sonido.
En lo que se refiere a la determinacion experimental de la altura
de un sonido dado, poco hay que agregar despuds de lo dicho en el
parrafo anterior.
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Siendo menester conocer el ntimero de revoluciones por segundo,
la sirena lleva un dispositivo que permite contar el nimero de rota-
ciones que se cumplen en cierto tiempo. Un tornillo sin fin 4, que
se mueve eon el disco, engrana en una rueda F que gira en un
diente por cada vuelta de aquél. Cada vez que esta rueda da una
vuelta completa, un apéndice lateral I, fijo a ella, encuentra la
rueda R’ y la hace girar exactamente en un diente. Si el namero
de dientes de R es 100, la aguja que lleva R’ indica en cada uno
de sus desplazamientos una centena de vueltas.

La regulacién de la velocidad mediante la corriente de aire es
dificultosa. Por esto, Cagniard de Latour agregaba al eje un regu-
lador centrifugo a aletas; otros han utilizado un regulador elec-
tromagnético aprovechando las corrientes de Foucault, Helmholtz,
en cambio, usé siempre en sus investigaciones un motor eléetrico;
Ja corriente de aire producia, solamente, el sonido. Obtuvo asi notas
de una constancia perfeecta.

Es interesante mencionar que la sirena de Cagniard de Latour
produce también sonidos, si estando enteramente sumergida en agua,
se la acciona por medio de una corriente del mismo flaido.

12. Limites de los sonidos perceptibles. — La expecriencia en-
sefia que para que un movimiento vibratorio que llega hasta el oido
produzea una sensacion sonora, debe tener una frecuencia compren-
dida dentro de ciertos limites que varian de un ser a otro. Asi, por
ejemplo, existen muchas personas que no perciben los agudos estri-
dentes del grillo ni el piar de los gorriones.

Los distintos experimentadores han obtenido limites bastante dife-
rentes. La dificultad reside en que no es facil Ia produceién de sonidos
bien puros,esto es,desprovistos de armoénicas ;ha ocurrido que cuando
el observador creia percibir el sonido de menor frecuencia o funda-
mental, percibia, en realidad, uno de los que forman su cortejo.

Savart ha deducido, de experiencias que realizara con su rueda
dentada, para el limite superior, el valor de 24.000 oscilaciones por
segundo.

Despretz, utilizando diapasones construidos por Marlove, encontro
cl valor de 36.864, y Appun 40.960. Koenig ha encontrado, en cam-
bio, utilizando las vibraciones longitudinales de las barras, el valor
16.384. Este tiltimo no hallé persona alguna que pudiese percibir el
movimiento ondulatorio producido por una barra que vibraba con
la frecuencia 24.576.
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Los diapasones y barras ofrecen el grave inconveniente de que
oscilan, a la vez, longitudinalmente y transversalmente.

Determinaciones relativamente modernas efectuadas con el pito
ideado por Galton, que produce vibraciones de una frecuencia hasta
de 50.000, ensenan que el limite superior es muy proéximo a 16.000.
Las ventajas del empleo de esta fuente de sonido consiste en que se
pueden producir sonidos muy intensos, constantes, y bastantes puros.

En las medidas llevadas a cabo con ese pito, la frecuencia se ha
medido objetivamente, produciendo ondas estacionarias en el tubo
de Kundt. Se revelaba asi la existencia de un intenso movimiento
ondulatorio, cuando el oido no percibia absolutamente nada.

El limite inferior corresponde a una frecuencia que va de 16 a 20
oscilaciones por segundo.

D. — INFLUENCIA DEL MOVIMIENTO DE LA FUENTE O DEL OBSERVADOR

SOBRE LA ALTURA DEL SONIDO. PRINCIPtO DE DOPPLER

13. Generalidades. — Es un hecho de la experiencia diaria que si
un cuerpo que emite un sonido se mueve con respecto al observador,
la altura que éste percibe es mayor que la correspondiente al estado
de reposo relativo. Todo el mundo ha podido observar durante el
pasaje de una locomotora, que la frecuencia del sonido del pito
parece aumentar al acercarse y disminuir al alejarse aquélla.

Doppler ha sido quien ha aplicado y calculado este fendémeno
por primera vez en el afio 1842,

Si la fuente se acerca al observador, de las ondas emitidas en un
segundo, a partir de cierto instante, deben llegar a un mismo punto
(el oido u otro medio objetivo de observacion), a partir del instante
en que llega la primera, en un intervalo menor que un segundo,
puesto que el camino que debe recorrer disminuye de impulso a
a impulso.

El ntmero de impulsos recibidos por segundo es, pues, mayor,
y el sonido aparece como si fuese de mas altura.

Lo contrario ocurre si la fuente se aleja. El mismo fenémeno se
produce si la fuente esté quieta y el observador se mucve.

Estos fen6menos se calculan muy facilmente.

A. LA FUENTE SE MUEVE. — Supongamos, para mas sencillez, que
la fuente se mueve con la veloeidad % sobre una linca reeta, y que el
observador se encuentra en un punto cualquiera de clla, Sea (fig.
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281) F la posicion de la fuente en cierto instante £, O la del obser-

vador y el movimiento ocurra en el sentido que muestra la flecha.
Después de un se-

.f;undo, es decir, en el + — +

instante ¢ 41, la fuen-

te se encontrara en un

punto tal como el F’, si FF' = u, habiendo emitido durante ese

Fig. 281.

camino » ondas, si n es la frecuencia verdadera del sonido.
Lia primera de esas » ondas, emitida desde F, llega al punto O
en el instante

¢o=t+4

v

si v indica, como hasta ahora, la velocidad de propagacion del so-
nido; la endsima, que parte de /7, llegara en el instante

’ /
v v v
0
v 1420
v v

Las n ondas llegan a O dentro del intervalo T de tiempo dado
por la relacién

En un segqundo llegan al oido, por lo tanto, un nimero n’ de
ondas dado por la expresion
n
n’ = — ., [10]
u
1 — —
v
Si la fuente se acerca al observador, como se ha supuesto, sera,
pues, #’ > n y el sonido aparece como de mayor altura.
Si la fuente se aleja de O con la velocidad u, se obtiene, por la

misma deduceién, bastando cambiar w por — u, la relacién

n' =, [11]

14 =

v

El sonido aparece, pucs, en este caso, como de menor altura.
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B. LA FUENTE ESTA EN REPOSO Y EL OBSERVADOR SE MUEVE. — Su-
pongamos que el observador se mueve hacia la fuente, supuesta fija

en F (fig. 282), con la velocidad u ; en un segundo pasara de una po-

, sicién tal ecomo O a la
0 — 0 | F 0’, siendo 00" = u.
Un impulso que lle-

oa al observador, mien-
tras se encuentra en O, en el instante ¢, debe haber sido emitido

de F en el instante

Fig. 282.

_Fo

v

th =1t -

mientras que el que llega cuando se encuentra en 0’, en el instante
t 4+ 1, debe haber partido de F en el instante

t2=t’+1—F0 :
v

El ntmero de impulsos que llegan al observador mientras pasa
de ‘O a O, es decir, en un segundo, son todos emitidos de F en
el intervalo de tiempo

FO— FO’ !
bh—t =1+ O 1499 4
v v v
Como F emite n ondas por segundo, en el tiempo {, — ¢, emite
un nimero
n' = n(l + 1) [12]
v

que es la frecuencia que se percibe. La altura del sonido parece,
pues, mayor.

Si el observador se aleja de la fuente, se obtiene, cambiando u
por — a:

n'l = n(l——), [13]
v

lo que demuestra que la altura del sonido aparcce disminuida.

Llama a primera vista la atencién que para la misma velocidad
relativa los resultados son diferentes, segin que sca la fuente o el
observador el que se mueve,

Existe una contradiceién que es sbélo aparente, pues, en realidad,
hay que considerar la posicion relativa no de dos sino de tres elemen-
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tos: la fuente, el observador y el medio. En los casos considerados
se encuentra en reposo, una vez el observador y el medio, y otra
la fuente y el medio.

Al primero seria equivalente otro en el cual el centro de excita-
cion estuviese en reposo y el observador y el medio se moviesen en
sentido contrario con la misma velocidad.

Al segundo caso, seria equivalente uno en el que el observador
estuviese en reposo y la fuente y el medio se desplazasen.

14. Experimentos y comprobaciones experimentales.—Fizeau
ha ideado una experiencia por la cual se puede mostrar de una
manera muy simple, el fenémeno de Doppler. Produce, para ello, el
sonido de una manera inversa a la

||.| ‘
)

utilizada por Savart en su rueda den-
tada; la cartulina gira fija a una
polea (fig. 283) y choca con dien-
tes fijos situados horizontalmente. Lia
experiencia resulta de la mejor ma-
riera situando dos series de dientes
1dénticos en posiciones opuestas.

Si la polea gira en el sentido in-
dicado en el dibujo, un observador Fig. 283,
situado a la derecha notara el sonido
que se produce en los dientes de arriba mas agudo que el producide

INIIIWI_M

abajo; lo contrario ocurre si se coloca a la izquierda.

Koenig ha recurrido, para mostrar el mismo fenémeno, a una expe-
riencia muy sencilla a la par que ingeniosa: se toman dos diapasones
de la misma frecuencia y se les somete, por extensiones y pliegues
repentinos de los brazos, a un movimiento de vaivén alternado; cuan-
do un diapasén se aleja del cuerpo, el otro se acerca. Se perciben en
seguida pulsaciones, porque los sonidos correspondientes que percibe
el oido difieren, a causa de aquel fenémeno, de la frecuencia ver-
dadera.

Las férmulas deducidas anteriormente han sido comprobadas ex-
perimentalmente por Buys DBallot, por medidas realizadas en el
camino de hierro de Utrech a Maarsen, en el afio 1845, y por M.
Scott, Russell, en la misma época.

M. Vogel retomé las experiencias de Buys Ballot, en el afio 1876,
efectuando una serie de observaciones en el camino de hierro que
va de Colonia a Munden. Sus medidas ratifican las anteriores,
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E.— INTENSIDAD DEL SONIDO

15. Definicion. Formula de Rayleigh. — Se define como inten-
sidad del sonido en un punto, a la energia mecanica vibratoria que
pasa en un segundo a través de una superficie de un centimetro
cuadrado colocada en él, normalmente a la direccidén de los rayos
acustidos.

Si consideramos una onda plana, esa energia es la que se encuentra
contenida en un paralelepipedo rectangular de un centimetro cuadra-
do de seccién y de una longitud numéricamente igual a la velocidad
v del sonido. Si M es la masa, que supondremos de aire, contenida
dentro de esa figura, ¢ la amplitud de las oscilaciones y n la fre-
cuencia, la energia vibratoria tiene el valor

E =2x*n2a®M , [14]

segiin se ha visto en el primer tcmo.
Eliminemos la amplitud, introduciendo la velocidad mixima, que
indiearemos con u, de las masas gascosas. Es

Uy = 2T an, [15]

pues la velocidad de un moévil que se mueve uniformemente sobre un

. : . 1
circulo de radio a con la frecuencia n = e
o
27 a
- =2rtan, [16]
77

velocidad que es igual a la mixima del movimiento de sus proyee-
ciones sobre uno cualquicera de sus diametros.
Eg, ademas,

M =vyu, [17]

si W es la masa especifica del aire, pues el volumen del paralele-
pipedo es, por lo supuesto, igual a v.
Introduciendo en la [14] las relaciones [15] y [17], resulta

E =2x%un?a2y = %p. v U2 [18]
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Por las relaciones [13] de la pAgina 274, se tiene:

y Y 19

donde py esla variacion méxima de la presién cuyo valores P,y k la
relacién entre los calores especificos a presién y volumen constante.
Eliminando u, entre las [18] y [19] se obtiene, finalmente,

1 v? [ P \2
E=—p— (= [20]
2 kK*\P
que es la formula de Lord Rayleigh.
La energia contenida en un centimetro ctibico, que indicaremos

g=-E_1, (1)2 (ﬁ'"_y. (21]
v 2 k P

Todas las magnitudes que figuran en la [21] son accesiblesa la
medicion directa y se puede deteminar asi, por la medida de pu, la
intensidad del sonido en un lugar cualquiera.

Se ha hecho la deducecién suponiendo planas a las ondas; el mismo
resultado se obtiene, naturalmente, para ondas esféricas, en cuyo
caso debe cfectuarse, para calcular FE, una integracidon, puesto que

con J, es

la amplitud varia con la distancia.
En la definicién objetiva de la intensidad del sonido queda pre-

cisada la influencia de la amplitud del movimiento.
4

16. Métodos de medida. — A. MeTopo pE M. WieN. — No cn-
traremos en todos los detalles de este método; indiearemos solamente,
en lineas generales, el procedimiento.

M. Wien toma un resonador esférico (fig. 284),
cuya abertura, un poco agrandada, cierra con una
capsula de un barémetro ancroide cuya frecuen-
cia sea muy proéxima al sonido fundamental de
aquél,

Si inciden ondas sonoras, la eapsula vibra; las
oscilaciones se transmiten, por el dispositivo que
se vo en cl dibujo, a una delgada varillita de ace- Fig. 284,
ro que lleva un pequeiio espejo S. Las observa-
ciones se realizan enfocando con un telescopio, a través del espejito
S, una ranura luminosa; si el sistema vibra, ésta aparece como si

fuese una banda.
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Este ensanchamiento debe ser, de acuerdo con la teoria de las
oscilaciones forzadas proporecional a la emplitud de la variacion de
la presion, vale decir, a py, .

M. Wien determina experimentalmente el factor de proporciona-
lidad comparando ese resonador con otro idéntico, cerrado con una
membrana cuya frecuencia sea mucho mayor que la de su nota
fundamental ().

B. Mfropo pt Lorp RavLrigit. — Lord Rayleigh ha mostrado
que un disco que se encuentra en un medio donde se propagan on-
das actsticas, tiende a colocarse normalmente a la direccion de los
rayos.

La teoria ensefia que en un disco circular delgado de radio r (unos
dos milimetros), que forma con la direccion de los rayos el angulo
©, estd sometido a un momento

W:%w2un2a2r3.sen2®. [22]

Introduciendo en la [18] el valor de @ un? a®, que resulta- de esta
ultima, se obtiene para la intensidad del sonido el valor

E-S T __ v 23]
4 7  sen 20

La determinacion experimental se puede hacer utilizando ecomo
disco circular un espejito suspendido de un fino hilo de cuarzo. Iia
fuerza directriz D se determina por el procedimiento indicado en la
pagina 352 del primer tomo.

El angulo @ en que gira el sistema bajo la accidon de las ondas se
mide con anteojo y escala; el valor de W/ es, como se sabe, Dg.
El valor de A se determina también 6pticamente. Con estos datos se
calcula en seguida el valor de E.

Existen algunos otros mdétodos, sobre los que no nos ocuparemos
para no salir del margen que corresponde a la presente obra.

17. La intensidad fisiologica o subjetiva. — La cxcitacién que
producen las ondas actisticas en la membrana auditiva depende, na-
turalmente, de la amplitud de las oscilaciones del medio elastico. A

(") Véase, por ejemplo, WINKELMANN, Handbuch der Physik, Zweiter Band
Akustik.
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esa excitacion corresponde una sensacién cuya intensidad denomina-
nmos intensidad fisiolégica o subjetiva.

De esto se sigue, necesariamente, que la intensidad fisiolégica de-
pende de la intensidad objetiva, puesto que ésta es funcién de la
amplitud.

Nuestro lenguaje se ha tornado menos preciso, pues estamos aban-
donando el terreno de la fisica para entrar en el de la psicologia.

En la psicologia la dependencia de que venimos ocupéandonos esta
regida por la llamada ley de Weber y Fechner, muy descutiva por
filosofos y psicdlogos.

Esta ley dice: El valor absoluto de la intensidad de una sensacién
aumenta en cantidades iguales muy pequefias, si la excitacién es
incrementada en valores relativos iguales entre si y muy pequeiios.

Supongamos que en un instante dado a la excitacion E corresponde
la sensaciéon 8. Si E aumenta en una magnitud dE (diferencial de E')

. . dE
muy pequeila, su incremento relativo es ——.

E

Si dS (diferencial de S) es el aumento muy pequeiio de la sensa-
cion, la ley se formula mateméticamente por la relacion

dS = ¢ —, [24]

donde ¢ es una constante. En efecto, si se parte de dos pares de va-
lores correspondientes de la sensacidon y de la excitacidn, que indi-
caremos con Ky y Sy, Es y Sa, v se incrementan las excitaciones en
cantidades relativas iguales, es decir, de modo que sea

d E, _ d E. , (25]
E1 E2

los inerementos dS; y dS. de las sensaciones, debe ser, de acuerdo
con la enuneciacién de la ley, iguales, esto es

d8 =d8S:, (26]

lo que es posible imicamente si dS; y dE. admiten la misma cons-
tante de proporcionalidad con el incremento relativo, correspondiente,
de la excitacidn.

En la prueba subjetiva de esta ley no se comprueba que dos dife-
rencias de sensaciones sean iguales, sino que se admiten, en realidad,
como iguales.
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18. Sensibilidad del oido. — El ofdo humano percibe movimien-
tos ondulatorios de amplitudes pequeiiisimas.

Lord Rayleigh ha realizado el experimento siguiente: produjo, por
medio de un pito, un sonido de 2730 vibraciones, mediante un cho-
rro de aire de 196 centimetros cibicos por segundo, proveniente de
una masa gaseosa mantenida a la sobrepresion de 9,5 centimetros de
agua; el sonido se percibia hasta la distancia de 820 metros.

La amplitud tedrica a esta distangia se calcula facilmente. El tra-
bajo gastado por segundo para hacer sonar el pito en gramos por
centimetro era, de acuerdo con los datos dados,

A =95X196 gr.cm (1)
0 eén crgs

A =95 X 196 X 981 ersg.

Por otra parte, la energia vibratoria que pasa por segundo a través
de una superficie esférica de radio R es

E=4xRE,

si I es lo que pasa a través de un centimetro cuadrado o, lo que es
lo mismo, la intensidad del sonido a la distancia R.
Se tiene, entonces,

E =8x*uR?n*a%y, [27]

magnitud que debe ser igual a A. Despejando a y eseribiendo para p,
n 'y v sus valores, y para E cl valor 820 .10% centimetros, resulta

a =81.10"% em [28]

como amplitud del movimiento vibratorio que percibe todavia el oido
humano. En la dedueccién se supone que todo cl trabajo gastado por
la dilatacion del gas se convierte en energia actstica, lo que no ocu-
rrira; la amplitud perceptible serd, pues, todavia menor.

(1) Como se ver4 en el volumen siguiente, lo que por otra parte es muy sencillo
de probar, el trabajo que hace un gas al dilatarse es igual a la presién exterior
por el incremento del volumen.
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En otra experiencia, Rayleigh utilizd6 un diapasén cuyo decreci-
miento logaritmico conocia; dada una amplitud inicial era suficiente
medir el tiempo para el cual dejaba de percibirse el sonido. Por ese
método encontro, para una frecuencia de 256, el valor ¢=12,7.10-° ¢m
y aproximadamente lo mismo, para la frecuencia de 512. Este resul-
tado ha sido confirmado por experiencias realizadas en el ano 1907.

M. Wien, utilizando otros métodos, ha encontrado para el minimo
perceptible de la amplitud, valores mucho menores y que ese valor
disminuye rapidamente si aumenta la altura.






CAPITULO XVI

SUPERPOSICION DE ONDAS. ONDAS ESTACIONARIAS
VIBRACIONES DE LAS CUERDAS, DE LAS BARRAS, DE LOS
TUBOS Y DE LAS PLACAS

A. — SUPERPOSICION DE ONDAS. ONDAS KESTACIONARIAS

1. Superposicion de ondas de la misma frecuencia que se
propagan en igual direccion y sentido.—Si en un medio elastico
so propagan dos ondulaciones en la misma direccidn, el movimiento
resultante se obtiene por el principio de superposicion.

Tal principio es valido, como se desprende de las consideraciones
de la pagina 94 del tomo I, siempre que la fuerza elastica que actiia
sobre lags particulas, correspondiente a la suma de los desplazamien-
tos componentes, sea igual a la suma de las fuerzas que originan cada
uno de ellos por separado; idéntica cosa ocurre, como es notorio, con
las aceleraciones.

Esto sucede siempre que la deformacién caiga dentro de los limites
de perfecta clasticidad, lo que supondremos en lo sucesivo. La velo-
cidad de propagacidon serd, ademas, como consecuencia de esto, una
constante, independiente de la amplitud y de la frecuencia, defini-
da por el médulo de elasticidad respectivo de la substancia,

El movimiento de uno cualquiera de los puntos es la suma —en
¢l caso opuesto, algebraica — de los movimientos que le imponen
cada una de las ondas componentes, vale decir, las elongaciones
resultantes son, en todo instante, iguales a la suma de las elonga-
ciones que originarian las perturbaciones componentes si actuasen
solas.

Puesto que, segtin se vid en el eapitulo XIII, dos osecilaciones sim-
ples paralelas de la misma frecuencia originan una oscilacién también
sinusoidal v del mismo periodo, v cuya amplitud depende de la dife-
rencia de fase, se sigue:

317



— 318 —

1° Que dos ondas sinusoidales de igual longitud que se propagan
en la misma direccién y sentido dam, por superposicién, una onda
sinusoidal de igual longitud que se propaga en la misma direccion.

2¢ Que la amplitud de la ondulacion resultante depende, esencial-
mente, de la diferencia de las fases, siendo tgual a la suma de las
amplitudes de las ondas componentes cuando esa diferencia es cero, ¢
tgual a la diferencia de las misma cuando esa diferencia es m.

Estos resultados son evidentes, pues si las ondas simples no son
sino la propagaciéon del movimiento oscilatorio de un punto, la onda
resultante puede considerarse también, por lo que precede, originada
por un movimiento oscilatorio de igual frecuencia de un elemento
material. '

B\ sa¥
0 A
b mmm e e mam Ky 4 SDRR——

Fig. 285.

Discutamos ahora el problema matemiticamente. Representen los
trazos delgados (fig. 285) las ondas componentes, que para mayor
sencillez, se han supuesto planas; sean, ademas, desiguales sus am-
plitudes.

Si se empieza a contar el tiempo, en lo que a la onda 1 se refiere, a
partir del instante en que el punto O pasa por la posicién de reposo,
el estado de movimiento de un punto A cualquicra, en el instante ¢,
estar4 representado por la ccuacidon del rayo

y1=alscn2%(t—£)=alsen2qc(t ———x—>, [1]

v T A

st a; es la amplitud del movimiento, 7' ¢l periodo, A el largo de onda
y v la velocidad de propagacion.

Sien lo que atafie a 1a onda 2 se empieza a contar el tiempo a par-
tir del momento en que el punto 0" pasa por la posicién de reposo,
la elongacion de A, en el instante ¢, estarid dada por la ecuacién

2 ( O A
Y2 = as sen t——).
T v ) '
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S1 se escribe

00" =d
se¢ tiene
2 r—d
Y2 = m.sen—(t—-——)
T v
0
Yz = az.sen21t(L——:f:i). (2]
T A

La magnitud d se llama diferencia de marcha de ambas ondas, que
proviene de la desigualdad de las fases de las oscilaciones componen-
tes, siendo igual al camino en que se propaga la cxcitacién en el
intervalo de tiempo que corresponde a su diferencia. En efecto, la
diferencia de las fases de las oscilaciones de un punto cualquiera —
pues para todos tiene el mismo valor — es

2w d _ 2xd
A v T

3]

cen fracciones de m El tiempo que es menester para que el punto
desceriba ese argumento es
d
T=—y [4]
v

lo que resulta teniendo presente que se requiere el tiempo 7' para
deseribir el dngulo 2x. Esa relacion muestra, al mismo tiempo, que,
como se dijo, la diferencia de marcha d es el camino que recorre una
de las perturbaciones en cl tiempo T.
Por el prineipio de superposicion la onda resultante estard repre-
sentada por la expresion
X

A ¢ T-—d
Y=y + y2=a;.8en2t|{—— —\)+assen2x{ — — ——— 53
Y=y + y2=a <T )\) 2 (T - )[]

que se convierte, facilmente, en

y=(a1+a200827c—d—).Sc’ilzw(»t4—£ +a2.sen27c—(-i—. cos 2w i—i .
A T A A T A
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Si se escribe

D
al—}-az.cos27ci =A .cos2mt—
A A

[6]

ag.sen21c—£i— =A.sen2w—,
A A

es decir,
d
A2=a12—l—a22+2a1a2.cos27rT [7]
y
sen2w2=a—2.sen2wi, [8]
A A
resulta
t x— D
=A.sen2nt(————). [9]
Y (T x )

Puesto que, por la constancia de d, A y D, son constantes, como
se desprende de las relaciones [7] y [8], la ecuacion [9] dice que la
ondulaciéon resultante es también sinusoidal y del mismo periodo
que las componentes.

Su amplitud depende de la diferencia de marcha. Si cos 2=« % =41,

lo que sucede si d= 0, =X =2A =31, ete,, es 4 =a;+ a». Si

d A 3\ 5\
0032w7=—1, lo que ocurre cuando d = :i:—z—, iT’ :I:T,

ete., resulta A =a; —as.

Podemos decir, por lo tanto: Las amiplitudes se suman sv la dafe-
rencie de marcha es un nimero entero de medios largos de onda y
se restan st esa diferencia es un numero impar de medias ondas.

Si las amplitudes son iguales, esto es si a; = as = @, se tiene, en
el primer caso, 4 = 2a, y en el segundo, A = 0. Cuando ocurre lo
ultimo se habla de interferencia de las ondas. El trazo grueso de la
figura representa la onda compuesta.

Las consideraciones que preceden valen, como es evidente, tanto
para ondas transversales como longitudinales.



2. Determinacién de la velocidad del sonido por el tubo de
Quincke. — Los resultados precedentes han sido utilizados por
Quincke, siguiendo el ejemplo
de Norremberg, en la deter- %
minacion de la velocidad del o
sonido en los gases. H

En la figura 286 esta re-
presentado el tubo de inter- A<
ferencia que construyera a tal -
proposito. Lia longitud de una ‘—:/)Jg

N

de sus ramas, la B, puede

A

variarse, dentro de ciertos li- Fig. 286.
mites.

Una ondulacién generada con un tubo de érgano, o por un dia-
pason, en la boca del tubo lateral O, se divide en dos ondulaciones
que se propagan, respectivamente, por las ramas OAC y OBC.

Parte de estas ondas penetran en el otro tubo lateral situado en
C'; nos interesa la superposicion de ellas en ese lugar (pues en todo
el interior del tubo se producira tal proceso).

Si la diferencia de marcha, que estd dada por la diferencia de las
longitudes de las ramas del tubo, es un ntmero impar de medias
ondas, la amplitud de las vibraciones en C seri un minimo; cero si
las dos ondulaciones son idénticas.

En las determinaciones se procede como sigue: se dota al tubo C
de una Ilama manométrica N que se observa con un espejo rotatorio
mientras se excita constantemente el punto O y se mueve el tubo
lateral B hasta lograr un minimo; se contintia en la determinacion
da minimos tanto como lo permita el tubo B. El desplazamiento de
éste entre dos de ellos dgy la media onda v si se conoce la, frecuencia
n de la fuente exeitadora se determina la velocidad de propagacidén

L}

por la formula
v = nA.

Es posible, también, hacer observaciones conectando con € un tubo
do goma que se lleva hasta el oido.

3. Superposicion de ondas de igual frecuencia que se pro-
pagan en la misma direccion pero en sentido contrario. — Si
dos ondas, que supondremos planas, de igual frecueneia, se propagan
en la misma diveeeion, pero en sentido contrario, la diferencia de mar-
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cha varia periédicamente, puesto que se encuentra dentro de inter-
valos iguales de tiempo, por la constancia de sus velocidades, en las
mismas posiciones relativas. Es evidente, ademas, como consecuencia
de esto mismo, que la amplitud de la onda resultante variard tam-
bién periédicamente con el tiempo.

Sus caracteristicas pueden ponerse en evidencia con el auxilio de
una construccion grafica. En la figura 287 se han representado, en
instantes separados por intervalos de tiempos iguales a la doceava
parte de un periodo, dos ondulaciones de la misma frecuencia y am-
plitud y la correspondiente ondulaciéon resultante.

La I representa las ondas en el momento de aleanzar cierto pun-

. . 1 6
to O; la diferencia de marcha es 5 A= ST A,pues seria menester des-

plazarlas relativamente media onda para que se superpusiesen. En-

. . . . 1 .
tre la posicién I y IT ha transcurrido el tiempo 1o T, si T es el pe-

riodo de oscilacién: una de las ondas ha avanzado en un sentido el

camino I3 Ty = le— A, y la otra el mismo camino en sentido contra-

: . . .. 2 :
rio; luego, la diferencia de marcha ha disminuido en Tz—)\, reducién-

- 6 2 4 1
dose, por consiguiente, a ﬁk 15 A BET) A= —3—7\. Por suma de

las ordenadas se obtiene el movimiento resultante mn.
Las III, IV, V ete., que las siguen se refieren a instantes poste-
riores separados por el mismo intervalo de tiempo que las preceden-

. L V4 2
tes; la diferencia de marcha varia en ﬁl de una a otra, pero sus

valores absolutos estin siempre comprendidos entre media onda y
cero.

En las TV, por ejemplo es cero; las ondas, supuestas de la misma
amplitud, se cubren, y la amplitud de la onda resultante es el doble
que la de las componentes. En la VII las ondas ocupan posiciones
tales que la diferencia de marcha es, nuevamente, una media onda;
el movimiento resultante cstd representado por la recta MN, vale
decir, los movimientos de todos los puntos se han anulado momenté-
neamente. En la X y XVI las ondas se cubren otra vez (diferencia
de marcha cero) originando un movimiento de doble amplitud que
el de las competentes, mientras que en las XIII y XIX, los movi-
mientos se anulan nuevamente entre si; la diferencia de marcha es,
como en el easo de la VII media onda.
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De la observacién de las figuras resulta que el movimiento com-
puesto posee el siguiente caracter esencial:

Que no sélo varian las elongaciones de los puntos periédicamente
con el tiempo, sino que también las amplitudes varian en la misma
forma coordenada.

En esta segunda caracteristica estriba una djferencia esencial con
las ondas que antes hemos discutido, y se las llama progresivas por-
que todos los puntos pasan sucesivamente por las mismas fases y
elongaciones (supuestas planas las ondas), a causa de que la ampli-
tud del movimiento es en todas partes igual.

En el caso de que venimos ocupandonos los puntos K, K, K” v K"
se encuentran siempre en reposo ; se designan con el nombre de nodos.

Fig. 288.

Todos los deméas oscilan con diferentes amplitudes. Los puntos
0, 0’, N’, etc., a los que corresponde la mayor amplitud, se les llama
vientres del movimiento.

La ondulacién es, pues, de tal naturaleza, que los nodos y vientres
ocupan indefinidamente las misma posiciones. Las ondas asi caraec-
terizadas se denominan estacionarias.

La figura muestra, también, que la longitud de la onda resultante
es el doble de la distancia entre dos nodos o vientres ¢ igual a la
longitud de las ondas componentes.

Para resumir diremos, todavia, que todo ocurre como si la sinu-
soide ABCD de la figura 288 pasara por las posiciones abed, MN v
a’b’c’d’, hasta aleanzar la posicion A’B’C’1)’, simétrica de ABCD con
respecto a la linea MN de propagacién para volver luego a adoptar,
sucesivamente, las mismas posiciones marchando en sentido contrario.

Todos los puntos pasan al mismo tiempa por la posicién de reposo
aleanzando los de los vientres también simultineamente la maxima
clongacién.

Si las amplitudes de las ondas no fuesen iguales puede descompo-
nerse la de mayor amplitud en dos ondas una de las cuales fuere
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idéntica a la otra. Kl problema consistiria en superponer a la onda
estacionaria formada por las dos iguales que marchan en sentido
contrario, la onda progresiva proveniente del exceso de la mas am-
plia sobre la restante.

Resulta que los puntos no pasan simultineamente por la posicion
de reposo como en el movimiento estacionario puro; los vientres y
los nodos no ocupan tampoco posiciones fijas sino que estadn animados
de un movimiento de propagacién. En la figura 289 se ha represen-

Fig. 289.

tado el caso. de dos ondas cuyas amplitudes estin en la relaciom 1:2.
Las cifras romanas indican que los instantes de tiempo son los que
corresponden a los mismos nameros de la figura 287.

Las consideraciones precedentes son validas ya se trate de ondas
transversales o longitudinales; la representacion utilizada en las
figuras precedentes describe también el movimiento proveniente de
ondas longitudinales si se utiliza la convencidon establecida en la
pagina 255. Los nodos de una onda estacionaria pura son, en ese
case, alternativamente nodos de compresidon y de dilatacion.

No insistimos sobre este asunto, del que nos hemos de ocupar nue-
vamente con ¢l motivo de las oscilaciones longitudinales de barras y
tubos.

4. Discusion matematica. — El movimiento resultante de dos
ondas de igual amplitud que se propagan en la misma direeeidn,
pero en sentido contrario, se deduce matemiticamente, sin mayores
dificultades.
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Empecemos a contar el tiempo desde el instante representado por
la figura 287 I y las distancias, que indicaremos con z, a partir del

punto O.
La ecuacion de la que se propaga de izquierda a derecha, que con-

sideraremos el sentido positivo de las z, sera

{ T
=a.sen 2 (———), [10]
hn (T )\)

si se indica con @ la amplitud y con T y A el periodo y la longitud

de onda, respectivamente.
La onda que se propaga en sentido contrario estara representada por

t z
=ag.8en2c|{—+ —}), 11
Y2 W(T )\) [11]

pues si consideramos a esta direccidn como el sentido positivo de
cierta coordenada u, contada a partir de O, la ecuacién seria

{ U
Y2 =a.sen22 | ———),
(T 7~)

y puesto que # y z estarian ligadas por la relacidén u = — z, resulta
la [11].
El movimiento resultante estda dado por la expresion

{ z t z
Yy =1y + =a.sen21c<———— +a.sen2x(— + —
L T x) (T x)

{
=a.scn27:—.0082w£—a.cos2w%.sen2w%+ [12]

l
+a.sen 2 — . cos 27:i +a.cos 2~ L sen 21r£ ,
T A T A

de donde
x t
Yy =2a.co0827 —.sen2n —. [13]
A T

La discusion de esta ecuacion muestra el earicter del movimiento.
Se ve que es periddico, siendo su periodo igual al de las componentes.

La amplitud 2a.cos 2« % es una funeién periédica de la distancia r al
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punto O que se ha elegido como origen. Para todos los puntos para
los cuales

cos2t— =0
A
o
A 3\ 5\
T =*x—, £——1), , ete.,
4 4
0 T
, ¢ /\

| T
t‘z
3T
{= 4
Prae 1-- ~ o ERAAN L
\ _ {=T
A T A A 2A
2 4
Fi,. 290.

la amplitud es nula, es deeir, la clongacién constantemente cero.
Esos puntos son los nodos. Los puntos para los cuales

(:0:»‘2*;:i = 4+ 1
A

A 3 A 5A
=+ —, +——, £ —, etc,,
2 2 2

son los que oscilan con mayor amplitud y a los cuales hemos deno-
minado vientres.
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En la figura 290 se han representado los estados de movimiento
de los puntos situados a la derecha de O para distintos instantes de
tiempo, Como es notorio, se trata, en realidad, de las mismas curvas
que da la figura 287. |

Es claro que también representan ondas estacionarias expresiones
de la forma

{
Y =asen2vci.sen27c——

. . {
y las que se obtienen substituyendo el seno de 2 « ?por el coseno.

5. Superposicion de ondas de frecuencias diferentes. Teore-
ma de Fourier. — Si las frecuencias de las oscilaciones no son igua-
les, se obtienen, por el principio de superposicién, los mas variados
tipos de ondulaciones. Las figuras 291 representan ondas compues-
tas por otras de longitudes diferentes; las longitudes, amplitudes y
diferencia de fase se encuentran indicadas debajo de cada dibujo.

a,:a,-2

Fig. 291.

Reciprocamente, dada una ondulacién cualquiera se puede des-
componer, por el teorema de Fourier, en una suma de perturbaciones
simples sinusoidales. La figura 240, por ejemplo, puede considerarse
como la representacién de las ondas simples que componen una on-
dulaeién que se proponga en cierta direccién ; como se dijo en aquella
oportunidad, esa onda seria la que corresponde a una oscilacién que
estuviese representada por la misma linea.
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Se ha elegido como ejemplo un movimiento de ese tipo, cuya velo-
cidad varia linealmente con el tiempo, porque es el que corresponde

a algunos de los puntos de una cuerda, cuyos movimientos estudia-
remos en breve.

B. — MOVIMIENTO ONDULATORIO TRANSVERSAL DE LAS CUERDAS
6. Movimiento ondulatorio de una cuerda tendida. — Repre-

senta la recta AB (fig.292) un segmento lineal de una substancia;
sea completamente flexible y designémosle con el nombre de cuerda.

{].
<

Fig, 292,

Se trata, por el momento, de deseribir el movimiento que se produce
sl en uno cualquiera de sus puntos se da un golpe de direceién trans-
versal; algunos elementos de masa reciben un impulso que les
comunica clerta velocidad en direecién normal a la AB, alejandolas
de sus posiciones de reposo.

Supongamos, primeramente, por razones de simplicidad, que el
eolpe se aplica en la inmediata cercania del punto A, que es fijo, lo
mismo que B. La deformacion local esté representada por el trazo
curvo. Se observa que la deformaciom cambia de lugar moviéndose
con movimiento uniforme hacia el otro extremo B, alcanzado el cual
vuelve hacia atris pero invirtiéndose, es decir, que si su concavidad
estaba anteriormente dirigida hacia arriba, lo estara ahora hacia abajo.
Se dice que el movimiento ha sufrido una reflexion. Aleanzado el pun-
to A ocurre exactamente el mismo fendémeno, esto es, nueva inversion,
y cambio en la direccion de propagacién. Este proceso se continta
hasta la extineion total de la energia meeanica almacenada, por roce.

Fijemos por un momento nuestra atencion en el movimiento real
de un punto a c¢ualquiera. Su movimiento comienza en el preeiso ins-
tante en que la deformacién llega hasta ¢1 y dura un intervalo de
tiempo igual al que tarda aquélla en pasar;el punto se mueve trans-
versalmente en cierto sentido hasta aleanzar una elongacién maxima,
luego hacia atras hasta llegar nuevamente a la posicién de reposo,
en la que perdura hasta el préximo pasaje de la perturbacién, du-
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rante el cual se moverd en la misma forma recientemente indicada
pero en sentido contrario, por la inversién de la deformacién. Como
la velocidad de propagacién es, como se dijo, constante, se sigue que
el punto repite periédicamente idéntico movimiento.

El proceso posee, pues, todas las caracteristicas de los movimientos
ondulatorios antes deseriptos.

En lo que atafie a la velocidad de propagacion, la teoria ensefia
que su valor estd dado por la férmula

) = ,‘/Z (14]

si T representa la tensién de la cuerda y m la masa de la unidad
de longitud.

Los hermanos Weber, ya mencionados en otra oportunidad, han
probado experimentalmente su validez en una cuerda de 1657 centi-
metros de longitud, en la que un centimetro pesaba 0,0313 gramos,
y cuya tensiéon corresponderia a 603,48 gramos. La velocidad de las
ondas deberia ser, segiin esto,

603,48 cm
v = —’ e
/‘/981 ' 0.,0313 4349 seq

Las determinaciones experimentales dieron el valor

v = 4321 M
seg

que concuerda satisfactoriamente con el tedrico.

7. Lareflexion de 1a onda.—La reflexién de la onda, en los puntos
fijos A y B de la cuerda, es tan rapida que la observacién experi-
mental de todas las fases del proeeso es dificultosa, aunque posible.

r

D’ ¢ A /\

e c D

——

Fig. 293 a.

La teoria conduce a una construccién que lo deseribe en forma
asaz sencilla.
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S1 CFD es (fig. 293a) una deformacién que se propaga acercandose
al punto fijo 4 se imagina que sobre la cuerda prolongada idealmente
hacia la izquierda se propaga hacia el mismo punto, con igual ve-
locidad, una deformacion idéntica C’F’D’, pero invertida y simétri
camente situada respecto a A.

Parte virtual de la cuerda Parte real de la cuerda
A
s
’/
- p I
\\\
-
\5
‘\\ L
\s‘ ’t
/
rd
’
’
’I
.
4
-~ y II
<
-~
“
\“
.
.‘\W
4"‘\
’ ~
’
4
4
’I
’I
< 111
\\
‘Q
-
\‘\
-
-~
~~
’ \‘
rd N~
” s.“
” h
’/
rd
< ~ 1V
\~‘
...
R
Fig. 203 b.

Los puntos correspondientes de ambas deformaciones alcanzan
simultaneamente al punto A; como las clongaciones son iguales y
opuestas se anulan, con lo que queda satisfecha la condicion de que
el punto A es fijo. La figura 2930 da algunas de las fases del pro-
eeso; la parte sombreada representa la deformacién real que se pro-
duce en la cuerda por la superposiciéon de las dos ondas.



8. Descripcion completa del movimiento. — Con estos elemen-
tos se puede describir por completo el movimiento que se origina
por un golpe, en una cuerda tendida entre dos puntos fijos, en uno
cualquiera de sus puntos.

Sea CED (fig.294) la deformacién inicial, la que se ha dibujado,
para mas claridad, con ordenadas exageradas. Como se dijo en el
parrafo primero, se generan en seguida dos deformaciones idénticas
que se propagan en sentido contrario. Se obtienen, como es sabido,

Fig. 294.

dividiendo en dos partes iguales las ordenadas de la deformacién
dada; sea la CFD, representada por la linea llena, que supondremos
se propaga de izquierda a derecha,y la punteada, que indicaremos
con C"F’'DY, que estd en realidad, debajo de CFD y que se propagara
en sentido contrario que ésta. El movimiento queda deseripto por la
siguiente construccion: se dibuja una deformaciéon C,” Fy" Dy, simé-
trica de CFD con respecto al punto fijo B de la cuerda; una C,FD,
simétrica de C"F’D’ con respecto al punto fijo A4 ; luego la Cy’ Fy’' D'
simétrica de C,F.D; con respecto a B; C.F,D. simétrica de C,"F,"D,y’
respecto a A,y asi sucesivamente. Se obtiene de esta manera dos tre-
nes de ondas, formados, uno por las de linea llena v otro por las de
lineas punteadas, las que se suponen en movimiento en sentidos
*opuestos con la velocidad dada por la [14], mientras que la forma y
distribuciéon queda invariada. El estado de movimiento de la cuerda
en cierto instante queda dado superponiendo las curvas llenas ¥y pun-

teadas que en el mismo ins-

C tante se encuentran entre 4
/\ ' B'
A - B
Fig. 295. D 9. Vibraciones de las

cuerdas. — Si la deforma-
cion abarea toda la cuerda, como en el caso de la fignra 295, 1o que
ocurre, por ejemplo, en una cuerda de guitarra, que es desviada de
su posieidn de reposo tomandola por uno de sus puntos, el movimien-
to se describe en forma enteramente aniloga.
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Se prolonga, idealmente, la cuerda en los dos sentidos y se dibujan
dos ondas idénticas (fig. 296a y b), que se obtienen dividiendo la
deformacién inicial dada (fig. 295) en dos deformaciones iguales, y
continuando el dibujo simétricamente a uno y otro lado de la linea.
Esas ondas deben suponerse moviéndose en sentido opuesto con ve-

¢
a5 :
c" 01d " L‘" -
c d

Fig. 296 a y b.

locidades iguales. El movimiento de la cuerda se obtiene superpo-
niendo los trazos de ambas curvas que, en el instante que se consi-
dere, se encuentren entre A y B.

En la figura 297 se han repre-
sentado algunas de las formas
que adopta una cuerda (') den-
tro de un periodo ; corresponden
a Instantes de tiempos separados
por intervalos iguales a la do-
ceava parte de un periodo. Es
posible la observacion directa
por medio de métodos estrobos-
copicos. Mientras la rigidez y el
roce no se hacen sentir, la euer-
da adopta realmente las formas
angulosas que indica la teoria.

Como, por otra parte, segtin el
teorema de Fourier, la deforma-
¢cion dada puede descomponerse

en una serie de deformaciones

Fig. 297.

sinusoidales, se sigue que el mo-

vimiento de una cuerda queda representado por superposicion de
trenes idénticos de ondas sinusoidales de diferente frecuencia que se
propagan en sentido contrario, con la misma velocidad. Tales ondas

(1) Esto corresponde al caso en que la cuerda tiene en el instante inicial la forma
dada por la figura 295, y se la abandona a si misma sin ningin impulso.
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se obtienen descomponiendo la deformacién dada en ondas sinusoi-
dales y cada una de éstas en dos componentes idénticas, de 1as que
una formara parte de uno de los trenes, y la restante parte del otro.

Cada par de las ondas asi formadas da lugar a una onda estacio-
naria, y el movimiento de la cuerda, consiste, entonces en la super-
posicién de un sistema de ondas estacionarias.

La onda cuya longitud A; es doble del largo L de la cuerda, se
llama fundamental;las restantes cuyos largos de onda deben ser

1
2 2
1
3
0o, de una manera general,
)\k = 3-I/ = l—)\l, etc., [15]
k k

se denominan armdénicas. Puesto que la velocidad de propagacién
es independiente de la frecuencia, dado que depende tan sblo de la
tensién y de la masa de la unidad de longitud, se sigue que sin; ‘es
la frecuencia de la onda fundamental, la de las arménicas serdn, res-
pectivamente, ny = 2n;; ng = 3ny; ny = 4n,; ete. Aun cuando en lo
que precede estan contenidas todas las particularidades del movimien-
to oscilatorio de las cuerdas, conviene, sin embargo, formular expre-
samente sus leyes. Como ordinariamente las cuerdas de los instru-
mentos musicales son circulares, la masa de la unidad de longitud es

m = 7re o,

s1 r es el radio y o la densidad del material, con lo que la relacién

[14] se escribe
v = i Vl , [16]
r T P

y por la relacion general
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se obtiene, introduciendo los resultados precedentes, para la fre-
cuencia de una cualquiera de las vibraciones de subindice %, la

expresion :
1 T
= - 1
"k T)\k /‘/ e [ 7]
0
v )T
= 18
"= 9T T 18]

de donde se infiere:

1° Que las frecuencias de las vibraciones de uwna cuerda son pro-
porcionales a la ratz cuadrada de la tension e inversamente propor-
cionales a su longitud;

2° Que la frecuencia de las vibraciones de cuerdas diferentes del
mesmo material son inversamente proporcionales a sus radios; y

32 Que la frecuencia de las vibraciones de cuerdas de materiales
diferentes son mversamente proporcionales a las raices cuadradas de
sus densidades.

Estas leyes fueron establecidas experimentalmente por Mersenne
(1588-1648). El problema fué tratado mateméticamente por Taylor,
alrededor del afio 1716, quien lo resolvié en parte. En el ano 1759,
Lagrange dié una solucién general que termind con las diseusiones
que motivara durante un tiempo relativamente largo.

Lia ccuaciéon de la onda estacionaria fundamental es de la forma

y=a1.sen21r—x-.scn21ri 19]

M T,
sl @, ¢s la amplitud y 7'y el periodo, o, por la [15],

Yy = ay.sen L; . sen 2w t , [19']

T,

puesto que la amplitud a, . sen 1; se anula solamente parax =0y

: 1
x = L, y alcanza un valor miximo para x = EL.

La ecuacién de la primer armonica seri

T
ax.sen 2w —.sen 2 = [20]

2
A2 T, ’

Y
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o, por la [15], y teniendo presente que, por la [18], T = %Tl:

l
y=a2.sen27c—az-.sen47c——, [207]
L T,
. x L
pues la amplitud a: . sen 21c_—E esceroparax =0,z = 5 YT = L,
. .. L 3
y tiene un valor maximo para z = re L.

De una manera general, la oscilacion del subindice %k queda re-
presentada por la expresién

x {
y—a.senkwf.senk2wﬁ, [21]

v todo movimiento de la cuerda quedara representado por una suma
de expresiones de este tipo.

10. Comprobaciones experimentales. — Para las comprobacio-
nes experimentales se utiliza ordinariamente el aparato que se ve
en la figura 298, que se designa con el nombre de sonbémetro.

Fig. 298.

La longitud de la cuerda puede variarse mediante dos puentes
A y By la tensién modificando la carga I’ que pende de uno de
sus extremos. Midiendo las alturas de los sonidos que emite en
diversas condiciones, se comprueba la exactitud de la foérmula
[18].

Los sonidos armoénicos pueden perecibirse recurriendo a la expe-
riencia de Squveur. Puesto que, como ya se¢ vi6, puede decirse que el
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movimiento de una cuerda consiste en la superposicién de ondas es-
tacionarias de longitudes dadas por la relacién

2
)\k=‘;c—L ; k=1,2,3,...,

que estan representadas con amplitud arbitaria en la figura 299, se
sigue que si se toca con una pluma, o con el dedo, el punto medio de

A T ' i H lﬂ "}""“.WB

a

il
==

Fig. 299.

la cuerda, se extinguen todos los movimientos que no tengan un nodo
en ese punto; quedara, pues, la primer armdnica, a la que correspon-
de el subindice & = 2 y las de indice 4, 6, cte.; como la mas amplia es

Fig. 300.

la primera, dard la altura del sonido. Si se toca en un punto situado
a la tercera parte de la longitud de la cuerda, a partir de uno de sus
extremos, quedara la onda estacionaria de subindice k=3 y las de 6, 9,
cte., v asi sucesivamente. El oido puede pereibir asi las alturas de las
distintas oscilaciones componentes;la de mas densidad, vale deeir,
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la mas amplia, es la fundamental, y determina la altura del so-
nido.

Objetivamente, se revela la existencia de nodos y vientres fijos
utilizando esta misma experiencia un tanto modificada. Sc mantiene
el contacto de la cuerda con la mano en cierto punto, el b”, por ejem-
plo, que dista de B una distancia igual a la cuarta parte del largo
de la cuerda, desde antes de excitarla, y se ubican caballetes de papel,
con los que se observan en la figura 300, en ¢/, d” y en los lugares
intermedios. Si se hace vibrar el segmento Bb”, los jinetillos ubica-
dos en ¢/, d’ quedan en sus posiciones, mientras que los restantes son
arrojados. Conviene hacer notar que en esta experiencia aparecen
también las arménicas que corresponden al segmento de cuerda que
se excita; pero como son menos amplias que la fundamental (que
corresponde al mismo segmento), los fen6menos que se observan son
determinados por la onda estacionaria que a ésta corresponde.

Una comprobacién experimental que abarca todos los aspectos del
fenémeno,lo brin-

c a 16

- R da la obserYa010n

“ f?ox\ 5\ \o\ estroboscopica de

[" ! \ u : la cuerda; como

0 c____ 2 10 2 ya se dijo, resul-

E s / ) k _\5 ta que aquélla vi-

8 4 / _ 8 \4 bra efectivamen-
) 5 AN /5

g g te en la forma que

prevee la teoria;
la figura 297 representa algunas de las fases del
movimiento (supuesto cumplidas las condiciones
que indica la nota de la pagina 333).

Puiesto que de las leyes de movimiento de la
onda puede deducirse la manera c¢émo vibran los
diferentes puntos, otro método de prueba expe-
rimental consiste en componer el movimiento os-
cilatorio de uno de los puntos de la cuerda, con
otro simple conocido; es facil, luego, analizando

P2 el movimiento resultante, deducir las caracteris-
Fig. 301. ticas de aquél.

Esto lo ha realizado ITelmholtz mediante el mi-

croscopio a vibraciéon mencionado en la pagina 245. En la figura 301

estd representado por el trazo grueso, cerrado, ¢d, ¢l movimiento

compuesto que se obtiene por la superposicion de las oscilaciones
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del diapason con las de la misma frecuencia del punto medio de
una cuerda de violin excitada por el arco ().

La linea ab representa la vibracién del diapasén; puesto que es
armoéOnica se obtienen los segmentos que corresponden a intervalos
iguales de tiempo, trazando un circulo de didmetro ab y lineas que
sean normales a éste por puntos equidistantes de la circunferencia.
Las posiciones del punto de la cuerda, en tales instantes, son las
intersecciones de esas rectas con la curva resultante cd.

La curva quebrada de mas abajo, representa, en otra escala, las
elongaciones de la cuerda en funcién del tiempo; como es notorio, la
velocidad del punto es constante, con excepeidon de los instantes que
corresponden a los vértices, donde es disecontinua, lo que prevee la
teoria.

11. La teoria de las cuerdas vibrantes (*). — A. LA EcuAcION
DE MOVIMIENTO. — Lia teoria de las cuerdas vibrantes se debe a Tay-
lor, Bernoulli, D’Alembert, Euler y, sobre todo, a Lagrange.

Para establecerla, se supone que la cuerda es perfectamente fle-
xible, lo que equivale a suponer que su seecién transversal es lo
suficientemente pequefia como para que desaparezeca por completo
su rigidez.

En general, se disecute tan sblo el caso en que las determinaciones
son de amplitud tan reducida que las fuerzas clasticas variables
que originan sean desprecia-

bles con respecto a la tensién T a bT _

permancnte T de la cuerda. /":#—\
En ese caso, que pasamos a akr

discutir, cl angulo que forma, Fig. 302.

en todo instante, un elemento
enalquiera de la cuerda con su posicién inicial, puede considerarse
de pequefiez suficientec como para despreciar las potencias superio-
res a la primera.

Sea (fig. 302) 'l la posicién de un elemento ds, que se encuentra
en ab en el estado de equilibrio, en cierto instante. En sus extremi-

(") En este caso, en el momento inicial la cuerda tiene la deformacién cero,
y por la accién del arco se arrojan los puntos tocados con cierta velocidad.

(®) Aprovechamos la oportunidad que brinda el movimiento transversal de las
cuerdas, para establecer y resolver un tipo de ecuacién diferencial que tiene en
la fisica la mds grande importancia.
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dades actiian, por lo supuesto, dos fuerzas iguales a 7T, pero no di-
rectamente opuestas y que no se haran, por lo tanto, equilibrio. Si
indicamos con z la direccion de la cuerda y con y la direccidén normal
del plano del papel, en el que suponemos tiene lugar la vibracién,
esas fuerzas admiten una componente segtin la tltima direceidn,
componente que rige el movimiento transversal que estudiamos.

Si a es el angulo que forma la tangente a la cuerda en &’ con z,
y o el que forma la tangente en el b’ con la misma direccién, la
fuerza que solicita al elemento en la direccion vy, es

F =T (sena—sena’) =T .dsen a, [22]

puesto que si los puntos @’d’ son, como se ha supuesto, infinitamente
cercanos, la magnitud entre paréntesis es el diferencial del seno.
Como ademas, es o infinitamente pequeino, puede ponerse la tan-

gente, que estd expresada por % ,en lugar del seno, con lo que la [22]
se convierte en
dZ
For.d% _17%Y g 23]
dx d x?

Si m es la masa de la unidad de longitud de la cuerda, la del
elemento considerado sera m.dx, y, por consiguiente, segiin el prin-
cipio de masa:

2 T 42
Ty L2V [24]
d 2 m d x?
se obtiene la expresion
T
? = —, [25]
m
o, introduciendo una constante v definida por la relacién
d? d?
Lol Y (26]
d t? d x*

que es llamada ecuacién de la cuerda vibrante. Como es notorio,
las derivadas son, en realidad, parciales.
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B. INTEGRACION POR SERIES TRIGONOMETRICAS. — Tratemos de hallar
soluciones de la [26]. Probemos si es posible satisfacerla por un mo-
vimiento vibratorio arménico, vale decir, por una funcién sinusoidal

t
= q sen 2 _— . 27
Y W(T @) [27]

Substituyamos este valor en la [26]. Resulta la ecuacién diferencial

2 2
da=_<27r a (28]
d x? v T

lo que significa que la [27] es una solucién de la ecuacién dada si

la amplitud @ es una cualquiera de las soluciones de esta taltima.
Kl integral de la [28] es

x

+ B .cos2x
v T v T

a=A.sen2xw [29]
donde A y B son constantes arbitrarias. l.a constante v antes intro-
ducida es, entonces, la velocidad de propagacién y, por consiguiente,
T es el largo de onda A.

Ahora bien, como la amplitud del movimiento debe ser constante-
mente nula en los puntos fijos extremos, cuyas coordenadas son
=0y x=L, sise indica con L ¢l largo de la cuerda, lo que se
manifiesta matematicamente eseribiendo

a=0 para =0 y x=0L, [30]
resulta de la [29]

B =0 [31]

y

sen 2x— =0,
A
)
. |L .

2 N =kr , k=1,2,3, ete. [32]

condicién que significa que son posibles todas aquellas ondas cuya
longitud estd dada por la relacién

2
Ay =%‘L7 [33]

como va habiamos establecido anteriormente.
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Resulta para las frecuencias

v k
N =—— =10

I

ck =123, ete. [34]

y, por consiguiente, de una manera general,

ng = kny [35]
o, introduciendo los periodos,
T
Te =—, (36]

donde el subindice se refierc a la onda fundamental. E1 movimiento
de la cuerda consiste, pues, por las relaciones [27], [29], [31] ¥
[36] en la superposicién de un sistema de ondas estacionarias, re-
presentada por la expresion '

y=22A;.sen ke

.%n2wk<l;——m), (37]

1

donde 0, y A, son constantes para cada oscilacién, resultado que
establecimos ya en la pagina 336.

La [37] es la representacién mas general del movimiento de una
cuerda; satisface ya las condiciones limites que provienen del hecho
de que los puntos extremos son fijos.

La solucién de un caso dado se obtiene introduciendo las condi-
ciones iniciales. Si, por ejemplo, en el instante inicial la deforma-
cion de la cuerda es la de la figura 295, el problema consiste en
determinar los Ax y 0; de modo que la serie

y=XA;.%en27k 0. sen kzx ’

a la que se reduce la [37] para t = 0, represente la linea ACB; la
solucion se alcanza mediante los conocidos desarrollos de Fourier.
En el caso de una cuerda de violin excitada por el arco es y =

parat = 0, pero la velocidad, vale decir —d(% , es para t = 0 cierta fun-

cion de x que debe representarse por la serie que resulta de deri-
var la [37] con respecto al tiempo e introduciendo en el resultado
la expresion ¢ = 0.

En las expresiones [19] a [21] no figuran las 6, porque se han
considerado cada una de las oscilaciones por separado, eligiendo
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en cada una de ellas, como origen del tiempo, el instante en que
la cuerda pasa por la posicién de reposo.

C. — VIBRACIONES LONGITUDINALES DE LAS CUERDAS
Y DE LAS BARRAS

12. Vibraciones longitudinales de las cuerdas y de las barras.
— Se designa, en actistica, con el nombre de barras a varillas rigidas.
Tanto las cuerdas como las barras puede hacérselas vibrar longitudi-
nalmente, por la accion de tracciones ritmicas aplicadas en el sentido
de la longitud.

El movimiento longitudinal mas general de una cuerda o de una
barra consiste, lo mismo que en el caso de las vibraciones trans-
versales de las cuerdas, en la superposicion de un sistema de ondas
estacionarias, longitudinales en este caso, que resultan de la inter-
ferencia de ondas de la misma frecuencia y amplitud que se propa-
gan en sentido opuesto, con la velocidad

propia de tales ondas, donde, como es sabido, £ representa el mo-
dulo de Young y o la densidad de la substancia.

Sus longitudes quedan determinadas por las condiciones de los
extremos.

i
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Tig. 303.

A. Los pos EXTREMOS SON ¥1Jos. — Si se trata de una cuerda, por
ejemplo, los dos extremos deben ser siempre fijos, en cuyo caso son
posibles todas aquellas ondas estacionarias tales como las de la figu-
ra 303, cuya longitud guarde con el largo L de la cuerda la relacidn,

e = —Z—L ; B =1,2, 3, ete. [33]

T.0 mismo ocurrird con la barra en tales condiciones.
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Las armoénicas tienen, pues, como es notorio, las frecuencias 2mn;,
3n,, 4n,y, ete., si n; es la frecuencia de la oscilacion fundamental.
Si se indica con z la distancia

A'—\ PR de una seccion cualquiera de la
A S - B cuerda o barra a uno de sus ex-
............. ) I\_ B’ tremos y con y la elongacién

de un punto situado en ella, la

v ccuacion de una cualquiera, de

Il las ondas serd exactamente de

~_ T TN la misma forma que la estable-
A cida a proposito de las vibra-
- QT e

clones transversales de las cuer-

das en la pagina 335.

-.-,\‘__——-‘*--._.‘/—‘-”.*\‘ JEE LAt D /—
c T N i~ e
‘IV B. Los D0OS EXTREMOS SEAN
Fig. 304,

LIBRES. — Lios extremos seran
maximos del movimiento, es decir vientres; son, por lo tanto, posi-
bles todas aquellas ondas estacionarias que cumplan esa condicién
y que estin representadas en la figura 304. Sus longitudes estaran
dadas también por la [33].

La frecuencia de la oscilacion de subindice k£ se deduce de la

relacion
A
nk)\k=v=/‘/—p. [38]

k ‘/75"
n, = ’ [39]
b 2L o :

de suerte que se tiene, para la oscilaciéon fundamental:

1 E
n = —2—L— ,‘/‘T [40]

ne=2n ; mMm3=3n ; ... ;0 ng = kny ;o [41]

Por la [33] resulta

y para las armdnicas

es decir, existirAn todas aquellas cuyas frecuencias sean multiplos
enteros de la frecuencia de aquélla.
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Para excitar la nota fundamental se puede fijar la barra en su
punto medio. Podran aparecer ademéas todas las arménicas que tie-
nen un nodo en ese punto y que son aquellas cuyos subindices k
tienen los valores 3, 5, etc. La ecuacién de la onda estacionaria
fundamental serd, indicando con y la elongacién longitudinal y con
z la distancia a uno de sus extremos:

y=a1.coslx—.sen27ci, [42]
L T,

si T representa el periodo. En efecto, la amplitud a,.cos itlff—alcanza

el valor maximo para x = 0 y x = L, anulandose, en cambio, tan so6-

L e C e
lo paraz = <5 donde existira un nodo. Sise fija la barra en un punto

que se encuentra, de uno de sus extremos, a una distancia igual a
la cuarta parte de su longitud, se excitara la primer armonica y
quizas también otras superiores cuyos nodos se hallen en ese punto.
La ecuacion de la primera es

2«
Yy = Qs . coS .8en 2w na i
0, puesto que n, = 2n;4:
2 ©x 2xx

t
Y = Q3. COS .send T nyt = az. cos .sen4w7.[43]

1

En efecto, la amplitud es maxima para £ =0 y = L y ademas

. 1 3
parax=—2—~; cs nula, en cambio, para + = — . Ly x = _4—L.

Para cxcitar la armodnica de orden k hay que fijar un punto situado
. . 1 L ..
a la distancia Y de uno de los dos extremos y ¢l movimiento que
2

a ella corresponde se representa por la relacion

kT k2 L. [44]

T,

Yy = a.Cos

(. UN EXTREMO FIJO Y EL OTRO LIBRE. — En este caso pueden exis-
tir todas aquellas ondas estacionarias que tengan un nodo del mo-
vimiento en el extremo fijo v un vientre en el extremo libre, es deeir,
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tales como las representadas en la figura 305. Sus longitudes obe-
deceran a la relacion

A

L=02k—1)—,

( )4
[45]

k=12 3, ete.,

es decir, en la barra existe siempre un ntmero impar de cuartos

de onda.
Lia frecuencia de la oscilacién de

L orden k, sera, por la relaciéon
\ ) e A —E
ng )\k =0V = 1/——
e

I
A ----------- -
‘“"“““"’"I'}'- T y por la [45]
............ 2k—1 7
T i =———1/f7_. [46]
11 4L 0
N e TN La frecuencia de la oscilacién
et Y e o~ fundamental (X =1) es:
Fig. 305. n, = 1 E
4 L 0
de la primer arménica (k =2) es:
3 B
Ne = 4L/‘/9 = 3 Mi;
de la segunda armoénica (k = 3) es:
5 E
7?/3 = ﬁ -?- — 5:’1’1,
0, de una manera general,

Las arménicas posibles son, segin esto, todas aquellas cuyas fre-
cuencias son 3, 5, 7, ete., veces mayores que la frecuencia de la
fundamental. La ecuacién de &sta serd, si el origen de las x coinecide
con el punto fijo, de la forma

y=a1.senﬂ.sen2wi, (48]
2L T,
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pues esta expresion tiene un valor cero para x = 0 y un valor maximo
para x = L; el largo de la barra es, por lo tanto, un cuarto de onda.

En general, la oscilacion de subindice %k estard representada por
la expresion

i .sen2w(2k—1) ¢ . [49]

Yy =a;.sen (2k—1)
2L Tl

Como ya se ha hecho notar en otra oportunidad, los lugares que son
vientres del movimiento son nodos de la compresion, y los nodos del
movimiento son vientres de la compresién, mejor dicho son, alterna-
tivamente, cada medio periodo, vientres de compresién o de dilatacion.

—, —_—_—

A - <--—- <-oov —e B
— <

A oo, % « B
e
—— oo — >

A‘ PR % — 4 ————— R

Fig. 306.

Esto se pone en evidencia representando por medio de fiechas
(figura 306) los sentidos del movimiento. Lia I corresponde a la
oscilacion fundamental de una cuerda o barra a extremos fijos.
Todas las sceeiones se mueven, en ese caso, simultineamente en el
mismo sentido, el que cambia en instantes de tiempo separados por
intervalos iguales a medio periodo.

Cuando los clementos de masa se mueven hacia B, aumenta la den-
sidad en los puntos veeinos a éste y disminuye en los proximos a 4 ;
cuando el movimiento cambia de sentido ocurre lo mismo con las
variaciones de la densidad. El punto medio de la barra o cuerda cons-
tituye el limite de separacién entre los elementos comprimidos y dila-
tados; la materia conserva alli, por lo tanto, su densidad normal o,
en otras palabras su compresién no varfa. El movimiento es alli, en
cambio, mucho mis amplio que en otros lugares. El punto medio es,
pues, vientre del movimiento y nodo de la compresion, y los extre-
mos nodos del movimiento y vientres de la compresion.

Las fieuras II y III representan la primera y segunda arménica,
respectivamente, a las que puede aplicarse sin dificultad el razona-

miento precedente.
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Los sentidos de los movimientos indicados por las flechas se de-
ducen en seguida de las figuras 303 teniendo presente la convencién
establecida en la pagina 255.

Es claro que estas mismas consideraciones son aplicables a barras
cuyos extremos estén sujetos a otras condiciones, cualesquiera que
éstas sean,

Las tensiones elasticas que se despiertan por un movimiento vi-
bratorio longitudinal son de consideracién; es posible, por ejemplo,
producir la ruptura de un barra de vidrio.

Savart ha medido la amplitud del movimiento oscilatorio de barras
mediante un esferémetro,y encontrado que el alargamiento correspon-
de a tensiones de varios millares de kilogramos. Se trata, en realidad,
como veremos mas adelante, de oscilaciones producidas por resonancia.

La existencia de los alargamientos puede hacerse ostensible apo-
yvando en el extremo de la barra una bolilla de marfil suspendida
de un hilo; tan pronto como se excitan las vibraciones es-arrojada
bruscamente de su posicidn.

D. — VIBRACIONES TRANSVERSALES DE LAS BARRAS. DIAPASON

13. Vibraciones transversales de las barras. — El movimiento
vibratorio transversal de barras no puede describirse por el método
establecido en el parrafo 9, que es aplicable, como se vid, al movi-
miento longitudinal. |

La teoria, que por requerir métodos analiticos demasiado elevados
no consideramos, evidencia todas las caracteristicas del movimiento,
tal cual se revelan en la experiencia.

Indicaremos, pues, los resultados relativos a dos condiciones dis-
tintas de los extremos.

A. Los pos EXTREMOS SEAN LIBRES. — En este caso son posibles
todas las oscilaciones cuyas frecuencias estan dadas por la relacién

S 1 ab - (50]
Y
siendo
E
a? = — (561 a]
P
y
I
bt = —, (51 b]
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donde E y o tienen la misma significacion que en los parrafos
precedentes, I es el momento de inercia de la seccién S de la barra,
que se supone constante y pequefia con respecto a su longitud L, y
m una cualesquiera de las raices de la ecuacion transcendente (') :

cosm .coshm =1 [62]

Las soluciones de esta ecuacién son

3,015 . 5000  7000%,..., 2k+ 1=
2 2 2 2

de suerte que las frecuencias estan dadas, aproximadamente, por la
relacion

2
nk=£ab @2k+1) , (53]
2 L2 4

lo que es tanto mas exacto cuanto mayor es k.

De aqui resulta, entonces, que las frecuencias de las oscilaciones
transversales de una barra a extremos libres son, proporcionales a la
raiz cuadrada del médulo de Young de la substancia y del radio de
giracién (%) de la seceién, y, por lo tanto, del espesor, e inversa-
mente proporcionales al cuadrado de la longitud.

Los nodos se encuentran situados, a contar de uno cualquiera dv
los extremos, tomando la longitud de la barra como unidad, en las
posiciones que se dan en la tabla que va a continuacién, donde nos
limitamos a las tres primeras oscilaciones:

& Namero Posiciones de los nodos
"k de nodos en fracciones del largo de la barra
1 m 2 0,224; 0,776
2 2,76 ny 3 0,132; 0,500; 0,868
3 5,40 n, 4 0,094; 0,357; 0,643; 0,906

() Se indica, como de costumbre, con el simbolo cosh m al coseno hiperbélico
de m.

(®) Pues b es el radio de giracién de la seccién. Véase tomo I, pdginas 363 y
203.



Para obtener las distintas frecuencias se puede fijar la barra en el
primer nodo haciendo oscilar transversalmente el extremo méas corto.
La figura 307 ilustra la cuestion.

B. UN EXTREMO FIJO Y EL
OTRO LIBRE. — Lias frecuencias
/?

— o estin dadas por la misma rela-
P ————~.__, cién [560] pero las m; son las
//——\ \//\ >a raices de la ecuacién
7 ~—~ ~—
T — N cosm .coshm = —1 [54]
Fig. 307.

que son

1,194 5 2989 = 5000 ,7.000~, ..., (2k— 1) =,
2 2 2 2 2

de suerte que las frecuencias de las oscilaciones posibles de la barra
estin dadas, con muy buena aproximacion, si se exceptian las dos
primeras, por la férmula

© ab (2k—1)2

ng = — . 55
N TR 155]

Las frecuencias de las oscilaciones fundamentales de una misma
barra, en las dos condiciones discutidas, guardan la relacién

ni (libre-libre)  (3,011)2
ny (fijo-libre) (1,194)?
es decir, en el primer caso, el sonido es dasi seis veces y media més alto.

El ntimero de nodos y sus posiciones para las diferentes frecuen-
cias estan consignados en la tabla que sigue:

) )

Ntmero Posicién de los nodos, a contar desde
k ng deuno dos el extremo' libre, en fracciones del
largo de la barra
1 m 1 1 (punto fijo)
2 6,26 M1 2 1; 0,226
3 17,56 n 3 1; 0,5; 0,132
4 34,3 m 4 1; 0,644; 0,356; 0,094

En la figura 308 se han representado graficamente estados de
movimientos correspondientes a las cuatro primeras oscilaciones.
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Savart ha comprobado por mediciones directas, la exactitud de las
predicciones de la teoria.

Fig. 308 Fig. 309.

De acuerdo con lo que precede se comprende por qué los sonidos
emitidos por reglillas de madera (fig. 309) de la misma seccién,
pero de distinta longitud son tan diferentes. Pueden arrancarse
de ellas todas las notas de una escala determinada.:

14. El diapason. — El diapasbén consiste en una barra de acero
plegada en forma de horquilla que se continda, en el lugar del
pliegue, en otra pequefia barra metalica, destinada a llevar un man-
go o a permitir su fijacién adecuada.

Se le puede hacer vibrar de diferentes maneras, ya sea golpein-
dolo con un martillo dotado de una pieza de goma, excitindolo con
un arco de violin o alejando sus ramas mediante un cuerpo apro-
piado y abandonandolas luego a si mismas.
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Fig. 310.

La experiencia revela que los nmodos del sonido fundamental se
encuentran muy cerca del lugar de la dobladura (fig. 310), de
modo que cada una de las ramas vibra, aproximadamente, como
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una barra cuyos extremos son: fijo el uno y libre el otro. Las
figuras b y c¢ representan oscilaciones que, bajo la suposicién pre-
cedente, pueden considerarse como las dos primeras armdnicas.

Las frecuencias se encuentran pues, en la relacién establecida en
el parrafo b, de la seccion anterior.

Esto es tan solo aproximado, como es notorio; la experiencia evi-
dencia que dos diapasones que dan la misma nota fundamental pue-
den diferir en las alturas de sus armoénicas, lo que se hace osteunsible
excitandolos y extinguiendo en uno de ellos la oscilaciéon funda-
mental; se percibirdn, en seguida, pulsaciones provenientes de las
primeras armonicas.

Para todas las oscilaciones ocurre que las masas de las ramas que
podemos llamar homoélogas se mueven en todo momento en sentido
contrario, vale decir, se acercan o se alejan, generando asi un enérgi-
co movimiento vibratorio de las masas de aire que las circundan.

Lia oscilacion fundamental es no solamente de una amplitud mayor
que la de las arménicas sino también mucho menos amortiguada, de
suerte que, transcurrido un tiempo muy corto, es la {inica que per-
dura. Se tiene asi la posibilidad de emitir sonidos bien puros, lo que
constituye una ventaja apreciable.

La frecuencia de las oscilaciones de un diapasén, que por lo que
precede es la de la nota fundamental, es sensible a los cambios de
temperatura, por las modificaciones que esto determina en la elas-
ticidad de la substancia. Segiin mediciones de M. Leod y Clarcke,
realizadas utilizando el método estroboscopico, descripto en la pa-
gina 247, la frecuencia varia con la temperatura segtiin la relacién

m = no (1 — 0,00011¢) [56]

donde n, representa la frecuencia a 0°C, ¢ la temperatura y n; la
frecuencia a ¢ grados.

Como diapasén normal se ha clegido en un congreso celebrado en
Viena en el afio 1885, un diapason a cuyo sonido fundamental co-
rresponde una frecuencia de 435 oscilaciones dobles, a 15°C.

Que la parte curva del diapaséon vibra en la forma que ilustran las
figuras puede comprobarse apoyando su base sobre el borde de una
copa, por ejemplo; se percibira en seguida un sonido proveniente de
las oscilaciones que excitan en ella sus impulsos.

La energia que se desprende por segundo del diapasén, a través
de la masa de aire que lo circunda, es relativamente a la que tiene
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almacenada, pequefia, lo que significa que las ondas acisticas que en
su movimiento generan son de amplitud reducida.

Se aprovecha su energia vibratoria para producir ondas acutsticas
intensas, recurriendo al fenémeno de la resonancia, que se ha estu-
diado ya en el primer tomo, y sobre el cual hemos de volver mas
adelante.

Tig. 311.

Se le monta, a ese fin, en una caja, que ordinariamente es de ma-
dera, de corte rectangular, abierta por uno de sus extremos (fig. 311),
cuya longitud es, muy apro-
ximadamente, igual a la cuar- B,
ta parte del largo de onda de
la oscilacion fundamental. La

caja transmite los impulsos

de aquél a la masa de aire CE§._\( ) E a

(que contiene, la que vibra
intensamente a causa de la \
coincidencia de los periodos

propios. Este efecto se au- AN
menta si se logra que la fre-
cuencia de las vibraciones
propias de la caja misma sea proxima a la frecuencia de las del dia-
pasoén ; sus movimientos seran asi mas amplios y mayor, por consi-

Fig. 312.
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guiente, la excitacién de la columna de aire. Esas frecuencias no de-
ben ser iguales ni demasiado préximas, pues si tal ocurre el movi-
miento vibratorio de la caja puede llegar a ser suficientemente enér-
gico como para reaccionar sobre el diapasén y alterarle su periodo.
En muchas determinaciones es indispensable mantener las oscila-
ciones de un diapasén y, a menudo, es necesario que la amplitud sea
constante. En tales casos se le excita electromagnéticamente mediante
dispositivos como el que se ve en uno de los diapasones de la figura
311 y en la figura 312. Cuando una de las ramas ha alcanzado la
méaxima elongacién, hacia afuera, cierra, mediante una ldmina meta-
lica I, ecuyo extremo es de platino, el circuito de una bateria, origi-
nando la imantacién del nticleo del pequefio electroiman, cuyos polos
traceionan, respectivamente, la rama a la que enfrentan.

E. — VIBRACIONES DE LAS PLACAS Y DE LAS MEMBRANAS

15. Generalidades. — Los mismos caracteres que distinguen a las
cuerdas de las barras diferencian las membranas de las placas. Ideal-
mente la membrana es una lamina s6lida, infinitamente delgada y
perfectamente flexible, sometida a una tension suficientemente gran-
de para que los cambios que se originan por las pequehnas deferma-
ciones en que consiste el movimiento vibratorio no la modifiquen de
una manera sensible.

No es menester definir lo que se entiende por placa.

Los movimientos vibratorios de estos cuerpos han sido motivo de
numerosisimos trabajos tedricos y experimentales.

Han existido grandes discrepancias, en lo que se refiere al mo-
vimiento de las placas de forma rectangular. Si bien los diversos in-
vestigadores estaban de acuerdo en lo que atafie a la ecuacién del
movimiento, que no depende, naturalmente, de la forma de la pla-
ca, disentian en la eleccién de las condiciones limites que correspon-
den al contorno. Se impusieron las establecidas por Kirchhoff, por-
que los resultados obtenidos concordaban mejor con los de la expe-
riencia. Recientemente, Ritz ha demostrado, sin embargo, que algunas
de las condiciones establecidas por Kirchhoff eran erréneas.

En las placas de borde circular las condiciones limites no han
motivado discusién alguna v, por otra parte, las caracteristicas evi-
denciadas por la teoria estin en perfecta concordancia con las que
revela la experiencia.

Las membranas no podian ofrecer dificultades de la misma indole
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que las placas, puesto que sus bordes deben ser, necesariamente fijos,
lo que constituye una condicién de contorno perfectamente definida.

16. Vibraciones de las membranas. — En las membranas, lo
mismo que en las cuerdas, el movimiento estd regido por la compo-
nente normal de la tensién, que aparece tan pronto como se las
deforma.

En el movimiento mas simple, que es el de la oscilacién fundamen-
tal, todos los puntos de la membrana se mueven simultaneamente
hacia el mismo lado.

Esta oscilacién va acompafiada, en general, de un cortejo numeroso
de oscilaciones de frecuencias mas elevadas.

Los movimientos que a cada una de éstas corresponden se dis-
tribuyen sobre la membrana dividiéndola en zonas, mas numerosas
cuanto mayor es la frecuencia, y de tal modo que dos regiones veeci-
nas se mueven siempre en sentido contrario, estando separadas, por
consiguiente, por lineas de reposo o nodales.

El movimiento de las distintas partes de la membrana puede ha-
cerse ostensible, de manera muy llamativa, desparramando sobre ella
arcna muy fina; en los vientres, los granos son arrojados periddica-
mente hacia arriba, corriéndose poco a poco hacia los lugares de re-
poso, con lo que quedan disefiadas, por monticulos, las lineas nodales.
Se trata de un movimiento estacionario que proviene de la superpo-
sicion de oscilaciones dé diferente frecuencia y direceidn.

Por ser las membranas circulares de uso frecuente, en instrumentos
de misica y en la téenica, daremos algunos datos referentes a su
movimiento, cuya deseripeion tedrica es obra de Kirchhoff y que
concuerda, como ya se dijo, con los resultados experimentales, como
lo ha comprobado Bourget.

Si la membrana es, como se supone en teoria, homogénea, del mis-
mo espesor y estd uniformemente tendida, las lineas nodales son
circulos, o diametros que forman entre cllos dngulos iguales, o com-
binaciones de ambos sistemas. En la figura 313 estan representados
alegunos casos con indicacion de la altura de la nota, tomando la fun-
damental ecomo unidad, y la relaciéon entre los radios de los nodales
circulares con cl radio de la membrana.

Lia frecuencia de la nota fundamental estd dada por la relacién

m:m‘/ﬂ, 57]
27r 0



— 356 —

donde T representa la tensién, o la densidad de la substancia y r el
radio.

En el oido humano las vibraciones exteriores inciden primeramen-
te sobre la membrana del timpano, cuya tension puede ser variada
dentro de grandes limites merced a un sistema de huesecillos y de

miusculos, con lo que se mo-

/’\/\ difica la frecuencia de su
- . oscilacion propia hasta que
U \LJ sea igual a la del sonido ex-

7,00 7,59 2.7 Z,30 terior. En esta acomodacidén
+ .
0.436)  consiste el progeso que se

denomina aguzar el oido. Se

explica asl por qué el tim-

pano parece apto a vibrar,
2.65 Z,92 376 3,50

(0.546) (0579 dentro de ciertos limites, al
unisono de cualquier sonido.

El conocido hecho de la

agudeza extraordinaria que

L tiene el oido de algunos ani-
), 7.

360 J.65 406 o . .
4R 0,638 (065%) males para percibir ruidos

de otros seres que les son
peligrosos, como por ejem-

Fiz. 313.

plo el de los caballos para el ruido que produce el deslizamiento de
las viboras, revela, quiza, a la vez que un acomodamiento permanente
2 su periodo fundamental, una mayor sensibilidad para los mismos
de los 6rganos nerviosos, originada como medio de defensa.

17. Vibraciones de las placas. — Una placa de vidrio o de mectal
puede hacerse vibrar con tonos muy diferentes segtin la manera y la
ubicacién del punto en que se excita, y segun los lugares que, por
estar fijos o en contacto con otros cuerpos (con los dedos por ejem-
plo), deban permaneccer en reposo y pertenecer, por consiguiente, a
lineas nodales.

Para hacer vibrar una placa es menester fijar, por lo menos, uno
de sus puntos, con auxilio de una prensa (fig.314), cuyas pinzas
estén recubiertas de sendas piezas coOnicas de corcho.

Chladni (1756-1827), que ha sido el primero en estudiar tales vi-
braciones, y a quien se debe la idea de revelar objetivamente sus
caracteristicas mediante arena muy fina, recomienda utilizar, para
excitarlas, el arco de violin en toda su extension y que, al fin, des-
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pués de haber aumentado la energia del movimiento, sea retirada
bruscamente, para que la placa siga vibrando libremente.

Se puede arrancar a la misma placa infinidad de sonidos de tonos
diferentes, como ya se dijo, obteniéndose asi variadisimas figuras. Las
zonas en que se divide la placa al vibrar, y, por consiguiente, el nime-
ro de lineas nodales,
es tanto mas gran-
de cuanto mayor es
la frecuencia del so-
nido que emiten.

La experiencia en-
sefia que a una figu-
ra dada corresponde
siempre el mismo so-
nido pero que la re-
ciproca no es vali-
da, correspondiendo
a un mismo sonido,

en gencral, figuras Fig. 314.
diferentes.
Esto es explicable, pues sonidos de la misma altura pueden diferir
en el cortejo de los soni-

b a )) a __dos superiores que los
E | acompaiian.

En las figuras 315 se han
representado diferentes fi-
: . guras de Chladni, como
' | se las llama. Se refieren a
: ’ \.] placas rectangulares fija-
das en su punto medio;

soasesced

los lugares indicados con

@ son los de excitacién y
los sefialados con b aque-
llos que estan, como el
centro, impedidos de vi-
brar, por ser mantenidos
en contaeto con otros cuer-

Fig. 315. por los dedos, por ejem-
plo.
Wheatstone ha ideado una explicacion que sin ser, ni con mucho,
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rigurosa, da cuenta, por lo menos en sus caracteres generales, del
mecanismo del proceso, en las placas rectangulares.

Consideremos, para mayor sencillez, el movimiento de la placa
cuadrangular. Wheatstone supone que en las dos direcciones de sus
pares de lados vibra como barras a extremos libres; la superposicién
de las oscilaciones correspondientes a tales direcciones originarian
las diferentes vibraciones.

Supongamos, por ejemplo, que la placa vibra en una direccién de
modo que las lineas ab y cd (fig.316) son nodos y en la otra de

A B

Fig. 316.

suerte que lo sea ef y hg (fig.316 ¢); vibren, ademas, las partes
homélogas simultdneamente en sentido contrario, por lo que se las
sombrea diferentemente; cuando las partes sombreadas, por ejemplo,
se mueven hacia abajo, las claras lo hacen hacia arriba.

Si actian ambos movimientos al mismo tiempo el movimiento re-
sultante se obtiene superponiéndolos (fig. 316 ) ; los Ingares en que
coinciden los sombreados se moveran, como es notorio, en sentido
contrario que aquellos en que coinciden los claros.

N

TFig. 317, )

) C

Los lugares en que se superponen los sombreados con los elaros los
movimientos son opuestos y se debilitan; se anulan en aquellos pun-
tos que por ser homdlogos los movimientos son de la misma amplitud.
Resultan, pues, lo que es notorio, dos lineas nodales, que son las
diagonales del cuadre, como ensefia la figura 316 b.
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Si los movimientos componentes se producen de modo que las re-
giones homoélogas se mueven simultineamente en el mismo sentido,
es decir, sin diferencia de fase, como estd representado en las figuras
317 @ y ¢, la linea nodal es un cuadrado (fig.3175b).

En las placas circulares las lineas nodales son, como en las mem-
branas de la misma forma, didmetros que forman entre si 4ngulos
i'g'uales, circulos concéntricos con ella o combinaciones de ambos
sistemas.

Una placa circular puede excitarse apoyandola sobre los vértices
de piezas conicas de corcho sobre puntos que formen un ecirculo con-
eéntrico con ella, o fijando su punto medio (fig.318) y frotandola

Iig. 318. Fig. 319.

en ' su borde con un arco, o disponiéndola como en el primer caso, @
sosteniéndola con las manos y frotando en ¢l borde de un pequeno
orificio practicado en su centro (fig. 319) con un haz de crines.
Los resultados de la teoria, debida a Kirchhoff, concuerdan, muy
exactamente, con los de la experiencia, como lo han evidenciado los
trabajos experimentales que realizara Strehlke bajo su direeeidn.
La teoria ensefia, por cjemplo, y la experiencia lo comprueba, que
en el caso de lineas nodales de una sola clase, eirculos o didmetros,
las frecuencias son proporcionales al cuadrado del niimero de lineas
de tal especie y que si se trata de figuras mixtas la frecuencia es
proporcional a (d - 2 ¢)? donde d es el nimero de didmetros y ¢ el

niimero de ecirculos. Estas leyes habian sido deducidas empirica-

mente por Chladni.
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Un resultado de la teoria, facil de verificar, es el que se refiere a
la distribucion de las lineas nodales. En las tablas que van a con-
tinuacién estdn consignados, en fracciones del radio de la placa, los
valores de los radios de los circulos nodales dados por la teoria,
correspondientes a casos diferentes, y los valores experimentales ob-
tenidos por Strehlke.

— e ————

Niamero de

Radios de los circulos nodales en fracciones del radio de la placa

Circulos { Didmetros Valores tedricos Valores experimentales
1 0 0,6806 0,6782
2 0 0,3915; 0,8420 0,3913; 0,8415
3 0 0,2568; 0,5915; 0,8938 0,2563; 0,5911; 0,8936
1 | 0,7814 0,7812
1 3 0,8452 0,840

La teoria ha comprobado también otras leyes que dedujo Chladni
de sus observaciones y que son:

1° Las frecuencias de placas de la misma substancia, correspon-
dientes a figuras idénticas o, lo que es lo mismo, que vibran idéntica-
mente, estdn entre st en razém directa del espesor y em razém inversa
de la superficie;

2¢ En placas de materia diferente las frecuencias estan en razoém
directa dé la raiz cuadrada del médulo de Young y en razén inversa
de la raiz cuadrada de la densidad.

Estos resultados de Chladni y de Kirchhoff han sido comprobados
pbr Mercadier.

F.— VIBRACIONES DE LOS TUBOS

18. Las oscilaciones de un tubo labial. — En la figura 320 se
ha representado la mitad de un tubo de este tipo, que se utiliza
como fuente de sonido en los érganos.

Se construyen de madera y también metalicos, en euyo caso se les
da la forma circular, pudiendo ser el extremo superior abierto, como
en el dibujo, o cerrado.

El extremo inferior del tubo ha de ser, necesariamente, cierta see-
cién transversal que pasa por la abertura inferior lateral, limitada
por el borde ab del labio; ese extremo es, pues, abierto.
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Si se insufla aire a través del conducto inferior, la corriente sale
por la angosta abertura cd que deja libre la pieza prismitica inte-
rior visible en la figura y cae sobre el labio ab ; el cho-
rro es alli dividido y desviado, generdndose un proceso
oscilatorio complejo, un chirrido, que se percibiria a no
estar el tubo. Esas oscilaciones excitan las masas gaseo-
sas contenidas en él, las que comienzan en seguida a
emitir sus tonos propios.

A. EXTREMO SUPERIOR ABIERTO.— Lios dos extremos
son, entonces, por lo que se advirtid, abiertos. El tubo
se comporta exactamente como una barra que vibra
longitudinalmente, a extremos libres; éstos son, pues,
vientres del movimiento y nodos de la compresiéon. Son
posibles, por consiguiente, todas aquellas ondas que
satisfagan esta condicién, es decir, tales que sus longi-
tudes cumplan con la relacién

Xk=%L,k =1, 2, 3, etc.,

si L es el largo del tubo. Las figuras 321 representan
esquematicamente, esas oscilaciones.

Las frecuencias de las arménicas guardan, por lo tan-
to, con la frecuencia n, de la oscilacion fundamental,
la relacién, ya establecida:

Fig. 320.

N = knl.

En todos aquellos Iugares donde el movimiento es un miximo, la
presién sufre variaciones minimas, nulas, mejor dicho.

B. EXTREMO SUPERIOR CERRADO. — El tubo se comporta en este
caso como una barra excitada longitudinalmente estando fijo un
extremo y libre el otro. El extremo cerrado es un nodo del movi-

miento y un vientre de la presion.
Son posibles todas aquellas ondas (fig.322) cuyas longitudes

satisfagan la expresion

L= (2k—1)3f-, k=12 3 etec.
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Las frecuencias de las armoénicas se deducen de la frecuencia n
de la nota fundamental por la relacion

Ng = (2’6_1)%1
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Es claro que tanto en este caso como en el anterior se puede calcu-
lar, con bastante aproximacion, la frecuenecia ny, puesto que esta dado
A ¥ se conoce la velocidad de propagacién, que es la del sonido.
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19. Comprobaciones experimentales. — Con el auxilio de las
llamas manométricas puede estudiarse
experimentalmente el movimiento de la
masa de aire de los tubos.

La figura 323 representa un tubo,
cuya dimensioén transversal es cinco ve-
ces y la longitudinal diez veces mayor
que la dibujada, provisto de tres capsu-
las de Koenig.

Si se excita la nota fundamental por
resonancia, (véase el capitulo siguiente)
las tres llamas, y particularmente la del
medio, examinadas a través de un espe-
jo rotativo, aparecen con un contorno
bordeado, pues los vientres de la presion
se encuentran en los nodos del movi-
miento; en el punto medio, pues, la
presion sufre las variaciones mis ogran-
des y los extremos la variacion cero, Yy,
por consiguiente, en los puntos interme-
dios la presion también es variable, lo
que explica la agitacion de todas las
llamas.

Si el tubo da la primer armoénica, la
llama @ permancce en reposo, pues en el
punto medio del tubo se tendra ahora
un vientre del movimiento y, por con-
sicuiente, un nodo de la presién, micntras que la b y c¢ oscilan.

Fig 323.






CAPITULO XVII

RESONANCIA EN LOS MEDIOS CONTINUOS. ANALISIS
DE LOS SONIDOS. ESCALAS MUSICALES

1. Consideraciones generales. — En el primer tomo nos hemos
ocupado ya, con detenimiento, de las oscilaciones forzadas.

-Segun se vio, si un cuerpo es impulsado por fuerzas periddicas pro-
venientes de otro cuerpo oscilante, comienza a vibrar con la frecuen-
cia de éste, la amplitud de las oscilaciones, que se denominan forza-
das, es tanto mayor cuanto menor es la diferencia de las frecuencias
de los cuerpos. Cuando son iguales, la amplitud aleanza el valor
maximo y se dice que existe resonancia entre los movimientos de
los sistemas. Fendomenos semejantes se producen en la actstica.

Si se tiene, por ejemplo, dos diapasones que emiten la misma
nota, montados en sendas cajas de resonancia abiertas, puestos uno
frente a otro de modo que las aberturas se miren, y se excita uno de
elloy, se pereibird, aun extinguindo las oscilaciones del primero, que
el otro también vibra. Las ondas aciisticas que parten de su caja
inciden sobre la masa de aire del otro y la ponen en vibracion; esta
masa absorbe la energia mecinica de las oscilaciones incidentes vy
entrega parte a la masa misma de su diapason, que la almacena
poco a poco, aumentando la amplitud de sus oscilaciones, hasta que
se hacen distintas. A su vez, emite energia en las ondas que en su
movimiento s¢ generan.

Se dice entonces que el diapasén resuena y se le da, también, el
nombre genérico de resonador,

Si ademads de ese resonador de la misma frecuencia se tienen otros
de frecuenecias vecinas, mayores o menores, se observara que también
vibran, pero con menor cnergia. De la misma manera, si se tienen
dos pianos, uno frente del otro, con la tapa abierta, v se hace sonar
una nota de uno de ellos se percibird que el otro emite la misma
nota.

365
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Antes de continuar con los fenémenos de resonancia, determinados
por ondas que se propagan a través del aire, ocupémosnos de la re-
sonancia de cuerdas y de barras.

2. Ondas estacionarias obtenidas en cuerdas por resonancia.
Dispositivo de Melde. — Supongamos que una cuerda 4B (fig.
324), cuyo punto B es fijo, se mantiene bajo cierta tensién T ; una

B A

Dia/:ason

Fig. 324.

deformacion transversal cualquiera se propagara en clla, como ya se
sabe, con cierta velocidad definida por esa tensién. Si el punto A
es sometido, con el auxilio de un'diapasén por ejemplo a un movi-
miento transversal, partirdn de él, en general, ondas de la misma
frecuencia, que se propagan a lo largo del hilo y se reflejan en el
extremo; se generaran, pues, ondas estacionarias.

Estas ondas se hacen ostensibles para todas aquellas tensiones de
la cuerda, tales, que los largos de ondas que corresponden al producto
del periodo del diapason por la velocidad de propagacion que tales

B A

Dz'a/) asen

Fig. 325.

tensiones originan, quepan en la cuerda AB un nimero tal de veces
que los puntos A y B sean nodos.

Si la tension es tal que la frecuencia del diapaséon multiplicada
por la velocidad de propagacion es el doble que el largo de la cuerda,
ésta oscilard como indiea la figura 303 I; si es igual, oscila como en-

- . 2 . .
seila la II; si es 5 como muecstra la I11, y asi sucesivamente. En to-

dos los casos, pues, una de las oscilaciones propias de la cuerda es de
la misma frecuencia que la del diapasén, y su amplitud es exaltada
por ¢ésto; se trata, por lo tanto, de un fendémeno de resonancia,
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También es posible excitar oscilaciones transversales estacionarias
forzadas, de la misma frecuencia, por tracciones periédicas longitu--
dinales, producidas, por ejemplo (fig. 325), por un diapasén.

La frecuencia de las oscilaciones es, en este caso, solamente la mitad

de las del diapason. Los extremos de la cuerda son realmente nodos.

b
o F

g, 326.

Meclde ha ideado el dispositivo que se ve en la figura 326 con el

cual pueden excitarse, tanto por movimientos transversales como lon-

egitudinales, tales ondas estacionarias; la longitud del hilo puede va-

riarse mediante la corredera b, y su tension se regula con la clavija S.

3. Excitacion de barras por resonancia. — Las barras se excitan
facilmente por resonancia. Si se toma con ambas manos la base del

dispositivo que aparece en la figura 327 y se le
somete a un movimiento ritmico transversal
de vaivén, se observara que para cierto ritmo
cseila, eon amplitud ostensible, la barra A,
ofreciendo el aspecto que corresponde a la
existencia de un cuarto de onda estacionaria.
T'al ocurre, naturalmente, cuando la frecuen-
cia del movimiento de nuestras manos coinei-
de con la frecuencia propia de su oseilacién
fundamental. Si se aumenta paulatinamente
la rapidez del movimiento de vaivén, se debi-
litan aquellas oscilaciones hasta la extineidn,
aleanzandose, luego, un ritmo con el cual se
hacen ostensibles las vibraciones de B; en
este astante concuerdan las frecuencias de la

B

A

¢

fuerza exterior y de la vibracion fundamental propia de esa barra;y

sicuiendo asi pueden excitarse, sucesivamente, la C y la D. Es claro

que serda posible excitar también las armonicas de todas las barras.
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Este fenémeno de resonancia ha sido aprovechado por Frahm en
la construcecién de un aparato destinado a determinar la frecuencia
de corrientes alternadas.

El principio es el siguiente: una lengiieta de acero AB (fig. 328),
estd fija por su base a una planchuela P, en la que se adapta también
una barrita I de hierro dulee, la que es atraida periédicamente por
un electroiman E por el que circula una corriente alternada; este
movimiento se transmite a la lenglieta a través de la pieza P, la que
oscila, con amplitud visible, ofreciendo el aspectg que se ve en el di-
bujo, cuando la frecuencia de las tracciones del electroimin y de las
oscilaciones propias de la barra coinciden.

Es facil mostrar el fenémeno con una instalacién improvisada, uti-
lizando como lengiieta un seg-
mento de unos 15 centimetros
de una sierra de 15 milimetros
de ancho, mis o menos, fijada

en una prensa por uno de sus
extremos. El electroiman, que

Fig. 398, se conecta con un pequefio al-

ternador, se hace actuar direc-

tamente sobre ella. Se puede excitar, sin mayores dificultades, tam-
bién, la primera armoénica y aun la segunda.

La excitacidén de vibraciones longitudinales intensas en barras me-
diante el roce con un pano espolvoreado con brea en polvo sblo es
posible siguiendo con la mano el ritmo de las vibraciones execitadas;
s esto no ocurre, el sonido no adquiere una amplitud de considera-
cion. Es éste, pues, un nuevo ejemplo de resonancia.

4. Resonancia en los tubos. Medicion de la velocidad del
sonido por el método de Quincke. — In la experiencia de los dia-
pasones, mencionada mas arriba, las masas de aire confinadas en las
cajas de resonancia suenan, una bajo la influencia de las oscilaciones
que le transmite su propio diapasén y la otra por la acecién de las
ondas aciisticas por la excitacion de la primera.

Un experimento de mucho interds, por cuanto se perciben en &,
ademas, las excitaciones que corresponden a las frecuencias vecinas
a la de la fuerza exterior, consiste en excitar eon un diapasén oseci-
lante (fig. 329) la masa de aire contenido en una probeta mientras se
vierte en ésta agua, con lo que se modifican los periodos propios de
la columna gaseosa. Si la probeta es lo suficientemente profunda, se
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percibe de tanto en tanto, para diversos niveles del agua y mientras
éste varfa, un sonido que aumenta la intensidad, alcanza un méixi-
mo y luego disminuye hasta ex-
tinguirse. Los niveles del liquido
jue corresponden a las maximas
amplitudes del sonido son tales
que distan de la boca de la pro-
beta un ntimero impar de cuartos
de onda, como se comprende sin
dificultad recordando las carac-
teristicas de las ondas estaciona-
rias de los tubos.

Las dimensiones de las probe-
tas comunes son tales que, con
diapasones de frecuencia media,
cabe tan sb6lo un cuarto de onda;
la intensidad del sonido es, en Fig. 529,
cambio bastante grande.

Quincke ha ideado un dispositivo (fig.330) que permite variar
comodamente el nivel del liquido de la probeta, por desplazamiento

de un recipiente con el cual estd en cone-

% xion mediante un tubo de goma, y deter-

minar con exactitud los niveles que co-

(

M

rresponden a los maximos del sonido.
Esto se logera llevando hasta el oido la
extremidad libre de un tubo flexible que se
comunica con la probeta mediante una pro-
longacion lateral abierta, de que esta dota-
da en la proximidad de su embocadura. La
veloeidad del sonido se ealeula determinan-
do la frecuencia del diapason, por algunos
de los métodos ya indicados, y la longitud
de la onda, que se deduce en seguida de
las distancias entre los niveles a que nos

()

el
i
S

i
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I
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hemos referido recientemente.

Fig. 330.

5. El tubo de Kundt. — Kundt revela
objetivamente la exitencia de las ondas estacionarias en los tubos
de una manera asaz ingeniosa, aprovechando los fendémenos de re-

sonaneia.
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La columna de aire contenida en un tubo T7T (fig.331), se exci-
ta con las vibraciones longitudinales de una barra ab, fija en su
punto medio, mediante un disco liviano d de que se dota a uno de

T
—1 = =
P N  — 2 1
& L n
Fig. 331.

sus extremos. Las compresiones y dilataciones que asi se originan
generan un movimiento ondulatorio forzado en las masas de aire
del tubo.

Por desplazamiento del piston P se logra que la frecuencia de una
de las oscilaciones propias del tubo coincida con la frecuencia de las
oscilaciones de la barra, con lo que el tubo resuena. Sus oscilaciones
se hacen visibles situando en toda su longitud polvo de corcho o de
licopodio; en los nodos 7 del movimiento las particulas quedan en
reposo y en lo vientres sus movimientos son vivisimos. Como en las
medidas conviene que las posiciones de los nodos queden definitiva-
mente ubicadas, se gira el tubo alrededor de su eje longitudinal, pa-
ra que las pariculas no queden distribuidas a lo largo de la gene-
ratriz mas baja, sino de otro, de modo que tengan posibilidad de
deslizarse por la inclinacién de la pared, al menor movimiento.
Cuando el tubo resuena, las particulas caen hacia abajo en los lu-
gares de los vientres del movimiento y quedan en sus posiciones

SILTEE ‘-. w.~~£—.&.. :.--...‘.. 2_.;.-\,\?

‘\\

R S

Fig. 232.

primitivas en los nodos n (fig. 332). Por la medida de la distancia
entre dos nodos, que comprende entre si cierto ntimero de ellos, se
caleula en seguida la longitud de la onda.

Con este método es posible caleular la veloeidad v del sonido en el
aire del tubo si se conoce la frecuencia de las oseilaciones de la barra,
o la veloceidad wu de propagacion de las ondas longitudinales en dsta,
si se eonoce .
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Refiramosnos a este tltimo caso. Puesto que la frecuencia de las
oscilaciones del aire y de la barra son iguales, resulta, si ! es la dis-
tancia catre dos nodos y L el largo de la barra:

= T; [1]

u L
v
pues L y I son, como es notorio, las semilongitudes de las ondas de
la barra y del tubo, respectivamente, de dende por [7] de la pagi-
na 296, se obtiene, finalmente:
L m
= ooV 1+ at — : (2]
seqg
Si se conoce la densidad de la substancia se puede caleular también
el moédulo de Young, pues por la relacion precedente y la ecuacion

_ V—E
= — resulta
7
u*o kg-peso

E = : [3]
9810 mm’

Las ondas estacionarias de que venimos ocupando-
nos pueden mostrarse también, de una manera muy
bonita, por las alturas de pequehas llamas de gas de
alumbrado que se escapa de mintusculos agujeros prac-
ticados a lo largo de las generatrices de un tubo meté-
lico que se alimenta en su punto medio con aquel flai-
do. El tubo se excita cerrando uno de sus extremos
con una membrana de goma, sobre la que se hacen in-
cidir las vibraciones de un tubo de 6rgano. La afina-
ion se realiza por desplazamiento de un tubo cerrado
que enchufa en el otro extremo. En los vientres de la
presiom las llamitas aparecen, a simple vista, mas lar-
eas, disminuyendo la altura hacia los dos nodos. Es
claro que observadas en un espejo rotativo aparecen
a contorno bordeado.

Fig. 333.

6. Los tubos a lengiieta.—La figura 333 represen-
ta un tubo de este tipo. La corriente de aire que se insufla por el
conducto axial inferior desplaza una lengiieta metalica (fig. 334), la
que comienza a oscilar con su frecuencia propia, originando oscila-
ciones forzadas en la masa de aire del tubo ednico. Si las frecuen-
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cias propias de ambos sistemas son poco diferentes el sonido se hace
muy intenso.

La frecuencia de las oscilaciones de la lengiieta puede variarse con
el auxilio da la varilla metdlica que se ve en el dibujo, en forma que
descubrira el lector sin necesidad de mayores explicaciones.

\\\\\\ W

—
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g, 334.

7. Llamas armonicas. — Si se sitia una llama de hidrégeno (fi-
oura 335), o también de gas o acetileno en el interior de un tubo
| abierte, se percibe, en general un tono
muy intenso, proveniente de un movi-
miento oscilatorio de las masas gaseo-
sas de éste. Se comprueba, por otra
parte, que la altura del sonido depende
de la longitud del tubo.

Observada la llama a simple vista
no ofrece nada de particular; su altu-
ra parece constante, notandose, cuan-
do més, un ligero movimiento de ti-
tilaje.

Si se le observa, en cambio, a tra-
vés de un espejo rotativo, se revela
que su altura sufre variaciones perié-
dicas de consideracién; su longitud
erece hasta un maximo para decrecer
luego hasta la extineién casi completa.

El proceso consiste en lo siguiente:
el desplazamiento de las masas gaseo-

Fig. 335. sas en el interior del tubo, por el ca-

lor de la llama, origina un movimiento

oscilatorio que se mantiene y aumenta de amplitud en seguida a causa
de la resonancia. A cada aumento de la presién en el interior del tu-
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bo, en el lugar del pico, la llama se hace més pequefia, porque debe
disminuir la salida del gas; lo contrario sucede si la presién dismi-
nuye.

La frecuencia del movimiento de la llama y, por lo tanto, de los
impulsos que provienen de ella, tiene el mismo valor que la de la
oscilacion del tubo.

Si el sonido no se produce por si mismo, es suficiente excitar al
tubo haciendo incidir sobre ¢l ondas que genere un diapasén o un
tubo de su misma frecuencia; el sonido
perdurara luego.

8. Resonadores. Aparato de Koenig.a
— Por resonancia es posible revelar todas ¥
las oscilaciones simples que componen un
sonido compuesto cualquiera.

Ilelmholtz ha construido a ese efecto
resonadores (fig.336), que consisten en un
cuerpo esférico metalico hueco provisto de dos pequeiias prolonga-
ciones conicas diametrales, abiertas: una, la @, recibe el sonido a
analizar y la otra, b, se adapta directamente al oido.

Tales osciladores tienen un solo periodo propio de oseilacion, de
modo que resuenan Unicamente si tal frecuencia figura entre las,
componentes del sonido que se estudia.

Fig. 336.

Los resonadores a pequefia abertura e resuenan mas intensamente,
pero requicren una afinacién mejor, lo que se explica, de acuerdo
con la teoria de las oscilaciones forzadas (véase el tomo I), puesto
que asl la radiacion actlstica y, por consiguicnte, el decrecimiento de
las oscilaciones propias, es ‘menor.,

Segtin los caleulos de Ilelmholtz la frecuencia de un resonador
semejante estd dada en aire seco a 0°C, por la relacién

4

n = 56174 V8 4]

)

VS

donde s representa la superficie de la abertura ¢ y S el volumen
interior del resonador, mientras que de las determinaciones experi-
mentales de Sondhauss resultaria para el coeficiente el valor 52400.

Koenig ha construido el aparato que se observa en la figura 337 a
fin de hacer eémodo el anilisis de un sonido. Se trata de una serie
de resonadores de ITelmholtz montados en un brete de hierro cuyas
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aberturas b estin en conexién con cipsulas manométricas. Las lla-
mas se observan mediante un espejo rotativo, de que esta dotado el
aparato.

Fi1z. 337.

9. Reproduccion de los sonidos por el fonagrafo de Edison. —
El fonégrafo de Edison permite escribir las vibraciones que emite un
cuerpo sonoro y, utilizando la inscripcién, reproducirles nuevamente.

Se aprovecha para ello el movimieno forzado que cumple una
lamina bajo la accién de los impulsos ondulatorios emitidos por cuer-
pos sonoros; ese movimiento es, a causa del amortiguamiento de las
oscilaciones propias de la ldmina, una reproducecién, en otra escala,
del movimiento incidente.

Las vibraciones de la membrana m (fig. 338 a) se transmiten a una
palanquita que termina en una punta ¢, mediante la cual se inscribe
el movimiento en la superficic parafinada de un cilindro s que gira a
la vez que se desplaza paralelamente a sus generatrices, a fin de que,
los trazos de la punta ¢ no se superpongan.
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La punta penetra en la capa de parafina en caminos proporeiona-
les al desplazamiento de la ldmina, de modo que la profundidad va-
riable, sinuosa, del trazo, representa una verdadera inscripcién del
sonido.

Si se invierte el proceso, es deecir, si se gira nuevamente en el mis-
mo sentido, comenzando desde el principio, naturalmente, el cilindro
parafinado, de modo que la punta se mueva sobre el trazo, la lAmina

Fig. 338,

se¢ ve forzada a ejecutar el mismo movimiento anterior, reproducién-
dose los sonidos que la habian excitado.

La reproducion es mejor si se utiliza para ello en lugar de la punta
¢ una punta roma (fig.338b) y una membrana méas delgada.

Los sonidos inscriptos pueden reproducirse fotograficamente, muy
ampliados, lo que facilita el estudio de su composicion.

AAMMARY VAN

Irig. 339.

Basta para cllo fijar un espejito en cl extremo de la palanca que
lleva la punta roma y hacer reflejar en él un pequefio haz de luz. Si
se le recibe sobre un papel sensible arrollado sobre un ecilindro que
oira alrededor de un eje paralelo al de los desplazamientos del haz, se
obtiene un trazo que constituye, como se dijo, una reproduccién am-
pliada de la inseripeion, vale decir de los sonidos.
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Este instrumento se ha utilizado particularmente para el anélisis
de los sonidos de la voz humana,

En Ila figura 339 estin representadas algunas curvas correspon-
dientes a los sonidos de varias letras.

10. Acordes. Consonancia y disonancia. Intervalos musi-
cales. — La experiencia ensefia que si el oido humano es excitado
simultaneamente por dos sonidos de frecuencias diferentes, el carac-
ter de la sensacién depende, exclusivamente, de la relaciéon de las
frecuencias, y no de los valores absolutos de éstas.

Si la sensacion es agradable se dica que se trata de un acorde con-
sonante, y si es desagradable, que se ha producido una disonancia.

Si los sonidos siguen uno después de otro y la sensacién es agra-
dable, se habla de un acorde melédico. La sensacién es tanto mas
agradable, vale decir, el acorde es tanto mas perfecto cuanto mas
simple es aquella relagion.

La relaciéon de la frecuencia mayor a la menor se designa con el
nombre de wniervalo musical; los intervalos resultan expresados, se-
gun esto, por numeros enteros o fracciones impropias.

En la musica se usan tan sélo algunos intervalos. Lia escala o gama
mayor, cuya primera nota o ténica es do, consiste de ocho frecuen-
cias, cuyas designaciones, e intervalos con respecto a la ténica, estin
consignadas en el siguiente cuadro:

do....... ——i— unfsono
€ oo..... —z—- segunda
me....... —5— tercera
4
fa....... -:;— cuarta
sol....... —3— quinta
2
la....... —5— sexta
3
. 15 :
S aiu.. Yy séptima
do....... -?— octava
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Las denominaciones de la derecha indican el rango de las notas
en la escala.

Se obtienen todas las escalas de los sonidos musicales continuando
la gama en ambos sentidos, conservando los mismos intervalos y
denominaciones, con la diferencia de subfijos; cada nota de una de
las escalas serd la octava de la homdloga de la escala anterior y la
téonica la octava de la precedente.

Se escribiria pues,

do,,r€1, ..., 8t ;dos, €2, ..., 8la ;dO3, T€3,...,803;d0s, ...

Como en la gama se dan solamente las relaciones de las alturas de
los sonidos con respecto a la tonica, los valores absolutos de las
frecuencias quedan determinados si se fija el de una sola nota de
cualquiera de las escalas.

Como ya se dijo, en el congreso reunido en Viena en 1885 se de-
finié ecomo diapasén normal a un diapasén cuya frecuencia a 0°C
es de 435 oscilaciones dobles por segundo, dandole el nombre de las
o la normal.

Las frecuencias de otras notas se calculan, mediante esa definicion,
en forma muy sencilla.

Se tiene, por ejemplo,

lay = 235

y para el doj, que es la nota mis grave de los bajos,

dor — la, _ 435 . i _ 65,25 vibraciones dobles
5 4 5 segundo
3

y para cl dos;, que es la nota mas aguda de los sopranos:

dos = _ 435 4 % _ 1044 vibraciones dobles '

segundo

o] o

11. Sostenidos y bemoles. Gama temperada. — Motivos de
indole musical, en orden a la cual estamos muy lejos de considerar-
nos expertos, han hecho indispensable el uso de otros intervalos. A
cada una de las siete notas de una cualesquiera de las escalas se
hace corresponder dos notas, un sostenido y un bemol.
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La frecuencia del sostenido se obtiene multiplicando la de la nota

2 24 .
a la que corresponde por %y la del bemol por 55 los intervalos
. 24 .
que definen con su nota son, pues, 55 Y 51 respectivamente.

El empleo de una gama completa, que con sus sostenidos y bemo-
les comprende 21 notas, es posible en instrumentos como el violin,
violoneelo, ete., en los que, modificando la longitud de las cuerdas,
es posible variar, dentro de grandes limites, la frecuencia de las os-
cilaciones. En instrumentos en los que, como en el érgano y el piano,
las frecuencias de las oscilaciones de los tubos o cuerdas son fijos,
seria sumamente incémodo utilizar las escalas completas.

En los pianos, por ejemplo, que llevan siete octavas, el nimero
elevado de teclas (21 por octava) haria la ejecucién por demés
dificultosa.

Se usa en tales casos de una gama llamada temperada en la que
se confunde el sostenido de una nota con el bemol de la siguiente.

El intervalo de la octava queda dividido asi en doce intervalos

iguales a 2.

FIN DEL TOMO SEGUNDO
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