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Prélogo

Decir que un libro de texto es fascinante suena un poco extrafo. Sin embargo, es la sensacion
que senti leyendo este trabajo, que tengo el gran gusto de presentar.

Hace poco menos de 40 afos, un joven filésofo me sefalaba que las ciencias de la
computaciéon no le interesaban porque finalmente todo su contenido puede reducirse al
funcionamiento de una maquina de Turing, dispositivo trivial que solamente puede cambiar un
simbolo por otro y moverse sobre una cinta...

Dos afios después, E. Dijkstra, tal vez el mas agudo y critico pensador del mundo de las
ciencias de la computacién, escribia un articulo llamado On the cruelty of really teaching
computing science (Sobre la crueldad de ensefar realmente las ciencias de la computacion). Alli
sefialaba que las computadoras digitales modernas introducian dos novedades radicales:

Por un lado: “Desde un bit hasta cientos de megabytes, desde un microsegundo hasta media
hora de computacioén, jnos enfrentamos a una proporcion absolutamente desconcertante de 10°!
El programador se encuentra en la posicién Unica de que su disciplina y su profesion son las
Unicas en las que una proporcién tan gigantesca, que desconcierta totalmente nuestra
imaginacion, tiene que ser gestionada por una sola tecnologia. Tiene que ser capaz de pensar
en términos de jerarquias conceptuales mucho mas profundas que las que una sola mente jamas
tuvo que afrontar antes.”

Y por otro lado: “La segunda novedad radical es que el computador automatico es nuestro
primer aparato digital a gran escala. Es posible, e incluso tentador, considerar un programa como
un mecanismo abstracto, como un dispositivo de algun tipo. Sin embargo, hacerlo es sumamente
peligroso: la analogia es demasiado superficial porque un programa, como mecanismo, es
totalmente diferente de todos los dispositivos analdgicos familiares con los que crecimos. Como
toda informacién codificada digitalmente, tiene inevitablemente la incémoda propiedad de que
las perturbaciones mas pequefas posibles —es decir, los cambios de un solo bit— pueden tener
las consecuencias mas drasticas. (Para completar, agrego que el panorama no cambia
esencialmente con la introduccién de redundancia o correccion de errores.) En el mundo discreto
de la informatica no existe una métrica significativa en la que los cambios pequefios y los efectos

pequefios vayan de la mano, y nunca la habra.”
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Tal vez, el joven filésofo no haya tenido en cuenta estas particularidades, tal vez no haya
podido reflexionar sobre las novedades sefaladas por Dijkstra (un universo abstracto de
jerarquias de complejidad, abarcando muchos de los problemas y dilemas planteados por los
matematicos y filésofos durante siglos). Tal vez, percibir la maquina de Turing como un
mecanismo abstracto, pero analdgico en su esencia, le haya impedido ver la intima relacion entre
la légica y la computacion, mucho mas que instrumental por cierto.

Este libro transita exactamente por los senderos que acabo destacar, y en tal derrotero
presenta la verdadera estructura, no solamente légica sino también epistemoldgica, de las
ciencias de la computacién. Tal cual la plante6 Dijkstra.

Es sumamente interesante, y muy poco habitual, encontrar un texto de ciencias de la
computacién que proponga como objeto de estudio los problemas y sus resoluciones (o la
inexistencia de las mismas), y no los formalismos y los teoremas. Este trabajo lo hace, el énfasis
esta puesto en abordar los problemas y pensar en sus resoluciones, apostando a la intuicion,
pero sin perder rigor matematico. Otro aspecto para subrayar son sus ejemplos. Habitualmente
menospreciados, sin ellos es imposible aprender y menos aun aprehender los conceptos de
ninguna materia. La cantidad, variedad y graduacion de los ejemplos presentados sugieren
muchos afios de trabajo y reflexiéon del autor.

El libro propone un fascinante viaje a través de dos jerarquias de problemas, que plasman las
ideas de Dijkstra acerca de las novedades radicales introducidas por la computadora digital moderna:

La primera jerarquia es la jerarquia de dificultad computacional, la graduacion entre lo posible
y lo imposible utilizando esta clase de dispositivos digitales, que involucra los limites de la
deduccion y la verdad del pensamiento logico, corporizados en clases de problemas
computacionales y sus relaciones, y que a la vez rescata la idea inherente de mecanismos
digitales abstractos que constituye a la programacion y la hermana con la tradicién de la
matematica constructiva y la fisica. Asi es que dicha jerarquia se construye con reducciones
realizables, las cuales conforman la estructura, el esqueleto del universo de lo computable hasta
el limite de lo incomputable.

La segunda jerarquia corporiza, en términos de clases de problemas, aquella primera cuestion
radical. Es decir, ¢ cuales son las consecuencias de poder, con una unica técnica —la técnica de
programar—, abarcar una impensable dimensién de problemas, tanto en tiempo como en
espacio? La respuesta en el libro es la segunda etapa del viaje que propone, atravesando en
verdad dos jerarquias densas de problemas que se interrelacionan, la jerarquia de tiempo y la
jerarquia de espacio. La atraccion principal de esta parte del trabajo se concentra en la gran
pregunta, aun abierta, de las ciencias de la computacion: ;P = NP? No adelanto nada al respecto,
pero si digo que vale la pena estudiar con muchisima atencion los capitulos dedicados a este
tema, porque tal vez en él se encuentre uno de los desafios intelectuales mas significativos de
la ciencia contemporanea. Ciertamente, la respuesta mas factible a esa gran pregunta estructura
la jerarquia de clases de problemas computacionalmente resolubles que se muestra, ilustrada
progresivamente en los capitulos mediante una sucesién de graficos, teniendo en cuenta

distintas capacidades computacionales de tiempo y espacio.
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El libro termina con un bonus track, que contiene una serie de topicos avanzados de gran
valor conceptual y hasta practico en algunos casos. Particularmente, muy interesantes son los
abordajes que se hacen de la computacién probabilistica y, en especial, la computacién cuantica.
La computacion tradicional, deterministica, que se desarrolla en el cuerpo principal del texto, es
heredera de la fisica clasica, en particular de la mecanica, y mas alla de las observaciones de
Dijkstra, conserva lo esencial del paradigma estado-estimulo-estado. La fisica probabilistica, y
su culminacion en la fisica cuantica, rompen tal paradigma, cambiando por completo la forma en
que las ciencias ven el mundo material. Constituyen una verdadera revolucion. Asi es que cabe
tener muy en cuenta una distinta forma de computar, basada en esta otra manera de percibir el

mundo. ¢ Acaso estara en ella el futuro de la computaciéon? Es fascinante no saberlo todavia...

Gabriel Baum
La Plata, septiembre de 2024
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Introduccion

En este libro se describen, de manera introductoria y sistematica, elementos clasicos de la teoria
de la computabilidad y la teoria de la complejidad computacional.

Ambas teorias forman parte de la teoria de la computacion. La computabilidad estudia los limites
de lo computable, es decir, qué problemas se pueden resolver en el marco de un modelo
computacional universal (modelizacién de una computadora), entendiendo por resolver un problema
obtener, dada cualquier instancia del problema (un nimero N, una férmula booleana @, un grafo G),
una solucion de la instancia (la factorizacion de N, una asignacion de valores de verdad que satisface
@, un camino en G entre dos vértices determinados). Por su parte, la complejidad computacional se
enfoca en el costo computacional de las resoluciones de los problemas que se pueden resolver,
considerando los recursos del modelo computacional de referencia.

El modelo computacional utilizado en el texto para estudiar la computabilidad y la complejidad
computacional es una maquina muy simple e intuitiva que ejecuta algoritmos, la maquina de
Turing, y el costo computacional de la resolucién de un problema que se puede resolver se define
en términos del tiempo y el espacio requeridos por una maquina de Turing que la lleva a cabo
(precisando, la cantidad de pasos ejecutados y la cantidad de celdas de memoria ocupadas por
la maquina, respectivamente), escenario comprobadamente apropiado para analizar de manera
robusta la dificultad inherente de los problemas.

Si bien los algoritmos existen desde hace mas de 2000 afos, y ya antes del siglo XX se
disefaron dispositivos computacionales, se considera que los trabajos fundacionales de la
computabilidad (y de las ciencias de la computacién en general) son los de A. Church y A. Turing
de 1936. Turing, en particular, formalizé la nocién de lo computable con su maquina de Turing,
que enseguida tuvo aceptacion general.

Un poco después, pasada la segunda guerra mundial, comenzaron a construirse las primeras
computadoras, y como consecuencia casi inmediata, la eficiencia de los algoritmos cobré
protagonismo. En 1964, A. Cobham definié la clase P de los problemas con resoluciones
algoritmicas de tiempo polinomial, y sugirié que dicha clase era una buena formalizacién de las
computaciones eficientes. Un afio mas tarde, algo similar plante6 J. Edmonds, y
simultaneamente, J. Hartmanis, R. Stearns y P. Lewis presentaron los primeros analisis

sistematicos de complejidad temporal y espacial. Estos hitos forman parte esencial de los
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origenes de la complejidad computacional, que desde entonces se ha desarrollado de manera
ininterrumpida a través de notables creaciones y descubrimientos, desde el concepto de NP-
completitud a comienzos de los afios 1970, pasando por los algoritmos probabilisticos unos
pocos afios mas tarde, y llegando en décadas mas recientes, s6lo por nombrar algunos ejemplos,
a los algoritmos cuanticos, las pruebas chequeables probabilisticamente y los generadores
pseudoaleatorios.

Transcurridos varios anos desde la publicacion de mis dos libros anteriores sobre
computabilidad y complejidad computacional, que son (Rosenfeld e Irazabal, 2010) y (Rosenfeld
e Irazabal, 2013), me parecié oportuno producir un nuevo texto, alineado con el formato de las
dos materias semestrales que dicto actualmente en la Facultad de Informatica de la Universidad
Nacional de la Plata, Teoria de la Computacion y Verificacion de Programas, de la Licenciatura
en Informatica, y Fundamentos de Teoria de la Computacion, de la Licenciatura en Sistemas. He
agregado contenidos y quitado o modificado otros, y sobre todo, he puesto mucho mas énfasis
que antes en lo conceptual, teniendo en cuenta lecciones aprendidas de mi tarea docente
(afortunadamente permanentes), ademas de cambios en la curricula, nuevo material
bibliografico, y avances tecnoldgicos que no hacen mas que ratificar la necesidad de conocer
cabalmente los temas tratados.

Mas alld de los cambios mencionados, mi objetivo Ultimo es el de siempre: transmitir
conocimientos de computabilidad y complejidad computacional de la mejor manera posible (los
docentes sabemos muy bien que la ensefanza de los temas formales requiere un esfuerzo
especial), y asi lograr que el lector capte la importancia de los mismos en su real dimension, ojala

saboreando como yo los fascinantes resultados que se derivan de ellos.

Contenidos generales y estructura del libro

Los objetos de estudio de este libro son los problemas. Por la computabilidad se sabe que existen
problemas que se pueden resolver sobre todas sus instancias (problemas computables
decidibles), mientras que otros se pueden resolver sélo sobre algunas instancias (problemas
computables semidecidibles) o bien ni siquiera parcialmente (problemas no computables); en
una clasificacion mas simplificada, el primer grupo corresponde a los problemas decidibles, y los
otros dos a los problemas indecidibles. Adicionalmente, por la complejidad computacional,
naturalmente restringida a los problemas decidibles, con el soporte de varias décadas de
experiencia algoritmica, se ha acordado que algunos problemas decidibles son tratables y otros
son intratables, en el sentido de que unicamente los primeros pueden resolverse con maquinas
de Turing en un tiempo y un espacio razonables. Categorizaciones de este tipo, en clases de
problemas, constituyen el eje tematico de todos los capitulos.

El libro consta de tres partes estructuradas en nueve capitulos, una primera parte introductoria

(capitulos 1 y 2), una segunda parte de computabilidad (capitulos 3 a 5), y una tercera parte
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dedicada a la complejidad computacional (capitulos 6 a 9). La siguiente es una descripcion

general de los contenidos de cada capitulo:

e Capitulo 1. Se incluyen definiciones y notaciones basicas utilizadas a lo largo del libro.

e Capitulo 2. Se introduce la maquina de Turing, el modelo computacional que se utiliza en
todos los capitulos, salvo en algunas secciones del ultimo. Se describen distintas variantes
de maquinas de Turing: con una cinta, con varias cintas, y la maquina de Turing no
deterministica. Ademas, se definen los problemas de decision o de tipo si/no, cuyas
resoluciones producen exclusivamente aceptaciones o rechazos de instancias (una instancia
es aceptada sii tiene solucion). Esto permite que los problemas puedan tratarse como
lenguajes. En general, todo lo que se desarrolla en el libro se lleva a cabo con este tipo de
problemas, facilitando las presentaciones, pero sin perder generalidad con respecto a los
conceptos que se quieren analizar. El capitulo incluye notas adicionales sobre maquinas de
Turing particulares, los autématas finitos y los autématas con pila, y sobre un modelo
computacional equivalente al de la maquina de Turing, la maquina de acceso aleatorio o
maquina RAM.

e Capitulo 3. Se describe la jerarquia de la computabilidad, cuyas clases estructuran el
universo completo de los problemas. Los problemas se clasifican de acuerdo a su grado de
dificultad, en el sentido de la computabilidad. Asi, quedan establecidos formalmente los
limites de la computabilidad y la decibilidad. Se presentan ejemplos de aplicacion del método
de prueba de construccién de una maquina de Turing, el método natural para probar que un
problema es computable (decidible o semidecidible). Una nota adicional describe las
gramaticas, que en el caso mas general constituyen un modelo computacional equivalente
al de las maquinas de Turing.

e Capitulo 4. El tema central de este capitulo es la indecidibilidad. Se describe el método de
prueba de diagonalizacién, que permite encontrar problemas indecidibles, incluyendo
ejemplos de aplicaciéon. En particular, en una nota adicional se incluye la prueba, por
diagonalizacion, de la indecibilidad del problema de la detencién de las maquinas de Turing,
presentada por Turing en su articulo de 1936.

e Capitulo 5. Completando la parte de computabilidad, se describe un tercer método de prueba,
la reduccioén, tan relevante para la computabilidad (y la complejidad computacional) como los
dos métodos descriptos previamente. Se introducen dos tipos de reducciones, las m-
reducciones y las Turing-reducciones, estas ultimas basadas en maquinas de Turing con
oraculo. Empleando reducciones se pueblan y relacionan de manera sistemética las distintas
clases de problemas de la jerarquia de la computabilidad. En una nota adicional se prueba,
por medio de una m-reduccion, la indecibilidad de la I6gica de predicados (se comenta la que
presenté Turing también en su articulo de 1936, y se desarrolla una posterior de Church).

e Capitulo 6. Con este capitulo se inicia la parte de complejidad computacional del libro. Se
introducen las dos métricas, ya mencionadas, que se utilizan para analizar el grado de

dificultad de un problema en dicho ambito, el tiempo de ejecucién y el espacio ocupado por
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una maquina de Turing que lo resuelve. Ademas, se presentan las definiciones y las
caracteristicas mas relevantes de la complejidad temporal, la primera métrica considerada,
incluyendo el aspecto de la representacion de los datos. Se introduce una primera version
de la jerarquia temporal, que establece cémo se distribuyen los problemas decidibles entre
distintas clases de acuerdo a su grado de dificultad, en términos de la métrica del tiempo. Se
destacan las clases de problemas P y NP, cuyas soluciones se pueden obtener o verificar,
respectivamente, en tiempo polinomial, que es el tiempo asociado a los problemas que se
consideran tratables. En una nota adicional se demuestra, por diagonalizacién, que existen
problemas con tiempo de resolucién minimamente no polinomial.

e Capitulo 7. Se describen los problemas NP-completos, los problemas mas representativos
de laclase NP, en el sentido de que identifican la dificultad de toda la clase. Para su definicion
se retoman las m-reducciones, que en este caso requieren ser ejecutadas por maquinas de
Turing de tiempo polinomial. Entre otras pruebas clasicas con m-reducciones polinomiales
se incluye la de la NP-completitud del problema de la satisfactibilidad de las férmulas
booleanas (el Teorema de Cook-Levin, uno sino el mas importante de la complejidad
computacional).

e Capitulo 8. Se profundiza en la jerarquia temporal, y se analizan particularmente dos
problemas de interés computacional, los problemas del isomorfismo de grafos y la
factorizacion. Luego se pasa a tratar la complejidad computacional con respecto a la métrica
del espacio, la complejidad espacial. Al igual que en la parte de complejidad temporal, se
plantean las definiciones y las caracteristicas mas relevantes de este segundo escenario, y
se especifica la jerarquia de clases de problemas correspondiente, la jerarquia espacial. Al
final se relacionan las dos jerarquias de clases de problemas descriptas anteriormente, la
jerarquia temporal y la jerarquia espacial, para obtener una Unica jerarquia espacio-temporal.
Una nota adicional destaca el distinto impacto del no determinismo sobre el espacio en
comparacion con el tiempo.

e Capitulo 9. Finalmente, en el Gltimo capitulo del libro se desarrollan breves secciones con
tépicos avanzados de complejidad computacional. Se incluyen los problemas de busqueda
y de conteo de soluciones, los problemas de optimizacién y las aproximaciones polinomiales
que se utilizan para resolverlos eficientemente (con error acotado), la jerarquia polinomial,
los problemas con resoluciones paralelas eficientes, los algoritmos probabilisticos y la
jerarquia de clases de problemas asociada, las pruebas interactivas, y los algoritmos
cuanticos. Para el desarrollo de algunos temas se introducen modelos computacionales
alternativos al de la maquina de Turing clasica, como el circuito booleano, la maquina de

Turing probabilistica, el sistema de pruebas interactivas y el circuito cuantico.
Todos los capitulos a partir del segundo tienen la misma estructura. Comienzan con un cuerpo

principal. Contindan con notas adicionales dedicadas a aspectos especificos de los temas

tratados en el cuerpo principal. Y después siguen una seccidén con observaciones finales que
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remarcan los conceptos mas relevantes del capitulo, una seccioén de referencias bibliogréaficas e
histéricas, y por ultimo una seccién de ejercicios.

Los resultados considerados mas relevantes se presentan en forma de teoremas o ejemplos.
En general, un teorema formula un enunciado que se quiere destacar (la indecidibilidad del
problema de la detencién de la maquina de Turing, la NP-completitud del problema de la
satisfactibilidad de las férmulas booleanas, etc.), y un ejemplo ilustra una definicion o un método
de prueba (la descripciéon de una maquina de Turing, una diagonalizacién para encontrar un
problema indecidible, etc.). Un ejemplo puede también complementar o sustituir la prueba de un
teorema. Teoremas y ejemplos se rotulan para facilitar su acceso desde cualquier capitulo. En
muchos casos comienzan con una breve explicacién informal, para que el lector, si lo desea,
saltee el detalle que sigue en una primera lectura. En (Rosenfeld, 2010) y (Rosenfeld, 2013) se
puede encontrar mayor detalle sobre algunos de los teoremas y ejemplos presentados.

Algunas explicaciones se acompanan con figuras, sobre todo las que tienen que ver con
jerarquias de clases de problemas.

Ademas de los ejercicios al final de los capitulos, se intercalan otros a lo largo de sus desarrollos.
La idea es involucrar al lector en la formulacién de las definiciones, las pruebas de los teoremas y la
descripcion de los ejemplos, con el objeto de reforzar su entendimiento acerca de lo que se esta
explicando. Todos los ejercicios son en general sencillos (se prioriza lo conceptual).

No se incluyen muchas referencias. Se consideran las de relacion méas estrecha con los temas
presentados. El lector puede encontrar mas informacion bibliografica e histérica en las siguientes
publicaciones, en las que se basan varios pasajes de este libro: sobre la maquina de Turing y la
computabilidad, (Hopcroft y Ullman, 1979), (Sipser, 1997) y (Lewis y Papadimitriou, 1998), y
sobre la complejidad computacional, (Bovet y Crescenzi, 1994), (Papadimitriou, 1994),
(Goldreich, 2008), (Arora y Barak, 2009) y (Moore y Mertens, 2011).

Al final del libro se agrega un apéndice, que repasa los teoremas, ejemplos y figuras que
presentamos (ademas de simbolos, abreviaturas, jerarquias, clases, problemas y lenguajes), y

se muestra la bibliografia referida en los distintos capitulos.

Estilo de presentacion

Se combina rigor matematico con informalidad, para introducir los conceptos de una manera
precisa y al mismo tiempo didactica. Hay una moderada utilizaciéon de simbolos.

Los temas se desarrollan con una mirada estructural. Es decir, el enfoque no es ingenieril
(éste no es un libro de algoritmica), sino que la caracteristica de los problemas mas tenida en
cuenta es su estructura, en definitiva la que determina su grado de dificultad inherente. De esta
forma, se privilegia la caracterizacidon de clases de problemas y las relaciones entre ellas, en
lugar de hacer hincapié en problemas particulares, salvo cuando un problema es muy
representativo de una clase. En realidad, esta mirada es insoslayable en la teoria de la

complejidad computacional, dada la abundancia de conjeturas que sostiene, producto de una
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importante cantidad de preguntas abiertas en la disciplina (que la distinguen marcadamente de
la teoria de la computabilidad).

Para exponer los temas de computabilidad y complejidad computacional de la manera mas
integrada posible, se recurre una y otra vez al mismo modelo computacional, la maquina de
Turing; a los mismos métodos de prueba, la construccion de una maquina de Turing, la
diagonalizacion y la reduccion; y a los mismos conceptos fundamentales, como la completitud,

el peor caso y la busqueda exhaustiva de posibles soluciones.

A los lectores

El libro esta dirigido principalmente a los estudiantes de los ultimos afios de la carrera de ciencias
de la computacién, y a graduados que deseen profundizar en algunos aspectos de la
computabilidad o la complejidad computacional.

Se asume un lector con cierta madurez matematica, basicamente con alguna experiencia en
pruebas matematicas y nociones de matematica discreta. También se asumen algunos
conocimientos de algoritmica.

El capitulo 1, de definiciones y notaciones preliminares, puede omitirse y recurrirse a él como
guia de consulta cuando fuese necesario. Las notas adicionales también se pueden omitir, todas
o algunas, en una primera lectura. El capitulo 2 debe leerse antes de las partes de computabilidad
y complejidad computacional, ya que introduce la maquina de Turing en la que se basan, y éstas
a su vez deben leerse en dicho orden, porque muchas definiciones y resultados de la parte de

computabilidad se reutilizan en la parte de complejidad computacional.

A los docentes

El libro puede ser utilizado como base para el dictado de una materia de introduccién a la
computabilidad y la complejidad computacional semestral o anual, considerando 15 clases
tedricas y 15 clases practicas por semestre.

En el caso de una materia semestral, los capitulos 1 a 5 pueden dictarse en 6 clases, los capitulos
6 a 8 en 5 clases, y el capitulo 9 en 4 clases. La idea es dedicar la mayor parte del tiempo a las
reducciones, las clases P y NP, los lenguajes NP-completos y la complejidad espacial.

En el caso de una materia anual, el dictado se puede estructurar, agregando contenidos, en
dos unidades tematicas, una bésica para el primer semestre y una avanzada para el segundo
semestre, con el siguiente esquema. La unidad tematica basica puede incluir los capitulos 1 a 7,
es decir hasta la NP-completitud inclusive, y contenidos adicionales de computabilidad, por
ejemplo, sobre autdmatas, lenguajes formales, gramaticas y modelos computacionales. Por su

parte, a la unidad tematica avanzada, basada en los capitulos 8 y 9, se le pueden agregar
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contenidos de complejidad computacional sobre criptografia, cotas minimas considerando

circuitos booleanos, tiempo promedio, generadores pseudoaleatorios y desaleatorizacion.
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CAPITULO 1

Definiciones preliminares

En este primer capitulo incluimos algunas definiciones basicas que utilizamos en el libro. El lector
puede optar por saltear el capitulo y recurrir a él como material de consulta cuando lo crea
necesario. Para facilitar el acceso a las definiciones, las agrupamos por afinidad en distintas
secciones. Algunas definiciones se repiten o reformulan en los siguientes capitulos.

También aprovechamos para incluir algunas notaciones basicas. A lo largo del libro tratamos

de recurrir siempre a la notacion mas habitual, empleando indistintamente simbolos o palabras.

Conjuntos, relaciones y funciones

Conjuntos. Un conjunto es una coleccion de elementos. A = {a, b, ¢} denota un conjunto A con
elementos a, b y c, los cuales le pertenecen. a € A expresa que a pertenece a A, y d € A expresa
que d no pertenece a A.

La cardinalidad de un conjunto A, denotada con |A|, es la cantidad de elementos de A. Un
conjunto puede ser finito o infinito, segun su cardinalidad sea finita o infinita, respectivamente. El
conjunto con cardinalidad cero, es decir el conjunto sin elementos, se denomina conjunto vacio,
y se denota con &.

Dos conjuntos A y B son iguales (A = B) si tienen los mismos elementos, y si no, son distintos
(A # B). Un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B, o esta incluido en B (A < B), si todos
los elementos de A pertenecen a B, y esta incluido estrictamente enB (AcB)siAc By A =B.

Dados dos conjuntos Ay B, su interseccion (A N B) es el conjunto de los elementos que estan
en Ay en B, su unién (A U B) es el conjunto de los elementos que estan en A o en B, y su
diferencia (A — B) es el conjunto de los elementos que estan en A y no estan en B. Dos conjuntos
Ay B son disjuntossiA N B=.
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El conjunto de partes de un conjunto A, denotado con 24 (también se usa P(A)), es el conjunto
de todos sus subconjuntos. Si A = &, una particion de A es un subconjunto de 24, tal que sus
elementos son dos a dos disjuntos, ninguno es el conjunto & y su unién es A.

El producto cartesiano de k conjuntos A, ..., Ak (A1 X ... X Ax) es el conjunto formado por todas
las tuplas (a1, ..., ak) tales que a1 € Aq, ..., ak € A«. Una tupla (a1, ..., ak) es distinta de un conjunto
{a1, ..., ak}, s6lo en una tupla importa el orden de los componentes, los cuales ademas se pueden
repetir. (ai, ..., ak) = (b1, ..., bk) sii ai= bi para todo i.

Si una operacion, aplicada sobre los elementos de un conjunto A, da siempre como resultado
un elemento de A, se dice que A es cerrado, o que se cumple la clausura de A, con respecto a
dicha operacion.

A ={a|a € B yP(a)} denota un subconjunto A de un conjunto B, cuyos elementos satisfacen
una propiedad P. Por ejemplo, Ni={n | n € N'y n es impar} denota el subconjunto de los numeros

naturales impares del conjunto /N'de los nimeros naturales.

Relaciones. Dado un conjunto A = A1 X ... X Ak, cualquier subconjunto R de A es una relacion k-
aria entre los conjuntos A1, ..., Ak. R(a1, ..., ak) expresa que la tupla (a1, ..., ak) pertenece a la
relacion R.

Una relacién binaria R incluida en A x A es reflexiva si para todo primer componente a cumple
R(a, a), e irreflexiva si en cambio cumple —R(a, a); es simétrica si para todo par (a, b) cumple
R(a, b) - R(b, a), y antisimétrica si en cambio cumple (R(a, b) A R(b, a)) — a = b; y es transitiva

si para todo par (a, b) y todo par (b, ¢c) cumple (R(a, b) A R(b, ¢)) - R(a, c¢).

Funciones. Una relacién binaria f incluida en A x B, con a lo sumo un par (a, b) para todo primer
componente a, es una funciéon de A a B, y se denota con f: A — B. Los conjuntos A y B son el
dominio y el codominio de f, respectivamente. f(a) = b expresa que el par (a, b) pertenece a f,
donde a es el argumento y b es el valor.

Una funcién f : A — B es fotal si esta definida para todos los elementos de A, y parcial en caso
contrario; es inyectiva si para todo par de argumentos a1 y a2 cumple f(a1) = f(az), suryectiva si
esta definida para todos los elementos de B, y biyectiva si es inyectiva y suryectiva. En este
ultimo caso también se dice que existe una biyeccién entre A y B.

La funcién identidad asigna a todo argumento a el valor a.

Dadas dos funciones f: A > By g : B — C, la composicion de la funcién f con la funcién g es
la funcién, denotada con gof, que se calcula aplicando sucesivamente f y g. Es decir que dado a,
cuando los valores f(a) y g(f(a)) estan definidos, se cumple gof(a) = g(f(a)).

Toda funcion inyectiva f : A — B tiene funcién inversa f': B — A, definida de la siguiente
manera: si f(a) = b, entonces f-'(b) = a.

Una funcién natural f es del orden de una funcién natural g, lo que se expresa con la notacion
f = O(g), conocida como notacién asintética u O Grande (Big O), si existe una constante ¢ > 0 tal

que f(n) < c.g(n) para todo n mayor o igual que un determinado no. Una definicién equivalente
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contempla la relacién f(n) < c.g(n) para todo n mayor o igual que cero. La notacion asintética la

utilizamos en la parte de complejidad computacional del libro.

Algunos resultados sobre la cardinalidad de los conjuntos finitos. Dado un conjunto finito
C de n elementos:

La cantidad de subconjuntos del conjunto de partes de C es 2".

La cantidad de tuplas del producto cartesiano C x C es n2. Generalizando a k conjuntos no
necesariamente iguales Cu, ..., Ck, la cantidad de tuplas de Ci1 x ... x Ck es |C1]...|Cx|.

La cantidad de subconjuntos de k elementos de C (combinaciones sin repeticion de n
elementos tomados de a k) es n!/((n — k)!.k!). La notacion h! denota el factorial del nimero h, es
decir: h! = h.(h-1)...2.1.

La cantidad de tuplas de k elementos distintos de C (variaciones sin repeticion de n elementos
tomados de a k) es nl/(n — k)!

La cantidad de tuplas de k elementos no necesariamente distintos de C (variaciones con
repeticién de n elementos tomados de a k) es nk.

La cantidad de tuplas de n elementos distintos de C (permutaciones sin repeticion de n

elementos) es n!

Conjuntos contables e incontables. Dos conjuntos tienen igual cardinalidad cuando se puede
definir entre ellos una biyeccion.

Dados dos conjuntos A y B tales que A < B, si los conjuntos son finitos naturalmente se
cumple |A| < |B|, pero si son infinitos no necesariamente sucede lo mismo.

Por ejemplo, dados el conjunto N, de los nimeros naturales pares y el conjunto /N de los
numeros naturales (que incluye estrictamente a N;), se cumple que sus cardinalidades
coinciden, porque la funcién que asigna, para todo k > 0, a todo numero natural par 2k el nimero
natural k, es una biyeccion entre Ny y 2N. Un ejemplo de conjuntos infinitos con cardinalidades
diferentes lo constituyen /Ny el conjunto R de los numeros reales: se prueba que |N| < |R]
(intuitivamente, existen muchos més numeros reales que numeros naturales).

Los conjuntos finitos, y los conjuntos infinitos con la cardinalidad de 2N, se conocen como
contables (o enumerables), y los restantes como incontables (0 no enumerables). Por lo tanto,
R es incontable, y también lo es 2%, porque se prueba que |R]| = |2, es decir que se puede
definir una biyeccion entre el conjunto de los numeros reales y el conjunto de todos los
subconjuntos de los numeros naturales. La Hipoétesis del Continuo formula que no existe una
cardinalidad intermedia entre |2N] y |R|, y se prueba que agregando la hipdtesis o su negacion a
la teoria de conjuntos estandar no se producen contradicciones en la teoria (se dice que ambos

enunciados son independientes).
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Alfabetos y lenguajes

Alfabetos. Un alfabeto es un conjunto finito de simbolos. A partir de un alfabeto se pueden
generar cadenas de simbolos (o directamente cadenas), tuplas de simbolos que se representan
yuxtaponiéndolos. Por ejemplo, dado el alfabeto ¥ = {a, b, ¢}, a, ab y bbac son cadenas que se
pueden formar a partir de %.

El tamario de una cadena w, denotado con |w|, es la cantidad de simbolos de w. La cadena
vacia, denotada con A, es la cadena de tamafio cero, es decir la cadena sin simbolos.

Dada una cadena w = s1...Sk, la cadena wR = sk...s1 es la cadena inversa de w. Una cadena

w es un palindromo si w = wR,

Lenguajes. Un lenguaje formal, o directamente un lenguaje, es un conjunto de cadenas con
simbolos de un alfabeto determinado. El lenguaje vacio, denotado con @, es el lenguaje que no
tiene cadenas. Y el lenguaje 2* es el lenguaje de todas las cadenas con simbolos del alfabeto .
Por ejemplo, a partir del alfabeto ¥ = {a, b, c} se obtiene el lenguaje ¥* = {A, a, b, c, aa, ab, ac,
ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aac, ...}. De esta manera, ¥* es un lenguaje infinito y todas sus
cadenas son finitas. Ademas, =* es contable, y por lo tanto 22", que es el conjunto de todos los
lenguajes que se pueden obtener a partir del alfabeto , es incontable.

El orden de las cadenas de ¥* mostrado en el ejemplo anterior es el que utilizamos en el libro.
Lo denominamos candnico. Formalmente, establece que una cadena precede a otra de longitud
mayor, y que en caso de longitudes iguales desempata el orden lexicografico.

La funcién censo cL(n) de un lenguaje L asigna al argumento n la cantidad de cadenas de L
de tamarfio a lo sumo n.

Como los lenguajes son conjuntos, sobre ellos se pueden aplicar las operaciones que
definimos anteriormente (interseccién, unién, diferencia, etc.). Otras operaciones sobre lenguajes
son el complemento y la concatenacion:

El complemento de un lenguaje L1 con respecto a un lenguaje L2 es el lenguaje L2 — L1, y se
lo denota con L1€ (precisando el lenguaje L2 que se toma como referencia). Por ejemplo, dado el
alfabeto X = {a, b} y el lenguaje L1 = {A, a, b}, el complemento del lenguaje L1 con respecto al
lenguaje Z* es L1C = {aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, ...}.

Por su parte, la concatenacion de dos lenguajes L1 y L2, denotada con Li.L2, es el lenguaje
que se obtiene yuxtaponiendo las cadenas de L1 con las cadenas de Lz. Por ejemplo, dados los
lenguajes L1 = {00, 11, 101} y L2 = {0, 1}, se cumple L+.L2 = {000, 001, 110, 111, 1010, 1011}.

Cadenas que codifican nameros. En el libro consideramos los siguientes dos sistemas de
codificacion de numeros:

El sistema de codificacion unaria, en el que los niUmeros se representan con cadenas de unos.
Por ejemplo, el numero 5 se representa con la cadena 11111. De esta manera, el tamafo de una

cadena que codifica un nUmero n es n.

FACULTAD DE INFORMATICA | UNLP 17



COMPUTABILIDAD Y COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL — RICARDO ROSENFELD

El sistema de codificacién binaria, en el que los niUmeros se representan con cadenas de unos
y ceros. Por ejemplo, el nimero 5 se representa con la cadena 101. En este caso, el tamafio de
una cadena que codifica un niumero n es O(logzn).

Pruebas matematicas y métodos de prueba

Pruebas matematicas. Una prueba matematica es una secuencia finita de pasos, cuyo proposito

es determinar la verdad de un enunciado matematico.

Métodos de prueba generales. Entre los métodos de prueba generales a los que recurrimos en
el libro se encuentran la prueba por contradiccion (o método de la reduccién al absurdo), el
meétodo del contrarreciproco y la induccién matematica.

La prueba por contradiccion se basa en el principio del tercero excluido, segun el cual si un
enunciado afirma algo y otro lo contradice, necesariamente uno debe ser verdadero y el otro
falso. En base a esto, la prueba consiste en suponer la falsedad del enunciado que se quiere
demostrar, llegar a una contradiccion, y entonces concluir que el enunciado es verdadero.
Formalmente, si p es un enunciado verdadero, la prueba de un enunciado q consiste en asumir
7(p — q), 0 lo que es lo mismo p A 7q, y llegar a una contradiccion.

El método del contrarreciproco consiste en probar, en lugar de p — q, la implicacion
equivalente 7q — —p. De esta forma es similar a la prueba por contradiccién, salvo que en vez
de partir de p A 7q parte de q.

Con respecto a la induccion matematica, establece que para probar que una propiedad se
cumple para todos los numeros naturales, hay que probar que se cumple para el 0, y que si se
cumple para el numero natural k entonces también se cumple para el numero natural k + 1. Por
ejemplo, la siguiente es una prueba por induccién matematica de que la suma de los primeros n
numeros naturales es n.(n + 1)/2: Zizo0 i = 0.(0 + 1)/2 (se cumple para el 0), Zi=ok i = k.(k + 1)/2
(hipotesis para k), Zizok+1 i = Zizox i + (k + 1) = k.(k + 1)/2 + (k + 1) = (k + 1).(k + 2)/2 (se cumple
parak + 1).

Otros métodos de prueba. Los métodos de prueba especificos de las areas de computabilidad
y complejidad computacional que utilizamos son la construccién de algoritmos (implementados
por maquinas de Turing), la diagonalizacion y la reduccion.

En algunos pasajes del libro nos referimos también a los métodos de prueba axiomaticos (o
sistemas axiomaticos), que permiten mecanizar las pruebas produciendo, a partir de férmulas
llamadas axiomas y reglas de inferencia, otras formulas identificadas como tfeoremas (las
pruebas son sintacticas en lugar de semanticas). Por ejemplo, la I6gica de predicados (o I6gica
de primer orden, o calculo de predicados) es un sistema axiomatico con férmulas con constantes,
variables, funciones, relaciones, conectivos légicos y cuantificadores sobre las variables. Y
agregandole axiomas extralégicos se obtienen distintas teorias axiomaticas, como la teoria de

conjuntos, la teoria de los niumeros naturales (aritmética) y la teoria de los niUmeros reales. Un
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sistema axiomatico es consistente si no produce teoremas contradictorios (es decir teoremas y
sus negaciones), y es decidible si cuenta con un algoritmo para decidir si una férmula es o no
uno de sus teoremas. Por ejemplo, la I6gica de predicados es consistente e indecidible.

La relacion entre la sintaxis y la semantica en un sistema axiomatico se establece con una
(funcion de) interpretacion, determinando la semantica adoptada para las férmulas. Por ejemplo,
la interpretacion (estandar) en la aritmética asigna al simbolo 0 el nimero 0, al simbolo + la
operacion de suma, etc. Una interpretacion en la que todos los axiomas son verdaderos es un
modelo. En el marco de una interpretacion, un sistema axiomatico es sensato si todos sus
teoremas son verdaderos (naturalmente, un sistema axioméatico insensato no tiene razén de ser),
y es completo si permite probar todas las férmulas verdaderas. Por ejemplo, la aritmética,
considerando la interpretacion estandar, es sensata e incompleta, y la légica de predicados es

sensata y completa para toda interpretacion (sus teoremas coinciden con las féormulas validas).

Formulas booleanas

Un lenguaje légico mas simple que el de la I6gica de predicados es el de las férmulas booleanas,
que se obtienen combinando variables booleanas de valor de verdad verdadero (abreviado con
V) o falso (abreviado con F), o alternativamente 1 o 0, respectivamente, con los operadores
l6gicos and (A), or (v) y not (7). Por ejemplo, @ = (x1 v x2) A X3 A (7X1 v 7X2) es una formula
booleana.

La semantica de los operadores logicos es la siguiente: ¢ = x1 A x2 es verdadera sii X1y x2
son verdaderas, ¢ = x1 v X2 es verdadera sii x1 0 X2 son verdaderas, y ¢ = 7x es verdadera sii x
es falsa. De estas definiciones se obtiene, razonando inductivamente, la semantica de cualquier
férmula booleana.

Una férmula booleana ¢ es satisfactible si evaluada con al menos una asignacion de valores
de verdad a sus variables resulta verdadera, es insatisfactible en caso contrario, y es valida o es
una tautologia si con toda asignacién su evaluacion resulta verdadera.

Las formulas booleanas también pueden incluir cuantificadores, de tipo existencial (3) o
universal (V). Por ejemplo, 8 = (3x1Vx2: X1 v X2) v X3 €s una férmula booleana cuantificada. En
una férmula cuantificada, una variable esta libre si no esta alcanzada por ningun cuantificador, y
esta ligada en caso contrario. La férmula 6 = 3x: ¢ es verdadera sii ¢ resulta verdadera con al
menos alguno de los dos valores de verdad de x, y la férmula 6 = Vx: ¢ es verdadera sii ¢ resulta

verdadera con los dos valores de verdad de x.

Grafos, arboles y circuitos booleanos

Grafos. Un grafo no dirigido G es un par (V, E), tal que V es un conjunto finito de vértices y E es

un conjunto finito de arcos, cada uno determinado por un par de vértices, sus extremos, que se
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dicen adyacentes. E también se define como una relacién simétrica de V x V. Dos arcos son
adyacentes si comparten un vértice.

Por ejemplo, G = ({1, 2, 3, 4}, {(1, 2), (1,3), (2, 4)}) es un grafo con cuatro vértices y tres arcos,
y los vértices 1 y 2 son adyacentes, al igual que los arcos (1, 2) y (1, 3).

A veces los arcos de un grafo pueden tener asociado un nimero, en cuyo caso el grafo es
ponderado. La cantidad de vértices adyacentes a un vértice i determina el grado de i. Un grafo
G+ = (V1, E1) es un subgrafo de un grafo Gz = (V2, E2) cuando V1 < V2 y E1 ¢ E2.

Un camino del vértice i al vértice j en un grafo G es una secuencia de vértices i, k1, ..., Km, |
tal que (i, k1), ..., (km, j) son arcos de G. Un camino es simple si no repite vértices. Si empieza y
termina en el mismo vértice, el camino es un ciclo o circuito, el cual es simple si no repite ningun
otro vértice. Un grafo G es conexo si entre todo par de vértices de G existe un camino, y es
completo, o es un clique, si entre todo par de vértices de G existe un arco.

Ademas de los grafos no dirigidos también se definen los grafos dirigidos, en los que existe
un sentido de recorrido en sus arcos (para simplificar la escritura en el libro, en ambos casos
denotamos los arcos con pares de vértices). En cada arco se identifica un vértice inicial o cola y
un Vvértice final o cabeza. El vértice final es adyacente al vértice inicial y el vértice inicial es
incidente al vértice final. Todo vértice i tiene un grado de entrada y un grado de salida, que
corresponden a la cantidad de arcos que llegan a i (arcos de entrada) y salen de i (arcos de
salida), respectivamente. Dos arcos son adyacentes cuando el vértice final de uno coincide con
el vértice inicial del otro.

Existen distintas representaciones de grafos. Dos representaciones habituales son la matriz
de adyacencia, con celdas [i, j] que tienen el valor 1 o 0 segun el vértice j sea o no adyacente al
vértice i, respectivamente, y la lista de adyacencia, que es un vector de listas, una por vértice,
conteniendo sus vértices adyacentes. La representacion que utilizamos en el libro es mas simple,
consiste directamente en la enumeracion de los vértices (himeros naturales consecutivos desde

el 1) seguida de la enumeracién de los arcos (pares de niumeros naturales).

Arboles. Un arbol es un grafo conexo sin ciclos. Sus vértices se denominan nodos. En los arboles
dirigidos se distinguen distintos tipos de nodos. Dado un arbol dirigido T, su nodo raiz r es su
Unico nodo con grado de entrada cero. Un ancestro de un nodo i (i # r), es un nodo j intermedio
entre r e i; en este caso, i es un descendiente de j. Los ancestros inmediatos se denominan
padres, y los descendientes inmediatos, hijos. Todo nodo i (i # r), tiene un Unico padre. Los nodos
sin hijos son las hojas de T (tienen grado de salida cero). La longitud entre r y un nodo i es la

profundidad de i, y la profundidad de T es la maxima profundidad considerando todos sus nodos.

Circuitos booleanos. Un circuito booleano es otro grafo particular, dirigido, conexo, sin ciclos, y
con vértices diferenciados. Sus vértices de entrada (con grado de entrada cero) representan
variables booleanas, que pueden adoptar los valores 1 o 0; sus vértices internos (con grado de
entrada uno o dos) representan operaciones logicas (and (A), or (v) o not (7)); y su vértice de

salida (con grado de salida cero) también representa una operacion logica, de la que resulta un
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valor 1 o 0, producto de la evaluacion de la formula booleana representada por el circuito a partir

de los valores de sus variables de entrada.

Teoria de numeros

El conjunto de los numeros enteros {..., =2, -1, 0, 1, 2, ...}, identificado con Z, incluye
estrictamente al conjunto /N'de los numeros naturales {0, 1, 2, ...}.

La divisién de un nimero entero m por un nimero entero n # 0 se puede expresar con la
igualdad m = n.c + r, siendo ¢ y r nUmeros enteros, conr entre 0 y n — 1. Sir =0, se dice que n
divide am, o que n es un divisor de m, lo que se denota con njm. Los divisores mayores que cero
se denominan factores.

Un numero entero p > 1 es un nimero primo si sus Unicos factores son 1y p (en caso contrario,
se dice que el numero es compuesto). El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que
todo nimero entero m > 1 se puede expresar de una Unica manera como un producto de numeros
primos, identificado como la factorizacién de m. Se prueba ademas que para todo nimero primo
p y todo nimero entero m entre 1y p — 1 se cumple mP-'=1 (mod p), y que la cantidad M(m) de
numeros primos entre 1 y m satisface las igualdades N(m) = O(m/logam) y m/logam = O(I'(m)).

Dados dos numeros enteros m y n tales que al menos uno no es el cero, su maximo comun
divisor es el mayor niumero entero d que cumple djm y d|n, y se denota con mcd(m, n). Cuando

se cumple mcd(m ,n) = 1, se dice que m y n son primos relativos o coprimos.

Teoria de probabilidades

Un espacio de probabilidad es un conjunto finito Q = {w1, ..., wn} que modeliza un experimento
aleatorio. Los elementos wi de Q representan los resultados del experimento. A cada wi se le
asigna un numero real pi entre 0 y 1, que representa su probabilidad de ocurrencia. La suma de
los pi es 1. Si no se especifica ninguna distribucidon sobre los elementos de Q, se asume la
distribucion uniforme (es decir, pi = 1/n para todo i).

Una variable aleatoria X es una funcion definida de un espacio de probabilidad Q al conjunto
R de los numeros reales. Un evento A, definido sobre un espacio de probabilidad Q, es un
subconjunto de Q. La probabilidad de ocurrencia de un evento A es la suma de las probabilidades
de ocurrencia de sus elementos, y se denota con Pr(A).

Por ejemplo, si se define Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} para modelizar el lanzamiento de un dado,
entonces la probabilidad de ocurrencia de cada resultado de Q es 1/6 (asumiendo la distribucion
uniforme), y la del evento de que se obtenga un niumero menor que 6 es 5/6.

Dos eventos A y B son independientes si Pr(A N B) = Pr(A).Pr(B). La definicion se puede

generalizar a cualquier cantidad de eventos.
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En los ejemplos de algoritmos probabilisticos que mostramos en el libro hacemos referencia
a la cota de Chernoff, cuya utilidad es la siguiente. Dado un conjunto U de objetos, se quiere
estimar cual es la proporcién u de los que tienen una determinada propiedad (por ejemplo,
cuantos profesionales en informéatica de la ciudad de La Plata estudiaron ldgica). El
procedimiento natural es muestrear aleatoriamente n objetos de U, calcular la cantidad k de los
que tienen la propiedad especificada, y establecer u = k/n. Pero como la estimacion depende del
tamafio de la muestra (no es igual encuestar a 100 que a 1000 personas), se admite un error €,
con € > 0. Adicionalmente, como también existen aspectos cualitativos que pueden influir en la
estimacion (siguiendo con el ejemplo, en qué institucién estudié el profesional, durante qué afios
hizo la carrera, etc.), se admite un segundo parametro, correspondiente a la probabilidad & de
que la estimacion quede afuera del intervalo [u — €, u + €]. Con estas consideraciones, la cota
de Chernoff establece que el orden de magnitud de las muestras necesarias para estimar u hasta
un error € con probabilidad al menos 1 — 8 es O(log2(1/0)/E2).

Numeros complejos y algebra lineal

El conjunto de los nimeros complejos, identificado con C, incluye estrictamente al conjunto R de
los numeros reales.

Un nimero complejo z es un par (a, b) de numeros reales, siendo a su parte real y b su parte
imaginaria. Otra representacion de z es a + i.b, con i = V-1.

Dado un numero complejo z = a + i.b, la norma de z, denotada con |z|, es la raiz cuadrada de
a2 + b?, y el conjugado de z, denotado con z*, es a —i.b. Se cumple z.z* = |z|.

El producto de una matriz M1 de m x n por una matriz M2 de n x k es una matriz M3z de m x k,
tal que Mza]i, j] = Zn=1,n M1[i, h].M2[h, j]. La expresion Mi, con i > 2, denota el producto de la matriz
M por si misma i — 1 veces.

Dada una matriz M de m x n de nimeros complejos, la matriz transpuesta conjugada de M,
denotada con M*, es la matriz de n x m tal que M*[i, j] es el conjugado de M[j, i].

Una matriz M de numeros complejos es unitaria si M.M* = |, donde | es la matriz identidad,
matriz cuadrada de numeros complejos con todos (1, 0) en su diagonal y todos (0, 0) en sus
celdas restantes.

Referencias

Para profundizar en los temas mencionados en este capitulo se puede consultar:

El libro (Mendelson, 2010): cubre la Iégica booleana, la légica de predicados, la aritmética y
la teoria de conjuntos. Incluye ademas un capitulo de computabilidad.

Los capitulos 4 a 6 de (Papadimitriou, 1994): sobre la lI6gica booleana, la l6gica de predicados

y la aritmética, con foco en los problemas computacionales que se plantean sobre ellas.
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El capitulo 3 de (Martinez y Pineiro, 2009): trata los sistemas axiomaticos en general y la
aritmética en particular.

El libro (Bondy y Murty, 2008): libro introductorio sobre teoria de grafos.

El apéndice de (Arora y Barak, 2009): abarca casi todos los temas que consideramos en este
capitulo, incluyendo bastante detalle sobre teoria de numeros, teoria de probabilidades, numeros

complejos y algebra lineal.
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CAPITULO 2

La maquina de Turing

El modelo computacional con el que vamos a estudiar la computabilidad y la complejidad
computacional es la maquina de Turing. La maquina de Turing (utilizaremos la abreviatura MT)
es la modelizaciéon mas sencilla e intuitiva que se conoce de las computadoras. La definié A.
Turing, uno sino el mas destacado pionero de las ciencias de la computacién, en su famoso
articulo de 1936 Sobre los nimeros computables, con una aplicacién al Entscheidungsproblem
(On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem).

A pesar de su simplicidad, a casi un siglo de su creacion se mantiene firme la tesis, conocida como
Tesis de Church-Turing, de que una maquina de Turing puede simular cualquier dispositivo
computacional fisicamente realizable. En lo que hace a su eficiencia, en cambio, la situacion es
menos clara: segun la version fuerte de la Tesis de Church-Turing (Tesis Fuerte de Church-Turing),
los retardos en las simulaciones de las maquinas de Turing en relacién a los tiempos de ejecucion de
los dispositivos originales no son significativos, pero esto podria no ser asi incluyendo entre los
dispositivos a las computadoras cuanticas (como comentaremos en el ultimo capitulo).

Vista como una caja negra, en el caso mas general una maquina de Turing resuelve un
problema devolviendo, a partir de toda instancia del problema, su solucién. Si la instancia tiene
mas de una solucion, la maquina devuelve una cualquiera, a menos que se especifique una
condicién especial (por ejemplo, que sea la 6ptima de acuerdo a la definicién del problema), y si
no tiene ninguna solucién, en el mejor de los casos la maquina responde no (en el peor de los
casos no responde nada, como aclararemos enseguida). Esta es la visién de la maquina de
Turing calculadora, que resuelve los problemas mas generales, conocidos como problemas de
busqueda (search problems). Las instancias y las soluciones se representan por medio de
cadenas de simbolos, que identificaremos de manera genérica, respectivamente, como cadenas
de entrada w y cadenas de salida M(w) (o directamente entradas w y salidas M(w)), siendo M la
MT considerada.

Por ejemplo, una maquina de Turing que resuelve el problema de la accesibilidad en los grafos

no dirigidos, o directamente el problema de accesibilidad (recién en el capitulo 8 vamos a
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considerar grafos dirigidos), a partir de un grafo G y dos vértices i y j de G devuelve, si existe, un
camino en G del vértice i al vértice j, y si no existe ningun camino responde no (figura 2.1).

Otro ejemplo es el de una maquina de Turing que resuelve el problema de la satisfactibilidad
de las formulas booleanas sin cuantificadores, o directamente el problema de satisfactibilidad
(recién en el capitulo 8 vamos a utilizar férmulas booleanas con cuantificadores):

_ (G395 | oy [ B245 |

@
G,:
\@
(G 4,2) M no G,: @ @ @
S Q/

Figura 2.1. Dos resultados de una MT M que resuelve el problema de accesibilidad.

Dada una férmula booleana ¢ la maquina devuelve, si existe, una asignacion de valores de

verdad ‘A con valores verdadero (o V) y falso (o F) que la satisface (al aplicarse sobre ¢ se

obtiene el valor verdadero), y si no existe, responde no (figura 2.2).

01 = (X v X2) A Xg M A=(V, F V)
Pz =X A X M no

Figura 2.2. Dos resultados de una MT M que resuelve el problema de satisfactibilidad.

Una vision de caja negra mas restringida de una maquina de Turing es la de una maquina
s6lo capaz de aceptar o rechazar las instancias del problema que resuelve, respondiendo si o
no (o nada en el peor de los casos) segun tengan o no solucion, respectivamente. En este caso
no resuelve un problema de busqueda sino un problema de decision (decision problem). Notar
que de esta manera la maquina reconoce un lenguaje, el lenguaje de las cadenas que
representan las instancias positivas del problema, es decir las instancias que tienen solucién.
Por eso esta vision de maquina de Turing se conoce como reconocedora (reconoce lenguajes
que representan problemas).

Por ejemplo, volviendo al problema de accesibilidad, pero en su forma de problema de

decisién, una maquina de Turing que lo resuelve, a partir de toda terna (G, i, j) responde si 0 no
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segun el grafo G tenga o no un camino del vértice i al vértice j, respectivamente, y el lenguaje
que reconoce es el de las cadenas (G, i, j) tales que G tiene un camino del vértice i al vértice j
(figura 2.3).

si

(G! i, J) M

no

Figura 2.3. Esquema de una MT M que reconoce el lenguaje del problema de accesibilidad.

De la misma manera se puede definir una MT M que reconozca el lenguaje que representa el

problema de satisfactibilidad.

Ejercicio. Definir la MT M.

Para estudiar tanto la computabilidad como la complejidad computacional consideraremos los
problemas de decisiéon, y en consecuencia las maquinas de Turing reconocedoras, porque
facilitan la presentacion de los temas sin que se pierda generalidad con respecto a los aspectos
que pretendemos analizar (en el ultimo capitulo trataremos los problemas de busqueda, y
también una tercera clase de problemas, los problemas de conteo (counting problems), que
consisten en determinar la cantidad de soluciones de las instancias). De este modo, vamos a
emplear indistintamente los términos problema y lenguaje. Con la expresion L(M) denotaremos
el lenguaje que reconoce una MT M.

Para completar esta seccion introductoria nos faltan describir dos situaciones que pueden
ocurrir en el marco de los problemas y las maquinas de Turing (una ya anticipamos). En efecto,
para progresar gradualmente en las definiciones hemos comenzado considerando soélo los
problemas computables decidibles, que como su nombre lo indica cuentan con maquinas de
Turing que los deciden, es decir que responden apropiadamente a partir de todas sus instancias,
pero desafortunadamente, en lo que hace a la computabilidad, el universo completo de los
problemas es mas amplio:

Un segundo grupo de problemas es el de los problemas computables semidecidibles, que
cuentan con maquinas de Turing que responden apropiadamente a partir de todas sus instancias
positivas, pero que a partir de algunas de sus instancias negativas, que son las instancias que
no tienen solucién, no se detienen, entran en un bucle infinito (infinite loop).

Y peor aun, existe un tercer grupo de problemas no computables. En este caso, los problemas
directamente no cuentan con maquinas de Turing que los resuelvan, es decir que respondan

apropiadamente a partir de todas sus instancias positivas.
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Desde el capitulo siguiente profundizaremos en los distintos grados de dificultad de los
problemas, en el sentido de la computabilidad. En lo que sigue de éste consideramos solamente
problemas computables decidibles, y asi maquinas de Turing que siempre se detienen, para

familiarizarnos con su definicién, caracteristicas y uso.

Estructura y funcionamiento de una maquina de Turing

Una MT M tiene cuatro componentes:

e Una funcién de transicion.
e Una unidad de control.
e Una cinta infinita en ambos extremos dividida en celdas.

e Un cabezal.

La funcidn de transicién, identificada con 9, es el componente de M que especifica el algoritmo
que ejecuta. En todo momento de la ejecucion de M: la unidad de control tiene un estado,
perteneciente a un conjunto finito de estados Q, entre los que se encuentran el estado de
aceptacion qa y el estado de rechazo qr; cada celda de la cinta tiene un simbolo, perteneciente
a un alfabeto finito I, que siempre incluye al simbolo blanco B; y el cabezal apunta a alguna
celda. Estado, contenido de la cinta y posicién del cabezal, conforman en conjunto al comienzo

y después de cada paso, una configuracién de M (figura 2.4).

cinta

cabezal

unidad de control| g

Figura 2.4. Ejemplo de una configuraciéon de una maquina de Turing.

En particular, la configuracién inicial de M: esta formada por el estado inicial, comiunmente
identificado con qo; la cinta tiene la entrada w, delimitada por infinitos blancos (w no incluye
blancos y puede ser la cadena vacia A); y el cabezal apunta al primer simbolo de w.

A partir de la configuracién inicial, M avanza paso a paso de acuerdo a lo especificado por su
funcion de transicion 6. Todo paso consiste en leer un estado, el estado corriente, y un simbolo,
el simbolo corriente, eventualmente modificar uno 0 ambos, y moverse un lugar a la derecha o a

la izquierda o no moverse. Sélo éstas son las capacidades de M. Las transiciones tienen la forma:
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o(ai, s) = (q;; t, d)

siendo q; el estado corriente y s el simbolo corriente, g; el estado y t el simbolo que reemplazan
eventualmente a los anteriores, respectivamente, y d el movimiento del cabezal, que puede ser
R (por right) si es a la derecha, L (por left) si es a la izquierda, o S (por stay) si el cabezal
permanece en el mismo lugar.

Por ejemplo, si M tiene la transicion &(qo, a) = (g1, a, R), cuando su estado es qo y su cabezal
apunta a un simbolo a, en el paso siguiente pasa al estado q1, el simbolo a apuntado no se

modifica, y su cabezal se mueve un lugar a la derecha (figura 2.5).

N

Qo o

Figura 2.5. Ejemplo de un paso de una maquina de Turing.

La funcién & se puede describir también con 5-tuplas y de manera matricial. Cuando y si
alcanza el estado ga o el estado gr, M se detiene. Se define que si M se detiene en ga, acepta

su entrada w, y si se detiene en gr 0 no se detiene, rechaza w.

Ejemplo 2.1. La siguiente MT M resuelve un problema de reconocimiento sintactico de cadenas.
M acepta toda cadena de la forma a"b", con n > 1, es decir que L(M) = {ab, aabb, aaabbb, ...}.
La idea general del algoritmo es la siguiente. M lee |la primera a de la entrada w, la reemplaza
por una a y avanza para buscar la primera b. Cuando la encuentra, la reemplaza por una f y
retrocede para repetir el ciclo a partir de la nueva primera a. Sigue asi ciclo tras ciclo hasta que
no quedan a por procesar. Si nunca encuentra un simbolo distinto de a o de b, y logra reemplazar
todas las a y las b por a y B3, respectivamente, acepta w; en caso contrario rechaza w. La figura

2.6 ilustra la idea general del algoritmo, considerando la cadena de entrada w = aaabbb.

aaabbb
aaabbb
aaaf3bb
aaafbb
aaaBpb
aaaBpb
aaaBpp

Figura 2.6. Idea general del algoritmo definido para reconocer las cadenas a"b", con n > 1.
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Formalmente, M utiliza los siguientes estados (ademas de ga y gr): qo, el estado inicial, en
el que M espera leer una a; qga, €n el que M también espera leer una a (la necesidad de usar dos
estados para este caso se aclara enseguida); v, en el que M avanza para buscar una b; q., en
el que M retrocede para buscar la siguiente a; y qn, en el que M avanza, habiendo detectado que
no quedan a por procesar, para chequear que solo hay B hasta el final. Las transiciones de la

funcion 6 son (leerlas por filas):

5(qo, @) = (ab, 0, R) 5(gb, @) = (ab, a, R) 5(gb, b) = (aL, B, L) o(qu, @) =(q., a, L)
5(qL, a) = (da, 0, R) 5(ga, @) = (ab, 0, R) o(qp, B) =(ab, B, R)  &(q, B) = (aL, B, L)
5(ga, B) = (an, B, R) 5(gm, B) = (an, B, R)  d(gw, B) = (aa, B, S)

Para facilitar la interpretacién de & ordenamos sus transiciones tal como describimos la idea
general del algoritmo, considerando primero su primer ciclo y luego los ciclos restantes. Ademas,
para simplificar la escritura no incluimos las transiciones con el estado gr.

En el estado inicial qo s6lo se admite leer una a, mientras que en el estado ga también se
admite leer una [3; por eso utilizamos dos estados cuando se espera una a, diferenciando el
primer ciclo del resto. La diferencia entre el primer ciclo y los otros también se observa cuando
se espera una b o se vuelve para iniciar un nuevo ciclo (estados gv y qL, respectivamente): en el
primer ciclo sélo se saltean a, mientras que en los siguientes también se saltean 3.

La prueba de correctitud del algoritmo no reviste mayor dificultad. Se puede utilizar induccién
matematica, probando que M acepta ab, y que si acepta akbk entonces también acepta ak*'bk*1,

Fin del ejemplo

Ejercicio. Modificar la MT M para que también acepte la cadena vacia, y probar por induccién

matematica la correctitud del algoritmo modificado.

La maquina de Turing con varias cintas

Existen varios modelos con poder computacional equivalente a la maquina de Turing, en el
sentido de que una maquina (o expresion, o funcién, o programa, etc.) de cada uno de dichos
modelos reconoce un lenguaje sii existe una maquina de Turing que reconoce el mismo lenguaje
(ver las referencias). A su vez, la propia maquina de Turing contiene distintas variantes
computacionalmente equivalentes, como por ejemplo la variante de maquina de Turing con varias
cintas, que permite especificar algoritmos mas facilmente. La describimos a continuacién.
Como antes, la unidad de control es Unica. La diferencia es que existen varias cintas, cada
una apuntada por un cabezal distinto, que se procesan independientemente. Mas en detalle: en

un solo paso se pueden modificar eventualmente el estado y los simbolos apuntados en cada
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cinta, y cada cabezal puede moverse de una manera distinta (uno puede moverse a la derecha,

otro a la izquierda, etc.). Asumiendo K cintas, las transiciones tienen la forma:

o(qi, (s1, ...,sk)) = (qj, (t1, d1), ...(t, dk))

siendo qi el estado corriente; s1, ..., sk los simbolos corrientes; g; el estado y tu, ..., tk los simbolos
que reemplazan eventualmente a los anteriores, respectivamente; y di, ..., dk los movimientos
de los cabezales en cada cinta.

De esta manera, ahora una configuracion esta formada por un estado, los contenidos de las

distintas cintas y las posiciones de cada uno de los cabezales (figura 2.7).

cinta 1
%bezai 1
cinta 2
/ cabezal 2
cinta 3 /
. cabezal 3
cinta K/

cabezal K

unidad de control

Figura 2.7. Esquema de una configuracion de una maquina de Turing con varias cintas.

La entrada se ubica en la primera cinta. Al comienzo, el cabezal de la primera cinta apunta al
primer simbolo de la entrada, y las otras cintas tienen blancos. En el caso de que la maquina

genere una salida, se designa una cinta para tal fin (cinta de salida).

Ejemplo 2.2. Mostramos a continuacion una MT M con varias cintas que reconoce el mismo
lenguaje del ejemplo anterior: L(M) = {a"b" | n > 1}.

La idea general del algoritmo es la siguiente. M tiene dos cintas. En la cinta 1 tiene la entrada
w. En una primera etapa, M recorre en la cinta 1, de izquierda a derecha, todas las a (se detiene
cuando encuentra una b u otro simbolo; en este ultimo caso rechaza), al tiempo que en la cinta
2, por cada a leida escribe de izquierda a derecha un simbolo X. En una segunda etapa, M
recorre en la cinta 1 desde donde quedd antes el cabezal, de izquierda a derecha, todas las b

(se detiene cuando encuentra un blanco u otro simbolo; en este ultimo caso rechaza), al tiempo
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que en la cinta 2, desde donde quedd la ultima X escrita, por cada b leida retrocede una celda.
Si al final de la etapa los dos cabezales apuntan a un blanco (en la cinta 1 al blanco de la derecha
de la ultima b y en la cinta 2 al blanco de la izquierda de la primera X), significa que hay tantas b
como X, y asi tantas b como a, por lo que M acepta w; en caso contrario, M rechaza w.
Formalmente, M utiliza los siguientes estados (ademas de ga y gr): ga, €l estado inicial, en el
que M recorre las a en la cinta 1 y escribe las X en la cinta 2; y b, en el que M recorre las b en

la cinta 1y las X en la cinta 2. Las transiciones de la funcion 9, descriptas matricialmente, son:

(a, B) (b, B) (b, X) (B, B)
Ja (qa, (av R)’ (Xv R)) (qb’ (bv S)v (B’ L))
Qb (qb, (b, R), (X, L)) | (aa, (B, S), (B, S))

Las celdas de la matriz contienen los valores de la funcién de transicion correspondientes a
las distintas combinaciones de estados y pares de simbolos. Las celdas vacias representan las
transiciones con el estado gr.

Cuando la MT M pasa al estado qp, el cabezal de la cinta 1 no se mueve, para quedar
apuntando a la primera b encontrada, mientras que el cabezal de la cinta 2 retrocede una celda
para posicionarse en la ultima X escrita.

Tampoco en este caso la prueba de correctitud del algoritmo reviste mayor dificultad.

Fin del ejemplo

Ejercicio. Comparar la cantidad de pasos que hacen las dos maquinas de Turing que
describimos para reconocer el lenguaje de las cadenas a"b", con n > 1, una con una cinta y la
otra con dos cintas, tomando como referencia una cadena determinada (mas adelante

generalizamos y formalizamos esta relacion).

Ejemplo 2.3. En este otro ejemplo se aprecia mucho mejor la ventaja de utilizar una maquina de
Turing con varias cintas. Consideramos nuevamente el problema de accesibilidad. Vamos a
construir una MT M con varias cintas que dada una entrada (G, i, j), compuesta por un grafo G y
dos vértices i y j de G, la acepta sii G tiene un camino dei aj.

G es un par (V, E), donde V es el conjunto de sus vértices (por convencién de tamafio m), y
E es el conjunto de sus arcos, identificados por medio de los dos vértices que los delimitan. La
representacion que elegimos para G, que utilizaremos de aca en adelante, es la representacién
de V seguida de la representacién de E. Por ejemplo, considerando el primero de los dos grafos

mostrados en la figura 2.1, su representacién seria:

({1.2,3,4,5}.{(1.2),(1.,3),(2,3).(2,4).(4.5)})

siendo V ={1, 2, 3, 4, 5} (los vértices se representan con una secuencia de numeros del 1 al m),
yE={(1,2),(1,3), (2, 3), (2, 4), (2, 5)} (el orden de los vértices de los arcos es irrelevante porque

el grafo es no dirigido). La representacién de la terna (G, i, j) se completa con los nUmeros que
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representan los vértices i y j. Los niumeros se codifican en notacién binaria, lo que no tiene
importancia en esta parte pero si en la parte de complejidad computacional, asi que
aprovechamos este ejemplo para dejarlo establecido.

El algoritmo propuesto se basa en el método de busqueda en profundidad o DFS (depth-first
search), que plantea avanzar desde el vértice inicial i en la busqueda del vértice final j mientras
se pueda, y retroceder para buscar otra alternativa cuando sea imposible continuar. M tiene tres
cintas. En la cinta 1 tiene la terna de entrada. En la cinta 2 guarda los vértices que van
determinando un camino de i aj (la cinta 2 se procesa como una pila). Y en la cinta 3 marca los
arcos procesados, para no pasar por ellos mas de dos veces, por la ida y la vuelta (cada celda
de la cinta 3 se asocia a un arco del grafo de la cinta 1). Dada una entrada w, M hace lo siguiente
(por la complejidad de los algoritmos que vamos a presentar en lo sucesivo, recurriremos de
ahora en mas a una notacion algoritmica de alto nivel, con bloques de pasos que agrupan pasos

elementales de una maquina de Turing):

1. Valida que la entrada w sea sintacticamente correcta, es decir que tenga la forma (G, i, j). Si
no, rechaza.
2. Hace v1 =iy apila el vértice v1 en la cinta 2.
3. Busca en la cinta 1 un arco (v1, v2) 0 (v2, v1) que no esté marcado en la cinta 3.
Si encuentra algun arco:
Lo marca en la cinta 3 y apila el vértice vz en la cinta 2.
Si v2 =}, acepta.
Si no, hace v1 := v2 y vuelve al bloque 3.
Si no encuentra ningun arco:
Desapila el vértice del tope de la cinta 2.
Si la cinta 2 queda vacia, rechaza.

Si no, si vs es el nuevo vértice del tope de la cinta 2, hace v1 := v3 y vuelve al bloque 3.

La implementacién de las acciones del algoritmo en términos de transiciones de una maquina
de Turing se puede hacer sin mayores inconvenientes. Notar que M no sélo decide si el grafo de
entrada tiene un camino del vértice i al vértice j, sino que también, si acepta, devuelve el camino
en la cinta 2.

Fin del ejemplo
Probamos a continuacion que las maquinas de Turing con varias cintas no tienen mas poder

computacional que las maquinas de Turing con una cinta:

Teorema 2.1. Una MT M1 con K > 1 cintas se puede simular con una MT Mz con una cinta.

Prueba. Solo describimos la idea general. La simulacion se basa en el hecho de que la MT Mz

puede representar las K cintas de la MT M+ con una cinta de 2K pistas (asumimos, sin perder
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generalidad, que una cinta de una maquina de Turing tiene varias pistas, o lo que es lo mismo,
que una celda tiene varias subceldas). La idea es que las pistas 1 y 2 de M2 representen la cinta
1 de My, las pistas 3 y 4 de M2z representen la cinta 2 de M1, y asi sucesivamente, de modo tal
que las pistas impares guarden los contenidos de las cintas, y las pistas pares, en las subceldas
correspondientes, las posiciones de los cabezales (con marcas X).

Por ejemplo, si M1 tiene dos cintas y en algun momento de su ejecucion la celda i de su cinta
1 guarda una a y esta apuntada por el cabezal, y la celda i de su cinta 2 guarda una b y no esta
apuntada por el cabezal, entonces la celda i de M2 contendra la 4-tupla (a, X, b, B). En la figura

2.8 mostramos otro ejemplo, con mas detalle.

cinta 1 cinta
aln|b|in|-— aln|b| n|pista1
IS
. X pista 2
cinta 2
zNy | 8] al - z|y| 8| al|pista3
X pista 4
M1 MZ
g q

Figura 2.8. Ejemplo de una representacion de dos cintas mediante una cinta con cuatro pistas.

La simulacién de M1 por parte de M2 empieza con la adaptacion de la entrada al formato de
2K-tuplas descripto previamente. Luego, M2 continia con la simulacién de cada paso de My
posicionandose en la 2K-tupla con la X mas a la izquierda y ejecutando un ciclo de varios pasos.
Primero va hacia la derecha, hasta la 2K-tupla con la X mas a la derecha, memorizando por
medio de sus estados los simbolos con una Xy a qué cinta pertenecen. Por ejemplo, si encuentra
en el camino un simbolo s con una X correspondiente al cabezal de la cinta j, tendra un estado
que incluya el indice (j, s). Completado el camino de ida hacia la derecha, emprende el camino
de vuelta hacia la izquierda, hasta la 2K-tupla con la X mas a la izquierda, y se comporta de
acuerdo a la funcion de transicién de M+. Es decir, cuando encuentra una X, considera la
informacion obtenida a la ida (cinta y simbolo), y modifica eventualmente el simbolo y la posicién
de la X de acuerdo al comportamiento especificado para Ms. Finalmente, cierra el ciclo de pasos
modificando su estado segun cémo lo modifica M+, y si en particular pasa a un estado de
aceptacion o rechazo, acepta o rechaza, respectivamente.

Fin del teorema

De acuerdo a la simulacion anterior, como los cabezales de la MT M1 después de h pasos

pueden distanciarse hasta 2h celdas, la MT Mz puede llegar a ejecutar unos 2.2 pasos para
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simular el primer paso de M1 (2 de ida y 2 de vuelta), 4.2 pasos para simular el segundo paso (4
de ida y 4 de vuelta), 6.2 pasos para simular el tercero (6 de ida y 6 de vuelta), y asi siguiendo
hasta llegar a 2h.2 pasos para simular el paso h (2h de ida y 2h de vuelta), lo que da un total de
4.(1+2+ ... +h)=0(h?). Es decir que la cantidad de pasos de M2 puede superar a lo sumo en
un orden cuadratico a la cantidad de pasos de M1. Se prueba ademas que si la simulacién se
hace con una maquina de Turing con dos cintas en lugar de una, la cota O(h?) se puede reducir

a O(logzh.h). Estos resultados se tendran en cuenta en la parte de complejidad computacional.

La maquina de Turing no deterministica

Otra variante de maquina de Turing equivalente computacionalmente es la maquina de Turing
no deterministica (0 MTN), que también facilita la especificacion de algoritmos. Se caracteriza
por permitir que haya mas de una continuacion a partir de un estado q y un simbolo s. Su

comportamiento se define por una relacién de transicion A, con transiciones de la forma:

A(q, s) ={(q1, t1, d1), ..., (Ok, tk, dk)}
que expresan que desde el par (q, s), la maquina puede continuar, no deterministicamente, con

alguna alternativa (g1, t1, di), ..., (gk, tk, dk). Asi, queda establecido un arbol de computaciones,

cuyo nodo raiz contiene el estado inicial y el primer simbolo de la entrada (figura 2.9).

entrada w

qp da

Figura 2.9. Arbol de computaciones de una maquina de Turing no deterministica.

Se define que una maquina de Turing no deterministica acepta una entrada w sii a partir de
w al menos una de sus computaciones se detiene en ga.
La interpretacion natural del comportamiento de esta variante es que ejecuta en paralelo todas

sus computaciones, aceptando en caso de que alguna acepte. Por lo tanto, no puede tomarse
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como un modelo real de una computadora, dada la gran cantidad de procesadores que requeriria
en general, imposible de concebir en la practica. En realidad, una maquina de Turing no
deterministica debe entenderse como una abstraccién de una maquina de Turing deterministica
(o MTD), como una simplificacion de la descripcién de la ejecucion secuencial de las ramas del

arbol de computaciones asociado.

Ejemplo 2.4. Volvemos una vez mas al problema de accesibilidad. La siguiente MT M, a
diferencia de la que construimos en el ejemplo 2.3, reconoce no deterministicamente el lenguaje
que representa el problema (la presentamos con menor nivel de detalle). Dada una entrada w,

M hace:

1. Valida que la entrada w sea sintacticamente correcta, es decir que tenga la forma (G, i, j). Si
no, rechaza.

2. Genera no deterministicamente una secuencia de a lo sumo m vértices entre 1 y m (recordar
que definimos la convencién de que los grafos tienen m vértices).

3. Acepta (rechaza) si la secuencia generada en el bloque 2 es (no es) un camino en el grafo G

del vértice i al vértice j.

La implementacion de las acciones definidas, en términos de una relacion de transicién, se
puede efectuar sin mayor dificultad. En el bloque 2 se deben contemplar todas las secuencias
posibles de a lo sumo m vértices del grafo G. El bloque 3 consiste en validar si la secuencia de
vértices generada en el bloque anterior empieza con el vértice i y termina con el vértice j, y si
todo par de vértices consecutivos de la secuencia corresponde a un arco de G.

Fin del ejemplo

Las maquinas de Turing no deterministicas no tienen mas poder computacional que las que

utilizamos hasta ahora:

Teorema 2.2. Una MTN M1 se puede simular con una MTD Ma.

Prueba. Si el grado de no determinismo de la MTN M+ es K, es decir si M+ tiene a lo sumo K
continuaciones a partir de cualquier estado q y cualquier simbolo s, la simulacién por parte de la
MTD M2 se basa en representar las computaciones de M1 con secuencias de numeros entre 1y
K, denominadas discriminantes. Por ejemplo, el discriminante (3,4,1,3,2) representa una
computacion de M1 que en el primer paso avanza por su tercera alternativa no deterministica, en
el segundo paso por su cuarta alternativa, en el tercer paso por la primera, etc. Puede ser que
un discriminante no represente una computaciéon (puede contener alternativas que no estén
definidas en My).

M2 tiene tres cintas. En la cinta 1 esta la entrada. En la cinta 2 genera los discriminantes,

ordenados de menor a mayor longitud, y en orden lexicografico cuando tienen igual longitud. Por
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ejemplo, los discriminantes correspondientes a las computaciones de hasta dos pasos se

ordenan asi:

(1), @), ..., (K), (1,1), (1,2), ..., (1,K), ..., (K, 1), (K,2), ..., (K.K)

A este orden lo utilizaremos en varios pasajes del libro, y lo identificaremos como orden
canonico. M2 lleva a cabo la simulacion en la cinta 3, por ciclos. En cada ciclo, copia la entrada
de la cinta 1 a la cinta 3 (previo borrado de su contenido, producto de la ejecucién anterior),
genera en la cinta 2 el siguiente discriminante de acuerdo al orden candnico, y simula M1 sobre
la cinta 3 de acuerdo a las alternativas especificadas por el discriminante (si éste es valido).
Acepta la entrada sii en algun ciclo alcanza el estado de aceptacion de M.

Como se observa, M2 recorre el arbol de computaciones de M1 con el método de bisqueda a
lo ancho o BFS (breadth-first search) (ejecuta un paso de cada rama, después dos, después tres,
etc., hasta llegar eventualmente a la aceptacion), y no con el método de busqueda en profundidad
o DFS, porque M1 puede tener computaciones que no terminan.

Fin del teorema

A diferencia de la simulacion de la seccion anterior, la que mostramos recién puede alcanzar
una cantidad de pasos exponencialmente mayor que la cantidad de pasos de la maquina
simulada: simular h pasos de la MTN M1, con grado de no determinismo K, puede implicar
considerar KM computaciones de h pasos. Este es otro resultado que utilizaremos en la parte de

complejidad computacional.

Ejercicio. La MTD M2 anterior termina en el estado ga o no termina. Modificarla de modo tal que

termine en gr cuando pueda hacerlo.

En los ejercicios finales mencionamos otras variantes de maquinas de Turing con poder
computacional equivalente. La variante que utilizaremos en los préximos capitulos es la maquina
de Turing deterministica con varias cintas (asi, salvo mencién explicita, una MT M debera
entenderse como una MTD M con K cintas). Fisicamente realizable, esta variante constituye un
escenario robusto para el estudio de la computabilidad y la complejidad computacional. Cuando
recurramos a las maquinas de Turing no deterministicas lo haremos para facilitar la formulacién

de definiciones o la descripcion de algoritmos.

Notas adicionales

Complementamos la descripcion de las maquinas de Turing con la introduccion de dos variantes
restringidas de su vision reconocedora, es decir variantes con poder computacional limitado en

comparacion con el modelo general. Se trata de los autématas finitos y los autématas con pila.
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Estas variantes permiten reconocer determinados lenguajes de una manera mas simple que
utilizando maquinas de Turing sin restricciones. También presentamos un modelo computacional
equivalente a la maquina de Turing, la maquina de acceso aleatorio o maquina RAM, mucho mas

cercano a una computadora.

El automata finito

Un autémata finito (abreviado con AF) es una maquina de Turing que tiene las siguientes

caracteristicas:

¢ Tiene una cinta, que es de sdlo lectura.

e Su cabezal se mueve Unicamente a la derecha desde el primer simbolo de la entrada.

e En lugar de los estados finales de aceptacién y rechazo ga y gr, cuenta con un conjunto de
estados finales F.

e Cuando su cabezal llega al blanco de la derecha de la entrada se detiene, y la acepta sii el

estado alcanzado pertenece al conjunto F.

Una aplicacion tipica de los autématas finitos es el analisis lexicografico que realizan los
compiladores. También se emplean para el disefio de procesos de control, circuitos, algoritmos

de verificacion de software, redes neuronales, procesadores de textos, etc.

Ejemplo 2.5. El siguiente AF M, con estado inicial qo y conjunto de estados finales {qo}, reconoce

el lenguaje de las cadenas de a y b con una cantidad par de b, incluyendo la cadena vacia:

©(qo, @) = qo 0(qo, b) = g1 o(q1, @) = g1 0(q1, b) = qo

Los estados qo y g1 indican que el AF M lleva reconocidos una cantidad par o impar de b,
respectivamente. Por eso, M sélo acepta en el estado qo.

Fin del ejemplo

Como se refleja en el ejemplo anterior, el Unico recurso que tiene esta variante de maquina
de Turing para memorizar informacion lo constituyen sus estados. Asi por ejemplo, un automata
finito no puede reconocer las cadenas de la forma a"b" que tratamos previamente, ya que
necesariamente tiene que memorizar la cantidad de a que lee para contrastarla luego con la
cantidad de b, lo que es imposible utilizando Unicamente estados.

Los lenguajes reconocidos por los autématas finitos se conocen como regulares. Existe un
lema, el Lema de Bombeo (Pumping Lemma), que caracteriza la forma de las cadenas de un

lenguaje regular.
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El autémata con pila

Un autémata con pila (abreviado con AP) es otra variante restringida de maquina de Turing, con
mas poder computacional que un autdmata finito. Sus caracteristicas son:

e Tiene dos cintas y un cabezal a la cinta 1 en la que guarda la entrada.

e También en este caso la cinta de la entrada es de sélo lectura y su cabezal se mueve
Unicamente a la derecha.

e La cinta 2 es de lectura/escritura, pero se comporta exclusivamente como una pila. Se
inicializa con el simbolo especial Z.

e En un paso puede: leer el estado corriente, el simbolo corriente de la cinta 1 y el simbolo del
tope de la cinta 2; modificar eventualmente el estado corriente y el simbolo del tope de la cinta
2 (reemplazandolo, desapilandolo o apilando un nuevo simbolo); y moverse un lugar a la
derecha en la cinta 1. Pero también puede, alternativamente, omitir la lectura de alguna de
las dos cintas y correspondientemente no desplazarse en la cinta 1. Por lo tanto, es no
deterministico, y se demuestra que lo es intrinsecamente: algunos lenguajes sélo pueden ser
reconocidos de este modo.

e Acepta la entrada sii luego de recorrerla completamente, la cinta 2 esta vacia (otra alternativa
de aceptacioén es por estado final, como en los autématas finitos).

Entre las aplicaciones de los autdmatas con pila se destaca el analisis sintactico que llevan a
cabo los compiladores.

Ejemplo 2.6. Mostramos que alcanza con un autémata con pila para reconocer el lenguaje de
las cadenas a"b", con n > 1, antes reconocido con una maquina de Turing general. El siguiente
AP M reconoce el lenguaje. Es deterministico, su estado inicial es qa'y acepta por pila vacia (leer

por filas):

0(Qa, @, Z) = (qa, 0Z) 0(ga, @, a) = (ga, aq) 0(Qa, b, a) = (gb, A)
5(qp, b, a) = (qp, A) d(ab, B, Z) = (ap, A)

El estado gaindica que se estan leyendo a, y el estado qp, que se estan leyendo b. Por cada
a leida, M apila una a para actualizar la cantidad de a recorridas, y asi poder validar al final si
coincide con la cantidad de b. Cuando encuentra la primera b, M pasa al estado q» y comienza a
desapilar las a, lo que se denota con la cadena vacia. En todos los pasos avanza una celda en
la cinta 1. M acepta su entrada sii llega al blanco que le sigue y el tope de la pila es Z.

Fin del ejemplo
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La limitacion de un autémata con pila de tener que utilizar su cinta de lectura/escritura sélo
como una pila se nota, por ejemplo, en el problema de reconocimiento de las cadenas de la forma
a"b"c", Una maquina de Turing general las puede reconocer (ejercicio 2.1.e), pero un automata
con pila no. Intuitivamente, luego de comparar las a con las b usando la pila, como mostramos
en el ejemplo anterior, se queda sin informacion para validar si la cantidad de c es la correcta.

Los lenguajes que son reconocidos por los autdmatas con pila se denominan libres de
contexto. Todos los lenguajes de programacion habituales en la industria pertenecen a este tipo,

para los cuales también existe un Lema de Bombeo que caracteriza la forma de sus cadenas.

Ejercicio. ;Puede un autémata con pila deterministico reconocer el lenguaje de las cadenas de

ay b de la forma w = wR, siendo VR la cadena inversa de v?

La maquina RAM

En esta ultima nota adicional describimos un modelo computacional equivalente a la maquina de
Turing mucho mas parecido a una computadora, la maquina de acceso aleatorio o maquina RAM
(random access machine).

A diferencia de una maquina de Turing, una maquina RAM permite acceder directamente a
su memoria, compuesta por infinitas palabras. Las palabras almacenan numeros enteros,
codificados en binario, que representan instrucciones de programa (carga o LOAD,
almacenamiento o STORE, suma o ADD, terminacién o HALT, condicional, salto incondicional,
etc.) o datos, en este orden, de izquierda a derecha. Los primeros digitos de una instruccion
codifican su tipo, y los digitos restantes constituyen la direccion del operando de la instruccion.
La maquina RAM tiene ademas una cantidad finita de registros, que también almacenan niumeros
enteros, siempre codificados en binario. Los registros son R1, Rz, ..., mas dos registros
especiales, el registro C, que guarda la direccién a la préxima instruccion a ejecutar, y el registro
A, que guarda la direccion al préximo dato a procesar.

Mostramos en lo que sigue la equivalencia de los dos modelos computacionales:

Teorema 2.3. Las maquinas de Turing y las maquinas RAM tienen poder computacional

equivalente.

Prueba. Desarrollamos solamente la idea general. Utilizamos, sin perder generalidad, maquinas
de Turing con una cinta finita a izquierda e infinita a derecha (en el ejercicio 2.4.d pedimos probar
la equivalencia computacional entre esta variante y la variante con una cinta infinita en ambos
extremos).

Primero mostramos cémo una maquina RAM D puede simular una MT M:

e La simulacién consiste en iteraciones. Al comienzo de cada iteracion, el registro C apunta al

inicio de la secuencia de las instrucciones, las cuales codifican las 5-tuplas de la funcion de
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transicion de M; el registro A apunta a la palabra que contiene (el cédigo de) el simbolo
corriente de M; y el registro R+ contiene (el codigo de) el estado corriente de M.

En cada iteracion, D recorre las instrucciones, variando el registro C, hasta encontrar
eventualmente la que codifica la 5-tupla de M que empieza con el estado corriente y el simbolo
corriente. Si no la encuentra, termina rechazando. Y si la encuentra, por ejemplo, la que
corresponde a una 5-tupla (qi, s, qj, t, R), la ejecuta, quedando el registro R1 con el estado q;,
la palabra apuntada por el registro A con el simbolo t, y el registro A con su valor anterior
incrementado en uno (en el caso de los movimientos L y S, el registro A queda con su valor
anterior decrementado en uno o inalterado, respectivamente).

Si completada una iteracién alcanza el estado ga (qr) de M, D acepta (rechaza).

Ahora mostramos como una MT M puede simular una maquina RAM D:

M tiene varias cintas. En la cinta 1 guarda las instrucciones y los datos de D. El comienzo de
dicha cinta tiene la forma: #0*vo#1*v1#2*v2#3*va#.. #i*vi#..., tal que vies el contenido de la
palabra i de D (i y vi se codifican en binario). Las otras cintas de M tienen los contenidos de
los registros R1, Rz, ..., C y A de D (C esta inicializado en cero).

Considerando el valor i de la cinta correspondiente al registro C, M hace:

. Recorre la cinta 1 desde el comienzo hasta encontrar la cadena #i*vi.

. Procesa vi. Por ejemplo, si vi codifica la instruccion ADD TO R j (cuya semantica es sumar al
valor de R+ el valor de la palabra j), entonces:

2.1. Suma 1 al valor de la cinta correspondiente al registro C.

2.2. Copia el numero j a la cinta correspondiente al registro A.

2.3. Recorre la cinta 1 desde el comienzo hasta encontrar la cadena #j*vj. Luego suma el

numero v; al valor de la cinta correspondiente al registro R.

M simula asi todas las instrucciones de D, considerando la semantica de cada una y siguiendo
el orden determinado por el contenido de la cinta correspondiente al registro C, hasta que

eventualmente termina.

Fin del teorema

Observaciones finales

El modelo computacional que utilizaremos para estudiar la computabilidad y la complejidad
computacional es la maquina de Turing.
Segun la Tesis de Church-Turing, una maquina de Turing puede simular cualquier modelo

computacional fisicamente realizable.
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e Emplearemos la variante de maquina de Turing deterministica con cualquier cantidad de
cintas.

e Consideraremos los problemas de decision, salvo en algunas secciones del ultimo capitulo.
En consecuencia, utilizaremos maquinas de Turing que sélo aceptan o rechazan instancias
de problemas, y por lo tanto que reconocen lenguajes, los lenguajes de las cadenas que
representan las instancias positivas de los problemas correspondientes. De este modo,

usaremos de manera indistinta los términos problema y lenguaje.

Referencias

La maquina de Turing fue introducida por A. Turing en (Turing, 1936), para definir un modelo
general de computacion. En 1936, la nocién de computadora era la de una persona que hacia
célculos con lapiz y papel. La idea de Turing era mostrar que la tarea del calculista podia ser
simulada por una maquina, desarrollando los calculos y escribiendo los resultados en algun lugar.
Como punto de partida considerd una cuadricula donde guardar un simbolo en cada cuadrado,
y sin pérdida de generalidad la adapté a una cinta, tan larga como fuera necesario. El artefacto
apenas podia leer y modificar simbolos de la cinta, uno por vez, moverse de a un cuadrado,
decidir el paso siguiente a partir del simbolo leido y la configuracion interna o estado resultante
del calculo hasta ese momento, y detenerse al finalizar el célculo. Los conjuntos de simbolos y
estados eran finitos, de modo tal que la maquina fuera fisicamente realizable.

A partir de la misma época se plantearon otras formalizaciones con poder computacional
equivalente, como el A-calculo (Church, 1936a), las funciones recursivas parciales (Kleene,
1936), la maquina de Post (Post, 1936), los sistemas de Post (Post, 1946) y los algoritmos de
Markov (Markov, 1954). Pero la maquina de Turing es considerada la modelizacion mas sencilla
de todo lo que es computable, pese a lo cual seria capaz de simular todos los modelos
computacionales fisicamente realizables con poca pérdida de eficiencia (tesis que podrian refutar
las computadoras cuanticas).

Las maquinas de Turing no deterministicas surgieron mas como una necesidad para analizar
la complejidad computacional de los problemas que su computabilidad. Las primeras referencias
a las mismas son de finales de la década de 1950 (Rabin y Scott, 1959).

En los capitulos 2 y 5 de (Hopcroft y Ullman, 1979), 1y 2 de (Sipser, 1997), y 2 y 3 de (Lewis
y Papadimitriou, 1998), se describen con mucho detalle los autdmatas finitos y los autdmatas
con pila.

Las maquinas RAM se definieron en (Shepherdson y Sturgis, 1963).

Las maquinas de Turing ejecutan computaciones con numeros enteros, pero existen
algoritmos que se especifican mas naturalmente operando con niumeros reales o complejos. Para
leer sobre los mismos se puede consultar el capitulo 16 de (Arora y Barak, 2009).

Otras lecturas recomendadas:
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(Hodges, 1992), (Herken, 1994) y (Cooper y van Leeuwen, 2013): sobre la vida y obra de

Turing.

El capitulo 7 de (Moore y Mertens, 2011): sobre la historia y los pioneros de la teoria de la

computacion.

Ejercicios

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Construir maquinas de Turing que reconozcan los siguientes lenguajes:

a. Ellenguaje de todas las cadenas con los simbolos de un alfabeto I'.

b. Ellenguaje vacio ®. Comentario: tomar como referencia algun alfabeto I'.

c. Un lenguaje finito.

d. Ellenguaje de las cadenas w, con los simbolos a y b, que son palindromos, es decir
que cumplen la condicion w = wR (w es igual a su cadena inversa).

e. Ellenguaje de las cadenas a"b"c", con n > 0.

f. Ellenguaje de las cadenas x#y#z, tales que x, y, z son numeros codificados en unario

ycumplenz=x+y.

Construir una maquina de Turing deterministica, en notacion de alto nivel, que reconozca
el lenguaje que representa el problema de satisfactibilidad. Comentario: asumir que la
representacién de una férmula booleana incluye variables x;, operadores l6gicos A, v, 7, y

paréntesis, como por ejemplo (X1 A X2) v (7X1 A 7X2).

Lo mismo que el ejercicio anterior, pero ahora utilizando una maquina de Turing no

deterministica.

Probar la equivalencia en poder computacional entre las maquinas de Turing con una cinta

infinita en ambos extremos y estados finales ga y gr, y las maquinas de Turing con una

cinta tales que:

a. Aceptan si se detienen en un estado perteneciente a un conjunto de estados finales.

b. El cabezal se desplaza en todos los pasos, es decir que sélo tienen los movimientos
RylL.

c. Sila entrada w no es la cadena vacia, al comienzo no saben a qué simbolo de w
apunta el cabezal.

d. Lacinta es finita a izquierda e infinita a derecha. Ayuda: utilizar una cinta con pistas.
Probar que toda MTN M+ tiene una MTN M2 equivalente de grado de no determinismo 2.

Construir autdomatas finitos (descriptos en una nota adicional) que reconozcan los

siguientes lenguajes:
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a. Ellenguaje de las palabras if, then, else, fi.
El lenguaje de las cadenas de a y b tales que a toda a le sigue una b, incluyendo la
cadena vacia.

c. Ellenguaje de las cadenas de a y b con tres a consecutivas.

2.7 Construir autdmatas con pila (descriptos en una nota adicional) que reconozcan los
siguientes lenguajes:

a. Ellenguaje de las cadenas a"cb", conn > 1.
b. Ellenguaje de las cadenas de a y b con igual cantidad de los dos simbolos.

c. Ellenguaje de las cadenas a"b™, con1<n<m.
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CAPITULO 3

La jerarquia de la computabilidad

Segun su grado de dificultad, en el sentido de la computabilidad, los problemas pueden ser
computables decidibles, computables semidecidibles o no computables. También es usual
denominar decidibles a los primeros e indecidibles a los otros.

En este capitulo, con el que iniciamos la parte del libro dedicada a la computabilidad,
formalizamos y caracterizamos dicha clasificacion, que identificamos como la jerarquia de la
computabilidad. Precisamos las definiciones de sus clases de problemas, probamos propiedades
de cada una y mostramos ejemplos.

Como establecimos en el capitulo anterior, consideramos sélo problemas de decisién, por lo
que describimos la jerarquia de la computabilidad en términos de lenguajes (los que representan

dichos problemas) y de maquinas de Turing reconocedoras.

Los lenguajes recursivamente enumerables y los lenguajes

recursivos

Sea £ el conjunto de todos los lenguajes, representante del conjunto de todos los problemas de
decision. Y sea X el alfabeto de los simbolos que integran las cadenas de los lenguajes de £
(toda cadena de un lenguaje de L pertenece al conjunto 2*). Para definir la jerarquia de la

computabilidad, comenzamos distinguiendo en L los siguientes dos conjuntos de lenguajes:

e Los lenguajes recursivamente enumerables. Un lenguaje L es recursivamente enumerable (L
pertenece al conjunto RE) si existe una MT M que lo reconoce (L(M) = L), es decir, si a partir
de toda cadena w € Z*, se cumple que si w € L entonces M se detiene en ga, ysiw ¢ L

entonces M se detiene en gr 0 no se detiene.
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e Loslenguajes recursivos. Un lenguaje L es recursivo (L pertenece al conjunto R) si existe una
MT M que lo reconoce y se detiene siempre, es decir, si a partir de toda cadena w € %*, se

cumple que si w € L entonces M se detiene en ga, y siw ¢ L entonces M se detiene en gr.

Los lenguajes recursivamente enumerables se denominan asi porque tienen la propiedad de
que sus cadenas pueden enumerarse (profundizamos sobre esto en una nota adicional). Diremos
también que una maquina de Turing decide un lenguaje recursivo.

En términos de la clasificacibn mencionada previamente, los lenguajes recursivamente
enumerables representan los problemas computables, tanto decidibles como semidecidibles, ya
que las maquinas de Turing que los reconocen pueden no detenerse. En cambio, los lenguajes
recursivos representan solo los problemas computables decidibles, porque las maquinas de
Turing que los reconocen se detienen siempre. Teniendo en cuenta estas definiciones, en la

figura 3.1 mostramos una primera versién de la jerarquia de la computabilidad.

2
RE

k>

Figura 3.1. Primera versioén de la jerarquia de la computabilidad.

Por definiciéon, R < RE < L. En el préximo capitulo probaremos que las dos inclusiones son

estrictas. En lo que sigue de éste demostramos algunas propiedades basicas de los conjuntos

RE y R, y ademas una relacién entre ellos que es central en la jerarquia de la computabilidad.

Propiedades de los lenguajes recursivamente enumerables y

los lenguajes recursivos

Nos enfocaremos en propiedades de clausura, muy utiles a la hora de caracterizar conjuntos.

Empezamos por los lenguajes recursivos:

Teorema 3.1. SiL € R, entonces L¢ € R.

Prueba. El teorema establece que R es cerrado con respecto al complemento (en todos los casos
consideraremos el complemento L¢ de un lenguaje L con respecto a *). La demostracion es
muy sencilla. Si M es una MT que decide el lenguaje L, entonces existe una MT M€ que decide

el lenguaje LC. Dada una entrada w, M€ hace:
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1. Ejecuta M.

2. Si M acepta, entonces rechaza, y si M rechaza, entonces acepta.

La figura 3.2 muestra la maquina construida.

MC

/vSi'

no

si ™o

Figura 3.2. La MT M decide el complemento del lenguaje que decide la MT M.

MC decide el lenguaje LC¢: se detiene siempre porque M se detiene siempre, y reconoce LC
porque responde al revés que M, que reconoce L.
Fin del teorema

La prueba anterior, por construccion, es tipica para demostrar la pertenencia de un lenguaje
al conjunto R (y también al conjunto RE). Se construye una maquina de Turing. A veces, la
construccioén de la maquina se hace a partir de otras maquinas que se tienen como hipoétesis, en
cuyo caso sus funciones de transicion se incluyen, adaptadas o no, en la funcién de transicion
de la maquina nueva. Por ejemplo, en la demostracion que desarrollamos recién, la MT MC se
construye a partir de la MT M permutando sus estados ga y Qr.

Teorema 3.2.SiL1e RylL2€eR,entoncesL1iNL2e RyLiULzeR.

Prueba. El teorema establece que R es cerrado con respecto a la interseccion y a la union. Las
pruebas de estas propiedades también son muy sencillas. Desarrollamos la correspondiente a la
interseccion. Si M1 es una MT que decide el lenguaje L1 y M2 es una MT que decide el lenguaje

L2, entonces existe una MT M que decide el lenguaje L1 N L2. Dada una entrada w, M hace:

Ejecuta M.
Si M1 rechaza, entonces rechaza.

Ejecuta Ma.

M wDd =

Si M2 acepta, entonces acepta, y si M2 rechaza, entonces rechaza.

La figura 3.3 muestra la maquina construida.
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si

W
» M1 Q Mz <
\\

M /SI'
=

no

Figura 3.3. La MT M decide la interseccion de los lenguajes que deciden las MT My y M.

M decide el lenguaje L1 N L2: se detiene siempre porque M1 y M2 se detienen siempre, y
reconoce L1 N L2 porque acepta una entrada sii M1 y Mz la aceptan.

M puede implementarse basicamente con dos cintas. En la cinta 1 tiene la entrada w y en la
cinta 2 ejecuta secuencialmente las MT M1y M2 (podemos asumir, sin perder generalidad, que
ambas maquinas tienen una cinta). Antes de cada ejecucion, copia w de la cinta 1 a la cinta 2,

en particular borrando antes de la segunda copia el contenido de la cinta 2.

Ejercicio. Probar que R es cerrado con respecto a la union. Ayuda: adaptar la prueba anterior.

Fin del teorema

Reflexion. Antes de pasar a caracterizar al conjunto RE, cabe recordar que ademas de
reconocer lenguajes, estamos resolviendo problemas. En efecto, hay una doble interpretacion, a
menos que el problema correspondiente sea directamente de reconocimiento sintactico de
cadenas (por ejemplo, el de las cadenas de la forma a"b", con n > 1, que vimos en el capitulo
anterior). Por lo tanto, en este marco las operaciones entre lenguajes deben entenderse también
como operaciones entre problemas. En este sentido, acabamos de probar que si un problema es
decidible también lo es el problema contrario, y que si dos problemas son decidibles también es
decidible el problema comun a ambos.

Por ejemplo, como se puede decidir si un grafo G tiene un camino de su vértice i a su vértice
j, entonces también se puede decidir si G no lo tiene. Y como se puede decidir, dada una formula
booleana ¢, tanto si tiene una asignacién de valores de verdad que la satisface como si tiene
una asignacion de valores de verdad que no la satisface, entonces también se puede decidir si
¢ es una formula booleana satisfactible no tautolégica.

Fin de la reflexion

En las demostraciones con lenguajes recursivamente enumerables hay que tomar mayores
recaudos, dado que las maquinas de Turing que intervienen pueden no detenerse.

Lo primero para destacar, porque marca una diferencia fundamental entre los conjuntos RE y
R, es que RE no es cerrado con respecto al complemento, es decir, existen lenguajes
recursivamente enumerables cuyos complementos no lo son. Esta diferencia prueba que RE
incluye estrictamente a R, que formalizamos en el capitulo siguiente. Intuitivamente, la
construccion que hicimos en la prueba del teorema 3.1 para R no sirve para RE, porque una
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maquina de Turing que reconoce un lenguaje recursivamente enumerable puede rechazar una
cadena no deteniéndose, accién que entonces no puede sustituirse por una aceptacion.

En cambio, RE se comporta como R en lo que hace a la interseccién y a la union:

Teorema 3.3. SiL1 e REy L2 € RE, entonces L1 N L€ REy L1 U L2 € RE.

Prueba. El teorema establece que RE es cerrado con respecto a la interseccion y a la union.
Primero desarrollamos la prueba relacionada con la interseccién, muy similar a la que hicimos
para R.

Si M1 es una MT que reconoce el lenguaje L1 y M2 es una MT que reconoce el lenguaje Lo,

entonces existe una MT M que reconoce el lenguaje L1 N L2. Dada una entrada w, M hace:

Ejecuta M.
Si M1 rechaza, entonces rechaza (no se detiene si M1 no se detiene).
Ejecuta Ma.

A0 DN~

Si M2 acepta, entonces acepta, y si M2 rechaza entonces rechaza (no se detiene si M2 no se
detiene).

La figura 3.4 muestra la maquina construida.

w Sl
A VR S VA <
— ™

" T
=

no

Figura 3.4. La MT M reconoce la interseccion de los lenguajes que reconocen las MT My y Ma.

M reconoce el lenguaje L1 N Lz2: aun existiendo la posibilidad de que M1 0 M2 entren en un
bucle infinito, en cuyo caso M también entra en un bucle infinito, la construccién de M se puede
efectuar de la misma manera que en la prueba del teorema anterior, haciendo que acepte una
entrada sii M1 y Mz la aceptan.

En lo que hace a la prueba correspondiente a la union, la situacién cambia. La MT M que se
construya a partir de las MT M1 y M2 debe aceptar una cadena si M1 0 M2 la aceptan, y si éstas
se ejecutan secuencialmente puede suceder que una cadena w, aceptada por Mz, produzca un
bucle infinito cuando la procesa M1, por lo que M2 nunca llegara a procesarla. Asi que en este
caso se debe recurrir a otra técnica, tipica de cuando se utilizan maquinas de Turing que pueden

no detenerse. La idea es que M ejecute alternadamente pasos de M1 y pasos de Mz, o en otras
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palabras, que M ejecute M1y M2 en paralelo. Describimos a continuacion dicho esquema. Dada

una entrada w, M hace:

1. Hacei:=1.
2. Ejecuta los primeros i pasos de M1 a partir de w, y luego los primeros i pasos de Mz a partir
de w. Si M1 0 M2 aceptan, entonces acepta.

3. Hacei:=i+ 1y vuelve al bloque 2.

La figura 3.5 muestra la maquina construida.

M
M, si si
" ]
M, si si
]

1

Figura 3.5. La MT M reconoce la unién de los lenguajes que reconocen las MT My y M.

M reconoce el lenguaje L1 U L2: M acepta la cadena w sii M1 o M2 la aceptan; si la primera (o
unica) MT que acepta w lo hace al cabo de k pasos, entonces M acepta w en su iteracion k-ésima
(i = k); y si ninguna de las dos maquinas acepta w, entonces M tampoco la acepta.

M puede implementarse basicamente con cuatro cintas. En la cinta 1 tiene la entrada w, en
las cintas 2 y 3 ejecuta M1 y M2, respectivamente (podemos asumir sin perder generalidad que
las dos maquinas tienen una cinta), y en la cinta 4 mantiene un contador i de pasos. En la primera
iteracion, antes de ejecutar las maquinas, copia w de la cinta 1 a las cintas 2 y 3 e inicializa i en
1 en la cinta 4. Y en las siguientes iteraciones, antes de las ejecuciones, borra las cintas 2 y 3,
copia w en ellas desde la cinta 1 e incrementa i en una unidad en la cinta 4.

Fin del teorema

Ejercicio. La MT M construida en la prueba anterior acepta o no se detiene. El algoritmo se
puede optimizar haciendo que M se detenga rechazando si en alguna iteracién M1 y M2 se
detienen rechazando. Otra optimizacion posible de M, para evitar que ejecute en cada iteracion
M1 y M2 desde el comienzo, es que toda vez ejecute sélo el paso siguiente de M1 y el paso
siguiente de M2, para lo cual, después de cada ejecuciéon de M debe memorizar cierta

informacién de su configuracion. Modificar la MT M aplicando ambas optimizaciones.
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Completamos la caracterizacion de los conjuntos R y RE probando una relacion entre ellos
que, como anticipamos, resulta central en la jerarquia de la computabilidad. Si CO-RE es el
conjunto de los complementos de los lenguajes de RE, es decir, si L € RE sii L° € CO-RE,

entonces se demuestra:
R =RE N CO-RE

Esta relacion permite definir el conjunto £ como una particion de cuatro conjuntos de

lenguajes con distintos grados de dificultad. Profundizamos sobre esto después de demostrar la

relacion:

Teorema 3.4. R = RE N CO-RE.

Prueba. Expresado con maquinas de Turing, el teorema establece que existe una MT M que
decide un lenguaje L (lo reconoce y se detiene siempre) sii existen dos MT M1y M2 que reconocen
L y LS, respectivamente (que no necesariamente se detienen).

La prueba de que R < RE N CO-RE se obtiene directamente a partir de las definiciones de R,

RE y CO-RE, y de que el conjunto R es cerrado con respecto al complemento.

Ejercicio. Probar que R < RE N CO-RE.

La prueba de la otra inclusion, RE N CO-RE < R, es un poco mas compleja. Su significado,
que ya comentamos, es muy interesante: contando con una MT M+ que reconoce un lenguaje L
y puede no detenerse, y una MT M2 que reconoce L€ y puede no detenerse, se puede construir
una MT M que reconoce L y se detiene siempre. En otras palabras, si existen algoritmos para
reconocer un lenguaje L y su complemento, entonces también existe un algoritmo para decidir L.

La prueba consiste en construir M a partir de M1y Mz recurriendo a la técnica de ejecucion de

maquinas de Turing en paralelo que utilizamos previamente. Dada una cadena w, M hace:

1. Ejecuta en paralelo M1y Mo.

2. Si M1 acepta, entonces acepta, y si M2 acepta, entonces rechaza.

La figura 3.6 muestra la maquina construida.
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si

si

MC

si

» NO

Figura 3.6. La MT M decide el lenguaje L utilizando las MT M; y M, que reconocen L y L€.

M reconoce L porque acepta w cuando M1 acepta w, la cual reconoce L, y rechaza w cuando

M2 acepta w, la cual reconoce L°. Ademas, M se detiene siempre, porque toda cadena w

pertenece a L o a LS, y por lo tanto, cualquiera sea w, M1 o M2 la aceptan (a diferencia de la

prueba de la clausura de RE con respecto a la unién, en esta prueba M1 y M2 no son MT

cualesquiera, sino que reconocen un lenguaje y su complemento, lo que asegura que M se

detenga siempre).

Fin del teorema

Del teorema 3.4 se obtiene una version de la jerarquia de la computabilidad mas detallada

que la anterior, que consideraremos definitiva. Consiste en definir £ como una particién de cuatro

conjuntos, que ordenados por el grado de dificultad de sus lenguajes, de menor a mayor, son: R,
RE - R, CO-RE - Ry £ — (RE U CO-RE). Los mostramos en la figura 3.7.

2

RE

Figura 3.7. Version definitiva de la jerarquia de la computabilidad.

Las caracteristicas principales de los cuatro conjuntos se resumen de la siguiente manera:

e Conjunto R. Lo constituyen los lenguajes recursivos, los mas facilmente reconocibles de la

jerarquia porque cuentan con maquinas de Turing que siempre se detienen. Si un lenguaje L

esta en R entonces también lo esta su complemento LC.
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e Conjunto RE — R. Lo constituyen los lenguajes recursivamente enumerables no recursivos,
reconocidos por maquinas de Turing que en al menos un caso (negativo) no se detienen. Si
un lenguaje L esta en RE — R entonces su complemento LC estd en CO-RE — R.

e Conjunto CO-RE — R. Lo constituyen los lenguajes no recursivamente enumerables tales que
sus complementos son lenguajes recursivamente enumerables no recursivos. No cuentan con
maquinas de Turing que los reconozcan. Si un lenguaje L esta en CO-RE — R entonces su
complemento L€ esta en RE — R.

e Conjunto £ — (RE U CO-RE). Lo constituyen los lenguajes de mayor grado de dificultad,
porque ni ellos ni sus complementos son recursivamente enumerables. No cuentan con
magquinas de Turing que los reconozcan. Siun lenguaje L esta en £ — (RE U CO-RE) entonces

también lo esta su complemento LC.

De las relaciones R « RE < £ y R = RE N CO-RE no se infiere que £ — (RE U CO-RE) tenga
lenguajes, porque podria cumplirse £ = RE U CO-RE. De todas maneras, esto no sucede. En la
siguiente seccion mostramos un lenguaje de £ — (RE U CO-RE), y en otro capitulo encontramos
formalmente algunos de sus miembros. Si bien tanto sus lenguajes como los de CO-RE - R no
cuentan con maquinas de Turing que los reconozcan, la idea de asignarles a estos ultimos un
grado de dificultad menor se justifica porque sus complementos si cuentan con maquinas de
Turing, lo cual constituye informacion algoritmica util (existe otra justificacion, relacionada con
las maquinas de Turing restringidas descriptas en las notas adicionales del capitulo anterior, que

comentaremos en la seccion del capitulo 5 dedicada a las Turing-reducciones).

Ejemplos de lenguajes no recursivos

Completando este capitulo introductorio de la jerarquia de la computabilidad, presentamos a
continuacion algunos ejemplos de lenguajes no recursivos. Antes de embarcarnos, en los
capitulos siguientes, en pruebas y técnicas relacionadas con dichos lenguajes, preferimos
empezar con esta primera aproximacion, para familiarizarnos con el concepto de no recursividad.
Formulamos los lenguajes directamente en términos de los problemas que representan. Primero

los definimos y clasificamos, y luego comentamos algunas de sus caracteristicas:

1. El problema de la detencion. El problema se refiere a las propias maquinas de Turing. Consiste
en determinar, dadas una MT M (codificada de alguna manera) y una entrada w, si M se detiene
a partir de w. El problema es computable semidecidible, 10 que extrapolado al ambito de la

programacion significa que en general no se puede decidir si un programa termina.

2. El problema de la resolucién de las ecuaciones diofanticas. Una ecuacion diofantica es una

ecuacion algebraica con constantes, variables y coeficientes del dominio de los niumeros
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enteros. El problema consiste en determinar, dada una ecuacion diofantica, si tiene solucion.
Por ejemplo, 3xy = 27 tiene varias soluciones (como x = 3, y = 3), y x2 = 5 no tiene ninguna.
El problema es computable semidecidible.

3. El problema de decision en la l6gica de predicados. El problema también se conoce como el
Entscheidungsproblem. Consiste en determinar, dada una férmula g, si y es un teorema de
la l6gica de predicados, es decir si a partir de los axiomas y las reglas de inferencia de la

I6gica de predicados se puede derivar Y. El problema es computable semidecidible.

4. El problema de las palabras para semigrupos. El problema se define de la siguiente manera.
Se parte de un conjunto finito C de palabras (cadenas de letras de un alfabeto especifico) y
un conjunto finito de reglas de igualdad entre cadenas de letras, y se tiene que determinar,
dadas una palabra p1 de C y una palabra nueva p2, si segun las reglas de igualdad se puede
agregar a partir de la palabra p1 la palabra p2 a C. Por ejemplo, dadas p1 = boa y p2 = bola, y
las reglas las = as, aso = a, naso = ron, san = liron y gas = del, se cumple que a partir de p+
puede agregarse pz a C. El problema es computable semidecidible. Se lo puede interpretar
como una abstraccion del problema de decisidn en la I6gica de predicados, equiparando las
palabras iniciales con los axiomas, las relaciones de igualdad con las reglas de inferencia y

las palabras nuevas con los teoremas.

5. El problema de correspondencia de Post. El problema consiste en determinar, dado un
conjunto finito de pares de cadenas {(u1, v1), ..., (Uk, Vk)}, si existe una forma de ordenar los
pares, permitiendo repeticiones, de modo tal que la secuencia resultante de concatenar las
cadenas u; sea igual a la secuencia resultante de concatenar las cadenas vi. Por ejemplo,
dado el conjunto {(a, aaa), (abaaa, ab), (ab, b)}, ordenando los pares de la forma (abaaa, ab),
(a, aaa), (a, aaa), (ab, b), se obtienen secuencias iguales abaaaaaab. El problema es
computable semidecidible. Se lo puede interpretar como una abstraccién del problema de
traduccion, equiparando el conjunto de pares de cadenas con un diccionario bilingle y las

secuencias obtenidas con las oraciones con igual significado en los dos idiomas.

6. El problema de pertenencia al Conjunto de Mandelbrot. EI Conjunto de Mandelbrot es un
fractal (figura geométrica cuya estructura se repite en diferentes escalas). Se define en el
dominio de los numeros complejos con la sucesion zo = 0 y zn+1 = zn? + ¢, tal que ¢ pertenece
al conjunto sii la sucesién esta acotada, es decir si todos sus términos se encuentran entre
dos numeros especificos. El problema consiste en determinar, dado un nuamero c, si ¢
pertenece al Conjunto de Mandelbrot. Por ejemplo, si c = 1, la sucesion obtenida es 0, 1, 2,
5, 26, ..., que no esta acotada, por lo que ¢ no pertenece al conjunto. En cambio, ¢ = —1
pertenece al conjunto porque se obtiene la sucesion 0, -1, 0, —1, ..., que esta acotada entre
-1y 0. El problema no es computable, y el problema contrario es computable semidecidible.
Dibujado en el plano, el Conjunto de Mandelbrot revela un contorno muy complejo, que ilustra

la dificultad para determinar la ubicacion de los puntos del plano cercanos a él (al graficar un
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problema en el plano, el contorno de la figura correspondiente es muy ilustrativo del grado de

dificultad del problema).

7. El problema de decisién en la aritmética. El problema consiste en determinar, dada una
formula w, si w es un teorema de la aritmética (la teoria de los niumeros naturales). Por lo
tanto, se define como el problema de decision en la légica de predicados, salvo que el sistema
axiomatico no sélo incluye los axiomas légicos sino también los axiomas de la aritmética. El

problema no es computable, y el problema contrario tampoco lo es.

Como se puede apreciar de los ejemplos anteriores, los problemas representados por los
lenguajes no recursivos no son necesariamente artificiales. Muchos problemas naturales de
interés computacional son indecidibles.

Los lenguajes asociados a los primeros cinco problemas pertenecen al conjunto RE — R.
Ninguno de ellos cuenta con un algoritmo que lo decida (a menos que se restrinja el dominio de
las cadenas, alternativa que comentamos enseguida). No existe un método analitico general para
reconocerlos, el Unico método es la fuerza bruta, que consiste en barrer el espacio completo de
soluciones posibles, el cual al ser infinito puede provocar computaciones infinitas.

Por ejemplo, para determinar si una MT M se detiene a partir de una entrada w, el unico
método general es ejecutar M a partir de w. Asi, si M se detiene a partir de w se puede probar su
detencion, pero si no, se entra en un bucle infinito. En otras palabras, dada una MT M arbitraria
y una entrada w arbitraria, hay que ejecutar un paso de M a partir de w, dos pasos, tres, etc.,
hasta alcanzar eventualmente su estado de aceptacién o rechazo.

En el caso del problema de la resoluciéon de las ecuaciones diofanticas, para determinar si
una ecuacion diofantica tiene solucién hay que probar con todas las combinaciones posibles de
numeros enteros. Asi, si existe alguna combinacion se la puede encontrar, pero si no, se entra
en un bucle infinito. Y lo mismo sucede con el resto de los ejemplos de este tipo.

El lenguaje correspondiente al sexto problema, el problema de pertenencia al Conjunto de
Mandelbrot, pertenece al conjunto CO-RE — R. No existe un algoritmo para reconocerlo, pero si
para reconocer su complemento, necesariamente por medio de la fuerza bruta: dado un nimero
complejo ¢, si ¢ no pertenece al Conjunto de Mandelbrot se puede detectar que la sucesion
obtenida con ¢ no esta acotada, y asi se puede probar que ¢ no pertenece al conjunto, pero si c
pertenece al conjunto se entra en un bucle infinito.

Finalmente, el lenguaje que representa el problema de decision en la aritmética pertenece al

conjunto £ — (RE U CO-RE). De este modo, el problema esta entre los mas dificiles dentro del

universo de los problemas, no existen métodos para reconocer todas sus instancias positivas
(los enunciados aritméticos verdaderos) ni todas sus instancias negativas (los enunciados
aritméticos falsos).

En los siguientes capitulos probaremos la no recursividad de algunos de estos lenguajes, con
mayor o menor nivel de detalle. Las demostraciones van a contemplar el peor caso, en el sentido

de que asumiremos que una maquina de Turing puede recibir cualquier cadena de X*.
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Naturalmente, restringiendo el dominio de las cadenas de entrada, que tiene sentido cuando el
interés se centra en un determinado tipo de instancias, la no recursividad puede transformarse
en recursividad, al evitarse las cadenas que provocan las computaciones infinitas. Sélo por dar
algunos ejemplos, son recursivos los lenguajes representantes de los siguientes problemas: el
problema de la detencidn cuando las maquinas de Turing se mueven en un espacio acotado de
celdas, el problema de la resolucion de las ecuaciones diofanticas cuando las ecuaciones son
de la forma ax + by = ¢, y el problema de decisiéon en la légica de predicados cuando los
predicados de las féormulas son de un solo argumento. Seguiremos considerando los conceptos

de peor caso y fuerza bruta en la parte de complejidad computacional.

Notas adicionales

Describimos una tercera vision de maquina de Turing, la maquina de Turing generadora,
equivalente a la visién reconocedora en el sentido de que existe una maquina de Turing que
reconoce un lenguaje sii existe una maquina de Turing que lo genera. También presentamos
sucintamente las gramaticas, las cuales constituyen el mecanismo habitual para especificar la
sintaxis de los lenguajes y conforman en el caso mas general otro modelo computacional
equivalente a la maquina de Turing. A partir de ambos modelos establecemos nuevas

caracterizaciones de los lenguajes recursivamente enumerables y los lenguajes recursivos.

La maquina de Turing generadora

Otra visién de maquina de Turing, ademas de las visiones calculadora y reconocedora, es la
vision generadora. En este caso, la maquina escribe todas las cadenas correspondientes a las
instancias positivas del problema que resuelve (todas las ternas formadas por un grafo G y dos
Vértices i y j tales que G tiene un camino del vértice i al vértice j, todas las formulas booleanas
satisfactibles, todos los teoremas de la légica de predicados, etc).

Una MT M generadora escribe las cadenas del lenguaje que genera, denotado con G(M), en
una cinta de salida de sélo escritura (después de escribir una cadena y un simbolo separador,
se mueve un lugar a la derecha). Las cadenas se escriben sin ningun orden especifico, y se
pueden repetir. La entrada de M es irrelevante porque no interviene en la ejecucion.

Probamos a continuacion que las visiones generadora y reconocedora son equivalentes:

Teorema 3.5. Un lenguaje es recursivamente enumerable sii existe una maquina de Turing que

lo genera.

Prueba. Primero probamos que a partir de una MT M1 que reconoce un lenguaje, se puede

construir una MT Mz que lo genera:
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Dada M1, M2 genera una a una todas las cadenas w de £* de menor a mayor longitud y en
orden lexicogréfico cuando tienen igual longitud (es decir, en el orden canénico que definimos en
el capitulo anterior), ejecutando M1 a partir de w luego de cada generacidn (apropiadamente,
porque M puede no detenerse), y escribiendo w en su cinta de salida si M1 la acepta.
Formalmente, M2 hace:

Hacei:=1.
Genera todas las cadenas w de Z* de longitud a lo sumo i en el orden canodnico.
Ejecuta a lo sumo i pasos de M1 a partir de cada w generada en el bloque 2.

Escribe en su cinta de salida las w aceptadas en el bloque 3.

ok 0o np =

Hacei:=i+ 1y vuelve al bloque 2.

La técnica empleada para evitar los bucles infinitos ya la vimos previamente. En el bloque 3,
Mz ejecuta a lo sumo i pasos de M1 porque M1 puede terminar antes. Mz genera L(M1) porque
todas y sélo las cadenas que M+ acepta, tarde o temprano Mz las encuentra y las escribe en su
cinta de salida. Las cadenas escritas no siguen ningun orden, el cual depende de las
caracteristicas de M1, y se pueden repetir (pero se puede evitar memorizando en una cinta
auxiliar lo que se va escribiendo).

Ejercicio. Modificar la MT M2 para que no escriba cadenas repetidas.

Probamos ahora que a partir de una MT M1 que genera un lenguaje, se puede construir una
MT M2 que lo reconoce:

M2 se comporta como M1, salvo que cuando M1 escribe una cadena en su cinta de salida, M2
la compara con su entrada, y si son iguales la acepta. Y si en el transcurso de la ejecuciéon M1

termina, entonces M2 rechaza su entrada.

Ejercicio. Detallar la MT Mo.

M2 reconoce G(M+1) porque si su entrada pertenece a G(M1), tarde o temprano M+ la escribe
en su cinta de salida y Mz la acepta, y si su entrada no pertenece a G(M+1), M1 no la escribe y por
lo tanto M2 no la acepta (terminando sii M1 termina).

Fin del teorema

La prueba del teorema anterior, adaptandola un poco, sirve para establecer una caracteristica

distintiva de los lenguajes recursivos:

Teorema 3.6. Un lenguaje es recursivo sii existe una maquina de Turing que lo genera en el
orden candnico.
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Prueba. Si M1 es una MT que decide un lenguaje recursivo, claramente la siguiente MT Mz genera
L(M+) en el orden candnico: genera en el orden candnico una a una las cadenas w de %*, y luego
de cada generacion ejecuta M1 a partir de w y escribe w en su cinta de salida si M1 la acepta.
Reciprocamente, si M1 es una MT que genera un lenguaje en el orden candnico, y el lenguaje
es infinito, claramente la siguiente MT M2decide G(M+): dada una entrada w, ejecuta M+; cuando
M1 escribe una cadena v, si v = w, acepta, si v > w en el orden canodnico, rechaza, y siv<w en

el orden canodnico, espera la proxima escritura de M.

Ejercicio. Falta probar la implicacién reciproca cuando G(M+) es finito. La construccién anterior
no sirve porque Mz puede no detenerse. Explicar cuando puede suceder esto, y por qué de todos
el teorema sigue valiendo (G(M+1) es recursivo). Ayuda: ver el gjercicio 3.1.

Fin del teorema

Las gramaticas

Las gramaticas constituyen el mecanismo habitual para especificar la sintaxis de los lenguajes.
Se definen en términos de tres conjuntos finitos, un conjunto VN de simbolos no terminales, un
conjunto V1 de simbolos terminales y un conjunto P de reglas, denominadas producciones. En el
conjunto Vn se distingue un simbolo especial conocido como axioma, denotado con S. Las
producciones tienen la forma a — B, siendo a y B cadenas de simbolos de Vn y VT, con |a] > 1.
Una gramatica también puede verse como un generador de un lenguaje, en este caso
aplicando producciones desde el axioma S hasta llegar cada vez a una cadena de simbolos
terminales, lo que se define como una derivacion. La expresion S —*c w denota una derivacion

de una gramatica G que produce la cadena w.

Ejemplo 3.1. La siguiente gramatica G = (Vn, VT, P) genera el lenguaje constituido por las

cadenas de la forma a"b", con n > 1:

Vi = {S}
Vr = {a, b}
P={1.S - aSb, 2. S - ab}

S es el axioma de G (en este caso, su Unico simbolo no terminal). Las cadenas del lenguaje

se obtienen aplicando cero o mas veces la produccion 1 y luego una vez la produccién 2. En la

figura 3.8 mostramos la derivacion S —*s aaabbb, utilizando un arbol de derivacion.
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i
é//s b
PN
N
a b

Figura 3.8. Arbol de derivacién correspondiente a la derivacion S —* aaabbb de la gramatica G.

Fin del ejemplo

En su forma mas general, las gramaticas constituyen otro modelo computacional equivalente a
la maquina de Turing. Por lo tanto, otra caracterizacion de los lenguajes recursivamente
enumerables es que cuentan con gramaticas que los generan.

Dos tipos particulares de gramaticas, con restricciones en la forma de sus producciones, son
las gramaticas regulares y las gramaticas libres de contexto, las cuales se relacionan con los
autdmatas y los lenguajes que describimos en notas adicionales del capitulo anterior de la
siguiente manera: las gramaticas regulares tienen poder computacional equivalente a los
autématas finitos y generan los lenguajes regulares, y las gramaticas libres de contexto tienen
poder computacional equivalente a los autématas con pila y generan los lenguajes libres de
contexto. Las gramaticas regulares son un caso particular de las gramaticas libres de contexto,
y éstas a su vez son un caso particular de otro tipo de gramaticas, las gramaticas sensibles al
contexto, con producciones de la forma a — B, con |a] < |B| (como excepcidn pueden tener
también la produccién especial S — A para contemplar la cadena vacia A, siempre que S no figure
en la parte derecha de ninguna produccion).

Debido a la forma de las producciones de las gramaticas sensibles al contexto, se cumple
que los lenguajes que generan, los lenguajes sensibles al contexto, y por lo tanto también los

lenguajes libres de contexto y los lenguajes regulares, son recursivos:

Teorema 3.7. Los lenguajes sensibles al contexto son recursivos.

Prueba. La recursividad de los lenguajes sensibles al contexto proviene del hecho de que la parte
derecha de toda produccion de una gramatica sensible al contexto G tiene tantos o mas simbolos
que su parte izquierda (salvo la eventual produccion especial S — A), lo que permite decidir, para
toda cadena w, si existe una derivacién de G que la genera.

Formalmente, dada una cadena w de longitud n, se puede determinar si w pertenece al
lenguaje L generado por G del siguiente modo. Se construye un grafo (en este caso particular
dirigido), con vértices a1, az, etc., que corresponden a todas las cadenas de simbolos de G, no
terminales y terminales, de longitud a lo sumo n, y con arcos (ai, a;) si se puede pasar de la
cadena ai a la cadena q; por la aplicacién de alguna produccion de G. De esta manera, w estara

en L sii existe un camino en el grafo construido desde el vértice asociado al axioma S de G hasta
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el vértice asociado a la cadena w, lo cual se puede determinar por medio de algun algoritmo que
resuelva el problema de accesibilidad (en este caso sobre grafos dirigidos).

Fin del teorema

Observaciones finales

e Los lenguajes recursivamente enumerables (o lenguajes del conjunto RE) son los lenguajes
que cuentan con maquinas de Turing que los reconocen. En particular, los lenguajes
recursivos (o lenguajes del conjunto R) son los lenguajes que cuentan con maquinas de
Turing que los reconocen y se detienen siempre (diremos indistintamente que los deciden).

e Lajerarquia de la computabilidad clasifica a los lenguajes (conjunto £), representantes de los
problemas de decisién, segun su grado de dificultad, en el sentido de la computabilidad. Se
define como una particion de cuatro conjuntos: R, RE - R, CO-RE - Ry £ — (RE U CO-RE).
CO-RE incluye a los complementos de los lenguajes de RE, y los lenguajes de CO-RE - Ry

de £ - (RE U CO-RE) no cuentan con maquinas de Turing que los reconozcan.

e El camino mas natural para probar la pertenencia de un lenguaje al conjunto RE o al conjunto
R es construyendo una maquina de Turing que lo reconozca, en el segundo caso
deteniéndose siempre.

e Los lenguajes recursivamente enumerables también se caracterizan por contar con maquinas
de Turing y gramaticas que los generan.

Referencias

Los contenidos de este capitulo sobre las propiedades de los lenguajes recursivamente
enumerables y los lenguajes recursivos se basan fundamentalmente en el capitulo 8 de (Hopcroft
y Ullman, 1979).

Varios de los problemas indecidibles que mencionamos estan relacionados con el origen de
la computacion. En el Congreso Internacional de Matematicos de Paris de 1900, D. Hilbert, uno
de los matematicos mas importantes de fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX, plante6 23
problemas que influirian notoriamente en la evolucién de las matematicas. Sélo por nombrar
algunos: la Hipétesis del Continuo, la consistencia de la aritmética, la Hipotesis de Riemann, la
Conjetura de Goldbach, y la resolucién de las ecuaciones diofanticas. Casi tres décadas mas
tarde, el mismo Hilbert volvié a desafiar a la comunidad matematica con un problema mucho mas
abarcador, el problema de decision en la Iégica de predicados (el Entscheidungsproblem), en el
marco de un ambicioso proyecto que lideraba para mecanizar las pruebas matematicas, con el
objeto de asegurar la consistencia de los sistemas axiomaticos en uso sin depender de la

intuicion. Los Principia Mathematica (Whitehead y Russell, 1913), y la prueba de K. Gédel, uno
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de los logicos mas importantes de todos los tiempos, de la completitud de la I6gica de predicados
(Godel, 1929), eran indicios alentadores con respecto a una respuesta positiva al
Entscheidungsproblem. Pero la prueba en 1931 del propio Gddel de la incompletitud de cualquier
sistema axiomatico consistente de los numeros naturales con suficiente expresividad, enunciado
que se conoce como Primer Teorema de Incompletitud (Godel, 1931), acabd abruptamente con
el proyecto: una de las teorias mas sencillas de las matematicas resultaba incompleta. Peor aun,
cinco afios mas tarde, A. Church en (Church, 1936a) y (Church, 1936b), y de manera
independiente A. Turing en su articulo de 1936 al que ya nos referimos, probaron la indecibilidad
del Entscheidungsproblem. En particular, la prueba de Turing se basaba en la indecibilidad del
problema de la detencién que él mismo definié. Estos resultados de Church y Turing, ademas de
responder al desafio de Hilbert, clarificaron el concepto de lo computable y se consideran
fundacionales en las ciencias de la computacion.

Para leer en detalle acerca de las gramaticas, se pueden consultar los capitulos 4 y 9 de
(Hopcroft y Uliman, 1979). Otra caracterizacion de los lenguajes regulares son las expresiones
regulares (ver por ejemplo el capitulo 1 de (Sipser, 1997) y el capitulo 2 de (Lewis y
Papadimitriou, 1998)).

Los conjuntos de lenguajes generados por gramaticas regulares, gramaticas libres de
contexto, gramaticas sensibles al contexto y gramaticas sin restricciones, cada uno incluido en
el siguiente, conforman una jerarquia de lenguajes alternativa a la que presentamos, conocida
como jerarquia de Chomsky. Se describe en (Chomsky, 1956) y (Chomsky, 1959). Otra jerarquia
de lenguajes alternativa es la jerarquia aritmética, definida por S. Kleene. Dicha jerarquia es una
sucesion infinita de conjuntos de lenguajes Xo, %1, X2, ..., también cada uno incluido en el
siguiente, con 0= R y 21 = RE. Su especificacion y propiedades pueden encontrarse en las
notas finales del capitulo 3 de (Papadimitriou, 1994).

Otras lecturas recomendadas:

El capitulo 4 de (Penrose, 1989): incluye una seccién dedicada a las matematicas no
recursivas, con explicaciones sobre la indecibilidad de los problemas de la resoluciéon de las
ecuaciones diofanticas, las palabras para semigrupos y la pertenencia al Conjunto de
Mandelbrot, entre otros.

(Chaitin, 2015): analiza la incompletitud, la indecibilidad, y en general los limites del
razonamiento matematico, desde el punto de vista de la aleatoriedad y la teoria de la informacion.

(Martinez y Pifeiro, 2009): plantea la incompletitud de la aritmética en términos de la

capacidad de un lenguaje aritmético para definir una operaciéon de concatenacion.
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Ejercicios

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

Probar que todo lenguaje finito es recursivo.

Probar, utilizando maquinas de Turing no deterministicas, que el conjunto RE es cerrado

con respecto a la unién.

Probar que el conjunto R es cerrado con respecto a la concatenacion.

Probar que el conjunto RE también es cerrado con respecto a la concatenacion.

Probar que si L1, L2, ..., Lk, forman una particion de 2* de lenguajes recursivamente
enumerables, entonces cada uno de ellos es recursivo. Ayuda: considerar la ejecucion en

paralelo de las maquinas de Turing que reconocen L4, Lo, ..., Lk.

Dados dos lenguajes L1 y La:

a. SiliclLayl2eR, L1 €R?

b. SiLicl2yl2€RE, L1 €RE?

c. SilLi€ Rysele agrega una cantidad finita de cadenas, ¢ el lenguaje resultante sigue
siendo recursivo?

d. SiLi1e€CO-REyL2e CO-RE, 4L1 N L2e CO-RE?

e. SiLiNL2€eRE, ¢L1eREoL: e RE?
SiLi1UL2€RE, L1 € REo L2 € RE?

Explicar cémo una MT M1 puede determinar si otra MT M2 acepta al menos una cadena.

Ayuda: M; tiene que determinar si M> acepta alguna cadena de tamafio i en j pasos.

Explicar como una MT M1 puede determinar si otra MT M2 se detiene, asumiendo que M2
se mueve en un espacio acotado de celdas. Ayuda: la cantidad de configuraciones distintas

de una maquina de Turing que se mueve en un espacio acotado de celdas es finita.

Justificar por qué si existiera una maquina de Turing capaz de reconocer el lenguaje de los
enunciados aritméticos verdaderos, dicho lenguaje seria recursivo. Ayuda: un enunciado

aritmético es verdadero o falso.

Utilizando las igualdades del ejemplo del capitulo sobre el problema de las palabras para
semigrupos, es decir las = as, aso = a, naso = ron, san = liron y gas = del, explicar por qué
no se puede obtener la palabra delatar a partir de la palabra gastar. Ayuda: en toda

igualdad, la suma de las a, r, d, de un miembro coincide con la del otro miembro.
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Construir una maquina de Turing que genere todas las férmulas booleanas satisfactibles.
Comentario: se pide construir una maquina de Turing generadora (descripta en una nota
adicional). Asumir que ya se cuenta con una maquina de Turing que decide si una cadena
es una férmula booleana y si la misma es satisfactible (los simbolos que integran una
férmula booleana los mostramos en el ejercicio 2.2).

Definir gramaticas (descriptas en una nota adicional) con producciones que tengan la forma

A —> wByA — w, siendo A y B simbolos no terminales y w una cadena de simbolos

terminales (puede ser la cadena vacia), para generar los siguientes lenguajes regulares

(en el ejercicio 2.6 se pide reconocerlos con autématas finitos):

a. Ellenguaje de las palabras if, then, else, fi.

b. Ellenguaje de las cadenas de a y b tales que a toda a le sigue una b, incluyendo la
cadena vacia.

c. Ellenguaje de las cadenas de a y b con tres a consecutivas.

Definir gramaticas con producciones que tengan la forma A — a, siendo A un simbolo no
terminal y a una cadena de simbolos no terminales y terminales, para generar los
siguientes lenguajes libres de contexto (en el ejercicio 2.7 se pide reconocerlos con
autématas con pila):

a. Ellenguaje de las cadenas a"cb", con n> 1.

b. Ellenguaje de las cadenas de a y b con igual cantidad de ambos simbolos.

c. Ellenguaje de las cadenas a"b™, con1<n<m.
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CAPITULO 4
Indecibilidad

Planteado el escenario para estudiar la computabilidad, ya podemos poblar los conjuntos de
lenguajes que lo integran. Esta tarea constituye la columna vertebral de nuestro analisis en este
capitulo y el siguiente. La tarea no sélo sirve para establecer en qué parte de la jerarquia de la
computabilidad se ubican distintos lenguajes de interés computacional y cémo éstos se
relacionan entre si, sino que también ayuda a entender por qué algunos lenguajes son mas
dificiles que otros. Ademas, es un buen camino para introducir dos métodos de prueba
fundamentales que se utilizan en este marco, la diagonalizacién y la reduccién (que también
utilizaremos en la parte de complejidad computacional).

En realidad, ya poblamos la jerarquia de la computabilidad con varios lenguajes recursivos,
construyendo maquinas de Turing, el método de prueba mas natural en este caso. Asi que vamos
a enfocarnos en los lenguajes no recursivos. Si bien mencionamos algunos ejemplos, todavia no
comprobamos formalmente la no recursividad de ningun lenguaje, es decir que no demostramos,
para ningun lenguaje concreto, que efectivamente no existe una maquina de Turing que lo decida
(porque no se detiene siempre, o directamente porque la maquina no existe), lo que naturalmente
no puede lograrse construyendo maquinas.

Empezamos encontrando lenguajes no recursivos en los conjuntos RE — R y CO-RE — R,
dejando para el capitulo siguiente el conjunto £ — (RE U CO-RE). Utilizamos uno de los métodos
de prueba referidos, la diagonalizacion (el proximo capitulo lo dedicaremos a las reducciones).
Como los lenguajes representan problemas sobre maquinas de Turing, primero necesitamos

introducir un tipo de maquina de Turing especial y un estandar de codificacidon de maquinas.
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La maquina de Turing universal

Una maquina de Turing universal es una maquina de Turing como cualquier otra, pero con la
particularidad de que sus entradas representan maquinas de Turing, y su funcién de transicién
especifica como ejecutarlas (lo cual se ajusta mas al funcionamiento de una computadora).

En el caso mas general, una maquina de Turing universal tiene como entradas pares de la
forma (<M>, w), siendo <M> la codificacion de una MT M y w una entrada de M. Dada una MT
universal U y una entrada (<M>, w), U ejecuta M a partir de w y responde como M (deteniéndose
o no deteniéndose). Como toda MT, U tiene un conjunto de estados, un alfabeto y una funcién
de transicién. Esta ultima especifica cdmo ejecutar M a partir de w, lo que basicamente consiste
en: recorrer las 5-tuplas de la funcién de transicion de M hasta encontrar eventualmente una que
empiece con el par formado por su estado corriente y su simbolo o simbolos corrientes (M puede
tener cualquier cantidad de cintas, por lo que U debe ejecutarla de la manera que vimos en el
teorema 2.1); si se encuentra una 5-tupla de estas caracteristicas, proceder de acuerdo a su
descripcion; y si no se la encuentra, rechazar. La entrada de U también puede ser sélo un cédigo
<M>, sin ninguna cadena w que lo acomparie.

Existen varias maneras de codificar una maquina de Turing. En todos los casos, dado que
una MT universal U puede recibir una MT M con un conjunto de estados y un alfabeto de cualquier
tamano, los cuales entonces pueden ser mas grandes que los conjuntos correspondientes de la
propia MT U, lo que se hace es codificar los estados y simbolos con niumeros enteros. Las
caracteristicas mas relevantes de la codificacidon que elegimos son las siguientes (casi ni vamos
a recurrir a ella, lo que nos interesa es que el lector se convenza de que las maquinas de Turing
se pueden codificar, y como veremos enseguida, que se pueden identificar univocamente a

través de sus codigos):

¢ La codificacion de los nimeros es la binaria.

o El cddigo del estado inicial es el numero 1, el del estado ga el 2 y el del estado gr el 3.

e El cdédigo del simbolo blanco es el 1.

e Los movimientos R, L y S también se codifican con nimeros: 1, 2 y 3, respectivamente.

e Con las consideraciones anteriores, el cédigo <M> de una MT M consiste en la secuencia de
las 5-tuplas que conforman su funcion de transicidon, precedida por cualquier cantidad de

ceros, y con paréntesis y comas que se disponen de la manera habitual.
Por ejemplo, la cadena:
(1,2,1,3,2),(1,3,1,2,2),(1,1,2,1,3)
con los numeros en binario, codifica una MT M con una cinta y 5-tuplas con el estado inicial y el

estado ga, el blanco y otros dos simbolos del alfabeto de M, y los movimientos L y S.
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Por su parte, consistentemente con lo anterior, los cddigos de las entradas w contienen los
cédigos numéricos de cada uno de sus simbolos, separados por comas (para simplificar la
escritura no utilizamos la notacién <w> para identificarlos).

Y para separar <M> de w se usa el numeral. Siguiendo con el ejemplo anterior, la cadena:

(1,2,1,3,2),(1,3,1,2,2),(1,1,2,1,3)#2,2,3,3

con los numeros en binario, incluye <M> y una entrada w con los dos simbolos del alfabeto de
M distintos del blanco.

Coadificar las maquinas de Turing permite identificarlas univocamente:

Ejemplo 4.1. Mostramos una MT M que genera en su cinta de salida el i-ésimo cddigo de
maquina de Turing, <M;>, correspondiente a la MT M;, segun el orden candnico. Dada una
entrada i, M hace:

Hace n :=0.

Crea la siguiente cadena v segun el orden canénico.

Verifica si v es el cédigo de una maquina de Turing. Si no, vuelve al bloque 2.
Sin =, escribe v en su cinta de salida y termina.

Hacen:=n+1.

2 e o

Vuelve al bloque 2.

En el bloque 3, M verifica si la cadena generada en el bloque 2 es un cédigo de maquina de
Turing sintacticamente correcto. Cuando en el bloque 4 se cumple n =i, significa que M obtuvo
el cédigo <Mi>.

Fin del ejemplo

Ejercicio. Adaptar la MT M del ejemplo anterior para que genere todos los cédigos de maquinas
de Turing (en el orden canénico). Comentario: hay que construir una maquina de Turing con la

vision generadora que describimos en una nota adicional del capitulo anterior.

Primeros lenguajes no recursivos

Ahora si estamos en condiciones de empezar a poblar la jerarquia de la computabilidad con
lenguajes no recursivos. Con el siguiente teorema formalizamos la relacién entre los conjuntos

de lenguajes R, RE y £, lo cual habia quedado pendiente del capitulo anterior. Lo hacemos

encontrando un primer lenguaje de RE — R y un primer lenguaje de CO-RE — R:
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Teorema4.1. RcRE c L.

Prueba. Para probar las inclusiones formuladas definimos la siguiente tabla T de unos y ceros:

T Wo W1 w2 w3
Mo 1 0 0 1
M1 1 1 0 1
M2 0 1 0 0
Ms 0 1 1 0

La tabla T representa el comportamiento de todas las maquinas de Turing (identificadas con
Mi) a partir de todas las cadenas de X* (identificadas con wj), enumeradas unas y ofras en el
orden canonico. T[M;, wj] = 1 significa que Mi acepta w;j, y T[M;, wj] = 0, que Mi rechaza w; (los
valores incluidos en T son arbitrarios, no tienen por qué coincidir con la realidad).

De este modo, la fila i de la tabla T representa el lenguaje reconocido por la MT M;, que
podemos especificar asi: Li = {w; | Mi acepta wj}. Por ejemplo, utilizando los valores que hemos
incluido en T, seria Lo = {wo, ws, ...}, L1 = {wo, w1, ws, ...}, etc. Y como T incluye a todas las
maquinas de Turing, entonces todas sus filas en conjunto reinen a todos los lenguajes
reconocidos por maquinas de Turing, es decir a todos los lenguajes recursivamente
enumerables, el conjunto RE.

Veamos como a partir de esta observacion podemos probar que los siguientes dos lenguajes

NO SON recursivos:

1. El lenguaje representado por la diagonal de T. Dicho lenguaje incluye toda cadena w;
aceptada por Mi, que podemos especificar asi: D = {wi | M; acepta wi} (D es por lenguaje
diagonal). Usando los valores incluidos en T, seria D = {wo, w1, ...}.

2. El lenguaje representado por la diagonal de T pero cambiando unos por ceros y ceros por
unos. Por lo tanto, el lenguaje incluye toda cadena wi rechazada por M, y asi no es otro que
DC, es decir el complemento del lenguaje diagonal D: D¢ = {w; | M; rechaza wi}. Segun los

valores de T seria D€ = {w2, ws, ...}.

Primero vamos a probar que D€ no es recursivamente enumerable, y por lo tanto que se
cumple RE c £:

Intuitivamente, no parece posible que se pueda construir una maquina de Turing que acepte
una cadena wi sii Mi la rechaza, porque Mi puede no detenerse. Formalmente, se puede
comprobar que D€ no es recursivamente enumerable directamente a partir de su definicion: D€
difiere de todos los lenguajes Li representados en T, que son justamente todos los lenguajes

recursivamente enumerables:
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e DC difiere de Lo en la cadena wo: si wo € Lo entonces wo & D€ y si wo & Lo entonces wo € DC.
o DC difiere de L1 en la cadena w1: si w1 € L1 entonces w1 & D€y si w1 & L1 entonces w1 € DC.
e DC difiere de L2 en la cadena wa: si w2 € L2 entonces w2 ¢ D€ y si w2 ¢ L2 entonces w2 € DC.

e Y asi siguiendo con todos los lenguajes Li.

Ahora probaremos que D es recursivamente enumerable pero no recursivo, y por lo tanto que
se cumple R c RE:

También este resultado es inmediato. D no es recursivo porque si lo fuera también lo seria
D€, por la propiedad de clausura del conjunto R con respecto al complemento (teorema 3.1). En
este caso, a diferencia de D€, D es recursivamente enumerable. La siguiente MT U reconoce D.

Dada una entrada w, U hace:

1. Calcula el indice i tal que w = wi, segun el orden candnico.
Genera el cddigo <Mi> correspondiente a la MT M;, segun el orden canénico.

3. Ejecuta M; a partir de wi y responde como M..

La MT U reconoce D. En el bloque 1 genera en el orden candnico todas las cadenas hasta
encontrar la entrada w, y asi obtiene su indice i. El bloque 2 ya lo implementamos en el ejemplo
4.1. Finalmente, en el bloque 3 la MT U procesa el par de entrada (<M;i>, wi), y al responder como
Mi efectivamente reconoce D.

Fin del teorema

Asi hemos encontrado formalmente nuestros primeros dos lenguajes no recursivos, el
lenguaje D = {wi | Mi acepta wi} del conjunto RE — R y el lenguaje D® = {wi | Mi rechaza wi} del
conjunto CO-RE - R, probando en consecuencia que R < RE < L. La figura 4.1 muestra las

ubicaciones de D y D€ en la jerarquia de la computabilidad.

2

&

Figura 4.1. El lenguaje diagonal D y su complemento D€ en la jerarquia de la computabilidad.
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La diagonalizacion

La prueba de que el lenguaje D¢ = {wi | Mi rechaza wi} no es recursivamente enumerable la
hicimos por diagonalizacién, método muy efectivo para diferenciar conjuntos, permitiendo
encontrar un elemento separador (mostramos recién que D€ separa el conjunto RE de £ — RE,
perteneciendo s6lo a este ultimo conjunto).

La diagonalizacion se basa en un principio muy simple. Expresado en términos de la prueba
anterior, establece que en una tabla cuadrada de unos y ceros, si cambiamos los unos por ceros
y los ceros por unos de su diagonal, la diagonal resultante difiere de todas sus filas: difiere de la
primera fila en su primer elemento, de la segunda fila en su segundo elemento, de la tercera fila
en su tercer elemento, y asi sucesivamente.

También se pueden usar otros tipos de tablas y se pueden realizar otras modificaciones sobre
las diagonales, como mostramos en el siguiente ejemplo, histéricamente el primero, presentado

por el creador del método, G. Cantor:

Ejemplo 4.2. Cantor cred la diagonalizaciéon para demostrar que |R|, la cardinalidad del conjunto
de los nimeros reales, es mayor que ||, la cardinalidad del conjunto de los numeros naturales
Concretamente, demostré que no se pueden enumerar los nimeros reales, o dicho de otra
forma, que no se puede definir una biyeccién entre Ny ‘R, que existe al menos un ndmero real
al que no se le puede asociar ningun numero natural. Mostramos a continuacién una adaptacién
de la prueba:

Supongamos que la siguiente es una enumeracion de todos los nimeros reales entre 0 y 1

(alcanza con considerar solamente este intervalo):

0,1035762718...
0,1432980611...
0,0216609521...
0,4300535777...
0,9255048910...

Sea T la tabla determinada por los decimales de los nimeros reales enumerados, es decir la
tabla con las filas 1035762718..., 1432980611..., 0216609521..., etc. Sea d+ la diagonal de T,
es decir la secuencia 14100... Y sea d2 la secuencia que se obtiene de d1 reemplazando en ella
los digitos 1 por 2 y los digitos distintos de 1 por 1, es decir la secuencia 21211...

De esta manera, d2 difiere de todas las filas de T. Difiere de la primera fila en el primer digito,
de la segunda fila en el segundo digito, de la tercera fila en el tercer digito, y asi sucesivamente.
Pero entonces, el numero real con parte entera 0 y parte decimal d2 no esta en la enumeracion,
lo que es una contradiccién, porque supuestamente partimos de una enumeracion de todos los

numeros reales entre 0 y 1. Esto significa que tal enumeracién (o cualquier otra) es imposible, y
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en consecuencia, que hay mas numeros reales entre 0 y 1 que numeros naturales.
Generalizando: | R| > | V.

Fin del ejemplo

Ejercicio. A diferencia de los niumeros reales, los nimeros enteros y los numeros fraccionarios
se pueden enumerar. Mostrar como hacerlo.

La similitud de la prueba de Cantor con la que hicimos antes para probar que el lenguaje D€
no es recursivamente enumerable (teorema 4.1) es evidente. En el caso de la prueba de Cantor,
el elemento separador es un numero real. Por otra parte, comparar cardinalidades infinitas como
las que se consideran en dicha prueba permite obtener relaciones entre los conjuntos de la
jerarquia de la computabilidad, como mostramos en una nota adicional.

El problema de la detencién

En un capitulo sobre la indecibilidad no podemos dejar de incluir una seccion dedicada al
problema de la detencién, que ya mencionamos en el capitulo anterior.

El problema de la detencidn consiste en determinar, dadas una MT M y una entrada w, si M
se detiene a partir de w. El lenguaje que representa el problema se conoce como HP (halting

problem), y se define de la siguiente manera:
HP = {(<M>, w) | M se detiene a partir de w}

A. Turing lo definid, y probd su no recursividad por diagonalizaciéon (en otra nota adicional
mostramos una adaptacién de la prueba).

El lenguaje HP es recursivamente enumerable, se puede reconocer mediante una MT Mup
que, dada una entrada sintacticamente correcta (<M>, w), ejecuta M a partir de w y acepta sii M
se detiene (a las cadenas que no representan pares (<M>, w) las rechaza). En particular, HP
esta entre los lenguajes recursivamente enumerables mas dificiles. En efecto, si HP fuera
recursivo, también lo serian todos los lenguajes recursivamente enumerables, es decir que se

cumpliria RE = R.

Ejercicio. Probar la ultima observacion. Ayuda: asumir que existe una MT Mup que decide HP,
considerar una MT M1 que reconoce un lenguaje L cualquiera del conjunto RE, y construir a partir
de Mup y My una MT M; que decida L.

Teniendo en cuenta dicha caracteristica de HP, se define que es un lenguaje RE-completo,
lo que significa que su grado de dificultad, en el sentido de la computabilidad, identifica el grado

de dificultad del conjunto RE (en el capitulo anterior mostramos ejemplos que ilustran tal
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condicién de HP, con lenguajes reconocibles unicamente recorriendo todo el espacio de
soluciones posibles asociado). Graficamente, una ubicacién apropiada para HP en la jerarquia
de la computabilidad seria, entonces, dentro de RE, al lado de su frontera y lo mas lejos posible

de R, sefalando el limite de lo computable (figura 4.2).

Figura 4.2. El lenguaje HP en la jerarquia de la computabilidad.

En el capitulo siguiente retomaremos el concepto de RE-completitud de HP, en el marco de

las reducciones.

Reflexion. A esta altura resulta conveniente repasar qué significa y qué no significa que HP no
sea recursivo (que en realidad se puede generalizar a cualquier lenguaje no recursivo).

Que HP no sea recursivo significa que no existe una maquina de Turing que siempre pueda
decidir, a partir de cualquier maquina de Turing M y cualquier entrada w, si M se detiene a partir
de w. No significa que no se pueda decidir la detencidén de ciertas maquinas de Turing a partir
de ciertas entradas. En otras palabras, la no recursividad de HP determina que no existe un
algoritmo general para decidir el problema de la detencién, pero nada establece con respecto a
la existencia de algoritmos particulares para decidir lenguajes de pares de maquinas de Turing
y entradas particulares, que de hecho existen.

Llevado al &mbito de la programacion, la no recursividad de HP implica que la verificacién de
la terminacion de programas no es en general automatizable, pero no implica que no pueda serlo
para cierta clase de programas.

Naturalmente, siempre se puede decidir si una MT M particular se detiene a partir de una
entrada w particular. Este problema tiene una sola instancia, o es positiva 0 es negativa.
Resolverlo puede requerir mas o menos ingenio, segun como sean M y w, pero el algoritmo de
decision que lo resuelve siempre existe.

Fin de la reflexion

A propdsito de la ultima reflexién, en el siguiente ejemplo mostramos un tipo de maquina de

Turing, a la que ya nos referimos previamente, cuya detencién siempre se puede decidir:
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Ejemplo 4.3. En el ejercicio 3.8 pedimos explicar cédmo una MT M1 puede decidir si otra MT Mz
se detiene, asumiendo que M2 se mueve en un espacio acotado de celdas. En este ejemplo
resolvemos un ejercicio similar. Probamos la recursividad del lenguaje L2o = {<M> | M es una MT
con una cinta, y ejecutada a partir de la entrada vacia su cabezal nunca sale del fragmento de

la cinta delimitado por las primeras 20 celdas en el sentido de izquierda a derecha} (figura 4.3):

celda 1 celda 20
a B t n ... B B 5 c

q

Figura 4.3. El cabezal de una MT que decida el lenguaje Ly, no debe sobrepasar las celdas 1 a 20.

La idea es que una MT M de las caracteristicas definidas, con |Q| estados y |I'| simbolos, en
una ejecucion como maximo puede atravesar h = 20.|Q|.|l]?° configuraciones distintas (si
atraviesa mas quiere decir que entrd en un bucle infinito). Por lo tanto, una MT ML2o puede decidir
el lenguaje Lo de la siguiente forma: si la entrada no es un cédigo <M>, rechaza, y si lo es,
ejecuta M a partir de la cadena vacia, chequeando con la ayuda de un contador de pasos y un
contador de numero de celda, luego de cada paso, primero si el cabezal de M salié del fragmento
de 20 celdas, en cuyo caso rechaza, y después si M terminé o alcanzé los h pasos, en cuyo caso
acepta.

Fin del ejemplo

La maquina de Turing que sélo se mueve a la derecha es otro ejemplo de maquina cuya
detencién siempre se puede decidir (ejercicio 4.11.b). En los ejercicios finales mencionamos mas
ejemplos.

La importancia del problema de la detencidn se aprecia especialmente en las matematicas.
Si fuera decidible, muchos problemas matematicos se hubieran resuelto o se resolverian con
facilidad. Dos ejemplos clasicos en este sentido son el Ultimo Teorema de Fermat, relacionado
con el problema de la resolucién de las ecuaciones diofanticas, y la Conjetura de Goldbach
(mencionado en las referencias del capitulo anterior).

El Ultimo Teorema de Fermat establece que las ecuaciones diofanticas que tienen la forma
X"+ y" = z" con n > 2, no tienen solucién, salvo las soluciones triviales con los valores 0 y 1. El
teorema fue formulado por P. de Fermat en 1637, y se demostré recién en 1995.

Con respecto a la Conjetura de Goldbach, fue enunciada por C. Goldbach en 1742, y aun no
se comprobd. Establece que todo numero natural par mayor que 2 es la suma de dos niumeros
primos (numeros naturales mayores que 1 que tienen como divisores naturales sélo al 1y a ellos
mismos). Por ejemplo: 4=2+2,6=3+3,8=3+5, etc.
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Ejercicio. Explicar como se podrian resolver los dos problemas matematicos mencionados si el

problema de la detencion fuera decidible.

Notas adicionales

Presentamos otros tres ejemplos de diagonalizacién. De la primera diagonalizacién se deriva la
inclusion RE < £ de una manera alternativa a la que vimos antes. El segundo ejemplo permite

establecer una caracteristica del conjunto R en el marco de la Jerarquia de Chomsky (ver las
referencias del capitulo anterior). Y en el tercer ejemplo mostramos, adaptada, la prueba de

Turing por diagonalizacion de que el lenguaje HP no es recursivo.

Diagonalizaciéon que prueba que |2V] > |N]

La diagonalizacion del ejemplo siguiente permite probar que |2 > |/N], es decir que la
cardinalidad del conjunto de partes del conjunto de los nUmeros naturales /N es mayor que la
cardinalidad del conjunto 2N (existen mas subconjuntos de numeros naturales que numeros

naturales):

Ejemplo 4.4. Mostramos a continuacion que |2 > | V.

Definimos una tabla T, tal que sus filas representan todos los subconjuntos Ci de numeros
naturales (i > 0), y sus columnas, todos los nimeros naturales n;j (j > 0), con T[Ci, nj] = 1 si nj€ Ci
y T[Ci, nj] = 0 sinj¢ Ci.

De esta forma, la diagonal de T representa el conjunto X = {ni | ni€ Ci}, y si a la misma le
cambiamos los unos por ceros y los ceros por unos, obtenemos la representacién del conjunto
XC = {ni | ni ¢ Ci}, que no puede ser ningun subconjunto Ci, porque difiere de Co en no, de C1 en
n1, de C2 en n2, etc.

Pero entonces llegamos a una contradiccion, porque partimos del supuesto de que las filas
de T representan el conjunto de todos los subconjuntos de numeros naturales. Esto quiere decir

que el conjunto de partes de /N'no puede enumerarse, es decir que |2 > |.

Fin del ejemplo

A partir de |2] > |2N] podemos probar de una manera alternativa a la que mostramos antes
que RE c L. Por un lado, |Z*| = |RE| = |2V], porque las cadenas de Z* y las maquinas de Turing
se pueden enumerar, y asi, |22*| = |2%|. Por otro lado, |2z*| = |£], porque 2% es el conjunto de

todos los subconjuntos de cadenas de Z*, que es el conjunto £ de todos los lenguajes. De esta
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manera, |£]| = |2 > |/MV] = |RE], es decir que hay mas lenguajes que lenguajes recursivamente
enumerables, o lo que es lo mismo, RE c L.
Como se prueba que |R]| = |27, de lo anterior también se deriva que la relacion que existe

entre los tamafios de £ y RE es la misma que existe entre los tamafios de Ry /.

Diagonalizacion que prueba que hay lenguajes recursivos no sensibles al

contexto

En una nota adicional del capitulo anterior definimos las gramaticas sensibles al contexto y
probamos que los lenguajes que generan, los lenguajes sensibles al contexto, son recursivos
(teorema 3.7). Con la diagonalizaciéon del siguiente ejemplo vamos a probar que existen

lenguajes recursivos que no son sensibles al contexto:

Ejemplo 4.5. Probaremos que el lenguaje L = {wi | wi € L(Gi) y Gi es una gramatica sensible al
contexto} es recursivo pero no sensible al contexto.

Consideramos como siempre los indices segun el orden candnico, asumimos que contamos
con una manera de codificar las gramaticas sensibles al contexto, y denotamos con L(G) al

lenguaje generado por una gramatica G.
Ejercicio. Proponer una codificacion para las gramaticas sensibles al contexto.

Por un lado, se cumple que L es recursivo. La siguiente MT M lo decide:

Dada una entrada w, M determina su indice i tal que w = wi, genera el cédigo de la graméatica
sensible al contexto Gi, y acepta sii wi € L(Gi).

Por otro lado, se cumple que L no es sensible al contexto:

Suponiendo lo contrario, es decir que L = L(Gi), siendo Gi una gramatica sensible al contexto,
llegamos a las siguientes contradicciones: si wi € L, entonces de acuerdo a la definicién de L vale
wi € L, y siwi &L, entonces por lo mismo vale w; € L.

Fin del ejemplo

Contradicciones como las de la prueba anterior son habituales en las diagonalizaciones.
Observar, por otra parte, como se repite el esquema que desarrollamos en las otras pruebas. En
este caso, las filas de la tabla en la que se basa la diagonalizacion representan todos los

lenguajes sensibles al contexto.
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Diagonalizacion que prueba que HP no es recursivo (prueba de Turing)

Mostramos a continuacidon una adaptacion de la prueba de Turing de 1936:

Teorema 4.2. El lenguaje HP no es recursivo.

Prueba. Vamos a suponer que existe una MT Mup que decide el lenguaje HP, y llegaremos a
contradicciones del tipo de las que mencionamos recién. Sea M1 una MT que, dada una entrada

w, si w no es el cédigo de una maquina de Turing la rechaza, y si en cambio w = <M2>, hace:

1. Ejecuta Mup a partir de (<Mz2>, <M2>).
2. Si Mup acepta, entonces entra en un bucle infinito.

Si Mup rechaza, entonces acepta.

La generacion de un bucle infinito en la construccién de M1 no reviste mayor dificultad.
Intuitivamente, M1 /e lleva la contra a Mup con respecto a como responder cuando se ejecuta una
maquina de Turing a partir de su propio codigo. Veamos qué sucede en particular cuando la

entrada de M1 es su propio codigo <M1>:

e Si M1 no se detiene a partir de <M+1>, entonces por la definicion de M1 significa que Mup acepta
(<M1>, <M+1>). Pero entonces, por la definicion de Mup, significa que M1 se detiene a partir de
<M+1> (contradiccion).

¢ Si M1 se detiene a partir de <M1>, entonces por la definicion de M1 significa que Mup rechaza
(<M1>, <M+1>). Pero entonces, por la definicion de Mup, significa que M1 no se detiene a partir

de <M1> (contradiccion).

Por lo tanto, M1 no puede existir, y en consecuencia tampoco puede existir Mup a partir de la
cual M1 se construyd, lo que quiere decir que el lenguaje HP no es recursivo.
Fin del teorema

La ejecucion por parte de la MT M1 de si misma en la prueba anterior, su autorreferencia, permite

llegar al resultado. Mas especificamente, el teorema se prueba en base a un doble rol de M+: hace

las veces de maquina de Turing universal y al mismo tiempo de maquina de Turing comun.

Observaciones finales

e La maquina de Turing universal se ajusta mas que la maquina de Turing comun al
funcionamiento de una computadora. A los fines practicos, es muy util para las pruebas de
indecibilidad.
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e La construccion de maquinas de Turing no sirve para probar la no pertenencia de un lenguaje
a un conjunto de lenguajes de la jerarquia de la computabilidad. Para este caso, los métodos
de prueba fundamentales a emplear son la diagonalizacion y la reduccion. En particular, el
metodo de diagonalizacién es muy util para obtener un lenguaje que separa dos conjuntos
(pertenece solo a uno de los dos).

e Lano recursividad del lenguaje HP, representante del problema de la detencidn, significa que
no existe un algoritmo para decidir si una maquina de Turing arbitraria se detiene a partir de
una cadena de entrada arbitraria, lo que no implica que no existan algoritmos de decision
para maquinas de Turing y cadenas de entrada particulares. Esta diferenciacion entre
algoritmos con instancias arbitrarias e instancias particulares se puede generalizar a todos

los lenguajes no recursivos.

Referencias

La maquina de Turing universal se describe en las secciones 6 y 7 del articulo de A. Turing de
1936. En la seccion 8 del mismo se encuentra la prueba por diagonalizacion de la indecibilidad
del problema de la detencion.

Las pruebas presentadas para encontrar primeros lenguajes en RE — R y CO-RE — R son
adaptaciones de las que se desarrollan en el capitulo 8 de (Hopcroft y Ullman, 1979).

A G. Cantor se lo considera una de las figuras mas influyentes de las matematicas. Se lo
destaca sobre todo por haber sido el primero en abordar con rigor matematico el concepto del
infinito. Su demostracion por diagonalizacion para establecer la relacién entre las cardinalidades
de los conjuntos R y N es de 1892. En (Jourdain, 1955) se reunen sus resultados mas
importantes.

Problemas sobre lenguajes, indecidibles con maquinas de Turing y gramaticas generales,
pueden ser decidibles con maquinas de Turing y gramaticas particulares, por ejemplo, con
autdmatas finitos y autdématas con pila y con gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
(ver por ejemplo el capitulo 4 de (Sipser, 1997)).

El Ultimo Teorema de Fermat tard6 mas de 350 afos para ser resuelto. P. de Fermat lo
formulé en 1637, manifestando que tenia una demostracion maravillosa del mismo, pero que no
podia mostrarla en el libro donde lo presentaba porque no cabia en el margen. (Singh, 1997),
uno de los libros de divulgacién mas conocidos de los ultimos tiempos, relata como el matematico
A. Wiles resolvio el teorema en 1993 al cabo de siete afios de trabajo, acompafando la narraciéon
con un recorrido de la historia de las matematicas a través de la vida de sus figuras mas
destacadas.

La autorreferencia es posible cuando se manejan distintos niveles discursivos. Por ejemplo,
en la prueba de Turing de la no recursividad del lenguaje correspondiente al problema de la
detencion, una maquina de Turing actia en un primer nivel de discurso como una maquina de

Turing universal que ejecuta otra maquina de Turing, y en un segundo nivel de discurso como
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una maquina de Turing comin que ejecuta un algoritmo determinado. Otro ejemplo es la
demostracion de K. Gddel de la incompletitud de la aritmética. En dicha prueba, Gddel utilizé
férmulas que expresan propiedades generales de la aritmética y al mismo tiempo relaciones entre
numeros naturales. (Hofstadter, 1989) es una obra clasica sobre la autorreferencia y sobre los
bucles extrafios (como denomina el autor a las relaciones asociadas a las jerarquias de niveles
discursivos).

Otras lecturas recomendadas:

(Pifeiro, 2013): dedicado al trabajo de Cantor sobre el infinito en las matematicas.

(Goldstein, 2005): trata la vida y la obra de Goédel, incluyendo el analisis de su prueba de

incompletitud de la aritmética con especial hincapié en el uso de la autorreferencia.

Ejercicios
4.1 Proponer una codificacién para las maquinas de Turing con varias cintas.

4.2 Construir una maquina de Turing que genere los cddigos de todas las maquinas de Turing
que a partir de la cadena vacia se detienen en a lo sumo 100 pasos.

4.3 Construir una maquina de Turing que genere los codigos de todas las MT M; que aceptan

las cadenas wi, considerando el orden canodnico.

4.4 En el gjercicio 3.7 se pide explicar como una MT M+ puede determinar si otra MT M2 acepta
al menos una cadena. Se trata del problema de decidir si una maquina de Turing reconoce
un lenguaje L # @. Especificar el problema mediante un lenguaje y comprobar formalmente

que el lenguaje es recursivamente enumerable.

4.5 Describir la tabla que se utiliza como base en la diagonalizacién del ejemplo 4.5, con la
que se prueba que existen mas lenguajes recursivos que lenguajes sensibles al contexto.

Indicar qué representan las filas, las columnas, la diagonal y la diagonal modificada.

4.6 Lo mismo que el ejercicio anterior, pero con respecto a la prueba de Turing, por

diagonalizacion, de la no recursividad del lenguaje HP (teorema 4.2).

4.7 Hemos probado, utilizando cardinalidades de conjuntos infinitos, que el conjunto £ de todos
los lenguajes no se puede enumerar (ejemplo 4.4). Probar lo mismo, pero por el método

de diagonalizacion. Ayuda: sirve el esquema que utilizamos para demostrar que D€ ¢ RE.

4.8 Probar por diagonalizacién que [2%| > |X|, para todo conjunto infinito X. Ayuda: basarse en

la prueba de que |2 > |N].
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¢, Como se puede justificar que el conjunto £ — (RE U CO-RE) no se puede enumerar?

Sea la funcion fup: £* — {0, 1} tal que:

fur(v) = 1, si v = (<M>, w) y M se detiene partir de w.

fur(v) = 0, si v = (<M>, w) y M no se detiene a partir de w o bien v # (<M>, w).

Probar que no puede existir una maquina de Turing que calcule la funcién fup para toda

cadena de *.

Probar que los siguientes lenguajes son recursivos (para simplificar, asumir que las MT M
codificadas en los lenguajes tienen una cinta):

a. L ={<M>| M a partir de la cadena vacia escribe alguna vez un simbolo no blanco}.

b. L={(<M>, w)| M se mueve siempre a la derecha y acepta la cadena w}.

c. L={(<M>, w)| M nunca se mueve a la izquierda y acepta la cadena w}.
d

L = {(<M>, w) | el cabezal de M se mueve sélo a lo largo de las celdas que ocupa w}.

Justificar por qué se puede decidir, dada una MT M, si existe una entrada a partir de la cual
M se detiene en a lo sumo 100 pasos. Ayuda: ;Hasta qué tamafio de cadenas hay que

chequear?

¢, Se puede decidir, dada una MT M, si existe una entrada de a lo sumo 100 simbolos a

partir de la cual M se detiene?
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CAPITULO 5

Las reducciones

Con este capitulo completamos la parte de computabilidad del libro. Describimos las reducciones,
el método para caracterizar y relacionar lenguajes que nos falta tratar.

La nocion de reduccién es muy conocida en la algoritmica. La idea es, en vez de resolver de
cero un problema nuevo, hacerlo con la ayuda de la resolucion de un problema conocido (que
en la programaciéon se implementa con invocaciones a una subrutina), estando el problema
conocido relacionado de algun modo con el problema nuevo. Existen dos clases de reducciones,
las m-reducciones y las Turing-reducciones. Las Turing-reducciones son una generalizacién de

las m-reducciones, pero las dos son necesarias, y se utilizan segun el propésito buscado.

Las m-reducciones

Comenzamos describiendo las m-reducciones. Una m-reduccion de un lenguaje L1 a un lenguaje
L2 es una funcion f : £* — ¥* que satisface dos condiciones, una condicién de computabilidad y

una condicion de correctitud:-

e Condiciéon de computabilidad: existe una MT Mrque la computa. Es decir, para toda w € Z*,
f(w) = Mi(w) € ¥*. Por eso se dice que es fotal computable (o directamente computable).

e Condicién de correctitud: asigna a toda cadena w que pertenece al lenguaje L1 una cadena
f(w) que pertenece al lenguaje L2, y a toda cadena w que no pertenece a L1 una cadena f(w)

que no pertenece a Lo.

Las m-reducciones también se conocen como funciones de reduccion. La figura 5.1

representa una m-reduccion f, computada por una MT M
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L, L
W, f . fwy)
w5 f - F(wy)

vw: f(w) = My(w)

Figura 5.1. Representacion de una m-reduccion de un lenguaje L a un lenguaje L.

La m de m-reduccién proviene de muchos a uno, dado que en general no es una funcion
inyectiva. Aparte de ser computable, lo Unico que se le exige con respecto a los lenguajes L1y
L2 que relaciona, entonces, es que asigne a toda cadena de L1 una cadena de L2 y a toda cadena
de L€ una cadena de L2C. Intuitivamente, al ser dicha asignacién de cadenas computable por
una MT My, contando con una MT M2 que reconozca L2 se puede construir una MT M1 que
reconozca L1, componiendo secuencialmente Mr con M2 (M1 reconoce L1 recurriendo a My).
Enseguida formalizamos esta idea.

Con L1 <m L2 expresaremos que existe una m-reduccién de L1 a L2. Vamos a utilizar de manera
indistinta las expresiones Mi(w) y f(w), y para simplificar, vamos a emplear directamente los
términos reduccién o funcién de reduccién y el simbolo <a menos que el contexto requiera mayor
precision.

El siguiente teorema formaliza la utilidad de las reducciones:

Teorema 5.1
a. SiLi<lL2yl2€R, entonces L1 € R.
b. SiLi1<L2yL2 € RE, entonces L1 € RE.

Prueba. En palabras, los conjuntos R y RE son cerrados con respecto a las reducciones, es decir
que reduciendo un lenguaje L1 a un lenguaje L2 de R (RE) se prueba que L1 pertenece a R (RE).
La demostracion del teorema se obtiene de la definicion de reducciéon. Mostramos la
correspondiente a la parte (a):

Si existen una MT Mr que computa una reduccién de L1 a L2 y una MT Mz que decide Lo,

entonces también existe una MT M+ que decide L1. Dada una entrada w, M1 hace:

1. Ejecuta Mty obtiene f(w).

2. Ejecuta M2 a partir de f(w) y responde como M.

M1 decide L1 utilizando el algoritmo que ejecuta M2 para decidir L. Formalmente, para toda

cadena w se cumple: w € L1 sii f(w) € L2 sii Mz acepta f(w) sii M1 acepta w (figura 5.2).
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M,

/si
\no

Figura 5.2. La MT M, acepta una cadena w sii la MT M, acepta la cadena M¢(w) = f(w).

) |,

|
\

La demostracion de la parte (b) es igual, salvo que hay que contemplar la posibilidad de que

M2 no se detenga.

Ejercicio. Probar la parte (b) del teorema.

Fin del teorema

Como se puede apreciar, el mecanismo de una reduccion es tan simple como efectivo para
poblar la jerarquia de la computabilidad, y para establecer relaciones entre sus lenguajes. En
este ultimo sentido, notar que el hecho de que exista una reduccion de un lenguaje L1 a un
lenguaje L2 implica que L2 es tan o mas dificil que L1: no puede ser que L2 sea recursivo y L1 no
lo sea, ni que L2 sea recursivamente enumerable y L1 no lo sea. Esto se puede formalizar con el

siguiente corolario, aplicando el contrarreciproco a las dos partes del teorema anterior:

Corolario 5.1
a. SiL1<lL2yL1¢R,entonces L2 ¢ R.
b. SiL1<L2yL: ¢ RE, entonces L2 ¢ RE.

De este modo, las reducciones sirven para probar tanto la pertenencia como la no pertenencia
de un lenguaje a R o0 a RE (en realidad, la pertenencia o no pertenencia a mas conjuntos, como
veremos en la parte de complejidad computacional). Otro corolario, derivado de la definicion de

reduccion, es:

Corolario 5.2. L1 < L2 sii L1¢ < L2C.

Ejemplos

Los ejemplos que siguen se enfocan en pruebas de no pertenencia de un lenguaje a R o RE, que
es en donde mas se aprecia la utilidad de las reducciones en la computabilidad. Por resultar en
general mas simples, consideramos reducciones entre lenguajes que representan problemas
sobre maquinas de Turing (en las notas adicionales consideramos reducciones entre lenguajes

correspondientes a otros tipos de problemas).
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Ejemplo 5.1. El primer ejemplo es una reduccién del lenguaje diagonal D = {wi | Mi acepta wi},
descripto en el capitulo anterior, al lenguaje Lu = {(<M>, w) | M acepta w}, conocido como lenguaje
universal porque representa el problema de aceptacion universal (o directamente el problema de
aceptacion). El problema de aceptacion generaliza el problema representado por D, y al igual
que el problema de la detencién, analizado previamente, identifica el grado de dificultad de la
clase RE (lo formalizamos mas adelante).

En base a la relacion entre D y Lu proponemos la siguiente funcion de reduccion f (en éste y

en el resto de los casos, la definicion de f debe entenderse para toda cadena de %*):

f(w) = (<Mi>, w)

tal que i es el indice de la cadena w segun el orden candnico. La figura 5.3 representa la
reduccion definida.

> (<M>, w)

f

Figura 5.3. Reduccion del lenguaje D al lenguaje Ly.

Veamos que f es efectivamente una reduccion de D a Lu:
Por un lado, f satisface la condicion de computabilidad. Existe una MT Mt que la computa.

Dada una entrada w, Mt hace:

1. Encuentra el indice i tal que w = w; seglin el orden candnico.
2. Genera el codigo <M;> seglin el orden canonico.

3. Escribe en su cinta de salida el par (<M;>, w;).

Por otro lado, f satisface la condicion de correctitud. Si w = w; segun el orden canoénico:

e Siwi € D, entonces Mi acepta w;, y por lo tanto (<Mi>, wi) € Lu.

e Siwi ¢ D, entonces Mi no acepta wi, y por lo tanto (<Mi>, wi) € Lu.

De este modo, se cumple D < Lu.
Veamos ademas como se puede caracterizar a Lu a partir de lo que sabemos de D:
D € RE - R (teorema 4.1).

De D ¢ R, por el corolario 5.1 se cumple Lu ¢ R.
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Y de D € RE, por el teorema 5.1 sélo se puede establecer que Lu es tan o mas dificil que D,
0 sea que Lu puede tanto pertenecer como no pertenecer a RE. De todos modos, su pertenencia
a RE se puede probar facilmente construyendo una maquina de Turing que lo reconozca, y asi

llegamos a que Lue RE — R.

Ejercicio. Probar que Lu € RE.

Fin del ejemplo

Presentada una primera reduccién en detalle, en los siguientes ejemplos nos concentramos
en aspectos particulares (e involucramos al lector en algunas pruebas). Nos interesa sobre todo

mostrar cémo las reducciones permiten caracterizar y relacionar lenguajes.

Ejemplo 5.2. Vamos a definir dos reducciones entre el lenguaje HP = {(<M>, w) | M se detiene a
partir de w}, representante del problema de la detencién, y el lenguaje Lu, una en cada sentido.
De esta forma probaremos, mediante reducciones, que cada lenguaje es tan o mas dificil que el
otro, es decir que tienen grado de dificultad equivalente, en el sentido de la computabilidad (ya
sabemos de antes que los dos lenguajes pertenecen a RE — R).

Primero definimos una reducciéon de HP a Lu:

En base a las definiciones de HP y Lu, hay que asignar a todo par (<M+>, wy) tal que M1 se
detiene a partir de w1, un par (<M2>, w2) tal que M2 acepta wz; a todo par (<M+1>, w1) tal que M
no se detiene a partir de w1, un par (<M2>, wz) tal que M2 rechaza wz; y a toda entrada
sintacticamente incorrecta, es decir sin la forma (<M>, w), que por lo tanto no pertenece a HP,
alguna cadena no perteneciente a Lu. Proponemos la siguiente funcion de reduccion f. Dada una

entrada v, si v es sintacticamente correcta (tiene la forma de un par (<M1>, w)), establece:

f((<M1>, w)) = (<M2>, w)

siendo M1 y Mz iguales salvo que todo estado gr de M1 esta reemplazado en Mz por el estado ga.
Y si v no es sintacticamente correcta, establece:

f(v)=v

Ejercicio. Probar la computabilidad de f.

Veamos que se cumple la correctitud de f:

e Siv=(<Mi>, w) € HP, entonces M1 se detiene a partir de w. Asi, M2 acepta w, porque todo

estado gr de M1 se reemplaza en Mz por el estado ga. Por lo tanto, (<M2>, w) € Lu.
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e Siv=(<Mi>, w) ¢ HP, entonces M1 no se detiene a partir de w. Asi, M2 no se detiene a partir
de w, porque si M1 no se detiene a partir de w, los reemplazos definidos no evitan que Mz no
se detenga a partir de w. Por lo tanto, (<M2>, w) & Lu.

e Siv#(<M> w) ¢ HP, entonces f(v) = v # (<M>, w) & Lu.

De este modo, se cumple HP < Lu.

Definimos ahora la reduccion de Ly a HP (para simplificar, de aca en adelante vamos a ignorar
las entradas sintacticamente incorrectas, que en todos los casos que veremos se pueden tratar
sin mayores problemas):

Hay que asignar a todo par (<M1>, w1) tal que M+ acepta w1, un par (<M2>, w2) tal que M2 se
detiene a partir de we; y a todo par (<M+1>, w1) tal que M1 rechaza w1, un par (<Mz2>, w?) tal que

Mz no se detiene a partir de w2. Proponemos la siguiente funcion de reduccion f:

f((<M1>, w)) = (<M2>, w)

siendo M1 y M2 iguales salvo que todo estado gr de M+ esta reemplazado en M2 por un estado

Qloop, Y @ademas Mz incluye un bucle infinito a partir de qioop.

Ejercicio. Probar la computabilidad y la correctitud de f.

De este modo, se cumple Lu< HP.

Fin del ejemplo

Reflexion. Ya con el par de ejemplos presentados podemos vislumbrar en qué consiste una
reduccion. Por medio de manipulaciones sintacticas, mas o menos complejas, se transforman,
respectivamente, las instancias positivas y negativas de un problema en las instancias positivas
y negativas de otro, de alguna manera relacionado con el primero. Por lo tanto, a pesar de su
apariencia meramente sintactica, las transformaciones llevadas a cabo son también semanticas,
dado que tienen en cuenta la semantica de los problemas. Esto permite definir grupos de
problemas por afinidad (ahora en el sentido de la computabilidad, después en el sentido de la
complejidad computacional).

Fin de la reflexiéon

Ejemplo 5.3. Caracterizaremos por medio de reducciones al lenguaje Lsx = {<M> | L(M) = ¥*},
que representa el problema de determinar si una maquina de Turing acepta todas las cadenas
del conjunto Z*.

Empezamos reduciendo Lu a Ls+. En base a las definiciones de los dos lenguajes, hay que
asignar a todo par (<M+>, w) tal que M+ acepta w, un codigo <M2> tal que M2 acepta todas las
cadenas de ¥*; y a todo par (<M+>, w) tal que M+ rechaza w, un cédigo <Mz2> tal que M2 rechaza

al menos una cadena. Proponemos la siguiente funcién de reduccion f:
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f((<M1>, w)) = <Mz>

siendo M2 una MT que al comienzo reemplaza su entrada por la cadena w, y luego ejecuta M1 y
responde como Ms.

Ejercicio. Probar la computabilidad de f.

Veamos que se cumple la correctitud de f:

e Si (<M+1>, w) € Lu, entonces M+ acepta w. Asi, M2 acepta todas las cadenas de z*, es decir
que reconoce el lenguaje 2*, porque siempre ejecuta M+ a partir de la misma entrada w. Por
lo tanto, <M2> € Ls-.

e Si(<M:>, w) ¢ Lu, entonces M1 rechaza w. Asi, por la misma razén que antes, M2 no acepta
ninguna cadena de 2*, es decir que reconoce el lenguaje vacio @, distinto del lenguaje Z*. Por

lo tanto, <M2> & Ls-.

De este modo, se cumple Lu < Ls~.

Dado que Lu ¢ R, entonces por el corolario 5.1 se cumple Ls+ ¢ R, mientras que por el teorema
5.1 no podemos determinar si pertenece a RE, como Lu, 0 es mas dificil.

Intuitivamente, Ls+ no parece estar en RE, porque para estar en RE deberia contar con una
MT Ms+ capaz de aceptar una entrada <M> sii M acepta todas las cadenas de %*, es decir que
M:- deberia poder determinar en tiempo finito si M acepta infinitas cadenas, lo que no parece
razonable. Y en efecto, se cumple Lz- ¢ RE. Lo vamos a probar con otra reduccién, que
describimos a continuacién (por el corolario 5.1, debe ser desde un lenguaje que no esté en RE):

Vamos a recurrir a una reduccion de Lu® a Ls+ (Lu® € RE porque Lu € RE — R). De esta manera,
las asignaciones de la funcién de reduccion f tienen que ser las contrarias a las que definimos
para reducir Lu a Ls+. Es decir, ahora hay que asignar a todo par (<M+>, w) tal que M1 rechaza w,
un codigo <M2> tal que M2 acepta todas las cadenas de £*, y a todo par (<M+1>, w) tal que M1

acepta w, un codigo <M2> tal que M2 rechaza al menos una cadena. Un primer intento seria:
f1((<M1>, w)) = <M2>

siendo M2 una MT que reemplaza su entrada por la cadena w, ejecuta M+ y responde al revés

que M1, con la idea de que si M1 rechaza w entonces L(M2) = Z*, y si en cambio M1 acepta w

entonces L(M2) = @ # 2*. Pero f1 no es correcta, porque si M1 no se detiene a partir de w, y por lo

tanto rechaza, M2 también va a rechazar. Asi que proponemos esta otra funcion de reduccion:

fa((<M1>, w)) = <M2>
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tal que M2, a partir de su entrada v, ejecuta |v| pasos de M1 a partir de w, y acepta sii M1 no
acepta. Veamos que ahora, acotando la cantidad de pasos de M1, f2 es efectivamente una
reduccién de LuCa Ls-.

Ejercicio. Probar la computabilidad de f2.

Probamos a continuacion la correctitud de fa:

e Si(<Ms>, w) ¢ Lu, entonces M1 rechaza w. Asi, M2 siempre acepta su entrada v, dado que en
|[v] pasos M1 no acepta w, cualquiera sea v, y entonces L(M2) = 2*. Por lo tanto, se cumple
<M2> € Ls-.

e Si(<M+s>, w) € Lu, entonces M1 acepta w (en k pasos). Asi, M2 acepta su entrada v sii |v| <k,
porque en |v| > k pasos M+ acepta w, cualquiera sea v, y entonces L(Mz2) ={v | |v| < k} # £*.

Por lo tanto, se cumple <M2> ¢ Ls-.

Asi llegamos a que Ls+ € RE. Y como Lu < Ls+ (probado antes en este mismo ejemplo) implica
Lu® < L= (por el corolario 5.2), siendo Lu® ¢ RE se cumple Ls¢ ¢ RE (por el corolario 5.1). En
definitiva, se cumple Ls» ¢ RE y Ls:C ¢ RE, y asi hemos encontrado formalmente un primer par
de lenguajes que habitan el conjunto £ — (RE U CO-RE) de los lenguajes mas dificiles de la
jerarquia de la computabilidad, lo cual habia quedado pendiente del capitulo anterior (en el
capitulo 3 s6lo habiamos mencionado como ejemplo el lenguaje que representa el problema de
decision en la aritmética y su complemento).

Fin del ejemplo

Ejemplo 5.4. Con una de las reducciones que describimos en el ejemplo anterior podemos
probar que el lenguaje Lz = {<M> | L(M) = @}, correspondiente al problema de determinar si una
maquina de Turing no acepta ninguna cadena, pertenece al conjunto CO-RE - R.

La pertenencia del lenguaje Lz a CO-RE (es decir, la pertenencia del lenguaje Lo a RE) se
puede probar sin mayor dificultad construyendo una maquina de Turing que reconozca LzC
(pedimos la prueba en el ejercicio 4.4). Y para probar que Lz ¢ R podemos utilizar nuevamente
la reduccién de Lu a Ls+, porque la misma funcion de reduccion f sirve para reducir Lu a LgC, o lo
que es lo mismo, por el corolario 5.2, Lu® a Ly (lo justificamos en el parrafo siguiente): a partir de
LuC < Lgzy Lu® ¢ RE obtenemos, por el corolario 5.1, Lz ¢ RE, y por lo tanto, Lz ¢ R.

Veamos que la funcion de reduccion f de Lu a Ls- que definimos en el ejemplo anterior sirve
para reducir Lu® a Lgz: asigna a todo par (<M+>, w) un cédigo <M2>, tal que M2 es una MT que al
comienzo reemplaza su entrada por la cadena w, y luego ejecuta M+ y responde como M. De
esta forma:

e Si(<M+>, w) ¢ Lu, entonces M1 rechaza w, por lo que L(M2) = @, y asi <M2> € Lg.
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e Si(<M+s>, w) € Lu, entonces M1 acepta w, por lo que L(M2) = 2*, y asi <M2> ¢ Lg.

Fin del ejemplo

Ejemplo 5.5. En este ultimo ejemplo (en las notas adicionales y en los ejercicios finales
presentamos mas), definimos una reduccién que permite encontrar otro par de lenguajes en el
conjunto £ — (RE U CO-RE).

Se trata del lenguaje Lea = {(<M1>, <M2>) | L(M1) = L(M2)} y su complemento. El lenguaje Lea
representa el problema de determinar si dos maquinas de Turing son equivalentes. Por lo tanto,
este resultado, extrapolado al ambito de la programacion, significa que el problema de la
equivalencia de programas es aun mas dificil que el problema de la detencién.

Intuitivamente, no parece razonable que Lea € RE:

Una MT Meq que reconozca Leq, dada una entrada (<M+>, <M2>), deberia ejecutar M1y Mz a
partir de cada una de las infinitas cadenas de %*, y aceptar sii M1y M2 siempre se comportan
igual.

Formalmente, podemos aprovechar que Ls» ¢ RE y LsC ¢ RE (probado en el ejemplo 5.3),
para reducir uno a Leq y el otro a Lea®, y asi probar lo que buscamos, recurriendo al corolario 5.1.
En realidad, por el corolario 5.2 alcanza con probar solamente Ls+< Lea.

Para reducir Ls-a Leq proponemos la siguiente funcion de reduccion f:

f(<M>) = (<M>, <Mz*>)

siendo Ms+una MT que reconoce el lenguaje Z*.

Ejercicio. Probar la computabilidad y la correctitud de la funcién f.

Fin del ejemplo

En la figura 5.4 agrupamos los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores, ubicando en

la jerarquia de la computabilidad a cada uno de los lenguajes caracterizados.

Figura 5.4. Los lenguajes HP, Ly, Lg, Ls+y Leq en la jerarquia de la computabilidad.
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Otras propiedades y usos

Por definicidon, una reduccion no tiene por qué ser inyectiva ni suryectiva. Dos propiedades que

si cumple toda reduccién son la reflexividad y la transitividad:

Teorema 5.2. Las reducciones son reflexivas y transitivas.

Prueba. Tanto la funcion identidad como la composicién de dos reducciones son reducciones.
En el ejercicio 5.8 pedimos comprobarlo formalmente.

Fin del teorema

Por otra parte, las reducciones no son simétricas: por lo probado antes sabemos que se cumple
Lu<Ls+, Lu e REyLs-¢ RE, y por lo tanto no puede cumplirse Ls+< Lu. Tampoco son antisimétricas:
vimos que se cumple HP < Lu y Lu < HP. La transitividad es muy util porque permite utilizar un lenguaje
intermedio cuando se dificulta encontrar una reduccién directa entre dos lenguajes. Otra utilidad de
las reducciones es la caracterizacion de clases de lenguajes a través de lenguajes representativos
(esto lo notaremos mucho mas en la complejidad computacional). Por ejemplo, todos los lenguajes
recursivamente enumerables se reducen a Lu y a HP. Esto significa que Lu y HP son tan o mas
dificiles que cualquier otro lenguaje recursivamente enumerable, y en consecuencia, si fueran
recursivos, se cumpliria RE = R. Se dice que HP y Lu son RE-completos, en el sentido de que
representan el grado de dificultad de RE, de que resolverlos permite resolver cualquier lenguaje de
RE. La RE-completitud de HP ya la referimos en el capitulo anterior, donde pedimos probarla
construyendo una maquina de Turing. Con el siguiente teorema la probamos, al igual que la RE-

completitud de Lu, por medio de reducciones:

Teorema 5.3. Los lenguajes Lu y HP son RE-completos.

Prueba. En el caso del lenguaje Ly, si L es un lenguaje cualquiera de RE y M es una MT que lo reconoce,
entonces la funcion f(w) = (<M>, w) es una reduccion de L a Lu. En el caso del lenguaje HP, como Lu<
HP, entonces por la transitividad de las reducciones se cumple, para todo L € RE, L < HP. En la figura

5.5 ilustramos la prueba (fi es una reduccién de Li a Lu y f es una reduccion de Lu a HP).

Figura 5.5. Todos los lenguajes recursivamente enumerables se reducen a Ly y HP.

Fin del teorema
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Las Turing-reducciones y los oraculos

Pasamos a describir la otra clase de reducciones, las Turing-reducciones.

Para ello, antes tenemos que introducir las maquinas de Turing con oraculo. Una maquina de
Turing M con un oraculo de un lenguaje L, identificada con ML, es una maquina de Turing con un
dispositivo adicional que le permite saber en cualquier momento de su ejecucion si una cadena
pertenece o no a L. Formalmente, una MT ML:

e Ademas de las cintas y estados comunes, cuenta con una cinta de pregunta, un estado de
pregunta q» y dos estados de respuesta gs y gn.

e Se ejecuta de la manera habitual, salvo que toda vez que el estado corriente es g- y la cinta
de pregunta tiene una cadena v, en el paso siguiente pasa al estado gs si v € L (respuesta

positiva del oraculo) o al estado gn si v € L (respuesta negativa del oraculo).

La figura 5.6 representa una maquina de Turing con oraculo.

Figura 5.6. La MT M tiene un oraculo de un lenguaje L, al cual puede invocar varias veces.

No se establece ninguna restriccion sobre el lenguaje con oraculo (puede pertenecer a
cualquier conjunto de la jerarquia de la computabilidad). Por lo tanto, una maquina de Turing con
oraculo no constituye un modelo real de una computadora. Debe entenderse como una
abstraccion para simplificar la descripcidon de una maquina que ejecuta otra maquina varias
veces. La segunda maquina es capaz de decidir un lenguaje independientemente de su grado
de dificultad, lo que permite relacionar lenguajes a partir de determinados supuestos.

Caracterizadas las maquinas de Turing con oraculo, ahora definimos las Turing-reducciones
en términos de ellas:

Una Turing-reduccion de un lenguaje L1 a un lenguaje L2 es una MT M2 que decide L1. La
notacion L1 <t L2 expresa que existe una Turing-reduccién de L1 a Lo.

De acuerdo a la definicidn, una Turing-reduccién de un lenguaje L1 a un lenguaje L2 es una
generalizacién de una m-reduccién de L1 a L2, al poder invocarse repetidas veces el algoritmo

que resuelve el lenguaje conocido. Esto hace que haya casos en que soélo existan Turing-
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reducciones entre dos lenguajes (mientras que se cumple que L1 <m L2 implica L1 <7 L2, como

pedimos probar en el ejercicio 5.10).

Ejemplo 5.6. La siguiente es una Turing-reduccién de HP a Ly, es decir, una MT M“ que decide
HP. Dada una entrada de la forma (<M+>, w) (seguimos omitiendo las entradas sintacticamente

incorrectas), Mt¥ hace:

1. Ejecuta la MT Mr que computa la m-reduccion de HP a Lu que describimos en el ejemplo 5.2,
escribe la salida (<M2>, w) correspondiente en su cinta de pregunta, y pasa al estado q-.
2. Acepta o rechaza, segun en el paso siguiente a la invocacién al oraculo de Lu, el estado es

gs O gn, respectivamente.

Ejercicio. Comprobar que Mt decide HP.

Fin del ejemplo

El siguiente teorema formaliza la utilidad de las Turing-reducciones:

Teorema 5.4. SiL:1 <t L2y L2 € R, entonces L1 € R.

Prueba. El teorema establece lo mismo que el teorema 5.1 sobre las m-reducciones, pero
considerando sélo los lenguajes recursivos (después justificamos esta restriccion).

La idea general de la prueba es la siguiente. Dadas una MT M2 que decide el lenguaje L1y
una MT M2 que decide el lenguaje L2, una MT M1 que se comporta como M'?, pero reemplazando
todas sus invocaciones al oraculo de L2 por ejecuciones de Mz, decide L1. Formalmente, dada

una entrada w, M+ hace:

1. Ejecuta M2 hasta que alcanza el estado g- o termina (en este Ultimo caso termina y responde
como ML2).

2. Ejecuta M: a partir de la cadena de la cinta con la que simula la cinta de pregunta de M2,

3. Pasa al estado gs o gn segun M2 acepta o rechaza, respectivamente, y vuelve al bloque 1.

Fin del teorema

Aplicando el contrarreciproco a lo que formula el teorema anterior, igual que hicimos con el
teorema 5.1, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.3. SiL1 <t L2y L1 ¢ R, entonces L2 ¢ R.

De esta manera, las Turing-reducciones también permiten probar tanto la pertenencia como
la no pertenencia de un lenguaje al conjunto R.
En lo que hace a la prueba de pertenencia a RE, en cambio, las Turing-reducciones no

resultan Utiles. L1 <t L2 no asegura L2 ¢ RE si L1 ¢ RE (L2 puede ser mas facil que L),
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consecuencia de que no se establece ninguna restriccién sobre el tipo de lenguaje con oraculo.
Por ejemplo, se cumple HPC <r HP (se prueba trivialmente), siendo HP® ¢ RE y HP € RE.
También se cumple Lg <1 Lu (lo probamos en una nota adicional), siendo Lz ¢ RE y Lu € RE.

Como contrapartida, las Turing-reducciones permiten establecer relaciones entre lenguajes
que no se pueden establecer utilizando m-reducciones (justamente debido a la falta de
restricciones sobre los lenguajes con oraculo).

Por ejemplo, se cumple Lz <t Luy Lu <t Lg (esto ultimo lo probamos en la misma nota adicional
referida antes), lo que quiere decir que si uno fuera recursivo también lo seria el otro. Se define
en este caso que los lenguajes son recursivamente equivalentes. Asi, con un criterio alternativo
al que planteamos previamente, podemos interpretar que los grados de dificultad de Lz y Lu son
equivalentes.

Una manera particular de relacionar lenguajes con Turing-reducciones consiste en utilizar
Turing-reducciones con oraculos que a su vez invocan a oraculos. Un ejemplo involucra a los
lenguajes Ls»= {<M> | L(M) = 2*} y Lg? = {<M> | L(M?) = &}. Le?, como Lg, representa el problema
de determinar si el lenguaje reconocido por una MT M es el vacio, pero con el agregado de que
M cuenta con un oraculo del propio lenguaje Lz (se pueden definir de la misma forma los
lenguajes Lg®, Lg?, etc., cada uno considerando una maquina de Turing mas potente que la
anterior, y lo mismo se puede hacer con cualquier otro lenguaje). Se demuestra que Ls* <t Lz? y
Lz? <1 Ls+, es decir que Ls+y Lz? son recursivamente equivalentes, lo que significa que no alcanza
con una maquina de Turing con un oraculo de Lz para decidir Ls+, sino que se necesita una
maquina con mas poder computacional, de lo que se desprende que el grado de dificultad de Ls+
es mayor que el de Lz (relacion que ya determinamos utilizando m-reducciones).

Es interesante observar como las Ultimas relaciones entre lenguajes mencionadas se
mantienen en escenarios mas restringidos.

Por ejemplo, en el marco de los autdmatas con pila, los lenguajes Lu y Lz son recursivos y el
lenguaje Lz no. Y en el marco de los autdmatas finitos, los tres lenguajes son recursivos, pero
mientras que Lu y Lz se deciden en tiempo polinomial, para decidir Ls- se requiere un tiempo
mucho mayor, del orden exponencial.

Como en el caso de las m-reducciones, las Turing-reducciones son reflexivas y transitivas

(ejercicio 5.8).

Notas adicionales

Agregamos ejemplos de m-reducciones y Turing-reducciones. En primer lugar, una m-reduccion
que permite probar la no recursividad de un tipo particular de lenguajes, los lenguajes que
representan propiedades de los lenguajes recursivamente enumerables. Luego, dos Turing-
reducciones mencionadas en el capitulo. Finalmente, dos m-reducciones con las que se puede

demostrar la indecibilidad en la aritmética y la I6gica de predicados.
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El Teorema de Rice

El siguiente teorema, formulado por H. Rice, formaliza por medio de una m-reduccion un

esquema de prueba muy sencillo para demostrar que cierto tipo de lenguajes no son recursivos:

Teorema 5.5. Si 1 es un conjunto de lenguajes recursivamente enumerables que cumple la

condicién @ c I < RE, entonces el lenguaje Ln = {<M> | L(M) € I} no es recursivo.

Prueba. Los conjuntos [1 representan lenguajes recursivamente enumerables con una
determinada propiedad (por ejemplo, ser recursivos, ser finitos, tener sélo palindromos, etc.). El
Teorema de Rice establece la indecibilidad del problema de determinar, dado un conjunto de
maquinas de Turing y una propiedad de los lenguajes de RE, si los lenguajes que reconocen las

maquinas satisfacen dicha propiedad.

Ejercicio. ;Por qué se plantea la condicion @ c I = RE? Ayuda: ¢se cumple la recursividad del
lenguaje Ln = {<M>| L(M) €1} cuando I = go 1= RE?

Intuitivamente, Ln no puede ser recursivo, porque para determinar, dada una entrada <M>, si
L(M) satisface una propiedad especifica, se deben procesar todas las cadenas de Z*.
Formalmente, el Teorema de Rice se puede probar mediante una m-reduccién de Lu a Ln (como
Lu ¢ R, entonces Ln ¢ R). La m-reduccion es la siguiente:

Asumimos que I no contiene el lenguaje vacio (de lo contrario, consideramos N¢ = RE — 1,
probamos LnC ¢ R, y por lo tanto también Ln ¢ R). Sea L € N, con L # @, y sea ML una MT que lo

reconoce. Proponemos la siguiente funcion de reduccion f de Lu a Ln:

f((<M>, w)) = <Muw>

tal que la MT Mww, dada una entrada v, hace:

1. Ejecuta M a partir de w.
2. Si M acepta w, entonces ejecuta M. a partir de v y acepta sii ML acepta.

Si M no acepta w, entonces no acepta.
Ejercicio. Probar la computabilidad de f.
Veamos que se cumple la correctitud de f:

e Si(<M>, w) € Lu, entonces L(Mww) = L, y por lo tanto <Mww> € Ln.

e Si(<M>, w) ¢ Lu, entonces L(Mww) = @, y por lo tanto <Mww> € Ln.

Fin del teorema
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El Teorema de Rice no puede aplicarse cuando los cédigos <M> se definen no en términos
de los lenguajes L(M) sino en términos de las propias MT M (por ejemplo, que se muevan sélo a
la derecha, que el alfabeto sdélo contenga los simbolos uno y cero, etc.). En este ultimo caso, las

pruebas deben encararse de otra manera (ver los ejercicios finales).

Otros ejemplos de Turing-reducciones

En el ejemplo siguiente describimos un par de Turing-reducciones, unade Lua Lz y la otra de Lg
a Lu, que prueban que ambos lenguajes son recursivamente equivalentes (si uno fuera recursivo

también lo seria el otro):

Ejemplo 5.7. Primero describimos la Turing-reducciéon de Lu a Lg. La siguiente MT M decide

Lu. Dada una entrada (<M>, w), M2 hace:

1. Ejecuta la MT Mr que computa la m-reduccion de Lu a Lz® que mostramos en el ejemplo 5.4,
la cual asigna a (<M>, w) un cédigo <Mw> tal que L(Mw) = 2* o L(Mw) = & segun M acepta o
rechaza w, respectivamente.

2. Escribe <Mw> en la cinta de pregunta y pasa al estado .

3. Acepta o rechaza, segun luego de la invocacion al oraculo de Lg, el estado es gn 0 Qs,

respectivamente.

En el bloque 3, si el estado es gn significa que L(Mw) # &, y asi que (<M>, w) € Lu. Y si el
estado es gs, significa que L(Mw) = &, y por lo tanto que (<M>, w) € Lu.
Ahora describimos la Turing-reduccién de Lz a Lu. La siguiente MT M decide Lz. Dada una

entrada <M1>, MY hace:

1. Construye un cédigo <M2>, tal que M2 reemplaza su entrada por <M1> y ejecuta una MT MgC
qgue reconoce el lenguaje LgC (la construccion de MgC la pedimos en el ejercicio 4.4),
resultando asi L(M2) = £* o L(M2) = & segun L(M+) = & o L(M+) = &, respectivamente.

2. Escribe (<M2>, A) en la cinta de pregunta y pasa al estado q».

3. Acepta o rechaza, segun luego de la invocaciéon al oraculo de Lu, el estado es gn 0 Qs,

respectivamente.
En el bloque 3, si el estado es gn significa que (<M2>, A) ¢ Lu, y asi que L(M1) = &. Y si el

estado es gs, significa que (<M2>, A) € Ly, y asi que L(M+) = &.

Fin del ejemplo
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Otros ejemplos de m-reducciones

En esta ultima nota adicional mostramos la idea general de las m-reducciones que permiten

probar la indecibilidad en la aritmética y la I6gica de predicados.

Teorema 5.6. El problema de decision en la aritmética es indecidible.

Prueba. La indecibilidad en la aritmética se deriva directamente del Primer Teorema de
Incompletitud de K. Gddel, ya referido antes: establece que el lenguaje L, = {w | w es un
enunciado verdadero de la aritmética} no es recursivamente enumerable. Otra manera de probar
lo mismo es mediante una m-reduccién (Goédel formulé su teorema en 1931, cinco afos antes
del articulo de A. Turing con maquinas de Turing y m-reducciones). En efecto, existe una m-
reducciéon de HP a L,, y como HP <m L, sii HP® <n L, entonces L. ¢ RE, y asi también se

cumple L, € RE (ejercicio 3.9). En lo que sigue comentamos la idea general de la m-reduccion:

e La computacién de una maquina de Turing (con una cinta, sin perder generalidad) se puede
representar por medio de una cadena de simbolos, mas precisamente por medio de una
secuencia de subcadenas que representan las distintas configuraciones de la computacion,
cada una con un estado, un contenido de la cinta y una posicion del cabezal. En particular, la
cadena es finita sii la maquina se detiene.

e Una cadena de simbolos se puede representar con un nimero natural, por medio de la técnica
de gddelizacion creada y utilizada por Godel en su teorema de incompletitud.

Teniendo en cuenta ambas observaciones, se define una funcién de reduccion f que consiste
en asignar a todo par (<M>, w) una férmula aritmética w que resulta verdadera sii la MT M se
detiene a partir de la cadena w, donde w expresa que existe una cadena de a lo sumo k simbolos
que representa la computacién de M a partir de w.

Fin del teorema

Teorema 5.7. El problema de decision en la légica de predicados es indecidible.

Prueba. Primero mostramos a grandes rasgos la m-reduccién que presentd Turing en su articulo
de 1936, y después, con algo mas de detalle, otra que planteé A. Church, mas sencilla.

La m-reduccién de Turing parte del problema de determinar si una maquina de Turing imprime
alguna vez el simbolo 0 (el lenguaje que representa el problema no es recursivo, lo que se puede
demostrar mediante una m-reduccién desde el lenguaje HP (ejercicio 5.4.h)).

La funcién de reduccion f consiste en asignar a todo par (<M>, w), una férmula @ que incluye
predicados relacionados con la computacién de la MT M a partir de la cadena w, como: Rs(x, y),

que expresa que el simbolo de la celda y de la configuracion x es s; I(x, y), que expresa que la
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celda corriente de la configuracién x es y; Kq(x), que expresa que el estado corriente de la
configuracién x es q; y F(x, z), que expresa que la configuracion z le sigue a la configuracion x.

La asignacién de y a (<M>, w) se hace de forma tal que Yy es demostrable en la l6gica de
predicados sii M a partir de w imprime alguna vez el simbolo 0. En consecuencia, la m-reduccion
prueba que el lenguaje Lipr = {y | @ es un teorema de la logica de predicados}, representante del
problema de decision en la légica de predicados, no es recursivo, porque si lo fuera también lo
seria por transitividad el lenguaje HP.

Describimos ahora la idea general de la m-reduccion de Church. Parte del problema de
correspondencia de Post, mencionado en el capitulo 3, que consiste en determinar, dado un
conjunto finito de pares de cadenas C = {(u1, v1), ..., (U, W)}, si hay una forma de ordenar los
pares, permitiendo repeticiones, tal que la secuencia que resulte de concatenar las cadenas ui
coincida con la secuencia que resulte de concatenar las cadenas vi. Se prueba que el lenguaje
que representa dicho problema no es recursivo (se puede demostrar con una m-reduccion desde
el lenguaje Lu). De este modo, para probar que el lenguaje LLp no es recursivo, se define una
funcion de reduccion f que asigna a un conjunto C de las caracteristicas mencionadas, una
féormula @ de la Iégica de predicados, que es vélida (es un teorema de la Iégica de predicados)
sii C tiene solucion (existe un ordenamiento ix, ..., im tal que Ui1...Uim = Vi1...Vim).

La formula g utiliza la constante e, entendida como la cadena vacia; funciones fw(c),
asociadas a la operacion de concatenacién de una cadena w al final de una cadena c (en
realidad, fw abrevia la composicion de funciones fs, siendo s un simbolo); y el predicado P(x, y),
cuyo significado pretendido es que las cadenas x e y tienen, respectivamente, la forma uir...Umy

Vi1...Vim, dado un determinado ordenamiento i1, ..., im. La forma de y es:

Y1 A YP2—> Ys
tal que:

w1 = Ai=1x P(fu(e), fui(e))
W2 = VxVy: P(x, y) = A=tk P(fui(x), fvi(y))
ws=3z: P(z, 2)

usando mas abreviaturas para simplificar la notacién: Ai=1x en vez de desarrollar una conjuncién
de k operandos, y — (implicacién) en vez de plantear una disyuncién con el antecedente negado.

Claramente, se cumple la computabilidad de f. También se cumple su correctitud:

e Siy es valida, cualquier interpretacion la satisface, en particular la interpretacion habitual de
las cadenas de simbolos. Con dicha interpretacion se comprueba que w1 y W2 son verdaderas,
y por lo tanto también w3 = 3z: P(z, z), lo que significa que C tiene solucion.

e Si C tiene solucion, existe un ordenamiento is, ..., im tal que ui1...Um = Vi1...vim. Con esto en
consideracion y partiendo de alguna interpretacion, se comprueba que si w1 y w2 son
verdaderas entonces w3 = 3z: P(z, z) es verdadera, y asi también y, lo que significa que p es
valida porque es verdadera con cualquier interpretacion.

Fin del teorema
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Observaciones finales

e Existen dos clases de reducciones, las m-reducciones y las Turing-reducciones. Las Turing-
reducciones son una generalizacion de las m-reducciones, pero las dos son de utilidad.

e Las reducciones permiten probar tanto la pertenencia como la no pertenencia de un lenguaje
a R o a RE. Para probar la no pertenencia, en general es mas facil utilizar una reduccion que
una diagonalizacion, pero contando con un lenguaje ya caracterizado; de lo contrario, la
diagonalizacion es el método de prueba a aplicar.

e Las reducciones también permiten agrupar lenguajes en conjuntos mas especificos que los
de la jerarquia de la computabilidad, de acuerdo a distintos criterios de afinidad, como

veremos en la parte de complejidad computacional.

Referencias

Las m-reducciones y las Turing-reducciones incluidas en este capitulo se basan en las que se
describen en el capitulo 8 de (Hopcroft y Uliman, 1979), el capitulo 5 de (Sipser, 1997) y el
capitulo 5 de (Lewis y Papadimitriou, 1998).

Los oraculos en las maquinas de Turing los introdujo A. Turing en (Turing, 1939), para su tesis
doctoral en Princeton sobre los sistemas légicos basados en ordinales.

Otra alternativa para clasificar a los lenguajes por su grado de dificultad, en el sentido de la
computabilidad, es por medio de grados de Turing, que son conjuntos de lenguajes
recursivamente equivalentes, definidos en términos de maquinas de Turing con oraculo. Por
ejemplo, los lenguajes recursivos conforman un grado de Turing, un grado de Turing de mayor
dificultad incluye a los lenguajes HP, Lu y Lz., otro de mayor dificultad aun contiene los lenguajes
recursivamente equivalentes al lenguaje HP? = {(<M>, w) | MHP se detiene a partir de w}, que
representa el problema de la detencién de una maquina de Turing con un oraculo del propio
lenguaje HP, y de la misma manera se puede continuar con grados de Turing con los lenguajes
HP3, HP4, etc. (ver por ejemplo el capitulo 4 de (Aaronson, 2013)).

El Teorema de Rice no sélo permite probar la no recursividad de determinados lenguajes,
sino que también se puede aplicar para demostrar la no pertenencia al conjunto de los lenguajes
recursivamente enumerables. El trabajo completo de su autor, H. Rice, se describe en (Rice,
1953) y (Rice, 1956).

La prueba de Turing de la indecibilidad del problema de decision en la légica de predicados
(el Entscheidungsproblem), que comentamos en una nota adicional, se desarrolla en la seccidon
11 de su articulo de 1936. Turing se enfocé en la I6gica candnica de primer orden Fo (también
llamada Engere Préadikatenkalkdl por D. Hilbert y calculo funcional puro de primer orden por A.
Church), teniendo en cuenta que si Fo era decidible, también eran decidibles todas las l6gicas de

primer orden. (Petzold, 2008) explica la prueba con mucho detalle. La prueba alternativa de
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Church que incluimos en la misma nota adicional referida antes se puede encontrar en el capitulo
2 de (Huth y Ryan, 2004).

Otras lecturas recomendadas:
El capitulo 6 de (Papadimitriou, 1994) y el capitulo 1 de (Arora y Barak, 2009): tratan la

codificacion de las computaciones de las maquinas de Turing.

El apéndice 1 de (Martinez y Pifieiro, 2009): presenta distintos ejemplos de teorias completas

e incompletas.

Ejercicios

5.1

5.2

5.3

54

5.5

Sea w una cadena de unos y ceros y E(w) la cadena que se obtiene reemplazando en w
los unos por ceros y los ceros por unos. Por ejemplo, E(100) = 011. Se define que un
lenguaje L es un lenguaje espejo si toda cadena w € L distinta de la cadena vacia cumple
que E(w) € L. Probar que si L es un lenguaje espejo y no pertenece al conjunto RE,

entonces el lenguaje L tampoco pertenece a RE.

Justificar por qué no puede existir una m-reduccion del lenguaje Lz = {<M> | L(M) = X} al
lenguaje Ly = {<M> | L(M) = @}.

Determinar a qué conjunto de la jerarquia de la computabilidad pertenece cada uno de los
siguientes lenguajes. Comentario: No se puede aplicar el Teorema de Rice.

a. L ={<M>| M se detiene a partir de todas las cadenas}.

b. L ={<M>|M se detiene a partir de alguna cadena}.

c. L ={<M>| M no se detiene a partir de alguna cadena}.
d

L = {<M> | M no se detiene a partir de ninguna cadena}.

Lo mismo que el ejercicio anterior, considerando los siguientes lenguajes:

a. L={<M>]|M es unaMT con un nimero impar de estados}.

b. L={<M>|L(M) € RE}.

c. L={<M>|L(M) incluye una cadena w tal que |w| < 100}.

d. L={<M>]|L(M) es finito}.

e. L={(<Mi>, <M2>) | L(M1) # L(M2)}.

f. L={(<M:>, <M2>) | L(M1) < L(M2)}.

g. L={((<M>, w, v) | M(w) = v}.

h. L={(<M>, w)|M a partir de w imprime alguna vez el simbolo 0}.

Con la siguiente funcion f se pretende definir una m-reduccion del lenguaje Lu® al lenguaje
Lr = {<M> | L(M) € R}: dada una cadena con la forma (<M>, w), la funcion f le asigna un

cédigo <Mw>, tal que Mw es una MT que a partir de una entrada v: ejecuta M a partir de w;
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si M no acepta, entonces no acepta; si M acepta, entonces ejecuta MLy (MT que reconoce
Lu) a partir de v y acepta sii MLy acepta.
a. Probar que la funcion f es efectivamente una m-reduccion de LuC a Lr.

b. ¢Qué cadena podria asignar la funcion f a una entrada sintacticamente incorrecta?

Con esta otra funcién f se pretende definir una m-reduccion del lenguaje LuC al lenguaje
LrC = {<M> | L(M) ¢ R}: dada una cadena con la forma (<M>, w), la funcién f le asigna un
codigo <Mw>, tal que Mw es una MT que a partir de una entrada v: ejecuta en paralelo M a
partir de w y My (MT que reconoce Lu) a partir de v, y acepta sii alguna de las dos maquinas
acepta.

a. Probar que la funcioén f es efectivamente una m-reduccion.

b. ¢Qué cadena podria asignar la funcion f a una entrada sintacticamente incorrecta?

c. ¢En qué conjunto de la jerarquia de la computabilidad estan los lenguajes Lr y Lr®

definidos en este ejercicio y el anterior?

En la logica de predicados, los teoremas coinciden con las férmulas validas, es decir con
las férmulas verdaderas con cualquier interpretacion. Asi, por la indecibilidad del problema
de decision en la légica de predicados, el lenguaje de las férmulas validas no es recursivo.
Probar que entonces tampoco es recursivo el lenguaje de las féormulas invalidas, es decir

las férmulas falsas con cualquier interpretacion. Ayuda: utilizar una m-reduccion.
Probar que las m-reducciones y las Turing-reducciones son reflexivas y transitivas.

Probar que se cumple Lu® <t Lu. ¢ Se puede concluir algo sobre LuC€ a partir de esta Turing-

reducciéon?
Probar que L1 <m L2 implica L1 <t La.

Probar que los siguientes enunciados son légicamente equivalentes (es decir, se implican
dos a dos):

a. A es Turing-reducible a B.

b. AC es Turing-reducible a B.

c. A es Turing-reducible a BC.

d. AC es Turing-reducible a BC.

Probar que si existen una m-reduccion de L1 a L2 y una Turing-reduccion de L2 a Ls,

entonces también existe una Turing-reduccion de L1 a Ls.

Determinar cuales de los siguientes lenguajes son recursivos. Comentario: se puede

aplicar el Teorema de Rice cuando sea posible.
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L = {<M> | las cadenas de L(M) tienen la forma a"b", con n > 1}.
L = {<M> | L(M) es un lenguaje libre de contexto}.

L = {<M> | M tiene un numero par de estados}.

L = {<M> | L(M) € RE}.

L = {<M> | L(M) = Lz+}.

e 2@ o T o
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CAPITULO 6

Tiempo polinomial y tiempo no polinomial

Hasta ahora nos hemos enfocado en la computabilidad de los problemas. Describimos varios
problemas de interés computacional y nos interesamos principalmente en la propiedad de
decidibilidad. Pero con saber que un problema es decidible no alcanza para establecer
fehacientemente su grado de dificultad.

Por ejemplo, siempre se puede decidir si un enunciado sobre los nimeros naturales es
verdadero o falso cuando la aritmética considerada se restringe a la operaciéon de suma
(aritmética de Presburger), pero para lograrlo se necesita una maquina de Turing que tiene que
ejecutar en general una cantidad de pasos tan grande, que hace que el problema de decision
correspondiente resulte intratable. Lo mismo se puede decir con respecto a la cantidad de celdas
que la maquina debe recorrer.

Sobre esta segunda 6ptica de analisis, la del costo computacional para resolver los problemas
decidibles, conocida como complejidad computacional, trataremos a partir de este capitulo y
hasta el final del libro. Utilizaremos las dos métricas a las que hicimos referencia en el ejemplo
anterior, que son las mas habituales e intuitivas, expresadas en términos de maquinas de Turing:
en primer lugar, el tiempo, medido en cantidad de pasos ejecutados (métrica de complejidad
temporal), y, en segundo lugar, el espacio, medido en cantidad de celdas ocupadas (métrica de
complejidad espacial). En las referencias mencionamos otras métricas.

Partimos con la complejidad temporal. Como hicimos en la parte de computabilidad,
comenzamos especificando el escenario de estudio. Planteamos las definiciones basicas,
mostramos ejemplos representativos y presentamos una jerarquia de lenguajes, que en este
caso iremos refinando a lo largo de los capitulos.

Seguimos presentando los temas en el marco de los problemas de decision, y por lo tanto
continuamos desarrollando las descripciones en términos de lenguajes, ahora solamente
recursivos. En el ultimo capitulo analizaremos otros tipos de problemas, y también recurriremos

a otros modelos de computacion.
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Introducciéon a la complejidad temporal

Intuitivamente, un lenguaje L1 es mas dificil que un lenguaje L2, en el sentido de la complejidad
temporal, si para decidir L1 es necesario ejecutar mas pasos de una maquina de Turing que para
decidir L2. ¢Pero cualquier cantidad mas grande de pasos determina un grado de dificultad
mayor? Ademas, ¢cuando un lenguaje puede ser considerado tratable, teniendo en cuenta la
cantidad de pasos que se requieren para decidirlo? Y en todo caso, ¢,con qué modelo de maquina
de Turing y con qué representacion de las cadenas corresponde hacer las mediciones?
Evidentemente, para formalizar la nocion de complejidad temporal de un lenguaje

necesitamos acordar previamente varias convenciones, que presentamos a continuacion:

Tiempo de ejecucion con respecto al tamafio de las cadenas de entrada. Naturalmente, las
maquinas de Turing fardan mas a medida que procesan entradas mas grandes, por lo que
analizar cuantos pasos ejecutan en términos absolutos no tiene ningun sentido. Se utilizan en
cambio funciones temporales T(n), siendo n el tamafio de las entradas, para especificar su
crecimiento en relacidn al crecimiento de las entradas. El crecimiento de las funciones temporales

puede ser, siendo k y ¢ constantes: lineal como n, cuadratico como n?, mas en general polinomial

como nk, cuasipolinomial como n'°¢ subexponencial como ¢, exponencial como ¢, doble

exponencial como 2 elevado a la ¢, etc. Utilizaremos a veces, para abreviar, la expresion poly(n)
para referirnos a una funcién polinomial, y la expresion exp(n) para referirnos a una funcién
exponencial (mejor dicho no polinomial, como aclararemos enseguida).

Formalmente, se define que una MT M se ejecuta en tiempo T(n) (o tarda tiempo T(n), o es
de tiempo de ejecucién T(n), etc.) sii para toda cadena de entrada w, con |w| = n, M a partir de w
hace a lo sumo T(n) pasos. Se cumple T(n) > n, porque M tiene que leer minimamente los n

simbolos de w.

Tiempo de ejecucion en el peor caso. De acuerdo a la definicidn anterior, el tiempo de ejecucion
de una maquina de Turing queda determinado por el tiempo maximo que puede tardar,
considerando la poblacion completa de las cadenas de entrada. Esto quiere decir que unas pocas
entradas pueden castigar al conjunto. Por ejemplo, si a partir de la gran mayoria de sus entradas
una MT M tarda tiempo polinomial, y unas pocas provocan ejecuciones de tiempo exponencial,
entonces el tiempo de ejecucion de M queda establecido como exponencial, el peor caso. Podria
objetarse este criterio: ; No es mas légico utilizar el tiempo promedio, considerando la distribucion
de las entradas, o en todo caso el tiempo minimo producido cualquiera sea la entrada? La razén
para no utilizar en general estos dos criterios es que los resultados correspondientes son dificiles
de obtener. De hecho, actualmente a pocos lenguajes se les conoce el tiempo promedio o el
tiempo minimo que se necesita para decidirlos.

De esta manera, la complejidad temporal de un lenguaje queda determinada por la maquina de
Turing conocida mas rapida que lo decide, contemplando la cota temporal superior y todas las

cadenas de X*. Asi se abre la posibilidad de mejora, es decir, la posibilidad de que se encuentre una
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magquina de Turing mas rapida (lo que ha venido ocurriendo a lo largo de los afios en distintos casos).
Obviamente, para mejorar el tiempo también esta la posibilidad de tratar sélo con un subconjunto de

entradas, siempre y cuando el lenguaje, con dicha restriccion, siga siendo de interés.

Tiempo de ejecucion como orden de magnitud. En lugar de utilizar tiempos exactos T(n), en la
complejidad temporal se manejan 6rdenes de magnitud, que se expresan con la notacion
asintética O(T(n)), a la que ya recurrimos antes. Dicha expresion denota el conjunto de todas las
funciones temporales acotadas superiormente por c.T(n), tal que ¢ es una constante positiva.

Formalmente, se define que T1(n) = O(T2(n)), y se dice que la funcién T1(n) es del orden de la
funcion Tz(n), sii se cumple T1(n) < c.T2(n) para todo n mayor o igual que un determinado no, con
¢ > 0. Por ejemplo, 5n? + 3n + 8 = O(n?), n2 = O(n3), y n3 = O(2").

Ejercicio. Probar las tres igualdades.

El uso de 6rdenes de magnitud permite manejar distintos niveles de analisis. Por ejemplo, a
veces puede interesar solamente distinguir entre tiempo polinomial y exponencial, mientras que
otras veces puede requerirse una rigurosidad mayor, como conocer el grado del polinomio o la
forma del exponente que definen un determinado tiempo de ejecucién. En general se maneja un
alto nivel de abstraccidén, que formalizaremos cuando presentemos la jerarquia temporal.
Particularmente, los factores constantes de las funciones temporales T(n) se pueden eliminar, lo
que se justifica por el Teorema de Aceleracién Lineal (Linear Speedup Theorem): si existe una
MT M1 que se ejecuta en tiempo ¢.T(n), entonces también existe una MT Mz equivalente que lo
hace en tiempo T(n). La idea es que Mz, utilizando un alfabeto cuyos simbolos son secuencias
de simbolos del alfabeto de M1, puede procesar en un solo paso lo que a M+ le lleva varios pasos.
En los ejemplos utilizaremos en general la notacion O(T(n)), teniendo en cuenta entonces que
también podriamos utilizar directamente T(n)).

Antes de introducir las convenciones que faltan, mostramos algunos primeros ejemplos de
calculo de tiempo de ejecucion. Refuerzan la fundamentacién de las mismas, y permiten

familiarizarnos con las definiciones que hemos formulado hasta el momento.

Ejemplo 6.1. En el capitulo 2 describimos dos maquinas de Turing, una MT M1 con una cinta y
una MT Mz con dos cintas, para decidir el lenguaje de las cadenas akb¥, con k > 1 (ejemplos 2.1
y 2.2, respectivamente). Vamos a calcular el tiempo de ejecucién de cada maquina.

Comenzamos por M1. Dada una entrada w, M1 hacia basicamente:
1. Leer una a, reemplazarla por una a y avanzar para buscar una b. Al encontrarla, reemplazarla

por una 3 y retroceder para repetir el ciclo.

2. Agotadas las a, avanzar recorriendo todas las 8 hasta el final.
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Para calcular el tiempo de ejecucion de M+ (en términos de |w| = n y considerando el peor

caso), tenemos que sumar los tiempos de ejecucion de los bloques 1y 2:

e Bloque 1: O(n/2) iteraciones, una por cada par de a y b, de O(n) pasos cada una, para avanzar
desde una a hasta una b y luego retroceder hasta la siguiente a.
e Bloque 2: O(n/2) pasos, para avanzar sobre todas las f3.

e Por lo tanto, el tiempo de ejecucion de M1 es O(n2/2) + O(n/2) = O(n?), tiempo cuadratico.

Ejercicio. Justificar por qué también se puede establecer que el lenguaje de las cadenas akbk,

con k > 1, es decidible en tiempo n2. Ayuda: considerar el Teorema de Aceleracion Lineal.

Por su parte M2, dada una entrada w, hacia basicamente:

1. Avanzar sobre las a en la cinta 1, y al mismo tiempo marcar una X por cada a en la cinta 2.

2. Avanzar sobre las b en la cinta 1, y al mismo tiempo retroceder sobre las X en la cinta 2.

En este caso, el tiempo de ejecucion es menor. Los bloques 1 y 2 requieren, en conjunto,
O(n) pasos, que es lo que lleva recorrer las a y b en la cinta 1 en simultaneo con la escritura y
lectura de las X en la cinta 2. Por lo tanto, M: tarda tiempo O(n), tiempo lineal, y asi
cuadraticamente menor que el tiempo de ejecucién de M+, lo que es consistente con lo que
describimos en el capitulo 2, cuando mostramos como simular una maquina de Turing con varias
cintas con una maquina de Turing con una cinta (observacion posterior al teorema 2.1).

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.2. El lenguaje SAT = {@ | ¢ es una férmula booleana sin cuantificadores satisfactible}
representa el problema de satisfactibilidad. Como indicamos previamente, el problema consiste
en determinar, dada una férmula booleana sin cuantificadores, si existe alguna asignacion de
valores de verdad que la satisface, es decir que la hace verdadera. La sintaxis de las formulas
booleanas sin cuantificadores la comentamos en el ejercicio 2.2 (asumiremos que tienen m
variables, y recordar que hasta el capitulo 8 sélo utilizaremos formulas booleanas sin

cuantificadores). Por ejemplo, la formula:

Q1= (X1AX2) v (7X1V X2)

es satisfactible, y en cambio la férmula:

@2 = (X1 A X2) A (TX1 Vv TX2)
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no lo es. Vamos a mostrar cémo decidir SAT de dos maneras, primero con una MT My
deterministica y después con una MT M2 no deterministica, y cual es el tiempo de ejecucion
requerido en cada caso.

Empezamos por la MTD Ms. Dada una entrada w, M1 hace:

1. Si w no es una férmula booleana ¢, rechaza.
2. Genera una asignacion de valores de verdad A para ¢.
3. Evalua @ con A.

Si la evaluacion resulta verdadera, acepta.

Si no, si no quedan asignaciones por probar, rechaza, y si quedan, vuelve al bloque 2.

M1 decide SAT, porque si existe una asignacion de valores que satisface ¢, M1 la encuentra.
En cuanto al tiempo de ejecucion de M1, es el tiempo de ejecucion del bloque 1 mas el tiempo

de ejecucion del conjunto de iteraciones de los bloques 2 y 3:

e Bloques 1 y 3: se implementan con tipicos algoritmos de analisis sintactico y evaluacion de

férmulas booleanas ¢, basados en una pila, que requieren tiempo O(|@|?) = O(n?).

Bloque 2: la generacién de una asignacion de valores de verdad a las m variables de una
férmula booleana ¢ requiere tiempo O(m) = O(|g]) = O(n).

Los bloques 2 y 3 en conjunto se pueden iterar 2™ = O(2/9) = O(2") veces, porque en el peor
caso hay que probar con todas las asignaciones de valores de verdad posibles (verdadero y

falso para cada una de las m variables).

Por lo tanto, el tiempo de ejecucién de M1 es exponencial, determinado por la cantidad

posiblemente exponencial de iteraciones que debe ejecutar.

Ahora mostramos la MTN Mz. A partir de una entrada w, M2 hace:

—_

. Siw no es una férmula booleana ¢, rechaza.

N

. Genera no deterministicamente una asignacién de valores de verdad A para ¢.

w

Evalua ¢ con A, y acepta (rechaza) si la evaluacion resulta verdadera (falsa).

Es decir, M2 hace lo mismo que M1, pero generando las asignaciones de valores de verdad
de manera no deterministica. Por definicion, el tiempo de ejecucion de una maquina de Turing
no deterministica es el tiempo de ejecucion de la computacion que tarda mas (interpretacion de
ejecucion paralela de todas las computaciones, que como comentamos en el capitulo 2 no es
propia de un modelo real de una computadora). De este modo, a diferencia de la MTD M, el
tiempo de ejecucion de la MTN M2 es polinomial, dado que los tres bloques, cualquiera sea la
computacion, tardan tiempo polinomial. Esto significa que M2 tarda exponencialmente menos que

M1, lo que es consistente con lo que describimos en el capitulo 2, cuando mostramos cémo
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simular una maquina de Turing no deterministica con una maquina de Turing deterministica
(observacion posterior al teorema 2.2).

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.3. Los dos ejemplos anteriores se relacionan con el modelo de maquina de Turing
utilizado. En este ultimo ejemplo introductorio nos enfocamos en la representacion de las
cadenas.

Sea el lenguaje DIV-3 = {N | N es un numero natural que tiene un divisor que termina en 3}.
Una MT M que, dado N, lo divide sucesivamente por 3, 13, 23, etc., hasta encontrar
eventualmente un divisor, claramente decide DIV-3, ejecutando en el peor caso unas N/10
divisiones (M rechaza la entrada si no es un niumero). Por ejemplo, si N = 100, M prueba con 3,
13, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83 y 93.

De esta manera, M tarda lo que tardan O(N) divisiones (mas la validacion sintactica inicial, de
tiempo lineal). Una divisién, como toda operacion aritmética elemental, es del orden polinomial.
Asi que para determinar el tiempo de M s6lo queda expresarlo en términos de la longitud n de N,

la cual depende de la codificacion que elijamos para los nUmeros:

e Con la codificacién unaria, n = N. Por lo tanto, el tiempo de ejecucion de M es polinomial: O(n)
divisiones.

e Con la codificacion binaria, en cambio, n = O(logz2N), y asi N = O(2"). Por lo tanto, en este
caso el tiempo de ejecucion de M es exponencial: O(2") divisiones. En otras palabras,
utilizando codificacién binaria (en realidad, cualquier codificacién que no sea la unaria, como
veremos enseguida), la cantidad de numeros que tiene que probar M en relacién al tamafio
de N es muy grande.

Fin del ejemplo

Continuamos con las Ultimas convenciones necesarias para el estudio de la complejidad

temporal:

Lenguajes tratables e intratables. Los lenguajes decidibles con tiempos de ejecucion muy
grandes no pueden ser considerados tratables. En la complejidad temporal, concretamente, se
toman como tratables sélo los lenguajes que se pueden decidir en tiempo polinomial. La
fundamentacién matematica de esta convencién es que la diferencia entre el tiempo polinomial
y el tiempo no polinomial se amplia bruscamente a medida que crece el tamano de las cadenas.
No menos importante, la fundamentacién empirica es que al cabo de varias décadas de actividad
algoritmica, el criterio adoptado se ha mantenido robusto.

Podria aducirse, y con razén, cierta arbitrariedad en la convencion. Por ejemplo: ¢ es tratable
un lenguaje decidible en tiempo O(n'%0) e intratable uno decidible en tiempo O(1,0000001")?

Pero en la practica estos valores no se observan (en todo caso, los tiempos polinomiales de
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grado polinomial alto inicialmente suelen reducirse pronunciadamente a lo largo de los anos, a
través de distintas evoluciones algoritmicas).

Diremos que los lenguajes tratables cuentan con maquinas de Turing o algoritmos de decision
eficientes. Y para simplificar, nos basaremos en general en la divisién binaria entre el tiempo
polinomial y el tiempo exponencial, considerando a este ultimo como sinénimo del tiempo no
polinomial, y asi a los tiempos cuasipolinomiales, subexponenciales, doble exponenciales, etc.,
como tiempos exponenciales, salvo cuando por alguna razén amerite mayor precision.

En la figura 6.1 mostramos una tabla que describe el comportamiento de algunas funciones

polinomiales y exponenciales tipicas, considerando distintos tamafios de cadenas (y una

computadora determinada). Notar los saltos explosivos de las funciones exponenciales.

10 20 30 40 50 60
N 0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006
segundos segundos segundos segundos segundos segundos
N2 0,0001 0,0004 0,0009 0,0016 0,0025 0,0036
segundos segundos segundos segundos segundos segundos
"3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
segundos segundos segundos segundos segundos segundos
s 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13,0
segundos segundos segundos minutos minutos minutos
on 0,001 1,0 17,9 12,7 35,7 366
segundos segundos minutos dias afios siglos
3n 0,059 58,0 6,5 3855 2.108 1,3.10"3
segundos minutos afnos siglos siglos siglos

Figura 6.1. Comportamiento de algunas funciones polinomiales y exponenciales tipicas.

Obviamente, que un lenguaje no sea decidible en tiempo polinomial no implica que no sea de
interés computacional. Muchisimos lenguajes que no cuentan al dia de hoy con algoritmos de
decision eficientes son muy tenidos en cuenta. Lo que se hace en estos casos, para lograr su
tratabilidad, es recurrir a algun método de remediacién, como restringir el dominio de las
cadenas, aplicar algun algoritmo de aproximacién (en el caso de la busqueda de un 6ptimo),

utilizar un modelo computacional alternativo, etc.

Modelo de maquina de Turing y representacion de las cadenas. Las ultimas dos convenciones
que debemos acordar son el modelo computacional a utilizar y la forma de representar las
cadenas, también determinantes para que el estudio de la complejidad temporal se desarrolle en
un escenario robusto, es decir para que podamos identificar la dificultad intrinseca de los
lenguajes.

El modelo computacional elegido es la maquina de Turing deterministica con cualquier
cantidad de cintas, el mismo que utilizamos en la parte de computabilidad. Es simple, permite un

nivel de abstracciéon adecuado para los analisis, y sobre todo, segun la Tesis Fuerte de Church-
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Turing, extension de la Tesis de Church-Turing de la computabilidad, tiene la propiedad de
simular la ejecucion de cualquier otro modelo computacional razonable, es decir fisicamente
realizable, a lo sumo con un retardo polinomial (aunque esto, como ya comentamos, podria
refutarse considerando las computadoras cuanticas). De esta manera, un lenguaje tratable o
intratable con el modelo computacional elegido sera tratable o intratable, respectivamente, con
cualquier otro modelo computacional que sea razonable. Numerosas variantes de maquinas de
Turing deterministicas son modelos computacionales razonables. También lo son, entre otros
modelos, los programas de cualquier tipico lenguaje de programacion y las maquinas RAM. Por
el contrario, las maquinas de Turing no deterministicas son un claro ejemplo de modelo
computacional no razonable. No son fisicamente realizables, y asi pueden alterar la robustez que
necesitamos (como mostramos en el ejemplo 6.2).

El concepto de razonabilidad también tiene que considerarse en la representacion de las
cadenas, sobre todo en la de los numeros. En este sentido, lo razonable es excluir de las
codificaciones de numeros a la codificacion unaria. No sélo es practicamente irrealizable (salvo
para tamafos acotados de cadenas), sino que ademas contrasta con la robustez de las otras
codificaciones: un algoritmo eficiente o ineficiente con una codificacién no unaria sigue siendo
eficiente o ineficiente, respectivamente, con otra codificacién no unaria, lo que no sucede cuando
una de ellas es la unaria (recordar el ejemplo 6.3). Mas en detalle: un nimero N codificado en
base b1 # 1 ocupa O(logp1N) digitos, codificado en base b2# 1 ocupa O(logpzN) digitos, la relacién
entre ambas longitudes es constante, y por eso pasar de una codificacion a la otra tarda tiempo
polinomial, lo cual no ocurre cuando se incluye la codificacion unaria. Para uniformar, usaremos
siempre la codificacion binaria. También la representacion de las cadenas consideradas como
un todo tiene que ser razonable. Por ejemplo, no es razonable representar un grafo con una
cadena que sea la concatenacion de todos sus caminos entre dos vértices i y j, ni tampoco
representar un nimero con una cadena que sea la secuencia de todos sus divisores terminados
en 3. Ademas de ser practicamente irrealizables, representaciones de este tipo tergiversan la
verdadera complejidad temporal de los lenguajes que las utilizan.

La jerarquia temporal

Completada la lista de convenciones que caracterizan el escenario de estudio de la complejidad
temporal, pasamos a describirlo. Al igual que en la computabilidad, para analizar la complejidad
temporal de los lenguajes se define una jerarquia, ahora en el marco del conjunto R de los
lenguajes recursivos. Se la identifica como la jerarquia temporal, y se estructura basicamente en
clases temporales TIME(T(n)). Una clase temporal TIME(T(n)) agrupa a todos los lenguajes que

se pueden decidir en tiempo O(T(n)) (figura 6.2).
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Figura 6.2. Una clase TIME(T(n)) de la jerarquia temporal.

La jerarquia temporal es densa: dada una clase temporal TIME(T1(n)), siempre existe otra
clase temporal TIME(T2(n)) que la incluye de manera estricta.

Una segunda caracteristica para destacar es que las funciones T(n) que definen las clases
temporales son tiempo-construibles, 1o que significa que son computables y que se computan en
tiempo T(n). M&s precisamente: una funcion T(n) es tiempo-construible sii existe una MT M) tal
que a partir de toda cadena w, con |w| = n, se ejecuta en T(n) pasos. El requerimiento de que las
funciones temporales sean tiempo-construibles no representa una restriccion, dado que todas
las funciones temporales de uso habitual cumplen la propiedad (en el ejercicio 6.2 consideramos
algunos ejemplos). Al ser tiempo-construibles, las funciones temporales se pueden utilizar como
relojes para asegurar que la cantidad de pasos ejecutados por una maquina de Turing no supere
un valor determinado. Otra razén para su uso es evitar efectos no deseados, como la posibilidad
de que siempre se pueda construir una maquina de Turing mas rapida que otra (Teorema de
Aceleracion, o Speedup Theorem), o la de que existan brechas arbitrariamente grandes entre
dos clases temporales (Teorema de la Brecha, o Gap Theorem).

En una nota adicional profundizamos sobre dichas caracteristicas de la jerarquia temporal (Teorema de

la Jerarquia Temporal). En lo que sigue, comenzamos a describir sus clases mas relevantes.

La clase P

La primera clase temporal que vamos a describir es la clase P. Consiste en la union de todas las
clases temporales TIME(n*) con k constante (P es por polinomial). Por lo tanto, de acuerdo a lo

que convinimos previamente, P es el conjunto de los lenguajes tratables. Se cumple:
PcR
lo que se puede probar por diagonalizacion, encontrando un lenguaje recursivo que requiere

como minimo tiempo exponencial para ser decidido (desarrollamos la prueba en otra nota

adicional). Asi llegamos a una primera version de la jerarquia temporal (figura 6.3).
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Figura 6.3. Primera version de la jerarquia temporal.

También se prueba que P es cerrada con respecto al complemento, la interseccién y la union.
Las pruebas son las mismas que hicimos para R (teoremas 3.1y 3.2), basadas en la construccion
de maquinas de Turing, salvo que ahora, adicionalmente, hay que tener en cuenta que las
maquinas tienen que ejecutarse en tiempo polinomial.

Ejercicio. Probar las tres propiedades.

Ya mostramos un lenguaje de P, el de las cadenas akbk con k > 1. A continuaciéon mostramos

otros ejemplos, relacionados con problemas mas interesantes.

Ejemplo 6.4. El lenguaje ACC = {(G, i, j) | G es un grafo no dirigido que tiene un camino del
vértice i al vértice j} representa el problema de accesibilidad, ya definido previamente: consiste
en determinar si un grafo no dirigido G tiene un camino del vértice i al vértice j (recordar que
hasta el capitulo 8 sélo utilizaremos grafos no dirigidos). En el ejemplo 2.3 probamos que ACC
es recursivo. Ahora vamos a probar que esta en P, recurriendo a la misma maquina de Turing
que construimos en dicho ejemplo.

Primero repasamos la representacion que utilizamos. Un grafo G = (V, E) se representa
concatenando la representacion del conjunto V de vértices (secuencia de los numeros 1 a m,
dado que por convencidon asumimos que los grafos siempre tienen m vértices), con la
representacién del conjunto E de arcos (secuencia de pares de numeros entre 1 y m, donde el
orden de los vértices en cada par es irrelevante siendo el grafo no dirigido). La codificacién de
los numeros es la binaria, y los separadores utilizados son los paréntesis, las llaves y las comas.
Por ejemplo, la siguiente cadena representa, con los numeros codificados en binario, el grafo de
la figura 6.4, que ya mostramos en la figura 2.1, seguido de los vértices 3 y 5:

({1,2,3,4,5},{(1,2),(1,3),(2,3).(2,4),(4,5)}).3,5

Figura 6.4. Ejemplo de un grafo no dirigido.
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Repasamos ahora la MT M. El algoritmo se basa en el método DFS: se avanza desde el

vértice i hacia el vértice j mientras se puede, y cuando no se puede seguir se retrocede para

buscar otra alternativa. M, en la cinta 1, tiene la cadena de entrada; en la cinta 2, utilizada como

pila, guarda los vértices que van determinando un camino del vértice i al vértice j; y en la cinta 3

marca los arcos procesados, para no pasar por ellos mas de dos veces (cada celda corresponde

a un arco del grafo). Formalmente, dada una entrada w, M hace:

Si w no tiene la forma (G, i, j), rechaza.
Hace v1 := i y apila el vértice v1 en la cinta 2.
Busca en la cinta 1 un arco (v1, v2) 0 (v2, vi) no marcado en la cinta 3.
Si encuentra algun arco:
Lo marca en la cinta 3 y apila el vértice vz en la cinta 2.
Si vz =, acepta.
Si no, hace v1 := v2 y vuelve al bloque 3.
Si no encuentra ningun arco:
Desapila el vértice del tope de la cinta 2.
Si la cinta 2 queda vacia, rechaza.

Si no, si vs es el nuevo vértice del tope de la cinta 2, hace v1 := v3 y vuelve al bloque 3.

Probamos a continuacion que M tarda tiempo polinomial:

Bloque 1: Hay que validar que w empieza con V (vértices 1 a m), sigue con E (arcos definidos
con vértices de V) y termina con dos vértices i y j, y que los separadores son paréntesis, llaves
y comas ubicados adecuadamente. Asi, basicamente, hay que recorrer primero |V| simbolos
y luego |V| simbolos por cada vértice de cada arco de E: O(|V|) + O(|E|.|V]) = O(|G|?) = O(n?)
pasos.

Bloque 2: Hay que asignar y apilar un vértice. Requiere O(logam) = O(|V|) = O(n) pasos.
Bloque 3: A lo sumo se recorre un arco dos veces, una vez cuando se avanza hacia el vértice
j y otra eventualmente cuando se retrocede para buscar otra alternativa. Esto implica que el
bloque se itera O(|E|) veces. En las iteraciones se recorren |E| simbolos para buscar un arco
no marcado y marcarlo si se lo encuentra (O(|E|) pasos), y se efectian operaciones de
apilamiento o desapilamiento, asignacion y comparacion de vértices (O(logam) = O(|V])
pasos). Queda: O(|E|).(O(|E|) + O(|V])) = O(IG])-(O(IG]) + O(|G])) = O(|G[*) = O(n?) pasos.

Por lo tanto, el tiempo de ejecucion de M es O(n2) + O(n) + O(n2) = O(n?).

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.5. Vamos a probar que el lenguaje PRI-REL = {(N+1, N2) | N1 y N2 son dos numeros

naturales primos relativos} pertenece a P. Dos nimeros son primos relativos (también conocidos

como coprimos) si tienen como maximo comun divisor el nimero 1.
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La idea es construir una MT M basada en el algoritmo de Euclides para el calculo del maximo
comun divisor. Después de una serie de divisiones y de intercambios entre los numeros N1y Nz,
en algun momento Nz termina quedando con el valor 0 y N1 con el maximo comun divisor de los

dos, a partir del cual M acepta o rechaza. Formalmente, dada una entrada w, M hace:

1. Siw no es un par (N1, N2), rechaza.
2. Hace N1:= N1 mod N2 (la funcion mod devuelve el resto de la division entre N1y Nz).
3. Intercambia los valores de N1y Na.

SiN2 =0, acepta si N1 =1 y rechaza si N1 # 1.

Si N2 # 0, vuelve al bloque 2.

La correctitud del algoritmo se puede comprobar sin dificultad. En cuanto al tiempo de
ejecucion de M, es el tiempo de ejecucion del bloque 1 mas el tiempo de ejecucién del conjunto

de iteraciones de los bloques 2 y 3:

e Bloque 1: O(|N1]) + O(|Nz|) = O(n) pasos, lo mismo que el bloque 3.

e Bloque 2: una divisién entre N1y N2 requiere O(|(N1, N2)[?) = O(n?) pasos.

e Después de ejecutarse el bloque 2, N1 se reduce a menos de la mitad (salvo la primera vez,
si inicialmente es menor que N2). Asi, M ejecuta a lo sumo O(logzN1) = O(|N1]) = O(n)
iteraciones, y por lo tanto, el tiempo de ejecuciéon de M es O(n) + O(n).(O(n?) + O(n)) = O(n3).

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.6. El lenguaje SAT no parece ser decidible en tiempo polinomial (ejemplo 6.2). Sin
embargo, un sublenguaje de SAT lo es. Se trata de 2-SAT, compuesto por las férmulas
booleanas satisfactibles en forma normal conjuntiva (o FNC) con clausulas de dos literales. Una
férmula booleana esta en FNC si es una conjuncién de clausulas, una clausula es una disyuncion

de literales, y un literal es una variable o una variable negada. Por ejemplo, la férmula booleana:

@ =(X1V X2) A (X1 Vv X3) A (X1 V X4)

pertenece al lenguaje 2-SAT.

La idea general de una MT M para decidir eficientemente 2-SAT es la siguiente:

Dada una férmula booleana, M empieza asignando arbitrariamente el valor verdadero a
alguna variable xi, y completa consistentemente todas las asignaciones que puede. Si detecta
insatisfactibilidad intenta con el valor falso para xi, si vuelve a detectar insatisfactibilidad rechaza,
y si no, elimina las clausulas satisfechas y repite el proceso sobre las clausulas restantes a partir
de otra asignacion arbitraria a alguna variable x;. Asi continda hasta que eventualmente no
quedan clausulas por procesar, en cuyo caso M acepta.

Formalmente, dada una entrada w, M hace (/i denota un literal con la variable xi):
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1. Si w no es una férmula booleana ¢ con la sintaxis requerida por 2-SAT, rechaza.
2. Construye un conjunto C con las cldusulas de ¢ y marca a todas como insatisfechas.
Construye un conjunto V con las variables de .
3. Si el conjunto V tiene variables:
Dada alguna variable xi de V, hace xi := verdadero y primer-valor := verdadero.
4. SiCtiene unaclausula c = (lj v k) marcada como insatisfecha con al menos un literal asignado:
Si lj = verdadero o Ik = verdadero, marca a la clausula c como satisfecha.
Si no: si lj = falso, Ik = falso y primer-valor # verdadero, rechaza.
Si no: si lj = falso, Ik = falso y primer-valor = verdadero:
Marca a todas las clausulas de C como insatisfechas.
Borra todas las asignaciones a las variables de V.
Hace xi := falso y primer-valor := falso.
Si no: si l; = falso, asigna un valor a x« tal que Ik sea verdadero.
Si no: asigna un valor a x; tal que |;sea verdadero.
Vuelve al bloque 4.
Si no:
Elimina de C todas las clausulas marcadas como satisfechas.
Elimina de V todas las variables asignadas.
Vuelve al bloque 3.

Si no: acepta.

Ejercicio. Comprobar que el algoritmo es correcto y eficiente. Ayuda: en lo que hace al tiempo
de ejecucion del algoritmo, el de los bloques 3 y 4, considerados en conjunto, queda determinado
por la cantidad de ejecuciones de la iteraciéon externa sobre las variables de V y la cantidad de
efjecuciones de la iteracion interna sobre las clausulas de C.

Fin del ejemplo

Reflexion. En lugar de los tres algoritmos anteriores (ejemplos 6.4 a 6.6), pudimos haber
utilizado otros con una estructura mucho mas simple, empleando la fuerza bruta, es decir
probando con todas las posibles soluciones hasta encontrar eventualmente una: en el caso del
algoritmo para decidir el lenguaje ACC, dada una terna (G. i, j), probando con todas las
secuencias de vértices del grafo G iniciadas en i y terminadas en j; en el caso del algoritmo para
decidir el lenguaje PRI-REL, dado un par (N1, N2), probando con todos los numeros naturales
menores que el menor entre los numeros N1 y N2; y en el caso del algoritmo para decidir el
lenguaje 2-SAT, dada una entrada ¢, probando con todas las asignaciones de valores de verdad
a sus variables. Pero no los consideramos, porque pueden llegar a demandar tiempo exponencial
(los tres algoritmos, en el peor caso, deben recorrer una cantidad exponencial de posibles
soluciones). Utilizamos en cambio algoritmos analiticos, de tiempo polinomial, aprovechando
nuestro conocimiento profundo sobre los problemas correspondientes, y empleando en mayor o

menor medida el ingenio. Esta particularidad, la de contar con algoritmos de decisién analiticos
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eficientes, es precisamente la que distingue a los lenguajes de la clase P del resto de los
lenguajes recursivos (la misma caracteristica que destacamos, en el marco de la jerarquia de la
computabilidad, de los lenguajes recursivos en comparaciéon con el resto de los lenguajes, en
dicho caso considerando unicamente el aspecto de la detencion de los algoritmos).

Fin de la reflexion

Desafortunadamente, al dia de hoy, para decidir muchisimos lenguajes recursivos de interés
computacional contamos sélo con el método de la fuerza bruta referido en la reflexién anterior.

En la siguiente seccién analizamos una clase temporal con lenguajes de esta caracteristica.

La clase NP

La segunda clase temporal que vamos a describir es la clase NP. Es otra clase relevante de
la jerarquia temporal, por contener muchisimos lenguajes de interés computacional.

Todo lenguaje de NP tiene la siguiente propiedad: si una cadena le pertenece, entonces dicha
pertenencia se puede verificar en tiempo polinomial, con la ayuda de otra cadena conocida como
certificado o prueba.

Expresado de otra forma: podamos o no podamos decidir en tiempo polinomial si una cadena
pertenece a un lenguaje de NP, lo que seguro podemos hacer es verificar en tiempo polinomial
que la cadena pertenece al lenguaje, si es que efectivamente pertenece, contando con la ayuda
de otra cadena que hace las veces de certificado o prueba (que se obtuvo de alguna manera, en
un tiempo determinado).

Formalmente, L € NP sii existe un polinomio p y una MT M tal que para toda cadena w:

w € L sii 3x: |x] < p(jw]) y M acepta (w, x) en tiempo poly(|w|)

La MT M se conoce como verificador eficiente de L, y la cadena x como certificado sucinto de
w, sucinto porque su tamafio es polinomial con respecto al tamafo de w (obviamente, si fuera
mas grande, ya su sola lectura excederia el tiempo polinomial).

La denominacion NP de la clase es por no deterministica polinomial, debido a que se puede
definir alternativamente que un lenguaje pertenece a NP si existe una maquina de Turing no
deterministica de tiempo de ejecucién polinomial que lo decide (lo vemos al final de esta seccion).

Hay todavia una tercera manera de caracterizar a los lenguajes de NP: para todo lenguaje L
de NP, existen un probador P (una maquina de Turing con poder ilimitado) y un verificador V (una
maquina de Turing de tiempo de ejecucion polinomial), tales que para toda cadena w, si w
pertenece a L, entonces P siempre puede convencer a V, a través de un certificado sucinto x, de
que w pertenece a L (la interaccion entre P y V es completa), y si w no pertenece a L, entonces
P no tiene chance alguna de convencer a V de lo contrario, cualquiera sea el certificado con que

lo intente (la interaccién entre P y V es sensata).
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Ejemplo 6.7. Los lenguajes SAT y DIV-3, descriptos previamente, pertenecen a la clase NP.

En el caso de SAT, un certificado sucinto de una férmula booleana ¢ del lenguaje es una
asignacion de valores de verdad A a @ que la satisface: mide a lo sumo como @ y la evaluacioén
de ¢ con A tarda tiempo polinomial.

En el caso de DIV-3, un certificado sucinto de un numero natural N del lenguaje es otro
ndmero natural M, terminado en 3, que lo divide: lo mismo, mide a lo sumo como N y la divisién
de N por M se ejecuta en tiempo polinomial.

Fin del ejemplo

De acuerdo a la definicion de la clase temporal NP, se cumple:

P < NP

Ejercicio. Probar la inclusion. Ayuda: el certificado sucinto de una cadena w de un lenguaje de

NP mide entre 0 y poly(|lw|) simbolos.

La conjetura ampliamente aceptada es que P # NP. Intuitivamente, obtener una solucién es
mas dificil que verificarla (por ejemplo, se supone que demostrar un teorema es mas dificil que
verificar una prueba del teorema). Y en la practica, la Unica opcidon con que se cuenta actualmente
para decidir muchisimos lenguajes de NP es la fuerza bruta, explorando en el peor caso el
espacio completo de las posibles soluciones de las instancias de los problemas representados,
lo que puede provocar ejecuciones de tiempo exponencial, dado que una cadena de tamafio n
tiene crov(™ certificados sucintos posibles, con ¢ constante. La conjetura tiene mas de 50 afios, y
no parece que pueda comprobarse ni refutarse en el corto plazo (ver las referencias). Se la ha
identificado como el problema abierto mas importante de la teoria de la computacion y las
matematicas. Mas aun, en el afio 2000, el prestigioso Instituto Clay de Matematicas de los
Estados Unidos incluyé al problema entre los siete problemas matematicos del milenio, y ofrecié
un premio de un millén de ddlares a quien logre resolverlo.

Por la definicién de NP y lo observado previamente, un lenguaje de NP se puede decidir con
un algoritmo que para toda cadena de tamafio n, verifica a lo sumo, cada vez en tiempo
polinomial, cPo¥(™ certificados sucintos posibles, con ¢ constante. Asi, si EXP es la clase de los

lenguajes decidibles en tiempo O(cPo¥™) (o bien O(2r°¥(M) como suele expresarse), se cumple:
NP c EXP
También en este caso la conjetura ampliamente aceptada es que los conjuntos son distintos.
Intuitivamente, por ejemplo, volviendo al lenguaje SAT, el complemento de SAT esta en EXP, ya

que se puede decidir en tiempo O(2™) si una formula booleana de m variables es insatisfactible,

y no parece estar en NP, porque no parece posible que exista un certificado sucinto para una
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férmula booleana insatisfactible (el certificado deberia incluir las 2™ asignaciones posibles de
valores de verdad). Lo mismo se puede decir del complemento del lenguaje DIV-3. Cabe
observar que estos ejemplos sugieren adicionalmente que la clase NP no seria cerrada con
respecto al complemento, reforzando la conjetura P # NP. En cambio, NP es cerrada con
respecto a la interseccion y la unién (ejercicio 6.8).

En definitiva, se cumplen las inclusiones:
P < NP c EXP

pareciera que ambas son estrictas, y al menos una inclusién es efectivamente estricta, porque
como indicamos antes, se prueba que existe un lenguaje recursivo que requiere como minimo

tiempo exponencial para ser decidido, y asi:
P c EXP

De esta manera llegamos a una segunda version de la jerarquia temporal. Restringida a la

clase EXP, y acompafiada de la asuncion P — NP < EXP, la mostramos en la figura 6.5.

EXP
NP

=

Figura 6.5. Segunda versién de la jerarquia temporal, asumiendo P = NP < EXP.

Completamos la descripcion de la clase NP con mas ejemplos. Luego de ellos nos referimos

a la caracterizacion alternativa de NP por medio de maquinas de Turing no deterministicas.

Ejemplo 6.8. Sea el lenguaje SUM-SUB = {(S, K) | S es un conjunto de numeros naturales, K es
un numero natural, y existe un subconjunto de S cuyos elementos suman K}. El lenguaje se
puede asociar a un problema de planificacion de tareas (qué tareas se pueden ejecutar durante
un tiempo determinado), y también a una versién simplificada del problema de la mochila (qué
objetos se pueden incluir en una mochila hasta alcanzar un peso especifico). El tnico algoritmo
que se conoce para decidir SUM-SUB, dado un par (S, K), es probar con todos los subconjuntos
de S y chequear cada vez si sus elementos suman K. De esta manera, en el peor caso el
algoritmo ejecuta tantas iteraciones como subconjuntos tenga el conjunto S: 218l = O(2"), y por lo
tanto, SUM-SUB no estaria en P. Por otro lado, con la siguiente MT M se prueba que SUM-SUB

pertenece a NP:
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Dados un par (S, K) y un conjunto de numeros C, con |C| < |S|, la MT M hace (como hicimos
con las reducciones, de ahora en mas, para simplificar, omitimos el tratamiento de las entradas

incorrectas sintacticamente, eficiente en todos los casos que consideramos):

1. Verifica si C = S. Si no, rechaza.

2. Verifica si los numeros de C suman K, y acepta sii se cumple.

Todo par (S, K) perteneciente a SUM-SUB cuenta con un certificado sucinto C. Y M tarda
tiempo polinomial: conjuntamente, los bloques 1 y 2 requieren O(|S|?) = O(n?) pasos (la
verificacion del bloque 1 tarda tiempo O(|S]?), y cada suma del blogue 2 y la verificacion final,
tiempo O(|S])).

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.9. El lenguaje CH = {G | G es un grafo que tiene un circuito de Hamilton} representa
el problema del circuito hamiltoniano. El problema consiste en determinar si un grafo G = (V, E)
tiene un circuito de Hamilton, que es una permutacion (i1, ..., im) de los m vértices de V (es decir,
de (1, ..., m)), tal que (i1, i2), (i2, i), .., (iim-1, im), (im, i1) sON arcos de E. En palabras, un grafo G
tiene un circuito de Hamilton C si C recorre todos los vértices de G sin repetir ninguno salvo el
primero al final. El Unico algoritmo conocido para decidir CH, dado un grafo G, es probar con
todas las permutaciones de V y chequear cada vez si determinan un circuito de Hamilton de G,
por lo que en el peor caso efectiia m! iteraciones: m.(m — 1)...2.1 = O(m™) = O(|G|!¢l) = O(n"). De
esta forma, CH no estaria en P. Veamos que CH pertenece a NP:

Sea la siguiente MT M. Dados un grafo G y una secuencia de vértices C, con |C| = |V|, M

hace:

1. Verifica si C es una permutacion de V (es decir, de (1, ..., m)). Si no, rechaza.

2. Dada C = (i1, ..., im), verifica si (i1, i2), (i2, i3), ..., (im-1, im), (im, i1) SON arcos de E, y acepta sii
se cumple.

Todo grafo G perteneciente a CH cuenta con un certificado sucinto C. Y M tarda tiempo
polinomial: en el bloque 1 ejecuta O(]V|?) = O(n?) pasos, y en el bloque 2, O(|V|.|E|) = O(n?2) pasos.

Fin del ejemplo

Ejemplo 6.10. El lenguaje CLIQUE = {(G, K) | G es un grafo que tiene un clique de tamario K}
representa el problema del clique, que consiste en determinar si un grafo tiene un clique de
tamafio K, es decir un subgrafo completo de K vértices. El Unico algoritmo que se conoce para
decidir CLIQUE, dado un grafo G = (V, E) con |V| = m, es probar con todos los subconjuntos de
K vértices de V y chequear cada vez si los vértices de los mismos determinan un subgrafo

completo de G. Asi, las iteraciones del algoritmo pueden sumar combinaciones de m tomadas
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de a K, es decir: m!/((m — K)L.K!)) = m.(m = 1)...(m — K + 1)/K! = O(m™) = O(|G|!®l) = O(n"). Por lo
tanto, CLIQUE no estaria en P. Probamos a continuacion que CLIQUE pertenece a NP:
Sea la siguiente MT M. Dados un par (G, K) y un conjunto de vértices C, con |C| £ |V|, la MT

M hace:

1. Verifica si C es un subconjunto de K vértices de V. Si no, rechaza.

2. Verifica si todo par de vértices de C determina un arco de E, y acepta sii se cumple.

Todo par (G, K) de CLIQUE cuenta con un certificado sucinto C. Y M tarda tiempo polinomial:
en el bloque 1 hace O(|V|?) = O(n?) pasos, y en el bloque 2, O(]V2|.|[E|) = O(n3) pasos.

Fin del ejemplo

Ejercicio. El lenguaje CLIQUEk = {G | G es un grafo que tiene un clique de tamafio K} representa
una variante del problema del clique, en la que el tamafio del clique no forma parte de las

instancias, es decir que es una constante. Probar que en este caso el lenguaje pertenece a P.

Como dijimos, la clase NP se puede definir alternativamente como la clase de los lenguajes
decidibles en tiempo polinomial por maquinas de Turing no deterministicas. Antes de probar la
equivalencia de esta definicion con la definicion original, mostramos un ejemplo de prueba de
pertenencia a la clase NP empleandola (en realidad, en el ejemplo 6.2 ya probamos asi la

pertenencia a NP del lenguaje SAT):

Ejemplo 6.11. Volvemos al lenguaje CLIQUE del ejemplo 6.10. Vamos a construir una MT no
deterministica que lo decide eficientemente, y asi demostraremos otra vez, de otro modo, que
CLIQUE pertenece a NP. Sea la siguiente MTN M, que dado un par (G, K), con G = (V, E), hace:

1. Genera no deterministicamente un conjunto C de vértices, con |C| < |V]|.
2. Verifica si C es un subconjunto de K vértices de V. Si no, rechaza.

3. Verifica si todo par de vértices de C define un arco de E, y acepta sii se cumple.

En la figura 6.6 ilustramos el comportamiento de la maquina construida.

M
G

1. Generacion de un certificado.

2. Verificacion del certificado.

Figura 6.6. La MTN M decide el lenguaje CLIQUE en tiempo polinomial.
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La MTN M decide CLIQUE: genera no deterministicamente un posible certificado sucinto C
(que en el ejemplo 6.10 el verificador eficiente recibe como cadena de entrada adicional), y
verifica si corresponde efectivamente a un clique de tamano K del grafo de entrada G. Y lo hace
en tiempo polinomial: el bloque 1 ejecuta O(n) pasos, y ya mostramos en el ejemplo 6.10 que los
bloques 2 y 3 suman otros O(n3) pasos.

Fin del ejemplo
Ahora probamos la equivalencia de las dos definiciones de NP:

Teorema 6.1. Un lenguaje L pertenece a la clase NP sii existe una maquina de Turing no

deterministica que lo decide en tiempo polinomial.

Prueba. La implicacién hacia la derecha, de la definicién de NP con un verificador eficiente a su
definicién alternativa con una maquina de Turing no deterministica que decide eficientemente,
se prueba facilmente construyendo una maquina que genera no deterministicamente un posible

certificado sucinto y verifica si efectivamente lo es, como hicimos en el ejemplo 6.11.
Ejercicio. Probar la implicacion hacia la derecha.

Por su parte, la prueba de la implicacién reciproca se basa en la utilizaciéon de discriminantes,
como describimos en el capitulo 2 para simular deterministicamente una maquina de Turing no
deterministica (teorema 2.2), pero ahora definidos en términos del recorrido DFS (en
profundidad) en vez del recorrido BFS (a lo ancho) del arbol de computaciones de la maquina.

Formalmente, a partir de una MTN MnL que decide el lenguaje L en tiempo polinomial, se
puede construir una MTD MoL que verifica la pertenencia de una cadena a L en tiempo polinomial:
dada una entrada w, MpL puede simular cualquier computacion de M. a partir de w, con la ayuda
de una cadena adicional x que indica las alternativas no deterministicas de dicha computacion.
Por ejemplo, utilizando la cadena x = 13214..., MpL puede simular la computacion de MnL que
primero elige la primera alternativa no deterministica, después la tercera alternativa, después la
segunda, etc. La cadena x es sucinta porque MnL tarda tiempo polinomial, y MpL acepta w (en
tiempo polinomial) sélo si alguna computacion de Mnw la acepta.

Fin del teorema

El problema P vs NP

Mas alla de la imposibilidad, hasta el momento, de su demostracién, la conjetura ampliamente
aceptada es que P # NP, reforzada por la existencia de miles de lenguajes de la clase NP que al
dia de hoy son decidibles Unicamente con algoritmos de fuerza bruta, de tiempo exponencial.

Resulta utépica la idea de que todos estos algoritmos puedan sustituirse alguna vez por otros
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que sean eficientes (enormes arboles de decisién, propios de la inteligencia artificial, podrian
recorrerse de manera exhaustiva eficientemente; contariamos con demostradores automaticos
de teoremas de tiempo polinomial para muchos sistemas axiomaticos de interés, etc).

Entre esos miles de lenguajes puede haber lenguajes de la clase P. La cuestién es
encontrarlos, lo que requiere insoslayablemente conocer profundamente los problemas que
representan, ademas de ingenio, experiencia y metodologia (estrategias, métodos o técnicas del
tipo dividir y conquistar, programacion dinamica, algoritmos codiciosos, problema dual,
reducciones, etc). Y es evidente que en la algoritmica, con un derrotero histérico ain breve, nos
queda muchisimo por aprender, sobre todo entender por qué algunos problemas resultan mas
dificiles que otros. Podemos comprobarlo, sin ir mas lejos, revisando algunos de sus numerosos

resultados, cuanto menos curiosos:

e La dificultad de muchos problemas, en general dificiles, se reduce drasticamente cuando se
especializan. Lo vimos en el problema de satisfactibilidad: el lenguaje SAT, con férmulas
booleanas arbitrarias, no estaria en P, pero en cambio si lo esta el lenguaje 2-SAT, con
férmulas booleanas en FNC con clausulas con dos literales. Ya con clausulas de tres literales,
la tratabilidad volveria a perderse.

e Algo similar con los numeros dos y tres ocurre en el problema de coloracién de grafos, que
consiste en determinar si con K colores se pueden colorear los vértices de un grafo, de modo
tal que nunca dos vértices adyacentes queden con el mismo color: cuando K = 2, el problema
se decide en tiempo polinomial, y en cambio para K = 3, no se conoce algoritmo eficiente
alguno. No obstante, a diferencia del caso anterior, a partir de K = 4, si los grafos son planares,
es decir si pueden dibujarse en el plano sin que sus arcos se crucen, el problema siempre
tiene solucion (de acuerdo al Teorema de los Cuatro Colores, probado en 1976 por
computadora, motivo por el cual generd no pocas controversias en el ambiente matematico).

e Oftros problemas, al contrario de los anteriores, se tornan mas dificiles cuando se
especializan. Un caso es la programacién lineal: decidir si un sistema de inecuaciones lineales
tiene solucion en el dominio de los numeros reales es eficiente, lo que no sucederia si se
requiere que las soluciones sean exclusivamente de numeros enteros (variante conocida
como programacion lineal entera).

e Existen problemas con especificaciones muy similares, pero que se resuelven con algoritmos
de eficiencia muy diferente. Un ejemplo lo constituyen el problema del circuito hamiltoniano y
el problema del circuito euleriano: el primero, que ya analizamos, no tendria resolucion de
tiempo polinomial, mientras que el segundo, que consiste en determinar si un grafo tiene un
circuito de Euler (recorrido de todos los arcos del grafo sin repeticiones, desde y hasta un
mismo vértice), se resuelve eficientemente, verificando una condicién que deben satisfacer
los vértices. Otro ejemplo corresponde a los calculos del determinante y la permanente de
una matriz cuadrada: el calculo del determinante se puede llevar a cabo en tiempo polinomial,

en tanto que el de la permanente pareceria ser mucho mas dificil.
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Frente al panorama actual de abundancia de problemas abiertos en la complejidad temporal
(en realidad, en la complejidad computacional en general), que contrasta con las certezas de la
computabilidad, se ha configurado un escenario de estudio con distintas herramientas
complementarias, como el concepto de completitud y una variedad de aproximaciones mas de
naturaleza estructural que con foco en problemas particulares, definidas considerando distintas
jerarquias y distintos modelos computacionales. Dichas herramientas permiten formular
enunciados condicionales, con conjeturas. La idea es relacionar resultados, apuntando a
esclarecer algunos a partir del esclarecimiento de otros. Este esquema de razonamiento ya

podremos percibirlo en el capitulo siguiente.

Notas adicionales

Incluimos dos teoremas que caracterizan a la jerarquia temporal. El primero, conocido como
Teorema de la Jerarquia Temporal, prueba que la jerarquia temporal es densa, y el segundo,
que existen lenguajes recursivos decidibles en tiempo minimamente exponencial. Los dos

teoremas se demuestran por diagonalizacion.

El Teorema de la Jerarquia Temporal

El siguiente teorema establece que la jerarquia temporal es densa, es decir que para toda clase
temporal de la jerarquia existe otra clase temporal que la incluye estrictamente (por el Teorema
de Aceleracion Lineal, el salto entre las funciones temporales asociadas a una y otra clase debe

ser mayor que un factor constante).

Teorema 6.2. Dadas dos clases temporales TIME(T41(n)) y TIME(T2(n)) tales que T1(n) y T2(n)
son funciones tiempo-construibles y T2(n) > log2T1(n).T1(n) cuando n tiende a infinito, se cumple
que la clase temporal TIME(T(n)), siendo T(n) el maximo entre T1(n) y T2(n) para todo n, incluye
estrictamente a TIME(T1(n)).

Prueba. Vamos a construir una maquina de Turing de tiempo de ejecucion Tz(n) que decide un
lenguaje que no decide ninguna maquina de Turing de tiempo de ejecucion T+(n). Asi probaremos
que existe un lenguaje en TIME(T2(n)) — TIME(T1(n)), y por lo tanto, de acuerdo a la definiciéon de
la funcion T(n), que la clase TIME(T(n)) incluye estrictamente a TIME(T1(n)).

Proponemos la siguiente MT M: dada una entrada w, con |w| = n, M la asume como el codigo
<Mw> de una MT My (si la cadena w no es un cédigo valido la rechaza), ejecuta Tz(n) pasos de
Mw a partir de <Mw>, lo que es posible porque T2(n) es una funcién tiempo-construible, y acepta

so6lo si Mw se ejecuta hasta el final y rechaza.
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Veamos que M es la MT que buscamos. Dado que M ejecuta T2(n) pasos de My, si el tiempo
de ejecucion de Mw es T1(n), siendo T2(n) > logzT1(n).T1(n) M puede simular Mw completamente
y responder lo contrario. Y como esto vale para toda entrada w, entonces el lenguaje que decide
M difiere de todos los lenguajes decidibles por maquinas de Turing de tiempo de ejecucién T1(n),
lo que significa que el lenguaje pertenece a TIME(T2(n)) — TIME(T1(n)).

Para completar la prueba faltan hacer tres aclaraciones:

¢ No alcanza con T2(n) > T1(n), sino que se requiere T2(n) > log2T1(n).T1(n), porque las MT Mw
que tiene que simular M pueden tener cualquier cantidad de cintas. Sabemos que M lo puede
hacer con dos cintas, segun comentamos luego del teorema 2.1, pero al precio de un retardo
del orden log2T1(n).T1(n), lo que explica la relacion requerida (también comentamos que la
simulacién se puede hacer con una sola cinta pero a un precio mayor, un retardo del orden
cuadratico).

e M tiene que contemplar ademas que el alfabeto de las MT Mw puede tener cualquier cantidad
de simbolos. En este caso alcanza con un factor constante ¢ que depende de Mw (un simbolo
del alfabeto de Mw se puede representar con ¢ simbolos del alfabeto de M).

e Puede suceder que hasta un cierto n se cumpla T2(n) < c.log2T1(n).T1(n), pero esto no invalida
la prueba, porque los codigos de maquinas de Turing pueden estar precedidos por cualquier
cantidad de ceros, tal como lo sefialamos en el capitulo 4 cuando describimos la codificacion
de las maquinas de Turing, y asi M siempre va a encontrar algun cédigo <Mw> de toda MT
Mw de tiempo de ejecucidon Ti(n) lo suficientemente grande que satisfaga la relacion
T2(|[<Mw>|) > c.logzT1(|<Mw>]).T1(|<Mw>]).

Fin del teorema

Prueba de que existe un lenguaje recursivo no perteneciente a la clase P

Por la densidad de la jerarquia temporal, es obvio que deben existir lenguajes recursivos fuera

de la clase P. El siguiente teorema define un lenguaje concreto con estas caracteristicas.

Teorema 6.3. El lenguaje L = {<M> | M acepta <M> en 2| pasos} pertenece a R — P.

Prueba. Intuitivamente, decidir si un cdédigo <M> pertenece al lenguaje L no puede llevar en

general menos de 2>l pasos. La prueba de su recursividad es muy sencilla.
Ejercicio. Probar que el lenguaje L es recursivo.
Para probar que L ¢ P supondremos lo contrario y llegaremos a un par de contradicciones.

Partimos entonces de que se cumple L € P. Como la clase P es cerrada con respecto al

complemento, también se cumple LC € P, siendo L = {<M> | M no acepta <M> en 2IM>| pasos}.
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Sea MC una MT que decide L® en tiempo polinomial. Veamos qué sucede cuando

relacionamos a la MT MC con su propio cédigo <MC> en el lenguaje LC:

e Si<MC> € LC, por la suposicion M€ acepta <M¢> en |<MC>|k pasos, con k constante, y asi, MC
acepta <MC€> en 2I<MC>l pasos (si [<MC>| es lo suficientemente grande, lo que siempre se
puede lograr anteponiéndole ceros, se cumple |[<MC>[k < 21<MC>I)_ Pero entonces, de acuerdo
a la definicion de L€, <M®> ¢ L (contradiccién).

e Si<MC> ¢ LS, por la suposiciéon MC no acepta <MC>, y por lo tanto no acepta <MC> en 2/<MC>|

pasos. Pero entonces, de acuerdo a la definicion de L€, <MC> € L€ (contradiccion).

De esta manera, la MT M€ no puede existir, lo que significa que L€ ¢ P, y por lo tanto L ¢ P.

Fin del teorema

Observaciones finales

e La maquina de Turing deterministica con cualquier cantidad de cintas, en conjunto con una
representacion de cadenas basada en una codificacion de niumeros distinta de la codificacion
unaria, conforman un escenario robusto para el estudio de la complejidad temporal.

e La clase P es la clase de los lenguajes decidibles en tiempo polinomial. Se la considera la
clase de los lenguajes tratables de la jerarquia temporal.

e La clase NP es la clase de los lenguajes que cuentan con verificadores eficientes. También
se define como la clase de los lenguajes decidibles en tiempo polinomial con maquinas de
Turing no deterministicas.

¢ NP incluye miles de lenguajes de interés computacional, que al dia de hoy sdélo pueden ser
decididos por medio de algoritmos de fuerza bruta, en tiempo exponencial.

e La conjetura ampliamente aceptada es que P # NP. Intuitivamente, obtener una solucion es
mas dificil que verificarla. La conjetura tiene mas de 50 afos, y no parece que pueda

demostrarse o refutarse en el corto plazo.

Referencias

La complejidad computacional comenzd a tratarse en los afos 1950. En ese entonces,
fundamentalmente A. Grzegorczyk, M. Rabin y algunos investigadores de la Unidn Soviética
empezaron a analizar clases de funciones recursivas desde el punto de vista de la dificultad para
calcularlas. Ya hacian referencia al tiempo polinomial y a los algoritmos de fuerza bruta.

De esa misma época es la famosa carta que K. Godel le envié a J. von Neumann (carta que

trascendié muchos afios mas tarde), en la que le preguntaba en qué tiempo una maquina de
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Turing podia decidir la existencia de una prueba con una longitud determinada para demostrar
una férmula del calculo de predicados. Godel observaba que si el tiempo resultaba polinomial
(lineal o cuadratico) con respecto a la longitud fijada, entonces no era tan grave la indecidibilidad
del Entscheidungsproblem, dado que su versidn finita podia resolverse eficientemente.

La sistematizacion del estudio de la complejidad computacional llegé una década mas tarde.
En el caso particular de la complejidad temporal, la publicacién que se considera fundacional es
(Hartmanis y Stearns, 1965). Trabajos relevantes simultaneos fueron (Cobham, 1964),
(Edmonds, 1965), (Edmonds, 1966-1967a) y (Edmonds, 1966-1967b), que instalaron el concepto
del tiempo polinomial como propiedad deseable de los algoritmos.

El tiempo de ejecucion y el espacio ocupado por una maquina de Turing son las métricas de
complejidad computacional mas habituales e intuitivas. Otras métricas relacionadas con las
maquinas de Turing son, por el lado de las métricas dinamicas, la cantidad de cambios de
direccién de sus cabezales, y por el lado de las métricas estaticas, su complejidad estructural
(tamafio del alfabeto, cantidad de estados, cantidad de cintas, tipos de movimientos, tipos de
cintas, etc). Ver por ejemplo el capitulo 12 de (Hopcroft y Ullman, 1979). En dicho capitulo se
presentan ademas distintos teoremas sobre la jerarquia temporal.

Las pruebas de pertenencia a las clases P y NP que presentamos son adaptaciones de las
que se describen en el capitulo 4 de (Bovet y Crescenzi, 1994), el capitulo 7 de (Sipser, 1997) y
el capitulo 6 de (Lewis y Papadimitriou, 1998). En algunos casos, al igual que hicimos en la parte
de computabiidad, para simplificar omitimos el analisis sintactico de las cadenas de entrada de
las maquinas de Turing, en general sencillo. Aun si fuera complejo, una primera aproximacion
s6lo con cadenas sintacticamente correctas facilita la construcciéon de los algoritmos. Asi
restringidos, los problemas se conocen como problemas de promesa (promise problems). El
capitulo 2 de (Goldreich, 2008) incluye una seccion sobre ellos.

A lo largo de los afos se lograron importantes avances con respecto al entendimiento de la
dificultad, en términos de la complejidad temporal, de varios problemas de interés computacional,
como el producto de matrices, el isomorfismo de grafos y el problema de primalidad. En el
prefacio y el capitulo 5 de (Aaronson, 2013) se profundiza sobre esto.

El problema de primalidad en particular, consistente en determinar si un niumero es primo,
tuvo una evolucion muy interesante: en 1975 se probd su pertenencia a la clase NP, entre 1977
y 1992 se encontraron algoritmos probabilisticos eficientes para resolverlo, y finalmente en 2002
se demostré que pertenece a la clase P (Agrawal, Kayal y Saxena, 2004).

También, y sobre todo en los ultimos afos, se avanzé sobremanera en la elaboracion de
distintas alternativas metodolégicas para encarar el problema P vs NP. Un ejemplo para destacar
es la complejidad descriptiva (Immerman, 1999), la cual permite definir clases de lenguajes sin
apelar a la nocion de maquina, y refleja la estrecha relacion que existe entre la complejidad
computacional y la logica. Entre sus aportes mas relevantes figura la identificaciéon de la clase
NP con la clase de los problemas expresables con légica existencial de segundo orden (Teorema
de Fagin). Esto quiere decir que si se encontrara una légica menos expresiva para especificar

los lenguajes de la clase P, se probaria la conjetura P # NP.
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Otras lecturas recomendadas:

La serie de articulos (Gasarch, 2002), (Gasarch, 2012) y (Gasarch, 2019): describen tres
encuestas a referentes de la complejidad computacional, realizadas en un espacio de casi veinte
afios, acerca del problema P vs NP. Las preguntas se centraron especialmente en la igualdad o
desigualdad de las clases, y en la técnica utilizada y la fecha estimada para la resoluciéon del
problema, en uno u otro sentido. En la encuesta mas reciente, en lo que hace a la franja de los
expertos, el 99% votd a favor de P # NP, el 40% indicé que el problema se resolvera con una
técnica matematica hoy inexistente, y el 55% predijo que su resolucién sera antes del afio 2100.

(Sipser, 1992): sobre la historia del problema P vs NP.

Los capitulos 3 y 6 de (Moore y Mertens, 2011): en el capitulo 3 se describen varias
estrategias de construccién de algoritmos, y se analiza por qué funcionan bien para algunos
problemas y no para otros, y en el capitulo 6 se tratan distintos aspectos de la complejidad
temporal, como la facilidad para encontrar cotas temporales superiores, la dificultad para

encontrar cotas temporales inferiores, y la utilidad de la diagonalizacion.

Ejercicios

6.1 Probar que si T1(n) = O(T2(n)), entonces TIME(T1(n)) < TIME(T2(n)).

6.2 Probar que las siguientes funciones son tiempo-construibles:

a. T(n)=n.
b. T(n)=n2
c. T(n)=2n

6.3 Probar que si T1(n) y T2(n) son funciones tiempo-construibles, también lo son las funciones
Ts(n) = T1(n) + T2(n) y Tp(n) = T1(n).T2(n).

6.4 Indicar en qué casos se cumple TIME(T4(n)) < TIME(T2(n)):
a. Ti(n) =nky Ta(n) =n**1 con k = 0.
b. Ti(n)=2"y Ta(n) = 21,
c. Ti(n)=nky Ta(n)=2", conk = 0.
Comentario: la relacion entre las clases TIME(T+(n)) y TIME(T»(n)) segun la relacién entre

las funciones T(n) y To(n), se describe en una nota adicional.
6.5 Construir una MT M que genere los codigos de todas las MT M, segun el orden canénico,

tales que a partir de <Mi> tardan tiempo T(|<Mi>|), siendo T(n) una funcién tiempo-

construible.
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Sea f una funcién computable en tiempo polinomial, y sea L un lenguaje perteneciente a la
clase P. Probar que f - (L) = {w | f(w) pertenece a L} también pertenece a P. Ayuda: si una

funcién f se computa en tiempo polinomial, entonces |f(w)| <poly(|w|) para todo w.

Determinar si los siguientes lenguajes de férmulas booleanas, con las restricciones que se

indican, pertenecen a la clase P:

a. Lasformulas booleanas estan en forma normal disyuntiva (o FND) y son satisfactibles.
Una férmula booleana esta en FND si es una disyuncion de conjunciones de literales.

b. Lasférmulas booleanas estan en FNC y son satisfactibles con a lo sumo diez variables

con el valor de verdad verdadero.

Probar que la clase NP es cerrada con respecto a la interseccion y la union. Comentario:

se puede utilizar la definicion de NP con maquinas de Turing no deterministicas.

Probar que la clase EXP es cerrada con respecto al complemento.

Probar que los siguientes lenguajes pertenecen a la clase NP, utilizando la definicion de

NP con verificadores eficientes:

a. DOM = {(G, K) | G es un grafo que tiene un conjunto dominante de K vértices}. Un
subconjunto de vértices C de un grafo G es un conjunto dominante de G sii todo otro
vértice de G es adyacente a algun vértice de C.

b. 1SO = {(G1, G2) | G1 y G2 son grafos isomorfos}. Dos grafos son isomorfos sii existe
una biyeccidn entre sus vértices que preserva su relacion de adyacencia. En otras
palabras, los grafos son iguales salvo por la denominacion de sus arcos.

c. PVC ={(G, B) | G es un grafo completo ponderado que tiene un circuito de Hamilton
tal que la suma de los valores asociados a sus arcos es menor o igual que B}, El
nombre PVC se debe a que el lenguaje representa el problema del viajante de
comercio.

d. IND ={(G, K) | G es un grafo que tiene un conjunto independiente de K vértices}. Un
subconjunto de vértices C de un grafo G es un conjunto independiente de G sii todo
par de vértices i y j de C cumplen que (i, j) no es un arco de G.

e. CV ={(G, K) | G es un grafo que tiene un cubrimiento de vértices de tamafio K}. Un
subconjunto de vértices C de un grafo G es un cubrimiento de vértices de G sii al
menos un extremo de cada arco de G esta en C.

f. PARTICION = {T | T es un conjunto de niimeros naturales que se puede particionar en

dos subconjuntos, de manera tal que las sumas de sus elementos coincidan}.

Comentar por qué los lenguajes del ejercicio anterior no estarian en P, ni sus

complementos en NP.
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6.12 El lenguaje FACT = {(N, M1, M2) | N, M1 y M2 son numeros naturales y N tiene un factor
primo en el intervalo [M1, M2]} representa el problema de factorizacién. Comentar por qué
FACT no estaria en P, y probar que tanto FACT como FACTC pertenecen a NP. Ayuda
para el caso de FACTC: por el Teorema Fundamental de la Aritmética, todo ntimero natural
N mayor que 1 tiene una tnica forma de expresarse como producto de nimeros primos, y

la cantidad de numeros primos de la expresion es logaritmica con respecto a N.
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CAPITULO 7
NP-completitud

La diagonalizacién y la reduccién son dos métodos fundamentales en la teoria de la computacion.
Ya lo comprobamos en la computabilidad, y comenzamos a hacerlo en la complejidad
computacional con la diagonalizacion en el capitulo anterior.

A partir de este capitulo vamos a comprobar la importancia en la complejidad computacional
de las reducciones, mas precisamente de las reducciones polinomiales, es decir las reducciones
computables en tiempo polinomial, que son las que se necesitan en este marco. Recurrimos a
las reducciones polinomiales para estudiar un conjunto particular de lenguajes de la clase NP,
los lenguajes NP-completos. Estos lenguajes tienen la propiedad de que todos los lenguajes de
NP se reducen polinomialmente a ellos, lo que hace que constituyan un tema central en la
complejidad temporal: si se encontrara un lenguaje NP-completo perteneciente a la clase P,
entonces se estaria demostrando la igualdad P = NP. Es decir, P # NP implica que un lenguaje
NP-completo no pertenece a P. De este modo, la sospecha de la inexistencia de un algoritmo
eficiente para decidir un lenguaje de NP, respaldada empiricamente por numerosos intentos
infructuosos para obtenerlo, se refuerza sobremanera cuando se demuestra que el lenguaje es
NP-completo (en la practica, como la conjetura ampliamente aceptada es que P # NP, el lenguaje
queda condenado a no estar en P).

El esquema de razonamiento descripto recuerda el que mostramos en la parte de
computabilidad del libro, cuando tratamos la RE-completitud de los lenguajes HP y Lu: todos los
lenguajes de la clase RE se reducen a HP y Lu, por lo que si éstos fueran recursivos se cumpliria
R = RE. La diferencia, claro esta, es que la no pertenencia de ambos lenguajes a la clase R no
depende de ninguna conjetura, sino que se prueba directamente (no existe un problema abierto
R vs RE analogo al problema P vs NP).

La completitud es un concepto esencial. Permite identificar el grado de dificultad de toda una
clase de lenguajes. En la complejidad computacional, en particular, se considera que una clase
sin lenguajes completos no tiene razdn de existir. En los capitulos siguientes analizaremos, en

este sentido, distintas clases y jerarquias.
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Pasamos a desarrollar las nociones mencionadas, comenzando por la descripcién de las
reducciones polinomiales. En este capitulo y el siguiente nos enfocamos en las m-reducciones
polinomiales (o Karp-reducciones, o reducciones poly-time), postergando hasta el capitulo final
la descripcion de las Turing-reducciones polinomiales (o Cook-reducciones). Para simplificar,
mientras no sea necesaria la distincion, llamaremos a las m-reducciones polinomiales

directamente reducciones polinomiales.

Las reducciones polinomiales

Las reducciones polinomiales se definen como las reducciones generales, pero con el agregado
de que se computan en tiempo polinomial.

Formalmente, se define que una reduccién polinomial de un lenguaje L1 a un lenguaje L2 es
una funcioén f : £* — ¥* que satisface dos condiciones, una condicién de complejidad temporal y

una condicion de correctitud:-

e Condicién de complejidad temporal: existe una maquina de Turing Mfque la computa en
tiempo polinomial.

e Condicion de correctitud: asigna a toda cadena w que pertenece al lenguaje L1 una cadena
f(w) que pertenece al lenguaje L2, y a toda cadena w que no pertenece a L1 una cadena f(w)

que no pertenece a Lo.

La notacion L1 <p L2 expresa que existe una reduccion polinomial de L1 a Lo.
El siguiente teorema, analogo al teorema 5.1 de las reducciones generales, formaliza la

utilidad de las reducciones polinomiales:

Teorema 7.1
a. SiLl1<p L2y Lz € P, entonces L1 € P.
b. SiL1<pL2yL2€ NP, entonces L1 € NP.

Prueba. En palabras, las clases P y NP son cerradas con respecto a las reducciones
polinomiales, es decir que reduciendo polinomialmente un lenguaje L1 a un lenguaje L2 de P (NP),
se prueba que L1 pertenece a P (NP). Probamos la parte (a):

Si existen una MT M¢ que reduce L1 a L2 en tiempo polinomial y una MT M2 que decide L2 en
tiempo polinomial, entonces también existe una MT M1 que decide L1 en tiempo polinomial: dada
una entrada w, M1 primero ejecuta Mr y obtiene f(w), y luego ejecuta M: a partir de f(w) y responde
como Mz. Ya demostramos previamente que M1 decide L1 (teorema 5.1). Veamos que lo hace en

tiempo polinomial:
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e A partir de w, la MT Mt ejecuta poly(|w|) pasos y obtiene f(w), que cumple [f(w)| < poly(|w]), ya
que en k pasos una maquina de Turing no recorre mas que k celdas.

e Luego, a partir de f(w), la MT M2 ejecuta poly(|f(w)|) pasos, que de acuerdo a lo anterior no
son mas que poly(|w|) pasos.

e En suma, a partir de w, la MT M+ tarda tiempo polinomial.
La parte (b) se prueba de manera similar.

Ejercicio. Probar la parte (b) del teorema.

Fin del teorema

Aplicando el contrarreciproco a las dos partes del teorema anterior, como hicimos con el
teorema 5.1, se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 7.1
a. SiL1<L2yL1¢P, entonces L2 ¢ P.
b. SiLi1<L2yLs ¢ NP, entonces L2 € NP.

El corolario 7.1 establece que en una reduccién polinomial de un lenguaje L1 a un lenguaje
L2, L2 es tan o mas dificil que L1, en el sentido de la complejidad temporal. Concretamente, no
puede ser que L2 pertenezca a P y L1 no, ni que L2 pertenezca a NP y L1 no.

Otra analogia con las reducciones generales es que también las reducciones polinomiales
son reflexivas, transitivas y no simétricas (ejercicio 7.1).

Introducidas las reducciones polinomiales (mostramos varios ejemplos mas adelante),

presentamos a continuacion los lenguajes NP-completos, el tema central del capitulo.

Los lenguajes NP-completos

Un lenguaje es NP-completo si satisface dos condiciones:
e Pertenece a la clase NP.
e Todos los lenguajes de NP se reducen polinomialmente a él. Se dice en este caso que el

lenguaje es NP-dificil.

La figura 7.1 ilustra las dos condiciones que cumple un lenguaje NP-completo (fi es una
reduccién polinomial de Li a L).
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Figura 7.1. L es NP-completo: esta en NP y todo lenguaje de NP se reduce polinomialmente a él.

La clase de los lenguajes NP-completos se denomina NPC. Notar que de acuerdo a su
definicién y al corolario 7.1, un lenguaje NP-completo es tan o mas dificil que cualquier lenguaje
de la clase NP, y como también pertenece a NP, identifica el grado de dificultad de toda la clase.
Existen miles de lenguajes de este tipo, representantes de problemas sobre grafos, férmulas
booleanas, numeros, conjuntos, ecuaciones, autdmatas, etc., todos de mucho interés
computacional. Comenzamos a caracterizarlos con tres teoremas.

El primer teorema revela la importancia del concepto de NP-completitud en la complejidad
temporal, que anticipamos en la introduccion del capitulo:

Teorema 7.2. Sea L un lenguaje NP-completo. Si L € P, entonces P = NP.

Prueba. El teorema establece que un lenguaje NP-completo no puede decidirse en tiempo
polinomial a menos que se cumpla P = NP. La prueba es la siguiente:

Sean L un lenguaje NP-completo y L1 un lenguaje cualquiera de NP. Por definicién, se cumple
L1<p L. SiL € P, entonces por propiedad de las reducciones polinomiales (teorema 7.1) se cumple
también L1 € P. Y como esto vale para cualquier lenguaje L1 de NP, llegamos a que NP c P, y
por lo tanto P = NP.

Fin del teorema

De acuerdo al teorema anterior, asumiendo P # NP podemos plantear una version mas

detallada de la clase NP, incorporando a la clase NPC. La mostramos en la figura 7.2.

NP

Figura 7.2. La clase NP y sus subclases P y NPC, asumiendo P # NP.
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La region restante de NP que muestra la figura 7.2 reune, por lo tanto, a sus lenguajes de
dificultad infermedia (ni los mas faciles que son los de P, ni los mas dificiles que son los de NPC).
Asumiendo P # NP, se prueba que existe. La analizaremos en el proximo capitulo.

El segundo teorema para caracterizar a los lenguajes NP-completos describe cémo poblar la
clase NPC (mecanismo que vamos a ejemplificar en la préxima seccion):

Teorema 7.3. Sea L1 un lenguaje de NP. Si existe un lenguaje NP-completo L tal que L <p Ly,

entonces L1 también es NP-completo.

Prueba. El teorema establece que encontrando una reduccién polinomial de un lenguaje NP-
completo L a un lenguaje L1 de NP, se prueba que también L1 es NP-completo. La prueba es la
siguiente:

Sean L un lenguaje NP-completo, L1 un lenguaje de NP tal que L <p L1, y L2 un lenguaje
cualquiera de NP. Por definiciéon, se cumple L2 <p L, y por la transitividad de las reducciones
polinomiales, se cumple L2 <p L1. Como esto vale para cualquier lenguaje L2 de NP, llegamos a
que todo lenguaje de NP se reduce polinomialmente a L1, que sumado a que L1 pertenece a NP
significa que L1 es NP-completo.

La figura 7.3 ilustra el mecanismo de poblamiento de NPC definido en el teorema (fi es una

reduccion poilinomial de Lia L y f es una reduccion polinomial de L a L+1).

Figura 7.3. SiL € NPC, L1 e NP y L <, L4, entonces Ly € NPC.

Fin del teorema

Finalmente, el tercer teorema permite asegurar que efectivamente existen lenguajes NP-
completos. Mencionamos que los hay por miles, describimos como poblar la clase NPC, pero
todavia no encontramos formalmente ninguno. El teorema establece concretamente que el
lenguaje SAT, representante del problema de satisfactibilidad, es NP-completo. Fue el primer
lenguaje NP-completo que se encontrd. La prueba la presentaron, a comienzos de la década de
1970, de manera independiente y practicamente en simultaneo, S. Cook en los Estados Unidos
y L. Levin en la Unién Soviética (curiosamente como A. Church y A. Turing probaron en 1936 la

indecibilidad del Entscheidungsproblem):
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Teorema 7.4. El lenguaje SAT es NP-completo.

Prueba. En los ejemplos 6.2 y 6.7 mostramos de dos maneras distintas que SAT pertenece a
NP. Presentamos a continuacién la idea general de una reduccion polinomial, variante de las que
se definieron en las pruebas originales, que prueba que SAT es NP-dificil, y asi NP-completo (en
una nota adicional la detallamos):

Al no haber ningun lenguaje NP-completo especifico desde el cual reducir polinomialmente a
SAT, se define una funcién de reduccién f desde un lenguaje genérico L de NP, decidible en
tiempo polinomial p(n) por una MTN M con una cinta (sin perder generalidad). La funcién f asigna

a una cadena w una férmula booleana ¢w:

f(w) = Quw
tal que @w expresa una computacion de M a partir de w. La idea es que @w sea satisfactible sélo
si M acepta w (idea similar a la que empled A. Turing en su prueba de indecibilidad del

Entscheidungsproblem, que comentamos en el teorema 5.7). La figura 7.4 representa la funcién

de reduccidn f propuesta.

L SAT

f

Figura 7.4. L es un lenguaje de NP, y w € L sii la formula booleana ¢, es satisfactible.

Dado que el tiempo de ejecuciéon de M es p(n), w contempla una computacion de a lo sumo
p(n) + 1 configuraciones de p(n) simbolos cada una. @w expresa que la primera configuracion
contiene la entrada w, que una configuracion sucede a la anterior segun la relacion de transicion
de M, y que la ultima configuracién contiene el estado de aceptacién. Para ello utiliza variables
cix. La semantica de una variable cix es que es verdadera o falsa segun en la posicion i (una celda
determinada de una configuracion determinada) se encuentra o no el simbolo x,
respectivamente. Se comprueba que f efectivamente reduce polinomialmente L a SAT:

Por un lado, f es computable en tiempo polinomial (f satisface la condicion de complejidad
temporal). Dada una entrada w con |w| = n, alcanzan O(p3(n)) pasos para generar una férmula
booleana que exprese una computacién de a lo sumo p(n) + 1 configuraciones de p(n) simbolos
cada una.

Por otro lado, w € L sii f(w) = @w € SAT (f satisface la condicién de correctitud). Si w € L,
entonces existe una computaciéon de M que acepta w, y por lo tanto ¢@w, con valores de verdad

consistentes con las caracteristicas de dicha computacion, resulta verdadera, lo que significa que
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@w € SAT. Y si ow € SAT, entonces existe una asignacion de valores de verdad que satisface @w,
y de esta manera, la computacién de M a partir de w que expresa ¢w con dicha asignacién es de
aceptacion, lo que significa que w € L.

Fin del teorema

Asi, SAT esta entre los lenguajes mas dificiles de NP. Es lo maximo que podemos afirmar. Lo
ideal seria diagonalizar y probar que SAT no esta en P (con lo que P # NP), como cuando
encontramos por diagonalizacion un lenguaje recursivo L decidible en tiempo minimamente
exponencial y probamos que P # R (teorema 6.3), pero lamentablemente la diagonalizacién, util

para tratar lenguajes dificiles como L, no lo es para tratar los lenguajes NP-completos.

Ejemplos de lenguajes NP-completos

Probada la NP-completitud de SAT, la clase NPC comenzé a poblarse por medio de reducciones
polinomiales, primero desde SAT y después desde otros lenguajes NP-completos. En los
ejemplos siguientes describimos algunas reducciones polinomiales clasicas, basadas en

distintas heuristicas.

Ejemplo 7.1. El lenguaje CSAT vy el lenguaje 3-SAT son dos sublenguajes del lenguaje SAT
también NP-completos. CSAT contiene las formulas booleanas de SAT en FNC, y 3-SAT, las
féormulas booleanas de CSAT con tres literales por clausula. Las pruebas de pertenencia a NP
de CSAT y 3-SAT difieren de la prueba de pertenencia a NP de SAT sélo en el anlisis sintactico
inicial de las cadenas de entrada. Se puede probar que CSAT es NP-dificil con una reduccién
polinomial desde SAT. En este ejemplo probamos que 3-SAT es NP-dificil con una reduccién
polinomial desde CSAT.

Proponemos la siguiente funcién de reduccién f (seguimos omitiendo, para simplificar, el

andlisis sintactico de las cadenas de entrada):
f@) = o*

tal que @ = @1 A ... A @k es una férmula booleana en FNC, y ¢* = @*1 A ... A @*k s una férmula

booleana en FNC con tres literales por clausula, que cumplen:

 Si @i tiene un solo literal [, entonces @*i = ([ [v ).

e Si @i tiene dos literales f1y b, entonces @* = (4 v kv [).

o Si @i tiene tres literales [1, L2y 5, entonces ¢* = (f v l2v B).

e Si @i tiene m > 3 literales [, ..., [m, entonces @* es una conjuncién de clausulas con m — 3

variables nuevas x1, ..., Xm-3 que tiene la siguiente forma:
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%= (hv kv xi) A (Bvxivxe) A(lav X2V X3) A oo A (b2 Vv Xma Vv Xm=3) A (lmt v [mV Xm-3)

La funcion f es efectivamente una reduccion polinomial de CSAT a 3-SAT. En tiempo
polinomial, toda clausula de ¢ de m literales se puede transformar en O(m) clausulas de ¢* de

tres literales. Y se cumple ¢ € CSAT sii ¢* € 3-SAT:

e Si@ € CSAT y A es una asignacion de valores de verdad que satisface @, se verifica que la
siguiente asignacion A*, extension de A sobre ¢*, satisface ¢*: /A* repite las asignaciones
de A a los literales originales, y en cuanto a las variables nuevas surgidas de cada clausula
(v ... v [m) con m > 3, si de izquierda a derecha (i es el primer literal con valor verdadero
segun A, entonces A* asigna el valor verdadero a las variables x1, ..., xi2 y el valor falso a
las variables restantes. De esta manera, llegamos a ¢* € 3-SAT.

e Si@* € 3-SAT y A* es una asignacion de valores de verdad que satisface ¢*, la asignacion
A que resulta de restringir AA* a ¢ satisface @. Asumiendo lo contrario llegamos a una
contradiccion: tomando el conjunto de clausulas obtenido por la reduccién a partir de cualquier
clausula (¢1v ... v {m) con m > 3, si dichos literales son falsos seguin “A* entonces las variables
correspondientes x1, X2, ..., Xm-3 tienen que ser verdaderas segun A*, y también —“xm-3
(contradiccidn). De esta manera, llegamos a @ € CSAT.

Fin del ejemplo

La reduccién polinomial que acabamos de describir pertenece a una familia de reducciones
polinomiales basadas en reemplazos locales. Se identifican componentes especificos de las
cadenas del lenguaje NP-completo conocido y se los modifica para producir cadenas del lenguaje
NP-completo nuevo. La reduccion polinomial del proximo ejemplo pertenece a una familia de
reducciones polinomiales mas complejas. También se parte de componentes especificos de las
cadenas del lenguaje desde el que se lleva a cabo la reduccién, pero en lugar de transformarlos

se disefian componentes nuevos que se interconectan adecuadamente.

Ejemplo 7.2. El lenguaje 3-SAT es muy util para probar la NP-completitud de numerosos
lenguajes (como lo son en la computabilidad los lenguajes HP y Lu para probar la no
recursividad). En este ejemplo recurrimos a 3-SAT para probar la NP-completitud del lenguaje
CV ={(G, K) | G es un grafo que tiene un cubrimiento de vértices de tamafo K}, que representa
el problema del cubrimiento de vértices, consistente en determinar si un grafo G tiene un
cubrimiento de vértices de tamafio K, es decir un subconjunto C de K vértices tal que todo arco
de G tiene un extremo en C (en el gjercicio 6.10.e pedimos probar que CV pertenece a NP). La
siguiente reduccion de 3-SAT a CV permite probar que CV es NP-dificil, y asi que es NP-
completo.

Proponemos la siguiente funcién de reduccion f:
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f(e) = (G, 2K)

tal que @ es una férmula booleana en FNC con tres literales por clausula, K es la cantidad de
clausulas de ¢, y G es un grafo que se construye de la siguiente forma (todavia consideramos

so6lo grafos no dirigidos):

e Por cada literal de cada clausula de ¢ se crea un vértice en G.

e Todo par de vértices creados a partir de dos literales de una misma clausula se unen por un
arco (identificado como enlace de tipo 1). De esta manera, toda clausula determina un
triangulo con enlaces de tipo 1.

e Todo par de vértices creados a partir de dos literales xiy 7xi de distintas clausulas también se

unen por un arco (identificado como enlace de tipo 2).

Por ejemplo, en la figura 7.5 mostramos el grafo G asignado por la funcién de reduccion f a la

férmula booleana @ = (X1 v X2 v X3) A (X1 v X2 v 7X3).

Figura 7.5. Grafo G asignado por la funcién f a la férmula @ = (X1 v X2V X3) A (X1 V X2 v 7X3).

En la figura 7.5, el conjunto de vértices {x2, X3, X2, X3} es un cubrimiento de vértices de
tamafio 4 del grafo G, el doble de la cantidad de clausulas de @, tal como se requiere.

La funcion f es efectivamente una reduccion polinomial de 3-SAT a CV. En tiempo polinomial,
por cada una de las K clausulas se puede crear un triangulo, y por cada literal de cada clausula

se pueden crear O(K) arcos. Y se cumple ¢ € 3-SAT sii (G, 2K) € CV:

e Sean ¢ € 3-SAT, A una asignacion de valores de verdad que satisface ¢, y el siguiente
conjunto C de 2K vértices del grafo G: incluye a todos los vértices asociados a los literales
falsos de ¢ segun A, y si con esto no es suficiente para que tenga dos vértices de cada
triangulo (por existir clausulas de ¢ con dos o tres literales verdaderos segun A), incluye mas
vértices hasta completar el par. Se cumple que C es un cubrimiento de vértices de G: todo
enlace de tipo 1 esta cubierto porque C tiene dos vértices de cada triangulo formado con
dichos enlaces, y todo enlace de tipo 2 también esta cubierto porque uno de sus vértices esta

asociado a un literal falso segun A, el cual esta en C. Asi, (G, 2K) € CV.

FACULTAD DE INFORMATICA | UNLP 134



COMPUTABILIDAD Y COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL — RICARDO ROSENFELD

e Sean (G, 2K) € CV, C un cubrimiento de vértices de tamano 2K del grafo G, y la siguiente
asignacion de valores de verdad A a ¢: a los literales asociados a los vértices que no estan
en C les asigna el valor verdadero, y al resto de los literales les asigna valores consistentes
cualesquiera. Se cumple que A satisface ¢: C esta compuesto necesariamente por dos
vértices de cada uno de los tridngulos, y por lo tanto en toda clausula hay un literal verdadero
segun A. Ademas, A no tiene inconsistencias, porque si dos literales xi y =xide dos clausulas
distintas son verdaderos segun A, significa que el enlace de tipo 2 asociado no esta cubierto
por C (contradiccidn). Asi, ¢ € 3-SAT.

Fin del ejemplo

La siguiente reduccion polinomial es mas sencilla que las anteriores. Pertenece a una tercera
familia de reducciones polinomiales, que relacionan lenguajes que representan problemas muy

similares.

Ejemplo 7.3. Vamos a definir una reduccion polinomial del lenguaje CV, que probamos recién
que es NP-completo, al lenguaje CLIQUE = {(G, K) | G es un grafo que tiene un clique de tamafio
K}, correspondiente al problema del clique, el problema de determinar si un grafo tiene un clique
de tamano K, es decir un subgrafo completo de K vértices (en el ejemplo 6.10 demostramos que
CLIQUE pertenece a NP). Con esta reduccién demostraremos que CLIQUE es NP-dificil, y asi
que es NP-completo. Proponemos la siguiente funcion de reduccion f:

f(G, K) = (G, m — K)

tal que G€ es el grafo complementario de G (tiene los vértices de G y los arcos que no tiene G),

y m es la cantidad de vértices de G. Mostramos un ejemplo en la figura 7.6.

41’,@

Figura 7.6. f asigna a un grafo G con un cubrimiento de tamario 2, el grafo G° con un clique de tamafio 3.

En la figura 7.6, G tiene m = 5 vértices y un cubrimiento de vértices de tamario K = 2, y G©
tiene un clique de tamafio m — K = 3, tal como se requiere.

La funcion f es efectivamente una reduccioén polinomial de CV a CLIQUE.

Ejercicio. Comprobar que f se computa en tiempo polinomial.
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Veamos que se cumple (G, K) € CV sii (G€, m — K) € CLIQUE. Probamos sdlo la implicacién
hacia la derecha, la prueba de la implicacion reciproca es muy similar:
Dado un par (G, K) € CV, con G = (V, E) de m vértices, si C es un cubrimiento de vértices de

tamarfio K de G, entonces V — C constituye un clique de tamarfio m — K de G€:

e EltamafiodeV-Cesm-K.

e V — C constituye un clique de G€: Supondremos que no y llegaremos a una contradiccion. Si
V — C no constituye un clique de GC, entonces existen dos vértices iy j de V — C tales que el
arco (i, j) no esta en G€, o lo que es lo mismo, que esta en G. Por lo tanto, G tiene un arco
cuyos dos extremos no estan en C, y asi C no es un cubrimiento de vértices de G

(contradiccion). En consecuencia, V — C constituye un clique de G°€.

Ejercicio. Probar la implicacion reciproca: si (G¢, m — K) € CLIQUE entonces (G, K) € CV.

Fin del ejemplo

Para definir la ultima reduccién polinomial de esta seccion recurrimos a una cuarta heuristica

(en las notas adicionales y los ejercicios finales presentamos mas ejemplos).

Ejemplo 7.4. El lenguaje SUB-ISO = {(G1, Gz) | G1 y G2 son dos grafos y G1 es isomorfo a un
subgrafo de Gz} representa una variante del problema del isomorfismo de grafos, problema este
ultimo que consiste en determinar si dos grafos son isomorfos, es decir si existe una biyeccion
entre sus vértices que preserva su relacion de adyacencia, o dicho de otra forma, si los grafos
son iguales salvo por la denominacion de sus arcos. SUB-ISO es NP-completo:

La prueba de que SUB-ISO pertenece a NP es practicamente la misma que la prueba de que
ISO pertenece a NP (la cual pedimos en el ejercicio 6.10.b). Para probar que SUB-ISO es NP-
dificil, y asi que es NP-completo, vamos a definir una reduccién polinomial desde el lenguaje
CLIQUE, cuya NP-completitud probamos en el ejemplo anterior.

Proponemos la siguiente funcién de reduccion f:

f(G, K) = (Gk, G)

tal que Gk es un grafo completo de K vértices.
La funcion f es efectivamente una reduccién polinomial de CLIQUE a SUB-ISO:
En tiempo polinomial se puede generar un grafo completo de K vértices y se puede copiar G.
Y se cumple (G, K) € CLIQUE sii (Gk, G) € SUB-ISO: (G, K) € CLIQUE sii G tiene un subgrafo
completo de K vértices sii G tiene un subgrafo isomorfo a Gk sii (Gk, G) € SUB-ISO.

Fin del ejemplo

La reduccion polinomial del Ultimo ejemplo pertenece a una cuarta familia, basada en la

heuristica de restricciéon. La idea es definir las cadenas del lenguaje NP-completo nuevo
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restringidas a las caracteristicas de las cadenas del lenguaje NP-completo conocido (en el
ejemplo, los isomorfismos que se obtienen son entre cliques).

Otro aspecto para destacar del ultimo ejemplo es que curiosamente, a diferencia del lenguaje
SUB-ISO, el lenguaje ISO no seria NP-completo. En efecto, al dia de hoy no se ha podido reducir
polinomialmente ningun lenguaje NP-completo a ISO (ni tampoco se ha podido encontrar ningin
algoritmo polinomial que lo decida, y asi ISO seria uno de los lenguajes de NP de dificultad
intermedia que mencionamos antes). Intuitivamente, SUB-ISO seria mas dificil que ISO por su
redundancia de informacién: modificando de varias maneras el grafo G en un par (Gk, G) de
SUB-ISO, Gk puede seguir siendo isomorfo a un subgrafo de G, pero en cambio cualquier
alteracién no trivial a uno de los grafos de un par (G1, Gz2) de ISO tiene impacto. El tamafio de un
lenguaje, como veremos enseguida, estaria directamente relacionado con su grado de dificultad,
en el sentido de la complejidad temporal.

Reflexion. Una idea fascinante que podria plantearse considerando los miles de ejemplos que
existen como los que acabamos de mostrar, es que tras la enorme cantidad de lenguajes NP-
completos en realidad se esconden muchos menos, o expresado de otro modo, que en el ambito
de la NP-completitud existen pocas familias de lenguajes, cada una con muchos lenguajes que
son en verdad un udnico lenguaje pero especificado de multiples maneras y en multiples
disciplinas (teoria de grafos, l6gica, aritmética, teoria de conjuntos, algebra, teoria de automatas,
etc). Una observacion que refuerza esta interpretacion es que tomando dos lenguajes
cualesquiera de gran parte de los lenguajes NP-completos conocidos, se cumple que los
certificados de las cadenas de uno se pueden transformar eficientemente en los certificados de
las cadenas del otro. En la siguiente seccion y el ultimo capitulo mencionamos otras
observaciones de similares caracteristicas.

Fin de la reflexion

Dos propiedades distintivas de los lenguajes NP-completos

En los miles de lenguajes NP-completos que se conocen, se observan dos caracteristicas que
refuerzan la conjetura P # NP:

La primera caracteristica es que entre todo par de lenguajes NP-completos conocidos existe
una biyeccién, tal que tanto ella como su inversa son computables en tiempo polinomial. Por
definicién, entre dos lenguajes NP-completos cualesquiera L1 y L2 existen una reduccion
polinomial de L1 a L2 y una reduccién polinomial de L2 a L1, pero dichas reducciones no tienen
por qué ser una la inversa de la otra. Sin embargo, cualquiera sea el par de lenguajes NP-
completos conocidos que se consideren, se puede construir una biyeccion con la caracteristica
mencionada. Se dice en este caso que los lenguajes son p-isomorfos (la p es por polinomial). La
Conjetura de Berman-Hartmanis establece que los lenguajes NP-completos son p-isomorfos dos

a dos. Es una conjetura muy importante, ya que si se cumple significa que P = NP: por el
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contrarreciproco, si P = NP entonces P = NPC (la inclusién P < NPC se obtiene a partir del
ejercicio 7.2), y asi, NPC incluye lenguajes finitos e infinitos, lo que invalida la conjetura de
Berman-Hartmanis dado que un lenguaje finito no puede ser p-isomorfo a un lenguaje infinito.
Existe también una contraconjetura, que plantea la posibilidad de que existan lenguajes NP-
completos no p-isomorfos al lenguaje SAT.

La segunda caracteristica observada es que todos los lenguajes NP-completos conocidos son
densos, tienen muchas cadenas. Intuitivamente, a mas cadenas en un lenguaje L mas tiempo
para determinar si una cadena w esta entre las cadenas de L, o mejor dicho, mas tiempo para
encontrar un certificado de w entre todos los certificados posibles (mientras que en la
computabilidad, como dijimos antes, mas que el tamafio de un lenguaje es su especificacion el
componente que mejor identifica su grado de dificultad, que asociamos graficamente al contorno
de la figura con la que se puede representar en el plano). Formalmente, se define que un lenguaje
L es denso si su funcion censo cL(n), la cual determina la cantidad de cadenas de L de tamafio
a lo sumo n, crece exponencialmente, y es disperso si el crecimiento de cL(n) es polinomial. Se
prueba que si existe un lenguaje NP-completo disperso entonces P = NP, por lo que el hecho de

que todos los lenguajes NP-completos conocidos sean densos es otra evidencia de que P # NP.

El problema P vs NP revisitado

En la practica, cuando se prueba que un lenguaje es NP-completo se encara alguna alternativa
de remediacién, para poder procesarlo en un tiempo razonable (se asume P # NP, y por lo tanto
que el lenguaje no puede decidirse en tiempo polinomial). Entre las remediaciones se

encuentran:

e Restriccién a cadenas de cierto tipo. Vimos por ejemplo el lenguaje 2-SAT, con conjunciones
de clausulas de dos literales; mientras que el lenguaje SAT es NP-completo, 2-SAT pertenece
a la clase P. También mencionamos el lenguaje CLIQUEk, en el que el tamario de los cliques
no forma parte de las cadenas, sino que es una constante K; el lenguaje CLIQUE es NP-
completo, pero CLIQUEk pertenece a P (si bien podria discutirse su tratabilidad cuando K es
muy grande). Otro ejemplo de restriccion de cadenas en lenguajes con grafos corresponde al
uso exclusivo de arboles: lenguajes NP-completos con grafos sin restricciones son decidibles
eficientemente con arboles, entre ellos los que representan los problemas del clique, el
circuito hamiltoniano, el conjunto independiente de vértices y el cubrimiento de vértices.

e Método de retroceso (backtracking). Se puede explicar facilmente en términos de la definicién
de un lenguaje de NP mediante una MTN M: en lugar de procesar secuencialmente las
computaciones de M, la idea es analizarlas en paralelo, avanzando y retrocediendo segun la
evolucién en cada caso. Por ejemplo, para decidir si una féormula booleana es satisfactible, se
puede elegir en base a una heuristica determinada una primera variable, asignarle en una

computacién el valor verdadero y en otra el valor falso, simplificar la férmula en cada
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computacién, seguir con una segunda variable, decidir eventualmente descartar una
computacion cuando se detecta que la misma no conduce a una solucién, etc.

e Aproximaciones polinomiales. En este caso, los lenguajes corresponden a problemas de
busqueda, especificamente la busqueda de un éptimo, maximo o minimo. Los algoritmos que
se construyen consisten en obtener, en tiempo polinomial, una solucion relativamente buena,

cercana al 6ptimo.

Las alternativas de remediacion parten de la conjetura P # NP, ampliamente aceptada, pero
en la complejidad temporal no se descartan otras posibilidades.

Una posibilidad es que se encuentren algoritmos que decidan los lenguajes NP-completos en
tiempo del orden polinomial, pero con un orden muy alto, del estilo O(n'%?). Un mundo en estas
condiciones podria no ser utépico como el que caracterizamos en la seccion sobre el problema
P vs NP del capitulo anterior (en un mundo asi, el costo para obtener una solucién seguiria siendo
significativamente mayor que el costo para verificarla).

Una segunda posibilidad es que se demuestre la pertenencia de un lenguaje NP-completo a
la clase P pero con una prueba no constructiva. El problema en este caso seria que aun sabiendo
que existe un algoritmo polinomial para decidir el lenguaje, no tendriamos idea alguna sobre su
estructura.

Todavia queda una tercera posibilidad, y mas problematica que la anterior (que de todos
modos la opinién generalizada descarta): que la légica que manejamos no sea lo suficientemente
potente como para permitirnos probar la relacién entre P y NP. Dicho de otra manera, que las
dos conjeturas, P # NP y P = NP, sean independientes en el marco logico existente. En esta
situacion, podria suceder que contemos con un algoritmo que decida eficientemente un lenguaje

NP-completo, pero que no lo podamos comprobar.

Notas adicionales

Comenzamos detallando la reduccién polinomial de la prueba de NP-completitud de SAT, cuya
idea general presentamos en el teorema 7.4. Después describimos otras tres reducciones
polinomiales. La primera también permite encontrar un primer lenguaje NP-completo (de una
manera mucho mas facil que en el teorema 7.4), la segunda es un ejemplo en el area de la teoria
de conjuntos, y la ultima permite demostrar la NP-completitud de uno de los problemas de grafos

mas estudiados, ya formulado en el siglo XIX: el problema del viajante de comercio.
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Detalle de la reduccién polinomial para probar que SAT es NP-completo

Nos enfocamos en la forma de la férmula booleana generada, que en el teorema 7.4 sélo se

presenté en general. Primero repasamos la idea de la reduccién y agregamos algunos detalles

técnicos:

Se define una funciéon f para reducir un lenguaje L cualquiera de NP al lenguaje SAT. Se
asume que existe una MTN M que decide L en tiempo polinomial p(n), con una cinta (sin
perder generalidad), un conjunto de estados Qm y un alfabeto 'm. La idea de f es generar,
dada una cadena w, una férmula booleana @w satisfactible sii w pertenece a L, tal que @w
expresa una computacion de M a partir de w que termina en el estado de aceptacion.

La forma de @w se basa en la representacion de una computacién de M a partir de w con una
cadena #Po#B+#... #Bpn), con n = |w| y Bk, de p(n) simbolos, la representacion de la
configuracién k-ésima. En la representacion de fk, el estado corriente, el simbolo corriente y
la seleccion no deterministica del proximo paso (numero natural entre 1 y K si el grado de no
determinismo de M es K) forman un solo simbolo compuesto (de esta manera, existen
simbolos simples de 'm U {#} y simbolos compuestos con un estado de Qm, un simbolo de 'm
U {#} y un niumero entre 1 y K). Si Bk corresponde a una configuracion final y k < p(n), se hace
Bk = ... = Bpn)

Por cada simbolo de la cadena #Bo#B+#...#Bpn), ®w tiene una variable booleana cix. Los
subindices i varian a lo largo de todas las posiciones posibles de la cadena, entre 0, la primera
posicion de la configuracién inicial, y (p(n) + 1)2 — 1, la ultima posicién de la ultima
configuracién. Los subindices x son todos los simbolos posibles. La idea es que cix sea
verdadera o falsa segun en la i-ésima posicibn se encuentre o no el simbolo x,
respectivamente.

Para simplificar la escritura, conjunciones como CixA Cax A ... Se abrevian con AiCix, y disyunciones
como CixV CxV ... con Vicix(el rango de i se especifica en cada caso, y el de x debe entenderse

como que varia entre todos los simbolos, salvo que se indique alguna restriccion).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la férmula booleana ¢w que genera la funcion de

reduccion f consiste en la conjuncion de cuatro subférmulas:

Pw = Q1 A P2 A P3 A Q4

La subformula @1 expresa que en una posicién i no hay dos simbolos x e y distintos:

®1=Ai [(Vx Cix) A _'(Vx¢y Cix A Ciy)]

siendo i cualquier posicion. La subformula @2 expresa la configuracion inicial de M, que contiene

la entrada w = w1...wn:
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@2= Q21 A QP22 A Q23 A P24, tal que:
P21 = Co# A Cp(n)+1,#

P22 =C1x1 VCix2 V ... V Cixm

P23 = C2w2 A C3w3 A ... A Cnwn

(24 = Cn+1,B A Cn+2,B A ... A Cp(n),B

donde los xi son todos los simbolos compuestos que pueden representar el estado inicial de M,
el primer simbolo de w y un posible proximo paso de M. La subférmula @3 expresa que la ultima
configuracion tiene el estado final ga:

@3 = Vi(VxCix)

tal que i varia a lo largo de la ultima configuraciéon y x incluye el estado qga. Finalmente, la
subformula ¢4 expresa la condicién que debe cumplir una configuracion para suceder a otra,

segun la relacion de transicion de M y la seleccidon no deterministica del paso anterior:

®4 = Ai (Vv,x,y,z Ci—p(n)—2v A Ci—pn)—1,x A Ci—p(n),y A Ciz)

tal que i varia entre la primera posicion de la segunda configuracion y la Ultima posicion de la
ultima configuracion, y z puede estar en la posicion i de una configuracién cuando los simbolos
v, X € y estan en las posiciones i — 1, i, i + 1 de la configuracién anterior (considerando que una
configuracién con un estado final es igual a la siguiente).

Reduccién polinomial alternativa para encontrar un primer lenguaje NP-

completo

La siguiente reduccion polinomial permite encontrar un primer lenguaje NP-completo de una
manera mucho mas facil que la que mostramos antes (pero que no representa un problema

natural como el problema de satisfactibilidad):

Ejemplo 7.5. Vamos a probar que el lenguaje Lu-tk = {(<M>, w, 1¥) | M es una MTN con una cinta
que acepta w en a lo sumo K pasos} es NP-completo. El lenguaje Lu-tk es la version del lenguaje
universal Lu de la clase RE en el marco de la clase NP, y como tal representa el problema de
aceptacion, en este caso acotada por un nimero de pasos.

Primero probamos que Lu-tk € NP:

La siguiente MTN Mu-tk decide Lu-tk en tiempo polinomial: dada una terna (<M>, w, 1K), genera
no deterministicamente una cadena C de (K + 1)2 simbolos, y acepta sii C representa una
computacion de M de a lo sumo K pasos que acepta w, considerando la representacion de una

computacion que describimos en la nota adicional anterior.
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Ejercicio. Comprobar que efectivamente la MTN Mu.tk decide Lu-tk en tiempo polinomial. ¢ Es

relevante que K esté codificado en unario?

Ahora probamos que Lu-tk es NP-dificil, y por lo tanto NP-completo:

Naturalmente, la prueba es similar a la de la RE-completitud del lenguaje Lu (teorema 5.3). Si
L es un lenguaje cualquiera de NP y M es una MTN con una cinta que lo decide en tiempo
polinomial p(n), la funcién f que asigna a una cadena w la terna (<M>, w, 1P(%)) es una reduccion
polinomial de L a Lu-tk: se computa en tiempo polinomial y cumple, para toda cadena w, w € L sii
(<M>, w, 1PWD) € Luy.tk.

Fin del ejemplo

Otras reducciones polinomiales

Presentamos dos reducciones polinomiales mas, una del area de la teoria de conjuntos (hasta
ahora hemos considerado solamente lenguajes con grafos y formulas booleanas), y la otra
relacionada con uno de los problemas de grafos mas conocidos, el problema del viajante de

comercio.

Ejemplo 7.6. Vamos a definir una reduccion polinomial del lenguaje SUM-SUB = {(S, K) | S es
un conjunto de nimeros naturales, K es un niumero natural, y existe un subconjunto de S cuyos
elementos suman K} al lenguaje PARTICION = {T | T es un conjunto de nimeros naturales que
se puede particionar en dos subconjuntos, de manera tal que las sumas de sus elementos
coincidan}.

El lenguaje SUM-SUB representa un problema de planificacién de tareas y también una
version simplificada del problema de la mochila. En el ejemplo 6.8 probamos que pertenece a
NP, y se puede probar que es NP-dificil, y asi NP-completo, con una reduccion polinomial desde
el lenguaje NP-completo que representa el problema del cubrimiento exacto, otro lenguaje del
area de la teoria de conjuntos. Por su parte, el lenguaje PARTICION también representa un
problema de planificacidon de tareas. En el ejercicio 6.10.f pedimos probar que pertenece a NP,
y con esta reduccion completaremos la prueba de su NP-completitud.

Proponemos la siguiente funcién de reduccion f:

f(S,K)=T

tal que S es un conjunto {s4, ..., sm} de numeros naturales, K es un numero natural, y T es el
conjunto {s1, ..., Sm, t1, t2}, siendo t1 =2H + 2Ky t2 =4H, con H = (3 s si) / 2.

Ejercicio. Probar que f es computable en tiempo polinomial.

FACULTAD DE INFORMATICA | UNLP 142



COMPUTABILIDAD Y COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL — RICARDO ROSENFELD

Veamos que (S, K) € SUB-SUM sii T € PARTICION:

e SiT € PARTICION, entonces T se puede particionar en dos subconjuntos cuyos elementos
suman lo mismo. Ninguno de los dos subconjuntos puede incluir juntos a t1 y t2, porque la
suma de ambos es mayor que la suma de los elementos restantes. De esta manera, se

cumple:

4H + 3psi=2H + 2K + Y spS;

para algun subconjunto P de S. Sumando }r si en ambos miembros de la igualdad, queda:

4H + 25 psi=4H + 2K

y por lo tanto, Y rsi = K, lo que significa que (S, K) € SUM-SUB.

e Si (S, K) e SUM-SUB, entonces existe un subconjunto P de S que cumple Yrsi = K. A partir

de esta igualdad, podemos llegar facilmente a:

dpsith=)spsi+t

y asi, los subconjuntos P U {tz} y (S — P) U {t1} forman una particién de T con elementos que
suman lo mismo, lo que significa que T € PARTICION.

Fin del ejemplo

Ejemplo 7.7. El problema del viajante de comercio plantea determinar si un vendedor puede
visitar un conjunto de ciudades una sola vez y volver al punto de partida, sin recorrer mas que
una cierta distancia. En el ejemplo 6.10.c lo representamos con el lenguaje PVC ={(G,B) | G es
un grafo completo ponderado que tiene un circuito de Hamilton tal que la suma de los valores
asociados a sus arcos es menor o igual que B}, y pedimos probar la pertenencia del lenguaje a
NP. En lo que sigue probaremos que PVC es NP-dificil, y por lo tanto que es NP-completo.

Vamos a definir una reduccion polinomial a PVC desde el lenguaje CH = {G | G tiene un
circuito de Hamilton}, representante del problema del circuito Hamiltoniano. En ejemplo 6.9
probamos que pertenece a NP, y se puede probar que es NP-dificil, y asi NP-completo, con una
reduccion polinomial desde el lenguaje NP-completo CV correspondiente al problema del
cubrimiento de vértices (probamos su NP-completitud en el ejemplo 7.2).

Proponemos la siguiente funcién de reduccion f:

f(G) = (G12, m)
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tal que G es un grafo con m vértices, y G2 es un grafo completo cuyos vértices son los mismos
de G y cuyos arcos tienen asociado el valor 1 0 2 segun estén o no en G, respectivamente.

La funcién f es efectivamente una reduccion polinomial de CH a PVC. Dado G, con m vértices,
en tiempo polinomial se puede generar (G12, m), y ademas se cumple G € CH sii (G12, m) € PVC:
G € CH sii G tiene un circuito de Hamilton sii G12 tiene un circuito de Hamilton cuyos valores
asociados a sus arcos suman m sii (Gi2, m) € PVC.

Fin del ejemplo

Observaciones finales

e En la practica, probar que un lenguaje es NP-completo significa condenarlo a no pertenecer
alaclase P.

e Para probar que un lenguaje de la clase NP es NP-completo, hay que encontrar una reduccion
polinomial de un lenguaje NP-completo a dicho lenguaje.

e Al probarse que un lenguaje es NP-completo, se plantea alguna alternativa de remediacién
para poder procesarlo en un tiempo razonable.

e La completitud es un concepto que trasciende la clase NP, es fundamental en toda la
complejidad computacional. Un lenguaje completo de una clase permite identificar el grado

de dificultad de toda la clase.

Referencias

S. Cook cred el concepto de NP-completitud y encontré el primer lenguaje NP-completo, el
lenguaje SAT (Cook, 1971). Un poco después, R. Karp probd mediante reducciones polinomiales
la NP-completitud de 21 lenguajes de interés computacional (Karp, 1972), y L. Levin publicé en
la Unién Soviética un trabajo similar al de Cook (Levin, 1973), pero enfocado en los problemas
de busqueda. Mas alla de las fechas de sus publicaciones, se considera que el trabajo de Levin
fue simultaneo al de Cook, y por eso el teorema que establece la NP-completitud de SAT se
conoce como Teorema de Cook-Levin. La simultaneidad de estos trabajos no fue casual: a uno
y otro lado de la Cortina de Hierro se estaban analizando desde hacia tiempo varios problemas,
de la investigacion operativa, la logica, la aritmética, la combinatoria, etc., que se distinguian por
su grado de dificultad y su mutuo relacionamiento. De todos modos, se puede observar de
acuerdo a los trabajos de esa época, que en general la comunidad cientifica de entonces no
captd la real dimensién del descubrimiento de la NP-completitud en lo que hace a su relacion
con el problema P vs NP.

La prueba que presentamos de que SAT es NP-completo se basa en la que aparece en el
capitulo 13 de (Hopcroft y Ullman, 1979). En dicho capitulo también se prueba la NP-completitud
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de los lenguajes de féormulas booleanas CSAT y 3-SAT, y del lenguaje de grafos CV
representante del problema del cubrimiento de vértices. El capitulo 7 de (Sipser, 1997) y el
capitulo 7 de (Lewis y Papadimitriou, 1998) incluyen varias pruebas de NP-completitud,
considerando lenguajes de distintas areas.

(Garey y Johnson, 1979) es una excelente guia para estudiar los lenguajes NP-completos.
Describe distintas heuristicas para la construccién de reducciones polinomiales (mencionamos
algunas en este capitulo), y presenta una extensa lista de lenguajes NP-completos y NP-dificiles
agrupados por area (teoria de grafos, disefo de redes, conjuntos y particiones, almacenamiento
y recuperacion de datos, secuenciamiento y planificacion de tareas, programacion matematica,
algebra y teoria de numeros, juegos, logica, automatas y teoria de lenguajes, optimizacion de
programas, y miscelaneos), indicando por cada lenguaje qué reduccion polinomial se puede
emplear para demostrar su NP-dificultad.

La construccién de p-isomorfismos entre lenguajes NP-completos se basa en la técnica de
relleno (padding), la cual consiste en concatenar al final de las cadenas de un lenguaje
subcadenas de facil reconocimiento, lo que aumenta artificialmente las longitudes de las cadenas
y en consecuencia reduce el grado de dificultad del lenguaje, en el sentido de la complejidad
temporal. Para profundizar sobre dicha técnica se puede consultar el capitulo 3 de (Balcazar,
Diaz y Gabarrd, 1995), y sobre los p-isomorfismos en la clase NPC, el capitulo 5 de (Bovet y
Crescenzi, 1994). En este capitulo también se trata la densidad de los lenguajes NP-completos.

Otras lecturas recomendadas:

(Kapron, 2023): libro de reciente aparicion dedicado al trabajo de Cook.

Los articulos (Aaronson, 2003) y (Aaronson, 2005): en el primero se discute sobre la
posibilidad de que las conjeturas P # NP y P = NP sean independientes, y en el segundo se
analizan distintos dispositivos computacionales no tradicionales para resolver los problemas NP-
completos.

(Fichte, Le Berre, Hecher y Szeider, 2023): analiza la significativa evolucion durante los
ultimos, en lo que hace a su eficiencia, de los solucionadores SAT (SAT solvers), aplicativos de

la industria informatica que resuelven el problema de satisfactibilidad,

Ejercicios

7.1 Probar que las reducciones polinomiales son reflexivas, transitivas y no simétricas. Ayuda:

basarse en la prueba del teorema 5.2 y el comentario que le sigue.
7.2 Probar que se pueden reducir polinomialmente entre si todos los lenguajes de la clase P
distintos de @ y Z*. Ayuda: dichos lenguajes se deciden en tiempo polinomial, y tienen al

menos una cadena pero no tienen todas.

7.3 Dados dos lenguajes L1 y L2 distintos de @ y ¥*, y ademas L2 € P, definir:
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a. Una reduccion polinomial de L1 N Lz2a L.

b. Una reduccién polinomial de L1 U L2 a L.

Definir reducciones polinomiales:

a. De 2-COLOR a 2-SAT, tal que 2-COLOR = {G | G es un grafo y sus vértices pueden
colorearse con dos colores, de manera tal que ningun par de vértices adyacentes
reciban el mismo color} (el lenguaje 2-COLOR representa el problema de coloracion
de grafos con dos colores). Ayuda: intentar con una funcién que genere por cada arco
(i, j) de un grafo, clausulas de la forma (xi v X;) y (7Xi v 7X)).

b. De 3-SAT a CLIQUE. Ayuda: intentar con una funcion que asigne a una formula
booleana ¢, un par (G, K), siendo K la cantidad de clausulas de ¢, y G un grafo con
un vértice por cada literal de cada clausula de ¢ y arcos que conectan a todos sus
vértices entre si, salvo cuando los vértices corresponden a literales de una misma
clausula o a un literal y su negacion.

c. De DCH a CH, tal que DCH es el lenguaje que representa el problema del circuito
hamiltoniano en grafos dirigidos. Ayuda: intentar con una funcién que asigne a un grafo
Gy un grafo Gy, que incluya por cada vértice v de Gy, vértices vy, v1, v, arcos (vo, vi) y
(v1, v2), y el arco (v2, wg) sélo en caso de que (v, w) sea un arco de Gj.

d. De PARTICION a SUM-SUB. Ayuda: si T pertenece a PARTICION, entonces incluye

un subconjunto cuyos numeros suman la mitad de la suma de los nimeros de T.

Probar que los lenguajes HP y Lu, representantes de los problemas de la detencion y
aceptacion, respectivamente, son NP-dificiles. ; Son NP-completos?

Probar que los complementos de todos los lenguajes de la clase NP se reducen

polinomialmente al lenguaje SATC.

Probar que si L1 L2, L2<p L1y L1 € NPC, entonces L2 € NPC.

Dados dos lenguajes L1 y L2 distintos de @ y ¥*, y ademas L1 € NP y L € P, determinar si
se cumple:

a. SiL1 N L2e NPC, entonces L1 € NPC.

b. SiLi U L2€ NPC, entonces L1 € NPC.

Probar la NP-completitud de los siguientes lenguajes:

a. 2-CH ={G| G es un grafo y tiene dos circuitos de Hamilton}. Ayuda: intentar con una
reduccién polinomial desde el lenguaje CH.

b. SH={(G,i,j)| G es un grafo y tiene un camino de Hamilton del vértice i al vértice j}.

Un camino de Hamilton tiene las mismas caracteristicas que un circuito de Hamilton,
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salvo que el vértice inicial no se repite al final. Ayuda: intentar también con una
reduccion polinomial desde el lenguaje CH.

c. El lenguaje IND, representante del problema del conjunto independiente de vértices
(definido en el ejercicio 6.10.d). Ayuda: intentar con una reduccién polinomial desde el
lenguaje 3-SAT, y basarse en la reduccién que sugerimos en el gjercicio 7.4.b.

d. Ellenguaje PROG-LIN-ENT-01, representante del problema de la programacion lineal
entera con la restriccion de que los coeficientes de las variables son sélo 0 y 1. Ayuda:
intentar con una reduccion polinomial desde el lenguaje CSAT, que asigne a una
férmula booleana, un sistema de desigualdades en base a la siguiente idea: a
clausulas como X;i v xj v Xk, asociarles desigualdades de la forma x; + x;+ xx=> 1, y a

clausulas como x; v 7x; v 7k, desigualdades de la forma x; + (1 —x)) + (1 —x) > 1.
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CAPITULO 8

La jerarquia espacio-temporal

Asumiendo la conjetura ampliamente aceptada P # NP, se prueba que ademas de P y NPC, NP
incluye una tercera clase de lenguajes, la clase NPI (la | es por su condicién de clase intermedia
entre P y NPC, teniendo en cuenta el grado de dificultad de sus lenguajes, en el sentido de la
complejidad temporal). Otra conjetura ampliamente aceptada es que NP no es cerrada con
respecto al complemento, lo que refuerza la conjetura P # NP. La clase que reune a los
complementos de los lenguajes de NP se denomina CO-NP. En NPI y CO-NP se identifican
lenguajes de mucho interés computacional. Comenzamos este capitulo describiendo ambas
clases, con las que completamos la presentacion de la jerarquia temporal.

Después nos enfocamos en la métrica de complejidad computacional que nos falta tratar, la
meétrica de complejidad espacial. Del mismo modo que hicimos con la complejidad temporal,
formulamos el escenario de estudio y las definiciones mas relevantes de la complejidad espacial,
mostramos ejemplos representativos, e introducimos una jerarquia de lenguajes, incluyendo
lenguajes completos (generalizando el concepto de completitud, que hasta ahora utilizamos
solamente en el ambito de la clase NP). La jerarquia espacial la presentamos combinada con la
jerarquia temporal en una Unica jerarquia espacio-temporal, para reflejar la relacion que existe
entre las dos métricas.

Al final hacemos una breve referencia a la region de la jerarquia espacio-temporal en la que
habitan los lenguajes efectivamente intratables, es decir los lenguajes que se prueba que son

intratables sin utilizar ninguna conjetura.

La clase NPI

Empezamos describiendo la clase NPI. Se define como el conjunto NP — (P U NPC). Su
existencia, asumiendo P # NP, se puede probar recurriendo a la técnica de relleno que

mencionamos en las referencias del capitulo anterior. La idea es concatenar secuencias de unos,
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de una forma determinada, a las férmulas booleanas del lenguaje SAT. De este modo, las
cadenas del lenguaje L obtenido son mas grandes y mas facilmente reconocibles que las
originales, lo que provoca que L tenga un grado de dificultad menor que SAT, pero sin llegar al
de un lenguaje de la clase P.

Otra manera de probar que NPI no es el conjunto vacio si P = NP, es aplicando el siguiente

teorema, conocido como Teorema de Ladner:

Teorema 8.1

Si P # NP, entonces dado un lenguaje recursivo L1 ¢ P, existe un lenguaje L2 € P tal que:
a. LinL¢P.

b. L1N L2 se reduce polinomialmente a L.

c. L1 no se reduce polinomialmente a L1 N Lo.

Prueba. No vamos a probar el teorema. En lugar de ello, mostramos en lo que sigue como a
partir de su enunciado podemos encontrar un lenguaje concreto de NPI. Sea L1 € NPC. Si se
cumple P = NP entonces L1 ¢ P, por lo que segun los tres incisos planteados existe un lenguaje

L2 € P que satisface:

e Por(a),LiNL2¢P.
e Por (b), L1 N L2 se reduce polinomialmente a L1, y como L1 € NP, vale L1 N L2 € NP.

e Por (c), L1no se reduce polinomialmente a L1 N Lz, y como L1 € NP, vale L1 N L2 ¢ NPC.

Asi llegamos a que L1 N L2 € NP — (P U NPC) = NPI (figura 8.1).

L, € NPC L,eP

Figura 8.1. Si P = NP y L; € NPC, entonces existe L, € P tal que L1 N L, € NP — (P U NPC) = NPI.

Por ejemplo, asumiendo P = NP y tomando el lenguaje NP-completo CH correspondiente al
problema del circuito hamiltoniano, de acuerdo al Teorema de Ladner existe un lenguaje de
grafos L de la clase P tal que CH, restringido a los grafos de L, pertenece a la clase NPI.

La construccion del lenguaje L1 N L2 recuerda la relacion entre la dificultad y el tamafio de un
lenguaje referida en el capitulo anterior:

Quitando de un lenguaje L1 NP-completo, que asumiendo P = NP no pertenece a P, todas sus
cadenas no pertenecientes a un determinado lenguaje L2 de P, se obtiene un tercer lenguaje no

tan dificil como L+ ni tan facil como L2. O mas en general, quitando de un lenguaje NP-completo
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una cantidad suficiente de cadenas, ni tantas ni tan pocas, se obtiene otro lenguaje con un grado
de dificultad menor; no se sacan tantas cadenas como para que se alcance un lenguaje de P, ni
tan pocas como para que se preserve la NP-completitud.

Fin del teorema

De esta manera, podemos plantear una nueva version de la clase NP, asumiendo P = NP,

que mostramos en la figura 8.2.

Figura 8.2. La clase NP y sus subclases P, NPl y NPC, asumiendo P # NP.

Teniendo en cuenta como se puede obtener, aplicando el Teorema de Ladner, un lenguaje
de NPI a partir de uno de NPC, es facil comprobar que NPI incluye sucesiones infinitas de
lenguajes con grado de dificultad cada vez menor, pero sin llegar al de un lenguaje de P.

Ejercicio. Comprobar la observacion anterior.

También se cumple que NPI incluye pares de lenguajes incomparables, es decir pares de
lenguajes entre los que no existe una reduccién polinomial en ninguno de los dos sentidos, lo
que contrasta con lo que ocurre en P y NPC. Otra caracteristica distintiva de NPI con respecto a
NPC es que podria incluir lenguajes dispersos.

Dos lenguajes de NP candidatos a estar en NPI son los que representan el problema del
isomorfismo de grafos y el problema de factorizacién. Al dia de hoy no se ha podido probar su

pertenencia a la clase P ni a la clase NPC. Volvemos a ellos enseguida.

La clase CO-NP

Describimos ahora la clase CO-NP, la clase de los complementos de los lenguajes de NP, y con
ella finalizamos la presentacion de la jerarquia temporal.

La conjetura ampliamente aceptada es que NP = CO-NP. Intuitivamente, no parece posible
que existan certificados sucintos para las cadenas de lenguajes como SATC, CLIQUEC, etc. Por
ejemplo, en el caso de SATC, un certificado con una asignacion de valores de verdad no alcanza
para determinar si una formula booleana con m variables es insatisfactible, sino que debe incluir
las 2™ asignaciones posibles. Lo mismo se puede decir sobre CLIQUEC y otros complementos

de lenguajes de NP que hemos descripto previamente. Mas aun, la conjetura NP = CO-NP es
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mas fuerte que la conjetura P = NP, la primera implica la segunda: por el contrarreciproco, si se
cumple P = NP, entonces como P es cerrada con respecto al complemento también lo es NP, y
por lo tanto NP = CO-NP.

De la clausura de P con respecto al complemento también se deriva P c CO-NP, y en relacion
a P y NP N CO-NP sélo se puede decir que P < NP N CO-NP. Por otro lado, CO-NP < EXP,
porque para decidir la pertenencia de una cadena de tamafio n al complemento de un lenguaje
L de NP, alcanza con chequear sus cPo¥M certificados sucintos posibles, con ¢ constante, los
mismos que se requieren en el peor caso para decidir su pertenencia a L. Luego mostramos una
nueva version de la jerarquia temporal con estas relaciones.

La definicion formal de la clase CO-NP es la siguiente: L € CO-NP sii existe un polinomio p y

una MT M tal que para toda cadena w:

w € L sii Vx: |x| < p(|w]), M acepta (w, x) en tiempo poly(|w|)

Notar que a diferencia de la definicion de NP, los certificados sucintos se cuantifican
universalmente (no basta con considerar uno, sino que se requiere chequear todos los posibles).

Ejemplo 8.1. El problema de la validez de las férmulas booleanas sin cuantificadores consiste
en determinar si una féormula booleana sin cuantificadores ¢ es satisfactible por todas las
asignaciones posibles de valores de verdad, es decir si @ es una fautologia. El lenguaje que
representa el problema es TAUT = {¢ | ¢ es una tautologia}.

Se cumple que TAUT pertenece a CO-NP. Sea la siguiente MT M, que a partir de todo par de

la forma (@, A), con | A| < ||, hace (como antes, para simplificar, omitimos el analisis sintactico

de las entradas):

1. Verifica si A es una asignacion de valores de verdad a ¢. Si no, rechaza.

2. Acepta sii A satisface o.

¢ € TAUT sii M acepta (9, A) para toda asignacién de valores de verdad A a ¢, y ademas
en todos los casos M tarda tiempo polinomial (el bloque 1 se ejecuta en tiempo lineal y el bloque
2 en tiempo cuadratico), por lo que TAUT pertenece a CO-NP.

Fin del ejemplo

Ejercicio. Indicar qué certificado sucinto x sirve para verificar eficientemente que una féormula

booleana no es una tautologia (se dice en este caso que x es un descalificador sucinto).
La CO-NP-completitud se define de la misma manera que la NP-completitud: un lenguaje L

es CO-NP-completo (o pertenece a la clase CO-NPC) sii L pertenece a CO-NP y todos los

lenguajes de CO-NP se reducen polinomialmente a él. Obviamente, el complemento de un
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lenguaje NP-completo es CO-NP-completo (ejercicio 8.3). Por ejemplo, el lenguaje SATC es CO-

NP-completo. También lo es el lenguaje TAUT.

Ejercicio. Probar que el lenguaje TAUT es CO-NP-completo. Ayuda: existe una reduccion
polinomial de SATC a TAUT.

Asi como los lenguajes NP-completos son los mas dificiles de la clase NP, los lenguajes CO-
NP-completos son los mas dificiles de la clase CO-NP.

Asumiendo NP = CO-NP, se demuestra que el conjunto NP N CO-NP no incluye lenguajes
NP-completos ni CO-NP-completos. Intuitivamente, los lenguajes de NP N CO-NP son mas
faciles que los otros lenguajes de NP U CO-NP, porque a diferencia de éstos, cumplen que tanto
ellos como sus complementos cuentan con verificadores eficientes.

La relacion entre NP N CO-NP y NPC se formaliza con el siguiente teorema:

Teorema 8.2. Sea L un lenguaje NP-completo. Si L pertenece a CO-NP, entonces NP = CO-NP.

Prueba. Formulado por el contrarreciproco, el teorema establece que si NP # CO-NP, que es la
conjetura ampliamente aceptada, entonces las clases NPC y CO-NP son disjuntas.

Partiendo de un lenguaje L de NPC N CO-NP, probamos sélo la inclusion NP < CO-NP (la
inclusiéon CO-NP < NP se prueba de manera similar):

Si L1 es un lenguaje cualquiera de NP, entonces como L es NP-completo se cumple L1 < L,
y por lo tanto también se cumple L1¢ <, LC. Como ademas L€ € NP, entonces por propiedad de

las reducciones polinomiales se obtiene L1€ € NP, o lo que es lo mismo, L1 € CO-NP.

Ejercicio. Probar la otra inclusion, es decir CO-NP < NP.

Fin del teorema

Asi llegamos a una ultima version de la jerarquia temporal en el marco de la clase EXP. La

mostramos en la figura 8.3, asumiendo las conjeturas mas aceptadas.

I

Figura 8.3. Version definitiva de la jerarquia temporal, asumiendo las conjeturas mas aceptadas.
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Como en la jerarquia de la computabilidad, en la jerarquia temporal también podemos
establecer un orden sobre las clases, de acuerdo al grado de dificultad creciente de sus

lenguajes:

e Laclase P. Es la clase de los lenguajes decidibles en tiempo polinomial.

e La clase (NP /1 CO-NP) — P. Contiene los lenguajes de NPI tales que sus complementos
también estan en NPI.

e Laclase NPl - (NP /1 CO-NP). Contiene los lenguajes restantes de NPI.

e Laclase NPC. Es la clase de los lenguajes NP-completos.

e Laclase CO-NPI - (NP 11 CO-NP). Contiene los complementos de los lenguajes de la clase
NPI — (NP N CO-NP).

e Laclase CO-NPC. Es la clase de los lenguajes CO-NP-completos.

Ya anticipamos que dos lenguajes de mucho interés computacional, candidatos a pertenecer
a NPI, son el que corresponde al problema del isomorfismo de grafos y el que corresponde al
problema de factorizacion.

El primer lenguaje, ISO, tiene como elementos pares (G1, G2), siendo G1 y G2 grafos de m
vértices que cumplen que existe una permutacion 1 de (1, ..., m), que podemos expresar con
(tr(1), ..., 1(mM)), tal que (i, j) es un arco de G1 sii (17(i), 1(j)) es un arco de Gz (dicha permutacién
hace las veces de certificado sucinto). No parece posible que existan certificados sucintos para
las cadenas de ISOC, por lo que ISO estaria en la clase NPl — (NP N CO-NP) de la jerarquia
temporal. En el capitulo siguiente seguiremos analizando el lenguaje con otros modelos
computacionales.

Por otro lado, los elementos del segundo lenguaje, FACT, tienen la forma (N, M1, M2), tal que
N, M1y M2 son nimeros naturales y N tiene un factor primo en el intervalo [M1, M2] (ésta es la
forma habitual de especificar el problema de decision). A diferencia de ISO, FACT estaria en la
clase (NP N CO-NP) — P (ejercicio 6.12), es decir que seria menos dificil que ISO, lo que podria
justificarse por el hecho de que mientras las instancias del problema del isomorfismo de grafos
pueden no tener soluciéon o tener varias, las instancias del problema de factorizacion siempre
tienen solucion y la solucion es unica (por el Teorema Fundamental de la Aritmética, que
establece que todo numero natural mayor que uno se puede expresar como un producto de
numeros primos de una sola manera). Curiosamente, el problema de primalidad, que plantea
determinar si un nimero es primo, tiene resolucion polinomial (ver las referencias del capitulo 6).
Otra curiosidad es que existe un algoritmo cuantico que resuelve la factorizacién eficientemente
(lo comentaremos en el préximo capitulo).

El lenguaje FACT es un muy buen ejemplo de como sacar provecho de un problema dificil.
Su supuesta dificultad permite implementar un esquema de seguridad informatica de uso muy
extendido, el sistema criptografico de clave publica, cuya variante mas popular es el Sistema
RSA (las siglas corresponden a sus autores, R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman). Descripto muy

simplificadamente, el sistema se basa en la hipétesis de que la multiplicacién es una funcién de
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un solo sentido (one-way function), lo que significa que es facil de computar (tiempo polinomial)
pero en general dificil de invertir (tiempo no polinomial). Por ejemplo, calcular N = N1.N2, siendo
N1y N2 dos numeros primos muy grandes, es facil, pero obtener N1 y N2 de N es dificil. Tomando
esto en consideracion se utilizan dos claves, una clave publica e conocida por todos los emisores
de mensajes, que incluye un numero como N, y una clave privada d conocida solo por el receptor
de los mensajes, que incluye dos numeros como N1y N2. El mecanismo de emisién y recepcion
de mensajes es el siguiente: el emisor le envia al receptor un mensaje encriptado v, obtenido
mediante un algoritmo de encriptacion E de tiempo polinomial aplicado sobre un par (w, €), siendo
w el mensaje original; y el receptor recibe el mensaje encriptado v y lo desencripta mediante un
algoritmo de desencriptacion D también de tiempo polinomial, aplicado sobre el par (v, d),
obteniendo el mensaje original w. Asi, la Unica forma que tiene un hacker de interceptar el

mensaje w en tiempo polinomial es conociendo la clave privada d.

Introduccion a la complejidad espacial

Pasamos a estudiar la complejidad espacial. El espacio requerido para decidir un lenguaje es
otra métrica de complejidad computacional ampliamente utilizada. Como sucede con el tiempo,
con mas espacio pueden decidirse mas lenguajes. La analogia con la complejidad temporal
también se manifiesta en las convenciones utilizadas: el espacio se mide con respecto al tamafio
de las cadenas de entrada; se considera el peor caso; se utilizan 6rdenes de magnitud, ahora
mediante funciones espaciales S(n); el modelo computacional es el de las maquinas de Turing
deterministicas con varias cintas; y la codificacién de los nimeros es cualquiera que no sea la
unaria (seguiremos utilizando la codificacion binaria).

Formalmente, se define que una MT M se ejecuta en espacio S(n) (u ocupa espacio S(n), o
es de espacio S(n), etc.) sii para toda entrada w de tamario n, la ejecucién de M a partir de w
ocupa a lo sumo S(n) celdas en cualquiera de sus cintas, sin considerar su cinta de entrada, que
es de soélo lectura, es decir que su cabezal unicamente se mueve a lo largo de la cadena de
entrada w (mas los dos simbolos blancos que la delimitan a izquierda y derecha) y los simbolos
de w no pueden modificarse. La cinta de entrada se excluye de las mediciones para lograr
espacio logaritmico, necesario como justificamos mas adelante, porque de lo contrario ya con la
entrada w la MT M ocuparia espacio lineal. El tratamiento de la cinta de salida, si fuese necesario
utilizarla, también es especial: la misma es de sélo escritura, es decir que sobre ella Unicamente
se puede escribir un simbolo y avanzar un lugar a la derecha. Estas caracteristicas de las cintas
de entrada y salida tienen su correlato en las computadoras reales, en las que se distingue la
memoria externa de la memoria interna.

Toda funcién espacial S(n) satisface la relacién S(n) > logzn, para que minimamente puedan
almacenarse indices de celdas. Ademas, como una maquina de Turing con una cinta puede
simular una maquina de Turing con varias cintas en el mismo espacio (el teorema 2.1 establece

un retardo cuadratico, pero también que el espacio ocupado no se altera), para el estudio de la
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complejidad espacial son suficientes maquinas de Turing con una cinta de entrada de sdélo lectura

y una cinta de entrada/salida o cinta de trabajo (utilizaremos este modelo por defecto).

Ejercicio. La complejidad espacial, como la complejidad temporal, trata unicamente con
lenguajes recursivos, pero en la definicién anterior nos referimos solamente al espacio ocupado
por una maquina de Turing, sin puntualizar su detencién. ;Por qué no hace falta modificar la

definicion? Ayuda: ver el ejercicio 3.8 y el ejemplo 4.3.

El escenario de estudio de la complejidad espacial se estructura en clases espaciales
SPACE(S(n). Cada una agrupa a todos los lenguajes que se pueden decidir en espacio O(S(n)),
y en conjunto forman la jerarquia espacial.

Como en la jerarquia temporal, los factores constantes de las funciones espaciales se pueden
eliminar, de acuerdo al Teorema de Compresion de Cintas (Tape Compression Theorem),
analogo al Teorema de Aceleraciéon Lineal de la complejidad temporal y probado del mismo
modo. En los ejemplos utilizaremos en general la notacion O(S(n)), teniendo en cuenta entonces
que también podriamos utilizar directamente S(n).

También como la jerarquia temporal, la jerarquia espacial es densa, siempre hay una clase
espacial que incluye estrictamente a otra (lo formalizamos en una nota adicional). Otra similitud
es que las funciones que se utilizan son construibles, en este caso espacio-construibles. Una
funcién S(n) es espacio-construible sii existe una MT Msn tal que a partir de toda entrada w, con
[w] = n, su ejecucidn ocupa S(n) celdas. De esta manera, utilizando funciones espacio-
construibles S(n) se pueden escribir cadenas de tamafo S(n) en espacio S(n) (ejercicio 8.5), lo
que resulta de mucha utilidad para demostrar algunos teoremas. Todas las funciones
habitualmente utilizadas en la complejidad espacial son espacio-construibles (en el ejercicio 8.6
consideramos algunos ejemplos).

En contraste con estas analogias, el efecto del no determinismo en el espacio es muy
diferente a su efecto en el tiempo. Concretamente, por el Teorema de Savitch, la simulacién
deterministica de una maquina de Turing no deterministica, que temporalmente produce un
retardo exponencial, espacialmente so6lo provoca un aumento cuadratico. Otro resultado en este
sentido, aun mas contraintuitivo que el anterior, proviene del Teorema de Immerman, que
establece que en el mismo espacio en el que se puede decidir no deterministicamente un
lenguaje, se puede decidir no deterministicamente su complemento (cuando en la complejidad
temporal, considerando por ejemplo las clases NP y CO-NP, la conjetura mas aceptada es que
son distintas). En otra nota adicional nos referimos a ambos teoremas.

Los lenguajes decidibles en espacio polinomial conforman la clase PSPACE, y los lenguajes
decidibles en espacio logaritmico, la clase LOGSPACE. De la misma forma, pero en términos de
maquinas de Turing no deterministicas, se definen las clases NPSPACE y NLOGSPACE,
respectivamente. Una maquina de Turing no deterministica ocupa espacio S(n) sii todas sus
computaciones ocupan espacio S(n). NPSPACE y NLOGSPACE también se pueden definir,

alternativamente, en términos de verificadores que hacen uso de certificados (maquinas de

FACULTAD DE INFORMATICA | UNLP 155



COMPUTABILIDAD Y COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL — RICARDO ROSENFELD

Turing deterministicas), igual que definimos NP en la complejidad temporal (en la complejidad
espacial, al revés que en la complejidad temporal, es mas habitual recurrir a las maquinas de
Turing no deterministicas que deciden lenguajes que a las maquinas de Turing deterministicas
que los verifican).

Como una MT M que tarda tiempo T(n) no ocupa mas que espacio T(n), porque en T(n) pasos

se recorren a lo sumo T(n) celdas, instanciando T(n) con poly(n) se obtiene:

P < PSPACE

lo que significa que los lenguajes tratables se pueden decidir en espacio polinomial.

Por otro lado, una MT M que ocupa espacio S(n) puede tardar mucho mas que tiempo S(n),
tanto como exp(S(n)), producto de la gran cantidad de configuraciones distintas que puede
recorrer en dicho espacio: |Q| estados, |I'| simbolos, una cinta de entrada de sélo lectura y una
cinta de trabajo, determinan en total (n + 2).S(n).|Q|.|l'|S™ configuraciones distintas, por n + 2
posiciones del cabezal de la cinta de entrada, S(n) posiciones del cabezal de la cinta de trabajo,
|Q| estados y |I'[|S(™ contenidos de la cinta de trabajo (la cinta de entrada tiene un solo contenido).
Se prueba que (n + 2).S(n).|Q].|[T'[3M™ < (4.]Q[.|F])S™, por lo que para simplificar, se suele utilizar
dicha cota, o directamente cS(, siendo ¢ una constante que depende de M. De este modo,
espacio S(n) implica tiempo a lo sumo ¢, y por lo tanto, en espacio poly(n) el tiempo puede

llegar a ser cPo¥(M, con lo que se cumple:

PSPACE c EXP

y en espacio logzn el tiempo puede llegar a ser c'°%" = nlogx, es decir poly(n), y asi:

LOGSPACE c P

lo que significa que los lenguajes de LOGSPACE son tratables.

En lo que hace a la relacion de la clase temporal NP con la jerarquia espacial, una
caracteristica fundamental de la complejidad espacial la explica: el espacio se puede reutilizar.
Podemos verlo por ejemplo con el lenguaje SAT. SAT no podria decidirse en tiempo polinomial
(probar la pertenencia al lenguaje puede requerir que se verifiquen O(2") certificados sucintos
posibles), pero si puede decidirse en espacio polinomial: el espacio requerido para verificar un
certificado sucinto posible es polinomial, y se puede reutilizar en la verificacion de otro. De esta
capacidad de iterar sobre todos los certificados sucintos posibles, reutilizando cada vez el mismo

espacio polinomial, se deriva la inclusion:

NP c PSPACE
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Ejercicio. Otra manera de probar NP < PSPACE es mostrando que una maquina de Turing no
deterministica que tarda tiempo polinomial se puede simular deterministicamente en espacio

polinomial. § Como seria la simulacion?
Asi llegamos a las siguientes inclusiones entre las clases de lenguajes mencionadas:
LOGSPACE c P c NP ¢ PSPACE c EXP

y al menos una inclusién entre las clases LOGSPACE y PSPACE es estricta, porque se cumple
LOGSPACE < PSPACE (ejercicio 8.7.a). Lo mismo sucede con las inclusiones entre las clases
P y EXP, porque se cumple P — EXP (teorema 6.3). La conjetura mas aceptada es que todas las

inclusiones son estrictas. Describimos a continuacion las clases espaciales que definimos.

Las clases LOGSPACE y NLOGSPACE

Empezamos por las clases de los lenguajes decidibles en espacio logaritmico. El siguiente es un
ejemplo de lenguaje de la clase LOGSPACE muy simple, pero muy representativo de lo que

significa pertenecer a dicha clase:

Ejemplo 8.2. En el ejemplo 6.1 probamos que el lenguaje de las cadenas akbk, con k > 1, se
puede decidir en tiempo polinomial, y por lo tanto en espacio polinomial. Pero dicho lenguaje se
puede decidir en menos espacio, en espacio logaritmico.

La idea general para probarlo es construir una MT M que utilice dos indices para apuntar a
los simbolos de la cadena de entrada w, un indice para los simbolos de su parte izquierda y un
indice para los simbolos de su parte derecha, e iterativamente copie en memoria sélo un par de
simbolos para validarlos, reutilizando cada vez el mismo espacio. El acceso a un simbolo
especifico de w se puede hacer moviendo el cabezal de la cinta de entrada hasta el simbolo
apuntado por el indice correspondiente.

Formalmente, M tiene cuatro cintas de trabajo. En las cintas de trabajo 1 y 2 mantiene dos
indices, iy j, y en las cintas de trabajo 3 y 4 valida cada vez los simbolos wi y wj de w apuntados
por los indices respectivos, reutilizando el espacio ocupado en la validacion anterior. Dada una

entrada w, con |w| = n, M hace:

1. Sinno es par, rechaza.
Hacei:=1enlacinta 1.

Hace j:=nenlacinta 2.

v

Sii<j:
Copia wi en la cinta 3.
Copia w; en la cinta 4.

Siwi #aowj#b, rechaza.
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Hacei:=i+ 1enlacinta 1.
Hace j:=j—1 enlacinta 2.

Vuelve al bloque 4.

5. Acepta.
M decide el lenguaje porque acepta w sii [w| = n es par, sus simbolos w1, ..., Xn2 SON a, y sus
simbolos wni2+1, ..., wn son b. Con respecto al espacio que ocupa:

e La validacion relacionada con n, lo mismo que las operaciones sobre los indices iy j, ocupan
espacio O(logzn),
¢ las copias y validaciones de los simbolos de w ocupan espacio constante,

e y para ejecutar una iteracion se puede reutilizar el espacio ocupado por la iteracién anterior,

lo que da como resultado un total de O(logzn) celdas.

Fin del ejemplo

Ejercicio. Justificar por qué también se puede establecer que el lenguaje de las cadenas akbk,

con k > 1, es decidible en espacio logzn. Ayuda: considerar el Teorema de Compresién de Cintas.

La técnica utilizada en el ejemplo anterior es tipica para probar que un lenguaje pertenece a
la clase LOGSPACE. Se emplean indices para el posicionamiento de los cabezales, se
manipulan pequefios fragmentos de la cadena de entrada, y se reutiliza espacio. Con esto
alcanza, porque los algoritmos correspondientes consisten basicamente en validaciones y
operaciones sobre pequefos componentes (andlisis sintacticos y operaciones aritméticas
elementales).

Un lenguaje de LOGSPACE de mucho interés computacional es el lenguaje ACC,
representante del problema de la accesibilidad en los grafos no dirigidos que ya tratamos en
distintos capitulos. Su pertenencia a LOGSPACE la probé O. Reingold en 2005, hito muy
relevante en la historia de la complejidad espacial.

Obviamente, el mismo problema pero planteado en grafos dirigidos también es de mucho
interés computacional. Al lenguaje que lo representa lo vamos a identificar con D-ACC.
Curiosamente, a diferencia de ACC, D-ACC no estaria en LOGSPACE, pareciera que con grafos
dirigidos el problema de accesibilidad es mas dificil. Pero si estd en NLOGSPACE, es decir que
se puede decidir en espacio logaritmico por medio de una maquina de Turing no deterministica,

como mostramos a continuacion:

Ejemplo 8.3. La siguiente MTN M decide el lenguaje D-ACC = {(G, i, j) | G es un grafo dirigido
que tiene un camino del vértice i al vértice j} en espacio logaritmico.
La idea general de M es ir armando un camino arco por arco, a partir del vértice i, pero

guardando soélo el ultimo arco procesado, para no superar el espacio logaritmico. Como un
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camino de un grafo de m vértices que no repite ninguno (camino simple) tiene a lo sumo m — 1
arcos, la cantidad de iteraciones de cada computacion de M se puede acotar con dicho valor (un
contador c lleva la cuenta). Formalmente, dada una entrada (G, i, j), basicamente con tres cintas

de trabajo (cintas 1, 2 y 3), M hace:

Hace ¢ := 1 en la cinta 3.

Hace v1 :=ien la cinta 1.

Escribe no deterministicamente un vértice v2 de G en la cinta 2.
Si (v1, v2) no es un arco de G, rechaza.

Si vz =, acepta.

Hace c:=c+ 1 enlacinta 3.

Si ¢ =m, rechaza.

Hace v1 := v2 en la cinta 2.

© ©® N o g A~ Db =

Vuelve al bloque 3.

Ejercicio. Probar que efectivamente la MTN M decide D-ACC en espacio logaritmico.

Fin del ejemplo

Como dijimos, la clase NLOGSPACE también se puede definir en términos de verificadores
basados en certificados (maquinas de Turing deterministicas). Formalmente, su definicién
alternativa es la siguiente: un lenguaje L pertenece a NLOGSPACE sii existe un polinomio p y

una MT M tal que para toda cadena w:

w € L sii Ix: [x] < p(|w]) y M acepta (w, x) en espacio O(logz|w])

con la salvedad de que la cadena x, que hace las veces de certificado sucinto, se encuentra en
otra cinta especial de M, la cual es de sélo lectura como la cinta de entrada, y ademas tiene la
restriccion de que su cabezal se mueve unicamente a la derecha. Tal restriccion se debe a que
el procesamiento de x tiene que hacerse en simultaneo con su lectura, simbolo a simbolo, porque
de lo contrario excederia el espacio logaritmico, dado que su tamafio es polinomial con respecto
al de la cadena de entrada (en el ejemplo 8.3 se aprecia claramente este esquema). La
equivalencia de las dos definiciones de la clase NLOGPSACE se puede demostrar sin mayor
dificultad (ejercicio 8.9).

Naturalmente, se cumple:

LOGSPACE < NLOGSPACE

porque una maquina de Turing deterministica es un caso particular de una maquina de Turing

no deterministica. La conjetura mas aceptada es que la inclusion es estricta. En este sentido, el

lenguaje D-ACC en la practica queda condenado a no pertenecer a LOGSPACE, porque se
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prueba que esta entre los lenguajes mas dificiles de NLOGSPACE (mecanismo de razonamiento
que recuerda al que vimos con los lenguajes NP-completos, y de hecho D-ACC es un lenguaje
NLOGSPACE-completo, definicion que formalizamos mas adelante). Ademas, pertenece a P (el
ejemplo 6.4 que prueba la pertenencia de ACC a P también sirve para probar la pertenencia de
D-ACC a P, adaptando ligeramente la maquina de Turing utilizada), lo que sugiere que todos los

lenguajes de NLOGSPACE pertenecen a P, es decir:

NLOGSPACE c P

que en efecto se cumple. En consecuencia, también los lenguajes de NLOGSPACE son
tratables. Una manera de probar dicha inclusion es mostrando que toda maquina de Turing no
deterministica que ocupa espacio logaritmico se puede simular deterministicamente en tiempo
polinomial (ejercicio 8.10). Otra manera, mas general y que es la que presentamos a
continuacion, se basa en un método que permite probar varias propiedades de la jerarquia

espacial (después volvemos a utilizarlo):

Teorema 8.3. NLOGSPACE c P

Prueba. El método referido se denomina método de accesibilidad. Se basa en la construccion de
un grafo de configuraciones, que se forma con las configuraciones de una maquina de Turing.
Para probar el teorema instanciamos el método a una maquina de Turing no deterministica que
ocupa espacio logaritmico.

Dados un lenguaje L de NLOGSPACE y una MTN MnL con una cinta de trabajo que lo decide
en espacio logaritmico, la idea es construir una MTD Mo de tiempo polinomial que se comporte

de la siguiente forma. Por cada cadena de entrada w, la MTD MopL:

e Primero construye un grafo dirigido G, con vértices que representan todas las configuraciones
que se pueden formar teniendo en cuenta MnL y w, y con arcos que unen los vértices que
representan configuraciones consecutivas. El objetivo es que G tenga un camino de su vértice
inicial, representante de la configuracion inicial de Mnt, a su vértice final, representante de
una configuracion de aceptacion de Mni, sélo si w pertenece a L.

e Y después decide si G tiene un camino del vértice inicial al vértice final, es decir ejecuta una
maquina de Turing que decide D-ACC (por ejemplo, la del ejemplo 6.4 adaptada) a partir de

G, su vértice inicial y su vértice final.

Formalmente, dada una entrada w, MpL hace:

1. Generacion de los vértices del grafo G. Primero escribe la configuracion inicial de Mni, que
identificamos con INI (cabezales apuntando a las primeras celdas de cada cinta, estado inicial

y contenido de la cinta de trabajo con todos simbolos blancos). Luego escribe las
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configuraciones restantes, en el orden candnico. Finalmente escribe un vértice especial, que
identificamos con FIN.

2. Generacion de los arcos del grafo G. Escribe en el orden canonico todas las configuraciones
(las identificamos con C;), pero haciendo luego de cada escritura lo siguiente: si Ci no es una
configuracion final (es decir, no tiene un estado final), obtiene las configuraciones C;
alcanzables desde C; en un paso y escribe los arcos (Ci, Cj); y si Ci es una configuracion de
aceptacion (configuracion con un estado de aceptacion), escribe el arco (C;, FIN).

3. Finalmente, vuelve a escribir los vértices INI y FIN para completar la terna (G, INI, FIN), y

ejecuta a partir de ella una maquina de Turing que decide el lenguaje D-ACC.

Claramente, MoL decide el lenguaje L. Y lo hace en tiempo polinomial:

Por un lado, generar la terna (G, INI, FIN) se puede hacer eficientemente. La MTN M. a partir
de w, con |w| = n, puede pasar a lo sumo por poly(n) configuraciones distintas (espacio
logaritmico implica tiempo polinomial). Cada configuracién se puede representar en espacio
O(logzn): la posicion del cabezal de la cinta de entrada en espacio O(logzn), la posicion del
cabezal de la cinta de trabajo en espacio O(logz(logzn)), el estado en espacio constante, y el
contenido de la cinta de trabajo en espacio O(logzn) (el contenido de la cinta de entrada de sélo
lectura no se considera). Y ademas, cada configuraciéon se puede generar en espacio O(logzn)
(y asi en tiempo polinomial), porque la funcion logzn es espacio-construible (ejercicio 8.6.a). En
sintesis, MoL escribe primero poly(n) vértices, después poly(n) arcos, y finalmente los vértices INI
y FIN, y la escritura de cada vértice le lleva tiempo poly(n), por lo que en total, para generar la
terna (G, INI, FIN), tarda tiempo polinomial.

Por otro lado, D-ACC se puede decidir en tiempo polinomial a partir de (G, INI, FIN), de
tamafio polinomial con respecto a w.

Asi, cualquier lenguaje decidible no deterministicamente en espacio logaritmico se puede
decidir deterministicamente en tiempo polinomial, es decir, NLOGSPACE c P.

Fin del teorema

Incorporando a la clase NLOGSPACE en la sucesién anterior de inclusiones, queda:

LOGSPACE < NLOGSPACE c P < NP c PSPACE c EXP

y la conjetura mas aceptada sigue siendo que todas las inclusiones son estrictas.

Dos ultimas caracteristicas de la clase NLOGSPACE para destacar tienen que ver con los
efectos del no determinismo en el espacio, ya mencionados antes en general. Una, de acuerdo
al Teorema de Savitch, es que los lenguajes de la clase NLOGSPACE se pueden decidir
deterministicamente en espacio O((logzn)?). La otra, de acuerdo al Teorema de Immerman, es
que si un lenguaje esta en NLOGSPACE, también estda en NLOGSPACE su complemento. Por

ejemplo, considerando el lenguaje D-ACC, se puede afirmar que el espacio O((log2|G|)?) alcanza
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para decidir deterministicamente si un grafo dirigido G tiene un camino del vértice i al vértice j, lo
que no resulta intuitivo, y también que el espacio O(logz|G|) es suficiente para decidir no
deterministicamente (o verificar deterministicamente) si un grafo dirigido G no tiene un camino
del vértice i al vértice j, resultado ain menos intuitivo.

Identificando con CO-NLOGSPACE a la clase de los lenguajes que son complementos de los

lenguajes de NLOGSPACE, entonces de acuerdo al Teorema de Immerman se cumple:

NLOGSPACE = CO-NLOGSPACE

Las clases PSPACE Y NPSPACE

Analizamos ahora las clases de los lenguajes decidibles en espacio polinomial. La conjetura mas
aceptada es que P « PSPACE, es decir que PSPACE incluiria lenguajes no tratables, conjetura
reforzada por el hecho de que NP < PSPACE.

Un lenguaje representativo de la clase PSPACE es QSAT, la version de SAT con formulas
booleanas totalmente cuantificadas (quantified SAT). También se lo conoce como QBF
(quantified boolean formulas). El lenguaje se define de la siguiente manera: QSAT = {6 | 6 es una
férmula booleana totalmente cuantificada, en forma normal prenexa, y es verdadera}. Una
férmula booleana totalmente cuantificada no tiene variables libres, y estd en forma normal

prenexa (o FNP) si todos sus cuantificadores se encuentran al inicio. Por ejemplo:

01 = Vx13x2: (X1 v X2) A (7X1 Vv TX2)

es una férmula booleana que pertenece a QSAT (es verdadera), y en cambio la férmula:

B2 = Ax1Vx2: (X1 Vv X2) A (7X1 Vv TX2)

no pertenece a QSAT (es falsa). El requerimiento de que las formulas estén en FNP corresponde
a la definicion clasica del lenguaje. En todo caso, toda formula booleana con cuantificadores se
puede convertir a una férmula equivalente en FNP en tiempo (y espacio) polinomial. Suele usarse
la notacion Qix1...Qmxm: (X1, ..., Xm), tal que Qi es un cuantificador existencial 3 o un
cuantificador universal V, y @(x1, ..., xm) €s una formula booleana sin cuantificadores. También
se usa la forma mas abreviada Q1x1...QmXm: @.

Notar que @(x1, ..., xm) es satisfactible sii 3x1,,,3xm: @®(x1, ..., Xm) s verdadera, por lo que
QSAT, al igual que SAT, es NP-dificil. Pero a diferencia de SAT, QSAT no estaria en NP. En
realidad, ni siquiera estaria en CO-NP. Observar, por ejemplo, que un certificado para verificar si

la formula 6 = Ix1Vx23x3VX4: X1 A X2 A X3 A X4 €S verdadera es un arbol de valores de verdad,
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compuesto por algun valor de x1, los dos valores de xz, algun valor de xs y los dos valores de xa.

Con respecto al espacio, se cumple que QSAT pertenece a PSPACE:

Ejemplo 8.4. Mostramos a continuacién una MT M que decide QSAT en espacio polinomial.
M invoca a una funcién recursiva Eval con una férmula booleana 6 totalmente cuantificada y

en FNP, y acepta sii Eval(8) devuelve el valor verdadero. La funcién Eval tiene la siguiente forma:

Eval(0):

Si©=3x: 061
Si Eval(61) = verdadero con x = verdadero, devolver verdadero.
Si Eval(61) = verdadero con x = falso, devolver verdadero.
Devolver falso.

Si @ =Vx: 0
Si Eval(61) = falso con x = verdadero, devolver falso.
Si Eval(61) = falso con x = falso, devolver falso.
Devolver verdadero.

Si 8 = @: devolver Eval(o).

La condicién 6 = ¢ se da cuando 6 tiene sélo constantes légicas (la funcion Evalc corresponde

a uno de los tipicos algoritmos de evaluacién a los que nos referimos previamente).

Ejercicio. Probar que M decide QSAT.

Se cumple ademas que M ocupa espacio polinomial: tanto la profundidad de la recursion
como el espacio requerido en cada una de sus instancias es O(n), y en consecuencia utiliza en
total O(n?) celdas.

Fin del ejemplo

QSAT esta entre los lenguajes mas dificiles de la clase PSPACE (es PSPACE-completo,
definicién que formalizamos después), y representa un problema que pertenece a una familia de
problemas que capturan la esencia de la clase. Se trata de los problemas que consisten en
determinar si en un juego de dos jugadores, con informacion perfecta, el primer jugador cuenta
con una estrategia ganadora. Mas precisamente, un problema de dicha familia se plantea en los
siguientes términos: dos jugadores J1y J2 hacen sus jugadas alternadamente sobre un tablero u
otra estructura, visible en todo momento por ambos (por eso se dice que la informacion es
perfecta), y hay que determinar si existe una jugada 1 de J4, tal que para toda jugada 1 de Jz,
existe una jugada 2 de J1, tal que para toda jugada 2 de Jo, ..., J1 gana. Ejemplos de juegos de

esta naturaleza son el ajedrez, las damas, el go, el juego del hexagono y el juego de geografia,
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entre otros, pero para lograr el tratamiento asintético que se necesita, el tamarfio del tablero o de
la estructura que se utilice se debe expresar en términos de n.

En el caso particular de QSAT, los jugadores son 3 y V, la estructura que se utiliza es una
férmula booleana ¢ sin cuantificadores con variables x1, x2, X3, X4, ..., ¥ €l juego consiste en que
3y V asignen alternadamente un valor de verdad a una variable de ¢, primero 3 a x1, después V
a xo, después 3 a xs, después V a x4, etc., ganando 3 si ¢ resulta verdadera o ganando V si @
resulta falsa. Asi, para que haya una estrategia ganadora para 3, tiene que haber alguna
asignacion a xi1, tal que para toda asignacion a xz, exista alguna asignacién a xs, tal que para
toda asignacién a x4, ..., la formula @ resulte verdadera, lo que significa que 3Ix1Vx23x3VX4...: @
tiene que pertenecer a QSAT.

En cualquier caso, para determinar si existe una estrategia ganadora para el primer jugador,
se deben considerar todas las posibles alternativas a partir de su primera jugada, lo que recuerda
las busquedas exhaustivas en NP, pero ahora con certificados no sucintos.

Enlo que hace a la clase NPSPACE, como segun el Teorema de Savitch un lenguaje decidible
no deterministicamente en espacio O(nk) es decidible deterministicamente en espacio O(n2 ),

con k constante, se cumple:
PSPACE = NPSPACE

es decir que en espacio polinomial el no determinismo no tiene impacto, no amplia el conjunto
de lenguajes que se pueden decidir. En términos de la definicion alternativa de NPSPACE: si en
espacio polinomial se puede verificar la pertenencia de una cadena w a un lenguaje L (leyendo
y procesando en simultaneo un certificado posible de w como describimos en la seccion anterior),
en espacio polinomial directamente se la puede decidir deterministicamente.

Como la clase PSPACE es cerrada con respecto al complemento, identificando con CO-
NPSPACE a la clase de los lenguajes que son complementos de los lenguajes de NPSPACE, se

obtiene:
NPSPACE = CO-NPSPACE
que en términos de verificadores significa que si en espacio polinomial se puede verificar un

posible certificado, en el mismo espacio se puede verificar su inexistencia. La igualdad
NPSPACE = CO-NPSPACE también se obtiene del Teorema de Immerman.

Lenguajes completos en la complejidad espacial

Ya dicho, la completitud es un concepto fundamental de la complejidad computacional. Permite
identificar el grado de dificultad de una clase de lenguajes, temporal o espacial, a través de

lenguajes representativos, completos de dicha clase. Hasta ahora sélo consideramos la
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completitud en la clase temporal NP. En esta seccidon, con la que finalizamos nuestro breve
estudio sobre la complejidad espacial (agregamos luego un par de notas adicionales en las que
profundizamos en la jerarquia espacial), nos enfocamos en la completitud en dos clases
espaciales que presentamos, NLOGSPACE y PSPACE. Primero formalizamos algunos
conceptos.

Vimos que si un lenguaje es NP-completo, es decir si pertenece a NP y todos los lenguajes
de NP se reducen polinomialmente a él, entonces se encuentra entre los lenguajes mas dificiles
de NP, no pertenece a P a menos que P = NP, y asi identifica el grado de dificultad de NP. Este
mismo mecanismo se puede generalizar a todas las clases, con la salvedad de que en las clases
relacionadas con el espacio logaritmico (LOGSPACE y NLOGSPACE), las reducciones
polinomiales utilizadas no pueden exceder el espacio logaritmico. Consecuentemente, dichas
reducciones, que vamos a llamar log-space, tienen que manejarse de una manera particular. Las
describimos a continuacién (usaremos L1 <iog L2 para indicar que existe una reduccion log-space
de L1 a Lz, y de ahora en més llamaremos poly-time a las reducciones polinomiales generales,
es decir las que no necesariamente son de espacio logaritmico):

Por un lado, por definicién, en la medicién del espacio de las maquinas de Turing que las
computan no se consideran sus cintas de entrada de sélo lectura ni sus cintas de salida de sdlo
escritura.

Por otro lado, para que se cumplan las propiedades requeridas por el mecanismo

mencionado, que son:

e Sil1<igL2yL2€e LOGSPACE, entonces L1 € LOGSPACE, y
e Sili1<igL2yL2€e NLOGSPACE, entonces L1 € NLOGSPACE,

o en palabras, que LOGSPACE y NLOGSPACE sean cerradas con respecto a las reducciones
log-space, las MT M1 y M2 de espacio logaritmico involucradas, M1 para computar la reduccién
de L1 a L2 y M2 para decidir L2, no se ejecutan secuencialmente como en la prueba del teorema
7.1 con reducciones poly-time. La razén es que Mi puede generar una cadena de tamano
polinomial con respecto al tamafio de su entrada, por lo que si se la envia entera a Mz se estaria
violando el espacio logaritmico. Lo que se hace en cambio es que M1 le pasa a M2 cada vez sélo
el simbolo que M2 necesita; si M2 se mueve a la derecha sobre su entrada, M1 le pasa el simbolo
siguiente de su salida, y si Mz se mueve a la izquierda sobre su entrada, M1 se vuelve a ejecutar
desde el principio, obtiene de su salida el simbolo que M2 necesita y se lo pasa.

Con estas consideraciones, la completitud en cualquier clase de lenguajes y el mecanismo
de prueba asociado se definen de la siguiente manera:

Un lenguaje L es C-dificil con respecto a las reducciones poly-time (log-space) sii para todo
lenguaje L1 de la clase C se cumple L1 <pL (L1 <iog L), ¥ si ademas pertenece a la clase C,
entonces es C-completo con respecto a las reducciones correspondientes. Asi, dadas dos clases
de lenguajes C1 y C: tales que C1 < Cz, si un lenguaje L es Cz2-completo con respecto a las

reducciones correspondientes, entonces L ¢ C1 a menos que se cumpla C1= Ca.
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Instanciando estas definiciones a clases de lenguajes que hemos descripto, tanto de la

jerarquia espacial como de la jerarquia temporal, podemos establecer:

e Si un lenguaje L es NLOGSPACE-completo con respecto a las reducciones log-space,
entonces se cumple L € LOGSPACE a menos que LOGSPACE = NLOGSPACE.

e Siunlenguaje L es P-completo con respecto a las reducciones log-space, entonces se cumple
L ¢ NLOGSPACE a menos que NLOGSPACE = P.

e Si un lenguaje L es NP-completo con respecto a las reducciones poly-time, entonces se
cumple L ¢ P a menos que P = NP (visto en el capitulo anterior).

e Si un lenguaje L es PSPACE-completo con respecto a las reducciones poly-time, entonces
se cumple L ¢ NP a menos que NP = PSPACE.

Para establecer la completitud en la clase LOGSPACE, en cambio, no alcanza ni siquiera con
las reducciones log-space, se debe recurrir a otra alternativa, porque todos los lenguajes de
LOGSPACE se pueden reducir entre si con reducciones log-space, lo que se prueba de la misma
manera que se prueba que todos los lenguajes de P se pueden reducir entre si con reducciones

poly-time (ejercicio 7.2).

Ejercicio. Probar que existe una reduccién log-space entre cualquier par de lenguajes de

LOGSPACE distintos de @ y ¥*. Ayuda: considerar la reduccién que resuelve el ejercicio 7.2.

Hechas las formalizaciones que necesitabamos, ahora si probamos, completando la seccion,
que el lenguaje D-ACC es NLOGSPACE-completo con respecto a las reducciones log-space, y

que el lenguaje QSAT es PSPACE-completo con respecto a las reducciones poly-time.

Teorema 8.4. El lenguaje D-ACC es NLOGSPACE-completo con respecto a las reducciones log-

space.

Prueba. Ya probamos que D-ACC pertenece a NLOGSPACE (ejemplo 8.3), y en realidad ya
desarrollamos gran parte de la prueba de que D-ACC es NLOGSPACE-dificil, empleando el
método de accesibilidad (teorema 8.3):

Partiendo de un lenguaje L cualquiera de NLOGSPACE y una MTN MnL con una cinta de
trabajo que lo decide en espacio logaritmico, hemos construido una MTD MpL que en tiempo
polinomial, a partir de una cadena w, genera una terna formada por un grafo dirigido G, su vértice

inicial INI y su vértice final FIN, tal que:

e Los vértices de G representan todas las configuraciones por las que puede pasar Mnt, sus
arcos conectan los pares de vértices que representan configuraciones consecutivas, INI
representa la configuracion inicial, y FIN representa una configuracion de aceptacion.

e MopL escribe sobre su cinta de salida primero los vértices de G, luego sus arcos, y finalmente

los vértices INI y FIN, reutilizando toda vez el mismo espacio.
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De este modo, como w € L sii G tiene un camino del vértice INI al vértice FIN, MpL no es sino
una MTD que computa una reduccion poly-time de L a D-ACC. Asi que lo Unico que queda por
probar es que dicha reduccion es log-space. Lo hacemos a continuacion:

La cinta de salida de MpL no cuenta en el calculo del espacio, los vértices y arcos de G ocupan
O(logz|w|) celdas, se pueden generar en dicho espacio porque la funcién logzn es espacio-
construible, y cada generacion y escritura de un vértice reutiliza el espacio ocupado por la
generacion y escritura del vértice anterior.

Fin del teorema

Teorema 8.5. El lenguaje QSAT es PSPACE-completo con respecto a las reducciones poly-time.

Prueba. Ya probamos que QSAT pertenece a PSPACE (ejemplo 8.4). Comentamos a
continuacion sélo la idea general de la prueba de que QSAT es PSPACE-dificil, la cual guarda
similitud con la prueba de la NP-completitud de SAT (teorema 7.4).

Dado un lenguaje L de PSPACE y una MT M con una cinta que lo decide en espacio polinomial
p(n), y asi en cP(™ pasos, siendo ¢ una constante que depende de M, la prueba consiste en definir
una reduccién poly-time que asigne a toda cadena w, con |w| = n, una férmula booleana Bw
totalmente cuantificada, que exprese una computacion de M a partir de w de espacio p(n), y que
sea verdadera sélosiw € L.

Vamos a mostrar principalmente cémo se puede generar una formula 6w de dichas
caracteristicas en tiempo polinomial (a pesar de que la computacion expresada por 8w puede

tener una cantidad exponencial de configuraciones):

e 0Ow tiene variables cix, tales que i varia entre 1 y p(n), y x es un simbolo del alfabeto de M o un
par con un simbolo del alfabeto de M y un estado de M. La semantica de cix es que es
verdadera sii en la posicion i de la computacion de M a partir de w esta el simbolo x.

e 0Bwexpresa la configuracion inicial y una configuracion de aceptacion de M a partir de w, y la
condicién que debe cumplir una configuracion para ser la siguiente de otra.

e SiFk(C1, C2) expresa que M puede pasar de una configuracion C1 a una configuraciéon Cz en
a lo sumo 2% pasos, INI(C) expresa que C es la configuracion inicial, y FIN(C) expresa que C

es una configuracién de aceptacion, entonces:

Bw = 3Co3Ct: Fp(n).logae(Co, Cr) A INI(Co) A FIN(Cs)

siendo 3Co y 3Cr conjuntos de variables cix cuantificadas existencialmente, expresa que M
acepta w en a lo sumo 2r(n-egze = cp(N) pgsos. Bw seria la féormula buscada si no fuera porque
su tamafo no permite que pueda escribirse en tiempo polinomial: 3Co, 3Cs, INI(Co) y FIN(Cy)
ocupan espacio polinomial, pero Fp(n).og2c(Co, Cr) involucra 2r(-og2c configuraciones.

e Una primera redefinicion de Bw podria consistir en desdoblar Fxde la siguiente manera:
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Fk(C1, C2) = 3C: Fk-1(C1, C) A Fk-1(C, C2)

pero asi el tamafio de Bw sigue resultando exponencial.

e La siguiente redefinicion, en cambio, logra lo que necesitamos:

Fk(C1,C2)=3SIATIC:((S=C1AT=C)v(S=CAT=C2) > Fxa(S, T)

Escribimos Fx como una implicacion para que sea mas legible, pero su forma correcta,
equivalente, es la de una disyuncién con el antecedente negado.

Notar que ahora Fk se expresa en términos de una sola subférmula Fi-1, y por lo tanto,
partiendo de k = p(n).logzc, Bw queda con una cantidad polinomial de simbolos, por lo que se
puede escribir en tiempo polinomial.

Fin del teorema

Reflexién. La prueba de la PSPACE-completitud del lenguaje QSAT refuerza la evidencia de la
intima relacion que existe entre la complejidad computacional y la légica.

Por ejemplo, antes mostramos que los lenguajes de la clase NP se pueden especificar por
medio de férmulas légicas existenciales que expresan la busqueda de certificados, y que el grado
de dificultad del lenguaje SAT identifica al de todos los lenguajes de NP.

Y en este capitulo mostramos que el grado de dificultad de QSAT identifica al de todos los
lenguajes de la clase PSPACE, y que dichos lenguajes se pueden especificar en términos de
férmulas booleanas totalmente cuantificadas que expresan la busqueda de estrategias
ganadoras para el primer jugador en juegos de dos jugadores con informacion perfecta.

Estos y varios ejemplos mas comprueban la relevancia de la légica en la complejidad
computacional, entre otras cosas como alternativa valida para resolver algunos de sus problemas
abiertos.

Fin de la reflexion

En la figura 8.4 combinamos en una Unica jerarquia espacio-temporal, dentro de la clase EXP,
las jerarquias temporal y espacial que hemos descripto, asumiendo las conjeturas mas

aceptadas.

Mas alla de la clase PSPACE

Cerramos este capitulo dando una rapida mirada a la region que en la figura 8.4 se extiende mas
alla de la frontera de la clase PSPACE.
La clase NEXP, como la clase EXP, es la clase de los lenguajes decidibles en tiempo

O(croin), con ¢ constante, pero con maquinas de Turing no deterministicas.
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Figura 8.4. La jerarquia espacio-temporal dentro de EXP, asumiendo las conjeturas mas aceptadas.

NEXP incluiria estrictamente a EXP, lo mismo que la clase CO-NEXP de los complementos
de los lenguajes de NEXP (se repite el mismo tipo de conjeturas que mencionamos en relacion
alas clases P, NP y CO-NP).

A su vez, incluyendo a NEXP y CO-NEXP estaria la clase EXPSPACE de los lenguajes
decidibles en espacio O(cPo¥M), con ¢ constante. Y luego seguirian las clases 2-EXP (tiempo
doble exponencial), 3-EXP (tiempo triple exponencial), 4-EXP (tiempo cuadruple exponencial),
etc., sin solucién de continuidad hasta la misma frontera de la clase R de los lenguajes recursivos.

Mientras que al dia de hoy podemos decir, de acuerdo a lo que fuimos definiendo y probando,
que dentro de PSPACE los lenguajes NP-completos, CO-NP-completos y PSPACE-completos
serian intratables, en lo que hace al resto de la jerarquia espacio-temporal podemos afirmar que
la habitan lenguajes efectivamente intratables, es decir que su intratabilidad se puede probar
directamente, sin apelar a ninguna conjetura: como la clase EXP incluye estrictamente a la clase
P (teorema 6.3), los lenguajes por lo menos EXP-completos no pueden ser decididos en tiempo
polinomial. Entre ellos hay dos grupos que se destacan:

Un primer grupo es el de los lenguajes que corresponden a problemas sobre grafos y férmulas
booleanas que se representan sucintamente. En particular, los problemas con grafos sucintos
son de sumo interés en el area del disefio de circuitos integrados, donde se requieren sofisticadas
técnicas de codificacion. Un ejemplo es el lenguaje asociado al problema del circuito hamiltoniano
en un grafo sucinto, codificado de una manera determinada, el cual se prueba que es NEXP-
completo. Otro ejemplo de lenguaje NEXP-completo relacionado con esta clase de
representaciones, ahora con férmulas booleanas, es el del problema de satisfactibilidad de las
férmulas booleanas codificadas mediante circuitos sucintos.

El segundo grupo de lenguajes intratables corresponde a problemas de decision en sistemas
axiomaticos (l6gica de predicados, aritmética, teoria de conjuntos, etc). Por ejemplo, el lenguaje

que representa el problema de decision en el fragmento decidible de la l6gica de predicados con
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férmulas de Schénfinkel-Bernays (formulas en FNP, con los cuantificadores existenciales
primero, sin simbolos de funcion ni de igualdad), es NEXP-completo. Otro ejemplo es el lenguaje
correspondiente al problema de decision en la teoria de los numeros reales con la suma (sin la
multiplicacion), que es NEXP-dificil. También el lenguaje asociado al problema de decisién en el
fragmento decidible de la aritmética conocido como aritmética de Presburger (con la suma y sin
la multiplicacién), tiene un grado de dificultad muy grande; en este caso, para decidirlo se

requiere como minimo tiempo doble exponencial no deterministico.

Notas adicionales

Incluimos tres teoremas que caracterizan a la jerarquia espacial. El primero, conocido como
Teorema de la Jerarquia Espacial, prueba que la jerarquia espacial es densa. Los dos teoremas
restantes, el Teorema de Savitch y el Teorema de Immerman, se refieren al impacto del no

determinismo en el espacio ocupado por los algoritmos.

El Teorema de la Jerarquia Espacial

Al igual que la jerarquia temporal, la jerarquia espacial es densa, dada una clase espacial
siempre hay otra clase espacial que la incluye estrictamente (por el Teorema de Compresion de
Cintas, el salto entre las funciones espaciales que definen las clases debe superar un factor

constante). Demostramos a continuacién dicha caracteristica de la jerarquia espacial.

Teorema 8.6. Si S1(n) y Sz2(n) son dos funciones espacio-construibles mayores o iguales que
logzn, y S2(n) es mayor que S1(n) cuando n tiende a infinito, entonces se cumple que la clase
espacial SPACE(S(n)), siendo S(n) el maximo entre Si(n) y Sz(n) para todo n, incluye

estrictamente a la clase espacial SPACE(S1(n)).

Prueba. La idea general de la prueba es basicamente la misma que la del Teorema de la
Jerarquia Temporal (teorema 6.2), por diagonalizacion:

Dadas dos funciones S1(n) y Sz2(n) con las caracteristicas enunciadas, una MT Mz de espacio
S2(n), con una cinta de trabajo, puede ejecutar hasta el final cada MT M1 de espacio S1(n) a partir
de su cédigo <M+>, por lo que aceptando sii M1 rechaza, puede decidir un lenguaje no
perteneciente a la clase SPACE(S1(n)). Si Sz2(n) < S1(n) hasta un determinado n, la prueba sigue
siendo valida porque permitiendo codigos de maquinas de Turing precedidos por cualquier
cantidad de ceros, siempre habra codigos <M+1> lo suficientemente grandes como para que valga
S2(|M1]) > ¢.S1(]M1]) (el factor ¢ relaciona los tamafios de los alfabetos de las dos maquinas).

De esta manera se prueba que existe un lenguaje en SPACE(Sz(n)) — SPACE(S1(n)), y por la
definicién de la funcién S(n), que la clase SPACE(S(n)) incluye estrictamente a SPACE(S1(n)).
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Notar que a diferencia del Teorema de la Jerarquia Temporal, en el que se agrega un factor
logaritmico a la funciéon Si(n) para contemplar el retardo provocado por la simulacién de
maquinas de Turing con cualquier cantidad de cintas por medio de una maquina de Turing con
so6lo dos cintas, en este teorema no se agrega ningun factor (una maquina de Turing con varias
cintas de trabajo de espacio S(n) se puede simular con una maquina de Turing con una sola cinta
de trabajo en el mismo espacio S(n)).

Fin del teorema

El Teorema de Savitch y el Teorema de Immerman

Empezamos demostrando el Teorema de Savitch, que relaciona los espacios ocupados por la

ejecucion de una maquina de Turing no deterministica y su simulacién deterministica.

Teorema 8.7. Una MTN M1 de espacio S(n), tal que S(n) es una funcion espacio-construible

mayor o igual que logzn, se puede simular con una MTD M2 de espacio O(S?(n)).

Prueba. El teorema se prueba aplicando el método de accesibilidad que describimos antes. La
idea general es la siguiente. Dada una MTN M: de espacio S(n), para simularla
deterministicamente una MTD Mz no necesita mantener en memoria las cS( configuraciones por
las que puede pasar M+, siendo ¢ una constante que depende de M1, sino que en todo momento
le alcanza con O(S(n)) configuraciones, empleando un algoritmo recursivo y reutilizando espacio.
De este modo, como una configuracion puede representarse en O(S(n)) celdas, y generarse en
0O(S(n)) celdas por ser S(n) espacio-construible, M2 resulta de espacio O(S?(n)). Formalmente:

Dada una entrada w, Mz genera primero la configuracion inicial Coy luego iterativamente todas
las posibles configuraciones de aceptacion Cs, Cr, ... de M1 a partir de w, verificando en cada
iteracion si alguna configuracion Cr es alcanzable desde w en a lo sumo ¢S pasos, en cuyo
caso acepta (si al cabo de todas las iteraciones no encuentra ninguna, rechaza). En una iteracion,
M2 ejecuta un algoritmo recursivo y reutiliza el espacio ocupado en la iteracion anterior. Utilizando
la notacion C+ [« Cz para expresar que M1 puede pasar de su configuracion C1 a su configuracion
C2 en alo sumo 2k pasos, el algoritmo recursivo se define de este modo:

En toda instancia invocada, con parametros C1 y Cz, M2 genera en el orden canonico todas
las posibles configuraciones C de M1 a partir de w, verifica si existe o no alguna configuracion C
que cumpla C1 [-«-1 C y C |-«-1Cz, y devuelve el valor verdadero o falso, respectivamente, a la
instancia invocante. Ocupa asi cada vez, basicamente, lo que ocupan las configuraciones C+, Cz
y C, més lo que ocupa verificar C1 [—1 C 0 C |[--1 Cz2 (es una disyuncion porque el espacio se
reutiliza).

De esta manera, M2 acepta w sii M1 la acepta. Ademas, verificar si Co |—sn).log2c Cti, €S decir si
M1 a partir de su entrada w puede pasar de su configuracion inicial a una de sus configuraciones
de aceptacion en a lo sumo 25(nog2e = ¢S(n) pasos, ocupa O(S2(n)):

Por un lado, la profundidad de la recursiéon nunca supera el espacio O(S(n)).
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Por otro lado, las configuraciones de M+ se pueden representar en espacio O(S(n)) (y generar
en espacio O(S(n)) porque S(n) es una funcidén espacio-construible): con O(S(n)) celdas se puede
representar una posicidon del cabezal de la cinta de entrada, una posicion del cabezal de la cinta
de trabajo (asumimos sin perder generalidad que es Unica), un estado y un contenido de la cinta
de trabajo.

Notar la similitud de esta prueba con la de la PSPACE-completitud del lenguaje QSAT
(teorema 8.5), en lo que concierne al uso de la recursion y la reutilizacion del espacio. Pero esta
prueba es mas simple, ya que no se requiere generar eficientemente una férmula booleana que
exprese una computacion de tiempo exponencial.

Fin del teorema

Demostramos ahora el Teorema de Immerman, que relaciona los espacios requeridos para

decidir no deterministicamente un lenguaje y su complemento.

Teorema 8.8. Si M es una MTN que decide un lenguaje L en espacio S(n), tal que S(n) es una
funcién espacio-construible mayor o igual que logzn, entonces existe una MTN M€ que decide el

lenguaje LC en el mismo espacio.

Prueba. La prueba de este teorema también se hace en base al método de accesibilidad. La idea
general es la siguiente. Dada una MTN M que decide un lenguaje L en espacio S(n), contando para
toda cadena w con la cantidad de configuraciones de M alcanzables desde w, se puede decidir el

lenguaje LC en espacio O(S(n)). Con esta consideracion, la prueba se divide en dos partes:

e Parte 1: Se construye una MTN M1 de espacio O(S(n)) que dada una entrada w, calcula la
cantidad N de configuraciones de M alcanzables desde w. M1 calcula el mismo valor N en
todas sus computaciones de aceptacion.

e Parte 2: Se construye una MTN M: de espacio O(S(n)) que dada una entrada w y el valor N

relacionado, acepta w sii M la rechaza.

Claramente, componiendo secuencialmente las MTN M1 y M2 se obtiene una MTN M€ que
decide el lenguaje L€ en espacio O(S(n)). Desarrollamos a continuacion las dos partes de la
prueba:

Comenzamos por la parte 2, la construccion de la MTN Mz. La idea es que M2 genere en el
orden candnico todas las configuraciones posibles de M a partir de w, y acepte sii ninguna de las
configuraciones alcanzables desde w es de aceptacion. Formalmente, dada una entrada w y el

valor N relacionado, M2 hace:

i:=0.
. Genera la primera configuracion C.

Ejecuta M. Si encuentra C, si C es de aceptacion, rechaza, y si no, hacei:=i+ 1.

A WO N =

. Sii=N, acepta.
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5. Si C es la ultima configuracion, rechaza, y si no, genera la siguiente configuracion C y vuelve

al bloque 3.

M2z ocupa O(S(n)) celdas: las configuraciones de M a partir de w se pueden representar en
espacio O(S(n)), se pueden generar en espacio O(S(n)) porque S(n) es espacio-construible, y
como a lo sumo son ¢3(M, siendo ¢ una constante que depende de M, el contador i en base ¢ no

excede las S(n) celdas, lo mismo que N. Veamos que M2 ademas decide el lenguaje LC:

e Siw €L, entonces existen a lo sumo N — 1 configuraciones de M alcanzables desde w que
no son de aceptacion. Asi, Mz rechaza en el bloque 3 por encontrar una configuracion de
aceptacion, o rechaza en el bloque 5 por no encontrar las N configuraciones alcanzables
(nunca acepta, porque nunca puede ocurrir i = N). Por lo tanto, M2 rechaza w.

e Siw ¢ L, entonces existen N configuraciones de M alcanzables desde w que no son de
aceptacion. Asi, M2 acepta en el bloque 4 por encontrar las N configuraciones alcanzables, o
rechaza en el bloque 5 por no encontrarlas (pero siempre acepta en alguna computacion,
porque en alguna computacion seguro que encuentra las N configuraciones alcanzables). Por

lo tanto, M2 acepta w.

Ahora completamos la prueba con la parte 1, la construccion de la MTN M1 (describimos sélo
la idea general). Identificando con Nk a la cantidad de configuraciones de M alcanzables desde
w en a lo sumo k pasos, la idea es que M1 calcule iterativamente N1, N2, N3, etc., hasta llegar a
obtener dos valores Nk y Nk+1 iguales, que seran el valor N buscado. Precisando, dada una
entrada w, M1 primero calcula N1 directamente a partir de M y w, y luego calcula iterativamente
Nk+1 a partir de Nk de la siguiente forma:

Genera en el orden canénico todas las configuraciones posibles C de M a partir de w. Por
cada configuracion C, ejecuta a lo sumo k pasos de M a partir de w, y por cada una de las N
configuraciones D de M alcanzables desde w que encuentra durante la ejecucién, chequea si es
igual a C o si C es alcanzable desde D en un paso, en cuyo caso hace Nk+1:= Nk+1 + 1. Procesadas
todas las configuraciones C, si M1 no detectd las Nk configuraciones, rechaza, y si las detectd, si
Nk+1 = Nk hace N := Nk+1, escribe N en su cinta de salida y acepta.

Es facil comprobar que M1 ocupa espacio O(S(n)) y obtiene el valor N definido.

Fin del teorema

Observaciones finales

e NPl es la clase de los lenguajes de NP de grado de dificultad intermedio entre los grados de
dificultad de los lenguajes de P y NPC. Su existencia se prueba si P # NP. Dos lenguajes de
mucho interés computacional que estarian en NPI son los que representan los problemas del

isomorfismo de grafos y la factorizacion.
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e La conjetura NP # CO-NP es mas fuerte que la conjetura P # NP. Si se cumple, no existen
lenguajes NP-completos en la clase CO-NP.

e Las clases pertenecientes a la jerarquia espacial con lenguajes tratables son LOGSPACE y
NLOGSPACE. Lenguajes muy representativos de estas clases son los correspondientes al
problema de accesibilidad, en el primer caso en grafos no dirigidos y en el segundo caso en
grafos dirigidos. En particular, el segundo lenguaje, el lenguaje D-ACC, es NLOGSPACE-
completo.

e El grado de dificultad de la clase PSPACE se identifica con el de una familia de lenguajes que
representan problemas de busqueda de una estrategia ganadora para el primer jugador en
un juego entre dos jugadores con informacion perfecta. Un lenguaje de esta familia, PSPACE-
completo, es QSAT, la version de SAT con formulas booleanas totalmente cuantificadas.

e Elimpacto del no determinismo en el espacio es mucho menos pronunciado que en el tiempo.
En términos de busquedas y verificaciones de soluciones, la busqueda de una solucién sélo
es cuadraticamente mas costosa que su verificacion, y el costo de la verificacion de una

solucién coincide con el costo de la verificacion de su inexistencia.

Referencias

La existencia de la clase NPI si se cumple P # NP se deriva de un conjunto de resultados
presentados por R. Ladner en (Ladner, 1975), relacionados con las reducciones polinomiales y
su utilizacién para clasificar problemas.

El problema del isomorfismo de grafos merecié especial atencién recientemente, cuando L.
Babai anuncié que habia encontrado un algoritmo de tiempo cuasipolinomial para resolverlo
(Babai, 2016). Mas atras en el tiempo fue noticia otro problema también relacionado con la clase
NPI, cuando P. Shor presenté un algoritmo cuantico de tiempo polinomial para factorizar nimeros
(Shor, 1994), a partir de lo cual la comunidad cientifica se esperanzé6 con la posibilidad de que
los algoritmos cuanticos decidieran eficientemente los lenguajes NP-completos. Sobre el
aprovechamiento en la criptografia de la dificultad para factorizar, en particular la implementacion
del sistema criptografico de clave publica RSA, se puede consultar el capitulo 12 de
(Papadimitriou, 1994).

El estudio sistematico de la complejidad espacial comenzé con las publicaciones de
(Hartmanis, Lewis y Stearns, 1965) y (Lewis, Stearns y Hartmanis, 1965).

Entre los hitos relevantes de la evolucion de la complejidad espacial figuran: el Teorema de
Savitch (Savitch, 1970); la prueba de la PSPACE-completitud del lenguaje QSAT (Stockmeyer y
Meyer, 1973); la formalizacién de la relacion entre la clase PSPACE vy los problemas de busqueda
de una estrategia ganadora del primer jugador en juegos de dos jugadores con informacion
perfecta (Even y Tarjan, 1976); el Teorema de Immerman (Immerman, 1988), también conocido
como Teorema de Immerman-Szelepcsényi por haber sido presentado independientemente por

ambos investigadores; y la prueba de O. Reingold de que el lenguaje ACC, asociado al problema
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de la accesibilidad en los grafos no dirigidos, pertenece a la clase LOGSPACE (Reingold, 2005).
Para este ultimo problema ya existia un algoritmico probabilistico con esta complejidad espacial.
La prueba de Reingold significé que el no determinismo en las maquinas de Turing simétricas,
maquinas en las que todo paso se puede ejecutar también en sentido contrario, se puede simular
deterministicamente en el mismo espacio.

En (Meyer y Stockmeyer, 1972) se presento el primer lenguaje correspondiente a un problema
natural decidible en tiempo minimamente exponencial, lenguaje relacionado con las expresiones
regulares que mencionamos en las referencias del capitulo 3.

La complejidad computacional de los problemas de decision en la teoria de los nimeros
reales con la suma y en la aritmética de Presburger, que comentamos en el capitulo, proviene
de (Fischer y Rabin, 1974). La teoria de los nimeros reales es decidible incluso con la
multiplicacion, lo que resulta contraintuitivo teniendo en cuenta la indecibilidad en la aritmética
con la multiplicacién, como lo establece el Primer Teorema de Incompletitud, y se explica por el
hecho de que con los enunciados de primer orden no se puede expresar la propiedad de ser un
numero natural.

Otras lecturas recomendadas:

El capitulo 4 de (Arora y Barak, 2009) y el capitulo 8 de (Moore y Mertens, 2011): contienen
abundantes conceptos y técnicas que se relacionan con la complejidad espacial, como la
verificacion de certificados, el método de accesibilidad, los problemas sobre estrategias
ganadoras en juegos de dos jugadores, y los algoritmos recursivos para aprovechar la posibilidad
de reutilizar espacio.

Los capitulos 19 y 20 de (Papadimitriou, 1994): en el capitulo 19 se analizan el juego de
geografia, el go generalizado y los juegos contra la naturaleza (en estos ultimos, las jugadas del
segundo jugador son aleatorias), y en el capitulo 20 se describen algunos lenguajes completos

de la jerarquia espacio-temporal mas alla de la clase PSPACE.

Ejercicios

8.1 De acuerdo al Teorema de Ladner, si P = NP entonces existe un lenguaje de grafos L en
P, tal que el lenguaje NP-completo CH correspondiente al problema del circuito
hamiltoniano restringido a los grafos de L pertenece a NPI. Plantear un resultado analogo

considerando el lenguaje SAT en lugar del lenguaje CH.

8.2 Sea ellenguaje L = {(G1, G2) | G1 es un grafo que tiene un circuito de Hamilton y G2 es un

grafo que no tiene un circuito de Hamilton}. ¢ L pertenece a CO-NP?
8.3 Probar que si un lenguaje es NP-completo, su complemento es CO-NP-completo.

8.4 Justificar:
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a. Siuna funcién espacial S(n) cumple para toda cadena w que S(|w|) = |w|, entonces no
hace falta recurrir al modelo de maquinas de Turing con una cinta de entrada de sélo
lectura.

b. Las maquinas de Turing con una cinta de entrada de sélo lectura pueden ser también
las maquinas de Turing estandar en el marco de la complejidad temporal.

c. Si Si(n) = 0O(S2(n)), entonces SPACE(S1(n)) < SPACE(S2(n)).

Dada una funcién S(n) espacio-construible, construir una maquina de Turing de espacio

S(n) que a partir de una cadena w genere una cadena de S(|w|) marcas X.

Probar que las siguientes funciones son espacio-construibles:

a. S(n) =logzn.

b. S(n)=n.

c. S(n)=nz

d. S(n)=2n

e. Si(n) + Sz2(n), si S1(n) y Sz(n) son espacio-construibles.
f.  S4(n).S2(n), si S1(n) y S2(n) son espacio-construibles.

Indicar en qué casos se cumple SPACE(S1(n)) = SPACE(S2(n)):
a. Si(n)=logzny Sz2(n) =nk conk =1.

b. Si(n) =nky Sz(n) = n**!, conk = 0.

c. Si(n)=nky Sa(n)=2", conk =0.

d. Si(n)=2"y Sz(n) = 21,

Comentario: la relacion entre las clases SPACE(S+(n)) y SPACE(Sz(n)) segun la relacion

entre las funciones Si(n) y Sz(n), se describe en una nota adicional.

Una cadena de paréntesis esta balanceada si tiene igual nimero de paréntesis de apertura
que de cierre, y nunca tiene mas paréntesis de cierre que de apertura contando desde su
inicio. Por ejemplo, la cadena (()()) esta balanceada, pero la cadena ())(() no. Probar que
el lenguaje de las cadenas de paréntesis balanceadas pertenece a LOGSPACE.

Probar la equivalencia de las dos definiciones que formulamos de la clase NLOGSPACE,
una en términos de maquinas de Turing no deterministicas que deciden lenguajes y la otra

en términos de maquinas de Turing deterministicas que los verifican.

Probar que NLOGSPACE < P, mostrando que una maquina de Turing deterministica de
tiempo polinomial puede simular una maquina de Turing no deterministica de espacio

logaritmico.
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Sea f: 2* — N una funcion asociada a una MTN M de tiempo polinomial, tal que a toda

cadena w le asigna la cantidad de computaciones de aceptacion de M a partir de w. Probar

que f se puede computar en espacio polinomial.

Dijimos que la inclusion NP — PSPACE se puede probar construyendo una maquina de
Turing que itere sobre todos los posibles certificados sucintos de una cadena, y también
construyendo una maquina de Turing que simule deterministicamente una maquina de
Turing no deterministica. Plantear una tercera alternativa de prueba, sabiendo que todos
los lenguajes de NP se reducen polinomialmente a SAT. Ayuda: SAT € PSPACE.

Probar que las reducciones log-space son reflexivas, transitivas y no simétricas.

Probar que LOGSPACE, NLOGSPACE, P, NP y PSPACE son cerradas con respecto a las

reducciones log-space.

Probar:

a. Siunlenguaje es NLOGSPACE-completo con respecto a las reducciones log-space y
esta en LOGSPACE, entonces LOGSPACE = NLOGSPACE.

b. Si un lenguaje es P-completo con respecto a las reducciones log-space y esta en
LOGSPACE (NLOGSPACE), entonces LOGSPACE = P (NLOGSPACE = P).

c. Siun lenguaje es PSPACE-completo con respecto a las reducciones poly-time y esta
en P (NP), entonces P = PSPACE (NP = PSPACE).

El lenguaje Lu-sk = {(<M>, w, 1X) | M es una MT con una cinta de trabajo que acepta w
utilizando a lo sumo K celdas} representa el problema de aceptaciéon en un espacio

acotado. Probar que Lu-sk es PSPACE-completo. Ayuda: ver el ejemplo 7.5.
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CAPITULO 9

Temas avanzados de complejidad computacional

En este ultimo capitulo presentamos, de una manera muy introductoria, algunos temas
avanzados de la complejidad computacional.

En las primeras dos secciones tratamos la complejidad temporal de los problemas de
busqueda y los problemas de conteo. En particular, en el contexto de los primeros analizamos
los problemas de optimizacién y las aproximaciones polinomiales planteadas para resolverlos.

En las dos secciones que siguen volvemos a los problemas de decision y a los lenguajes que
los representan. Describimos un par de jerarquias temporales que permiten profundizar en dos
regiones de la jerarquia espacio-temporal: la jerarquia polinomial, y la jerarquia NC de los
lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes. Para ello utilizamos otros modelos
computacionales, como los circuitos booleanos.

Finalmente, las ultimas tres secciones las dedicamos a la complejidad temporal de los
algoritmos pertenecientes a dos paradigmas alternativos al paradigma deterministico que
utilizamos a lo largo de todo el libro. Se trata de los algoritmos probabilisticos (utilizamos las
maquinas de Turing probabilisticas y los sistemas de pruebas interactivas) y los algoritmos
cuanticos (utilizamos los circuitos cuanticos). Al final de la ultima seccién ilustramos cémo se
relaciona la jerarquia espacio-temporal con las que se consideran las clases probabilistica y

cuantica de los lenguajes tratables.

La complejidad temporal de los problemas de busqueda y los

problemas de conteo

Desarrollar los capitulos anteriores en términos de lenguajes, o lo que es o mismo en términos
de problemas de decisidon tal como definimos en el capitulo 2, facilitd la presentacién de los
temas, pero sin perder generalidad en relaciéon a los aspectos que nos interesaban. En esta

seccién, enfocandonos fundamentalmente en los lenguajes NP-completos, ilustramos dicha no
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pérdida de generalidad con algunas extrapolaciones a los problemas de busqueda y los
problemas de conteo asociados.

Comenzamos por los problemas de busqueda, que consisten en obtener, dada una instancia,
una solucién de la misma. Utilizamos la convencion de nomenclatura de anteponer a los nombres
de los problemas de busqueda una F, como FACC, FSAT, etc., lo mismo que a los nombres de
las clases correspondientes, como FP, FNP, etc. (la F es por problema de funcién o function
problem, como también se identifica a un problema de busqueda).

Es obvio que si un problema de busqueda FA puede resolverse en tiempo polinomial, también
puede decidirse en tiempo polinomial el lenguaje A asociado: dada una MT Mea de tiempo
polinomial que resuelve FA, una MT Ma que a partir de una entrada w ejecuta Mea y acepta sii
Mra obtiene una solucién, decide A en tiempo polinomial. Asi, si A es NP-completo, FA es
intratable a menos que P = NP.

Otro resultado, menos intuitivo, es que si un lenguaje NP-completo A fuera tratable (y por lo
tanto P = NP), entonces también lo seria el problema de busqueda FA correspondiente. Antes
de mostrar un ejemplo y de comentar la prueba de dicho resultado, vamos a introducir las Cook-
reducciones, herramienta muy util en este caso.

Una Cook-reduccién es una Turing-reduccién (definida en el capitulo 5) con dos
particularidades: es de tiempo polinomial, y se puede definir entre problemas de decisién y/o de
busqueda. Formalmente, una Cook-reduccién de un problema de decision o de busqueda A a un
problema de decisién o de busqueda B es una MT M8, es decir una MT M con un oraculo de B,
que en tiempo polinomial resuelve A, decidiendo la existencia de soluciones u obteniéndolas
segun el caso. Con A <c B expresaremos que existe una Cook-reduccion de A a B. Notar que de
acuerdo a esta definicion, el oraculo B puede devolver una cadena.

De esta manera, las Cook-reducciones son una generalizacion, por un lado, de las
reducciones poly-time (o m-reducciones polinomiales), planteadas entre los problemas de
decision y, por otro lado, de las reducciones polinomiales entre los problemas de busqueda, que
no vimos antes. Estas ultimas se denominan Levin-reducciones, y se definen de la siguiente
forma: una Levin-reduccién de un problema de busqueda FA a un problema de bisqueda FB es
un par de funciones f y g computables en tiempo polinomial, que cumplen, para toda instancia w:
w € FA sii f(w) € FB, y v es una solucion de f(w) sii g(v) es una solucién de w.

En el ejemplo siguiente mostramos, por medio de una Cook-reduccion, que si el lenguaje SAT
fuera decidible en tiempo polinomial, entonces el problema de busqueda FSAT asociado también

podria resolverse en tiempo polinomial:

Ejemplo 9.1. Se cumple FSAT <c SAT. La siguiente MT MSAT resuelve FSAT en tiempo
polinomial. Dada una férmula booleana ¢ con variables x1, ..., xm, MSAT hace (seguimos omitiendo
la validacion sintactica de las entradas, y volvemos a asumir por defecto que las férmulas

booleanas no tienen cuantificadores):
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1. Invoca al oraculo de SAT con ¢. Si el oraculo responde negativamente, entonces responde
que no hay solucion.

2. Invoca al oraculo de SAT con @, tal que x1= verdadero. Si el oraculo responde positivamente,
fija como verdadero el valor de x1. y si no, lo fija como falso.

3. Invoca al oraculo de SAT con @, tal que x1 tiene el valor obtenido antes y x2 = verdadero. Si el
oraculo responde positivamente, fija como verdadero el valor de x2. y si no, lo fija como falso.

4. Y asi sigue de la misma manera con la variable xs, considerando los valores de x1 y x2
obtenidos previamente, con la variable x4, considerando los valores de x1, X2 y X3, etc., hasta

llegar a la variable xm. obteniendo una asignacién de valores de verdad que satisface ¢.

La figura 9.1 muestra la Cook-reduccion definida.

MSAT
¢
e M ....... SAT
< e
A no

Figura 9.1. M3AT es una Cook-reduccion de FSAT a SAT.

Claramente, MSAT resuelve FSAT, y lo hace eficientemente, porque las O(|¢|) iteraciones que
efectua, con asignaciones de valores de verdad a variables booleanas e invocaciones al oraculo
de SAT, tardan tiempo polinomial. Notar que asumimos que el oraculo de SAT admite formulas
booleanas con constantes; en caso contrario, antes de cada invocacion MSAT debe llevar a cabo
una simplificacién para eliminarlas, lo que también tarda tiempo polinomial y asi la prueba sigue
siendo valida.

De este modo, asumiendo la tratabilidad de SAT, FSAT también resulta tratable.

Ejercicio. Probar la ultima observacion.

Fin del ejemplo

En definitiva, FSAT es tratable si SAT es tratable, y por lo dicho antes, también se cumple la
implicacion reciproca. Se dice en este caso que FSAT y SAT son polinomialmente equivalentes.
La propiedad de un problema de busqueda FA de ser Cook-reducible al lenguaje A asociado se
conoce como autorreducibilidad. Por lo tanto, FSAT es autorreducible. Se prueba que todos los
problemas de busqueda correspondientes a lenguajes NP-completos son autorreducibles, y asi,

que son polinomialmente equivalentes a dichos lenguajes. La prueba se basa, como en el
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ejemplo 9.1, en la construcciéon de una maquina de Turing con oraculo que a lo largo de sucesivas
invocaciones va extendiendo un prefijo que termina siendo una solucién de su entrada.
Un tercer resultado refuerza ain mas la no pérdida de generalidad mencionada al principio

de la secciodn, porque es aplicable a toda la clase NP. Lo formalizamos a continuacion:

Teorema 9.1. Asumiendo P = NP, todo problema de busqueda correspondiente a un lenguaje de

NP se puede resolver en tiempo polinomial.

Prueba. En otras palabras, el teorema establece que P = NP implica FP = FNP.

La demostracion se basa en la reduccion poly-time f utilizada para probar la NP-completitud
del lenguaje SAT (teorema 7.4), aprovechando que es en realidad una Levin-reduccion. En
efecto, f no sélo es una funcién de tiempo polinomial que cumple w € L sii f(w) € SAT para toda
cadena w y todo lenguaje L de NP, sino que también permite transformar eficientemente una
solucién de w en una asignacion de valores de verdad que satisface la formula booleana definida
por f(w) y viceversa. Incluso, con una pequena modificacion de f, se puede lograr una biyeccion
entre las soluciones de L y SAT (las reducciones de este tipo se denominan parsimoniosas, y se
utilizan en la mayoria de las pruebas de NP-completitud).

En consecuencia, asumiendo P = NP, y por lo tanto que SAT pertenece a P, ejecutando
combinadamente la Levin-reduccion referida y el algoritmo que prueba la autorreducibilidad de
FSAT (ejemplo 9.1), se puede resolver eficientemente cualquier problema de FNP.

Fin del teorema

Ejercicio. Utilizando el mecanismo descripto en la prueba del teorema anterior, probar que si se
cumple P = NP, entonces el problema de busqueda del isomorfismo de grafos se puede resolver

en tiempo polinomial.

Por su parte, los problemas de conteo consisten en calcular, dada una instancia, la cantidad
de sus soluciones. Un resultado obvio, analogo al que formulamos con los problemas de
blsqueda, es que si un problema de conteo puede resolverse en tiempo polinomial, entonces

también puede decidirse en tiempo polinomial el lenguaje asociado.

Ejercicio. Justificar el resultado mencionado.

Por lo tanto, si un lenguaje es NP-completo, el problema de conteo correspondiente es
intratable a menos que P = NP.

En el marco ampliado de todos los lenguajes de la clase NP, para el analisis de su relacién
con los problemas de conteo se utiliza la clase #P, integrada por funciones f.: £* — /N, cada una
definida para un lenguaje L de NP, de modo tal que para toda cadena w de L, f.(w) calcula su
numero de soluciones. Por ejemplo, fsar es la funcién definida para el lenguaje SAT, que calcula,

dada una férmula booleana, el nimero de asignaciones de valores de verdad que la satisfacen,
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y corresponde al problema de conteo #SAT (por convencidon de nomenclatura, se antepone un #
a los nombres de los problemas de conteo de #P).

A su vez, las relaciones temporales entre los miembros de #P se establecen mediante
reducciones definidas como las Levin-reducciones, salvo que la funcién g, en lugar de asignar
soluciones, asigna cantidades de soluciones (resulta conveniente utilizar en este ambito
reducciones parsimoniosas). En términos de dichas reducciones se define la #P-completitud, con
la semantica habitual. Se prueba que #SAT es #P-completo.

De esta manera, de acuerdo al resultado mencionado previamente, si #SAT o cualquier otra
funcion #P-completa fuera computable en tiempo polinomial, se cumpliria P = NP.

No se sabe si la implicacién reciproca es cierta, lo que marca una diferencia con la clase FNP
(teorema 9.1). El solo hecho de que un problema de decision sea tratable no significa que el
problema de conteo asociado lo sea. Un ejemplo es el problema del emparejamiento perfecto en
un grafo bipartito (perfect matching in a bipartite graph). Un grafo es bipartito si sus vértices se
pueden particionar en dos subconjuntos V1 y V2 independientes (es decir, con vértices no
adyacentes dos a dos), y tiene un emparejamiento perfecto si existe un subconjunto de arcos no
adyacentes que conectan a todos los vértices de V1 con todos los vértices de V2. Mientras que
se puede decidir en tiempo polinomial si un grafo bipartito tiene un emparejamiento perfecto, no
parece que se pueda contar en tiempo polinomial cuantos emparejamientos perfectos tiene, dado
que la cuenta consiste en calcular la permanente de la matriz de adyacencia del grafo (otra
representacion habitual de los grafos, con celdas [i, j] con 1 o0 0 segun los vértices i y j sean o no
adyacentes, respectivamente), calculo que como indicamos anteriormente no seria eficiente (de

hecho, la funcién asociada es #P-completa).

Los problemas de optimizacién y las aproximaciones

polinomiales

Los problemas de optimizacion, casos especiales de los problemas de busqueda, han sido una
de las motivaciones principales para el desarrollo de la complejidad temporal en general y de la
NP-completitud en particular.

Un problema de optimizacién es un problema de busqueda que consiste en obtener, dada
una instancia, una solucion éptima segun una medida o costo que se asocia a las soluciones, de
valor maximo (problema de maximizacién) o minimo (problema de minimizacién), como por
ejemplo una asignacion de valores de verdad que satisfaga el maximo ndmero de clausulas de
una férmula booleana en FNC, un cubrimiento de vértices de tamafio minimo de un grafo, etc.

Al igual que un problema de busqueda general, si un problema de optimizacion tiene
resolucion eficiente entonces el lenguaje asociado también la tiene. Por ejemplo, sea OCV el
problema de busqueda de un cubrimiento de vértices de tamafio minimo de un grafo (como
convencion de nomenclatura, antepondremos una O a los nombres de los problemas de

optimizacién y de las clases correspondientes). Se cumple que si el problema OCV fuera tratable,
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entonces el lenguaje asociado CV = {(G, K) | G es un grafo y tiene un cubrimiento de vértices de
tamafio K} también lo seria: dada una MT Mocv de tiempo polinomial que resuelve OCV, una MT
Mcv que a partir de un par (G, K) ejecuta Mocv sobre G y acepta sii Mocv devuelve un cubrimiento

de vértices de tamafio a lo sumo K, decide CV en tiempo polinomial.

Ejercicio. Justificar la ultima observacion.

De esta manera, un problema de optimizacion cuyo lenguaje asociado sea NP-completo no
puede resolverse eficientemente a menos que P = NP (por ejemplo, el problema OCV, dado que
el lenguaje CV es NP-completo tal como probamos en el ejemplo 7.2). Y entonces, a los fines
practicos, para resolver un problema de optimizacion con un lenguaje asociado NP-completo se
suele recurrir, cuando existe, a una aproximacién polinomial, que es un algoritmo de tiempo
polinomial que obtiene para toda instancia una solucién cercana a la éptima, de acuerdo a un
criterio determinado. Formalmente:

Dado un problema de optimizacién OA y una MT M de tiempo polinomial que resuelve el
problema de busqueda correspondiente, llamando opt(w) a la medida de una solucién éptima de
una instancia w y m(M(w)) a la medida de la solucién obtenida por M al ejecutarse a partir de w,
se define que M es una &-aproximacion polinomial para el problema OA sii para toda instancia w
se cumple:

Im(M(w)) — opt(w)]
<€

max(m(M(w)), opt(w))

De la definicion se obtiene que €, conocido como error relativo, varia entre 0 y 1 (lo que se
pretende, obviamente, es que esté lo mas cerca posible del 0), y que segun el problema sea de
maximizacién o de minimizaciéon, m(M(w)) nunca resulta menor que opt(w).(1 — €) ni mayor que
opt(w)/(1 — €), respectivamente.

En el ejemplo siguiente describimos una aproximacion polinomial para el problema de
optimizacién OCV del cubrimiento de vértices de un grafo (volvemos a asumir por defecto que

los grafos son no dirigidos):

Ejemplo 9.2. Mostramos una €-aproximacién polinomial Macv para el problema OCV (enseguida
indicamos el valor del error relativo £€). Dado un grafo G = (V, E), la MT Macv que presentamos a

continuacion obtiene en tiempo polinomial un cubrimiento de vértices V. de G:

Hace Ve =9 y Ec:=E.

Si Ec = 9, acepta.

Hace Ec := Ec — {(i, j)}, siendo (i, j) algun arco de Ec.
Siig Veyjé& Ve, hace Ve := Ve U {i, j}.

Vuelve al bloque 2.

o > o Dd =
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El conjunto V¢ generado por la MT Macv es un cubrimiento de vértices del grafo G: tiene los
dos vértices de todos los arcos de un conjunto A de arcos no adyacentes de G tal que cualquier
otro arco de G es adyacente a algun arco de A. En la figura 9.2 mostramos un ejemplo de

cubrimiento Vc generado por Macv (marcamos los arcos del conjunto A correspondiente).

Figura 9.2. Ejemplo de un cubrimiento de vértices V. generado por la MT Macy.

ol

En el ejemplo, el cubrimiento V. es todo el conjunto V (un cubrimiento minimo es {2, 3, 4}).
Como |A| = |Vc| / 2, y todo cubrimiento de vértices C de G debe incluir al menos un vértice de
todo arco de A, se cumple |C| > |A] = [V¢| / 2, lo que significa que el tamaio de V. es a lo sumo
el doble del 6ptimo. En cuanto al tiempo de ejecucion de Macv, el mismo es polinomial, porque
Macv itera |E| veces y en cada iteracion recorre dos veces Ve, siendo |[V¢| < |V|. En definitiva, el
algoritmo construido es una 1/2-aproximacion polinomial para el problema OCV.

Fin del ejemplo

Se prueba que si P # NP, existen problemas de optimizacion que no son aproximables
polinomialmente, es decir problemas de optimizacién que no cuentan con E€-aproximaciones
polinomiales para ningin €. En lugar de desarrollar la prueba, presentamos en lo que sigue un

ejemplo que refleja su idea general.

Ejemplo 9.3. Vamos a probar que asumiendo P = NP, el problema de optimizacion OPVC del
viajante de comercio, que plantea encontrar un circuito de Hamilton de longitud minima de un
grafo completo ponderado, no es aproximable polinomialmente (en el ejemplo 7.7 demostramos
que el lenguaje asociado PVC es NP-completo).

La idea es probar, asumiendo P = NP, que si existe una €-aproximacion polinomial para
OPVC, entonces el lenguaje CH del problema del circuito hamiltoniano se puede decidir en
tiempo polinomial, lo que no es posible porque CH es NP-completo segun lo mencionado en el
ejemplo 7.7. Formalmente, si Marvc es una E-aproximacion polinomial para OPVC, la siguiente

MT McH decide CH en tiempo polinomial. Dado un grafo G1 = (V, E), Mch hace:

1. Genera un grafo G2 completando el grafo G+ y ponderandolo con el valor 1 en todos los arcos
que pertenecen a G1y con el valor [V|/(1 — €) en los arcos restantes.
2. Ejecuta Marvc y acepta sii Mapvc devuelve un circuito de Hamilton ponderado con una longitud

igual a [V|.
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Claramente, Mcn tarda tiempo polinomial. Veamos que ademas decide el lenguaje CH:

e Si el circuito de Hamilton ponderado que devuelve Mapvc mide |V|, quiere decir que el grafo
de entrada G+ tiene un circuito de Hamilton.

e En caso contrario, significa que el circuito de Hamilton ponderado devuelto tiene al menos un
arco que mide |V|/(1 — €), y asi su longitud es estrictamente mayor que |V|/(1 — £€). Y como
Mapvc es una E-aproximacion polinomial para un problema de minimizacion, la longitud de un
circuito de Hamilton ponderado 6ptimo no puede ser menor que (1 — €) veces la longitud del
circuito de Hamilton ponderado devuelto, lo que implica que un circuito de Hamilton
ponderado 6ptimo mide mas que |V|, y asi G1 no tiene un circuito de Hamilton.

Fin del ejemplo

La reduccién empleada en el ejemplo anterior es tipica de esta clase de demostraciones. Las
instancias que genera son tales que la brecha entre la medida de una solucién éptima cuando la
instancia original pertenece al lenguaje de referencia, y la medida de una solucién 6ptima cuando
la instancia original no pertenece al lenguaje de referencia, es muy grande.

La clase de los problemas de optimizacién aproximables polinomialmente, es decir los
problemas de optimizacién que cuentan con €-aproximaciones polinomiales para algun €, se
denomina APX.

Algunos problemas de optimizaciéon de APX cuentan con E€-aproximaciones polinomiales para
todo €. Dichos problemas conforman la clase PAS de los esquemas de aproximacién polinomial
(polynomial approximation schemes). Un ejemplo de un problema de optimizacién de PAS es el
problema de maximizacién correspondiente a una variante del problema de la mochila que
mencionamos en los ejemplos 6.8 y 7.6. El problema, cuyo lenguaje asociado es NP-completo,
consiste en obtener, dado un conjunto C de m pares (vi, pi) que representan el volumen y el peso
de m objetos, un subconjunto de C que maximice la suma de los valores vien tanto la suma de
los valores pi correspondientes no supere una cota K determinada (representante del peso
maximo admisible de una mochila).

Siendo OP y ONP las clases de los problemas de optimizacion correspondientes a las clases

P y NP, respectivamente, si P # NP se cumple:

OP c PAS c APX c ONP

Las inclusiones estrictas OP < PAS — APX se prueban de la misma manera que se prueba la
inclusién estricta APX — ONP que acabamos de ejemplificar.

Como en las jerarquias que estudiamos previamente, para poblar esta jerarquia también se
recurre a las reducciones y al concepto de completitud. En este caso se utilizan reducciones que
preservan la propiedad de aproximabilidad polinomial, o APX-reducciones (existen varios tipos),
que por lo tanto permiten probar la no aproximabilidad polinomial de los problemas de

optimizaciéon de ONP que sean completos con respecto a las mismas, a menos que P = NP.
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En comparaciéon con los lenguajes NP-completos, los problemas ONP-completos con
respecto a las APX-reducciones que se conocen al dia de hoy son escasos, lo que se justifica
por la mayor restrictividad de dichas reducciones, y porque los problemas de optimizacion
asociados a muchos lenguajes NP-completos son aproximables polinomialmente. Un camino
alternativo para obtener resultados en este ambito es aplicando el Teorema PCP, que

mencionamos en una nota adicional.

La jerarquia polinomial

Volviendo a los problemas de decision, en esta seccion describimos una jerarquia temporal que
se solapa con la jerarquia espacio-temporal. Se trata de la jerarquia polinomial o PH (polynomial
hierarchy), cuyas clases de lenguajes cubren la franja que se extiende desde la clase P hasta la
clase PSPACE, permitiendo caracterizar a muchos lenguajes de interés computacional que
estarian fuera de las fronteras de NP y CO-NP.

Los siguientes dos lenguajes sirven para introducir las definiciones que necesitamos:

e MAX-IND = {(G, K) | el grafo G tiene un conjunto independiente de K vértices, y no tiene
conjuntos independientes de vértices mas grandes}. El lenguaje MAX-IND representa el
problema de determinar, dada una entrada (G, K), si el conjunto independiente de vértices
mas grande que tiene el grafo G, es decir su subconjunto de vértices no adyacentes mas
grande, tiene tamano K.

e MIN-FORM = {(¢, K) | la formula booleana ¢ tiene K simbolos, y no existe ninguna féormula
booleana equivalente mas chica}. El lenguaje MIN-FORM representa el problema de
determinar, dada una entrada (@, K), si la férmula booleana ¢, de K simbolos, es la mas chica
del conjunto de todas las férmulas booleanas equivalentes a ella, siendo dos formulas

booleanas equivalentes si toda asignacion de valores de verdad las evalla igual.

Si caracterizamos a ambos lenguajes con el formato que utilizamos para caracterizar a los
lenguajes de NP y CO-NP, es decir con certificados de tamafio polinomial p y verificadores
eficientes M, podemos especificar el lenguaje MAX-IND de la siguiente forma:

w € MAX-IND sii (3x1: |x1] < p(|w|, ¥x2: [x2| < p(jw]), M acepta (w, X1, X2))
donde w es un par (G, K) formado por un grafo G y un nimero natural K, x1 es un conjunto de K
vértices de G, y x2 es un conjunto de mas de K vértices de G, mientras que el lenguaje MIN-

FORM se puede especificar asi:

w € MIN-FORM sii (Vx1: |x1] < p(lw], 3x2: |x2] < p(lw|), M acepta (w, x1, x2))
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donde w es un par (¢, K) formado por una féormula booleana ¢ de K simbolos y un nimero natural
K, x1 es una férmula booleana de menos de K simbolos, y x2 es una asignacion de valores de

verdad.

Ejercicio. Describir el comportamiento de las MT M en cada caso.

Como podemos apreciar, dichas caracterizaciones no son las de un lenguaje de NP, porque
no utilizan un Unico cuantificador existencial, ni las de un lenguaje de CO-NP, porque no utilizan
un Unico cuantificador universal, sino que se basan en la combinacion de los dos tipos de
cuantificadores, y pareciera que no hay otra manera de formularlas, lo que significa que MAX-
IND y MIN-FORM no estarian en NP ni CO-NP.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se definen la clase 2P, con lenguajes como MAX-
IND, y la clase INM2P, con lenguajes como MIN-FORM. Y generalizando con mas cuantificadores
alternados, se definen las clases 3P, 24P, etc., y las clases N3P, 4P, etc. Formalmente:

Un lenguaje L pertenece a la clase %P, con i > 0, si existen un polinomio p y una MT M de

tiempo polinomial que satisfacen, para toda cadena w:

w € L sii (Ix1: [x1] < p(jw], Vx2: |x2| < p(Jw]), ..., Qixi: |xi| < p(lw|, M acepta (w, X1, X2, X3, ...,Xi))

donde Qi es el cuantificador 3 o el cuantificador vV segun i sea impar o par, respectivamente. Y
un lenguaje L pertenece a la clase P si existen un polinomio p y una MT M de tiempo polinomial

que satisfacen, para toda cadena w:

w € L sii (Vx1: [x1] < p(|w], Ix2: |x2| < p(Jw]), ..., Qixi: |xi] < p(|w|, M acepta (w, x1, X2, X3, ...,Xi))

donde Qi es el cuantificador V o el cuantificador 3 segun i sea impar o par, respectivamente.

Notar que la clase lMiP tiene los complementos de la clase ZiP.

Ejercicio. Probar la ultima afirmacién. Ayuda: se deriva directamente de como se definen dichas

clases.

Asi llegamos a la definicion de la jerarquia polinomial o PH: es la union infinita de las clases
2P, con i > 0. Se la puede definir también como la unién infinita de las clases MiP. PH se

estructura por niveles:

¢ Nivel O: las clases ZoP =ToP = P.

e Nivel 1: las clases 1P = NP y 4P = CO-NP.
¢ Nivel 2: las clases 22P y N2P.

o Etc.
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Se cumple, para todo i > 0, que Zi+1P y Mi+1P incluyen a %P y IMiP. La conjetura méas aceptada
es que las inclusiones son estrictas, o como se dice habitualmente, que PH no colapsa.
Precisando, se dice que PH colapsa en el nivel i si existe algun i tal que ZP = PH, es decir, si a
partir de un determinado i se cumple %P = Zi+1P = ... Se prueba que si P = NP, PH colapsa en el
nivel 0, es decir, P = PH (aun valiendo P # NP, podria suceder que PH colapse). Se prueba
ademas que PH < PSPACE (ejercicio 9.11), y también en este caso la conjetura mas aceptada
es que la inclusion es estricta. En la figura 9.3 representamos la jerarquia polinomial, con las

conjeturas mas aceptadas.

PSPACE

Figura 9.3 La jerarquia polinomial, asumiendo las conjeturas mas aceptadas.

La inclusién estricta PH — PSPACE se fundamenta en el hecho de que la clase PSPACE tiene
lenguajes completos, como por ejemplo el lenguaje QSAT (teorema 8.5), mientras que PH no
tendria ninguno, lo que justificamos en lo que sigue (tanto en PSPACE como en PH

consideramos la completitud con respecto a las reducciones poly-time):

Teorema 9.2. Si existe un lenguaje PH-completo, entonces PH colapsa.

Prueba. Si L es un lenguaje PH-completo, entonces todo lenguaje L1 de PH cumple L1 <p L, y
como L pertenece a una clase ZiP, también L1 pertenece a %P (se demuestra facilmente). En
consecuencia, PH c ZiP, lo que quiere decir que PH colapsa en el nivel i.

Fin del teorema

Al contrario de PH, todas las clases ZiP y lNiP tienen lenguajes completos. Por ejemplo, todo

lenguaje QSATi, compuesto por las férmulas booleanas totalmente cuantificadas verdaderas de
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la forma Ix1Vx23xs...Qixi: @, siendo Qi el cuantificador 3 o el cuantificador vV segun i sea impar o

par, respectivamente, es ZiP-completo.

Ejercicio. Todo lenguaje QSATi es como el lenguaje QSAT, salvo que sus férmulas booleanas
tienen un numero limitado de alternancias entre los cuantificadores existenciales y universales.
Vimos que el lenguaje QSAT se puede asociar al problema de determinar, dado un juego entre
dos jugadores con informacion perfecta, si existe una estrategia ganadora para el primer jugador.

¢ A qué problema entonces se podria asociar el lenguaje QSAT;?

Existe una manera alternativa de definir la jerarquia polinomial, utilizando maquinas de Turing
alternantes, las cuales generalizan las maquinas de Turing no deterministicas:

A diferencia de una MT no deterministica, cuyo arbol de computaciones se interpreta
exclusivamente con estados de tipo existencial, en el sentido de que se evalian mediante la
disyuncién de las informaciones aportadas por sus estados hijos, en una MT alternante su arbol
de computaciones se interpreta con estados de tipo tanto existencial como universal, siendo
estos ultimos evaluados aplicando una conjuncion en lugar de una disyuncién. Y en cuanto a su
tiempo de ejecucidn, se define teniendo en cuenta no sélo la cantidad de pasos sino también la
cantidad de alternancias entre los estados de tipo existencial y de tipo universal de sus
computaciones. Se puede probar facilmente que para todo i > 1, la clase ZiP (respectivamente
IMiP)de PH es la clase de los lenguajes decididos por MT alternantes de tiempo polinomial con a
lo sumo i — 1 alternancias entre estados de tipo existencial y de tipo universal, partiendo de un
estado de tipo existencial (respectivamente universal), y asi, la definicion de PH en términos de
MT alternantes generaliza la definicion de la clase NP en términos de MT no deterministicas. Por
ejemplo, el lenguaje MIN-FORM perteneciente a la clase 2P se puede decidir con una MT
alternante de tiempo polinomial con una sola alternancia, partiendo de un estado de tipo universal
(ejercicio 9.12).

Hay todavia una tercera forma de definir la jerarquia polinomial, histéricamente la primera,
que utiliza maquinas de Turing con oraculo:

Si NPSAT es la clase de los lenguajes decidibles en tiempo polinomial por MT no

deterministicas con un oraculo del lenguaje SAT, se prueba que:

o 2P = NPSATy [P =CO-NPSAT,
o X3P = NP>® y 3P = CO-NP>",
o X4P =NPZP y 4P = CO-NPZF,
o Etc.

equivalencias no tan intuitivas como en el caso de las maquinas de Turing alternantes. Por

ejemplo, el lenguaje MAX-IND de la clase 22P se puede decidir con una MT no deterministica

con un oraculo de SAT (ejercicio 9.13). En realidad, las clases se pueden definir utilizando
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cualquier lenguaje NP-completo como oraculo, no solamente SAT, y por eso una manera habitual

de especificarlas es mediante las expresiones NPNP y CO-NPNP,

Los lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes

Otra jerarquia temporal de lenguajes que se solapa con la jerarquia espacio-temporal, esta vez
dentro de la clase P, es la jerarquia NC (Nick’s Class, por Nicholas Pippenger, quien la definio),
creada para estudiar los lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes, es decir, los
lenguajes de la clase P con algoritmos paralelos significativamente mas rapidos que los
algoritmos secuenciales con los que cuentan, de acuerdo a un criterio determinado.

El modelo computacional mas sencillo y extendido empleado para dicho estudio es el circuito
booleano, o directamente el circuito. Otro modelo habitual es la versidn paralela de la maquina
RAM que presentamos en una nota adicional del capitulo 2, la maquina paralela de acceso
aleatorio o PRAM (parallel random access machine), a la que también dedicamos una nota
adicional en este capitulo.

Formalmente, un circuito es un grafo dirigido sin ciclos, con vértices que representan variables
booleanas xi, ..., Xn, que pueden adoptar los valores uno o cero, o puertas logicas, que pueden
corresponder a las operaciones légicas and (A), or (v) o not (7). Los primeros vértices constituyen
la entrada del circuito, sin arcos de entrada, y entre los otros vértices, con uno o dos arcos de
entrada segun sea la operacién logica que representen, se encuentra el que constituye la salida
del circuito, sin arcos de salida. Un circuito C acepta una cadena de entrada w de unos y ceros
(cada digito asignado a una variable booleana) sii luego de aplicar a partir de ella las operaciones
de sus puertas logicas obtiene como salida el valor 1, que se expresa con C(w) = 1 (nos
enfocamos en la decisién de lenguajes, pero los circuitos, como las maquinas de Turing, pueden

también devolver cadenas, para lo cual necesitan varios vértices de salida).

Ejemplo 9.4. En la figura 9.4 representamos un circuito que calcula el or exclusivo de sus dos

variables de entrada. De esta manera, el circuito acepta las cadenas 01 y 10.

o

Figura 9.4. Circuito que calcula el or exclusivo de x; y Xa.

Fin del ejemplo
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La cantidad de vértices de un circuito determina su tamario, y la longitud del camino mas largo
desde uno de sus vértices de entrada a su vértice de salida determina su profundidad.
Intuitivamente, el tamano representa el niumero de procesadores de la maquina paralela
modelizada, y la profundidad, el tiempo de ejecucién de la misma. Asi, soélo los circuitos
polinomiales, es decir los circuitos de tamafio polinomial, son fisicamente realizables, que
entonces no pueden decidir eficientemente ningun lenguaje cuyo algoritmo secuencial de
decisién mas rapido sea del orden exponencial (en particular ningun lenguaje NP-completo, a

menos que P = NP).

Ejercicio. Justificar la ultima observacion.

Como los circuitos tienen una cantidad fija de variables de entrada, para poder decidir
lenguajes, que en general incluyen cadenas de cualquier tamafio, se utilizan familias de circuitos.
Una familia de circuitos, denotada con {Cn}n=1, €S una secuencia infinita de circuitos Cn, cada uno
de n vértices de entrada, que decide un lenguaje L sii todo circuito Cn decide todas las cadenas
de L de tamano n. Si ademas existe una maquina de Turing de espacio logaritmico que para todo
n construye la descripcion del circuito Cn, la familia de circuitos se dice uniforme. Dicha condicién
de constructividad eficiente evita que puedan decidirse lenguajes muy dificiles con circuitos muy
simples, incluso indecidibles (ejercicio 9.15), y por otra parte asegura que todos los circuitos
implementen en conjunto un uUnico algoritmo, como lo hace una maquina de Turing. La
descripcion estandar de un circuito consiste en una secuencia de ternas ordenadas e
identificadas adecuadamente, cada una con un operador légico y a lo sumo dos operandos.

La clase de los lenguajes decidibles por familias de circuitos polinomiales se denomina Pjpoly.
Y la clase de los lenguajes decidibles por familias uniformes de circuitos polinomiales no es otra

que la clase P, como mostramos a continuacion:

Teorema 9.3. Un lenguaje L pertenece a la clase P sii existe una familia uniforme de circuitos

polinomiales {Cn}n>1 que lo decide.

Prueba. Por un lado, si {Cn}n=1 €s una familia uniforme de circuitos polinomiales que decide un
lenguaje L, entonces la siguiente MT M decide L en tiempo polinomial: dada una entrada w de
tamano n, primero construye en espacio logaritmico, y asi en tiempo polinomial, la descripcién
del circuito polinomial Cn (posible porque {Cn}nz1 €s uniforme), luego ejecuta Cn a partir de w en
tiempo polinomial (porque Cn es polinomial), y finalmente acepta sii Cn(w) = 1.

Por otro lado, se demuestra que dada una MT M de tiempo polinomial p(n) que decide un
lenguaje L, se puede generar en espacio logaritmico la descripciéon de un circuito polinomial Cn
que acepta una cadena w de tamafio n sii M la acepta. Describimos en lo que sigue las

caracteristicas generales de dicha generacion:
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e El circuito Cn tiene p(n) + 1 capas de O(p(n)) vértices cada una.

e Lacapaide Cy con1<i<p(n), simulael pasoide M, es decir, el pasaje de la configuracién
producida por el paso i — 1 de M (o la configuracion inicial sii = 1) a la configuracion producida
por el paso i de M. Los vértices de la capa, representantes de las celdas de M, implementan
la simulacion, constituyendo circuitos de profundidad constante, y teniendo en cuenta que el
contenido de la celda en la posicién j de la configuracion producida en el paso i depende
exclusivamente de la funcién de transicién de M y de los contenidos de las celdas en las
posiciones j— 1, jyj+ 1 de la configuracion anterior (los simbolos del alfabeto I' y los estados
del conjunto Q de M se pueden representar con O(logz2|l|) y O(log2|Q|) digitos binarios,
respectivamente).

e Finalmente, la capa p(n) + 1 simula la respuesta de M. Sus vértices también constituyen
circuitos de profundidad constante. La salida de Cn sera uno o cero, segun la representacion
del estado final alcanzado por la simulacién corresponda a la de un estado de aceptacion o

de rechazo, respectivamente.

El circuito tiene O(p(n)?) vértices (es de tamafio polinomial), y es facil comprobar que se puede
generar en espacio logaritmico.

Fin del teorema

Ejercicio. Probar que P < Proy. Ayuda: basarse en la prueba del teorema anterior.

Introducidas las familias uniformes de circuitos polinomiales, ya podemos caracterizar
formalmente a los lenguajes con algoritmos paralelos eficientes en los que nos enfocamos en
esta seccidén: son los lenguajes decidibles mediante familias uniformes de circuitos polinomiales
que tienen profundidad O((logzn)¥), con k > 1. Como dijimos al comienzo, la jerarquia que los
relne se denomina NC. La integran asi infinitas clases NC', NC?, ..., con lenguajes decidibles
por familias uniformes de circuitos polinomiales de profundidad O(logzn), O((logzn)?), ... La
definicién de NC, en lo que hace a su frontera dentro de la clase P, no esta tan aceptada. No
obstante, al igual que en otras jerarquias, en NC interesan principalmente los lenguajes de sus

primeras clases.

Ejemplo 9.5. Mostramos que el lenguaje PARIDAD = {w | w es una cadena de unos y ceros con
una cantidad impar de unos} pertenece a la clase NC'.

El siguiente circuito Cn, en forma de arbol binario, acepta todas las cadenas de unos y ceros
de tamafo n con una cantidad impar de unos. Dada una entrada w:

Cn va calculando el resultado desde sus hojas, por medio de la aplicacion de puertas logicas
que implementan el or exclusivo (como describimos en el ejemplo 9.4). Al final, cuando llega a
su nodo raiz, aplica un ultimo or exclusivo entre el digito que recibe de su subarbol izquierdo,
correspondiente a los primeros |w|/2 digitos, y el digito que recibe de su subarbol derecho,

correspondiente a los digitos restantes de w, y acepta sii obtiene el valor 1.
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Ejercicio. Probar que Cntiene tamafio polinomial, profundidad O(logzn), su descripcion se puede
generar en espacio logaritmico, y acepta las cadenas del lenguaje PARIDAD de tamafio n.

Fin del ejemplo

Otro ejemplo de problema con algoritmo paralelo eficiente es la suma de dos numeros. El
algoritmo aprendido en la escuela es secuencial, de tiempo lineal, consistente en sumar desde
los digitos menos significativos y mantener un digito de acarreo a lo largo de todo el calculo. Pero
existe un algoritmo mas eficiente, paralelo, de tiempo O(logzn), con O(n) procesos, cada uno
dedicado a una posicién de digito, y con comunicaciones que se ocupan de los acarreos.

También cuentan con algoritmos paralelos eficientes, entre otros problemas: las operaciones
aritméticas elementales restantes; los ordenamientos y las busquedas en arreglos; la
multiplicacion, el determinante y la inversa de matrices; y la clausura transitiva y la busqueda del
camino minimo en grafos.

Del teorema 9.3 se deriva la inclusion:

NCcP

y la conjetura mas aceptada es que la inclusion es estricta, es decir que no todos los lenguajes
de la clase P cuentan con algoritmos paralelos eficientes. De esta manera, como NC es cerrada
con respecto a las reducciones log-space (ejercicio 9.16), si un lenguaje es P-completo con
respecto a dichas reducciones, entonces en la practica se asume que no pertenece a NC
(ejercicio 9.17).

Un ejemplo de lenguaje P-completo con respecto a las reducciones log-space es el lenguaje
correspondiente al problema del maximo flujo en una red, que consiste en maximizar, dada una
red con un Unico punto de entrada y un unico punto de salida, el flujo que la puede recorrer. La
red se representa por un grafo dirigido ponderado (los nimeros de los arcos representan
capacidades), con un vértice inicial sin arcos de entrada y un vértice final sin arcos de salida. El
problema es muy representativo de los problemas con resolucién eminentemente secuencial:
definible su resolucién necesariamente en etapas, si bien éstas pueden paralelizarse
satisfactoriamente, pueden llegar a sumar una cantidad mayor que un valor polilogaritmico.

Otro lenguaje P-completo con respecto a las reducciones log-space es el lenguaje asociado
al problema de evaluacion de circuitos: EVAL-CIRCUIT = {(C, w) | C es la descripcion de un
circuito C de n vértices de entrada, w es una cadena de n digitos binarios, y C(w) = 1}. Su P-
completitud también se deriva del teorema 9.3.

Dentro de NC, se destacan las inclusiones:

NC' < LOGSPACE < NLOGSPACE < NC?
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lo que significa que los lenguajes P-completos no sélo no admitirian resoluciones eficientes
paralelas con respecto al tiempo, sino tampoco resoluciones eficientes secuenciales con
respecto al espacio (como ya comentamos en el capitulo anterior). La inclusion intermedia se

cumple por definicion. Las otras dos las probamos a continuacién:

Teorema 9.4. NC' — LOGSPACE y NLOGSPACE < NC2.

Prueba. NC' — LOGSPACE: Dadas la descripcion de un circuito polinomial Cn de profundidad
O(logzn) y una cadena w de n digitos binarios, una maquina de Turing puede evaluar
recursivamente Cn a partir de w desde su puerta de salida, utilizando una pila de O(logzn)
elementos de tamafio constante.

NLOGSPACE < NCZ La idea general de la prueba es la siguiente. Dados un lenguaje L de
NLOGSPACE, una MTN M de espacio logaritmico que decide L, y una cadena w de n digitos
binarios, M acepta w sii el grafo de configuraciones G de M a partir de w, tal como lo definimos
en el teorema 8.3, tiene un camino de su primer vértice al ultimo. Una manera alternativa a la
que vimos previamente para construir G, de m vértices, y decidir si G tiene un camino del vértice
1 al vértice m, es: representar G con una matriz de adyacencia A de m x m; obtener la clausura
transitiva de G, la cual se puede calcular haciendo B = A™ (BJ[j, j] = 1 sii existe un camino del
vértice i al vértice j); y finalmente chequear si B[1, m] = 1. En consecuencia, como se demuestra
que Ay B se pueden construir con un circuito Cn de tamario polinomial y profundidad O((logzn)?),
siendo la descripcién de Cn construible mediante una maquina de Turing de espacio logaritmico,
llegamos a que L pertenece a NC2.

Fin del teorema

En la figura 9.5 mostramos la jerarquia NC y sus relaciones con las clases LOGSPACE y

NLOGSPACE dentro de la clase P, teniendo en cuenta las conjeturas mas aceptadas.

NLOGSPACE

LOGSPACE

e

Figura 9.5. NC, LOGSPACE y NLOGSPACE, asumiendo las conjeturas mas aceptadas.
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Relaciones como las anteriores se pueden generalizar a distintos modelos paralelos con
adecuadas restricciones (uniformidad, cantidad de procesadores, etc.), mediante la Tesis de la
Computacion Paralela, que sostiene que el tiempo paralelo se relaciona polinomialmente con el

espacio secuencial. Mas precisamente:
PTIME(T(n)) < SPACE(p1(T(n))) y SPACE(S(n)) < PTIME(p2(S(n)))

siendo p1 y p2 dos polinomios, y PTIME(T(n)) una clase de lenguajes decidibles en tiempo
paralelo O(T(n)) por medio de un determinado modelo computacional. El modelo de las familias
uniformes de circuitos polinomiales satisface la tesis.

Los circuitos también se consideran utiles para encarar la resolucién del problema P vs NP.
La razon es que la gran mayoria de las funciones que van de las cadenas de unos y ceros al
conjunto {1, 0} no pueden ser computadas por circuitos de tamafo polinomial. Esto significa que
encontrando algun lenguaje NP-completo asociado a una funcion de estas caracteristicas, se
estaria probando P # NP (de acuerdo al teorema 9.3). Lamentablemente, hasta el momento no
se han logrado resultados importantes en este sentido, pero el camino de demostracion referido
sigue siendo de interés, maxime que se conjetura que los lenguajes NP-completos no pueden
ser decididos por familias de circuitos polinomiales ni siquiera no uniformes, es decir que no
pertenecerian a la clase Pjpoly (de hecho, se prueba que si SAT perteneciera a Pipoly, la jerarquia

polinomial colapsaria en el segundo nivel).

Los algoritmos probabilisticos en la complejidad temporal

Los algoritmos probabilisticos constituyen un area de estudio muy importante en la complejidad
computacional. Uno de los motivos, sobre el que nos concentramos en esta seccion, es que
resuelven muchos problemas de interés computacional de una manera mas eficiente o al menos
mas simple que los algoritmos deterministicos (es decir no probabilisticos) existentes. Y si bien
pueden equivocarse y dependen de una verdadera aleatoriedad siempre cuestionada, en la
practica su uso, que ya lleva varias décadas, viene resultando sumamente satisfactorio.

Lo que caracteriza a un algoritmo probabilistico es que en ciertos pasos efectia una eleccion
aleatoria, que determina una continuacion entre varias alternativas posibles. Esto hace que con
una misma entrada, en distintas ejecuciones pueda generar distintas salidas. Dado este
comportamiento, sus aceptaciones y rechazos (seguimos utilizando lenguajes) se determinan en
base a un analisis probabilistico sobre la distribucién de sus respuestas (analisis distinto al que
mencionamos en el capitulo 6, basado en la distribucién de las entradas, con otro propdsito que
es el de calcular la complejidad computacional del caso promedio).

El modelo computacional que se utiliza es la maquina de Turing probabilistica (abreviada con

MTP). Formalmente, una MT probabilistica:
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e A partir de la cadena de entrada, avanza paso a paso siempre eligiendo aleatoriamente una
entre dos continuaciones posibles, mas alla de que pueda hacer lo mismo en las dos
continuaciones.

e Toda eleccion aleatoria es independiente de la anterior y tiene probabilidad 1/2 (por eso se la
refiere comunmente como un lanzamiento de moneda o coin flip). Asi, su arbol de
computaciones posibles asociado es un arbol binario perfecto.

e Puede terminar aceptando o rechazando.

El criterio que se adopta para la aceptacion de una cadena depende de la cantidad de
computaciones de aceptacion (precisaremos esto enseguida, cuando describamos MT
probabilisticas con cuatro comportamientos distintos, cada una determinando una clase diferente
de lenguajes).

Por lo tanto, de acuerdo a la definicidn, la sintaxis de una MT probabilistica es la misma que
la de una MT no deterministica (incluyendo la restriccién de las dos continuaciones, dado que
para toda MTN M+ existe una MTN Mz equivalente de grado de no determinismo 2, como pedimos
probar en el ejercicio 2.5), pero su semantica es bien distinta: sus bifurcaciones son
equiprobables, y sus aceptaciones se basan en un criterio probabilistico.

Otra caracteristica que diferencia a la MT probabilistica de la MT no deterministica es que la
MT probabilistica constituye un modelo computacional fisicamente realizable (de hecho, todo
tipico lenguaje de programacion tiene un generador aleatorio de nimeros).

Dada una MTP M y una entrada w, vamos a identificar con a(M, w) a la relacion entre la
cantidad de computaciones en las que M acepta w y la cantidad total de computaciones, es decir
la probabilidad de que M acepte w, y con B(M, w) a la relacidon entre la cantidad de computaciones
en las que M rechaza w y la cantidad total de computaciones, es decir la probabilidad de que M
rechace w. El tiempo que tarda y el espacio que ocupa una MT probabilistica se definen como
en el modelo de la MT deterministica, incluyendo el criterio del peor caso. En lo que sigue nos

enfocaremos en las MT probabilisticas de tiempo polinomial.

Ejemplo 9.6. Como primer ejemplo de MT probabilistica describimos una MTP M muy simple,
para decidir el lenguaje MAY-SAT de las formulas booleanas satisfactibles por mas de la mitad

de las asignaciones de valores de verdad posibles. Dada una férmula booleana ¢, M hace:

1. Genera aleatoriamente una asignacion de valores de verdad A (a cada una de las variables
de ¢ le asigna aleatoriamente el valor verdadero o el valor falso).

2. Evalua @ con Ay acepta sii el resultado es verdadero.
Claramente, @ € MAY-SAT sii M acepta ¢ en mas de la mitad de sus computaciones, y M

tarda tiempo polinomial p(n), dado un polinomio p (mientras que SAT es NP-completo y #SAT es

#P-completo). Con respecto a la probabilidad de error de M:
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e La probabilidad de que rechace mal es a lo sumo 1/2 — 1/2p(™

e La probabilidad de que acepte mal es a lo sumo 1/2.

Ejercicio. Justificar las probabilidades de error indicadas.

Fin del ejemplo

El ejemplo 9.6 sirve para introducir la primera de las cuatro clases de lenguajes referidas
previamente, la clase PP (tiempo polinomial probabilistico o probabilistic polynomial time). Un
lenguaje L pertenece a PP sii existe una MTP M de tiempo polinomial que cumple, para toda

cadena w:

e Siw €L entonces a(M, w) > 1/2.
e Siw ¢L entonces (M, w) > 1/2.

Queda claro que el lenguaje MAY-SAT del ejemplo 9.6 pertenece a PP, la MTP M que
construimos satisface las condiciones de la definiciéon anterior, y por lo tanto decide el lenguaje.
También podemos concluir que la clase PP no identifica a los lenguajes con algoritmos
probabilisticos eficientes. En efecto, la probabilidad de error de maquinas como M puede llegar
a ser muy grande, y si bien se puede reducir con varias ejecuciones independientes, adoptando
como respuesta la respuesta mayoritaria, para llegar a un valor razonable se necesita una
cantidad de iteraciones del orden exponencial (de acuerdo a la cota de Chernoff de la teoria de
las probabilidades). Otra razén que refuerza esta conclusién es que NP < PP (ejercicio 9.19).

Una segunda clase de lenguajes, que describimos a continuacion, es la que se toma como la
clase de los lenguajes tratables en el ambito de los algoritmos probabilisticos. Se trata de la clase
BPP (tiempo polinomial probabilistico acotado o bounded probabilistic polynomial time),
considerada entonces la clase P probabilistica. Un lenguaje L pertenece a BPP sii existe una

MTP M de tiempo polinomial que cumple, para toda cadena w:

e Siw €L entonces a(M, w) > 2/3.
e Siw &L entonces B(M, w) > 2/3.

Ahora, como se aprecia, la idea es que las aceptaciones y rechazos sean claramente
mayoritarias. No obstante, la cota 2/3 se puede reemplazar por otras, mayores que 1/2, por la
posibilidad que mencionamos de reducir la probabilidad de error efectuando varias ejecuciones
independientes y quedandonos con la respuesta mayoritaria (en este caso, a diferencia de lo que
observamos con las maquinas correspondientes a la clase PP, es suficiente una cantidad
polinomial de ejecuciones). Esta robustez en la definicion de la clase BPP recuerda la de la

definicion de la clase P.
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Ejemplo 9.7. Probamos a continuacién que el lenguaje COMP de los niumeros compuestos, es
decir los nUmeros que no son primos, pertenece a la clase BPP, construyendo una MTP M que
lo decide segun las caracteristicas que especificamos recién.

M se basa en una propiedad de los nimeros compuestos, segun la cual todo numero
compuesto c tiene al menos (c — 1) / 2 certificados de composicionalidad, nimeros que varian
entre 1 y c— 1 que permiten establecer mediante un algoritmo deterministico de tiempo polinomial
que c es compuesto. La propiedad se deriva de una caracterizacion de los numeros primos
formulada por P. de Fermat, que es que si p es un nimero primo, entonces todo nimero a entre
1yp—1cumple a>' =1 (mod p). Aprovechando dicha propiedad de los nimeros compuestos,
dado un numero N, la maquina M hace:

1. Si N es par, acepta.
2. Hacer := random(1, N - 1).

3. Acepta sii r es un certificado de composicionalidad de N.

La funcién random(1, N — 1) devuelve aleatoriamente un numero entre 1 y N — 1 (funcion
implementable mediante un generador aleatorio de digitos 1 y 0).

Los tres bloques del algoritmo tardan tiempo polinomial. Ademas, si N es par, con seguridad
es compuesto, y si N es impar, de acuerdo a la propiedad utilizada de los nUmeros compuestos:
si N es compuesto, M lo acepta en al menos la mitad de sus computaciones; y si N no es
compuesto, M lo rechaza siempre (dado que en ninguna de las computaciones encuentra un
certificado de composicionalidad). Por lo tanto, la probabilidad de que M rechace mal es a lo
sumo 1/2, y de que acepte mal es 0. Asi, con apenas dos ejecuciones independientes, se logra
la probabilidad de error requerida.

Ejercicio. Explicar la ultima afirmacion.

La probabilidad de error de M se puede reducir de manera significativa ejecutandola mas
veces. Por ejemplo, después de 1000 iteraciones independientes, su probabilidad de error es a
lo sumo 1/21000,

Fin del ejemplo

Entre otros algoritmos probabilisticos de este tipo se encuentran los que resuelven la
basqueda de la mediana de un conjunto de numeros (de tiempo lineal como los algoritmos
deterministicos mas rapidos conocidos pero mas simple), el testeo de igualdad de dos polinomios
multivariados (no se conoce resolucion deterministica eficiente), y la determinacion de si un grafo
bipartito tiene un emparejamiento perfecto (de igual tiempo que los algoritmos deterministicos

existentes pero con la ventaja de que cuenta con una implementacion paralela eficiente).
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Las dos clases de lenguajes que nos quedan por presentar estan incluidas en la clase BPP.
Asi, también se relacionan con las resoluciones probabilisticas eficientes, pero por sus
especificidades amerita que las tratemos aparte.

Comenzamos por la clase RP (tiempo polinomial aleatorio o randomized polynomial time).
Sus lenguajes se caracterizan por ser decidibles por MT probabilisticas que nunca aceptan mal
(algoritmos necesarios, por ejemplo, en el area de la verificacion de pruebas, donde puede
admitirse rechazar erroneamente pero no aceptar erroneamente). Dichas maquinas se conocen
como maquinas de error unilateral (one-side error), a diferencia de las que describimos antes,
que son maquinas de error bilateral (two-side error). Formalmente, un lenguaje L pertenece a RP

sii existe una MTP M de tiempo polinomial que cumple, para toda cadena w:

e Siw €L entonces a(M, w) > 1/2.

e Siw &L entonces (M, w) =1

Como en la definicién de la clase BPP, la cota de la definicion de RP, en este caso 1/2, se
puede reemplazar por otras, ahora incluso menores que 1/2. Un ejemplo de lenguaje de RP es
el mismo lenguaje COMP de los nimeros compuestos que analizamos en el ejemplo 9.7.
También su complemento, el lenguaje PRIMOS, que representa el problema de determinar si un
numero es primo, cuenta con un algoritmo de este tipo.

Finalmente, la cuarta clase de lenguajes es la clase ZPP (tiempo polinomial probabilistico de
error cero o zero-error probabilistic polynomial time). Su nombre se debe a que las MT
probabilisticas correspondientes no se equivocan nunca, responden apropiadamente o de una
manera indefinida (cuentan con un tercer estado final, no sé o don’t know). Estos algoritmos
pertenecen a la familia de los algoritmos de Las Vegas (los anteriores, que se pueden equivocar,
son de la familia de los algoritmos de Monte Carlo). Formalmente, un lenguaje L pertenece a

ZPP sii existe una MTP M de tiempo polinomial que cumple, para toda cadena w:

e Siw €L entonces a(M, w) >1/2 y (M, w) = 0.
e Siw ¢L entonces (M, w) >1/2y a(M, w) =0.

Se cumple ZPP = RP N CO-RP, siendo CO-RP la clase de los complementos de RP (es decir
que los lenguajes de CO-RP son decidibles por MT probabilisticas que nunca rechazan mal). La
prueba de la inclusién ZPP < RP N CO-RP no reviste mayor dificultad (se obtiene resolviendo
los ejercicios 9.18 y 9.21). Con respecto a la inclusion reciproca, RP N CO-RP < ZPP, en lugar

de probarla mostramos directamente un ejemplo que ilustra como hacerlo:

Ejemplo 9.8. Que se cumpla RP N CO-RP < ZPP significa que si dos lenguajes L y L€ cuentan
con un algoritmo correspondiente a la clase RP, es decir un algoritmo que nunca acepta mal y
puede rechazar mal con probabilidad a lo sumo 1/2, entonces L cuenta también con un algoritmo

correspondiente a la clase ZPP, es decir un algoritmo que nunca se equivoca y puede no
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responder nada con probabilidad a lo sumo 1/2. Tomando los lenguajes PRIMOS y COMP de RP,

vamos a probar que PRIMOS también pertenece a ZPP (lo mismo puede probarse para COMP).
Dadas una MTP M1 que decide PRIMOS y una MTP M2 que decide COMP, las cuales nunca

aceptan mal y pueden rechazar mal con probabilidad a lo sumo 1/2, construimos la siguiente MTP M

para decidir PRIMOS de acuerdo a la definicién de la clase ZPP. Dado un nimero N, M hace:

1. Ejecuta M. Si acepta, acepta (N es primo porque M nunca acepta mal).
2. Ejecuta M. Si acepta, rechaza (N es compuesto porque M» nunca acepta mal).

3. Responde no sé.

M tarda tiempo polinomial. Ademas, la probabilidad de que se equivoque es 0, y de que no
responda nada es a lo sumo 1/2, porque es la probabilidad de que M1 y M2 rechacen, lo que
sucede cuando alguna de las dos se equivoca (s6lo una se puede equivocar, no puede ocurrir
que las dos rechacen mal, porque N es un nimero primo o es un numero compuesto). Por lo
tanto, el lenguaje PRIMOS pertenece a ZPP. Adicionalmente, llevando a cabo varias ejecuciones
independientes de M, hasta un limite polinomial, la probabilidad de que M no responda nada se
reduce significativamente.

Fin del ejemplo

Las clases descriptas se relacionan entre si y con P y NP de la siguiente forma:

P c ZPP c RP c BPP c PP
RP NP c PP

Todas las inclusiones se prueban facilmente (ejercicios 9.18 y 9.19), y no se sabe si son
estrictas. En particular, en lo que hace a la relacién entre las clases P y BPP, la conjetura mas
aceptada, sobre todo en los ultimos afios, es que son iguales (y asi también iguales a las clases
ZPP y RP). En efecto, de investigaciones recientes se ha adquirido mucha evidencia,
considerando ciertas asunciones, de que hay un modo de desaleatorizar, es decir transformar
en un algoritmo deterministico, todo algoritmo probabilistico correspondiente a la clase BPP, con
un retardo sélo polinomial.

El componente central de dichas investigaciones es el generador pseudoaleatorio
(pseudorandom generator), algoritmo deterministico que genera cadenas que parecen
aleatorias, basicamente amplificando pequenas cadenas aleatorias llamadas semillas. Como
lograr verdadera aleatoriedad es en general dificil, en los algoritmos probabilisticos es comun
utilizar generadores pseudoaleatorios como fuentes aleatorias sustitutas. Se han obtenido
generadores pseudoaleatorios muy sofisticados, capaces de producir, asumiendo la existencia
de las funciones de un solo sentido que mencionamos en el capitulo anterior, cadenas
indistinguibles de las cadenas aleatorias frente a testeos de tiempo polinomial.
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Asumiendo P = NP se prueba que BPP = P, dado que se cumple BPP < PH, y como indicamos
en la seccion sobre la jerarquia polinomial, P = NP implica que PH colapsa en P. No se sabe si
BPP < NP, pero si que BPP < Py, asi que SAT ¢ BPP a menos que PH colapse, segun lo que
establecimos en la seccion sobre los circuitos booleanos (PH colapsa si se cumple SAT € Pipaly).

También se cumple:
BPP < EXP

porque BPP se puede definir alternativamente en términos de MT deterministicas que reciben
una cadena adicional (como en la definiciéon de la clase NP), en este caso con digitos 1 y 0 con
los que pueden simular lanzamientos de moneda consecutivos, y de esta manera, como en
tiempo polinomial p(n) hay que considerar 2°" cadenas de este tipo, toda MT probabilistica que
decide un lenguaje de BPP puede simularse en tiempo exponencial con una MT deterministica
de las caracteristicas mencionadas.

No se conocen lenguajes completos en BPP (obviamente existen si BPP = P). La dificultad
para encontrarlos se debe a que la propiedad que caracteriza a las maquinas relacionadas con
la clase, de aceptar o rechazar con probabilidad al menos 2/3, es una propiedad semantica (e
indecidible), a diferencia, por ejemplo, de las MT no deterministicas, que se caracterizan
sintacticamente (simplemente como cédigos validos de maquinas de Turing).

La misma nocion de aleatoriedad que se aplica a una maquina de Turing que decide un
lenguaje se puede aplicar a una maquina de Turing que reduce un lenguaje a otro. Asi se define,
con las mismas cotas requeridas para las MT probabilisticas relacionadas con la clase BPP, una
reduccion aleatoria entre dos lenguajes L1 y L2 (L1 <r L2 expresa que existe una reduccion
aleatoria de L1 a L2). Utilizando reducciones aleatorias se facilita el poblamiento de BPP, dado

que BPP es cerrada con respecto a dichas reducciones.

Los sistemas de pruebas interactivas

La caracterizacion de un lenguaje de la clase NP mostrada en el capitulo 6, basada en la
existencia de un certificado verificable en tiempo polinomial para cada una de sus cadenas,
resalta la importancia del chequeo eficiente de una prueba independientemente del esfuerzo
requerido para construirla. En particular, la hemos asociado a una interaccion eficiente entre un
probador P (maquina de Turing con poder ilimitado) y un verificador V (maquina de Turing de
tiempo polinomial), en la que para toda cadena w, si w pertenece a L, entonces P puede
convencer a V de dicha pertenencia enviandole un certificado (la interaccién es completa), y siw
no pertenece a L, entonces P no puede convencer a V cualquiera sea el certificado que le envie
(la interaccion es sensata).

Intuitivamente, una interaccién de este tipo pero con varios intercambios deberia permitir

decidir mas lenguajes que el esquema de envio completo y posterior lectura completa de una
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prueba. En el plano real, un ejemplo es el de un profesor que debe demostrar un teorema a sus
alumnos: si en lugar de desarrollar la prueba y luego responder preguntas permite interrupciones
durante su exposicion para aclarar dudas, se evita tener que pensar por adelantado todas las
respuestas a todas las preguntas posibles, y asi asegura mas la comprensién de su explicacion.
Sin embargo, esto no ocurre: un lenguaje de NP también se puede caracterizar mediante un
modelo interactivo. Formalmente, el modelo se denomina sistema de pruebas interactivas

deterministicas (o DIP, por deterministic interactive proofs), y se especifica de la siguiente forma:

e Esta compuesto por un par de maquinas de Turing que se ejecutan conjuntamente, una MT
P, el probador, de poder ilimitado, y una MT V, el verificador, de tiempo polinomial. Las dos
maquinas comparten una cinta de entrada de sélo lectura.

e En toda ejecucion a partir de una entrada w, P y V pueden ejecutar tanto acciones internas
como intercambios de mensajes. En todos los mensajes se puede considerar la informacion
de w y de los mensajes anteriores. La cantidad y tamafio de los mensajes es polinomial con
respecto a |[w|.

e V es quien termina las ejecuciones, aceptando o rechazando, en cuyo caso se dice que el
sistema, que se denota con el par (P, V), acepta o rechaza, respectivamente.

Se define que un lenguaje L admite una prueba interactiva deterministica sii existe un

verificador V tal que:

1. Existe un probador P con el que (P, V) acepta todas las cadenas de L.
2. Para todo probador P se cumple que (P, V) rechaza todas las cadenas que no estanen L.

Las condiciones (1) y (2) corresponden, respectivamente, a las propiedades de completitud y
sensatez antes mencionadas.

Asi, un lenguaje de la clase NP se puede definir alternativamente como un lenguaje que
admite una prueba interactiva deterministica. La equivalencia entre esta definicion y la definicion
con certificados que formulamos en el capitulo 6 se demuestra facilmente (ejercicio 9.22).

Una pregunta razonable para hacerse, considerando lo estudiado en la seccidn anterior sobre
los algoritmos probabilisticos, es qué sucede si se potencia al verificador con elecciones
aleatorias, o en otras palabras, si se recurre a pruebas interactivas probabilisticas en vez de
deterministicas. ¢ Nos mantenemos dentro de la clase NP, o saltamos a una clase mas amplia?
Y si se cumple la segunda alternativa, ¢ de qué magnitud es el salto? La respuesta es ciertamente
no intuitiva: no sélo se produce un salto, sino que el salto es mayusculo. En efecto, la clase de
lenguajes obtenida llega a ser la clase PSPACE. A pesar de que todo algoritmo probabilistico
eficiente podria sustituirse por un algoritmo deterministico eficiente segun la conjetura mas
aceptada, y de que los sistemas interactivos descriptos recién no agregan lenguajes a la clase
NP, cuando se combinan los modelos computacionales probabilistico e interactivo se obtendria

uno mucho mas potente. En lo que resta de la seccion lo analizamos sucintamente (para
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simplificar la nomenclatura, llamaremos por lo general directamente pruebas interactivas a las
que sean probabilisticas, y sistemas de pruebas interactivas a los sistemas de pruebas
correspondientes). Comenzamos con un ejemplo, relacionado con el problema del isomorfismo
de grafos. Dicho problema, al que ya nos referimos previamente varias veces, nos servira para

describir distintas caracteristicas del modelo.

Ejemplo 9.9. El lenguaje del problema del isomorfismo de grafos, ISO = {(G1, G2) | G1 y G2 son
grafos isomorfos}, pertenece a la clase NP, y pareciera que su complemento ISOC no (el
certificado natural para verificar que dos grafos con vértices 1, ..., m no son isomorfos es la
secuencia de las m! permutaciones posibles de los vértices, de tamafo exponencial con respecto
a |(G1, G2)|). En consecuencia, ISOC no admitiria una prueba interactiva deterministica. En
cambio, si admite una prueba interactiva probabilistica, que mostramos a continuacion.
Definimos el siguiente sistema de pruebas interactivas (P, V). Dada una entrada (G4, G2), tal

que G1y G2 son grafos con vértices 1, ..., m, el sistema (P, V) hace:

1. V elige aleatoriamente un numero i entre 1 y 2, y una permutaciéon 1 de (1, ..., m), que
expresamos con (11(1), ..., m(m)).

2. V obtiene el grafo H = (Gj), tal que 1(Gi) es el grafo que resulta de reemplazar en G; cada

arco (a, b) por el arco (11(a), (b)), por lo que H es isomorfo a G..

V le envia a P el grafo H.

P obtiene el niumero j entre 1y 2, segun H sea isomorfo a G1 0 a Gz, respectivamente.

P le envia a V el numero j.

o g &~ w

V acepta siii =j.

Se cumple que los bloques 1, 2, 3 y 6, que son los que importan en lo que hace al tiempo de
ejecucion de (P, V), tardan tiempo polinomial con respecto a |(G1, G2)|, los mensajes
intercambiados son dos, y son de tamafo polinomial con respecto a la entrada.

Por otro lado, si los grafos no son isomorfos, V acepta con probabilidad 1, y si son isomorfos,

lo hace con probabilidad a lo sumo 1/2 (con el probador P definido o con cualquier otro).

Ejercicio. Justificar la ultima observacion.

De la misma forma que vimos en la seccidon anterior, después de k ejecuciones
independientes de (P, V), con k polinomial con respecto a |(G1, G2)|, la probabilidad de error pasa
a ser a lo sumo 1/2k,

Fin del ejemplo
Toda cadena de ISOC, entonces, cuenta con un certificado sucinto que permite determinar su

pertenencia al lenguaje en tiempo probabilistico polinomial con una probabilidad de error muy

baja. Esta es la caracteristica de todos los lenguajes que admiten pruebas interactivas.
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Formalmente, la clase IP (interactive proofs) es la clase de los lenguajes que admiten pruebas
interactivas con probabilidad de error a lo sumo 1/3. O sea que en el caso de un lenguaje L de
IP, la propiedad de completitud establece que toda cadena de L debe aceptarse con una
probabilidad al menos 2/3 (con algun probador), y la propiedad de sensatez, que toda cadena
que no pertenezca a L debe rechazarse con la misma probabilidad (con cualquier probador).
Como en la definicién de la clase BPP, la cota 2/3 se puede reemplazar por otra mientras sea

mayor que 1/2.

Ejercicio. Probar que el lenguaje ISOC pertenece a la clase IP.

Asi como a BPP se la considera la clase P probabilistica, a IP se la considera la clase NP
probabilistica (en este caso, la conjetura mas aceptada es que IP incluye estrictamente a NP).
De su estudio se han derivado importantes aportes a la criptografia y las aproximaciones
polinomiales, entre otras areas.

Como anticipamos, se cumple:

IP = PSPACE

igualdad para nada intuitiva. Por ejemplo, IP incluye al lenguaje QSATC, cuando SATC no estaria
ni siquiera en la clase NP. La prueba de la inclusion IP ¢ PSPACE se prueba sin mayor dificultad
(ejercicio 9.24). La prueba de la inclusion reciproca, PSPACE c IP, consiste en demostrar que
QSAT pertenece a IP, teniendo en cuenta que QSAT es PSPACE-completo. Se utiliza una
técnica llamada aritmetizacién, basada en reducir el problema de satisfactibilidad al problema de
determinar si un polinomio admite un valor diferente de cero. Esta técnica es muy importante
para la complejidad computacional, dado que no relativiza (en una nota adicional nos referimos
a esta propiedad).

Revisando la prueba interactiva del ejemplo 9.9, se puede apreciar que se basa en el hecho
de que el probador P no sabe qué numero i entre 1 y 2 elige el verificador V (de lo contrario
podria enviarle siempre un nimero j tal que el sistema (P, V) nunca responda mal). Las pruebas
interactivas en las que P no tiene acceso a los digitos aleatorios de V se conocen como pruebas
interactivas de monedas privadas (private coins). Si en cambio P tiene acceso a dichos digitos,
y V so6lo puede enviar mensajes con digitos aleatorios y no puede utilizar ningun otro digito
aleatorio que no esté en sus mensajes, las pruebas interactivas se identifican como pruebas
interactivas de monedas publicas (public coins), y también como protocolos Arturo-Merin (Arthur-
Merlin protocols). Tampoco intuitivo, se demuestra que todo lenguaje que admite una prueba
interactiva de monedas privadas admite una prueba interactiva de monedas publicas. La idea
general de la demostracion consiste en transformar una prueba interactiva de un tipo en el otro,
encarando el problema en cuestién con una vision mas cuantitativa. Por ejemplo, en el caso de
los grafos no isomorfos, se prueba que se puede construir una prueba interactiva de monedas

publicas, en la que el probador es capaz de convencer al verificador de que el tamafo del
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conjunto de los grafos isomorfos al grafo G+ o al grafo G2 es el doble tanto del tamafo del conjunto
de los grafos isomorfos a G1 como del tamafo del conjunto de los grafos isomorfos a G2. Un
resultado particular muy importante obtenido considerando pruebas interactivas de monedas
publicas, a partir de una relacion que se puede establecer entre ellas y la jerarquia polinomial,
es que el lenguaje I1SO del problema del isomorfismo de grafos no es NP-completo a menos que
la jerarquia polinomial colapse.

Otra caracteristica para analizar en una prueba interactiva es cuanto aprende de ella el
verificador, o en otras palabras, qué informacion adicional adquiere ademas de la pertenencia o
no pertenencia de una cadena a un lenguaje. Un caso extremo en este sentido es el de las
pruebas interactivas deterministicas, en las que el verificador directamente recibe la solucion de
la instancia procesada (una permutacion de vértices, una asignacién de valores de verdad, etc).
Y en el otro extremo estan las pruebas interactivas en las que el verificador no aprende
absolutamente nada, lo que resulta sumamente relevante en areas como la criptografia (por
ejemplo, en el contexto de los procesos de autenticacion). Las pruebas interactivas con esta

ultima caracteristica se conocen como pruebas de conocimiento cero (zero knowdlege proofs).

Ejemplo 9.10. Mostramos un sistema (P, V) con una prueba de conocimiento cero para el

lenguaje 1SO del problema de los grafos isomorfos. Dado un par de grafos G1y G2, con vértices

1, ..., m, el sistema (P, V) hace:

1. P obtiene: una permutacién 12 de (1, ..., m), que si los grafos G1 y G2 son isomorfos cumple
m12(G1) = Gg; otra permutacion cualquiera 12 de (1, ..., m); y el grafo H = m2(G2).

2. PleenviaaV el grafo H.

3. V elige aleatoriamente un niumero i entre 1y 2.

4. V le envia a P el numero i.

5. Sii=1, PleenviaaV la permutacion 1 = 120 112, donde 120 12(G) = 12(112(G)).

Sii=2, PleenviaaV la permutacion 1 = 1.
6. V acepta sii H = m(Gi).

Los bloques 3, 4 y 6, correspondientes al verificador V, tardan tiempo polinomial con respecto
a |(G1, G2)|, y los mensajes intercambiados son tres y de tamafio polinomial con respecto a la

entrada. Ademas:

e Si G1y G2 son isomorfos, V acepta con probabilidad 1, porque elijai =1 o 2 en el bloque 3,
en el bloque 6 siempre compara dos grafos iguales: cuando i = 1, compara 12(G2) con
m2(112(G1)), siendo 112(G1) = G2, y cuando i = 2, compara 12(Gz2) con 12(Gz2).

e Se puede comprobar que si G1y G2 no son isomorfos, V acepta con probabilidad a lo sumo
1/2 (con el probador P definido o con cualquier otro). Considerando la estrategia de prueba
del ejemplo: si V elige 1, compara 12(G2) con 12(1m12(G1)), que son grafos distintos, y si elige

2, compara 12(G2) con 12(Gz), que son grafos iguales.
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Notar que con dos ejecuciones independientes de (P, V) se alcanza la cota requerida (con
mas ejecuciones hasta un limite polinomial, la probabilidad de error se reduce significativamente),
y que del grafo y la permutacion que recibe, V no aprende nada.

Fin del ejemplo

Demostrar la correctitud de una prueba interactiva de conocimiento cero consiste en verificar,
ademas de las propiedades de completitud y sensatez, una tercera propiedad, de conocimiento
cero, que establece que lo que el verificador puede aprender participando en la interacciéon con
el probador también lo puede aprender sin participar en ella. Dicho de otra manera, que lo mismo
que se puede obtener con alguna estrategia V* de verificacion interactiva de tiempo polinomial
probabilistico, se siga 0 no el protocolo establecido en la prueba, se puede obtener con algun
algoritmo de simulacion S* no interactivo del mismo tiempo de ejecucién. Asumiendo la existencia
de las funciones de un solo sentido, y relajando la propiedad de conocimiento cero de modo tal
que las respuestas de cualquier sistema interactivo de pruebas (P, V*) y del algoritmo no
interactivo S*, segun los especificamos recién, puedan diferir pero de un modo indistinguible
frente a chequeos de tiempo polinomial, se cumple que todo lenguaje de NP cuenta con una
prueba interactiva de conocimiento cero (la propiedad se conoce como propiedad de
conocimiento cero computacional).

Todavia existe otra variante de los sistemas de verificaciones probabilisticas eficientes que
caracterizan a la clase NP. Son las pruebas chequeables probabilisticamente o PCP
(probabilistically checkable proofs). En dicha variante, que presentamos en una nota adicional,
se vuelve a la idea de la exposicion completa de una prueba desde el principio, pero ahora con
la particularidad de que sdlo pueden leerse algunas de sus partes, y de modo probabilistico. Su
uso es muy relevante en la complejidad computacional, porque permite obtener resultados
relacionados con la aproximabilidad polinomial de varios problemas de optimizacion, por lo

general dificiles de lograr como comentamos en la seccién correspondiente de este capitulo.

Los algoritmos cuanticos en la complejidad temporal

Completamos este capitulo presentando un ultimo modelo computacional, la maquina cuantica,
basada en los principios de la mecanica cuantica (superposicion, entrelazamiento, etc). La
maquina cuantica podria refutar la Tesis Fuerte de Church-Turing mencionada en el capitulo 6,
dado que permite resolver eficientemente algunos problemas, como la factorizacion, que al dia
de hoy los mejores algoritmos clasicos resuelven en tiempo minimamente exponencial.

Entre las caracteristicas de la mecanica cuantica que adopta este modelo se destaca la de
que todo parametro fisico de una particula elemental como el electrdn (posicidn, energia, etc.),
en tanto no se mida no tiene como valor un simple nimero sino una onda de probabilidad,
interpretada como la superposicién de todos los valores posibles. Recién al medirse el parametro

adquiere un valor definitivo, lo que se conoce como colapso de la onda de probabilidad.
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En realidad, las ondas de probabilidad se asocian no a particulas aisladas sino a conjuntos
de particulas, que pueden alcanzar cantidades exorbitantes. Aun en este caso se considera
que la maquina cuantica es fisicamente realizable, asumiendo que se la puede aislar
suficientemente para evitar interferencias indeseables, y complementar con mecanismos de
correccion de errores adecuados.

En la maquina cuantica, el objeto analogo al digito binario o bit de la maquina clasica es el
digito binario cuantico o cubit (qubit). Como los bits, los cubits pueden estar en el estado basico
0 o en el estado basico 1, pero a diferencia de los bits, los cubits también pueden estar en un
estado de superposicion de los dos estados basicos, o dicho de otra forma, pueden estar en el
estado 0 y en el estado 1 al mismo tiempo, con una determinada probabilidad. Los estados
basicos de un cubit se denotan con [0>y |1>, y los estados de superposicion con ao|0> + a1|1>,
combinacion lineal en la que las ai son amplitudes, nimeros complejos que satisfacen la ecuacion
|ao]? + Ja1]> = 1. De este modo, el estado de un cubit se puede representar con un vector de
amplitudes (ao, a1). En concordancia con lo dicho previamente, un cubit permanece en un estado
de superposicion hasta que es medido, momento en el que pasa al estado |0> con probabilidad
|ao|? o al estado |1> con probabilidad |a1]?, y las amplitudes resultantes quedan, segun el caso,
con los valores ao = (1,0) y a1 = (0, 0) o a0 = (0, 0) y a1 = (1, 0).

Ya con amplitudes reales se observan los efectos cuanticos. En adelante, para simplificar la

presentacion, las consideramos exclusivamente.

Ejemplo 9.11. Un cubit en el estado (1/v2)|0> + (1/42)]1>, al ser medido, pasa al estado |0> con
probabilidad 1/2 o al estado |1> con probabilidad 1/2. Y un cubit en el estado (1/+2)|0> — (1/72)|1>,
al ser medido, se comporta de la misma manera.

Sin embargo, los dos estados se pueden distinguir por medio de operaciones cuanticas, que
describimos enseguida.

Fin del ejemplo

Los cubits se agrupan en registros cuanticos. De lo anterior se deriva que un registro cuantico
de m cubits puede estar en una superposicion de 2™ estados basicos. Por ejemplo, un registro
cuantico de dos cubits puede estar en un estado basico |00>, [01>, [10> o0 [11>, 0 en un estado
de superposicion aoo|00> + ao1|01> + a10|10> + a11|11>, con doo? + do12 + a10? + 112 = 1. En este
ultimo caso, el estado de superposicion del registro se representa mediante el vector de
amplitudes (oo, Oo1, 10, a11), y cuando el registro es medido pasa con probabilidad ad1422 al
estado |d1d2>, siendo di = 0 0 1, quedando la amplitud correspondiente en 1y las restantes en 0.
Lo mismo sucede con los registros cuanticos de tres cubits, cuatro cubits, etc. En todos los casos,
las coordenadas de los vectores de amplitudes se disponen segun el orden lexicografico, y a

toda medicion le sigue el colapso de la superposicion.

Ejercicio. ¢ Cuantos registros clasicos de m bits se necesitan para almacenar la informacién que

puede tener un registro cuantico de m cubits?
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Los registros cuanticos pasan de un estado a otro por medio de operaciones cuanticas, que
se aplican sobre uno o mas cubits. Una manera de representar las operaciones cuanticas es
mediante matrices, de modo tal que la aplicacién de una operacion cuantica sobre un registro
cuantico consiste en multiplicar la matriz que representa la operacion por el vector que representa
el estado del registro, dando como resultado otro vector que representa el nuevo estado del
registro. Las matrices tienen que ser unitarias, es decir que al multiplicarlas por sus transpuestas
(transpuestas conjugadas en el caso mas general de los nimeros complejos) se debe obtener la
matriz identidad. Esta restriccion es inevitable para que se cumpla la propiedad de que los
cuadrados de las amplitudes sumen 1, y hace reversibles a las operaciones: aplicando una
operacion y luego la operacion correspondiente a la matriz transpuesta de la primera, se vuelve

al estado original. Esto también puede suceder a veces repitiendo una misma operacion cuantica.

Ejemplo 9.12. La operacion cuantica conocida como puerta de Hadamard se aplica sobre un

solo cubit y se representa por la siguiente matriz:

12 12
1N2  — 12

Aplicando una vez la puerta de Hadamard sobre un cubit en el estado basico |0>, el cubit
pasa al estado de superposicién (1/42)[0> + (1/72)|1>):

R AE 12
N2 —12] [0 |7 | 1AR

Y aplicando nuevamente la misma operacion sobre el cubit en su nuevo estado, el cubit vuelve

al estado basico |0>:

W2 AN2) [ 1R 1
12 12| 12 | T (o

De esta manera, después de aplicar al cubit en un estado de superposicion la puerta de
Hadamard, cuyo efecto es pasarlo a su vez a un estado de superposicion, el cubit queda en un
estado basico, lo que se explica por lo siguiente:

A partir de (1/4/2)|0> + (1/72)|1>, existen dos caminos que conducen a |0> y dos caminos que
conducen a |1>. Pero mientras que en los dos caminos que conducen a |0> las amplitudes son
positivas, lo que hace que los caminos se interfieran constructivamente, en los dos caminos que
conducen a |1> una amplitud es positiva y la otra es negativa, produciéndose una interferencia

destructiva que cancela a ambos (la representamos en la figura 9.6).
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Figura 9.6. Ejemplo de computacion cuantica con interferencias constructivas y destructivas.

Fin del ejemplo

Interferencias destructivas como las del ejemplo anterior, provocadas por amplitudes negativas,
son las que constituyen la real diferencia entre la mecanica cuantica y la teoria clasica de las
probabilidades (porque en verdad, el estado de un registro clasico de m bits de un algoritmo
probabilistico también se puede representar con un vector de dimension 2™, asociando cada
coordenada a la probabilidad de que el registro incluya una cadena determinada). Esta
caracteristica de las maquinas cuanticas es la que les proveeria una capacidad computacional
superior a la de las maquinas clasicas.

Las operaciones cuanticas también se conocen como puertas cuanticas (quantum gates),
como observamos en el ejemplo anterior, porque se pueden representar alternativamente
mediante circuitos cuanticos. Se puede definir una gran variedad de operaciones cuanticas, que
por razones de factibilidad técnica sélo se consideran sobre conjuntos de hasta tres cubits. Por

lo tanto, se representan con matricesde 2 x 2,4 x4 u 8 x 8.

Ejemplo 9.13. La operacioén cuantica conocida como puerta de Toffoli se aplica sobre un conjunto
de tres cubits, y su efecto es el siguiente: a partir de [d1d2d3>, con di=0 0 1, cambiads de 0 a 1
y de 1 a 0 sélo si se cumple d1 =d2 = 1. Es decir: |000> — |000>, |001> — |001>,]010> — |010>,
[011> — |011>, |[100> — |100>, |101> — [101>, |110> — [111>, [111> — |110>. La matriz que

representa la operacion es:

AOOOOO?

o O O O O O =~ O
o O O O O -~ O O
o O O O -~ O O O
o O O -~ O O O O
o o -~ O O O O O
- O O O O O O O

/OOOOOOO}

°/

Ejercicio. Comprobar que la matriz representa efectivamente la operacién cuantica definida.

Fin del ejemplo
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En los ejercicios finales mostramos mas operaciones cuanticas, y en una nota adicional
describimos un algoritmo cuantico completo, que refleja una caracteristica distintiva de la
computacion cuantica, el paralelismo cuantico, el cual se puede resumir como la capacidad de
evaluar una funcién simultdaneamente sobre diferentes valores.

Se define que un lenguaje L es decidible en tiempo cuantico T(n) sii existe una MT M de
tiempo polinomial que para todo n, a partir del par (1", 17™), genera la descripcion de un conjunto
de puertas cuanticas {F1, ..., Fk}, que dada una entrada w de tamafio n, aceptawsiwe Ly

rechaza w si w ¢ L con probabilidad al menos 2/3, por medio del siguiente proceso:

1. Inicializar un registro cuantico de m cubits de la forma |wO™"> es decir con entrada w
complementada con ceros, siendo m < T(n).
2. Aplicar sobre el registro T(n) veces, una tras otra, alguna puerta cuantica de {F1, ..., Fk}.

3. Medir el registro.

El resultado queda en el cubit que se designa para tal fin, y es de aceptacion o rechazo si el
estado de dicho cubit es |1> o |0>, respectivamente.

Los lenguajes decidibles en tiempo cuantico polinomial conforman la clase BQP (tiempo
polinomial cuéntico con error acotado o bounded-error quantified polynomial time), considerada
la clase P cuéntica. La definicién se puede generalizar a resultados con mas de un cubit, y la
cota 2/3 se puede sustituir por otra por la posibilidad de repetir ejecuciones independientes, como
en el caso de los algoritmos probabilisticos. La MT M de tiempo polinomial se requiere por la
misma necesidad de uniformidad que mencionamos cuando definimos la clase NC de los
lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes. Justamente, otra forma de definir BQP
es mediante familias uniformes de circuitos cuanticos polinomiales. Formalmente, se define
alternativamente que un lenguaje L pertenece a BQP sii existe una familia uniforme de circuitos
cuanticos de tamafio polinomial {Cn}n>1, tal que para toda entrada w de tamafio n, siw € L
entonces Cn acepta |w0...0> con probabilidad al menos 2/3, y si w ¢ L entonces Cn rechaza
|[wO0...0> con probabilidad al menos 2/3. Ahora las puertas de los circuitos no son ldgicas sino
cuanticas, y la cantidad de arcos que llegan a una puerta coincide con la cantidad de arcos que
salen de la puerta (a lo sumo tres). En cuanto a la variedad de las puertas cuanticas, se
demuestra que un grupo reducido es suficiente para describir cualquier algoritmo cuantico. Por
ejemplo, las puertas de Hadamard y Toffoli descriptas en los ejemplos 9.12 y 9.13 alcanzan, de
la misma manera que alcanzan las puertas and, or y not en el caso de los circuitos booleanos

(en verdad, son suficientes las puertas and y not, y también las puertas or y not). Se cumple:
P < BQP
porque las maquinas de Turing de tiempo polinomial se pueden simular con circuitos booleanos

de tamano polinomial, que a su vez se pueden simular con circuitos cuanticos de tamano

polinomial. También se cumple:
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BPP c BQP

porque los lanzamientos de moneda se pueden simular con aplicaciones de la puerta de Hadamard.
No se cumpliria la inclusion reciproca BQP < BPP, teniendo en cuenta que no se ha
encontrado hasta el momento ningun algoritmo probabilistico eficiente para la factorizacién. Otra

inclusién que se prueba es:

BQP < PSPACE

recurriendo como en demostraciones anteriores a un procedimiento recursivo y la reutilizacion
de espacio.

Y con respecto a la relacion entre las clases BQP y NP, la conjetura mas aceptada es que
son incomparables: los algoritmos cuanticos solo podrian acelerar cuadraticamente los
algoritmos clasicos mas rapidos correspondientes a los lenguajes NP-completos, al tiempo que
existe un lenguaje en BQP que no estaria en la jerarquia polinomial.

La figura 9.7 muestra cdmo se relaciona la clase BQP con las clases P y BPP (pudiendo ser
P = BPP). Incluimos la jerarquia espacio-temporal completa para ilustrar también como se
relacionan sus clases con BQP y BPP.

PSPACE

Figura 9.7. Las clases P, BPP y BQP en el marco de la jerarquia espacio-temporal.
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Actualmente se conocen pocos algoritmos cuanticos mejores que sus contrapartes clasicas,
en el sentido de la complejidad temporal, o que puede explicarse por la dificultad para disefarlos,
y también por nuestra intuicion mucho mas cercana a los algoritmos clasicos.

Se destacan basicamente dos grupos de algoritmos. Un primer grupo reune a los algoritmos
de busqueda, basados en el algoritmo de Grover, que aceleran cuadraticamente los algoritmos
de busqueda clasicos mas veloces. Y en el segundo grupo se ubican los algoritmos que utilizan
la transformada cuantica de Fourier, como por ejemplo los algoritmos de Shor para factorizar y
para calcular el logaritmo discreto, en este caso con mejoras temporales mas sustanciales, del

orden exponencial.

Notas adicionales

Comenzamos con otra prueba de autorreducibilidad en el ambito de los problemas de busqueda,
ahora de un problema de optimizacién: el problema de optimizaciéon del viajante de comercio
(OPVC). En la siguiente seccion comentamos otro uso de los oraculos en la complejidad
computacional, que permite identificar técnicas utiles para resolver el problema P vs NP.
Continuamos con la descripcion de la maquina paralela de acceso aleatorio o PRAM, modelo
computacional paralelo alternativo al del circuito booleano, y nos referimos también a la jerarquia de
lenguajes AC asociada al modelo. Luego introducimos las pruebas chequeables probabilisticamente,
otra variante de los sistemas de verificaciones probabilisticas eficientes, destacando en particular las
que permiten caracterizar a los lenguajes de la clase NP. Finalmente, mostramos un ejemplo de

algoritmo cuantico, que ilustra un aspecto distintivo del paradigma.

Prueba de autorreducibilidad del problema de optimizacién del viajante de

comercio

Vimos que todo problema de busqueda correspondiente a un lenguaje NP-completo es
autorreducible (y polinomialmente equivalente al lenguaje), y mostramos como ejemplo una
Cook-reduccion de FSAT a SAT. En esta seccidon mostramos otro ejemplo, ahora para probar la
autorreducibilidad de un problema de optimizacién, que refleja un esquema de Cook-reduccion
mas complicado, lo que es consistente con el hecho de que un problema de optimizacién supone

mayor dificultad que un problema de busqueda general, en el sentido de la complejidad temporal.

Ejemplo 9.14. Vamos a probar la autorreducibilidad del problema OPVC del viajante de
comercio, que como definimos en el ejemplo 9.3, consiste en encontrar un circuito de Hamilton
de longitud minima de un grafo completo ponderado.

Construiremos una Cook-reduccién de OPVC al lenguaje asociado PVC = {(G, B) | G es un

grafo completo ponderado y tiene un circuito de Hamilton de tamafo a lo sumo B}, lenguaje NP-
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completo tal como demostramos en el ejemplo 7.7. Es decir, vamos a definir una MT MPVC que

resuelve OPVC en tiempo polinomial. Dado un grafo G = (V, E), MPVChace:

1. Primero obtiene la longitud K de un circuito de Hamilton de longitud minima de G, invocando
al oraculo de PVC varias veces. Como K varia entre 1 y 2", con n = |G|, utilizando busqueda
binaria puede obtener K luego de O(n) invocaciones (podria empezar invocando al oraculo,
por ejemplo, con K = 2"/ 2).

2. Luego obtiene un circuito de Hamilton de longitud minima de G, invocando al oraculo de PVC
también varias veces. La idea es la siguiente. En toda invocacion, modifica el nimero asociado
a un arco distinto de G, asignandole el valor K + 1. Si el oraculo acepta, significa que dicho
arco no forma parte de un circuito de Hamilton de longitud minima de G, y por lo tanto no
hace nada. Si en cambio el oraculo rechaza, significa que el arco procesado si forma parte de
un circuito de Hamilton de longitud minima de G, por lo que en este caso lo marca (el arco
formara parte de la solucion), y le restituye su nimero asociado original. En consecuencia, al

cabo de O(|E|) = O(n) iteraciones, completa la segunda parte del algoritmo.

De esta forma, MFVC resuelve OPVC, y lo hace en tiempo polinomial. La Cook-reduccién
establece que si se pudiera decidir eficientemente si un grafo G tiene un circuito de Hamilton de
hasta cierta longitud, entonces también se podria obtener eficientemente un circuito de Hamilton
de G de longitud minima.

Fin del ejemplo

Generalizando, la prueba de la autorreducibilidad de los problemas de optimizacién se basa
en Cook-reducciones estructuradas en dos etapas. En la primera se obtiene la medida de una

solucion 6ptima, y en la segunda, una solucién éptima propiamente dicha.

El problema P vs NP relativizado

Los oraculos sirven para establecer relaciones entre lenguajes, tanto en la computabilidad como
en la complejidad computacional. En cualquier caso, al utilizar oraculos se establecen relaciones
relativizadas, las cuales parten del supuesto de que se puede decidir (eficientemente en el marco
de la complejidad computacional) un determinado lenguaje. Asi y todo, probar relaciones
relativizadas podria arrojar luz sobre las relaciones no relativizadas correspondientes.

En particular, concentrandonos en el problema P vs NP, si las clases P- y NPL son las clases
que reunen a los lenguajes decidibles con MT deterministicas y no deterministicas de tiempo
polinomial con un oraculo de un lenguaje L, respectivamente, probar las relaciones relativizadas

PL = NPt o Pt # NPL podria contribuir a la resoluciéon del problema no relativizado. Sélo por dar
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un ejemplo: partiendo de un lenguaje L muy dificil, reducir gradualmente su dificultad podria ir
aportando informacion valiosa acerca de la verdadera relacion entre P y NP.
En el teorema siguiente ejemplificamos una prueba de una relacion relativizada P- = NPL,

haciendo uso de un oraculo de un lenguaje muy dificil, PSPACE-completo:

Teorema 9.5. PQSAT = NPQSAT,

Prueba. El lenguaje QSAT es tan o mas dificil que cualquier lenguaje de P y NP, por lo que
resulta razonable que las maquinas de Turing correspondientes a los lenguajes de PASAT y
NPQSAT se equiparen en poder computacional. Formalmente, PQSAT — NPQSAT se cumple por
definicion, y con respecto a la prueba NPQSAT — PQSAT primero probaremos NPQSAT — PSPACE
y después PSPACE < PQSAT:

o NPQSAT = PSPACE. Sean L € NPOSAT y MN@SAT yna MTN con un oraculo de QSAT que decide
L en tiempo polinomial. La siguiente MTD M decide L en espacio polinomial: simula My®SAT
computacion por computacion reutilizando espacio, toda invocacién a QSAT la reemplaza
ejecutando una MTD Masat que decide QSAT en espacio polinomial, y acepta sii alguna

computacién acepta.

Ejercicio. Comprobar que M decide L en espacio polinomial.

e PSPACE c PRSAT, Sean L € PSPACE y Mr una MTD que computa una reduccién poly-time f
de L a QSAT (posible porque QSAT es PSPACE-completo). La siguiente MTD Mp®SAT decide
L en tiempo polinomial: dada una entrada w, ejecuta Mt para generar f(w), invoca al oraculo

de QSAT con f(w), y acepta sii el oraculo acepta.

Ejercicio. Comprobar que Mp®SAT decide L en tiempo polinomial.

Fin del teorema

Por medio de los oraculos también se puede dilucidar qué tipo de métodos de prueba sirven
para resolver el problema P vs NP: el Teorema de Baker, Gill y Solovay, de 1975, establece que
existen oraculos de lenguajes A y B tales que PA = NPA y PB = NPB (A puede ser QSAT, de
acuerdo al teorerma 9.5). La implicancia de este teorema es muy significativa. De él se deriva
que se deben descartar los métodos que relativizan, es decir, los métodos que si permiten probar
una relaciéon también permiten probar la relacion relativizada correspondiente. Dos ejemplos de
métodos que relativizan son la simulacién y la diagonalizacion: si por simulacion de MT no
deterministicas mediante MT deterministicas se probara P = NP, también se cumpliria PB = NP5,
contradiciendo el teorema, y si por diagonalizacién se encontrara un lenguaje separador de los
conjuntos P y NP — P y por lo tanto se demostrara P # NP, también se cumpliria PA # NPA,
volviendo a contradecirse el teorema. Por el contrario, un método que no relativiza, en el marco

del problema P vs NP, es la aritmetizacién (la hemos mencionado en la seccidén sobre los
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sistemas de pruebas interactivas); lamentablemente, al dia de hoy se desconoce cémo aplicarla

para avanzar en la relacion entre las dos clases.

La maquina PRAM y la jerarquia AC

La maquina paralela de acceso aleatorio o PRAM es un modelo computacional alternativo al
circuito booleano que analizamos antes, también muy conocido y simple. Basicamente, consta
de un conjunto de procesadores que ejecutan un mismo programa, todos efectuando un paso de
la computacion correspondiente al mismo tiempo, con la guia de un reloj centralizado. Los
procesadores comparten una unica memoria global, y todas las instrucciones requieren el mismo
tiempo de ejecucion.

Por la misma razén que en el modelo de los circuitos booleanos, sobre las maquinas PRAM
se impone una condicién de uniformidad, la existencia de una maquina de Turing que genere en
espacio logaritmico sus descripciones para todo tamafo de cadena, y una condicion de
factibilidad, la limitacién a un numero polinomial de procesadores. De este modo, para decidir
lenguajes se consideran familias uniformes de maquinas PRAM polinomiales. Dado que no lo
vimos con los circuitos booleanos, en el ejemplo siguiente mostramos cémo una maquina PRAM

con una cantidad exponencial de procesadores podria obtener resultados irrazonables.

Ejemplo 9.15. Una maquina PRAM M con 2" procesadores puede decidir eficientemente el
lenguaje NP-completo CV correspondiente al problema del cubrimiento de vértices de un grafo.
Dado un par (G, K), M hace:

1. Cada procesador Pi genera su indice i en binario.

2. Si la cantidad de digitos 1 del indice generado por Pies a lo sumo K, y los vértices de G
correspondientes a las posiciones de dichos digitos forman (no forman) un cubrimiento de
vértices de G, entonces Pi acepta (rechaza).

3. M acepta sii algun Pi acepta.

Ejercicio. Probar que efectivamente M decide el lenguaje CV en tiempo polinomial.

Fin del ejemplo

Los lenguajes decidibles por familias uniformes de maquinas PRAM polinomiales en
O((logzn)¥) pasos, para algun k = 1, forman la clase ACK, y la unién infinita de las clases ACk
constituye la jerarquia AC. Las clases ACk se pueden definir también como las clases NC¥, con
circuitos booleanos, pero con vértices sin la limitacién de tener a lo sumo dos arcos de entrada
(la A de AC es por alternancia o alternation, en referencia a las puertas légicas and y or). Se
prueba, paratodo k = 1, que NCk = ACk = NCK*1, y asi AC = NC, por lo que AC también caracteriza

a los lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes.
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Ejemplo 9.16. Describimos una maquina PRAM M que en una cantidad logaritmica de pasos, y
con una cantidad polinomial de procesadores, suma N niumeros en paralelo.

Para facilitar la descripcion, asumimos que N es una potencia de 2, y usamos una estructura
con la forma for i ;= 1 to k do in parallel ..., cuyo efecto es activar los primeros k procesadores
para que ejecuten en paralelo una misma instruccion.

Dada una entrada (N, wi, ..., wn), M hace:

1. fori:=1tolog2N do
2. fork :=1to N/2'do in parallel

3. Wk := Wok -1 + W2k

Por ejemplo, si N = 8, M primero suma en paralelo w1 + wz, w3 + w4, Ws + We Yy W7 + Ws, después
hace lo mismo con los dos pares de numeros obtenidos, y finalmente repite con el Ultimo par.

M utiliza N/2 procesadores (en el bloque 2, el indice k alcanza a lo sumo el valor N/2), y
ejecuta una cantidad logaritmica de pasos (el bloque 1 itera log2N veces).

Fin del ejemplo

Al igual que el modelo de las familias uniformes de circuitos polinomiales, el modelo de las
familias uniformes de maquinas PRAM polinomiales satisface la Tesis de la Computacion

Paralela.

Las pruebas chequeables probabilisticamente

A diferencia de los sistemas de pruebas interactivas, en las pruebas chequeables
probabilisticamente el verificador V, de tiempo probabilistico polinomial, no interactia con ninguin
probador P, sino que cuenta desde el principio con una prueba completa asociada a la cadena
que debe reconocer. Pero la procesa con la siguiente particularidad: puede utilizar una
determinada cantidad de digitos aleatorios, y efectuar una determinada cantidad de consultas
sobre la prueba, que son lecturas independientes de un solo digito, 1 0 0, de acceso directo (por
lo que se pueden interpretar como consultas a un oraculo). En base a dicho sistema de pruebas
se define una familia de clases de lenguajes denominadas PCP (r(n), q(n)). Un lenguaje L
pertenece a la clase PCP (r(n), q(n)), o admite una prueba chequeable probabilisticamente de

tipo (r(n), q(n)), siendo r y q dos funciones de N a JV; sii existe un verificador V de tiempo

probabilistico polinomial tal que, para toda cadena w de tamario n, cumple lo siguiente:

e Propiedad de eficiencia: Sobre una cadena de digitos 1 y 0 identificada como la prueba de w,
utilizando a lo sumo O(r(n)) digitos aleatorios efectia a lo sumo O(q(n)) lecturas
independientes de un solo digito, luego de lo cual acepta o rechaza w.

e Propiedad de completitud: Siw € L, entonces existe una prueba tal que la probabilidad de que

acepte wes 1.
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e Propiedad de sensatez: Si w & L, entonces para toda prueba, la probabilidad de que acepte

w es a lo sumo 1/2 (esta constante se puede reemplazar por cualquier otra menor que 1).

En la figura 9.8 mostramos los componentes y caracteristicas del sistema descripto.

prueba
----- 0 1 1 0 1 0 1 0 0
Ota(n))
lecturas
entrada w igi
T verificador O(arl(gg?[odr:g:os

Figura 9.8. Componentes y caracteristicas de un sistema de pruebas chequeables probabilisticamente.

Ejemplo 9.17. Describimos un verificador V para probar que el lenguaje de los pares de grafos
no isomorfos pertenece a la clase PCP(poly(n), 1).

Dados dos grafos G1 y G2de m vértices, V asume como prueba un arreglo de digitos 0 y 1,
con un digito i por cada grafo Gi de m vértices, tal que i = 0 0 1 segun Gi sea isomorfo a G1 0 Gz,
respectivamente (en otro caso, i tiene un valor cualquiera). Con estas consideraciones, V hace

lo siguiente:

1. Elige aleatoriamente un numero j entre 1 y 2 y una permutacion 1 de (1, ..., m), y obtiene el
grafo H = m(G;).

2. Consulta el digito i correspondiente al grafo H en la prueba y acepta sii i =]j.

V tarda tiempo probabilistico polinomial, utiliza un nimero polinomial de digitos aleatorios y
hace una sola consulta a la prueba. Ademas, si los grafos G1 y G2 no son isomorfos, claramente
la probabilidad de que V acepte es 1, y si lo son, se puede comprobar que para toda prueba la
probabilidad de que V acepte es a lo sumo 1/2.

Fin del ejemplo

Se prueba (Teorema PCP) que todo lenguaje de la clase NP admite una prueba chequeable
probabilisticamente de tipo (logzn, 1), caracterizacién de NP indudablemente contraintuitiva. Por
ejemplo, considerando un tipico sistema axiomatico S de las matematicas, con pruebas
verificables en tiempo polinomial, el lenguaje L = {(®, 1K) | la formula ® tiene una prueba en S de
longitud a lo sumo K} pertenece a NP, y entonces, por el Teorema PCP, cuenta con certificados
en los que es suficiente examinar unos pocos bits, asi y todo tan validos para asegurar la

correctitud de las férmulas de S como las pruebas matematicas estandar que deben revisarse

linea por linea.
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Mas alla de observaciones como ésta, producto de un modelo de computacion ciertamente
particular, el Teorema PCP es especialmente relevante en la complejidad computacional por
permitir derivar resultados negativos en el area de las aproximaciones polinomiales de varios
problemas de optimizacion. Ya nos referimos antes a la dificultad para obtener resultados de este
tipo en dicho ambito, y que la prueba tipica de no aproximabilidad polinomial de un problema de
optimizacién consiste en generar, mediante una reduccion, instancias tales que la brecha entre
la medida de una solucién 6ptima cuando la instancia original pertenece al lenguaje de referencia,
y la medida de una solucion éptima cuando la instancia original no pertenece al lenguaje de
referencia, es muy grande (recordar el ejemplo 9.3 relacionado con el problema de optimizacion
del viajante de comercio). En este sentido, las pruebas chequeables probabilisticamente de los
lenguajes de la clase NP facilitan la tarea, por su vinculacién con los problemas de optimizacién.
La idea general consiste en relacionar la brecha que una prueba chequeable probabilisticamente
requiere entre la probabilidad de aceptar correcta e incorrectamente, con la brecha entre las
medidas de las soluciones 6ptimas de las instancias que la reduccion correspondiente debe
generar. De esta forma, por ejemplo, se puede probar que el problema de optimizacion del
maximo clique no es aproximable. También se pueden obtener resultados sobre limites de
aproximabilidad polinomial, como por ejemplo que el problema de optimizacién del cubrimiento
de vértices no es aproximable polinomialmente con cualquier € (recordar el ejemplo 9.2 en el que
construimos una 1/2-aproximacién polinomial), lo mismo que el problema de optimizacién del

conjunto independiente de vértices.

Ejemplo de algoritmo cuantico

Mostramos un algoritmo cuantico que refleja una caracteristica distintiva del paradigma, la
posibilidad de evaluar una funcién simultaneamente sobre diferentes valores. Si bien el algoritmo
no es de mucha utilidad, sirve para ilustrar la ventaja de emplear amplitudes en lugar de

probabilidades (seguimos considerando sélo amplitudes reales).

Ejemplo 9.18. Se cuenta con una funcién booleana f, de la que sélo se sabe que a partir de un
argumento 0 o 1 devuelve un valor 0 0 1, y se quiere calcular el or exclusivo de f(0) y f(1) utilizando
f una uUnica vez. Obviamente, de f(0) no se puede inferir nada acerca de f(1), y lo mismo sucede
al revés. Asi que la idea es evaluar la funcion f sobre 0 y 1 simultaneamente, explotando la
posibilidad de superponer diferentes estados. Describimos a continuacién la solucién propuesta:
Utilizamos un registro de dos cubits, inicializado en el estado |01>.
Para llevar el registro a un estado de superposicion, primero le aplicamos una operacion

cuantica F1, representada por la matriz:
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172 1/2 1/2 1/2
12 —1/2 172 -1/2

172 1/2 -1/2 -1/2

12 -1/2 -1/2 1/2

Luego le aplicamos una operacion cuantica F2, que es la que implementa la funcién f. La idea
es que F2se comporte del siguiente modo:

e |00>— |0 (0>
01> — |0 ~f(0)>
110> — |1 f(1)>
111> — |1 ~f(1)>

es decir, alterando sélo el estado del segundo cubit de acuerdo al estado del primero, empleando

una sola vez la funcion f. F2 se representa por la siguiente matriz:

/14(0) ) 0 0 R
f0)  1-f0) 0 0

0 0 1-f(1) (1)

0 0 1y  1-f(1
\ (1) ()/

Finalmente, volvemos a aplicar F1 sobre el registro y lo medimos, considerando como

resultado el valor 0 o 1 segun el estado final del primer cubit sea |0> o |1>, respectivamente.
En definitiva, el algoritmo propuesto es:

1. Inicializar el registro en el estado |01>.
2. Aplicar sobre el registro las operaciones cuanticas F1, F2y F1.

3. Medir el registro.

Veamos que el algoritmo efectivamente resuelve el problema. Vamos a verificar:

o Siel orexclusivo de f(0) y f(1) es 0, es decir si f(0) = f(1), entonces el estado final del registro
queda en |01>, y asi obtenemos el valor 0.
e Sielorexclusivo de f(0) y f(1) es 1, es decir si f(0) # f(1), entonces el estado final del registro

queda en |[11>, y asi obtenemos el valor 1.

Dado el registro en el estado inicial |01>, representado por el vector (0, 1, 0, 0), luego de

aplicarle F1pasa al estado representado por el vector:
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(1/2,-1/2,1/2, -1/2)
Aplicandole luego F2, el registro pasa al estado representado por el vector:
(1/2 = 1(0), —1/2 + f(0), 1/2 - f(1), =1/2 + (1))

Notar la dependencia tanto de f(0) como de f(1).
Finalmente, aplicando sobre el registro otra vez F1, se alcanza el estado representado por el

vector:
(0, 1 -1(0) —f(1), O, f(1) - f(0))

por lo que luego de la medicion se obtiene:

e Sif(0) =1(1), la probabilidad de que el registro esté en el estado |01> es (1 — f(0) — f(1))2 = 1.
e Sif(0) # (1), la probabilidad de que el registro esté en el estado |[11> es (f(1) — f(0))? = 1.

Fin del ejemplo

El ejemplo anterior se basa en el algoritmo cuantico de Deutsch. Refleja claramente la
diferencia entre el paradigma clasico probabilistico y el paradigma cuantico. Con un algoritmo
probabilistico podemos evaluar tanto f(0) como (1), con probabilidad 1/2 cada alternativa, pero
una excluyendo a la otra. Con un algoritmo cuantico, en cambio, como acabamos de mostrar,

ambas alternativas pueden interferirse, y asi producir conjuntamente el resultado buscado.

Observaciones finales

¢ Del estudio de la complejidad computacional de los problemas de decisién, o lo que es lo
mismo, de los lenguajes que los representan, se derivan muchos resultados de la complejidad
computacional de los problemas de busqueda y de conteo correspondientes. Un resultado
obvio es que si un lenguaje A es NP-completo, entonces los problemas de busqueda FA y de
conteo #A no pueden resolverse en tiempo polinomial a menos que se cumpla P = NP. Otros
resultados relevantes, menos intuitivos, establecen que todo lenguaje NP-completo es
polinomialmente equivalente al problema de busqueda asociado (es decir que también se
cumple la implicacién reciproca de la anterior en el caso de los problemas de busqueda), y
que P = NP implica FP = FNP.

¢ La manera habitual de resolver los problemas de optimizacién, si sus lenguajes asociados
son NP-completos, es recurriendo a aproximaciones polinomiales. Asumiendo P = NP, se
prueba que no todos los problemas de optimizacién se pueden aproximar polinomialmente.

Como de costumbre, para clasificar a los problemas se usan reducciones y el concepto de
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completitud, en este caso reducciones que preservan la propiedad de ser aproximable
polinomialmente y la completitud en términos de dichas reducciones. Se conocen pocos
problemas completos en este marco en comparacion con los lenguajes NP-completos, lo que
se justifica por la mayor dificultad para construir las reducciones que se requieren, y porque
muchos problemas de optimizacion asociados a lenguajes NP-completos son aproximables
polinomialmente. Un camino alternativo para obtener resultados de no aproximabilidad
polinomial, o de aproximabilidad polinomial acotada por un determinado error relativo, es
aplicando el Teorema PCP.

e La jerarquia polinomial o PH se extiende desde P hasta PSPACE, y permite clasificar a
muchos lenguajes de interés computacional que no pertenecerian a NP ni CO-NP. Los
lenguajes de PH se pueden especificar con predicados con una cantidad constante de
alternancias de cuantificadores existenciales y universales, computables en tiempo
polinomial, y también utilizando MT alternantes y MT con oraculo de determinadas
caracteristicas. PH se estructura por niveles, y la conjetura mas aceptada es que todos los
niveles son distintos, es decir que la jerarquia no colapsa, conjetura mas fuerte que P # NP y
que sirve para establecer distintos resultados de la complejidad computacional.

e Los lenguajes de la clase P que se considera que cuentan con algoritmos paralelos eficientes
son aquéllos que pueden decidirse por familias uniformes de circuitos booleanos polinomiales
de profundidad polilogaritmica (existe una definicién alternativa en términos de las maquinas
PRAM). La jerarquia de lenguajes correspondiente se denomina NC, y la conjetura mas
aceptada es que esta incluida estrictamente en P. Los circuitos booleanos también son utiles
para tratar el problema P vs NP, considerando el aspecto de las cotas temporales minimas.

e Los algoritmos probabilisticos resuelven muchos problemas de interés computacional de una
manera mas eficiente, o al menos mas simple, que los algoritmos deterministicos existentes.
Los lenguajes decidibles por algoritmos probabilisticos de tiempo polinomial forman la clase
BPP, considerada asi la clase P probabilistica. Ejecutando de manera independiente varias
veces los algoritmos asociados a la clase, hasta un limite polinomial, se puede reducir de
manera significativa la probabilidad de que respondan erréneamente. Se cumple P ¢ BPP, y
se desconoce la relacion entre BPP y NP. La conjetura mas aceptada es que P = BPP,
significando que todos los algoritmos probabilisticos eficientes pueden desaleatorizarse con
un retardo soélo polinomial.

e Las pruebas interactivas deterministicas, con un probador de poder ilimitado y un verificador
de tiempo polinomial, constituyen otra manera de demostrar la pertenencia a la clase NP.
Cuando el verificador es probabilistico, el sistema de pruebas parece ganar mucho poder
computacional, dado que su alcance se extiende a toda la clase PSPACE. Existen distintas
variantes de sistemas de verificaciones probabilisticas, con aplicaciones en la criptografia y
las aproximaciones polinomiales, entre otras areas.

e Las maquinas cuanticas, basadas en la mecanica cuantica, desafian la Tesis Fuerte de
Church-Turing, porque permiten resolver en tiempo polinomial algunos problemas que

actualmente cuentan con algoritmos clasicos sélo de tiempo minimamente exponencial.
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Constituyen un modelo fisicamente realizable, asumiendo que pueden aislarse de manera
apropiada y complementarse con adecuados mecanismos de correccion de errores. Los
lenguajes decidibles eficientemente por maquinas cuanticas conforman la clase BQP, es decir
que BQP es la clase P cuantica. BQP incluiria estrictamente a las clases P y BPP, y seria
incomparable con la clase NP. Se conocen pocos algoritmos cuanticos mejores que sus
contrapartes clasicas, por la dificultad que implica construirlos, y también por nuestra intuicion

mas proxima a la algoritmica clasica.
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Para presentar los temas de este capitulo nos hemos basado fundamentalmente en los
contenidos de los capitulos respectivos de (Bovet y Crescenzi, 1994), (Papadimitriou, 1994),
(Goldreich, 2008), (Arora y Barak, 2009) y (Moore y Mertens, 2011). Dada la cantidad de tépicos
tratados, en lo que sigue nos limitamos a mostrar esencialmente publicaciones fundacionales:

S. Cook, R. Karp y L. Levin desarrollaron sus trabajos sobre la NP-completitud utilizando,
cada uno, un tipo diferente de reduccién polinomial (ver en las referencias del capitulo 7).
Mientras que las reducciones polinomiales utilizadas por Karp, o Karp-reducciones, relacionan
s6lo problemas de decision, y las reducciones polinomiales de Levin, o Levin-reducciones,
relacionan solo problemas de busqueda, las reducciones polinomiales de Cook o Cook-
reducciones, enfocadas inicialmente en la dificultad de las pruebas del calculo proposicional, son
las mas generales, permitiendo relacionar por medio de oraculos problemas de decisiéon con
problemas de busqueda.

La clase #P se present6 en (Valiant, 1979a), incluyendo la descripcién de varios miembros de
la clase. La #P-completitud del calculo de la permanente, a la que nos referimos en el capitulo,
la demostré el mismo autor en (Valiant, 1979b). La clase #P y la jerarquia polinomial o PH son
generalizaciones de la clase NP, y no parecen tener caracteristicas comparables (habilidad para
contar certificados y alternancia, respectivamente), pero sin embargo se prueba que todo
lenguaje de PH se puede decidir en tiempo polinomial con un oraculo de #SAT (Toda, 1991).

La idea de utilizar aproximaciones polinomiales para resolver los problemas de optimizacién
es anterior al descubrimiento de la NP-completitud, pero recién en (Johnson, 1974) se
formalizaron distintos aspectos sobre las mismas y se presentaron algunos ejemplos, al tiempo
que se planteaba si existian mejores algoritmos. El trabajo que se considera mas relevante sobre
las reducciones entre los problemas de optimizacién es (Papadimitriou y Yannakakis, 1991), en
el que se define la clase MAXSNP, con varios problemas completos de interés computacional.
(Feige, Goldwasser, Lovasz, Safra y Szegedy, 1991) fue el primer articulo que relacioné la
dificultad para encontrar resultados sobre la aproximabilidad polinomial con las pruebas
chequeables probabilisticamente; varios de estos resultados figuran en (Arora y Lund, 1995),

donde ademas se sistematiza el esquema de prueba con un marco de estudio sencillo.
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La jerarquia polinomial o PH se presenté en (Stockmeyer, 1977), como la versién acotada
temporalmente de la jerarquia aritmética de Kleene (mencionada en las referencias del capitulo
3), la cual se prueba que no colapsa, a diferencia de PH, de la que s6lo se conjetura que no lo
hace. La equivalencia entre la definicién original de PH con MT con oraculo y la definicion con
predicados cuantificados se probd en (Wrathall, 1977). Que PH no colapse es condicién
suficiente para que se cumplan importantes resultados de la complejidad computacional, como
la no inclusion de NP en Pioly ¥ la no NP-completitud del lenguaje correspondiente al problema
del isomorfismo de grafos. Otro resultado importante, derivado directamente del concepto de
alternancia, es que el problema de satisfactibilidad no puede resolverse simultdneamente en
tiempo lineal y espacio logaritmico. Como en otras jerarquias, el mayor interés en PH se centra
en las clases de lenguajes de sus primeros niveles, en este caso particularmente Utiles para
analizar varios problemas de la inteligencia artificial.

N. Pippenger, en (Pippenger, 1979), fue quien inicié el estudio de la jerarquia NC,
considerando los lenguajes decidibles por maquinas de Turing de tiempo polinomial con una
cantidad logaritmica de cambios de direccion del cabezal. La definicién de la jerarquia NC con
circuitos booleanos se formulé en (Cook, 1979), y la de la jerarquia AC con maquinas PRAM, en
(Stockmeyer y Vishkin, 1984). Otras caracterizaciones de NC, por ejemplo, con maquinas de
Turing alternantes de acceso aleatorio, refuerzan la idea de que dicha jerarquia captura el
concepto de lenguaje que admite un algoritmo paralelo eficiente. Con respecto a la utilidad de
los circuitos booleanos para resolver el problema P vs NP considerando cotas temporales
minimas, una publicacion muy completa sobre el estado del arte es (Boppana y Sipser, 1990)

Los algoritmos probabilisticos comenzaron a estudiarse sistematicamente en (Gill, 1977), en
donde se definieron las clases de lenguajes mas relevantes, y recibieron especial atencion
cuando se encontraron algoritmos eficientes para el problema de primalidad, como los que se
publicaron en (Solovay y Strassen, 1977) y (Rabin, 1980). (Karp, 1990) incluye muchos ejemplos
de algoritmos probabilisticos en diversas areas (teoria de numeros, algebra, teoria de grafos,
combinatoria, busquedas, ordenamientos, computaciéon concurrente, etc.), y los principios
generales que caracterizan sus disefios. Los generadores pseudoaleatorios se estudiaron
inicialmente en el contexto de la criptografia, a comienzos de los afios 1980; en particular, la
publicacién (Yao, 1982) fue la primera que considerd su uso potencial para desaleatorizar los
algoritmos correspondientes a la clase BPP.

Los trabajos fundacionales sobre las pruebas interactivas fueron (Goldwasser, Micali y
Rackoff, 1985) y (Babai, 1985). El sistema de pruebas interactivas para el lenguaje del problema
de los grafos no isomorfos que describimos en el capitulo se presenté en (Goldreich, Micali y
Wigderson, 1986). Un descubrimiento de mucho impacto en la comunidad cientifica, un poco
después, fue la demostracion de la igualdad IP = PSPACE (Shamir, 1990). Las pruebas
chequeables probabilisticamente y la clase PCP fueron introducidas en (Arora y Safra, 1992), y
en el mismo afo se formulé el Teorema PCP (Arora, Lund, Motwani, Sudan y Szegedy, 1992),

caracterizando a la clase NP como la clase PCP(logzn, 1).
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Por la posible incapacidad de las computadoras clasicas para simular eficientemente los
procesos cuanticos, R. Feynman plante6é a comienzos de los afios 1980 la necesidad de construir
computadoras cuanticas. La primera definicién formal de una maquina cuantica la hizo D.
Deutsch (Deutsch, 1985); la que presentamos en el capitulo, en términos de circuitos cuanticos,
corresponde a A. Yao (Yao, 1993). Los algoritmos cuanticos de factorizacion y de calculo del
logaritmo discreto de P. Shor, y de busqueda de L. Grover, se publicaron en (Shor, 1994) y
(Grover, 1996), respectivamente. La computaciéon cuantica tiene una directa conexion con la
criptografia: por el lado negativo, el algoritmo cuantico de Shor inutiliza el sistema de seguridad
de clave publica RSA mencionado en el capitulo anterior (y cualquier otro basado en la
factorizacién o el logaritmo discreto); y por el lado positivo, posibilita la construccion de
mecanismos de seguridad a prueba de adversarios no limitados computacionalmente, es decir
de complejidad temporal superpolinomial.

La relativizacién de las conjeturas sobre las relaciones entre las clases de lenguajes por
medio de oraculos se inicié con el articulo (Baker, Gill y Solovay, 1975), referido especificamente
al problema P vs NP. Desde entonces, numerosos resultados de este tipo se publicaron con
respecto a distintas clases de la complejidad computacional.

Otras lecturas recomendadas:

El capitulo 8 de (Goldreich, 2008): sobre los generadores pseudoaleatorios. Incluye una
presentacion del paradigma general, y la descripcién de generadores pseudoaleatorios de
propésito general y especial y de algoritmos candnicos de desaleatorizacion.

Los capitulos 11 y 22 de (Arora y Barak, 2009): sobre el Teorema PCP. Incluyen la prueba de
equivalencia entre la formulacion con pruebas chequeables probabilisticamente y la vinculada a
las aproximaciones polinomiales, y varios resultados relacionados con la segunda formulacion.

Los libros (Nielsen y Chuang, 2010) y (Aaronson, 2013): sobre la computacion cuantica. El
primero es el libro clasico por excelencia de la disciplina; incluye capitulos sobre los circuitos
cuanticos, los algoritmos cuanticos de busqueda y los basados en la transformada cuantica de
Fourier, distintos aspectos implementativos de las maquinas cuanticas, la correccion de errores
y la teoria de la informacién cuantica (el algoritmo cuantico presentado en una nota adicional se
basa en un ejemplo de este libro). El segundo libro, ya mencionado en las referencias de otros
capitulos, contiene los contenidos de un curso dictado en la Universidad de Waterloo en 2006
por su autor, uno de los principales referentes en la materia; de estilo muy didactico, antes de
tratar la computacion cuantica dedica varios capitulos introductorios que arrancan con la teoria
de conjuntos, siguen con la computabilidad, y llegan a la complejidad computacional de los
algoritmos clésicos deterministicos y probabilisticos.

El capitulo 12 de (Papadimitriou, 1994): sobre criptografia. Varios temas que hemos
desarrollado se relacionan con dicha disciplina. En este capitulo, el autor trata las funciones de
un solo sentido, la criptografia de clave publica, la criptografia aleatorizada y las pruebas
interactivas.

El libro (Kearns, 1990): sobre la complejidad computacional en el marco de la inteligencia

artificial. Este trabajo es una muy buena introduccion a la teoria del aprendizaje computacional,
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que estudia matematicamente el aprendizaje eficiente llevado a cabo por un sistema

computacional.

Ejercicios

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

Probar que si el problema de busqueda del isomorfismo de grafos pudiera resolverse

eficientemente, entonces el lenguaje asociado (lenguaje 1SO) perteneceria a la clase P.
Probar que las Cook-reducciones son transitivas.

Probar que los siguientes enunciados son légicamente equivalentes (es decir, se implican
dos a dos):

a. A es Cook-reducible a B.

b. AC es Cook-reducible a B.

c. A es Cook-reducible a BC.
d

AC es Cook-reducible a BC.

Probar que el problema de busqueda de satisfactibilidad FSAT es FNP-completo con
respecto a las Cook-reducciones, es decir que todo problema de busqueda de FNP es
Cook-reducible a FSAT. Ayuda: combinar una MT con un oraculo de FSAT con una Levin-

reduccion.

Probar que si el problema de conteo del circuito hamiltoniano pudiera resolverse

eficientemente, entonces el lenguaje asociado (lenguaje CH) perteneceria a la clase P.

Probar que el problema de conteo mencionado en el ejercicio anterior se puede resolver

en espacio polinomial. Ayuda: ver el ejercicio 8.11.

Probar que si existe una maquina de Turing de tiempo polinomial que obtiene un clique de

tamafio maximo de un grafo, entonces P = NP.

Una funciéon A es una aproximacion funcional de una funcion f sii para toda cadena w
cumple: f(w)/c < A(w) < c.f(w), con ¢ > 1. Sea g una funcién que calcula el numero de
asignaciones de valores de verdad que satisfacen una férmula booleana. Probar que si
existe una aproximacién funcional de g computable en tiempo polinomial, entonces se

cumple P = NP.

El problema de optimizacion OCM del corte maximo consiste en encontrar, dado un grafo

G = (V, E), una particion o corte de V en dos subconjuntos V1 y V2 que maximice el nimero
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9.11

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17
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de arcos que conectan sus vértices (arcos de corte). Se prueba que el lenguaje asociado
es NP-completo, y que el siguiente algoritmo es una 1/2-aproximacién polinomial para el
problema: dado un grafo G = (V, E), el algoritmo arranca con un corte en el que Vi =@ y
V2=V, y luego, iterativamente, mueve un vértice de V1 a V2 o de V2 a V1 en tanto aumente
la cantidad de los arcos de corte. Verificar que el algoritmo es efectivamente una 1/2-
aproximacion polinomial. Ayuda: los arcos de corte que salen de un vértice v suman al
menos como los arcos que no son de corte que salen de v, porque de lo contrario v estaria
en el otro subconjunto del corte.

Clasificar a los siguientes lenguajes dentro de la jerarquia polinomial:

a. MIN-PVC = {(G, K) | G es un grafo completo ponderado y su circuito de Hamilton de
menor longitud mide K}.

b. UNO-SAT = {¢ | ¢ es una formula booleana satisfactible con una sola asignacion de
valores de verdad}.

c. SAT-NOSAT = {(p1, @2) | 91 y @2 son formulas booleanas tales que @1 es satisfactible
y @2 no es satisfactible}.

Probar que PH < PSPACE.

Describir la idea general de una MT alternante con una alternancia a partir de un estado
de tipo universal, que decida el lenguaje MIN-FORM de la clase IN2P de PH.

Describir la idea general de una maquina de Turing no deterministica con un oraculo de
SAT, que decida el lenguaje MAX-IND de la clase 22P de PH. Ayuda: el lenguaje IND esta
integrado por pares (G, K) tales que el grafo G tiene un conjunto independiente de K

vértices, y pertenece a NP, por lo que existe una reduccién poly-time de IND a SAT.

Describir para cada lenguaje una familia de circuitos booleanos que lo decida:
a. Ellenguaje de las cadenas 1", con n> 1.

b. Ellenguaje de los pares (w, w), siendo w una cadena de unos y ceros.

Describir una familia de circuitos booleanos que decida el lenguaje de las cadenas 1", tales
que la codificacion binaria de n corresponde a la de los pares (<M>, w) pertenecientes al
lenguaje HP que representa el problema de la detencién. Ayuda: tener en cuenta que no

se requiere que la familia sea uniforme.

Probar que la clase NC es cerrada con respecto a las reducciones log-space.

Probar que si L es un lenguaje P-completo con respecto a las reducciones log-space y
pertenece a NC, entonces NC = P.
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9.20

9.21

9.22
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Probar: P ¢ ZPP c RP c BPP c PP.

Probar: RP < NP < PP.

Probar que las clases ZPP, RP, BPP y PP son cerradas con respecto a las reducciones

poly-time.

Probar que las clases ZPP, BPP y PP son cerradas con respecto al complemento.

Probar que las definiciones de la clase NP con MT deterministicas con certificados y con

sistemas interactivos de pruebas deterministicas son equivalentes.

Una persona A tiene que convencer a una persona B, daltdnica, de que tiene un pafuelo
rojo y un pafiuelo amarillo. Para ello, A le da a B un pafiuelo en cada mano, le dice de qué
color es cada uno, y luego ambos acuerdan repetir el siguiente proceso 20 veces: A se da
vuelta; luego B tira una moneda, si sale cara cambia los pafiuelos de mano y si sale ceca
los deja como estan; finalmente A vuelve a darse vuelta y le dice a B de qué color es el
pafiuelo que tiene en cada mano. Explicar por qué es muy poco probable que con el

proceso acordado, A engarie a B.

Probar: IP <« PSPACE.

La operacién cuantica not se aplica sobre un solo cubit, y su efecto es cambiar |0> por |1>

y |[1> por |0>. Representar la operacién con una matriz.

La operacion cuantica cnot o not controlado se aplica sobre dos cubits, y su efecto es el
siguiente: a partir de |d1d2>, con di = 0 0 1, cambia d2 de 0 a 1 y de 1 a 0 sélo si se cumple
d+ = 1. Es decir: |00> — |00>, [01> — |01>, |10> — |11>, [11> — |10>. La matriz que

representa la operacion es:

1000
0100
0001
00160

Probar que la matriz es unitaria y que efectivamente representa la operacién descripta.

Dado un registro de dos cubits en un estado |w0>, con |y> arbitrario, se quiere copiar el
primer cubit en el segundo por medio de la puerta cuantica cnot. ;Se logra el objetivo
cualquiera sea |y>? Ayuda: |p> puede ser algin estado de superposicion aol0> + a4]1>,

en cuyo caso |pw> = ap?|00> + apas|01> + aao| 10> + a4?|11>.
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En este apéndice repasamos simbolos, abreviaturas, jerarquias, clases, problemas y lenguajes
que aparecen en el libro, y enumeramos los teoremas, ejemplos y figuras que presentamos.

Algunos teoremas y ejemplos se reformulan para mayor claridad.

Simbolos y abreviaturas

<c: Cook-reduccion.

<log: reduccién log-space.

<m: m-reduccion.

<p: reduccion poly-time.

<r: Turing-reduccion.

AF: autdmata finito.

AP: autémata con pila.

BFS: busqueda a lo ancho.

DFS: busqueda en profundidad.

FNC: forma normal conjuntiva.

FND: forma normal disyuntiva.

FNP: forma normal prenexa.

Mr. maquina de Turing que computa una m-reduccion f.
Mt: maquina de Turing con un oraculo de un lenguaje L.
MT: maquina de Turing.

MTD: maquina de Turing deterministica.

MTN: maquina de Turing no deterministica.

MTP: maquina de Turing probabilistica.

Jerarquias y clases

#P: problemas de conteo asociados a los lenguajes de NP.

APX: problemas de optimizacién aproximables.
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BPP: lenguajes decidibles en tiempo polinomial probabilistico acotado.

BQP: lenguajes decidibles en tiempo polinomial cuantico.

CO-NP: complementos de los lenguajes de NP.

CO-NPC: complementos de los lenguajes de NPC.

CO-RE: complementos de los lenguajes de RE.

EXP: lenguajes decidibles en tiempo exponencial.

FNP: problemas de busqueda asociados a los lenguajes de NP.

FP: problemas de busqueda asociados a los lenguajes de P.

IP: lenguajes que admiten una prueba interactiva.

L: todos los lenguajes.

LOGSPACE: lenguajes decidibles en espacio logaritmico.

NC: jerarquia de los lenguajes decidibles por algoritmos paralelos eficientes.

NC: clase de la jerarquia NC con circuitos booleanos de profundidad O(logzn).

NC2: clase de la jerarquia NC con circuitos booleanos de profundidad O((logzn)?).

NLOGSPACE: lenguajes verificables en espacio logaritmico.

NP: lenguajes verificables en tiempo polinomial.

NPC: lenguajes NP-completos.

NPI: lenguajes de NP de dificultad intermedia.

ONP: problemas de optimizacion asociados a los lenguajes de NP.

OP: problemas de optimizacién asociados a los lenguajes de P.

P: lenguajes decidibles en tiempo polinomial.

PAS: problemas de optimizacién aproximables con cualquier €.

PCP(r(n), q(n)): lenguajes que admiten una prueba chequeable probabilisticamente cuyo tipo es
(r(n), (n)).

PH: jerarquia polinomial.

PP: lenguajes decidibles en tiempo polinomial probabilistico.

PSPACE: lenguajes decidibles en espacio polinomial.

R: lenguajes recursivos.

RE: lenguajes recursivamente enumerables.

RP: lenguajes decidibles en tiempo polinomial aleatorio.

ZPP: lenguajes decidibles en tiempo polinomial probabilistico de error cero.

Problemas y lenguajes

#SAT: problema de conteo asociado al lenguaje SAT.

ACC ={(G, i, ) | G es un grafo no dirigido que tiene un camino del vértice i al vértice j}. Representa
el problema de accesibilidad en grafos no dirigidos.

CH ={G | G es un grafo no dirigido que tiene un circuito de Hamilton}.

CLIQUE = {(G, K) | G es un grafo que tiene un clique de tamafo K}.

CLIQUEk ={G | G es un grafo que tiene un clique de tamafio K}.
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COMP: lenguaje de los numeros compuestos.

CSAT ={¢ | ¢ es una férmula booleana sin cuantificadores, en FNC, satisfactible}.

CV ={(G, K) | G es un grafo que tiene un cubrimiento de vértices de tamano K}.

D = {wi | la MT M acepta la cadena wi, segun el orden candnico}.

D-ACC ={(G, i, ) | G es un grafo dirigido que tiene un camino del vértice i al vértice j}. Representa
el problema de accesibilidad en grafos dirigidos.

DIV-3 = {N | N es un numero natural que tiene un divisor que termina en 3}.

DOM ={(G, K) | G es un grafo que tiene un conjunto dominante de vértices de tamafo Kj}.

FACT = {(N, M, M2) | N, M1 y M2 son numeros naturales y N tiene un factor primo en el intervalo
[M1, M2]}. Representa el problema de factorizacion.

FSAT: problema de busqueda asociado al lenguaje SAT.

HP: {(<M>, w) | la MT M se detiene a partir de w}. Representa el problema de la detencion.

IND = {(G, K) | G es un grafo que tiene un conjunto independiente de vértices de tamario K}.

ISO = {(G1, G2) | G1 y G2 son grafos isomorfos}. Representa el problema del isomorfismo de
grafos.

K-COLOR = {G | G es un grafo y sus vértices pueden colorearse con K colores, de manera tal
que ningun par de vértices adyacentes reciban el mismo color}.

K-SAT = {¢ | ¢ es una formula booleana sin cuantificadores, en FNC, con K literales por clausula,
satisfactible}.

L2o = {<M> | la MT M tiene una cinta, y ejecutada a partir de la entrada vacia su cabezal nunca
sale del fragmento de la cinta delimitado por las primeras 20 celdas en el sentido de izquierda
a derecha}.

Lz = {<M>| L(M) = @}.

Ls-={<M> | L(M) = Z*}.

Lea = {(<M1>, <M2>) | L(M+) = L(M2)}. Representa el problema de equivalencia de maquinas de
Turing.

Le = {@ | y es un teorema de la ldgica de predicados}. Representa el problema de decisién en
la l6gica de predicados.

L. ={w | w es un enunciado verdadero de la aritmética}. Representa el problema de decision en
la aritmética.

Lu = {(<M>, w) | la MT M acepta w}. Representa el problema de aceptacion.

Lu-sk = {(<M>, w, 1X) | M es una MT con una cinta de trabajo, y acepta w utilizando a lo sumo K
celdas}. Representa el problema de aceptacién en espacio acotado.

Lu-tk = {(<M>, w, 1K) | M es una MTN con una cinta, y acepta w en a lo sumo K pasos}. Representa
el problema de aceptacion en tiempo acotado (con MT no deterministicas).

MAX-IND = {(G, K) | G es un grafo que tiene un conjunto independiente de vértices de tamaro
K, y no tiene conjuntos independientes de vértices mas grandes}.

MAY-SAT: lenguaje de las formulas booleanas satisfactibles por mas de la mitad de las

asignaciones de valores de verdad posibles.
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MIN-FORM = {(p, K) | @ es una férmula booleana con K simbolos, y no existe ninguna férmula
booleana equivalente mas chica}.

OCV: problema de optimizacion del cubrimiento de vértices.

OPVC: problema de optimizacion del viajante de comercio.

PARIDAD = {w | w es una cadena de unos y ceros con una cantidad impar de unos}.

PARTICION = {T | T es un conjunto de nimeros naturales que se puede particionar en dos
subconjuntos, de manera tal que las sumas de sus elementos coincidan}.

PRIMOS: lenguaje de los numeros primos. Representa el problema de primalidad.

PRI-REL = {(N1, N2) | N1 y N2 son dos numeros naturales primos relativos}.

PVC ={(G, B) | G es un grafo completo ponderado y tiene un circuito de Hamilton tal que la suma
de los valores asociados a sus arcos es menor o igual que B}. Representa el problema del
viajante de comercio.

QSAT = {6 | 8 es una formula booleana totalmente cuantificada, en FNP, verdadera}.

SAT = {o | ¢ es una férmula booleana sin cuantificadores satisfactible}. Representa el problema
de satisfactibilidad.

SH ={(G, i, j) | G es un grafo que tiene un camino de Hamilton del vértice i al vértice j}.

SUB-ISO = {(G1, G2) | G1 y G2 son dos grafos tales que G1 es isomorfo a un subgrafo de Gz}.

SUM-SUB = {(S, K) | S es un conjunto de niumeros naturales, K es un nimero natural, y existe
un subconjunto de S cuyos elementos suman Kj}.

TAUT = {o@ | ¢ es una tautologia}. Representa el problema de validez.

Otros problemas: cubrimiento exacto, determinante de una matriz, emparejamiento perfecto en
un grafo bipartito, logaritmo discreto, maximo flujo en una red, permanente de una matriz,
problema de la mochila, problema del circuito euleriano, programacion lineal, programacion

lineal entera, programacion lineal entera con coeficientes 0 y 1.

Teoremas

Teorema 2.1. Toda MT M+ con varias cintas se puede simular con una MT Mz con una cinta.

Teorema 2.2. Toda MTN M+ se puede simular con una MTD Mo.

Teorema 2.3. Las maquinas de Turing y las maquinas RAM tienen poder computacional
equivalente.

Teorema 3.1. SiL € R, entonces LC € R.

Teorema 3.2.SiLie RyL2eR,entoncesL1NL2e RyLiUL2€eR.

Teorema 3.3. SiLi1 € REy L2 € RE, entonces L1 N L2 € REy L1 U L2 € RE.

Teorema 3.4. R =RE N CO-RE.

Teorema 3.5. Un lenguaje es recursivamente enumerable sii existe una maquina de Turing que
lo genera.

Teorema 3.6. Un lenguaje es recursivo sii existe una maquina de Turing que lo genera en el
orden canonico.

Teorema 3.7. Los lenguajes sensibles al contexto son recursivos.
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Teorema4.1. RcRE c L.

Teorema 4.2. (Teorema de Indecibilidad del Halting Problem). El lenguaje HP no es recursivo.

Teorema 5.1
a. SiLi<mL2y L2 €R, entonces L1 € R.

b. SiL1<mL2yL2 € RE, entonces L1 € RE.

Teorema 5.2. Las m-reducciones son reflexivas y transitivas.

Teorema 5.3. Los lenguajes Lu y HP son RE-completos.

Teorema 5.4. SiL1<r L2y L2 € R, entonces L1 € R.

Teorema 5.5 (Teorema de Rice). Si 1 es un conjunto de lenguajes recursivamente enumerables
tal que @ c Il < RE, entonces el lenguaje Ln = {<M> | L(M) € I} no es recursivo.

Teorema 5.6. El problema de decision en la aritmética es indecidible.

Teorema 5.7 (Teorema de Indecibilidad del Entscheidungsproblem). El problema de decision en
la l6gica de predicados es indecidible.

Teorema 6.1. Un lenguaje pertenece a la clase NP sii existe una maquina de Turing no
deterministica que lo decide en tiempo polinomial.

Teorema 6.2 (Teorema de la Jerarquia Temporal). Dadas dos funciones temporales T1(n) y T2(n)
tiempo-construibles, si Tz(n) > log2T1(n).T1(n) cuando n tiende a infinito, entonces se cumple
que la clase temporal TIME(T(n)), siendo T(n) el maximo entre T1(n) y T2(n) para todo n,
incluye estrictamente a TIME(T1(n)).

Teorema 6.3. El lenguaje L = {<M> | M acepta <M> en 2*™>| pasos} pertenece a R — P.

Teorema 7.1
a. SiLi1 < L2y L2 € P, entonces L1 € P.

b. SiL1<pL2yL2€ NP, entonces L1 € NP.

Teorema 7.2. Sea L un lenguaje NP-completo. Si L € P, entonces P = NP.

Teorema 7.3. Sea L1 un lenguaje de NP. Si existe un lenguaje NP-completo L tal que L < Ly,
entonces L1 también es NP-completo.

Teorema 7.4 (Teorema de Cook-Levin). El lenguaje SAT es NP-completo.

Teorema 8.1 (Teorema de Ladner). Si P = NP, entonces dado un lenguaje recursivo L1 ¢ P, existe
un lenguaje L2 € P tal que:

a. LiNL2gP.
b. L1 N L2 se reduce polinomialmente a L1.
c. L1 no se reduce polinomialmente a L1 N Lo.

Teorema 8.2. Sea L un lenguaje NP-completo. Si L pertenece a CO-NP, entonces NP = CO-NP.

Teorema 8.3. NLOGSPACE c P.

Teorema 8.4. El lenguaje D-ACC es NLOGSPACE-completo con respecto a las reducciones log-
space.

Teorema 8.5. El lenguaje QSAT es PSPACE-completo con respecto a las reducciones poly-time.

Teorema 8.6 (Teorema de la Jerarquia Espacial). Si S1(n) y Sz2(n) son dos funciones espacio-

construibles mayores o iguales que logzn, y S2(n) es mayor que S1(n) cuando n tiende a
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infinito, entonces se cumple que la clase espacial SPACE(S(n)), siendo S(n) el maximo entre
S1(n) y S2(n) para todo n, incluye estrictamente a SPACE(S1(n)).

Teorema 8.7 (Teorema de Savitch). Toda MTN M+ de espacio S(n), tal que S(n) es una funcién
espacio-construible mayor o igual que logzn, se puede simular con una MTD M2 de espacio
O(S?(n)).

Teorema 8.8 (Teorema de Immerman). Si M es una MTN que decide un lenguaje L en espacio
S(n), tal que S(n) es una funcién espacio-construible mayor o igual que logzn, entonces existe
una MTN MC que decide el lenguaje L€ en el mismo espacio.

Teorema 9.1. Asumiendo P = NP, todo problema de busqueda correspondiente a un lenguaje de
NP se puede resolver en tiempo polinomial.

Teorema 9.2. Si existe un lenguaje PH-completo, entonces PH colapsa.

Teorema 9.3. Un lenguaje L pertenece a la clase P sii existe una familia uniforme de circuitos
booleanos polinomiales {Cn}n>1 que lo decide.

Teorema 9.4. NC' ¢ LOGSPACE y NLOGSPACE < NC2.

Teorema 9.5. PASAT = NPQSAT,

Ejemplos

Ejemplo 2.1. MT M con una cinta que decide el lenguaje de las cadenas a"b", con n > 1.
Ejemplo 2.2. MT M con varias cintas que decide el lenguaje de las cadenas a"b",con n > 1.
Ejemplo 2.3. MTD M que decide el lenguaje ACC.

Ejemplo 2.4. MTN M que decide el lenguaje ACC.

Ejemplo 2.5. AF M que decide el lenguaje de las cadenas de a y b con una cantidad par de b.

Ejemplo 2.6. AP M que decide el lenguaje de las cadenas a"b", con n > 1.

Ejemplo 3.1. Gramatica que genera el lenguaje de las cadenas a"b", con n > 1.

Ejemplo 4.1. MT M que genera el cédigo de la maquina de Turing i-ésima segun el orden
canonico.

Ejemplo 4.2. Prueba por diagonalizacion de que |R]| > |2V] (adaptacién de la prueba de G. Cantor).

Ejemplo 4.3. Prueba de que L2o € R.

Ejemplo 4.4. Prueba por diagonalizaciéon de que |2 > |2V].

Ejemplo 4.5. Prueba por diagonalizacién de que el lenguaje L = {wi | wi € L(Gi) y Gi es la gramatica
sensible al contexto i-ésima segun el orden candnico} es recursivo pero no sensible al
contexto.

Ejemplo 5.1. m-reduccion para caracterizar al lenguaje Lu.

Ejemplo 5.2. m-reducciones para caracterizar a los lenguajes HP y Lu.

Ejemplo 5.3. m-reduccion para caracterizar al lenguaje Ls-.

Ejemplo 5.4. m-reduccién para caracterizar al lenguaje Lg.

Ejemplo 5.5. m-reduccion para caracterizar al lenguaje Lea.

Ejemplo 5.6. Turing-reduccién del lenguaje HP al lenguaje Lu.
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Ejemplo 5.7. Turing-reducciones entre los lenguajes Luy Lg.

Ejemplo 6.1. Tiempos de ejecucion de una MT M1 con una cinta y una MT Mz con varias cintas
gue deciden el lenguaje de las cadenas akbk, con k > 1.

Ejemplo 6.2. Tiempos de ejecucion de una MTD M1 y una MTN Mz que deciden el lenguaje SAT.

Ejemplo 6.3. Tiempo de ejecuciéon de una MT M que decide el lenguaje DIV-3, segun se utilice la
codificacion unaria o la codificacion binaria para los nimeros.

Ejemplo 6.4. Prueba de que ACC € P.

Ejemplo 6.5. Prueba de que PRI-REL € P.

Ejemplo 6.6. Prueba de que 2-SAT € P.

Ejemplo 6.7. Prueba de que SAT € NP y DIV-3 € NP.

Ejemplo 6.8. Prueba de que SUM-SUB € NP.

Ejemplo 6.9. Prueba de que CH € NP.

Ejemplo 6.10. Prueba de que CLIQUE € NP.

Ejemplo 6.11. Prueba de que CLIQUE € NP (por medio de una MT no deterministica).

Ejemplo 7.1. Prueba de que 3-SAT es NP-completo.

Ejemplo 7.2. Prueba de que CV es NP-completo.

Ejemplo 7.3. Prueba de que CLIQUE es NP-completo.

Ejemplo 7.4. Prueba de que SUB-ISO es NP-completo.

Ejemplo 7.5. Prueba de que Lu-tk es NP-completo.

Ejemplo 7.6. Prueba de que PARTICION es NP-completo.

Ejemplo 7.7. Prueba de que PVC es NP-completo.

Ejemplo 8.1. Prueba de que TAUT € CO-NP.

Ejemplo 8.2. Prueba de que el lenguaje de las cadenas akbX, con k > 1, pertenece a la clase
LOGSPACE.

Ejemplo 8.3. Prueba de que D-ACC € NLOGSPACE.

Ejemplo 8.4. Prueba de que QSAT € PSPACE.

Ejemplo 9.1. Cook-reduccién del problema FSAT al lenguaje SAT.

Ejemplo 9.2. Aproximacién polinomial para el problema OCV.

Ejemplo 9.3. Prueba de que el problema OPVC no es aproximable polinomialmente.

Ejemplo 9.4. Circuito booleano que calcula el or exclusivo de sus dos variables de entrada.

Ejemplo 9.5. Prueba de que PARIDAD € NC".

Ejemplo 9.6. MTP M que decide el lenguaje MAY-SAT.

Ejemplo 9.7. Prueba de que COMP € BPP.

Ejemplo 9.8. Prueba de que PRIMOS € ZPP.

Ejemplo 9.9. Prueba de que ISOC admite una prueba interactiva.

Ejemplo 9.10. Prueba de que ISO admite una prueba de conocimiento cero.

Ejemplo 9.11. Dos cubits distintos que al ser medidos se comportan de la misma manera.

Ejemplo 9.12. La puerta de Hadamard.

Ejemplo 9.13. La puerta de Toffoli.

Ejemplo 9.14. Prueba de que OPVC es autorreducible.
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Ejemplo 9.15. Maquina PRAM con 2" procesadores que decide eficientemente el lenguaje CV.

Ejemplo 9.16. Maquina PRAM con una cantidad polinomial de procesadores que suma N
numeros en paralelo en tiempo logaritmico.

Ejemplo 9.17. Prueba de que ISOC € PCP(poly(n), 1).

Ejemplo 9.18. Algoritmo cuantico para calcular el or exclusivo de f(0) y f(1) utilizando f una unica
vez, tal que f es una funcion de la que s6lo se sabe que recibe un valor 0 o 1 y devuelve un
valor0 o 1.

Figuras

Figura 2.1. Dos resultados de una MT M que resuelve el problema de accesibilidad.

Figura 2.2. Dos resultados de una MT M que resuelve el problema de satisfactibilidad.

Figura 2.3. Esquema de una MT M que reconoce el lenguaje del problema de accesibilidad.

Figura 2.4. Ejemplo de una configuracion de una maquina de Turing.

Figura 2.5. Ejemplo de un paso de una maquina de Turing.

Figura 2.6. Idea general de una maquina de Turing para reconocer las cadenas a"b", con n > 1.

Figura 2.7. Esquema de una configuracion de una maquina de Turing con varias cintas.

Figura 2.8. Ejemplo de representacién en una maquina de Turing de dos cintas mediante una
cinta con cuatro pistas.

Figura 2.9. Arbol de computaciones de una maquina de Turing no deterministica.

Figura 3.1. Primera version de la jerarquia de la computabilidad.

Figura 3.2. MT MC que decide el complemento de un lenguaje decidido por una MT M.

Figura 3.3. MT M que decide la interseccion de dos lenguajes decididos por MT M+ y Ma.

Figura 3.4. MT M que reconoce la interseccion de dos lenguajes reconocidos por MT M1 y Ma.

Figura 3.5. MT M que reconoce la unién de dos lenguajes reconocidos por MT M1y M.

Figura 3.6. MT M que decide un lenguaje L utilizando MT M1 y M2 que reconocen L y LC.

Figura 3.7. Version definitiva de la jerarquia de la computabilidad.

Figura 3.8. Arbol de derivacion asociado a la derivacién S —*c aaabbb de una gramatica G.

Figura 4.1. Ubicacién de los lenguajes D y D€ en la jerarquia de la computabilidad.

Figura 4.2. Ubicacion del lenguaje HP en la jerarquia de la computabilidad.

Figura 4.3. MT que decide el lenguaje Lzo.

Figura 5.1. Representacion de una m-reduccion de un lenguaje L1 a un lenguaje Lo.

Figura 5.2. MT M1 que decide un lenguaje L1 ejecutando una MT Mr que computa una reduccion
de L1 a un lenguaje L2 seguida de una MT M2 que decide La.

Figura 5.3. m-reduccion del lenguaje D al lenguaje Lu.

Figura 5.4. Ubicacion de los lenguajes HP, Lu, Lg, Ls+y Lea en la jerarquia de la computabilidad.

Figura 5.5. m-reducciones de todos los lenguajes recursivamente enumerables a los lenguajes
Luy HP.

Figura 5.6. MT M con un oraculo de un lenguaje L.

Figura 6.1. Comportamiento de algunas funciones polinomiales y exponenciales tipicas.
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Figura 6.2. Una clase TIME(T(n)) de la jerarquia temporal.

Figura 6.3. Primera version de la jerarquia temporal.

Figura 6.4. Ejemplo de un grafo no dirigido.

Figura 6.5. Segunda versién de la jerarquia temporal.

Figura 6.6. MTN M que decide el lenguaje CLIQUE en tiempo polinomial.

Figura 7.1. Representacion de un lenguaje NP-completo.

Figura 7.2. La clase NP y sus subclases P y NPC.

Figura 7.3. Representacion del mecanismo para poblar la clase NPC.

Figura 7.4. Reduccion poly-time de un lenguaje de la clase NP al lenguaje SAT.

Figura 7.5. Ejemplo de un grafo generado por una reduccién poly-time del lenguaje 3-SAT al
lenguaje CV.

Figura 7.6. Ejemplo de un grafo generado por una reduccién poly-time del lenguaje CV al
lenguaje CLIQUE.

Figura 8.1. Lenguaje de la clase NPI generado de acuerdo al Teorerma de Ladner.

Figura 8.2. La clase NP y sus subclases P, NPl y NPC.

Figura 8.3. Version definitiva de la jerarquia temporal.

Figura 8.4. La jerarquia espacio-temporal.

Figura 9.1. Cook-reduccion del problema FSAT al lenguaje SAT.

Figura 9.2. Ejemplo de un cubrimiento de vértices generado por una aproximacion polinomial
para el problema OCV.

Figura 9.3 La jerarquia polinomial.

Figura 9.4. Circuito booleano que calcula el or exclusivo de sus dos variables de entrada.

Figura 9.5. La jerarquia NC y las clases LOGSPACE y NLOGSPACE.

Figura 9.6. Ejemplo de computacion cuantica con interferencias constructivas y destructivas.

Figura 9.7. Las clases P, BPP y BQP en el marco de la jerarquia espacio-temporal.

Figura 9.8. Componentes y caracteristicas de un sistema de pruebas chequeables
probabilisticamente.
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