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Acerca de este libro

Este libro es el material de la asignatura “Matematica B” que cursan los alumnos
de todas las carreras de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de
La Plata. Es la version actual de las guias teorico-practicas que, redactadas en el
marco del cambio de planes de estudio del afio 2002, comenzaron a utilizarse en
esa materia en 2003 y que, desde entonces, se han ido corrigiendo y modificando

con aportes de docentes y alumnos.

La materia se desarrolla teniendo al proceso de integracibn como eje conceptual
y la metodologia de ensefianza adoptada es la de la clase tedrico-practica, donde
lo primordial pasa por el trabajo de los alumnos y la guia de los docentes a través
de discusiones en las mesas del aula y explicaciones en el pizarron. Esta
propuesta de contenidos y de metodologia ha podido implementarse
fundamentalmente por dos razones: por una lado, la posibilidad de contar con
aulas planas, con mesas amplias en las que grupos de alumnos trabajan con la
supervision de los docentes y por otro, por contar con un material impreso propio,
disefiado de acuerdo a los objetivos y caracteristicas de la materia. Ese material

es el que se presenta en este libro.
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Integral definida

Capitulo I: Integral definida

El concepto de integral definida tuvo su origen en un problema geométrico: el céalculo
del &rea de una region plana, cuya frontera no esta formada por segmentos rectilineos.
Es éste uno de los grandes problemas de la historia de la matematica, pues, mas alla de
su importancia dentro de la propia disciplina, esta relacionado con incontables
aplicaciones.

El célculo del &rea de la region encerrada entre la gréafica de una funcion f (x) y el eje x
en un intervalo dado puede brindar informacién de mucho interés segin sea lo que

representa la funcion f (x).

/O

<y

Actividad 1

Situacion 1: Un automdvil se desplaza en linea recta y su velocidad es constante e igual
a 80 km/h.

a) Calculen el desplazamiento entret =0 y t =4 (t representa el tiempo y se supone
expresado en horas)

b) Grafiquen la funcién v (t) (velocidad) entret=0y t=4

c) Observen que el desplazamiento entret =0 y t=4 coincide con el area debajo de la

gréfica de v en el intervalo [0,4]

Situacion 2: Un automovil se desplaza en linea recta y su velocidad, en el tiempo t (en
horas), es v (t)= 20t (en km/h)

a) ¢Cudl es la velocidad maxima y la velocidad minima en el intervalo de tiempo [0,1]?
¢yen [1,2]2 cyen [34]?

b) Calculen el desplazamiento entret=0yt=1,entret=1yt=2,entret=2yt=3 y
entre t=3 y t=4.
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c) ¢Cuél es el desplazamiento entret=0 y t =4?
d) Grafiquen la funcién v y verifiquen que, en cada intervalo, el desplazamiento

coincide con el &rea debajo de la grafica de v.

Situacion 3: Un automdvil se desplaza en linea recta y su velocidad, en el tiempo t (en
horas), es v (t)=t* (en km/h)

a) ¢Cuéntos km se desplaza el automdvil entret=0 y t=4?

b) Grafiguen la funcion v (t). Para hacer una verificacion similar a la realizada en las

situaciones anteriores... (el rea de qué region tendrian que calcular?
Area debajo de la gréafica de v(t)=t?en el intervalo [0,4]

Para una funcién lineal o lineal a trozos el problema del calculo del area encerrada por
la gréafica de la funcién en un intervalo dado y el eje x es simple: basta con sumar areas
de rectangulos y triangulos. Pero, ;como calcular el &rea debajo de la gréfica de
v(t)=t?en el intervalo [0,4]? Podriamos aproximar el valor del &rea utilizando un

namero finito de rectangulos como veremos en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1
Si tomamaos rectangulos con base de longitud 1 y altura igual al valor de la funcién en

el punto medio del intervalo correspondiente y Ilamamos A al area bajo la curva de

v(t)=t’desde t=0 a t=4 ...

161

| /
121
B //
. e

IR 2 3 4
H

A=v(%)+v(3)+V(%)+V ()= e,
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Ejemplo 2
Si tomamos rectangulos con base de longitud % vy altura el valor de la funcion en el

punto medio del intervalo correspondiente . . .

161

12: 71

B:

4

0 4
A=

Ejemplo 3
Si tomamos rectangulos con base de longitud %, y altura igual al valor de la funcion en

el punto medio del intervalo correspondiente . . . ;Cuantos términos debemos sumar?

(iseria conveniente contar con una notacion abreviada para expresar sumas!)

Notacion
La letra griega 2. (sigma) es el simbolo que se utiliza para indicar de manera abreviada

una suma de varios términos:

Con esta notacioén,

- la suma (}/2)2 +(%)2 +(%)2 +(%)2 del ejemplo 1 se expresa ....... i(ZIT_lJ

. 2
. (21-1 A . .
La expresion (T es el término general de esa sumatoria. Si se reemplaza en el

término general i sucesivamente por 1, 2, 3y 4 intercalando el signo + , se obtiene
(Ga) +G5) +65) +(5)

8 (2i-1)"1
- la suma del ejemplo 2 se expresa Z (—] 5

i=1

- Lasuma del ejemplo 3 .8€ eXPresa ......ovvvvieiiiiiiiiiieieieeeeea
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Volvamos al problema que nos ocupa y al procedimiento seguido en los ejemplos. En
lugar de elegir el punto medio en cada intervalo para establecer la altura de los
rectangulos podriamos haber elegido el extremo derecho del intervalo, el extremo
izquierdo, o un punto cualquiera interior. Es obvio que, en cualquier caso, cuantos mas
rectangulos con bases cada vez mas pequefias consideremos, tanto mejor sera la
aproximacion que obtendremos del area. Cierto es también, que el proceso se vuelve

pronto tedioso.

La siguiente tabla fue elaborada usando un software matematico. En ella pueden
observar los resultados que se obtienen al reproducir el procedimiento de los ejemplos
para valores crecientes del numero de rectangulos considerados y para diferentes
elecciones de la altura de esos rectangulos. Se llama “Suma izquierda”, “Suma con el
punto medio” y “Suma derecha” a la suma de las areas de los rectangulos eligiendo
como altura de cada uno de ellos respectivamente al valor de la funcion en el extremo
izquierdo, en el punto medio y en el extremo derecho de la base. En la tercera columna

esta calculada la diferencia entre Suma derecha y la Suma izquierda.

Suma Suma con Suma Diferencia

izquierda

Ndmero de

rectangulos punto medio derecha

© 1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000

10000

tabla :=

21.30134400
21.31733600
21.32266785
21.32533400
21.32693376
21.32800029
21.32876212
21.32933350
21.32977791
21.33013344

21.33332800
21.33333200
21.33333274
21.33333300
21.33333312
21.33333319
21.33333322
21.33333325
21.33333326
21.33333328

21.36534400
21.34933600
21.34400118
21.34133400
21.33973376
21.33866696
21.33790498
21.33733350
21.33688902
21.33653344

0.064000007
0.03200000
0.02133333
0.01600000
0.01280000
0.01066667
0.00914286
0.00800000
0.00711111
0.00640000

Hemos visto de qué manera podemos aproximar el valor del area debajo de la grafica de
una funcién como v (t)=t?en un intervalo dado... pero ¢cuél es el valor exacto del

area?



Integral definida

Integral definida de una funcion continua y no negativa en un intervalo

Definicion 1

Siendo f una funcidn continua y no negativa en [a, b], la integral definida de f en

b
[a, b], que se denota _[ f (x)dx, es el area de la region limitada por la gréfica de f, el

ejex y lasrectas x=a y x=Db. Convendremos ademas en que I f(x)dx=0.

De acuerdo con esta definicion, y en base a lo que hicimos antes, podriamos decir que la
integral definida de una funcién continua y no negativa en un intervalo [a,b] resulta ser

el nimero al que se aproximan, a medida que n se hace cada vez més grande , las sumas

n
de la forma )’ f(x7)Ax, enlaque a=x, <X <..<X;<X <..<X,=b son n+l
i=1

puntos equidistantes del intervalo [a,b], x; es un punto cualquiera del subintervalo

[Xi—l’Xi] y Ax :Xi_xi—lzb;na , 0sea.
b n
[ 109dx =Tim > f(x")Ax M
2 n—o0 -1

y=f(x)

y A
1) /

v

f (xl* )Axi es el area del rectangulo con base en [xifl, X ]y altura f (X,*)



Integral definida

y=t(x)
y A

>y

» —_—

n
f(x)dx = drea delaregionR = |im z f (X )AX,
) n—oo i1

Comentario 1

Los puntos a =X, <X, <..<X;_; <X <..<X,=Db constituyen lo que se llama una

particion @ de [a,b] y |¢|=max{Ax, ,i=1...n} sellama norma de la particion .
. - b-—a ] .
Siendo los x; equidistantes, |go|:— . Pero podriamos soslayar la condicion de
n
equidistancia de los puntos x;. Con tal de asegurarnos de que todos los Ax; sean cada

n
vez mas pequeios, es intuitivamente claro que las sumas f(x )Ax. se irén
1 1
i=1

aproximando al area debajo de la gréfica de f en el intervalo [a, b] 0 sea que :

b n
[ f(dx = ‘Ii‘mo D (X)) A @
a Pt Nia

Comentario 2
Por el momento, seguimos sin contar con un método efectivo para calcular en forma
exacta el area debajo de una curva cualquiera (jel calculo de los limites planteados en

(1) 0 (2) es por lo general inviable!)
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Veremos a continuacion algunas propiedades que se deducen inmediatamente de la
definicion 1.

Propiedad 1 (Aditividad respecto al intervalo de integracion)

Si f es continuay no negativaen [a,b] y a<c<b entonces

b

jf(x)dx: _c[f(x)dx+jlf(x)dx

a

A

y

Ry
Rz

v

Propiedad 2 (Monotonia)

Si fy g son continuas y no negativas en [a,b] y f(x) < g(x) Vxe[a,b] entonces

Oéj‘f(x)dxs'b[g(x)dx

7

Propiedad 3

Si f(xX)=k Vxe [a, b] (donde k es una constante mayor o igual que cero) entonces

jf(x)dx=k(b—a)

v
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Propiedad 4

Si f es continua y no negativa en [a,b] siendo m=mindef en [a,b] y

b
M=maxdef en [a,b], es m(b—a)<[f(x)dx<M (b-a)
A

m

a b

Definicion 2
Siendo f continua y no negativa en [a,b] podemos definir una nueva funcion A,
asignando a cada x e[a,b] el valor de la integral de f en el intervalo [a,x] . Asi

definida, lafuncion A sellama funcién integral de f en [a,b].

a X b

A(X) = I f (t)dt = area de la region limitada por la grafica de f

yelejex en elintervalo [a,x]

El estudio de la variacion de A(x) nos conducira a la solucion del problema del calculo
del valor exacto del area debajo de la grafica de una funcién en un intervalo. Antes de
abordar ese estudio les proponemos resolver algunos ejercicios relacionados con las

definiciones y propiedades que hemos presentado.

Ejercicio 1

Grafiquen en [01] las funciones f(x)=x y g(x)=+/x
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a) ,Qué relacion hay entre f 'y g en [01] ?
1 1

b) ¢Cual es el signo de Ig(x)dx —j f(x)dx ?
0 0

c) ¢Qué representa esa diferencia?

Ejercicio 2
X x?
Estudien la funcion f (x) = -y T x+4 e el intervalo [-2.3].

a) ¢Cudles son los valores méaximo y minimo absolutos de fen [-2,3]?

3
b) ¢Qué cotas admite j f () dx ?
2

Ejercicio 3

Sea g(x)= _[ f(t)dt donde f es la funcion del gréfico

-2
4

a) Evalden g(-2), 9(0), 9@ y 9(2).
b) Encuentren la expresion analitica de g.

c) ¢Es derivable g ? ¢ Cual es su derivada?

Ejercicio 4
a) Grafiquen larecta y =3t + 2. Utilizando las formulas de la geometria calculen el area

determinada por la recta, el ejety lasrectast =2yt =5.
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b) Sea x > 2. Consideramos A(x) la funcidn que describe el &rea de la regidn que se
encuentra debajo de larecta y=3t+2, el ejety lasrectast =2yt = x. Dibujen un
esquema de esta region y usen la geometria con el fin de hallar una expresion para la
funcién A(Xx).

c) Deriven la funcion A(x). ¢Que conclusién pueden obtener?

El teorema fundamental del calculo

Teorema 1l

Si f es continua y no negativa en [a,b] y A(X) :jf(t)dt entonces

a

d(i f (t)dt)
A'(x) :aT =f(x) Vvxe(ab)

Demostracion:

Para comprobar que existe A'(x) Vxe(a,b) debemos calcular

lim A(x+h)—A(x)

h—0

para X e (a,b)

Supongamos primero h > 0. A partir de la definicion de la funcion A(x) y aplicando

la propiedad de aditividad en el intervalo de la integral definida tenemos:

A

_ x+h X X+h
y f(ty A(x+h) = A(X) = J‘ f (t)dt _J f(t)dt = j f(t)dt
. X

a

v

10
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Si m, y M, son respectivamente los valores minimo y maximo que toma f (x) en

el intervalo [x,x+h], resulta (por propiedad de la integral definida):

x+h

m, -h < If(t)dtsMh-h

m, < A(Xx+h) = A(x)

de donde <M h

Cuando h — 0, el intervalo [x,x + h] tiende a reducirse al Ginico punto x y tendremos,
ya que fes continua,

lim m, = lim M, = f(x)
h—0"

h—0"
Por propiedad del limite concluimos que:
lim A(x+h)—A(x)

h—0* h

— AL = F(%)

Suponiendo h <0 con un razonamiento similar se concluye que:
A(x+h)—A(x)

lim =A (x)=f(X)
h—0~ h
Por lo tanto: r!lng A(x+ hr)] —AKX) =A'(x)= f(X)

Observaciones:

1) Se puede demostrar con un razonamiento similar que A '(a)=f(a) y que

A '(b) = f(b)

2) Cuando una funcion F(x) es tal que F'(x) = f(x) para todo x de cierto intervalo |
se dice que F(x) es una primitiva de f(x) en ese intervalo. Asi por ejemplo, en
cualquier intervalo | de nimeros reales, F(x) =senx es una primitiva de f(x)=cosx

(¢pueden dar otras?).
El Teorema Fundamental del Calculo nos esta diciendo que toda funcion f continua y

no negativa en [a,b], tiene una primitiva en ese intervalo dada por

A(X) = j f(t)dt .

11
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Corolario del teorema 1 (Regla de Barrow)
Si f escontinua y no negativa en [a,b] y F es unaprimitivade f en ese intervalo

entonces

Tu@m:meF@)

Demostracién

En virtud del Teorema Fundamental del Calculo, A(x) :j f(t)dt €suna primitiva de

f(x) en [a,b] .

Consideremos ahora otra primitivade f(x) y llamémosla F(X).
AX)=F(x)+k (¢Por qué?)

En particular, A(@)=F(a)+k

Como A(@) =0 (¢Porqué?) resulta k=-F@) y AX)= JX‘ f()dt=F(x) - F(a)

y, en particular, A(b) = .T f(x)dx=F(b)-F(a)

Ejemplo 4
4
Calculemos szdx
0

3
F(x) =X? es una primitiva de f(x)=x> en el intervalo [0,4] (F'(x) = x%)

. i 42 0 64 . -
Aplicando la Regla de Barrow: Ix dx=F(4)-F(0) = 2 3°3° 21,3
0

(i %4 es el valor exacto del 4rea debajo de la grafica de f(x)=x* en el intervalo [0,4] ! )

12
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Escribimos en la practica: '[xzdx =

Ejercicio 5
Calculen aplicando la regla de Barrow las siguientes integrales definidas. Grafiquen e

interpreten geométricamente.

3 6 1
a) Jde b) jxdx C) J'(x2+2x+2)dx
0 1 0
F : x+1 —-1<x<1 2
d) [f(x)dx siendo  f(x)= e) ||x|dx
)_fl() ) {3—X 1<x<3 )_[H
1 V3 % . e 1
f) _[ex dx 0) jsenxdx h) .[cosx dx i) .[—dx
0 0 0 1 X
Ejercicio 6
Calculen las derivadas de las siguientes funciones
J{ t2 X t2
a) F(x)= dt b)G(x) = dt
> VtP+1 ! t? +1

Hemos visto hasta aqui que:

b
1. Siendo f una funcion continua y positiva en [a, b] , I f(x)dx representa el area de la

a
region limitada por la graficade f,elejex y lasrectas x=a y x=b Yy suvalores

F(b)—F(a) siendo F una primitivade f en [a,b].

2. Si una funcion continua y positiva v (t) representa la velocidad de una particula que
se mueve a lo largo de una recta, el area debajo de la gréfica de v en el intervalo [tl,tz]
coincide con el desplazamiento de la particula en el intervalo de tiempo [tl,tz].

En efecto, el desplazamientoes p(t,)— p(t,) donde p(t) es lafuncion posicion y

como Vv (t) = p'(t)(esto es, p(t) es una primitiva de v(t)) tenemos:

13
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Area debajo de la grafica de v en el intervalo [t,,t,] =

t
= [v®ydt=p(,)-p(t,) = desplazamiento de la particula en el intervalo [t,.t, ]
4

A continuacion extenderemos la definicion de integral definida a funciones continuas

(cualesquiera) en un intervalo [a, b]. Reflexionen antes sobre la siguiente situacion:

Situacion 4: Un objeto ha sido arrojado verticalmente hacia arriba y v (t) =10-10t

es su velocidad en el instante t.

w(t)

La posicién p(t) es una primitivade v(t) (v(t) = p'(t))
En principio, podemos decir entonces que serd:  p(t) =10t —5t* +C

Si suponemos p(0)=0 debeser p(t)=10t—-5t>

En el intervalo [0,1] la velocidad es positiva y el desplazamiento en ese intervalo es
p() — p(0) =5 y coincide con el area debajo de la gréfica de v(t) en ese intervalo

(y con la integral de v (t) en el intervalo [0,1])

El desplazamiento en el intervalo [1,2] es negativo:  p(2)— p(1)=0-5=-5

¢ Qué relacion hay entre este nimero y el area de la regiéon comprendida entre la grafica

de v(t) y el eje t en el intervalo [1,2]? Cual es el desplazamiento en el intervalo [0,2]?

14
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Integral definida de una funcion continua en un intervalo

Por nuestra reflexion anterior pareceria tener sentido definir la integral definida de una
funcion que sea menor o igual que cero en un intervalo como menos el &rea de la region
comprendida entre la grafica de dicha funcion y el eje x en ese intervalo y que, para una

funcién continua como muestra la figura siguiente . . .

A
y
Ry Rs /zs\
b
resulte : I f (x)dx = area(R,) —area(R,) + area(R,) —area(R,) + area(R;)

Para formalizar la definicion, observemos que una funcién siempre puede expresarse

como la diferencia de dos funciones no negativas:

Dada f(x) definida en [a,b] , sean:

oo [fO0 sif(0=0 g [T sif() <0
f(x)_{o si f(x)<0 Y i { 0 sif(x)=0

vean que f(x)=f"(x)—f (x), que f*y f~ sonambas no negativas y que, si f
escontinua, f*y f~ son continuas.

A A ‘r

AVANEEANIVA AN
\/f

v

v

15
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Definicion 3

b b b
Siendo f continua en el intervalo [a,b], j f (x) dx =j f +(x)dx—j f = (x)dx

Observen!

1) Las propiedades antes vistas siguen cumpliéndose para f continua (no

necesariamente positiva) en un intervalo [a,b]. Las recordamos:

b c b
Si a<c<b entonces [f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx

Si g tambiénes continuaen [a,b] y f(x) < g(x) Vvxe[ab] entonces

_b[f(x)dxsj.g(x)dx

Si f(x)=k Wwxelab] entonces if(x)dx=k(b—a)

Siendom =mindef en [a,b]ly M =méxdef en [a,b]es

m(b—a)sif(x)dxsm(b—a)

a

2) Se extienden también al caso de una funcion continua_el Teorema Fundamental v

la Regla de Barrow:

Si f escontinuaen [a,b], F(x) :I f(t)dt esuna primitiva de f

En efecto: F(x) :j f+(t)dt—j f(t)dt donde f*"y f~ soncontinuasy no

a

negativas asi que, al derivar ambos miembros, resulta:
F')=F"()-f (=1

y podemos razonar como antes para concluir que, si G es cualquier primitiva de f

if(x)dx:G(b)—G(a)
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3) Si f y g soncontinuasen[ab] y «a y £ sonnumeros reales
b b b
j[af(x)+ﬂg(x)]dx = ajf(x)dx+ﬁjg(x)dx

Para demostrar esta propiedad bastara con tener en cuenta que: si F es una primitiva de

f y G esunaprimitiva de g entonces (aF+ﬂG)’:aF’+ﬂG':af+,Bg es

decir que a F + #G es unaprimitivade o f + g Yy por lo tanto:
j[a f()+Ag()dx = (aF+pG). =(aF+4G)b)—(aF +4G)a) =

= (aF(b)-aF(@)+(BG(b)-BG(a))=a(F(b)-F(a))- A(G(b) - G(a)) =
= aj f(x)dx+ﬁj g(x)dx

4) Siendo f continuaen [a,b], y considerando:

o A=X, <X <..<X_ <X <..<X,=b particion o que dividea [a,b] enn
subintervalos [% %] de  longitud AX, =X, — X, siendo

|| = max{Ax; ,i=1...n} la norma de esa particion

e X, punto cualquiera de [, ,,x, ]

n

b
o Zf(xf)Axi zjf(x)dx , aproximacién que serd tanto mejor cuanto mas
i=1 a

pequefios sean todos los Ax; lo que expresamos escribiendo:

b n
jf(x)dx: lim > f(x) Ax,
a 910 93
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Ejercicio 7
Evallen las siguientes integrales. En los incisos a) al h) interpreten geométricamente

los valores obtenidos.

4 1 2

a) I(3x—5)jx b) j(l—Zx—sz)jx c) jx’zdx
_2 0 1
4 % 2r

d) j&dx e) [sentdt f) [sentdt
1 % 0
In6 -e 3 %

9) j5ede h) j—dx i) [sec’tdt
In3 —e? X %

) 1 1 1/2 l 4 ( 2 )
D) dx K) dx [ | vVx—-—= ldx
Jte L= %

446 _¢2 7 0
m) ITdt n) J.(cos«9+25en¢9)d<9 ) I(Sy“ —6y? +14)dy
1 0 -3

b
0) '[x” dx (n=1) (;Qué debemos tener en cuentasi n es menor que 1?)
a

Ejercicio 8
En cada uno de los siguientes incisos hallen la expresion analitica de la funcién integral

de f(x)en el intervalo dado.

3 i .
) toool X STIEX<L a8 by ppgo VX ST 0SX<L g [go]
1 si 1<x<3 —X+2 si1<x<2

Ejercicio 9

Determinen una funcién continua f tal que

[fydt=xe” —[e (1) dt
0 0

18
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Ejercicio 10
Supongan que f tiene derivada negativa para todo x y que f (1) =0¢Cudles de las

X

siguientes afirmaciones son verdaderas para la funcién h(x) = j f(t)dt?
0

a) h es dos veces derivable como funcién de x
dh . )
b)hy ™ son funciones continuas
X

c) La grafica de h tiene una tangente horizontal en x = 1
d) h tiene un maximo localen x =1
e) h tiene un minimo local en x =1

f) La gréfica de h tiene un punto de inflexionen x =1

g) La gréfica de % cruzael eje xen x =1
X

Ejercicio 11
Hallen la funcién lineal aproximante de:

x+1
a) f(x)=2- I idt centradaenx =1
> 1+t

b) g(x) =3+ Isec(t —1dt centradaenx=-1
1

Ejercicio 12 (Usen algin software matematico)
Sean f (x) = sen(2x)cos (%) , x[0,2z] y F la funcién integral de f en ese intervalo

a) Grafiquen f y F en un mismo sistema de coordenadas.

b) Resuelvan la ecuacion F'(x) =0,Qué pasa en las gréaficas de f y F en los
puntos donde F’'(x)=0? ¢Concuerda ello con el teorema fundamental del
calculo integral?

c) ¢En que intervalos crece y en cuéles decrece la funcion F? ;Qué pasa con f en
esos intervalos?

d) ¢Qué pasa en la grafica de F en los puntos donde f'(x)=07?
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Ejercicio 13
t sio<t<1

i y observen que es continua
sen((%)t) sil<t<2

a) Grafiquen la funcion f(t) :{

2
en [0,2]. Calculen If(t) dt indicando las propiedades que usan.
0

b) Encuentren F(x):jf(t) dt parax e [0,2] ycalculen F(0),F(1),F(%)

0
c) Supongan que G es una primitiva de f en [0,2] ¢existe alguna relacion entre Fy G ?

Justifiquen su respuesta.

Maés generalizaciones de la definicion de integral

Definicion 4
a b
Siendo a<b, If(x)dx =- .[f(x)dx
b a

Observen que la definicién anterior es razonable: para que la propiedad de aditividad

siga valiendo debe ser

0= _T f(X)dx = 'T f (X)dx +j|£ f (x)dx, de donde, T f(X)dx =- .T f (x)dx

Definicion 5
Si f es continua en [a,b] salvo en un ndmero ¢, a <c <b y si los limites laterales

b c b
lim f(x) y lim f(x) existen Jf(X) dx = I f,(x) dx +I f,(x)dx

a

dond f(x) sias<x<c f(x) sic<x<b
onde (=1 4m fo six=c Yo RO=Vim f 0 six=c

X—C~ x—>c*
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v

a c b

Vean que las funciones f, y f, soncontinuasen [a,c] y [c,b] respectivamente y
c b
por lo tanto las integrales Ifl(x)dx y Ifz(x)dx estan definidas.

Observaciones
1) Cuando una funcién f no es continua en ¢ pero existen los limites laterales

lim f(x) y lim f(x) decimos que f tiene en c una discontinuidad de primera

especie.

2) La definicion anterior se extiende naturalmente al caso en que f sea continua en
[a,b] salvo en un namero finito de puntos ¢;, ¢, . . . ¢ Y en todos ellos presente
discontinuidades de primera especie .

3) La discontinuidad podria presentarse en los extremos del intervalo, como sucede en

los siguientes ejemplos

l e 0--

v

s

f(xX)dx = _T f, (X)dx

/
a \/ b
j f (X)dx = j f, (x)dx

a

D ey T

f(x) sixe(a,b] f(x) sixelab)
donde fl(x)={||'m [f()] six=a donde fl(X)Z{n'm [f(0] six=b

. x—b~
Xx—>a
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Ejercicio 14
X+1 si -1<x<1

. , Observen que cumple las
2—X sl 1<x<3

Grafiquen la funcion f(x):{

3
condiciones de la definicién 5 y evallen If(x)dx.
-1

Ejercicio 15

-1 si—-2<t<0

>ea f(t):{ 1 si 0<t<2

y sea F(x)zjf(t)dt , xe[-22]

a) Hallen la expresion analitica de F(x)
b) Tracen las gréaficas de f yde F
¢) Estudien la continuidad y la derivabilidad de ambas funciones en el intervalo [-2,2].

d) Reflexionen sobre la validez del Teorema Fundamental del Calculo Integral.
El teorema del valor medio

El siguiente Teorema tiene, para el caso de una funciéon continua y positiva, una
interpretacion geométrica sencilla: el area debajo de la grafica de la funcion en el
intervalo [a,b] resulta ser igual al &rea de un rectdngulo de base b-a Yy altura igual al

valor de la funcion en cierto punto ¢ del intervalo (a,b)

A

v

Teorema 2

Si f escontinuaen [a,b], existe un nimero ¢ entre a y b tal que:

if(x)dx= f(c)(b-a)
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Demostracion:

Consideremos la funcion G(x) =_[ f (t)dt. Siendo f continua en [a, b] G resulta continua

en [a, b]y derivable en (a,b) (¢por qué?) (¢quién es G'(x) ?). Podemos aplicar entonces
el teorema del valor medio para derivadas y concluir que existe ce (a,b) tal que

G(b)-G(a)=G'(c)(b—a). Vean que reemplazando en la igualdad anterior

G(b),G(a) y G'(c) se obtiene: j-f(x) dx = f(c)(b-a).

a

Tf(x)dx

El ndmero S e llamado valor promedio de f en [a,b].
~a

El teorema del valor medio para integrales nos dice que, si f es continua en [a, b], ese
valor promedio coincide con el valor de f enalgun ce (a,b).

-1 si—-2<t<0

_ ;cuél es el valor promedio de f en [-2,2]?
1 si O<t<?2

Si f(t)z{

¢es ese numero el valor de la funcion en algin ¢ entre -2 y 2? (;contradice ésto lo

dicho previamente?)

Ejercicio 16

Calculen el valor promedio de f en el intervalo dado.

a) f(x)=x*-2x ;[03] b) f(x)=senx ;[0,7] ¢) f(x)=x";[-11]
d) f)=1/x : [14] e) f(x)=x ; [49]

Ejercicio 17

Encuentren los posibles valores de b para que el valor promedio de f (x) = 2+ 6x —3x°

en el intervalo [0,b] seaigual a 3.

Ejercicio 18
Encuentren todos los valores « tales que f (o) sea igual al valor promedio de

f(x) =1+ x? en el intervalo [-1,2]
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Aplicaciones de la integral definida

I. Area de una region entre dos curvas

Actividad 2

b
Sabemos que si f es continua y no negativa en [a, b]entonces '|' f (x)dx representa el area de

a

una region plana que podemos describir como R={(x,y)/a<x<b,0<y< f(x)}

v

b
Observen el siguiente dibujo. ;Cémo es g(x)? ¢Qué representa Ig(x)dx?. Describan la
a

region R

Consideren ahora la siguiente region R y describanla. ;Coémo calcularian el area de la
region R?

\ 4
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Les planteamos una nueva region. Describanla. ¢ Como calcularian el &rea de R?

v

AJ
y
a
_g\

Ya estamos en condiciones de enunciar en general:

Si f y g son continuas en [a,b] y en ese intervalo es f(x) > g(x), queda definida una

region plana que puede describirse como R={(x,y)/a<x<bAag(x)<y< f(x)} y

cuya area es A(R) = I[f (x)—g(x)] dx

Consideren ahora la siguiente situacion
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Observen el dibujo. Vean que: en el intervalo [a,b] es f(x)>g(x) y en el intervalo

[b,c] es g(x) > f(x). ¢Como pueden describir la region limitada por las gréficas de f

y g? ¢Como calculan su area?

Ejemplo 5
Grafiquemos laregion R limitadapor y=x* y x+y=2 ycalculemos su area.

y=x’

1°) Buscamos los puntos comunes a ambas gréficas resolviendo el sistema { )
X+y=

X*+x-2=0 = X =1A X,=-2

2°) Siendo f(x)=2-x y g(x)=x>es f(x)=g(x) en [-21] en consecuencia,

R={(x,y)/—2§xs1/\x2Sys2—x} y
2 3

area(R) = 1100 - g00Tdx = T2 —xxtyax <[ 2x . XX _7_(_20)_27
area(R)_J'z[f(x) g(x)]dx_L(Z X X)dX—(ZX > 3)_2_ ( j_

Ejemplo 6

Calculemos el area de la region limitada por: y=x*; y=2-x°; x=0 y x=2.

Para resolver, graficamos y determinamos el punto de interseccién de las parédbolas.
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Enelintervalo [0,1] es 2—x* > x? y enel intervalo [1,2] es x? >2—x?
Describimos entonces la region como union de dos subregiones:
R:{(x,y)/OS X<l A X*< y£2—x2}u{(x,y)/1£x£2 A 2-XP<y<X? }

Por lo tanto el area es:

1 , 2 , X3 1 X3 2
A(R):_l‘(Z—Zx )dx +.!.(2x —2)dx=2x—2?} + 2?_2)(} =

(3

Conviene a veces describir la region de otra manera y calcular el area integrando

respecto de la variable y. Vean:

v

x=g(y)

R={(x.y)/a<y<bag(y)<x<f(y)]

AR) = [[f(y)-g(y)]dy
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Ejercicio 19

En el intervalo dado, hallen el area de la region limitada por las curvas.
a) y=e* ; y=x-1 en [-20]
b) y=x*-1; y=1-x en [-22]

Ejercicio 20
Hallen el area de la region encerrada por las curvas.
a) y=x>; y=x’ b) y=-x"+2 ; y=x°
c) y=2x ; y=x* d y=x"-2 ; y=x
Ejercicio 21

Grafiquen laregion limitadapor xy=2 ; x=%y ; x=2y

a) Describan analiticamente la region.

b) ¢ Ofrece alguna ventaja considerar los tramos de la frontera como funciones de x 0
como funciones de y?

c) Calculen el area.

Ejercicio 22

Hallen el area de la region encerrada por las curvas

a) 4x+y*=0 ; y=2x+4 b) x+1=2(y—-2)* ; x+6y=7
Ejercicio 23

Calculen el area de la region limitada por la parabola y = x?, la tangente a esa curva en

(1,1) y elejex.

Ejercicio 24
¢Para qué valores de m larecta y=mx ylacurva y=x® definen una region?

Encuentren el area de esa region para un m fijo

Ejercicio 25
a) Calculen y llamen A al valor promedio de f (x) = x* sobre el intervalo [0,3]

b) Calculen el &rea de la region por encima dey = A y por debajo de y = f(x).
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c) Calculen el area de la region por debajo dey = Ay por encimade y = f(x).

d) Comparen los resultados obtenidos en b) y ¢), grafiquen y describan en lenguaje
coloquial.

e) Muestren que el resultado obtenido en d) es verdadero para f continua en [a,b]

b
probando que J'[f (x)— AJdx =0.

1. Volumen de un sélido de revolucion

Imaginen que el arco de curva C: y=+/x con x ¢ [0,1] gira alrededor del eje x . . .
Cada punto (X, v/x) de la curva describe una circunferencia centrada en (x,0) y de

radio /x, generandose una superficie que decimos es una superficie de revolucion.

v
X

NI

Esa superficie esta limitando un sélido que decimos es un solido de revolucion.

Podemos interpretar que dicho solido es el generado al rotar alrededor del eje x la

region comprendida entre la curva y = Jx y el eje x en el intervalo [0,1].

v

2N
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VVamos a describir a continuacion un método que nos permitira calcular el volumen de
un sélido de revolucion V 'y que reproduce, adaptandolo a este nuevo problema,
nuestro procedimiento para calcular el area debajo de la gréfica de una funcién continua
y positiva en un intervalo ¢lo recuerdan? Al valor del area de la regién comprendida
entre la grafica de una funcion f (continua y no negativa), el eje x y las rectas x=a y
x=b lo hemos aproximado sumando las &reas de rectdngulos convenientemente
elegidos. Ahora, al volumen del sélido lo aproximaremos considerando cilindros como

el que muestra la siguiente figura

Siendo el arco C la gréfica de la funcion f, continua y no negativa en el intervalo
[a,b], tomemos una particién ¢ de [a,b] por medio de n+1 puntos de division,
igualmente espaciados, esto es, consideremos n+1 puntos

a=X, <X <..<X, <X <..<X,=Db

. . . b-a
que definen n subintervalos de longitud Ax; = Xi - Xia="p
Si elegimos x e[x_,,x ] arbitrariamente, f(x’) representa el radio de un cilindro
solido V; cuyo volumen es:

Vol (V;) = [ £ (x)]? Ax,

En consecuencia, Vol(V)=>'7 [f (xi*)]2 AX.
i=1

A medida que n sea cada vez mas grande... los cilindros V; cubriran cada vez mejor al

solido V 'y por lo tanto las sumas de sus volimenes se aproximaran cada vez mas al

volumen del solido V, estoes: Vol (V) = lim > z[f (x))]"Ax,
Nn—oo -1
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Observemos el 2° miembro de esa igualdad: cada término de la suma resulta ser el
producto entre el valor de g(x)=z[f(x)]° en x=x" e[x_,x] y lalongitud de ese
intervalo Ax; =X; — X4

Siendo f continuaen [a,b] , g(x)=z[f(x)] es continua y no negativa en [a,b] y

n b
es entonces lim > = f () ax, = [z[f(QF ax
n—o0 4= A

b
Concluimos entonces que Vol (V) = I”(f (x))” dx

Ejemplo 7
El volumen del solido generado al rotar la region comprendida entre la curva y = Jx

y el eje x enelintervalo [01] es:

VO|(V)=j.7Z(x/;)2dX:7zJ1.X dX:ﬂX?Z} :72'(1—0):%72'

0

Actividad 3

Piensen ahora en la siguiente situacion:

La gréfica de x = f(y), funcién continua en un intervalo [c, d], rota alrededor del ejey.

Interpreten graficamente y repitan el razonamiento anterior para encontrar una férmula
para el volumen del sélido de revolucién correspondiente. (Como veran, el integrar con
respecto a x 0 y no depende de la caracteristica de la curva, sino del eje elegido como
eje de rotacion)

Ejercicio 26
Calculen el volumen del sdlido de revolucion que se genera cuando la region

comprendida entre y =4—x yel eje x en el intervalo [0,2] rota alrededor de:

a)elejex b)elejey
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Actividad 4
Les proponemos que traten de responder la siguiente pregunta:
¢Cual sera el volumen del solido generado al girar en torno al eje x la regién

comprendida entre los graficos de dos funciones fy g, con f(x)> g(x) en el intervalo

[a, b] ? Para responder pueden ayudarse con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8
Sea R la region limitada por y= vJ/4x e y=x

a) Al rotar R alrededor del eje x se produce un solido V con “cavidad”. No se pretende
graficar en el espacio con precision, pero, por lo menos, intentamos un esquema de una
seccion del sélido generado y nos damos cuenta de que el volumen puede obtenerse

como diferencia entre los volumenes de dos solidos V1 y V, (¢cuéles?)

Los puntos comunes son O(0,0) y A(4,4) en consecuencia

4

4 ) 4 4 4 X2 X3 4 64
voI(V)=vo|(\/1)—vol(\/2)=7rj.(\/ﬂ) dX—ﬁJ.XZdX:ﬂ'[4XdX—7T'[X2dX=7Z'47:| —7Z'—:| =—7r
0 0 0 0
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b) Si rotamos la region alrededor del eje y, también obtenemos un sélido con cavidad.
Su volumen otra vez puede obtenerse como diferencia de los volimenes de dos solidos

(¢cudles?)

| S T R - N |

No debemos olvidar que cada arco debe considerarse en este caso grafica de una

funcién dey.
2
Para el arco de parabola: x:yT ; parael segmento: x=y
4 4T 272

64 64 128

vol(vV) = z[y2dy — z[| | dy=n] =22 |= 2222

V) ”!y y ”!{4} y 7{3 5} ST
Ejercicio 27

Sea R laregion limitadapor y=x> e y=1

a) Grafiquen

b) Roten laregion R alrededor del eje x y observen el sélido que se genera.

c) Observen que todas las secciones perpendiculares al eje x del sélido son coronas
circulares. ¢Cuél es el area de tales secciones? d) (Cémo calcularian el volumen de

dicho solido?

Actividad 5
Analicen el procedimiento a emplear cuando el eje de rotacion es una recta paralela a
uno de los ejes coordenados.
a) Supongan que y =Y, eseleje de rotacion y C el arco de ecuacion y = f(x),

X e [a, b]. Al seccionar el solido en discos, ¢qué radio puede tomarse para cada uno de
ellos? ¢puede ser f(x)—vy, ? ¢por qué?
Completen la propuesta y analicen como se procede al rotar alrededor de una recta

paralela al ejey (X =X,).
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A y=f(x)

Y=Yo

v

o -} -—— o

b) En la misma forma les proponemos que analicen como proceder cuando una region
determinada por dos curvas rota alrededor de una recta paralela al eje x 0 al eje y.

Observen la grafica siguiente. (Como calcularian el volumen del solido generado por la

rotacion?
[ I’\/I/y:f()()
R :
. S y=g
5 E Y=Yo
a b
Ejercicio 28

Calculen el volumen de la esfera que se obtiene haciendo rotar la regiéon limitada por

la graficade f(x)=+/r*>—x* , alrededor del eje x.

Ejercicio 29
Calculen el volumen del sélido que se obtiene haciendo rotar en torno al eje x la region

limitada por la graficade f(x)=x* ylasrectas x=1¢€ y=0
Ejercicio 30

Calculen el volumen del sdlido obtenido haciendo rotar en torno al eje x la region

limitada por las curvas y =x e y=x>.
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Ejercicio 31
Calculen el volumen del sélido obtenido haciendo girar la region limitada por la gréfica
de f(xX)=x* ylasrectas x=1¢e y=0 entornoalarecta y=2 y luego alrededor

dex=4.

Ejercicio 32
Calculen el volumen del solido obtenido haciendo girar la region del ejercicio 29 en

torno al eje y.

Ejercicio 33

Calculen el volumen de un cono circular recto con altura h y radio de la base r.

Ejercicio 34
En los siguientes problemas, calculen el volumen del s6lido generado por la rotacion de
la region R limitada por las curvas dadas en torno al eje indicado. Aconsejamos en cada

caso graficar la region R.

a) y:f,x:l,x:4,y:0, alrededor del eje x
X

b) y=x*x=2,y=0,alrededor del eje y
c) y:\/;,x:4,y:0,alrededor del ejey
d) y=4-x*(x>0),x=0,y =0, alrededor del eje y

e) y=4-x*,(x>0),x=0,y =0, alrededor de la recta x =2

Ejercicio 35
1

5, X=1, x=3 e y=0. Planteen las integrales
X

Bosquejen la region R, limitada por y =

que permiten calcular:

a)el areadeR

b) el volumen del s6lido obtenido cuando R gira en torno del eje y

c) el volumen del sélido obtenido cuando R gira en torno de la recta y = -1

d) el volumen del solido obtenido cuando R gira en torno de la recta x = 4
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Uso de Maple

Con los siguientes comandos podran graficar un sélido de revolucion, plantear la
integral que permite calcular su volumen y obtener dicho volumen.

> with(Student[Calculusl1]):

> VolumeOfRevolution(x"2,x=0..2,output = plot);

> VolumeOfRevolution(x"2,x=0..2,output = integral);

> VolumeOfRevolution(x"2,x=0..2,output = value);

I11. Longitud de un arco de curva

Sea C el arco de curva correspondiente a la grafica de una funcion continua y = f(X)

con x e[a,b]. Los puntos A(a, f (a)) y B(b, f (b)) son los extremos de C.

v

Nuestro objetivo es encontrar una expresion que nos permita calcular la longitud del
arco C. Utilizaremos un procedimiento similar al que usamos antes para calcular areas
y volumenes.

Consideremos una particion del intervalo [a, b] formada por n+1 puntos equidistantes
@ra=X, <X <..<X_; <X <..<X, =b.

Esta particion de [a,b] determina sobre el arco C n+1 puntos Pi(x f(x))) y n

subarcos PiiP; cuyas longitudes se pueden aproximar por la longitud de los

segmentos P_,P,

A= Po
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Aplicaciones de la integral definida

long del arcoP_,P. =long P_,Pi = \/(xi —x ) +(F (%)= F (%))

Entonces:  long del arco AB = anlong P_Pi= Zn:\/(xi —x, ) +(F ()= F (%))
i=1

i=1

Si f,que sesupone continuaen [a,b], es ademas derivable en (a,b), entonces por el

teorema del valor medio aplicado a f en cada subintervalo [x, ,,x, | podemos afirmar:

existe X, (x4, ) tal que f(x)—F(x)=F"(¢)(x—x,)="F"(x)Ax

-, long del arco AB = Zn:\/(Axi P+t x)ax | = Zn:w/1+ [£ )] ax

y a medida que n sea cada vez mas grande, esa aproximacion serd cada vez mejor:
long del arco AB = Iim(zw/1+[f el Axij
n—o0 i—1

Si agregamos la hipétesis de continuidad a la derivada de f, 1+[f'(x)]* resulta

también continua (y no negativa) (analice por qué) y resulta

. long del arco AB = |Im(2\/1+[f (%) ) ij 1+ f (x)]

Conclusion:

Sea C un arco de curva de extremos A y B, gréfica de cierta funcién y = f(x)

continua, derivable y con derivada continua en el intervalo [a,b] entonces:

Longitud del arco AB =L = i,/1+(f '(x))*dx , siendo A(a, f(a)) y B(b, f (b))

Ejemplo 9

Calculemos la longitud del arco de curva y = %/F de extremos A(0,0) y B(4,8)
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Aplicaciones de la integral definida

Siendo y:f(x)z%/F es f'(x)=>x: (continua)

s [FOF :‘/1+%x :%\/4+9x y entonces

<4_9>} _ 1 {Ja57-s)

1
9 3 27

N | W

4
L8 =1J.«/4+9x dx = <.
24 2

1 (4+9x)

(verifiquen que 9 es una primitiva de +4+9x)

2

Ejemplo 10
Sea C el arco de sinusoide desde (0,0) hasta (=,0).

0.
0.4

07051 15 2 25 3
X

Enestecasoes f(x)=senx ; xe [0, 7z].
Como f'(x)=cosx (continua): LS = _[\/1+ cos? x dx
0

¢Como hallar una primitiva para calcular esta integral? Por el momento no tenemos
método para hallarla, s6lo podemos asegurar que esa integral representa la longitud del

arco propuesto.
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Aplicaciones de la integral definida

Conviene en este punto advertir que, al tomar al azar una curva gréafica de y = f(x), es

casi seguro que la integral de /1+ [f ’(x)]2 no pueda resolverse sin ayuda de una tabla

0 un software. Vamos a proponerle, para afianzar el método, resolver algunos casos

sencillos en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 36
Usen una integracion en x para encontrar la longitud del segmento de recta y =3x+5 para

1 <x <4. Comprueben el resultado usando la formula de distancia entre dos puntos.

Ejercicio 37
Usen una integracion en y para encontrar la longitud del segmento de recta 2x+6 =4y

para 0 <y <2. Comprueben el resultado usando la formula de distancia entre dos puntos.

Ejercicio 38

Calculen la longitud del arco de curva y =2x" para %<x<7

Ejercicio 39

Un cable suspendido entre dos torres eléctricas que distan 40 metros adopta forma de
. - X .
catenaria de ecuacion y = ZOCOSh(%), con -20 < x < 20, donde xe yse midenen

metros. ,Como calcularian la longitud del cable?

Uso de Maple

Con los siguientes comandos podran graficar un arco de curva, plantear la integral que
permite calcular su longitud y obtener su valor.

> with(Student[Calculusl]):

> ArcLength(t"2,t=0..5, output=integral);

> ArcLength(t"2,t=0..5, output=plot);

> ArcLength(t"2,t=0..5, output=value);

> evalf(%);(este comando da el valor aproximado del resultado previo)
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Integral indefinida

Como hemos visto, el problema del célculo de la integral definida de una funcion
continua en un intervalo queda resuelto una vez hallada una primitiva de la funcion. A
esta altura hemos llevado adelante dicha busqueda con éxito para diversas funciones.
Pero encontrar primitivas no siempre es sencillo (;cual es por ejemplo, una funcion

1—Inx?
XZ

cuya derivada sea igual f(x)=

No hay reglas que nos conduzcan, a través de su aplicacion sistematica, a la
determinacion de las primitivas de una funcion. Conoceremos si, en las siguientes
paginas, ciertas técnicas que pueden aplicarse en determinados casos. Introducimos

antes una notacion que resulta comoda.

Recordemos que si F(x) es una primitiva de f(x), entonces toda otra primitiva tiene la
forma F(x) +C siendo C una constante arbitraria. F(x)+C se llama primitiva general

de f(x).

El simbolo If(x) dx (que se lee “integral indefinida de f con respecto a x”)
representa la primitiva general de f(x). Asi, jf(x) dx=F(x)+C donde F(x) es

una primitiva de f(x).

Ejemplo 11
J-1 dx =In|x| + C
X

Inx six>0

Verifiquenlo derivando la funcion F(X)=|”|X|:{|n( x) six<0
— <

La igualdad anterior es valida en cualquier intervalo de nimeros reales que no contenga

al cero.

Ejercicio 40

Resuelvan las siguientes integrales indefinidas. (Recuerden verificar sus respuestas asi
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

como observar los intervalos de nimeros reales en donde las mismas tienen validez)

) [(x* +3) ax b)'[)&%zxsﬂdx c)j#dx
X
d) [y*(y* -3)dy ) [ +1f o f)j#dx g)j\/:de

h).[x—l2 dx i) J'% dx i) I(cos(3x) +3senx)dx

Técnicas de Integracion

I. Método de sustitucion

Supongamos que nos piden resolver I (x* +3x)30(4x3 +3)dx

Alguien podria proponer desarrollar la potencia 30 del binomio, distribuir el producto
con el otro factor y asi reducir todo a integrar potencias, pero ¢seria practico eso? ¢Se
animarian a desarrollar la potencia 30? Bueno, no lo intenten siquiera, ya que Si

llamamos g(x) = x* +3x entonces g'(x) =4 x*+3 y tendriamos:

[loe0l "g'(0 dx

Observen que, de acuerdo con la regla de la cadena, el integrando no es otra cosa que la

derivada respecto de x de [91(;1)]31 y, por lo tanto,

*+3x) " (4x° +3)dx = g dx = 1901, o _ [ +3"
I(x +3x) (4x +3)dx I[g(x)]g(x)dx e tX e

Intenten ahora resolver Isenzox cos X dx
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Lo que hemos hecho en el ejemplo es una simple sustitucion. EI método que permite
resolver una integral indefinida (o sea, hallar la primitiva general de una funcion) de

esta manera se conoce como método de sustitucion que se puede formalizar diciendo:

Si u=g(x) esuna funcion derivable y F es una primitiva de f entonces:

[ f(909) g'(x) dx =] f(u) du=F(u)+C=F(g(x))+C

Ejemplo 12

Si queremos resolver | = I(2x+3)cos(x2 +3x)dx podemos intentar u=x*+3x Y
entonces du = (2x + 3)dx.

Esto nos permite transformar la integral en I cosu du

La respuesta es entonces: 1 =senu+C =sen (x* +3x)+C

Ejemplo 13
Si queremos resolver 1= I(sz +1X5x3 +3x—8)dx podemos intentar u=5x°+3x—8

y entonces du=3(5x* +1)dx.
Esto nos permite transformar la integral en J' u %du

2
Larespuestaesentonces 1=t ,c-Y(5cax-8f +cC
32 6

Cabe acotar (aunque obvio sea) que no siempre vamos a tener una situacion tan

favorable y serdn necesarios entonces otros recursos para calcular integrales.

Podriamos mediante un sencillo ejemplo, ilustrar el comentario anterior:

Si 1= _[(x2 +1)3x2 dx y hacemos u=x2?+1 entonces du=2xdx. Reemplazando

. . X - . .
en la integral quedaria Iu3 Edu. Por linealidad podriamos pasar % al frente del signo
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

integral, pero no podemos hacer lo mismo con el factor x restante (;por qué?), de

manera que no conseguimos una integral de la forma _[f(u)du que podamos resolver.

(Tal vez quieran intentar otra posible eleccion de u, si la hubiera, y ver si tienen mejor

suerte. . .)

Ejercicio 41

Resuelvan las siguientes integrales aplicando el método de sustitucion:

arctg x In x 5 )
a)j L dx b) IT dx c)jtg X sec” x dx d)f tg x dx

e)Icot g x dx f) j3x4(2x5 +9)3 dx g) J.cos(3x+ 2)dx h)_[ XV x? +4 dx

i) I% VZX::A'dx j)j(l+%)2(ti2jdt k)j? dx 1) [ xsen( x* Jx

m) Ixexz dx n)J'

¢ — dx 0) J.(senx +c0s x )’ dx p) j sen x sen(cos x)dx
1+e

Ejercicio 42
Hallen una primitiva para cada una de las siguientes funciones

1/x

a) f (x) = x—e* b)f(x)=e*(l—e™) c)f(x):eX2
6cost 2(y2 2 4 s )2
ol)f(t)_m e) f (t) = 4tsec? (t? Jtg (t?) f)f(s)=e"(+e°)

0 f= 2 mim=— D)= FX)=
X t°+4 4+ X 4 — x2
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Cambio de variable en integrales definidas

5
De acuerdo con lo que hemos visto, para calcular la integral definida f x(x* +1)%dx
-1

debemos: 1°) buscar una primitiva F de  f (x) = x(x* +1)°

2°) aplicar la Regla de Barrow.

En este caso, para buscar F es conveniente aplicar el método de sustitucion a la
integral indefinida:

Ix(x +1 _—Iu3du— 84 C:M+C

8

- _(x*+D!

O sea que, una primitivade f(x) es F(x) = B
4 4

Luego, jx(x +1)%x = F(5) - F(- 1)_%—%

Observen que se podriamos haber resuelto de otra manera:

5 26 4 .
J‘x(x2+l)3dx:lju3du:26 2
29 8

-1

8

Resulta mucho mas sintético ¢verdad?

El ultimo procedimiento se puede sintetizar como sigue:

Llamamos u=g(x) y entonces du = g'(x)dx. Reemplazamos en la integral y cambiamos
los limites de integracion considerando que cuandox=a es u=g(a) Yy cuando

X=Db es u=g(b). Se tiene entonces:

g(b)

j f(9())g'(dx = [ f(u)du

9(a)
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Ejercicio 43
Resuelvan las siguientes integrales definidas.

a) Iln_xdx b) j.x\/x2+4dx c) I(eX—Z)Z dx

1 0 0

7 1 @ X
d) j cos(%) dx 6) _c[te dt f | dx

I1. Integracion por partes
Recordemos que si u'y v son funciones derivables de x, entonces:
D, [u) v(x)]=u"(x) v(x) + u()v'(x)
integrando ambos miembros: u(x) v(x) :.[u(x)v'(x) dx + jv(x)u'(x) dx
pero V(X)dx=dv vy u’(x)dx =du
entonces u(x) v(x) = Iu(x) dv + Iv(x)du

Sintetizando:

ju dv =uv — Ivdu

Esta formula traslada el problema de integrar u dv al de integrar v du.
Con eleccidn apropiada de u y dv, la 2da integral debe ser mas simple. No son muchas
las opciones, pero al no haber reglas fijas es solo cuestion de probar. La préactica del

método, permite " intuir " la eleccidn adecuada.
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Ejemplo 14
jxexdx

Vean que el método de sustitucion no es aplicable en este caso. Si hacemos (es una
2

posibilidad) u=e* y dv=xdx tenemos: du=e*dx y v=X?

y, al aplicar la formula de integracion por partes:
2 2
X X
Ixexdx =e — — I—exdx
2 2

¢Qué ocurrid? la 2da integral es mas "complicada" que la original ya que ahora tenemos

segunda potencia de Xx.
Probemos la otra posibilidad: u=x dv=e*dx
entonces: du=dx v=¢g*

y remplazando en la férmula queda: Jxex dx=xe* — jex dx (jla segunda integral

es inmediata!)

Conclusion: IxeXdX: xe* —e*+C

Con respecto a este ejemplo, podriamos concluir que la eleccion para u es la potencia de X,

pues al formar el diferencial se reduce una unidad (¢esto sera siempre asi?)

Ejemplo 15
_[ xIn x dx

Si " copiamos " el esquema anterior, hariamos: u=x 'y dv=Inxdx

de donde: du=dx vy...¢que resultaserv?
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Integral indefinida- Técnicas de integracion

Se nos presenta el problema de obtener una antiderivada de Inx Yy eso no lo sabemos!!

Si cambiamos la eleccion: u=Inx A dv=xdx

2

entonces: du = de A V= X
X 2

2 2
, X X° 1
y al reemplazar en la formula: Ix In x dx :—2 Inx — I—Z .= dx
X

: 1 2
En este caso la segunda integral se reduce a: EIX dx = X? +C

2 2
.[xlnxdx=x—lnx - X—+C
2 4

Como podemos ver, no funcioné elegir u como la potencia de x, en consecuencia, no
podemos establecer una regla, pero convenimos en que disminuir el grado de una potencia

de x, por medio de la diferenciacidon, es una posibilidad que debe intentarse.

Actividad 6

a) Les proponemos que resuelvan _[Xzex dx. De acuerdo con el ejemplo 14, Uds.

NG dv = e*dx

decidiran tomar u

X

en consecuencia; du=2xdx v=e

Aplicando la formula: szex dx = x* e* — j2xex dx

Pueden entonces observar que la eleccion fue adecuada, se redujo el grado de la potencia,
pero la 2da integral requiere a su vez, una nueva integracion por partes. Completen el
resultado.

Pregunta: ¢Cuéntas veces deberian aplicar el método para obtener una primitiva de

f(x) = x"%*?
b) Resuelvan ahora Iex cos x dx

En este caso tienen el producto de dos funciones trascendentes, no hay ninguna potencia

que requiera reducir el grado. Pueden entonces probar con cada una de las alternativas.
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X

Si u=e* y dv=cosxdx entonces: du=e*dx y Vv=senx

y al aplicar la formula: Iex cosx dx =e*senx —Iex sen x dx 1)

La 2da integral es del mismo tipo que la dada originalmente. Les sugerimos que vuelvan

X

a aplicar el método con ellatomando anora u=¢€e* y dv=senxdx (sino se

equivocan con los signos van a tener como 2% integral nuevamente a la pedida) y que

reemplacen en (1) la expresion obtenida. Despejando Iex cosXx dx obtendran:

jexcosxdx _ e senx+e’cosx ‘C
2
Ejercicio 44
Resuelvan:
a)J.x2 cos x dx b)_[x sen x dx c)jx sec® x dx d)jln X dx
e)_[arctg X dx f)j arcsen x dx g).[(ln x)? dx h)j sen (In x) dx
Ejercicio 45
Calculen:

a) el area da la region limitada por las graficasde y=Inx;y=0;x=6

b) el area de la region limitada por las graficasde y =arcsenx;y=0;x= 73

Ejercicio 46
La region limitada por las graficasde y=Inx; y=0; x =5se hace girar alrededor del eje

X. Hallen el volumen del sélido generado.

I11. Integrales Trigonométricas

Muchas integrales indefinidas que comprenden productos y potencias de funciones

trigonométricas se pueden calcular con ayuda de identidades trigonométricas.
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Ejemplo 16

_[senz xdx y J'cos2 X dx

Para tratar estos integrandos, debe tenerse en cuenta que:

cos? x+sen’x = 1 @

cos? X —sen’x = cos2X  (2)

Sumando miembro a miembro (1) y (2) se obtiene cos’x = ¥ (1 + cos 2X)

Restando miembro a miembro (1) y (2) se obtiene sen® =

) 1-cos2x 1
Luego: _[senzxdx = -[T dx = Ej'(l—cos 2X)dX = ......
1+ cos 2x 1
jcoszxdx = Ide = EI(1+ oS 2X)dX = .......
Ejemplo 17

J'tgzxdx y jcotgzxdx

En este caso usaremos que: tg°x=sec’x — 1 ()

cotg®x =cosec’x — 1 (2
Verificaremos (1) (hagan Uds. lo mismo con (2)):

,  sen’x 1-cos®x 1
lg°x= 2y 2 = 2
cos’X  cos®X  cos® X

Y (1 - cos 2X)

(completar)

(completar)

—1l=sec’x-1

En consecuencia: jtg Zxdx = I(secz X —1)dx = jsec2 X dx — jdx =tgx—x+C

Completen la otra integral.

49



Integral indefinida- Técnicas de integracion

Observacion

El método para calcular J.sen2 xdx y jcos.2 X dX se puede usar también para calcular

Isen“ xdx vy ICOS” X dX cuando n es un entero positivo par.

Ejemplo 18

j sen’ x dx

J.sen“xdx = I(senzx)z dx =I[#T dx = %I(l— 205 2X +C08% 2X)dX = ........

completen el calculo teniendo presente que cos?2x = % (1 + cos 4Xx).

Ejemplo 19

_[ sen® x dx

jsen3xdx =fsen2x sen x dx =.[(1—cos2 x)-sen x dx =jsenx dx — Icosz X -senx dx =

cos® x

=—COSX + + C

n-Xx

) . se
De la misma forma se obtiene: jcos3xdx = Senx —

Ejercicio 47
La grafica de la region limitada por: y=x+senx;y=0;x=~ gira alrededor del eje x.

Calculen el volumen del sélido resultante.
Ejercicio 48

Resuelvan

a) J'sec2 x dx b) Itgzx dx c) jtgsx dx
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d) jcos ec2xdx (Indicacion: tengan en cuenta que sec’x= 1+ tg? x )

Ejercicio 49

Resuelvan las siguientes integrales indefinidas teniendo en cuenta que:

sen A-cos B = 1[sen(A— B) + sen(A+ B)]
sen A-senB = 1 [cos(A— B) —cos(A + B)]

cos A-cos B

1[cos(A - B) +cos(A+ B)]
a) _[ sen2Xx - cos 3x dx b) j sen8x - sen3x dx

C) jcos 4x - cos5x dx d) jsenSx -sen5x dx

IV. Integrales del tipo [va®-x* dx, [va®+x* dx, [vx* —a® dx

Sustituciones trigonométricas

Ejemplo 20
Consideremos el problema de hallar el area de la region limitada por la elipse

XZ y2

—+
16 9

Podemos observar que debido a la simetria que guarda con respecto a los ejes, podemos

calcular el area en un cuadrante y multiplicar por 4.

—

v
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Integral indefinida- Técnicas de integracion
Despejando “y” tenemos: y= i§\/16 —x?
A 37
entonces: e ZI\/16 —x* dx
0

4
0 bien: A:3~|‘\/16—x2 dx
0

Resolver esta integral no es tan sencillo . . . requiere de una sustitucion adecuada.

Si hacemos X =4senu , dx=4cosudu
X=0 = 0 =4senu .. u=0
X=4 = 4=4senu = 1=senu .. U=7%

4 7% %
y tenemos: _[\/16—x2 dx = _[4cosu -4cosu du =16fcos2 udu=
0 0 0

% 7%
=EJ'(1+c032u)du =E(u+ sen2uj =E(u +cosusenu)l’ =4x
2] 2 2 2

0
Les encargamos que completen el calculo.
Nota:

En este ejemplo vimos que la sustitucién x = 4 sen u result adecuada para transformar el

integrando en una funcién con primitiva casi inmediata. El problema requirié ademas —ya

que se trataba de una integral definida- la modificacion de los limites de integracion.

. P . y T T T
Aungue no se menciond, la sustitucion propuesta es valida para —Egu SE' ya que

implicitamente se esta utilizando la inversa de la funcion seno.

Teniendo en cuenta la identidad trigonométrica sen’u+cos”®u =1, en una integral del

tipo _|.\/a2 —x? dx (como la del ejemplo anterior) cabe proponer la sustitucién x = asen
— 2 2 2 2 2 2 2 2

U o x=acosu (yaque deesamanera a“—x“=a“cos‘u 0 a“—x"=a‘sen‘u y

dx =acosu du o dx =-asenu du resultando mas sencilla la integral en la variable u)
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Considerando las identidades trigonométricas dadas, traten de encontrar una sustitucion

adecuada segun sea la forma del integrando y completen el siguiente cuadro:

Forma del integrando Identidad Sustitucién adecuada
trigonométrica
X=asenu
a? — x2 sen’u+cos’u =1 0
X =acos u
aZ + x2 cosh?u—senh’u =1
%% _ 32 cosh? u—senh’u =1
Ejercicio 50
, T . x? y?
a) Hallen el area de la region limitada por la elipse = +b7 =1.
a

b) Hallen el area de la region limitada por la circunferencia  x* +y*=a

4
¢) Calculen I\/xz —1 dx
1

2

V. Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales

Ejemplo 21

Supongan que deben resolver I X—+de

X?+x-2
Para tratar de expresar el integrando en una forma sencilla corresponde preguntarse:

¢Se pueden dividir esos polinomios? La respuesta es NO. (¢Por que?)

¢Se puede factorear el polinomio del denominador? ¢Cuales son las raices?
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X2 +x—2=(x-1)(x+2)

X+5 X+5

| _
e manera que X2 +x—2 (x—1)(x+2)

Veremos que ese cociente puede expresarse como suma de fracciones mas simples
(fracciones parciales). Mé&s precisamente: veremos que es posible hallar constantes Ay B
tales que

X+5 A N B
(x=D(x+2) x-1 x+2

(*)

Si se opera con el segundo miembro de (*) obtenemos:

A N B  A(X+2)+B(x-1) Ax+2A+Bx-B
x—1 x+2  (x+2)(x-1)  (x=-)(x+2)

Ax+2A+Bx-B X+5
(x-D)(x+2)  (x=-1)(x+2)

Esta fraccion tiene coincidir con la original, o sea:

Para que las fracciones sean iguales deben serlo los numeradores debido a que los

denominadores lo son.

Igualando los numeradores (A+B)x+(2A-B)=x+5
y por ende A+B=1y 2A-B=5 (¢,Porque?)
) . . A+B=1 )
Resolviendo el sistema de ecuaciones IA_B =5 se obtiene A =2 ,B=-1

Reemplazando en (*) la fraccion dada se puede expresar como suma de fracciones

X+5 2 N -1
(X=D(x+2) Xx-1 x+2

parciales:

Ahora ya estdn en condiciones de resolver la integral.
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El procedimiento seguido para resolver la integral del ejemplo anterior se llama método de

fracciones parciales o método de fracciones simples.

P(X)

Este método se usa para integrar funciones racionales f(x):ﬂ donde P y Q son
X

polinomios y el grado de P es menor que el grado de Q (si el grado de P fuera mayor o

igual al de Q, ¢qué harian ustedes?)

Sucede que toda funcion racional f(x) = en la que el grado del numerador es menor

P()
X

que el grado del denominador puede descomponerse como suma finita de fracciones

Bx+C
(x+a)' (x2 +bx+c)"

(simples) de la forma donde nym son enteros positivos y

A, B,C,a,b y ¢ son constantes reales con la condicion b? —4c <O0.

Describiremos a continuacion el método y les mostraremos por medio de algunos
ejemplos cdmo se obtienen las fracciones simples. Les recomendamos que antes de seguir

avanzando repasen descomposicion factorial de polinomios.

Descripcion del método de fracciones simples

Dada I@ dx donde Py Q son polinomios y el grado de P es menor que el de Q

Q(x)
1°) Factorizamos el polinomio Q(x) como producto de factores irreducibles.

2°) Segun sea la factorizacion de Q(x) obtenida, proponemos una descomposicion

de %como suma de fracciones parciales. Por ejemplo:
X

OX) = (x+1)(x+2)(x-4) (Q(x)esun producto de factores lineales distintos)

P A B C

Se propone en este caso : = ¥ +
Q(x) (x+1) (x+2) (x-4)
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i) Q(x) = (x-1) (x +1)* (el factor lineal (x + 1) esta repetido)
Px) A . B C

Se propone en este caso : - +
Q(x) (x-1) (x+1) (x+1)?

i) Q(X) = (x +3) (x*+1) ( (x¥*+1) es un factor cuadratico irreducible )
P(x) A N Bx+C

Se propone en este caso : -
Q(X) (x+3) (x*+1)

iv) Q(X) = (x + 2) (x* + 4)* (hay un factor cuadratico irreducible repetido)

P(x) A +Bx+C Dx+E

Se propone en este caso : = +
Q(x) (x+2) (x*+4) (x*+4)°

3% Determinamos las constantes A, B, C, D, E , etc en la forma sugerida en el primer

. . ., P(x
ejemplo y reemplazamos los valores obtenidos para obtener la expresion de % como
X

suma de fracciones simples. La integral f@ dx podréa asi resolverse como una suma de
Q(x)

integrales.

Nota:

Si el grado de P es mayor o igual al de Q se pueden dividir esos polinomios y expresar

f(x) = P& _ S(x) + R siendo el grado de R menor que el grado de Q
Q(x) Q(x)
Ejercicio 51
Resuelvan:
dx x*—x+1 2X° —X+4
a b ————ax C ———dx
) J‘x2—4 ) Ixz(x—l)3 ) I X° + 4x
1-x+2x> —x° x* +1 1
d dx e dx f ——dt
) I X(x? +1)° ) sz —X ) I(t+4)(t—1)
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Hemos estudiado sélo algunas de las muchas técnicas de integracion que existen.
Habran notado que no basta saber como utilizarlas sino que es preciso ademas saber
cuando. En el célculo de una integral indefinida esta presente un problema de
reconocimiento: hay que reconocer qué regla o técnica utilizar para encontrar una
primitiva. Nos ocuparemos en breve del empleo de tablas de integrales o Maple pero

antes debemos aclarar que

No siempre se puede encontrar la expresion de la integral indefinida de una funcion

continua en términos de funciones elementales

(A qué nos referimos con “funciones elementales”? A todas las que ustedes conocen y
a las que se pueden obtener a partir de éstas por medio de las cinco operaciones: suma,

resta, multiplicacién, division y composicion.

- - 7 2 - 7y -
Consideren la funcion f(x) =e* . Como esta funcion es continua para todo x e R

existe F(x)= J e dt para todo X €R vy, por el Teorema Fundamental del Calculo
0

Integral, F'(X)= f(x)= eX . Sucede que F(x) no es una funcion elemental.

Esto significa que no importa cuénto lo intenten, nunca podran encontrar la expresion

de F en términos de las funciones que conocen.

Lo mismo se puede decir por ejemplo, de las funciones integrales de

X

g(x) = e? h(x) = sen(x?) I(x) = cos(e”)
k(xX) = « x®+1 s(x) = senx t(x) = L
X In(x)
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Haciendo uso del Teorema Fundamental del Calculo Integral y estudiando intervalos
de crecimiento, decrecimiento, extremos locales y absolutos y concavidad es posible al
menos encontrar en forma aproximada la grafica de cada una de las funciones integrales

de esas funciones. Esa es la tarea que les proponemos en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 52
Estudien y grafiquen las siguientes funciones

edt (funcion error) b) Is (x) = Ise:ﬂdt
0

a) ferr(x)=

O ey <

2
Jr

Integracion mediante tablas y programas de algebra simbolica (PAS)

Las tablas de integrales y los PAS son en la préactica muy usados para resolver integrales
que tienen cierto grado de dificultad.

Cuando usamos una tabla de integrales es frecuentemente necesario realizar un cambio
de variables o alguna simplificacidn algebraica en la integral dada para poder resolverla

usando alguna de las integrales que aparecen en la tabla.

Ejemplo 22

x2 +12

5 dx usando una tabla de integrales.
X°+4

2
Hallemos _[
0

En una tabla de integrales encontramos:

1
J. zduz =~ tant L+
a?+u a a

Tengan en cuenta que tan™ (%)= actg(%)
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2
X®+12 14 8

X +4 x* +4

Podemos escribir:

2 2 2 2
luego: .[X +12dx = J'(1+ 8 jdx =2 + 8I 21 dx
0

Ahora se puede usar la formula de la tabla con a =2 para obtener:

2 x? 412 1 X))’ p
I ——0dx =2 + 8 —arctg(—j =2 + darcg(l) = 2 + 4= =2+7x
) X°+4 2 2)), 4

Resultados obtenidos con Maple:

Con los comandos siguientes se obtiene una primitiva y la integral definida.

>int((x"2+12)/(x2+4),X);
Rta: x + 4 arctan(x/2)

>int((x"2+12)/(x"2+4),x=0..2);
Rta: 2+=n
Observen que en la respuesta que corresponde al primer comando no aparece la

constante C.

Ejemplo 23
Hallemos una primitivade f(x) = x*sen(x)

.En una tabla de integrales encontramos:

_[u” senudu = -u" cosu + n _[u”‘l cosu du

Sustituyendo en la férmula u por x y n por 3 obtenemos:

_[x3senxdx=—x3cosx + 3 szcosxdx
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Buscamos a continuacion en la tabla una férmula adecuada para sz Cos X dx

jxssenxdx = —x*cosx + 3 (xzsenx—zjxsenxdx) =

=—x®cosx + 3x*senx—6(senx—xcosx+K)=

=-x3cosx + 3x*senx— 6senx+ 6xcosx + C

Verificamos usando Maple:
> int(x"3 *sin(x),x);

Rta: —x3cosx + 3x?senx— 6senx+ 6Xcos X

Ejemplo 24
1
3X+2

Hallemos una primitivade f(x)=

En una tabla de integrales encontramos:

Id—u =In|u +C
u

Si sustituimos 3x+2 poru y dx por (1/ 3)du se tiene:

j 1 dx = lpdu _1 Inju +C :lln|3x+2| +C
3X+2 37 u 3 3
Con Maple:

>int(1/(3*x+2),X);

Rta: %In(Bx +2)

Nota:
En el resultado no aparecen las barras de valor absoluto. Esta formula es valida si

x>_3. Si se esta interesado en otros valores hay que agregar las barras de valor
3

absoluto.

Los distintos programas de algebra simbolica varian en su forma de procesar las

integraciones. Aun cuando los PAS son muy potentes y nos pueden ayudar a resolver
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problemas dificiles, cada PAS tiene sus propias limitaciones. Incluso hay casos en los
que un PAS puede complicar mas el problema, por cuanto proporciona una respuesta

extremadamente dificil de usar o interpretar.

Ejercicio 53
Resuelvan usando tabla de integrales y Maple. Comparen los resultados obtenidos.

a) .[xz 5-x* dx c) Isen3xcoszxdx

b) [—2_ d
)I\/x2—4x "

d) jﬁ e) [x‘e*dx ) [tg®x dx

Ejercicio 54
i) Resuelvan las integrales usando Maple

a) J-In_x dx I— dx c) Iln_x dx

Observen los integrandos y los resultados de a) ,b), y ¢) y digan cuéles son las

similitudes entre ellos.

In x
ii) Teniendo en cuenta lo observado traten de predecir una férmula para _[
Averiguen si el resultado es correcto usando Maple.

) , In x
iii) ¢Cudl es la formula para I—ndx, n>27?
X

Integracion aproximada

Si f(x) escontinuaen [a,b] y F(x) esuna primitiva de f(x), como sabemos es:
b
j f(x)dx dx=F(b)—F(a) (Reglade Barrow)

Cuando no es posible obtener F(x),a pesar de ser f(x)continua en [a,b], resulta

necesario recurrir a métodos de calculo aproximado.
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Ademas, si no se conoce la expresion analitica de f (x) sino una tabla de valores- que

puede eventualmente provenir de resultados experimentales — tampoco es posible
aplicar la regla de Barrow.

Para obtener aproximadamente el valor de la integral ya describimos en el comienzo
y motivados por la busqueda del area bajo una curva, un método de aproximacion por
medio de sumas de areas de rectangulos aproximantes construidos a partir de la division
del intervalo. Supongamos ahora que en vez de aproximar con rectangulos, lo hacemos

con trapecios (¢;mejor aproximacion?). Pasamos a describir el procedimiento:

Sea y=f(x) con xela,b].
Supongamos conocidos los valores de f Yo, Y1, Y2, .....¥n-1, Yn €N puntos equidistantes

a=Xg, X1, X2,  .uus Xn-1, Xn=Db siendo h=Xj+1 - X;

Al sumar las areas de los trapecios inscriptos se tiene una aproximacion del area de la

region bajo la curva 'y en consecuencia una aproximacion de la integral.

Recordemos que el area de un trapecio es A = % (b+B)h B

En consecuencia:  Area (Xo, Ao, A1, X1) =% (Yo+Vy1)h

Area (x1, A1, Ag, %) =% (y1+Y2)h
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Area (Xn-1, An-1, An, Xn ) =% (Va1 +Yn)h
y sumando resulta: Area = (% Yo+Vi+VYo+ ..+ Yn1+%Yy,) h

jif(x)dx;(%+P+I)-h

siendo: E = yo + yn (suma de ordenadas extremas )
P
I

suma de ordenadas de subindice par

suma de ordenadas de subindice impar

Nota:
Esta forma de aproximar el area (la integral) por medio de trapecios es conocida como

Formula de los Trapecios.

Ejemplo 25 (muy sencillo)
12

Calculemos IXZ dX por la formula de los trapecios, dividiendo el intervalo en once
1

partes iguales.

_b—a_12—1_1
n 11 Yo=1 vy, =4, y,=9 . . .y,=144

h Xo=1 X =2, X;=3,. . .,Xx,=12

12

Aplicando la formula : jXZdX = (%+4+9+16+25+ 36+ 49 + 64+ 81+
1

100 + 121 +%144).1 = 577,5

Ahora, calculen ustedes el valor exacto de la integral y comparen el resultado obtenido.
Como ya sabemos, si aumentaramos el nimero de puntos de divisién mejorariamos la

aproximacion.

Ejemplo 26

2

Hallemos el valor aproximado de | = _[\/4+ x® dX tomando n =4

0
(en este caso h = 0.5)
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Construimos la tabla de valores:

X 0 0.5 1 1.5 2

y 2 2,031 2,236 2,716 3,464

N

(2.2 +2,031+2,236 +2,716 +%2.3,464) .05 = 4,858

Nota:

Si n =10 obtenemos | = 4,826 (puede comprobarlo)

Consideraremos en los siguientes ejercicios casos donde no se conoce la funcién pero si

valores de la misma, obtenidos a través de lecturas o datos recogidos.

Ejercicio 55
El velocimetro de un auto se observé cada minuto y las lecturas de la velocidad V se

anotaron en la tabla siguiente

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(min)

V|65 |72 |84 |95 |108 |110 |110 |96 |82 |75
(km/h)

Estimen la distancia recorrida por el vehiculo:

a) Con la suma derecha y la suma izquierda. Noten que esto implica suponer velocidad
constante en cada intervalo

b) Una idea tal vez mejor seria suponer que la velocidad varid linealmente en cada
intervalo. Obtengan una estimacion de la distancia recorrida formulando esta
hipotesis.

c) Comprueben, interpretando geométricamente, que el proceso efectuado en b)

consiste en cambiar los rectangulos de aproximacion por trapecios.

Ejercicio 56
El precio de la madera se expresa en $/m°. Para estimar el volumen de un tronco de
cedro de 12 m de largo, se midié su circunferencia a intervalos de 1 metro, obteniéndose

los siguientes valores (use regla del trapecio)
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x [T 2 [3 T4 [5 J6 [7 [8 [9 Jo J11 [12
(m)

C |140 (132 |129 |119 (115 |110 |[101 |97 94 89 84 80

(cm)

Estimen el valor de venta del tronco, a un precio de 78% por metro cubico.

Ejercicio 57

5140
Calculen j f (x) dx conociendo la siguiente tabla de valores:
5100

X 5.100 5.110 5.120 5130 5.140

f(x) 8,53700 8,53895 8,54051 8,54286 8,54481

Observacion: la tabla de valores corresponde a f(x)= In x cuya primitiva es

F(x) =x (Inx-1). Comparen resultados

Ejercicio 58

Comprueben que In2=|=dx =0,693147

= S N

1
X

Uso de Maple

Le presentamos aqui el céalculo aproximado de algunas integrales definidas usando la
Férmula de los trapecios. Observe que de acuerdo a la salida (output = value, sum, plot,
0 animation) se obtiene el valor, la expresion de la suma, el dibujo o la animacion.
Cuando la salida no esta especificada, la respuesta es el valor. Con la opcion partition
= se puede modificar el namero de subintervalos considerados.

Si se desea aproximar usando sumas a izquierda, derecha o la regla del punto medio

hay que cambiar el método (method = left, right o midpoint)
> with(Student[Calculus1]):

> Approximatelnt(sin(x), x=0..5, method = trapezoid);

> evalf(%);
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> Approximatelnt(sin(x), x=0..5, method = trapezoid,
output=sum);

> Approximatelnt(x*(x - 2)*(x - 3),x=0..5,method = trapezoid,
output = plot);

> Approximatelnt(tan(x) - 2*x, x=-1..1, method = trapezoid,
output = plot, partition = 50);

> Approximatelnt(In(x), x=1..100, method = trapezoid,

output = animation);

Con el objetivo de comparar el valor de la aproximacion por los distintos métodos,

100

calculen en forma aproximada J'— dx wusando: formula de los trapecios, sumas a
X

1

izquierda, a derechay la regla del punto medio.
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Autoevaluaciones

Las siguientes “autoevaluaciones”, al igual que las que aparecen al final de cada una de
los capitulos posteriores, se proponen como actividades para realizar en forma

individual.

Autoevaluacion 1

b
1. ¢;Cual es la interpretacién geométrica de jf(x) dx si f(x)>07?

b
2. ¢Cual es la interpretacion geométrica de I f(x)dx si f(x)toma valores tanto

a

positivos como negativos? llustre su respuesta con gréaficos.

3. Sir(t) es la velocidad a la cual fluye el agua hacia un depdsito ¢;qué representa

5}

[ryde

4
4. Suponga que una particula se mueve hacia uno y otro lado a lo largo de una recta con
una velocidad v(t) medida en cm por seg. y una aceleracién a(t) a) ¢Cual es el
120 120

significado de [ v(t) dt? b) ¢Cual es el significado de [|v(t) dt? c) ;Cudl esel
60 60

120

significado de [a(t) dt?
60

X
6. Escriba la expresion analitica de jtzdt
2

7.Sih(x) = Jx’tzdt entonces h(2)=........, h(S)=......., h(-1) =..........

8.Si es f escontinua y f(x)>0 paratodo XE[O,].] entonces la funcion integral

g(x)= .[ f (t)dt representaparacada xe[01]............cccooiiiiiiiiii
0

9. Enuncie el teorema fundamental del célculo integral.
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d d
10. — (| t2dt) = oo — ([P = o,
dx ('zf : dx(-!. )
senx .
L — six=0 .,
11. La funcion g(x)=< x es una funcion ..................... y por lo tanto,
1 six=0

en virtud del Teorema fundamental del calculo integral diU g(t)dt} =
X 0

12.Encuentre una funcion f y un valor de la constante a tales que

Zj f(t)dt=2senx-1

13.Si f escontinua y ademas If(t) dt =x cos(m x), entonces f(4)=............
0

. . 1 si0<x<3 ) ., .
14.Grafique la funcion f (x) = _ . Escriba la expresion analitica de
2X SI3<x<5

X

g(x) = j f (t)dt

0

15.Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus
respuestas

a) Si f y g son funciones continuas en [a, b] entonces
b b b
[(F00+909) dx = [ £(x) dx+ [ g(x) dx
b) Si f y g son funciones continuas en [a, b] entonces

j(f(x)g(x)) dx:jf(x) dx.jg(x) dx

3
c) Si f' es continua en [1,3] entonces Jf’(v) dv=f(3)-f()
1
d) Si f y gson funciones continuas en [a,b] y f(x)<g(x) ¥x < [a,b]entonces

j.f(x)dxgjg(x) dx
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2
e) 2s_[[x+ex2]dxs4+2e4
0

) Si f es continua en [a, b] y derivable en (a ,b) entonces existe ce (a ,b) tal que

o -1

g) Si f es continua en [a,b] entonces existe ce (a ,b) tal que

j- f (x)dx

Q="

2
h) i una funcién f es continuaen [-1,2] y [ f(x)dx=18 entonces f toma el valor 6
e

al menos una vez en el intervalo [—1,2].

i) El valor promedio de L enelintervalo [13] es %In(B)
X
2
j)j(x —x*)dx representa el area debajo de la curva y = x —x® desde 0 hasta 2.
0

16. Calcule el area de la regién comprendida entre las curvas y=+/x e y=2 en el

intervalo [0,9]

17. Sea R la region del plano limitada por x=y?, y=2 y x=0 . Calcule el volumen

del s6lido de revolucion que genera R al rotar:

a) alrededor del eje x  b) alrededor de larecta y =2

18.Plantee el calculo de la longitud del arco de parabola x = y? de extremos (0,0) y

(4.2)
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Autoevaluacion 2
1. ¢ Que significa hallar una primitiva de cierta funcion y = f(x)?

2. ¢Cuantas primitivas admite una funcion?

X

3. Sea f continua. Si F(x) es una primitiva de f(x) entonces g(x) = I f(t)dt
0

y F(X) difieren en .......cccccovvvvviiniienienienne

4. ¢A qué se llama primitiva general de una funcién?

5. ¢Cual es el significado de I f(x)dx?
b
6. ¢,Qué relacion hay entre I f(x) dx vy _[ f(x) dx?
7 ¢ Cuales de las siguientes igualdades son verdaderas y cudles falsas?

a) jf'(x)dx:f(x) +C

b) jzf(x)dx=2j f (x)dx

c) jzf(x)dx=j2 dx jf(x)dx

d) J(F(x)+g(0)dx=[ f (x)dx + [ g(x)elx
e) j (f (x) — g(x))dx = j f (X)dx — j g(x)dx
) J(F0)-900)dx = f (x)ax. [ g(x)dx

) f f0) j f (x)dx

g(x) [ g(x)dx

h) [(F 0900+ F()g' ())dx = f (x) g(x) +C

) I([f'(x)g(x)— F009' () 4, FO)
(9(x)? 9(x)

8. ¢Qué resultado se tiene para jurdu si r#-1? jysi r=-17?
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9. Describa brevemente el método de sustitucion para integrales indefinidas y
proponga un ejemplo.

. ., . 4 ; 2
11. a) Si fes una funcion continua y IO f(x) dx=10, determine J'O f(2x) dx.

b) Sifes continuay 9f(x) dx = 4, determine * f(x?) dx.
0 0

12. Usando una sustitucidn adecuada calcule las siguientes integrales:

1 1

arctgx X
a dx b dx
) Il 1+ x? ) -([1+ x?
b b
13. Complete: ju av= .. - jv du
14. [cos*(x) dx_% | — dx (usando identidades trigonométricas)
0 0
15. [sen’(x) dx:%  — dx (usando identidades trigonométricas)
0 0
! A B siendo A=........ y B=....

16. = +
(x=-1)(x-2) x-1 x-2

por lo tanto

.
s (X=1D(x-2)
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Capitulo I1: Ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se presentan como modelos matematicos de infinidad de
fendmenos en las distintas ramas del conocimiento, en particular en la ingenieria.

¢Qué es un modelo matematico? Es la traduccion al lenguaje matematico de algo que
sucede en la realidad. Es una descripcion (por medio de una funcién, de una ecuacion,
de un sistema de ecuaciones) de un fendmeno del mundo real y que tiene por finalidad
comprender dicho fendmeno y hacer predicciones acerca del comportamiento futuro del

mismao.
Presentaremos mas adelante el modelado de algunos problemas sencillos de biologia,
quimica y fisica que ilustraran el comentario anterior. Ahora analicemos los siguientes

problemas geométricos:

Problema 1: ¢Cual es la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3,4) y es tal que en

cada punto (x,y) tiene pendiente igual a 2x?

Ya hemos discutido esta situacion anteriormente. A esta altura, interpretando que la

curva buscada es la grafica de una funcion y= f(x), ustedes tienen en claro que
tendrd que ser y'=2x (pues la pendiente en cada punto, es la pendiente de la recta
tangente en ese punto, y la misma es igual a la derivada de la funcién) con lo cual,
integrando respecto a x se obtiene:

y=x>+C , donde C es la constante de integracion.
La curva buscada pertenece a una familia de parabolas con eje coincidente con el eje .

Como la curva debe pasar por (3,4), debe ser 4= (3)*+C, luego, C =-5.

La curva buscada es entonces: y =x* —5.
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Problema 2: Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (0,1) y es tal que, en

cada punto (x,y) de la misma, tiene pendiente iguala x+vy.

De acuerdo con el significado geométrico ya comentado, esa curva es la gréfica de

cierta funcion desconocida, y= f(x) tal que y'=x+y, satisfaciendo ademas la

condicion f(0) =1

En el problema 1 se conocia la derivada con respecto a x de la funcion en términos de
esa Unica variable x y bastd entonces con integrar con respecto a x para llegar a la
solucion buscada. En el problema 2, la derivada, ademés de depender de x, depende de
la funcién desconocida y (que a su vez es dependiente de x), lo que hace imposible

resolver el problema con el procedimiento anterior. . .

Ahora bien, si alguien dice “la curva que tiene ecuacion y=2e*—x-1 es una

solucion para el problema 2", podran ustedes verificar rapidamente que eso es cierto:

Siendo y=2e"-x-1 1)
derivando con respecto a x se tiene y'=2e* -1 )
ademas , de (1) X+y=2e"-1
por lo tanto, reemplazando en (2), y' =Xx+y

comprobandose también que la igualdad y =2e* —x—1 se verifica con x=0 e y=1.
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Podemos decir que la funcion y= f(x) =2e* —x—1 es “solucion” de la ecuacién:

y'=x+y y satisface f(0)=1.

Obervaciones:
1) Los problemas 1 y 2 son conceptualmente idénticos, pero operativamente distintos.
En el problema 1 basté con integrar con respecto a x, en el problema 2 eso no fue

posible, pero por algin método -que aun no hemos estudiado- puede obtenerse la

funcién y =2e* —x—1, como “soluciéon” de y’ =x + y.

2) Anticipandonos a lo que definiremos a continuacion, digamos que las ecuaciones

y' =2X e y’ =x+y, sonecuaciones diferenciales ordinarias pues relacionan una
funcién desconocida y que depende de x, la variable x y la derivada primera de y
con respecto a x.

Como la derivada y’ puede expresarse como cociente de diferenciales, dichas

ecuaciones también pueden escribirse en la forma %:Zx y %:x+y
X X

respectivamente (de ahi la denominacion de ecuaciones diferenciales).

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es una ecuacion que vincula a una
funcion desconocida y = y(x) con su variable independiente, y con sus derivadas
sucesivas hasta un orden n y puede expresarse en la forma

yO =ty .y .y ) o también  F(ryyly7yh Ly ™) =0

Ademas de las ecuaciones diferenciales ordinarias existen las ecuaciones diferenciales
parciales que son las que involucran derivadas con respecto a mas de una variable

independiente. Vean el siguiente cuadro y los ejemplos que le siguen.
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Las ECUACIONES DIFERENCIALES
se clasifican segun su

-~ e

TIPO GRADO
(son ordinarias o parciales, (es el exponente de la maxima
segun se trate de derivadas con potencia de la derivada de
respecto a una o mas variables mayor orden)
independientes)
v

ORDEN
(es el de la derivada de mayor
orden que aparece en la
ecuacion)

y =2x y y’=x+y sonecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1y grado 1
¥ +y +x=cosx es unaecuacion diferencial ordinaria de orden 2 y grado 1
(y”’ )+ (y’)* +3y = x* es una ecuacién diferencial ordinaria de orden 2 y grado 2

y'+2(y) +y =€ esunaecuacion diferencial ordinaria de orden 3 y grado 1

2 2
% = 4% es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden y grado 1 en la

variable y como funcién de x y de t.

3,4 2.7°
d"z + d”z + 1 =sent €S una ecuacion diferencial ordinaria de orden 3y
dt? dt? 22 +1

grado 4 en la variable z como funcion de t

Una solucién de la ecuacién diferencial F(x, y, v’ »”, »"", .. . »™) = 0en un
intervalo (a,b) es una funcion y=¢(x), que admite derivadas sucesivas hasta un
orden n inclusive en (a, b) y es tal que, al hacer la sustitucion y = ¢(x)en la ecuacion
diferencial, se satisface la igualdad. Es decir:

F(X,0(x),¢'(x), 0" ()., 0™ (X)) =0 Vx e (a,b)
La grafica de una solucion de la ecuacién diferencial es una curva integral de la

ecuacion.
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Ejemplo 1

La funcion y=senx+cosx es unasolucionde y”’+y=0 en R

En efecto: y’ = cos x-Senx
y'’ = -senx-cos X
y al reemplazar en la ecuacion diferencial se obtiene :
(-senx-cosx)+ (senx+cosx) =0 VxeR

Luego, y=senx+cosx, VxeR, essolucionde y’ +y=0.

Ejercicio 1
Verifiquen en cada uno de los siguientes casos si la funcion dada es solucion de la

ecuacion diferencial que la acompafia.

) y="X . yhy—cosx b)y=Ce‘2X+%ex Ly 42y =g
X

C) y=2+CV1+x* ; (1+x)y —xy=-2x d) y=xvl-x*; yy =x-2x°
)y y'—xy y yy

e) y=e'[e"dt+Ce*; y—y=e"" f)y= Ue—dx+0] C Xy —y = xe*
X
0

Segln vimos en el ejemplo 1 'y =sen x + cos x es solucion de y’” + y = 0.
Observen que  y(x) = C; sen x + C, cos X, cualesquiera sean C;y C,, también es

solucioén de esa ecuacion diferencial.

Debemos aclarar que y(x) = Cy sen x + C, cos x en realidad no es una funcion sino una
familia de funciones, que depende de dos parametros arbitrarios C; y C,. Para cada

par de valores que se asignen a esos parametros se obtiene una solucion.

Entonces, ¢cuantas soluciones se tienen para esa ecuacion diferencial?
Son infinitas las soluciones posibles, y se forman como combinaciones lineales de las
funciones: y;(x) = sen X e VY,(X) = cos x (que pueden comprobar, son también

soluciones).
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Decimos: La familia y(x) = C; sen x + C, cos x, donde C, y C, son dos parametros
arbitrarios, es solucion general de la ecuacion diferencial y’’ +y = 0. Para cada cada
eleccion de esos pardmetros se tiene una solucion particular de dicha ecuacién

diferencial.

Ejemplo 2
Observen que y = C;x + C, es solucién de y’’ = 0 cualesquiera sean C; y C,.
Decimos: La familia y = C;x + C,, donde C; y C, son dos parametros arbitrarios, es

solucién generalde y’’ =0

Ejemplo 3

y(x) = Ce* es solucion de: y’ —y = 0 cualquiera sea C. (Para verificarlo basta con
derivar: y’=Ce*, luego: Ce*-Ce* =0 WVXx, cualquieraseaC)

La familia y(x) = Ce*, dependiente de un parametro arbitrario, es solucién general de
¥y’ —y = 0 (Como habrédn notado, el nimero de pardmetros presentes en la que
Ilamamos solucidn general guarda relacion con el orden de la ecuacion diferencial)

Si, para un valor particular de C, graficamos, en un sistema de coordenadas cartesianas

el conjunto de puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen y=Ce”,
obtenemos una curva (es una curva integral de la ecuacion diferencial y'—y =0)

Distintos valores de C dan distintas curvas integrales. El conjunto de todas esas curvas

(para todos los posibles valores de C) es una familia de curvas (familia de curvas

integrales de la ecuacion diferencial y’'—y =0). Para graficar esa familia de curvas,

graficamos, en un sistema de coordenadas, algunos de sus miembros

201
C>0

|
i

-104 C<o0

-204
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Se llama solucion general de una ecuacion diferencial de orden n, a toda familia de
funciones dependiente de n parametros esenciales y=¢(x,C,,C,,...,C,) tal que,
para cada eleccion particular de esos parametros, se obtiene una solucién la que se
dice es una solucion particular.

Las graficas de las soluciones dadas por una solucion general, forman una familia de

curvas integrales de la ecuacion diferencial.

Observaciones
1) Se entiende por parametros esenciales aquellos que no pueden ser reducidos a un
ndmero menor.
2) La solucion general de una ecuacion diferencial se presenta a veces definida en forma

implicita. Es decir, en la forma ®(x,y,C,,C,,...,C,)=0.

Ejemplo 4

y=¢(x,C,,C,,C;)=x>+C,+C, +C, es en apariencia una familia de funciones
dependiente de tres parametros, pero solo tiene un pardmetro esencial, puesto que la
suma de tres constantes da por resultado otra constante:

C;+C, +C3=C .. y=¢(x,C)=x*>+C

Ejemplo 5

y=¢(x,C;,C,)=C, +In(C,x) se ve como una familia de funciones dependiente de
dos parametros, ¢podria ser solucion general de una ecuacion diferencial de segundo
orden?

Para responder tal pregunta debemos decidir si son o no, parametros esenciales.

Como: y=C, +In(C,x)=C, +InC, +InXx
y C,+InC, =C (otraconstante) ,
se tiene: y=C+Inx

En consecuencia, los pardmetros no son esenciales, y no podria ser solucion general de

una ecuacion de segundo orden.
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Ejemplo 6
(x—c)? + y®> =4 define implicitamente la solucion general de  y* +y? (y')’ =4
En efecto: siendo (x—c)* +y*=4 )
se tiene, derivando implicitamente, 2(x—-¢c)+2yy'=0 ()
de @ y? =4—(x—c)
d @ (vy') =(x—c)

y sumando miembro a miembro las dos Gltimas igualdades se tiene  y* +(yy')* =4

La familia de curvas integrales es en este caso una familia de circunferencias con

centro en (C, 0) y radio 2. (Observen que C puede tomar valores positivos y negativos)

C IR Ry L,
N

Observacion:

En este ultimo ejemplo -ademé&s- se cumple que y=+2 representan soluciones de

y2+y?2(y') =4 yaque (+2)®+(+2)2.0=4. Noten que las soluciones y=2 e
y = -2 no provienen de la solucion general (no pueden obtenerse a partir de la

solucion general reemplazando a C por algin nimero)

Las soluciones que no provienen de la solucién general, son llamadas soluciones

singulares.
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Ecuacidn diferencial asociada a una familia de curvas

Dada y=¢(xC,,C,,.,C) 0o ®(Y,C,C,,..,C )=0 podemos obtener la que

Ilamamos ecuacién diferencial asociada, eliminando los n pardmetros C,, Cy, . . .,C
entre las n+1 ecuaciones, formadas por la expresion original y sus derivadas

sucesivas hasta el orden n, con respecto a la variable independiente.

Ejemplo 7
Al derivar y=Ce" se obtiene y'=Ce” yeliminando C entre ambas, se tiene
y’ =y, obien: y’-y=0 (como ya vimos).

y-y=0 eslaecuacion diferencial asociada a la familia y = Ce”

Ejemplo 8
Dada y=C x* (familia de parabolas), al derivar se tiene y’ = 2Cx. Eliminando C entre

ambas ecuaciones resulta: xy’ = 2y (que es la ecuacion diferencial asociada a y = C x?)

Ejemplo 9

Sea y=C,cosax+C,senax , donde suponemos a0 (fijo)

Derivando dos veces: y'=-C, asen ax+C, acosax
y"=-C, a’ cos ax—C, a* senax

Vemos que: y"=-a*(C, cos ax+C, senax)=-a’y

y”"+a’y=0 eslaecuacion diferencial asociada a la familia y=C, cos ax +C, senax

Ejercicio 2

Obtengan la ecuacion diferencial asociada a la familia de curvas dada:

a) y=AXx d) y=Ae"+B e) x*+2y*=C (flia de elipses)
b)Yy =Ax+B e) Y=Ax"+B d) xy=C (flia de hipérbolas)
c) ¥ = Asenx f) y=sen(x+A) e) x2—y? =C (flia de hipérbolas)
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Una ecuacion diferencial de primer orden puede estar expresada de diferentes formas:

(1) Forma implicita: F(xyy)=0 (Ej: &' xX+xy =0)
(2) Forma explicita: vy =f(Y) (Ej: y’ =cos(xy) )
(3) Forma diferencial: P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 (Ej: x¥*dy+y?*dx=0)

Nos ocuparemos de algunos tipos particulares de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden y de los métodos de resolucion que permiten resolverlas.
I. Ecuaciones de variables separadas o separables

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es de variables separables si puede

expresarse en la forma p(x) dx + q(y) dy = 0.

La solucién general de una ecuacién de este tipo se obtiene integrando cada término con

respecto a la variable correspondiente: j p(x)dx + I q(y)dy=C

En efecto: de Ip(x)dx + .[q(y)dy =C

derivando respecto de x se obtiene: p(x) + q(y)y' =0
ydealli: p(x)dx+ q(y)dy=0

Ejemplo 10

2xdx +ydy =0 esde variables separadas.

Para hallar la solucidn general integramos cada término respecto a la variable

correspondiente: IZX dx + _[y dy=C

2

x? +y? =C (C>0) define implicitamente la solucion general. (Se trata de una

familia de elipses centradas en el origen)
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Si queremos obtener la elipse que pasa por el punto de coordenadas (3, 4), basta con

2

reemplazaren x e y :  3° +?:C o C=17

2
Se obtiene asi la solucion particular x? + y? —17 , que puede expresarse también

2 2
enlaforma * .Y _q.
17

34

Ejemplo 11

Consideremos ahora la ecuacion diferencial (xy? +x) dx+ (yx*+y)dy =0

Podemos escribirlaen la forma x(y® +1) dx+ y(x*+1)dy=0

y, dividiendo ambos miembros por (y? + 1)(x* + 1), X _dx+ —Y _dy=0
(x* +1) (y* +1)

Ahora podemos integrar para obtener la solucién general:

lIn(x2 +1) + 1 In(y? +1)=C

2 2
Esta solucion general puede escribirse de manera més compacta, empleando
propiedades del logaritmo: In(x* +1) +In(y*+1)=2C =C,

In((x2 +1)y? +1))=C,
y aplicando la funcién exponencial en ambos miembros:

(x2 +1Xy2 +1):eCl =C, (c,>0)

Ejemplo 12

Busquemos la solucion general de  3e*tgy dx+ (2—e*)sec’y dy=0

Suponiendo (2—e*)tgy =0, podemos dividir ambos miembros de la ecuacion

X 2
por (2—e*)tgy para separar las variables: 3 dx + e y dy=0
2—ge" tgy
e integrar ambos términos para obtener la solucién general:  — 3In‘2 —e"+ In|tg y| =C,

82



Ecuaciones ordinarias de primer orden- Métodos de resolucién

También aqui podemos aplicar propiedades del logaritmo para expresar dicha solucién

. tg ¥
general en la forma: In - =C,
‘2 —e*
y aplicar exponencial en ambos miembros para obtener: ( 9y )3 -e%=C, (C,>0)
2—e”
Finalmente, quitando las barras de valor absoluto: 9y __ +C,=C (C=#0)

obien: tgy=C(2-e*] (C=0)

Observamos ademés que tg y =0 también define soluciones de la ecuacion (verifiquenlo).

Ejemplo 13
La ecuacion (1+ Ch )y y'=e” puede escribirse en la forma diferencial
eydx—(1+ ex)ydy =0

Dividiendo ambos miembros por (1+ ex)ey (que siempre es diferente de cero)

tenemos: ﬁdx - lydy =0 (donde las variables estan separadas)
+e e

Ahora integrando cada término puede obtenerse la solucion general. (Completen)

Ejercicio 3
Hallen la solucion general en los siguientes casos.
a) 1+ y*)dx+(@1+x*)dy=0 b) 1+ y?*)dx+xydy =0

c) (Y2 +xy)y +(x*—yx?)=0 d ylnydx+xdy=0

1. Ecuaciones diferenciales exactas

La ecuacion diferencial de 1% orden P(x,y)dx+ Q(x,y)dy=0 es una ecuacion

diferencial exacta en cierto dominio D < %R? si existe una funcion f(x,y) en D tal
of of -
que P(x,y) = Y  Q(x,y) :5. En tal caso f(x,y)=C es solucion general de

la ecuacion dada.
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En efecto, si  P(x,y) =§ y Q(x,y)zgfy, derivando en f(x,y)=C tenemos:
X

o o dy _ _
ax+ayy =0 = P(x,y) + Q(x,y)dx 0 =P(x,y)dx+ Q(x,y)dy=0

¢ Coémo podemos reconocer una ecuacion diferencial exacta?

Si P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0 esexacta sabemos que existe f tal que:

of of
P(x,y)=— X,Y)=—,
(X, Y) ~ 7 Q(x,y) Y
suponiendo que P y O admiten derivadas parciales continuas, necesariamente debe

. 0Q 0P o°f o°f
verificarse: — = (pues =
OX0y  OyoX

oX 0 y
Asi, hemos establecido una condicion necesaria para que P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

¢lo recuerdan?)

sea una ecuacion diferencial exacta:

Si P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 es una ecuacion diferencial exactaenD vy

. : : 0Q 0P
las derivadas parciales de Py Q son continuas en D entonces I = 8_y

Ejemplo 14
(x—y?) dx+ (y—x*) dy=0
Aqui  P(x,y)=x—-y*> y Q(x,y)=y—x* tienen derivadas parciales continuas en

aQ oP oQ

—-2Xx 'y —=-2y siendo entonces — # op por lo que

todo R? . =
0X oy ox 0y

concluimos que la ecuacion diferencial no es exacta.

Ejemplo 15
Dada (y—x?) dx+ (x—y?®) dy =0 observamos que:

P(x,y)=y-x’ 0Q _oP
) = —=—0=1
Q(x,y)=x-vy ox oy
Abordamos entonces la basqueda de f de manera que se verifiquen:
of of
p = 1 = (2
y)y== y Q(x,y) Y 2
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Por (1) podemos asegurar que f debe ser una primitiva de P, con respecto a x (dejando

y constante) o sea que debe ser:

f(xy)=[ly—x*)dx = yx—X—;+g(y)

(observen que la constante de integracion esuna funcion de la variable y)

Para determinar g(y) y tener la expresion completa de f(x,y) tengamos en cuenta que

debe verificarse (2) y por lo tanto : % =x+0'(y)=Q(x,y) = x—y?

3

De alli, g'(y)=-y* y entonces a(y) =—y?+c
X3 y3
con lo cual se tiene:  f(x,y) = yx—? Y +C  con C e®R (cualquiera)

Resumiendo: Dada (y—x?) dx+ (x—y?) dy =0

of
3 3 —:P(X,Y):y—XZ
X* y OX
1) f(x,y)=yx 373 es una funcién que verifica ;
—=Q(xy)=x-y*
oy
X3 y3
2) yX ~3 3 C eslasolucion general de la ecuacion diferencial dada.

3 3

Verificacién: derivandoen yx —X? _y? =C tenemos

ylx+y_x2_y2yr:0
Yy (x—y?)+(y-x*)=0
Yy (y-x?) =0
dx

(y—x?)dx+dy(x—y*)=0

Ejercicio 4

Comprueben que las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y obtengan su

solucion general.

a) exydx+ (3¢ +2y)dy=0 b) (y® + 6xy) dx + (3xy* +3x* —2y) dy =0
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Ejercicio 5

a) Hallen y=g(x) solucion particular de y(4x+6)dx—(x2 +3x+2)dy:0 que
verifique ¢(0) =4

b) Hallen la solucion particular de ycos(xy)dx+[1+ xcos(xy)]dy:Oque pasa por

(0.)
I11. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Toda ecuacion lineal respecto de la funcion desconocida y su derivada se llama
ecuacion lineal de primer orden. Las ecuaciones lineales de primer orden ecuacion
pueden expresarse en la forma:

y'+P(X)y=Q(x) ¢
donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de x en cierto dominio D — R

Las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales de primer orden:

y' +2xy=e* (P(X)=2x, Q(X)=¢")

y’ =senx (PX)=0, Q(x) =senx)

x*y’+xy=e* (eneste caso puede llevarse la ecuacion a la forma de la

general (+) dividiéndola por x* ; de esa manera, suponiendo X =0 , se tiene:

y'+1y=e_2 y entonces P(x):l;Q(x)ze—2 en D=%R-{0})
X X X X

Presentaremos a través de los siguientes ejemplos un método de resolucion para

ecuaciones de este tipo.

Ejemplo 16

Hallaremos la solucién general de la ecuacion diferencial y’ + 2xy = ¢*

1. Es ésta una ecuacion lineal de primer orden : tiene la forma y'+ P(x)y = Q(X)

donde P(x) =2x y Q(x) =¢€".

2. Vamos a suponer gue la solucion es de la forma y = u(x) v(x) (tendremos que

encontrar u(x) y v(x))
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Si y=u(x) v(x) entonces y’ =u"(x) v(x) +u(x)v'(x) vy, reemplazandoy ey’

en la ecuacion original se tiene: u”(x) v(x) + u(x) v’(x) +2x u(x) v(x) =e*

3. Sacando factor comun u(x) del segundo término y del tercer término nos queda

u(x) vx) +uX) [v'(x) +2x v(x)] =¢e*

Hagamos aqui un alto y reflexionemos... Si pudiéramos encontrar alguna funcién v(x) =0

para la que sea  V'(x)+2xVv(x) =0, solo faltaria luego encontrar u(x) que verifique

u' (x)v(x) =e*

4. Busquemos entonces v(x) =0 soluciénde Vv'(x)+2xv(x)=0.

V'(X)+2xVv(x) =0 es de variables separables

podemos escribirla en la forma % +2xv=0
X

dv+2xvdx=0
%+2xdx:0 (supv #0)
Integrando resulta: InV|+x*=C = Inv|]=-x*+C
y aplicando exponencial en cada miembro|v| = e ¥ C=eXel =ke™X, k>0

v(x) =tk e

Déandole a k cualquier valor diferente de 0 se obtiene la funcién v(x) buscada.

Porejemplosi k=1, Vv(x) e (solucion particular de  v'(x) +2x v(x) =0)

5. Hallada v(x), ahora debemos encontrar u(x) tal que y = u(x)e‘xz sea solucion de la

X

., .. . 2
ecuacion original. Para ello, u(x) debe satisfacer u’'(x)e™ =e* entonces

u'(x) =e*e™ = e* y hallamos u(x) integrando:  u(x) :J'e”xzdx
6. La solucion general de y’ + 2xy = € es:  y(X) = u(x)v(x) = e X J‘ex+x2 dx
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2
Observacion: la imposibilidad de expresar una primitiva de €™ en términos de
funciones elementales nos ha obligado en el ejemplo anterior a dejar expresada la
solucién con dicha integral.

Ejemplo 17
Hallar la solucion particular de y’ _il y = (x+1)3 que satisface y(0) =3.
X+

a) Solucion general
Suponemos que la solucién general tiene la forma y(x) = u(x)v(x)

Para que asf sea tendraque ser  u’'v+u V' —il uv=(x+1y
X+

0 sea u'v+u (v'—z vj=(x+1)3 *)
X+1

Blsqueda de v(x): Buscamos v(x) = 0 que sea una solucion particular de la ecuacion

de variables separables Vv’ __2 v=0

X+1
2 v=0 = y—idx:o = Iny[-2hjx+]=C, = In|v|:Cl+In|x+]j2
dx x+1 v Xx+1

= M=% 2 g8 (x 41 =C, (x+1) = v =+C,(x+1) =C(x+1)* , C=0
Sielegimos C, =1, v(x)=(x+1)?

La solucion general serd entonces y(x) = u(x)(x+1)*> pero falta hallar u(x) .

Busqueda de u(x): Haciendo v(x) = (x+1)%en laigualdad (*) obtenemos:
u' (x+1)° =(x+1°  dedonde  u’(x) = (x+1)

e integrando obtenemos:  u(x) = %(X +1)° +C
y la solucion general es: y(x) = u(x) v(x) = (% (x+1)* + Cj (x+1)°

0 sea: y(x) :%(x +1)* +C(x+1)
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b) Solucién particular que cumpla y(0) =3

Se reemplazan x por 0 e y por 3: 3=%+C = C:g

La solucion particular buscada es: y, (x) = %(x +1)* + g(x +1)°

Pregunta: ¢Existe alguna solucion que satisfaga: y(-1)=3? o¢ y(-1)=0?

Ejemplo 18
Desde cierta altura se arroja un cuerpo de masa m.

a) Determinaremos la ley segin la cual cambia la
F2 . , .
velocidad de caida v(t) suponiendo que sobre el

cuerpo, ademas de la fuerza de gravedad, actua la
fuerza de resistencia del aire, y que ésta es

aproximadamente proporcional a la velocidad v(t).
En virtud de la segunda ley de Newton: F = m.a(t), donde a(t) = % es la aceleracion

del cuerpo en movimiento y F es la fuerza neta que actla sobre el cuerpo en la
direccion del movimiento. Esta es resultante de dos fuerzas: la de gravedad, F; =m.g y

la de la resistencia del aire, F, = k. v(t) donde k es el factor de proporcionalidad.

Entonces: F = F; — F, , (F, va con signo negativo debido a que se adopta una

convencion de signos , positivo hacia abajo y negativo hacia arriba F; >0, F,<0.
Se obtiene asi, la ecuacion diferencial: m% =mg-kv
que puede escribirse también mv'(t) +kv(t)=mg ,
Dividiendo por m queda  V'(t) +%v(t) =g (ecuacion diferencial lineal de primer
orden, en la funcion desconocida v(t))
mg

—t
b) Comprueben que la solucién general es: v(t) =C e( m j + e

¢) Si consideramos ahora, que al arrojar el cuerpo, le damos una velocidad inicial vy,

(que en particular puede ser igual a cero) ¢;cual es la relacion entre v y t?.
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Si t =0 (principio del movimiento): v =v,. Entonces: v, =C+ %

dedonde: C=v, —% (queda asi determinada la constante C)

—t
Por consiguiente, la dependencia buscada entrevytes: v(t) = (vo — %)e( m j + %

Observaciones:
1) Si t es suficientemente grande, la velocidad v depende poco de vy.

2) Si k = 0 (es decir, la resistencia del aire no existe, 0 es tan pequefia, que puede
. . dv . dv
despreciarse), la ecuacion se reduce a ma =m-g , 0 bien, P g.

Al resolver tendriamos: v(t)=v, +gt  (ecuacion bien conocida de la fisica que

satisface la condicion v = vg, parat = 0)

Ejercicio 6
a) Hallen la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

ayy +2xy=2xe* )Xy’ =y + x>senx ay Y +2y =X +2X
b) Hallen la solucion particular, en el siguiente caso: y'—ytgx=secx ; y(0)=0

c) Hallen la ecuacion de la curva que pasa por el punto (0, 1) de tal forma que en cada

punto (X, y) de la misma, su pendiente es la suma de abscisa y ordenada.

Campo direccional o campo de pendientes

Desafortunadamente es imposible resolver la mayor parte de las ecuaciones
diferenciales en el sentido de obtener una formula explicita para la solucion. A pesar de
la falta de una solucion explicita podemos obtener informacion gracias a un
procedimiento gréafico utilizando el concepto de campo de direcciones.

Suponga que tenemos una ecuacion diferencial de primer orden y’'= f(x,y) . La

ecuacion diferencial expresa que la pendiente de la curva solucién en un punto (x,y) de

lacurvaes f(x,y).Sitrazamos segmentos rectilineos cortos con pendiente f(x,y) en
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varios puntos (x,y), a ese conjunto de segmentos se le llama campo direccional o
campo de pendientes. Cada segmento rectilineo tiene la misma pendiente que la curva
solucion en (x,y) y, por tanto, es tangente a la curva en ese punto. Recordemos que en la
vecindad de (x,y), si existe la derivada, la tangente aproxima bien a la curva, o sea que
los pequefios segmentos son aproximadamente una porcién de la curva. Cuantos mas

segmentos se tracen, mas claras se vuelven las imagenes de las curvas solucion. . .

Uso de MAPLE

Con los siguientes comandos podran visualizar el campo direccional de una ecuacion
diferencial, hallar la expresién de la solucion general o una solucién particular que pase
por un punto dado

> with(DEtools):

> dfieldplot(diff(y(x),x)=x+y(x), y(x), x=-3..3, y=3..3, color=Dblue ,arrows=SLIM);(se
grafica el campo direccional de y'=x+vy)

> ODE1: = D(y)(x) = x + y(x): (definicion de la ecuacion diferencial)

> sol:= dsolve(ODEL1, y(x)); (se obtiene la solucion general)
>solp:=dsolve({D(y)(X)=x+y(X) , y(0)=0}, y(x));(se obtiene la expresion de la solucion
particular que pasa por (0,0))

A continuacion se muestra como puede graficarse una solucion de tipo numérico para
y' =e* y que pase por (0,1)

> with(plots):

> p:= dsolve({D(y)(x)=exp(x"2), y(0)=1},y(x),type = numeric):

> odeplot(p,[x,y(X)],-1..1);

Con el comando DEplot se grafica a continuacion el campo de direcciones y algunas
varias trayectorias especificas para la ecuacion y'(t) =—y(t) +t

> restart: with(DEtools):

> ecl = diff(y(t),t) = -y(t)+t;

> DEplot([ecl], [y(t)], t=-6..6,y=-6..6,thickness=2,scaling=constrained, arrows=SLIM);
> DEplot([ec1].[y(®)], t=-6..6, [[y(1)=2].[y(1)=4]. [y(2)=1]. [y(4)=01], y=6..6,

stepsize=.1,linecolor=Dblue,scaling=constrained;
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Problema de valor inicial

Hemos dicho ya que las ecuaciones diferenciales permiten modelar infinidad de
situaciones de la vida real. En muchos problemas interesa encontrar, para cierta
ecuacion diferencial, no la solucion general, sino una solucion que satisfaga lo que se

denomina una condicion inicial o sea una condicion de la forma y(x,) =Y, -

Geométricamente, cuando imponemos una condicion inicial, queremos seleccionar, de
la familia de curvas integrales de la ecuacion diferencial, aquella que pase por un punto

dado (x,,Y,)-. En términos fisicos, identificando a x con el tiempo, esto equivale a

especificar el estado inicial del sistema fisico en el instante x, y usar la solucion del
problema con valor inicial para hallar el estado del sistema en un instante posterior, es
decir, para predecir el comportamiento futuro del problema.

Al problema de hallar una solucion de una ecuacién diferencial con cierta condicién
inicial se le llama Problema de valor inicial.

Considerando las dificultades que puede presentar la resolucion de una ecuacion
diferencial, comprenderan que es de mucho interés, dado un problema de valor inicial,
poder decidir, antes de abordar la busqueda de la solucidn, si dicha solucion existe y si

es Unica. El siguiente teorema trata sobre esa cuestion.

Teorema de existencia y unicidad

Si la funcion f(x,y) es continua en algin rectangulo del plano xy que contiene en su
interior al punto (x,, Y,)entonces el problema de valor inicial y’'= f(x,y) ; Y(X,) =Y,

tiene al menos una solucioén.

Si ademas, la derivada parcial 9% es continua en ese rectangulo, la solucion de

ay

y'=f(xy); Y(X,) =Y, esunicaen algun intervalo (a,b) que contenga a X, .

El teorema garantiza, bajo las hipdtesis mencionadas, que, en algin intervalo (a,b) al
que pertenece X, ,existe una y solo una solucion y=¢(x) de la ecuacion diferencial

y'=f(x,y) que satisface la condicion inicial y,=¢(X,) , €s decir que, cerca de X, ,esta

92



Problema de valor inicial- Existencia y unicidad de las soluciones

definida una unica funcion y=¢(x) cuya gréafica tiene en cada punto (x,y) pendiente

igual a f(x,y) y pasa ademas por el punto Py(x,,Yo).

R Yy =o(X)

v

jAtencion! El teorema da condiciones suficientes para la existencia y la unicidad de

solucion del problema de valor inicial y'=f(x,y) ; Y(X,) =Y, ,Perono necesarias.

Ejemplo 19

Consideremos la ecuacion diferencial y'=xy+e*y?

Como f(x,y)=xy+e*y®> vy Zf:x+2eXy son continuas en todo R*, el Teorema
y

de existencia y unicidad puede aplicarse al PVl y'=xy+e™y?;y(X,) =Y,

cualquiera sea (Xo,Yo) € R?, y garantiza la existencia y unicidad de la solucion en
algun intervalo que contiene a X,. Geométricamente esto significa que por cada punto

P, (x,,Y,) Pasa una unica curva, grafica de una solucion de la ecuacion dada.

Ejemplo 20
¢Cual es el conjunto de puntos (x,,y,) para los que se podria garantizar, aplicando el

teorema, la existencia y unicidad de la solucion del problema de valor inicial

, 3
y ZEW » Y(X) =Yo?

f(x,y)= 23\/7 y su derivada parcial %: 1 son ambas continuas en {(x,y)/y >0} y

iy
también en {(x,y)/y <0}. Asi que el teorema puede aplicarse, y garantiza la existencia

y unicidad de la solucion, paratodo (x,,Y,) con y, #0.
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¢Qué sucede con los puntos de la forma (x,,0)?

Ya que f(x, y):iW es una funcién continua en todo R’ , el teorema garantiza

tambien la existencia de solucion de y’:%S\/F ; y(x,) =0 pero, como la derivada

parcial 9 _ 1 o escontinua cuando y esigual a 0, el teorema no puede aplicarse

Uy

para saber si hay o no mas de una solucion.

Observacion:

3
y =(X_8X°) e y=0 son dos soluciones del PVI vy’ =g§/7 y(x,) =0 (verifiquenlo)

(% 0

Ejemplo 21
Y0 = X ;e solucion general de y? +x*y'=0 (verifiquenlo)
X —

Observen que (cualquiera sea el valor de C) y(0) =0, de manera que, hay un niumero

infinito de soluciones (las que se obtienen reemplazando en la solucion general C por
cualquier nimero real) que satisfacen la condicion inicial y(0)=0. Ademas, otra vez en

este caso, la funcion constante y(x) =0 también resulta ser una solucion (singular, ya

gue no se obtiene a partir de la general) de la ecuacion diferencial.

¢Se contradicen las afirmaciones anteriores con el teorema de existencia y unicidad

2
antes enunciado? NO! En este ejemplo es y'= f(x,y) = _Lz . T noes continua en
X

(0,0) y por lo tanto no se puede aplicar el teorema para analizar la existencia y

unicidad de solucion del problema de valor inicial

y2+x2y'=0; y@0)=0
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Vean que el teorema tampoco permite decir nada acerca de la existencia y unicidad de

solucion para y*+x’y'=0; y0)=vy, , siy,#0

Lo que podemos asegurar en virtud del teorema de existencia y unicidad es que:
si Xo#0 e Yo escualquier nimeroreal , y>+x°y' =0; y(X) = Yo

2

tiene una Unica solucion yaque f(x,y)= L y i(x, y)= _2_2/ son continuas
X

x? oy
en D, ={(x,y);x>0} ytambiénen D, = {(x,y);x <0}

Ejercicio 7
En los siguientes incisos, sefialen el conjunto de puntos (xo, Yo) para los que podria

garantizar, aplicando el teorema, la existencia y unicidad de la solucién del problema

de valor inicial  y’ =f(x,y) ; Y(Xo) = Yo

a) y'=x"+y? b) y'=y+33/y ¢) y'==
y
-1 ,
Gl)y'=)z'_y 6) y' =x* -y —x
Ejercicio 8

En los siguientes incisos, vean si pueden, antes de comenzar a resolver, garantizar la
existencia y unicidad de solucion y, a continuacion, hallen la solucion.

a) L+e’)yy'=e* ; y(0)=1

b) y'senx=ylny ; y(%)=e

c¢) Hallar una curva que pasa por Py(0,-2) de modo que la pendiente de la tangente en

cualquiera de sus puntos P(x, y) sea igual a la ordenada del punto aumentada en 3

unidades.

Modelado de problemas de biologia, fisica, quimica

I. Modelo de crecimiento de una célula

Supongan que una célula tiene una masa m, y que su masa crece en un medio ideal.
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Asi, su masa m se puede considerar como una funcion del tiempo, m = m(t). Ademas,
supongan que los compuestos quimicos atraviesan rapidamente la pared de la célula o
sea, que el crecimiento solo esta determinado por el metabolismo de la célula. Como el
metabolismo depende de la masa de las moléculas participantes, es razonable suponer
que la velocidad con que aumenta la masa de la célula es proporcional a la masa en

cada instante.

Siendo t : tiempo (t>0)

my : masa existenteent=20

m(t) : masa existente en el instante t,

k : constante

m'(t)=k m(t)

el modelo matematico que corresponde a la situacion descripta es: {m(O) _m,
a) Esbocen la gréfica de la funcion masa m(t) de la célula en funcion del tiempo sin
resolver la ecuacion diferencial.
b) Resuelvan y comparen con lo obtenido en a).
¢) Suponiendo k = 2/100 calculen el tiempo t para que la masa inicial se duplique.
d) Discutan posibles limitaciones de este modelo (por ejemplo, ¢les parece que podria

crecer ilimitadamente? ¢se refleja esto en la expresion obtenida para m(t)?)

I1. Modelo de crecimiento restringido de una poblacion.

Las poblaciones y los organismos no crecen indefinidamente. Hay limitaciones como la
escasez de alimento, vivienda, espacio, condiciones fisicas intolerables. Supongan que
existe un limite superior fijo para el tamafio de una poblacién, de modo que la velocidad
de crecimiento del nimero de individuos tiende a cero cuando N(t) tiende a ese limite
superior. (La hipotesis mas sencilla consiste en suponer que la velocidad de crecimiento

de la poblacién es proporcional a B — N(t))

a) Planteen el modelo matematico que corresponde a la situacion descripta.

b) Esbocen la grafica de N(t) sin resolver la ecuacion diferencial.

c¢) Resuelvan. ¢Cual es la solucién general? ¢ Cual es el signo de la constante?

d) Suponiendo que el nimero de individuos, en un instante cualquiera, es muy pequefio

con respecto al limite superior, ¢en qué forma crece el nimero de individuos?
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I11. Modelo de enfriamiento de Newton.

Consideremos una sustancia cuya temperatura es mas alta que la del ambiente que la
rodea. La experiencia dice que la temperatura de la sustancia descendera hasta igualar
la del medio externo. A modo de ejemplo podemos pensar en un recipiente con un
liqguido a temperatura ambiente que se coloca dentro de la heladera. La ley de
enfriamiento de Newton establece que, bajo determinadas condiciones, la razén de
cambio de la temperatura, o sea, la velocidad de enfriamiento, es proporcional a la

diferencia entre la temperatura de la sustancia y la del medio mas frio que la rodea.

Siendo t : eltiempo
To . latemperatura de la sustancia en el instante inicial t =0,
T(t) : latemperatura de la sustancia en el instante t

Ta . latemperatura constante del ambiente mas frio.

a) Expresen la ley de Newton mateméticamente.
b) Esbocen la grafica de T(t) sin resolver la ecuacion diferencial.
c¢) Resuelvan la ecuacion diferencial y comparen con lo obtenido en el inciso b).

d) Discutan las posibles limitaciones de este modelo.

IVV. Modelo de desintegracion radiactiva.

Detalle de interés general: Las ideas que se presentan en este ejemplo son la base de un

método cientifico que ha tenido una profunda relevancia en geologia y en argqueologia.
Esencialmente, los elementos radiactivos que se encuentran en la naturaleza (de
semividas conocidas) pueden utilizarse para fechar sucesos que ocurrieron con una
antigliedad comprendida entre unos miles y millones de afios.

El radiocarbono, un is6topo radiactivo del carbono tiene una semivida de unos 5600
afios (semivida es el tiempo requerido para que la cantidad de sustancia se reduzca a la
mitad).

El radiocarbono se produce en la alta atmosfera por la accién de los rayos cosmicos
sobre el nitrogeno. Este radiocarbono pasa por oxidacion a dioxido de carbono, que se
mezcla por el viento con el dioxido de carbono no radiactivo ya presente. Como se esta
formando radiocarbono continuamente y volviéndose a transformar en nitrégeno, su

proporcion en el carbono ordinario de la atmdsfera ha alcanzado hace tiempo un estado
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de equilibrio. Todas las plantas incorporan esa proporcion de radiocarbono en sus
tejidos, asi como los animales que comen plantas.

Mientras el animal o la planta vive, esa proporcion se mantiene constante, pero al morir
cesa la absorcion de radiocarbono, y el que habia en el momento de su muerte sigue
desintegrandose. Asi pues si un fragmento de madera antigua tiene la mitad de
radiactividad que un arbol vivo, vivié hace unos 5600 afios, y si solo tiene la cuarta
parte, vivio hace unos 11200 afios.

Situacion: El radiocarbono se desintegra, en un instante cualquiera, con una rapidez
proporcional a la cantidad existente en dicho instante y tiene una semivida de 5600
afnos.
a) Planteen el modelo matematico que corresponde a la situacion descripta
considerando:

t : tiempo

C, : cantidad de radiocarbono existente en t = 0,

C(t) : cantidad de radiocarbono existente en el instante t

b) Resuelvan.

¢) Suponiendo que se ha encontrado un hueso fosilizado que contiene 1/1000 de la
cantidad inicial de radiocarbono determinen la edad de dicho fosil.

d) Si la mitad de cierta cantidad de radio se desintegra en 1600 afios ¢;qué porcentaje
de la cantidad original quedara al cabo de 2400 afios? ¢y de 8000 afios?

e) Si la semivida de una sustancia radiactiva es de veinte dias ;cuanto tardara en

desintegrarse el 90% de ella?

V. Vibraciones
Supongamos que una particula de masa m esta unida a un resorte, y obligada a moverse

a lo largo de una trayectoria recta.

La segunda ley del movimiento de Newton dice que:
(A) “La aceleracion sobre una particula sera proporcional a la Fuerza resultante
ejercida sobre la misma”.

¢ Cudles son las fuerzas que actdan sobre esta particula?
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Se sabe que un sistema elastico obedece la Ley de Hooke:
(B) “Dentro de ciertos limites, un resorte ejercera una Fuerza proporcional a la
elongacion del mismo”.
Y finalmente, se puede suponer que existe un

(C) rozamiento aproximadamente proporcional a la velocidad de la particula.

La aparente simplicidad de este modelo no es obstaculo para su utilizacion en el estudio
del importante problema de las vibraciones en sistemas elasticos en ingenieria.

Como una primera aproximacion, toda estructura puede pensarse como un conjunto de
particulas unidas entre si por resortes que obedecen leyes similares a las que aqui se
describen.

2
Expresemos la ley (A) mateméaticamente: F=ma=m dx

Queda aun por escribir F como suma de dos contribuciones : F =F, +F,.
Veamos la fuerza eléstica: (B) F, =—k.x

(donde x es la elongacién, y k es un factor de proporcionalidad)

. . d x
La fuerza resistente seré: ©) F,=-b.v=-b—

dt

(donde v es la velocidad y b es una constante de proporcionalidad)

JXZZ&\ ,ﬁx ,/\ ’
—»
Fv
Posmorl Resorte
‘natural elongado
2
por lo tanto: “kx—b.3X_p d—i(
dt dt

que constituye una ecuacion diferencial de segundo orden que puede escribirse también

enlaforma;: mx"'+bx'+kx=0
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Ejercicio 9
Expresen mediante ecuaciones diferenciales las siguientes situaciones:
a) Una particula se mueve a lo largo de una recta, de manera que su velocidad en el

instante t es 2sent .

b) Cien gramos de azucar de cafia que estan en agua, se convierten en dextrosa a una
velocidad que es proporcional a la cantidad que atn no se ha convertido.

c) Segun la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es
proporcional a la diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la temperatura T, del
aire.

d) La poblacién P de una ciudad aumenta a una velocidad proporcional a la poblacion y
a la diferencia entre 200.000 y la poblacion.

e) El radio se desintegra a una velocidad proporcional a la cantidad Q del radio presente.
f) Para cierta sustancia, la velocidad de cambio de la presion de vapor P respecto de la
temperatura T, es proporcional a la presion de vapor e inversamente proporcional al

cuadrado de la temperatura.

Ejercicio 10
a) Apliquen la ley de Newton al siguiente caso: la temperatura del aire es de 20 °C y el
cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100 °C hasta 60 °C ;dentro de cuanto tiempo la

temperatura del cuerpo descendera hasta 30 °C?

b) Un barco apaga sus motores cuando se desplaza a 100 m/s. Consideren que sobre él
actda solamente la Fuerza de roce del agua. Esta es aproximadamente proporcional a la
velocidad del barco con respecto al agua. Luego de 5 segundos, su velocidad sera

8 m/s. ¢ Después de cuanto tiempo la velocidad se hara 1 m/s?

Curvas ortogonales y familias de curvas ortogonales

Los pares de familias de curvas mutuamente ortogonales aparecen en aplicaciones
fisicas. En la teoria del electromagnetismo, las lineas de fuerza asociadas a un campo

dado son trayectorias ortogonales a las correspondientes curvas equipotenciales.
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También en el estudio de la termodinamica el flujo de calor a través de una superficie

plana es ortogonal a las curvas isotermas (curvas de temperatura constante).

Dos curvas C; y C, se dicen ortogonales en un punto comun P,, cuando las respectivas

rectas tangentes en ese punto, son perpendiculares entre si.

Observacion:

Si m, = Oes la pendiente de I; y m, = Oes la pendientede I,, I, LI, <m.m,=-1
Analiticamente, podemos interpretar que si C, es graficade y=¢,(x) y C, es grafica
de y=¢,(x), siendo ¢, y ¢, derivables en X, (abscisa de Py) y ¢;(x,)#0;

@, (X,) # 0, entonces la ortogonalidad de C; y C, en P, equivale a ¢;(X,).¢;(X,) =-1,
0 sea: o (X)) =———+.
s @, (%)

En el caso de ser nula una de las pendientes, la recta perpendicular debe ser vertical
(formando angulo recto con el eje x).

Dos familias de curvas & y & se dicen mutuamente ortogonales si cada curva de cada

familia es ortogonal con las curvas de la otra familia.

h

h
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Observacion:

Sean & y & dos familias de curvas dependientes de un parametro:

G D (xYy,C)=0 y&H: ®,(x,y,C)=0 Sabemos que & y & estan asociadas con
sendas ecuaciones diferenciales de primer orden: y'= f (x,y) e y'= f,(x,y) obtenidas
eliminando los pardmetros de las ecuaciones originales, con auxilio de las respectivas

derivadas.

En general, la ecuacion diferencial y' = f(x,y) esta informando cual es en cada punto

del plano (x,y), la pendiente de la curva integral que pasa por ese punto. Por eso
podemos interpretar que la ortogonalidad de ambas familias, va a darse cuando en cada
punto comun de las curvas de una y otra familia, las tangentes sean perpendiculares y en
consecuencia:

1
f,(%Y)

fl(X’ Y) ==

Ejemplo 22

Sea & la familia de hipérbolas x*—y® =C,. Son hipérbolas equilateras, con eje
coincidente con el eje x si C;> 0y conel ejeysi C;<0)

Sea & la familia de hipérbolas x.y =C,. Estas son hipérbolas con eje formando un
angulo de amplitud #; con los ejes coordenados, ubicadas en el primer y el tercer

cuadrante si C,> 0, y en el segundo y el cuarto cuadrante si C,< 0.
Comprobaremos que las familias & y & son mutuamente ortogonales.

Para ello bastara con obtener y comparar las ecuaciones diferenciales asociadas.

Ecuacidn asociada a &: Derivamos con respecto a x la ecuacion de & y obtenemos

2x—-2yy' =0

y'=§= f.(xy) (siy=0)

Ecuacion asociada a &: Derivamos con respecto a x la ecuacion de & y obtenemos

y+xy =0

y'= —% = f,(x,y) (six=0)

Como f,(x,y)— las familias son mutuamente ortogonales.

f2 (X1 y)
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Si & y & son familias de curvas monoparamétricas (dependientes de un solo
parametro), mutuamente ortogonales, las curvas que componen una y otra familia se

denominan trayectorias ortogonales (unas de otras).

Para obtener las trayectorias ortogonales de una familia dada &, se procede de la
siguiente manera:

1°) Se busca la ecuacion diferencial asociadaa &: y'= f (x,Y)

2°) La ecuacion diferencial asociada a la familia ortogonal buscada & debe ser:
1
f.(x,y)

3% La solucion general de esta ecuacion representa la ecuacion de la familia buscada

y'=f,(xy)=-

&, es decir, las trayectorias ortogonales a s

Ejemplo 23

Obtendremos las trayectorias ortogonales a la familia & : y = cx”.

Observemos que para c=0, y=cxes una parabola con vértice en el origen y eje
coincidente con el eje y, orientada hacia arriba, si ¢ >0 y, hacia abajo si ¢ <0.

y = cx?

1°) Eliminando c entre { obtenemos la

y' = 2¢cx

ecuacion diferencial asociadaa &;: y'= 2 (si x=0)
X
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2°%) La ecuacion diferencial asociada a la familia ortogonal & es entonces:
X .
y'=—— (siy=0)
2y

dy X

- xdx+2ydy =0
dx 2y yey

39 Resolvemos esta Gltima ecuacion:

2
%Jr y?> =k (k>0) (solucion general)

2 2
Conclusion:  &: e +% =1 (familia de elipses con eje coincidente con el eje x)
es la familia de trayectorias ortogonales a la familia & : y =cx”.

En el siguiente grafico estan representadas algunas curvas de ambas familias:

Ejercicio 11
Muestren que las familias de curvas & : x*+y*—2ax=0 y &%: x*+y°—2ay=0

son mutuamente ortogonales.

Ejercicio 12
Hallen las trayectorias ortogonales para las siguientes familias de curvas. Grafiquen

ambas familias.

a) y? =Cx b) y? =Cx® ) y=mx d) y=Ce™ e x*+3y°’=C
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Autoevaluacion

Autoevaluacion

1.;Qué es una ecuacidn diferencial? ;Qué es el orden de una ecuacion diferencial?
¢A qué se llama solucidn general, solucién particular y solucion singular de una
ecuacion diferencial?

2. ¢Como resuelve una ecuacion diferencial de tipo separable?
3. Describa una ecuacion diferencial exacta. ; Como puede resolverla?
4. Describa una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Cémo puede resolverla?

5. Resuelva: a) (1 —y?senx) dx+2ycosx dy =0 b)3x(xy—2)dx+ (x*+2y)dy=0
c) %cost+ssent:1 d xy -y=3x e y'—gy:x3 cy(2) =1
X

X
6. Verifique que la funcion y= xj&ntdt es solucion de la ecuacion  xy’'=y+ xsenx
0

t
y satisface la condicion inicial y(0)=0.

7. ¢Cbdmo piensa gque podria resolver la ecuacion integral y(x) + I y(t)dt =x?
0

8. Halle la solucion y(x) de la ecuacion x°y’cosy =2 que verifica y(x) > %

para x —0.
9. ;Cual es la curva integral de y’ =¢¥"? que pasa por (0,0)?

10. Para un problema de valor inicial, y '=f(x,y) ; y(X) = Yo ¢cuales son las condiciones
suficientes para poder afirmar la existencia de solucion unica?

11. ;Cuantas soluciones de la ecuacion diferencial y’ = x* + y* pasan por el punto (1,0)?

12. Hallar las curvas que satisfacen cada una de las condiciones geométricas
siguientes:(a) la porcion de la tangente limitada por los ejes tiene como punto central al
punto de tangencia. (b) la proyeccion sobre el eje x de la parte de la normal entre (x,y) y
el eje x tiene longitud 1. (c) la proyeccion sobre el eje x de la parte de la tangente entre
(x,y) y el eje x tiene longitud 1.

13. Una curva arranca desde el origen por el primer cuadrante. El area bajo la curva
desde (0,0) hasta (x,y) es un tercio del area del rectangulo que tiene a esos puntos como
vértices opuestos. Hallar la ecuacion de esa curva.

14. Hallar la ecuacion diferencial de cada una de las siguientes familias de curvas:

(@) todas las circunferencias que pasan por (1,0) y (-1,0), (b) todas las circunferencias
con centros en la recta y = x que son tangentes a ambos ejes, (c) todas las parabolas
con vértice en (0,0) y de eje y.

15. Explique como se obtiene la familia de curvas ortogonales a una familia de curvas
dada.
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Integrales dobles

Capitulo I11: Integrales Mdltiples

Integrales dobles

Actividad 1

1. Piensen en una funcion f (x,y) continua, definida sobre un rectangulo
R:[a,b]x[c,d]:{(x,y)eiRzlasxsb/\cs ysd} ytal que f(xy) =0 VxeR

¢Cémo imaginan su gréafica?

La gréafica de una funcién continua de dos variables es una superficie. La superficie que es
gréficade f tiene ecuacion z =f (x,y) (¢recuerdan alguna en particular?).

2. Siendo f con valores no negativos, la grafica esta totalmente ubicada por arriba del plano
xy. Considerando todos los puntos del espacio entre el plano xy y la grafica de f queda

definido un subconjunto de %* llamado “s6lido”. La descripcion analitica de ese sdlido es:

V={xy,2) eR*/ (X, y) eRAO<Z< f(xY)}

Traten ahora de graficar el conjunto V en un sistema de coordenadas cartesianas en el
espacio y propongan un procedimiento para calcular el volumen del mismo. Les damos una
pista: adapten, con los cambios que sean necesarios, el procedimiento usado para obtener el
area de una region plana; en ese procedimiento el area de una region plana se aproximaba
con la suma de las areas de un numero finito de rectangulos, ¢qué sélidos elementales

pueden utilizarse para aproximar el volumen de V?

Contando con la actividad anterior y con lo visto en nuestro recorrido por las integrales de
funciones de una variable, pasemos a considerar una funcion continua f (x,y) definida sobre

una region R < [a,b]x[c,d] como la que muestra la figura:

A
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Si se consideran n+1 puntos de divisién en [a,b] y m+1 puntos en [c,d] y se trazan rectas
paralelas a los ejes x e y por esos puntos, el rectangulo [a,b]x[c,d] queda dividido en nxm
subrectangulos R;. Supongamos que R, R,,R,,..,R, son los subrectangulos que estan
totalmente contenidos en R.

V“

dl

cT T T
i ] ; ; ! »
a h X

El conjunto ¢ ={R,,R,,R;,....R, } sedice que es una particion de R.
Llamamos norma de g Yy denotamos |go| a la mayor entre todas las longitudes de las
diagonales de los R, 0 sea: | = max{s; /5, = longitud de la diagonal de R;,i =1..k}

Siendo P’(x;,y;) unpuntocualquieradeR; y AR, el &rea del subrectangulo R;,

k
llamemos J =3 F(P¥AR; = f(P)AR, + f(P,)AR, +...+ f(P))AR,
i=1

¥Ya

—

[

[t

]
b

Bty

La integral doble de f (x,y) sobre R se denota _U f(x,y)dA yesel limite de J, cuando
R

|g<)| tiende a cero, limite que existe y no depende de las particiones consideradas ni de los

P;" elegidos.

jRj f(x,y)dA= éi\r_rgo Zkll f(P)AR,
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Para f(x,y) continuay no negativa:

f(P)AR, es el volumen de un paralelepipedo con base en Ri y altura igual a f(P")

f7")
c d
a /J s /, -.’,
7 L 7
yad ! /
b Z 7
o
X
Siendo Vv ={(x,y,z)e‘R3/ (Xx,y)eRAO<z< f(x,y)},
k
J = f(P*)AR; = volumen del solidoV
i=1
K
y ‘Ii‘mo > f(RMAR; = [[ f(x y)dA=volumen del solido V
1= i=1 R

Comenten ustedes la interpretacion geométrica de I j f (x, y)dA en los siguientes casos:
R

- f(xy)<0 Vv(x,y)eR
- f(x,y) toma tanto valores positivos como negativos sobre R

- f(xy)=1Vv(x,y)e R

Observacion:

En todo lo anterior la condicién de continuidad sobre R para f podria reemplazarse por la
de acotacion y continuidad salvo en un numero finito de subconjuntos de area nula (como
son curvas y puntos). Son integrables sobre R tanto las funciones continuas sobre R como
aquellas que presentan “saltos finitos” en un nimero finito de subconjuntos de R con area

nula.
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Ejercicio 1
Den una aproximacion del volumen del sélido que esta por arriba de R=[0,2]x[0,2] y

debajo del paraboloide z = 16 — x* — 2y?, utilizando una particion de R en cuatro cuadrados
iguales y tomando como punto de muestra (punto arbitrario) el vértice superior derecho de

cada uno.

Ejercicio 2

Sea R={(x,y)e®R?/0<x<2A1l<y<2}|. Obtengan una aproximacién de: H(x—3y2)dA por
R

medio de una particion en R en cuatro rectangulos iguales, tomando el punto medio de cada

uno como punto arbitrario P; . ¢Representa esa integral el volumen de un sélido? (tengan en

cuenta el signo de f (X, y) = x—3y? sobre R)

Ejercicio 3

Siendo f (x,y) =k (constante) en R=[a,b]x[c,d], muestren que H f(x,y)dA=4rea(R)-k

Ejercicio 4
Siendo R=[-11]x[-11]

a) Representen curvas de nivel de f(x,y)=x+y en R.  Deduzcan el resultado de

ﬂ x+y dA apartir del conocimiento de los valores que toma el integrando en R.
R

b) Representen curvas de nivel de g(x, y)=|x+ y| en R. Deduzcan el resultado de

ﬁ|x+ y| dA a partir del conocimiento de los valores que toma el integrando en R y de la
R

interpretacion geométrica de dicha integral.

Propiedades de la integral doble
Propiedad 1 (Linealidad)
Para f y g integrables sobre R R? y a, f €N (constantes)

[[lafeun+Bgx]dA = a [ t(xy)dA+A[[ g(x y)dA
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Propiedad 2 (Aditividad de la region de integracion)

Para f integrable sobre R siendo R=R, UR, c%?con R, "R, conjunto de area

nua, [ F06y)dA= [[f(xy)dA + [[f(xy)dA .

Propiedad 3 (La integral doble preserva desigualdades)

Si f(x,¥)=9g(x,y) V(X Y)eR entonces H f(x,y)dA > J]g(x, y)dA

En particular, si f(x,y)>0 V(X,Yy) e Rentonces J.J. f(x,y)dA >0.
R

Propiedad 4 (Propiedad de acotamiento)

Si [f(x,y)[ <M V(x,y)eR entonces -M érea(R)sﬂ f(x,y)dA <M area(R)
R

Ejercicio 5

Si R=[01]x[01] muestren que o< HSEH(H y)dA <1.
R

¢Recuerdan el Teorema del valor medio para integrales definidas? Ese teorema tiene

también una “version” para integrales dobles:

Teorema del valor medio (para integrales dobles)

Si f escontinuaen R c R entonces existe P” <R tal que

jj f(x,y)dA= f(P")area(R)
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Observaciones:
_ _ ﬂ f(x,y)dA
1. Se llama valor promedio de fen R al cociente =
area(R)
El Teorema del valor medio afirma que, siendo f continua en R, el valor promedio de fen R

coincide con el valor de f en algin punto P* de R

2. Sies f>0en R, significa que el volumen del solido, limitado por la grafica de f vy el

plano xy restringido a R, es equivalente al de un “cilindro” de base R y altura f (P") .

gréficadef

Calculo de la integral doble

Plantearemos dos casos:
A) cuando la regién de integracion es un rectangulo.

B) cuando la region de integracion es mas general.

A) Supongamos z = f(x, y) continua en un rectangulo R = [a,b]x|c,d]

Ya

S(x,)

Gl

B
e
xy
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Sea x, <[a,b] .
Como f es continua en R, también lo es en el segmento  S(x,) = {(xo, y)y/lc<y< d}

En consecuencia f restringidaa S(x,) es integrable con respecto ay, y existe

A%) = [ £ (%, y)dy

¢Qué significado tiene A(x,) ?
Si suponemos que f(x,y)>0 en R, A(X,) representa el &rea de la seccion plana obtenida al

intersecar el sélido V = {(x, y,2) eR*/ (x,y) eRA0<z< f(X, y)} con el plano x=x, (¢Por

que?)
Z Seccion
z =f(x,y) transversal de
\ /7 area A(Xo)
\
’/

a Xo b

c X

d / ad

rd 7

y R”

Esto que interpretamos para cierto X, fijo, ocurre paratodo xe [a, b] quedando asi definida
d

la funcion A(x) = j f(x,y)dy.
C

Al variar X, las secciones producidas “barren” el solido en su totalidad, lo que nos permite

b
concluir que jA(x)dx representa el volumen del mismo.

a

bd
Entonces: Vol (V) = jf f(x,y) dydx

La expresion de la derecha es llamada integral iterada integrando primero con respecto a y

(dejando a x fijo) y al resultado con respecto a x.
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¢ Y si calculamos el volumen formando rebanadas con planos perpendiculares al eje y?

b
El area de una seccion transversal es: A(y) = j f (X, y)dx
a

db
Por tanto el volumen de todo el sélido es: Vol (V) = j_[ f(x,y) dxdy

La expresion de la derecha se llama integral iterada integrando primero con respecto a X y

al resultado con respecto a y.

La interpretacion geométrica anterior nos permite comprender el siguiente resultado

Teorema de Fubini

Para toda funcién continua en un rectangulo R =[a,b]x[c,d]

ﬂf(x,y)dA:”f(x,y) dy dx :”f(x,y) dx dy

Ejemplo 1

Calcularﬂf(x,y)dA,siendo: f(x,y)=1-6x’y vy R:{(x,y)eiRZIOSXSZA—lsysl}
R

Aplicamos el teorema de Fubini (integrando primero con respecto a y):

ﬂ f(x,y)dA =

Oy N
—

LN

(1— 6x2y)dydx = j'(y —3x2y2}:dx = j[l—sz —(—1—3x2)] dx = Tde =4
0 0 0

Si invertimos el orden de integracion:

12 1 1
ﬂ f(x,y)dA= ”(1—6x2y)dxdy = I(x—3x3y]§dy = I(2—16y) dy = (2y—8y21171 =4
R 2 x|

-10

Pregunta: ¢Podrian afirmar que el resultado obtenido representa el volumen de un solido?
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Ejercicio 6 Grafiquen la region de integracion y evallen la integral.

a)ﬁ(4—y2)dydx b)ﬁ(xzy—2xy)dydx c)jljl' (x+y +1)dxdy
00 0-2 -1-1
2rm 42 In2 In5

d) ”(senx+cos y)dxdy e) ”x\/ydxdy f) I jezx‘y dx dy
70 00 0 0

Ejercicio 7 Integren f (x,y) = 1 enelcuadrado 1<x<2, 1< y<2
Xy

Ejercicio 8 Integren f(X,y)=ycos(xy) enelrectdngulo: 0<x<2 ,0<y<1

Ejercicio 9 Dibujen el s6lido cuyo volumen esta dado por la integral iterada

a)ﬁ 4—x—2y)dxdy b)ﬁ(Z—xz—yz)dxdy
00 00

B) Supongamos ahora z = f (x,y) continua en una region R. Podemos imaginar — para

interpretar el calculo- que ftoma valores no negativos en R, aunque esto no es estrictamente

necesario, ya que solo pretendemos establecer un procedimiento operativo para resolver la

integral de una funcion continua, en una region que no sea un rectangulo.

Vamos a distinguir dos regiones especiales:

B1) Region del tipo I:

Se reconoce cuando al trazar una recta vertical por cualquier punto interior de la misma, la

frontera es cortada en dos puntos exactamente.

TIPO | NOTIPO |
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Analiticamente una region tipo | se describe: R = {(x, y)eR?/a<x<ba f(x)<y<f, (x)}

donde f, y f, son dos funciones continuas definidas en el intervalo [a,b]

v

El teorema de Fubini se extiende a esta situacion: Para cada xe[a,b], f es continua en el

f2(x)
segmento  s(x) = {(x,y)/ f,(x)<y < f,(x)} y por lo tanto existe A(x) = j f(x,y)dy

f1(x)
Luego, al variar x e integrar A(X) se tiene:

b f(x)

ﬂf(x,y)dA:j _[f(x,y)dydx

R a f(x)

La regidn tipo I, permite calcular la integral doble por medio de una integral iterada primero

con respecto a vy, y luego con respecto a x.
Observacion: La clave para resolver con este procedimiento, estd en poder describir la
region dada, como region de tipo I. Hay que tener en cuenta que no toda region responde a

esa caracteristica.

Ejemplo 2
Integrar f(X,y) =2xy +Yy en laregion limitadapor y=x*>y x+y=2.

i) Es imprescindible hacer un croquis de la region, para saber si se adapta al caso presentado.
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Podemos apreciar que la parabola y la recta limitan una regién tipo I: trazando una recta
vertical por cada punto interior, esta corta la frontera en dos puntos exactamente. La recta

como parte superior de la frontera y la parabola limitando inferiormente.

ii) ¢Cual es la variacion de x? Buscamos las abscisas de los puntos en que se cortan ambas

= 2 X :_2
lineas: {y X x> =2-X —>Xx>+x-2=0 —>{1

y=2-X X, =1

¢Cudél es lavariaciondey? x*<y<2-x

Entonces: R:{(x, y)eR* [ -2<x<IaX? sysZ—x} y laintegral puede calcularse

integrando primero con respecto a y, y luego con respecto a x:

2—x

[ (2xy+y)dydx

X2

N

Resolviendo con respecto a y:

Al

-2

2—-x

dx = jﬂx%j(z—x)? Cxext —X—;}dx

x? -2
Completen el calculo (Ordenen el integrando y resuelvan con respecto a x)

B2) Region del tipo 11:

Se reconoce, cuando al trazar una recta horizontal por cada punto interior de la misma, la

frontera es cortada en dos puntos exactamente.
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TIPO Nl NO TIPO I

r
v

Analiticamente una region tipo Il se describe: R= {(x, y)eR?/g,(y)<x<g,(y)Ac<y< d}

donde g, y g, son funciones continuas en [c,d]

v

En este caso, como yelc,d], fesintegrable en [g,(y),g,(y)] definiendo asi la funcion:

92(Y)
AY) = [ F(xy)dx

9:(y)

d 9g2(y)

Finalmente: H f(x,y)dA= I I f(x,y)dx dy

¢ 9:i(y)

Ejemplo 3
Calcular H 2xy dA siendo R laregion limitada por: x=y*> y 2—-x=y*.
R

i) Imprescindible graficar:
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ii) ¢Cudl es la variacion de y? Buscamos las ordenadas de los puntos de interseccion entre

y, =-1
y2=1

2
X=y —Sy?=2-y®> y?=1 —>{

ambas parabolas:
2—x=y?

La variacion de x, se obtiene observando que toda recta horizontal trazada por puntos
interiores a R, corta por la izquierda a la parabola x = y? y por la derecha, a la parabola
Xx=2-y%.

Entonces R = {(x, Y/ y> <x<2-y* A-1<y sl} y laintegral se calcula integrando

2

primero con respecto a X Yy luego con respecto a y: | = j ij 2xy dx dy
-1 y2
1 2-y? 1 ,
O sea: I :J' x?y| dy:j[(Z—yz) y—y4y]dy
-1 y? -1

Completen el calculo (ordenen el integrando, resuelvan con respecto a 'y, y den el resultado)

Algunas regiones (como la gue se presenta en el siguiente ejemplo) son de tipo | v de tipo Il

Ejemplo 4
Calcular J'j (4x+2)dA siendo R laregion limitada por y=x* e y=2x.
R

i) Al graficar la region de integracion apreciamos que R es de tipo | y de tipo Il.
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ii) Describiendo a R como region de tipo I:
R={(X,y)eiR2/ 0<x<2 A x2§y32x}

y laintegral se calculara integrando primero respecto de y y luego respecto de X :

X =2X
ﬂ' (4x+2)dA = ﬁ(4x +2)dydx = i[4xy + 2y]y dx = j.(8x2 +4x—4x° - 2x? )dx=
R 0 x2 0 y=x2 0

2

:i(ze +ax—4x° )dx= (2x® + 2x* — x*) |, =8
0

Describiendo a R como region de tipo Il tenemos:
R:{(x,y)eiﬁzl 0<y<4 /\%SXSW}

y laintegral se calculara integrando primero respecto de x y luego respecto de y :

44y 4 x=\y 4 2
ﬂ(4x+2)dA:Ij(4x+2)dxdy=j[2x2 +2x] dy:j[2y+2\/§—y——dey
R o% 0 =Y 0 2

4 2 2 3
- A PV B A AW S A RT
![y+2\/§ 2jdy (2+3y 6]|° 8

El resultado de la integral es el mismo, ya sea que describamos a R como region de tipo | o
de tipo Il. EI cambio en el orden de integracién es posible mediante el cambio de
descripcion de la region.

Obsevacion: Debe quedar bien claro que no toda region es necesariamente de tipo | o de

tipo 11 ¢qué puede hacerse entonces para poder integrar?
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Integrales dobles

Tratar de subdividir la region en un nimero finito de subregiones que puedan describirse

como tipo 1 o Il y aplicar la propiedad aditiva. Habiendo més de una posible descripcion de

la region de integracion, se elegira, por lo general, la descripcién més simple aunque a
veces es la observacion del integrando lo que nos hace decidir el orden de integracion mas
favorable y por ende, la descripcion que ha de hacerse de la region. Vean el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 5

senx . o
Supongamos que nos proponen calcular H—dA, siendo R el triangulo en el plano xy
X

limitado por el eje x, larecta y=x y larecta x=1.

Grafiquen laregion Ry observen gue es tanto de tipo | como de tipo II.

Si describimos R como tipo Il, R={(x,y)/0<y<1A0<x<y} y laintegral doble

se calcula: _U sendi ﬁ%d dy

00

: . sen x
Pero en este punto quedamos detenidos pues como recordarén _[ ——dx no puede
X

expresarse en términos de funciones elementales.

En cambio, si describimos R como regiontipol, R= {(x, y)/0<X<1IAO0Ly< x}
y el calculo de la integral doble puede efectuarse sin dificultad alguna:

sen x © Fsenx © senx|’”
ﬂ dA= ”Td ydx=[y=~

0

X 1
dx = fsenx dx = —cos x|; =—-c0s1+1=0,46
y=0 0

Ejercicio 10
Resuelvan las siguientes integrales y grafiquen la region de integracion correspondiente.
Ing Iny 7 Senx X 2 ¥
a) J' J'ex*ydxdy b) _[ _[y dydx C) J.J'xsen(y) dydx  d) j J'dxdy
1 0 0 0 00 1y
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Ejercicio 11 En las siguientes propuestas, identifiquen el orden de integracion dado,

grafique la region e inviertan el orden.

1 4-2x 14y 20

a) J' .[f(x, y)dydx b) j jf(x, y)dxdy C) jjf(x, y)dxdy
0 2 0y 0y-2
1 1% 1 1y? 2 a-y?

d) j Jf(x, y)dydx e) I If(x, y)dxdy f) j If(x, y)dxdy
0 1-x 0_ 1-y? 0 1-y

Ejercicio 12

Dibujen la region de integracion y determinen un orden de integracion conveniente para

calcular la integral doble.

11 ) T sen y 31 .
a) H sen(y?) dydx b) ” 227 dydx c) _[ _[ey dydx
0 x 0 x y 0 \P
3
Ejercicio 13

En los siguientes incisos, grafiquen la region R y describanla en la forma que consideren
mas conveniente para el célculo de la integral doble de la funcion f en R. Evallen dicha

integral.

a) f(x, y)zg R en el primer cuadrante limitada por y=x, y=2x, x=1, x=2.

b) f(x,y)=x>+y®> R eseltriangulo con vértices (0,0), (1,0), (0,1).

c) f(uv)=v-u, R region triangular en el primer cuadrante, limitada por la recta
ut+v=1
d) f(s,t)=¢€’Int R region del primer cuadrante del plano s t, por arriba de la

curva s=Int entre t=1 y t=2.
e) f(x,y)=y—-2x> Reslaregion dentro del cuadrado | x| + |y| =1

) f(x,y)=xy R es la region limitada por lasrectasy =x,y=2x, x+y=2

Ejemplo 6

2

Calculamos J]f(x, y)dA donde R=[L3]x[25] y f(xy)=>- usando MAPLE con los
R y

siguientes comandos:
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> fi=x"2ly"2;
>INT:=int(int(f,y=2..5),x=1..3);

Ejemplo 7

2
Calculamos Hf(x, y)dA donde f(x, y):X_2 y R eslaregion del plano limitada por
R y

lacurva y = 1 y lasrectas x=2 e y=x ,usando MAPLE.
X

Como la regién no es un rectangulo hay que caracterizarla como de tipo 1 o Il ( 0 como
unién finita de regiones de tipo | o de tipo I1') segun corresponda.
- Para ello, conviene representarla:

> y1:=1/x;

> ecua:=x=2;

> y2:=X;

> figl:=plot(y1, x=0.2..3, y=0..3, color=red):

> fig2:=implicitplot( ecua, x=0..2, y=0..4, color=blue):

> fig3:=plot(y2, x=0.2..3,y=0..3,color=green):

> with(plots):

> display({fig1, fig2, fig3});

- Ademas hay que encontrar el punto de interseccién entre las curvas yl e y2:
> solve(yl=y2,x);

Ahora es claro que la regién de integracion puede describirse como regién de tipo | :

R:{(x,y)e‘ﬁzl l<x<2 A L< ySX}
X

- Definimos la funcidn que vamos a integrar e integramos:
> fi= x"2ly"2;
> INT:=int(int(f,y=1/x..x),x=1..2);
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Aplicaciones de la integral doble

Las aplicaciones mas obvias son el calculo de volumen de un sélido y el calculo del area

de una region plana como habiamos visto en clases anteriores.

I. Volumen de un solido

Situacion 1: Volumen de un solido apoyado sobre el plano xy

En la presentacion del tema, vimos que si se tiene z=f(x,y); (x,y)eR (region) y es
f(x,y) >0 en R, queda definido en %* un subconjunto llamado “s6lido” que se describe
analiticamente V = {(x, y,2) eR®1 (X, y) e RAO<z< f(X, y)} y cuyo volumen se

calcula por medio de la integral ﬂ f(x,y)dA

R

z=f{x.y)

Cabe notar que el solido tiene una “tapa” que es la grafica de f (restringida a R) y un
“piso” que es en el plano xy, la region R.

iEl calculo realizado debe arrojar en este caso un resultado positivo! El éxito de la
operacion, reside en describir bien la region de integracion y tener bien en claro cual es

la “tapa” del s6lido, ya que su identificacion es la que nos indica la funcion a integrar.

Ejemplo 8
Calcular el volumen del sélido formado bajo el paraboloide z=x? + y? restringido al
triangulo limitado por las rectas y=x, x=0 Y x+y=2 en el plano xy.

Conviene -aunque no salga muy bien- hacer un esquema del solido y de la region de

integracion:
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x=0

x+y=2

Podemos observar que la “tapa” es la porcion de paraboloide que se encuentra sobre la
region R:{(x, y)eR*/0<X<LIAXS ys2—x}.

Observen que la descripcidn de R corresponde a una region tipo | (¢por qué no

12-x

conviene hacerla como tipo 11?) . Vol(v) = [[ (x* + y*)dA=[ [(x* + y*)dydx
R 0 x

Completen el calculo y comprueben que el resultado es 4/3 unidades cubicas.

En algunas ocasiones (como en el ejemplo siguiente) el sélido se describe en términos
de las superficies que forman su frontera, razon por la cual es imprescindible reconocer
las ecuaciones dadas , para luego determinar la “tapa” del solido, como también la

region que se forma en el plano xy, a partir de las “trazas” de las superficies limitantes.

Ejemplo 9

Supongamos que nos piden calcular el volumen del sélido limitado por las superficies
y=x>y=2-x*y z=y por arriba del plano xy.

Las ecuaciones y=x*e y=2-x’ tienen una caracteristica comun: falta una variable.

Podemos afirmar entonces que representan cilindros rectos (con generatrices paralelas al
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eje de la variable que falta y con directrices en los planos coordenados correspondientes
a las variables involucradas, y en esos planos, las curvas correspondientes determinan la

forma de la region R)

Ahora gue hemos reconocido las superficies que constituyen la frontera y visualizado el
solido podran contestar las siguientes preguntas:

(Cuadl es la superficie que hace de “ tapa” del solido?

(Cuadl es la superficie que hace de “piso” del solido?

¢ Como puede describir analiticamente la region R? (grafiquela previamente)

¢ Coémo se describe analiticamente el s6lido V?

¢ Cbémo calcula el volumen de V?

Situacion 2: Volumen de un s6lido que no se apoya sobre el plano xy
Suponga que el sélido no se apoya en el plano xy, es decir que esta limitado por dos
superficies, graficas de funciones continuas f y g definidas en una misma region R con
f(x,y) <g(x,y) V(xy)ER.Enese caso,

V :{(x,y,z)eil%3/(x,y)eR/\ f(x,y)stg(x,y)}

y Vol(v) = [[la(x y) - f(x.y)ldA  (icierto?)
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Ejercicio 14
Calculen el volumen del solido limitado por x+y+z=3 Yy los planos coordenados en

el primer octante.

Ejercicio 15
Calculen el volumen del solido limitado por x+y+z=3y los planos z=1, y=0 y

x=0 en el primer octante.

#2=9(x.y)
% z=1(x, V)

»

y
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Ejercicio 16
Calculen el volumen del solido limitado por x+y+z=3y losplanos z=0, y=0,

x=0 y z=1 en el primer octante.

Ejercicio 17
Calculen el volumen del sélido V = {(x, v, 2) (X, y)e RAO<z<x*+ y2}

siendo R triangulo encerrado por lasrectas x=y; y=0 Yy x+y=2 enelplano xy.

Ejercicio 18

Calculen el volumen del sélido limitado por:

i) z=x*, y=2-x% y=x Yy z=0

i) x?+y?*=4 , z+y=2 Yy losplanos coordenados en el primer octante.
i) y=x> y z+y=4 con z>0

V) x+2y+z=2, x=2y, x=0 vy z=0

V) z=x*+y?+4, x=0, y=0, z=0 y x+y=1

vi) z2+y?*=4 ,x=2y, x=0 y z=0 enelprimeroctante.

I1. Area de una region plana

Si z=f(x,y) =1 en R < R?, region cerrada y acotada entonces

areade R = H dA
R

Ejercicio 19
Empleando integral doble calculen el area de la region limitada por las siguientes curvas:

)y=x"; y=8-x* i) y=x* x=y? i) y=x*; y=x+2
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2

iv) x=y?; x=8-y® V) y=—x"+3;y=-1 Vi) y=X; y=x+2; x=3; x=0

I11. Valor promediode f en R

Si z = f(x,y) continua en la region cerrada y acotada R = R?, entonces

j j f(x, y)dA

valor promediode f enR=%——
area(R)

Ejercicio 20
Calculen el valor promedio de f(x,y)=x*+Yy? en la region limitada por y=x>—-4

e y=23Xx.

Ejercicio 21

La temperatura en el punto (X,y)perteneciente a una region R estd dada por

T(x,y) =50+2x+ Y. R esta limitada por y=x* e y=8—x*. Calculen la temperatura

promedio en R.

IV. Masay centro de masa de una placa delgada

Desde un conjunto discreto a una distribucién continua

Un sistema rigido es todo conjunto de particulas obligadas a permanecer a distancias
relativas absolutamente fijas. Por supuesto, no existen en la naturaleza sistemas de esta
clase ya que, los atomos que componen un cuerpo, estan siempre sujetos a movimientos
relativos. No obstante, si estamos interesados en una descripcion macroscépica del
sistema, tales efectos pueden ser ignorados. Por otra parte, todo cuerpo sufre
deformaciones o variacion de su tamafio, pero en la mayoria de los cuerpos solidos, en
condiciones ordinarias, tales cambios son suficientemente pequefios y pueden ser
despreciados cuando se estudia el movimiento del s6lido como un todo.

El célculo de magnitudes que caracterizan a un sistema rigido ideal puede realizarse
considerando al mismo, como un conjunto discreto de particulas o como una
distribucion continua de materia. Es habitual comenzar trabajando con sumatorias
extendidas a las particulas y pasar a la segunda descripcion sustituyendo tales sumas

por integraciones extendidas a distribuciones mésicas.
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Supongamos que se quiere encontrar la masa y el centro de masa de una placa
plana y delgada. Por ejemplo un ingeniero puede estar interesado en conocer cual es la
masa de un disco hecho de una determinada aleacion y determinar donde debe poner un
pivote para equilibrarlo. Hay que observar que si la placa es relativamente pequefia y
puede manipularla puede obtener esta informacion realizando algunas mediciones
experimentales. Lamentablemente no siempre las condiciones son tan favorables y es
necesario agudizar el ingenio. Si se conocen las dimensiones de la placa y una funcion
que dé cuenta de la densidad de masa de la misma, el problema puede ser abordado

analiticamente.

Es bien conocido que si se tiene un sistema coplanar formado por n particulas de masa

m; ubicadas en las posiciones (x;,y;) (i =1...,n), la masa del sistema esta dada por

M :Zn: m,
i=1

y las coordenadas del centro de masa, (x,y), pueden calcularse como

Supongamos que la placa delgada en estudio tiene una forma coincidente con la region

R < ®?y cuya densidad superficial de masa (masa por unidad de area) es dada por
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o(x,y) (la densidad no es constante, es decir, algunas partes de la placa son mas

densas que otras). Procedemos de la forma habitual:

1) Siendo R acotada, existe un rectangulo [a,b]x[c,d] que la contiene. Tomamos n
puntos de division en [a,b] y m puntos en [c,d], de esta manera, trazando rectas

paralelas a los ejes por esos puntos de division, el rectangulo queda dividido en nxm
subrectangulos R; cuyas areas indicaremos con AR, .
Supongamos que k de esos subrectangulos quedan totalmente contenidos en R.

©=1{R,,R,,R;,....R } s una particion de R cuya norma es

|¢o| = méax{s, / 5, =long de la diagonal de R,,i =1..k|

¥ a
- R;
P,
dr-—l- -"'_'_'__‘_‘-‘—ul'_\_\_
[ >~ B
- L_ —ts
Ei—'_'_"'T —
- -\-\_\_\_\- ‘_—_—_
[:hd 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[ : 1 »
a h X

2) Elegimos arbitrariamente un punto P’(x’,y;)eRi y suponemos que en R; la
densidad es constante y que toma el valor &(x;,y;). Podemos imaginar que en la
posicion P” se encuentra una particula puntual cuya masa m; es igual a la masa del
rectangulo R;, es decir m; =5(x;, y; )AR;. De esta forma hemos “discretizado” la placa

(k particulas de masa m; localizadas en las posiciones (x',y;), 1 =1, ..k)y podemos

k k
decir que: masade laplaca= M = $m;” =3 5(x;, y;)AR,

i=1 i=1
De forma analoga, las coordenadas del centro de masa (x,y) de la placa pueden

aproximarse de la siguiente manera:

K k K . k . . .
oY X, 8(x;,y;) AR, Xm0y (LY AR
X = i:lk — i:1I< yz I:lk — |:1k

>om D504,y AR, >m D 8(x,y7) AR,

i=1 i=1 i=1 i=1
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3) Como suponemos que estamos frente a una placa real es natural suponer que
J(x,y) es una funcion continua (o con discontinuidades de primera especie) en R, con

lo cual existen los limites de éstas sumas cuando la norma de la particién tiende a cero,

obteniendo asi los valores exactos de estas magnitudes
xo(X, y)dA yo(x, y)dA

M = [[ 5 y)dA L y= JRI
R jj 5(x, y)dA jj 5(x, y)dA

Resumiendo:

Para una placa bidimensional R, que tiene una densidad de masa variable descripta

por una funcién&(x, y), lamasa de la placa esta dada por M = ([ 5(x y)dA
R

y las coordenadas del centro de masa son:
[ xo(x, y)dA ~ [[ystx y)da
R ___ _ R

M M

X =

Ejercicio 22
Hallen el centro de masa de una lamina delgada con densidad de masa

S(x,y) = y* + x+1 cuya forma coincide con la regién R limitada por x = y?

y x=1.
Ejercicio 23

Hallen el centro de masa de una lamina delgada con densidad de masa

S(x,y) =4 cuya forma coincide con laregion R limitadapor y=x?>e y=3-x°.
Observacion: Si la densidad es constante, el centro de masa es el centroide. En este
caso, la posicion del centro de masa depende de la forma del objeto y no del material

con que esta fabricado.

Ejercicio 24
a) Calculen el valor promedio de f(x,y)=y sobre la regién limitada por y=x> e
y=4. b) Comparen el valor promedio de f calculado en a) con la ordenada del centro

de masa de una ldmina con la misma forma que la de a) y densidad constante.
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Cambio de variables en la integral doble

Recuerden que en la integral definida el cambio de variable x = g(u), con a=g(c) y
b d
b =g(d) nos permite establecer que I f (x)dx :j f(g(u))g'(u)du .

Noten que el cambio de variable introduce el factor adicional g’'(u) en el integrando.

¢Qué sucede en las integrales dobles? Les anticipamos que el cambio de variables

en una integral doble introduce un factor llamado Jacobiano que definiremos luego.

Actividad 2

X—=2y
+y

20
Traten de calcular, si pueden, la integral ”( ] dA donde R eslaregion
R

limitada por las rectas x -2y =0, x-2y=4, x+y=1 Yy x+y=4.

¢ Cuales son las dificultades que encuentran?
Seguramente responderan: la forma de la region R y la expresion del integrando.
Observenquesillama u a x+y y v a x—2y laexpresion del integrando queda

mas simple que la anterior .

U=x+y

v 20 VZO
En efecto:  haciendo { el integrando es [_j -

V=X-2Yy
En forma similar a lo realizado para integrales definidas, habra que analizar:

e Cuél es laregion donde varian uy v?

e Cuél es la relacion entre el diferencial de area en xy y el diferencial de area en uv?

A partir de este planteo comencemos a formalizar algunos conceptos.
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Un cambio de variables viene dado por una transformacion T de una regién S del plano

uv en una region R del plano xy, de la forma
T(u,v)=(xy)=(g(u,v),h(u,v))

donde cada punto (x,y) de R esimagen de un unico punto(u,v) deS y g y h tienen

derivadas parciales continuas en la region S .
T tiene inversa, THXY) =U,v)=U (X Y),V(XY))

Escribimos habitualmente:

= y :U y
T= x=g(uv) (u,v)eS T?= u=ulxy) (x,y)eR
y=h(u,v) v=V(x,Y)
y N y N
T
T'l
> X
u

Volvamos al ejemplo de la actividad 1:

L ju=x+y _x=%2u+v) .
T _{v=x—2y (x,y)eR T_{yz%(u—v) (u,v)eSs

¢Como encontrar la region S?

La region R esta limitada por: La region S esta limitada por:

X+y=1 = u=1
X +y =4 = u=4
X -2y =0 = vV =
X -2y =4 = v =4
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Grafiquemos las regiones Ry S:

v

\Y T \)

(funcién uno a uno que transforma la
region S en laregion R)

v
A

.

u T e X

(Noten que los vértices de S se transforman en los vértices de R)

¢ Cual es la relacion entre el diferencial de area del plano xy y el diferencial de
area del plano uv?
Consideremos el caso en que S es un rectdngulo del plano uv con vértices

(u,v), (U+Au,v),(U,v+Av) Y (U+Au,Vv+Av). Las imagenes de esos Vértices en el plano
Xy son los puntos M, Q, P y N. Si Au y Av son pequefios, hacen que R sea
aproximadamente un paralelogramo determinado por los vectores MN y MQ

El area del paralelogramo determinado por los vectores MN y MQ es el modulo del

producto cruz de esos vectores. Haremos un paréntesis, para referirnos a esta operacion.

El producto cruz (o producto vectorial) de dos vectores a = (a,,a,,a,) y b = (b, b, ,b,)
esel vector axb =(a,b, —a;b, a0, —ab,,ab, —a,b,)
Definido de esta manera (que por cierto parece muy extrafa) el producto cruz tiene varias

propiedades Utiles. Para que la definicion sea mas facil de recordar usamos la notacion de

determinantes:

a b
Determinante de orden 2 (0 ‘ =ad —cb
determinante 2x2) c d
a b f| d | [d
Determinante de orden 3 (0 d e fl=a - b +C ¢
determinante 3x3) o i g | g h
g i
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a b c
Observen: o f es el determinante 2x2 que se obtiene al suprimiren | o | lafilaylacolumnade a
1
g h i
a b c
. [d f es el determinante 2x2 que se obtiene al suprimiren | o | lafilay la columnade b
i
J g h i
d a b c
. € es el determinante 2x2 que se obtiene al suprimiren |y o | lafilaylacolumnade c
h
: g h i
Noten también el signo menos en el segundo término del desarrollo.
Usando determinantes podemos escribir:
axb =(a,b, —asb,,a,b, —ah; . ab, —a,h )=
= (azbs _a3b2)r +(asb1 _ale) J +(a1b2 _azbl) k =
= (azbs _asbz)r _(a'lba _a3b1) J +(a1b2 _azbl)k =
a, a|. la, a] — la, a] — bogok
= - k= la a, a
b, by |b, b b, b, o
bl b2 b3
, . U U
La formula simbolica axb=|, , .| eslamaneramassencillade recordary
1 2 3
b, b, Dby

calcular el producto cruz de  a=(a,,a,,a,) y b =(b,,b,,b,) .

Calculemos a manera de ejemplo axb siendo a=(12,-1) y b=(2,-34)

=(2-4-(=3)(-1)i -(1-4-2-(-1) ] +(-(-3)-2-2)k =

=(8-3)7 —(4+2)j +(-3-4)k = 57 -6] —7k = (5-6,7)

Observacion: Si a=(a,,a,)y b=(bb,), axb es el producto cruz de los vectores

tridimensionales a=(a,,a,,0) y b=(b,b,,0)
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Propiedades del producto cruz
1.axa=0

En efecto, siendo a=(a,,a,.a;),

i ] Kk
= a, - 8 & — la a -~ . - — =
axd=l o a| =|  _|i-| i+ *|k=0i-0j-0k=0
a‘2 a3 a'1 a3 a'l aZ
a'l a'2 a3

2.axb esortogonalaa y a b
Verifiquenlo calculando (axﬁ)' ay (ax 6)- b y observando que en ambos casos

el resultado es 0. Completen luego los siguientes ejemplos:

Consideren los siguientes ejemplos:

L I T IR I o [

'><J=1oo:=1 OI—OOJ+01k= ...................
0 1 0

*E—Ijk 10.1000~ 01—

Jx =P 1 o0==| 1I—01j+00k= .......................
0 0 1

]Xr_rik_loroo N
0 1 o:—o 0 10 i P
1 00

La propiedad 2. estd diciendo que el vector axb es perpendicular al plano

determinado por a y b . El sentido en el que apunta puede determinarse usando la

regla de la mano derecha: si se colocan los dedos (todos menos el pulgar) apuntando
en la direccién de a y los gira barriendo el angulo agudo desde a hasta b, el pulgar

apuntara en la direccion de axb .

jshl]
X
o

Q|

La regla de la mano derecha
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3.Si0eselanguloentre ay b (0<O<r), ‘éxﬁ‘z‘é‘ ‘6‘ send
Pueden comprobarlo calculando:

2
[axb| = (a,b,~ab, )’ +(ajb,—ab,f +(ab, ~ah ) = oo

..................................... = (a12 +a,’ +a, Xblz +b,’ + b32)— (ab, +a,b, +ab,)’ =

=] ‘5‘— (a~b)2 =a’ ‘5‘2 ~|a]* ‘5‘2 cos’ @ =a|’ ‘5‘2(1—0032 H)z\é\z ‘5‘Zsen20

. 2
Se tiene entonces que [axb|

El \B\Zsenze y, teniendo en cuenta que +/sen?6 = send

yaque send>0 pues 0<O<r, ‘axﬁ‘z\é\ ‘B‘ send

Ahora podemos afirmar:

El médulo del vector axb es igual al &rea del paralelogramo determinado por ay b .

b
:‘6‘ send
0 |
a

Ademas, a partir de la igualdad ‘éx 6‘ =4l ‘6\ seng  se deduce que:

Dos vectores no nulos & y b son paralelos siysélosi axb=0

Las propiedades vistas nos permiten dar una caracterizacion geométrica completa del

vector axb :

axb es el vector que es perpendicular a & y a b, cuyo sentido esta determinada

por la regla de la mano derecha y cuyo mddulo es igual al area del paralelogramo

determinadopor ay b.
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El producto cruz no cumple con todas las propiedades que cabe esperar de un producto.

Habran observado ya que no es conmutativo (ixj=Kk =—k =jxi ), ademas, no es

asociativo pues, en general, (axﬁ)xé # ax(b xé) como lo muestra el siguiente
ejemplo: (ixi)xj=0xj=0 mientras que ¥x(ixj)=7xk=-]. Sin embargo, valen
ademas de las vistas, algunas propiedades que enunciamos a continuacion y que pueden

demostrarse de manera mas o menos sencilla escribiendo los vectores en términos de

sus componentes y usando las definiciones de las operaciones correspondientes

. ész—(%xa) 0(‘+5)x6=§.x6+6x6
O(Ca)xﬁzc(‘xﬁ):ax(cﬁ) . é-(#xé)z(‘xﬁ)-ﬁ
°a x 6+6):ax6+ax6 Oax(ﬁx(ﬁ:):(a‘ E)B—(a b
Ademas ...
A 7
bx¢& A
Y
0/ /
h ~ L
o
: -

El volumen del paralelepipedo de la figura es igual al area de la base ( ‘5 X 6‘) por la altura (h)
Por otro lado, h = al|cos 6| donde & es el angulo entre (Bxé) y a

Entonces:  Volumen del paralelepipedo =‘ Bxé‘ |a| [cosd| =‘ a- (Bxé)‘

Retomamos ahora el estudio del cambio de variables en la integral doble.

Nos preguntabamos, frente a un cambio de variables dado por T :{X N ﬁéu’vz (u,v)eS
y=h(u,v
-1 u=U(xy) ) e . . ,
con T = Vix.y) (x,y)eR, cual es la relacion entre un diferencial de area del
v=V(X,

plano xy y un diferencial de area del plano uv, y dijimos que: si S es un rectangulo del

plano uv con vértices (u,v), (u+Au,v), (u,v+Av) ¥ (u+Au,v+Av), las imagenes de
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esos vértices en el plano xy son los puntos M, Q, P y N 'y, siendo A4u y 4v

pequefios, R es aproximadamente un paralelogramo determinado por los vectores MN
y MQ. De modo que:

AR=4readeR =~ HMN x MQH

(u,v+4v) (u+Au,v+Av) 1 Q
P
M /\\ :
(u,v) (u+A4u,v) N
plano uv plano xy

Si Au y Av son pequefios las derivadas parciales de g y h con respecto a u pueden
aproximarse por

g, (U, V) ~ 9(U+AU2/)—9(U,V) y h(Uv) ~ h(u + Au,v) —h(u,v)
u Au

En consecuencia, MN =[ g(u+Au,v)—g(u,v)]i + [h(u+Au,v)-hu,v)] j =

Q

[g.(uv)Au]i + [h@uvau] j =
o

OX - -
— AU i +—Auj
ou ou

y, andlogamente, el vector MQ se puede aproximar por %Av T+%Av j , por lo tanto:

i ik X, ¥

— Au
N 5 | X oy _|ou ou lzz(aXAu V.Y 6yAujIZ:
MNxMQ =~ Au 2 Au 0)=5 o TP R
ox oy — A — AV
—AV —Av O ov ov
ov
ox %y
(%Q—QQ)AUAV k= |0u dul Ay Av k
duov ovaou ox oy
ov oV
ox oy
. ~IIMN Al ~ | |Ou  ou
- AR =|MN x MQ] = %3 AU Av )
ov oV
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Definicion de Jacobiano
Si x=g(u,v) e y=h(u,v), el Jacobiano de x, y respecto de u, v es:

ox
o0%Y) |2y ol xdy dy ox

o(u,v) | | ouev ouov
ou ov

El nombre Jacobiano se debe al matematico aleman Carl Gustav Jacobi (1804-1851),
conocido por su contribucién en distintas areas de la matematica. El interés de Jacobi por la

integral comenzé cuando pretendid calcular la longitud de la elipse.

Usando la definicion de Jacobiano en (1) se tiene:

a(x,y)
o(u,v)

AR = AS

Ahora estamos en condiciones de enunciar:

Cambio de variables en integrales dobles

Sean Ry S regiones en los planos xy y uv relacionadas por las ecuaciones x=g(u,v) €

y=h(u,v), tales que cada punto en R es imagen de un Unico punto de S y sea f una

funcién continua en R. Si gy h tienen derivadas parciales continuasen S y % es
u,v

distinto de cero en S, entonces

O Y| 4y v
o(u,v)

[[ £ yydxdy = [ £ (g(u,v),h(u,v))

Podemos por fin completar el calculo de la integral de la actividad 2:
X=%(2u +V)
y=x@Uu-v)

y el jacobiano de x,y respecto u,v es en este caso :

Siendo {u =x+y entonces {

V=X-2y
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Cambio de variables en la integral doble

Por lo tanto, siendo R la region limitada por lasrectas x-2y =0, x-2y =4,
X+y =1y Xx+y=4,

JRi??;%Azquo

R

T
Hon = 3 v on

donde S es la region limitada por las rectas u= 1, u =4, v =0, v = 4. Podran ustedes

completar el calculo de la dltima integral sin dificultad.

Actividad 3

Uu=Xx+y

Calculen el jacobiano de la transformacion 7 :{ (x,y)eR

V=X-2y
x=%(2u+v)
y=t%Uu-v)
La relacién que existe entre los Jacobianos que han comparado se da también en otras
1

transformaciones. Se puede demostrar que Joi= T siempre que J, =0.
T

y comparenlo con el Jacobiano de T = { (uv)es ¢Qué observan?

Actividad 4

Uu=Xx+y

Las transformaciones T = {X =h(2u+v) (uv)es y T ={ (x,y)eR

y=4%U-v)
de la actividad 2 son ejemplos de transformaciones lineales.

V=X-2y

X=au+hv

Una transformacion lineal responde a la forma general:
y=cu+dv

donde a, b, ¢, d son nimeros reales tales que ad—cb =0.

Verifiquen las siguientes propiedades de las transformaciones lineales:
i) El jacobiano es constante.
ii) Es una transformacién uno a uno de una region S del plano uv en una regién R del

plano xy. Se puede encontrar la expresion de la transformacion inversa.

o(x,y)

B0 =1 entonces conserva el tamafio. En caso contrario, dilata o contrae la
u,v

iii) Si

region.
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Ejercicio 25

Calculen utilizando un cambio de variables adecuado  [[(x-y)’(x+y)°’dA siendo

={(x, y)/x>y-1y>x x+y>1 x+y<2}.

Ejercicio 26
Calculen el &rea de la region R usando un cambio de variables adecuado para los casos
siguientes:

a) Rlimitadapor y=4x+2, y=4x+5, y=3-2x, y=1-2x

b) R limitadapor y=e*, y=e*+1, y=3-e*, y=5-¢"

Actividad 5

Plantear la integral que permite calcular el volumen del solido, limitado por
2=x"+y*y 8-z=x"+Yy>
a) En primer lugar tratemos de “visualizar” el sélido: las superficies limitantes son

paraboloides circulares de eje z. Uno de ellos tiene vértice en el origen y esta orientado

hacia z*. El otro tiene vértice en el punto (0,0,8) Y esta orientado hacia z ".

b) La region de integracion R, tiene por frontera la proyeccion de la curva interseccion
de ambas superficies. Recordemos que la representacion analitica de la curva

interseccion de ambas superficies debe darse por medio del sistema:

7=x*+y?
8-z=x>+y?

Eliminando z entre ambas ecuaciones se obtiene una ecuacion en x e y que representa un

142
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cilindro recto que contiene a la curva y la proyecta como tal, sobre el plano xy:
X2 + y2 =4

En consecuencia la regién es el circulo R= {(x, y) I x% +y? s4}

c) Para describir el solido, observamos los valores de cota que se obtienen al trazar por
cada punto de R, una recta paralela al eje z. En este caso la cota minima se obtiene al

intersecar el paraboloide z=x2+y2, ylamaximase lograen 8-z=x2+y2

V:{(x,y,z)/(x, y)eRAX? +y?<z7<8-x° —y2}
voI(\/):ﬂ(S—xz —y? —x? —yz)dA:”S—Z(xz +y?)dA

Considerando R como tipo | (también es de tipo I1) se tiene:

Rz{(x, Y)/—2<X<2A—4—X? <y<J4-X? }

2 Ja—x?
y entonces: vo|(v):_[ j 8—2(x2 + y?)dydx
-2

—J4-x?

¢Les parece que podrian resolver esa integral?

Es cierto que podriamos simplificar la expresién del volumen observando la simetria
24-x?

del sélido respecto a los planos yz y xz : voI(\/):j _|' 8—2(x* +y?)dydx pero la
0 0

integral sigue presentando ciertas dificultades debido a la presencia de una raiz

cuadrada. (Al buscar una primitiva con respecto a la variable y, y aplicar la regla de

143



Cambio de variables en la integral doble

Barrow, quedan términos en Ja-x?, que requieren para su integracion una cambio de
variables sustitucion trigonomeétrica ¢ recuerdan?).

¢Podria intentarse un cambio de variables que involucre simultaneamente a x e y, de
forma tal que la integral iterada resulte mas sencilla?

¢Cual es la region méas adecuada para resolver una integral doble? Obviamente un
rectdngulo; pero la region que tenemos es un circulo, jpuede un circulo “verse” como

un rectdngulo? La pregunta parece descabellada, pero les respondemos que....... SI!

Sistema de coordenadas polares en el plano
Se define a partir de un punto O Ilamado polo, una semirrecta horizontal con origen en
el polo, llamada eje polar y una unidad de medida u, que permitira calcular distancias

en el plano.

gje polar

—

u

Qe

Cualquier punto P del plano, puede individualizarse en este sistema por medio de su

distancia al polo (longitud del segmento OP ) y la medida del angulo que este segmento
forma con el eje polar.

Es decir:

L 4

—
u

De esta manera el par (r, ) describe la posicion de un tnico punto del plano P=0.
Llamaremos coordenadas polares de P, al par (r,8)que lo identifica en ese sistema.
Indicaremos P(r,8) al punto de coordenadas polares (r,8).

De acuerdo con la convencion adoptada:
-r >0 para todo punto que no sea el poloy r =0 exclusivamente para el polo.

- el dngulo ¢ (llamado angulo polar) varia en [0,27).

- todos los pares de la forma (0,0) identifican al polo.
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Observacion: En el sistema cartesiano, la correspondencia punto, par es biunivoca: “cada
punto del plano queda identificado con un Unico par ordenado de numeros reales (X, y) y

reciprocamente” En el sistema polar esto también es valido, salvo para el polo.

Ejercicio 27

Grafiquen en un sistema polar, los puntos:  A(2,7%); B(3,%%); C(4,%%); D(4,0)

Indicacion : Conviene trazar en 1° lugar el lado terminal del angulo indicado para la 2°
componente del par, medido desde el eje polar, con sentido antihorario y sobre esa

semirrecta transportar tantas unidades de medida como indique la 1° componente.
Ecuaciones polares
Si C es un lugar geométrico del plano, su ecuacion referida al sistema de coordenadas

polares, es una ecuacion de dos variables ¢qué variables? r y 6

Es decir, C: f(r,0)=0

P(r,8) C: Kr,8)-0

1

S R(p.,0,)eC e f(r,,0,)=0

Veamos algunos ejemplos
1) Circunferencia con centro en el polo y radio a.
Sabemos que los puntos de una circunferencia se encuentran a distancia constante del punto

Ilamado centro y esa distancia medida es el radio.

¥

Entonces: P(r,0)eC < r=a, cualquiera sea 6.

Por lo tanto r=a es la ecuacion en coordenadas polares de la circunferencia propuesta.
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2) Semirrecta que tiene su origen en el polo y que forma un angulo 6, con el eje polar

Fir.8)

L J

Todo punto P(r,8) de la misma, cualquiera sea r, debe ser tal que 8= 61, (;por que?)
La ecuacion de esa semirrecta es entonces 6=0,

¢ Cual seria la ecuacion de su prolongacion a partir del polo?

L J

Seria =0, con @, =0 + = Podria haber sido también 6, =6 —xz (,en qué caso?)

Como conclusién podemos establecer que:
3) si | es una recta que pasa por el polo, las dos semirrectas que la forman quedaran

identificadas por las ecuaciones =6, y 6=0, respectivamente y en consecuencia la recta

puede darse por la ecuacion  (0-6,)(0-6,)=0.

Ejercicio 28

Grafiquen las curvas cuyas ecuaciones polaresson r=1; r=2; r=4.
Ejercicio 29

Grafiquen las curvas cuyas ecuaciones polaresson @=%, ;0 ="%; 0=3;60=0y

escriban las ecuaciones polares de sus respectivas prolongaciones.
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Graficas de curvas en el sistema polar

Ejemplo 10

Graficar la ecuaciéon r =3(1+coséd)

Asignando valores a ¢ y calculando los correspondientes r por medio de la ecuacion,
obtenemos puntos que al unirse forman la grafica pedida. Tomando para & valores entre 0y

27 podemos construir la siguiente tabla:

O (O % | % | % | % | % |7 % | | % | B | "% |27
cosf |1[087|05] 0 | -05 [-087[-1][-087] 05| 0 | 05 [ 087 | 1

r 6|561|45 | 3 15 039 | 0| 039 15 3 4.5 5.61 6

Representando estos puntos en el sistema polar, se tiene la siguiente gréfica:

[CHO

.

-~

Esta curva es llamada “cardioide” y es un caso particular de una de las siguientes
ecuaciones: (con a > 0):

1) r=a(l+cosh) 3)r=a(l+send)

2)r =a(l-cosd) 4)r =a(l-send)
Como vemos responde a la forma 1) con a = 3. Estas cuatro ecuaciones representan

cardioides con gréaficas similares pero orientadas en forma diferente.

Ejercicio 30
Analicen para cada uno de los casos del ejemplo anterior la gréafica correspondiente.

Comentario Hay muchas curvas del plano que necesariamente deben darse por medio de

una ecuacion polar, ya que su ecuacion cartesiana resulta muy complicada.
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Uso de Mapple

Con los comandos que se muestran a continuacion podran graficar curvas dadas coordenadas
polares usando Maple.

> with(plots):

>r=1; (ecuacién de una circunferencia de radio 1)

> plot([r, t, t = 0..2*Pi], coords=polar);

> r:=2*sin(t); (ecuacién de una circunferencia de radio 1)

> plot([ r, t, t=0..2*Pi], coords=polar);

>r:=1/(1-cos(t)); (ecuacion de una parabola)

> plot([ r, t, t=0..2*Pi], coords=polar);

Relacion entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas de un punto

Dado P en el plano, con coordenadas (x,y) y (r,6)en un sistema cartesiano y un sistema
polar respectivamente ;Qué relacion hay entre esas coordenadas?

Supongamos que el sistema de coordenadas cartesianas ortogonales y el sistema polar, se
colocan en el plano de tal manera que el polo coincide con el origen del sistema cartesiano y

el eje polar, con la parte positiva del eje x.

y
A8
V== A Puny
, ;
I
e | x e
o X
De inmediato se establece que X=rcosé (1)
y =rsené

Este par de ecuaciones permite pasar del sistema polar al sistema cartesiano.

Ejemplo 11

Si (4, %) son las coordenadas polares de A ;Cuales son sus coordenadas cartesianas?

Basta con remplazar en (1):

X=4c0s% =4.%=2
y =4sent, =43 =2./3

(2,2\/5) son las coordenadas de ese punto en el sistema cartesiano.
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¢ Y si conocemos las coordenadas cartesianas de un punto? ;cémo obtenemos las polares?

Del sistema (1) obtenemos: y
tgf== six=0
X

Ademas, six=0 e y>0 —>0:g y six=0e y<0 —>6:gn

Para x =0 debe tenerse en cuenta que de acuerdo con la variacion que convenimos para 6

(entre 0y 27 ) vamos a tener dos angulos para cada valor de tgé . ;Como decidimos cual es

el que corresponde? Simplemente teniendo en cuenta los signos que acompafiana x e y.

Ejemplo 12 Si (2,-2\/5) son las coordenadas cartesianas del punto A, hallar sus coordenadas

polares.

r=y2% +(-23)* =\/4+12 =4
—2\@:_\/5

tgo=—""°2
g 2

Hay dos angulos entre 0 y 2 cuya tangente es —+/3: uno es 2% (del segundo cuadrante)
y el otro es 5% (del cuarto cuadrante). Como A tiene abscisa positiva y ordenada negativa,

es un punto del 4% cuadrante y el correspondiente valor de ¢ es entonces 5% . Las

coordenadas polares de A son (4, % ).

./fl
'\o

_2,J§_._._._ A

Asi como podemos transformar las coordenadas de un punto de uno a otro sistema, también

podemos transformar ecuaciones de lugares geométricos.
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A partir de la ecuacion cartesiana f(x,y)=0 de una curva, obtenemos la ecuacion polar

reemplazando x por rcos@ € y por rsend en esa ecuacion.

Ecuacion en coordenadas cartesianas Ecuacién en coordenadas polares

f(x,y)=0 - f(rcosé,rsend) =0

Ejemplo 13

Escribir la ecuacion polar de la circunferencia x* + (y —2)* =4

X*+(y=2*=4 —> x*+y*—-4y=0 —  (rcosd)* +(rsend)* —4rsend=0
r’(cos® @ +sen’d)—4rsend=0 —  r’=4rsend —  r=4send

. r=4send es laecuacion polar de la circunferencia dada.

Para obtener la ecuacion cartesiana, conociendo la ecuacién polar de una curva, basta con
relacionar los términos de la misma con las ecuaciones (1).

Ejemplo 14

Escribir la ecuacién cartesiana de la curva cuya ecuacion polar es r =4 cos 0

r=4cosd — r’=4rcosd — xX*+y’=4x > x*+y’—4x=0
Completando cuadrados, la ecuacion obtenida puede escribirse también en la forma

(x—2)? + y* =4 que vemos que corresponde a la circunferencia con centro C(2,0) y radio 2.

Ejercicio 31

Hallen las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos dados por sus coordenadas

polares: A(4,%) ; B(4,5%) ; C(5,4%); D(4,7); E(S,%); F(3,0)

Ejercicio 32
Hallen las coordenadas polares de cada uno de los puntos, cuyas coordenadas cartesianas se

dan:  A(-23;2) : B(-4;4) ; C(0;-2) ;: D(5:-5v3) ; E(-V/3;-1)
Ejercicio 33
Grafiquen en un sistema de coordenadas polares las siguientes curvas y den sus ecuaciones

cartesianas: a)r=5 b) =7 c) r=6send d) r=8cosé
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e) rsend=4 f)rcos@=-2 g) r>=9cos20

Ejercicio 34
Den la ecuacion polar de cada una de las siguientes curvas:

a) y> =6x b) xy =10  c) 2x+4y-5=0 d) x*-y*=a’

Descripcion de regiones en el sistema polar
Supongamos tener una region limitada por las circunferencias centradas en el polo, con

radios 2 y 4 respectivamente:

L 2

Piensen en un punto cualquiera P(r,8) de la region R (corona circular): 8 podré tener

cualquier valorentre 0y 2z y el valor de r estd entre 2 y 4. Una descripcién adecuada en
el sistema polar seria:
R={(r,0)/0<0<2zA2<r<4}

Es decir que tendriamos tanto para r como para @, una variacion en intervalos con extremos
fijos, lo que nos induciria a pensar que R en el sistema polar se comporta como un
rectangulo. ¢es R un rectangulo? Claro que no, pero si imaginamos el sistema polar
representado por un par de ejes perpendiculares — tal como el sistema cartesiano —
representando en el eje horizontal los valores de r y en el vertical los valores de 6

tendriamos una “imagen” de R, tal como si fuera un rectangulo:

Rd-
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Les comentamos que la corona circular R es la imagen del rectangulo R*, por medio de

X=rcosf
y=rsend

la transformacidn que se produce en el plano, al aplicar las ecuaciones {
Podemos enfatizar que la region no cambia pero al cambiar el sistema de referencia
(cambiando el sistema de coordenadas) la misma se ve de diferente manera en uno y otro

sistema.

Ejemplo 15
Sea R la region limitada por dos circunferencias centradas en el polo con radios ay b (a < b)

respectivamente y dos semirrectas pasando por el polo: 9=6, y =6, con 9, <6, Describir

la region en el sistema polar e interpretar su forma en el sistema cartesiano xy.

E=Bz
b 98-8

P(r.8)

R es un trapecio circular (también Ilamado rectangulo polar).

Su descripcion en el sistema polares R = {(r,@)/&l <0<0,nasr< b} y en un sistema

ortogonal ré& seve como un rectangulo.

8, 7

ef_ """" :

En general si se tienen dos curvas, con ecuaciones polares r = f,(8) y r = f,(€) con
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f, (@) < f,(0)y dos semirrectas 8 =0, y 6 =6, con 6, <0, , laregion limitada por ellas en

el sistema polares: R={(r,0)/6,<0<6, n f,(0)<r < f,(0)}

R* se comporta como
una regién del tipo Il en
ese sistema.

v

Ejercicio 35

Grafiquen la region R del plano xy limitada por x* +y? =4 y las semirrectasy = x e

y=-x (cony>0). Describan R en coordenadas polares. Interpreten R en un sistema

ortogonal r@.

Ejercicio 36
Grafiquen cada una de las regiones R del plano xy que se dan a continuacion y describanlas

luego en coordenadas polares.

a) Res laregion del plano xy limitada por x*+y?=4, y=4 y las semirrectas
y=—+3x e y=+3xcony>0.

b) R es laregion del plano xy limitada por x* +y* =4 con y >1.

c) Rescirculo limitado por x* +y* —4y =0.

d) Res circulo limitado por x> + y* —4x=0.
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Coordenadas polares

e) Res laregion del plano xy limitada por las circunferencias x* +y®> —4y=0y
x> +y?—4x=0.

f) R es laregion del plano xy interseccion de las regiones x> +y?> >4 y x* +(y—2)° <4.

Calculo de la integral doble en coordenadas polares
Hemos estudiado:
a) Las ecuaciones polares y grafica de curvas en sistema polar.
b) La relacion entre las coordenadas polares y las cartesianas en un punto.
c) Como escribir en coordenadas polares una ecuacién dada en coordenadas
cartesianas
d) Cdmo describir una region del plano en coordenadas polares conociendo la region

en coordenadas cartesianas.

Veremos ahora como calcular la integral doble sobre R de una funcion f (x,y) haciendo el

cambio de variables a coordenadas polares.

Dada ﬂ f(x,y)dA (f esunafuncion continua en R, region cerrada y acotada del plano),
R

. ., X=rcosé .
consideremos la transformacion { con laque (r,8)eR” se transforma en

y=rserd
(x,y)eR 0 sea, la region R* del plano r@ se transforma en la region R del plano xy. El

Jacobiano de esta transformacion es:

oX ©OX
ax,y) |or og| — |cOSE —rsend ) ,
ASALE VAN = =rcos“@+rsen‘fd=r
ar,0) |o oy| |send rcosd

or 06

y se tiene:

a(x,y)
o(r,0)

gf(x,y)dﬁw =£J: f(rcosé,rsend) dArH =JF:I f(rcoséd,rsenf) r dArg

Si R={(r,0)/a<8<BAf(0)<r<f,(8)} entonces

I f(x,y)dA:ﬁ:z((:))f(r,e)rdr do
] M
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Ejemplo 16
Sea R la region formada por puntos interiores a la cardioide r=1+cosé y exteriores a la

circunferencia r =1. Plantear el calculo de H f(x,y)dA usando coordenadas polares.
R

Para plantear la integral haciendo un cambio de variables a coordenadas polares es esencial
poder describir la region en esas coordenadas:

Tomando un punto genérico P(r, ), al unirlo con el polo, debe quedar en claro cual es,

para cadad, el r minimo y el r méximo. Asimismo, debe determinarse la variacion de 4.

P(r.8)

Los valores maximo y minimo de @ pueden obtenerse resolviendo el sistema
r=1+cos@
r=1
Eliminando r entre ambas ecuaciones, se obtiene cos@=0. Esta ecuacion tiene en el

T

intervalo [0, 2n] dos raices: ¢ = > 3t

Yy =
p 2
Cada rayo trazado con angulo & , corta en primer lugar a la circunferencia y luego a la

cardioide. Luego 1<r<1+cosé cuando @ variaentre % y Z.

2
Aclaracién: Observando la region vemos que para ser coherentes con la variaciéon de @,

deberiamos integrar entre 0y % y entre 3%, 'y 2x. Pero numéricamente va a dar el
mismo resultado que hacerlo entre —7%, y % (Recuerden que —% es la medida tomada en

sentido antihorario del angulo de medida positiva 375).

z
2 1+cosf

Resulta entonces: ”f(x,y)dA=I I f(rcosd,rsend)rdrdd
R r

1
2
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Coordenadas polares
Ejemplo 17
Retornemos el problema planteado como motivacion al estudio de coordenadas polares:

“Hallar el volumen del solido limitado por z=x?+y?> y 8-z=x"+Yy?

Habiamos logrado establecer que vol(V) = H8 —2(x* +y*)dA
R

siendo R= {(x, y)/x* +y*< 4} (circulo con centro en O y radio 2)

P(r.8)

Si consideramos ahora el sistema polar superpuesto con el cartesiano se puede ver que:
0<0<2r y 0<r<2

. R"={(r,0)/10<0<2z ~n0<r<2} (que en el sistema ortogonal r@ representa

un rectangulo)

n

Completamos entonces el calculo de la integral:

272

vol(V) = jjs 2(x? + y?)dA= ”(8 2r2)rdrdd = j(4r ——) dH j8d9 167

0
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Ejemplo 18
Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide z=x?+y? y el plano z = 2y.

a) Comenzamos haciendo un esquema grafico.

b) Proyectamos el sélido sobre el plano xy:
Eliminando z entre las ecuaciones de las dos superficies se obtiene x* +y? =2y
(¢ Qué representa en el plano xy ?)
Observamos que el solido se proyecta en la region R limitada por la circunferencia
x? +(y—-1)?%=1enel plano xy y que el sélido se describe:

\Y; :{(x,y,z)ei}”1’3/(x,y)eR/\x2 +y? ssty}

Por lo tanto, en coordenadas cartesianas  vol(v) = ] (2y - (x2 +y?))dA,
R

La forma de la region de integracién y el integrando hacen que sea apropiado el cambio de

variables a coordenadas polares:

¢) Elintegrando debe expresarse en coordenadas polares:
2y —(x*+y®) — 2rsenf—r?
La region de integracion también debe describirse en coordenadas polares.
Para ello hallamos la ecuacién polar de la curva frontera: x> + y* =2y — r=2sené

y observamos que la variacion de ¢ estaentre0 y =

r=2.sinéd
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R ={(r,0)/0<0<z A0<r<2send}

Entonces VoI(V):T 2s.e|'n9[2 rsene—rz] rdr do
0

0
d) Completen el calculo de la integral.

Ejemplo 19

Calcular el érea de la region plana limitada por: x* +y? =4, x> +y*=9, y=—"-x

y=~/3x_en el primer cuadrante .

a) Graficamos la region en el sistema cartesiano.

L 2

b) Hallamos las ecuaciones polares de las curvas que conforman la frontera:
X>+y’=4 > r=2

x> +y*=9 — r=3

y—ix - ==
V3 6
y:\/§x - O0=—
8
/3 R
T —-
| I >
2 3 '
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Coordenadas polares
R" :{(r,e)/%ses%/\ZS rs3}

c) Calculamos el area:

Area (R) = ﬂ dA = H rdr do = ?jr drdo (completen el calculo)
R R % 2

Resumimos a continuacion el procedimiento para realizar el cambio de variables a

coordenadas polares en una integral doble H f(xy) dA
R

1. Sustituir x por rcos@ e y por rsené en la funcion y el elemento dxdy, empleado en

la integracion iterada en cartesianas, por rdrdé .

2. Obtener los limites polares de integracion para la frontera de R.

Al describir R en coordenadas polares e interpretar luego el aspecto que presenta en un
sistema ortogonal r¢ (diferente al que muestra como R en el sistema cartesiano) podemos
darle una denominacién R*, pero remarcando que la region formalmente no cambia, cambia
el sistema de coordenadas y en consecuencia su descripcion.

Sintetizando: H f(x,y) dA = ﬂ f(rcosd,rsend) rdr d9  donde R* es la descripcion
R R*

en coordenadas polares de la region R.

En particular: Area (R) = ” dA = H rdr do
R R

Ejercicio 37
Grafiquen y calculen el area de las regiones indicadas a continuacion.

a) region limitada por las semirrectas gzg ; gzg e interior a r=4cosé.

b) region exterior a la circunferencia r =4 e interior a r =8sené .
C) region interior a r =1 y exterior a la cardioide r=1+cosé .
d) regién encerrada por la curva de ecuacion r? =9cos 26 (lemniscata).

_%r

e) region limitada por rseng =4, 9:% y 0=
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Ejercicio 38

Calculen el volumen de los solidos que se describen a continuacion (En todos los casos
hagan un esquema grafico)

a) Solido limitado por x* + y* =4 entre z=0y z=4-y.

b) Esfera de radio a

c) Solido limitado por z=\4-x*-y*> 'y z=x*+Yy?

Ejercicio 39
Calculen la masa de la placa metélica limitada por x* +(y—2)*=4; y=X; y=-X,

y = 8 siendo la funcién densidad de masa &(x,y)=x*+y>.

Ejercicio 40

Calculen exz*ysz siendo R la corona circular limitada por x?+y®=1 Yy x*+y?=9.
y y
R

Ejercicio 41

In(x> +y?)

Integren f(x,y) = enlaregion  1<x*+y®<e.
(xy) y

Ejercicio 42

Hallen el valor promedio de z=./a? -x*-y? enelcirculo x* +y®<a®.

Ejercicio 43

Hallen el valor promedio de z=,/x*+y? enelcirculo x* +y?<a’.

Integrales triples
El proceso continda: dividir, aproximar, integrar... ;Qué elementos intervienen ahora?
- Un solido V acotado, cuya frontera sea union finita de superficies suaves unidas a lo
largo de curvas suaves o suaves a trozos.
- Una funcion w= f(x,y,z) definida sobre el solido V , continua 0 a lo sumo con
discontinuidades de tipo finito en un namero finito de subconjuntos de V de volumen

nulo (puntos, curvas, superficies)
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Integrales triples

ZT Wi yw

\Y

/

v

<w

Ya no podemos dibujar la gréfica de f.
Suponiendo f(x,y,z)>0 en cada punto de V, f podria interpretarse como una
distribucion de masa por unidad de volumen, o sea, f podria ser la densidad

volumétrica de masa sobre V

El s6lido acotado, puede considerarse contenido en un paralelepipedo rectangulo

[a,b]x[c,d]x[e, f]. Trazando planos paralelos a los planos coordenados por puntos de
[a,b], de [c,d] y de[e, f], ese paralelepipedo queda dividido en un numero finito de

paralelepipedos V, con volimenes AV, .

Si k es el nmero de paralelepipedos V, contenidos en V, ©=4{,,V,,V,....V, } €s una

particion de V cuya norma |g| es la maxima diagonal de los V;.

Eligiendo unpunto P" encada Vv, calculamos f(P")-AV, =f(x,y,,z)-AV,

k
ysumamos: J, => f(x,y;,z)-AV,
i=1

— ],
— /

\/\

(x*, yi*,zi™)
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La integral triple de f sobre V que se denota m’ f(x,y,z)dv es el limite de Jx cuando
\

|¢o| tiende a cero, limite que existe y no depende de las particiones consideradas ni de

los P;" elegidos.

k
j'yf(x,y,z)dv = g@ogf(a AV,

Observaciones
1) Si suponemos que f(x,y,z) >0 enV es la funcion “densidad volumétrica de masa”

entonces f (P;i*) AV; representa en forma aproximada la masa del paralelepipedo Vi

k
masa(V) = > f(x,y;.z )4V,
i=1

y en el limite se tiene: masa(V) = |[[ f(x,y,z)dv
\%
2) Si f(x,y,z)=1enV entonces m f(x,y,2)dV = jjjl dV =volumen(V)
\ \Y

Propiedades de la integral triple
Las propiedades de la integral triple son las mismas que se dan para las integrales que

ya estudiamos.

Propiedad 1 (Aditividad respecto al sélido de integracion)

Siv=V,uV,, siendo V, NV, vacio o, alosumo, igual a una superficie como muestra

la figura siguiente, entonces m f(x,y,2) dV = m f(x,y,2)dV +m f(xy,2) dV

Vs

V,
V= Vl L/Vz
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Propiedad 2 (Linealidad)
Siay B €9 (constantes), entonces m (@ f+pg) dVv =am fav +ﬁm g dv

Propiedad 3 (La integral triple preserva desigualdades):

Sif >g enV entonces [ f(xy,2) dv >[[[g(xy,2) oV
\% \%

En particular: si f(x,y,z)>0 enV entonces m f(x,y,z) dV >0.
\%

Propiedad 4 (Propiedad de acotamiento):
Si |f(x,y,2)<M V(xy,z)eV entonces —mMm vol(\/)gJ'” f(x,y,z)dV <M vol(V)
\

Teorema del valor medio (para integrales triples)

Si f es continua en V < R*® entonces existe P" eV tal que m f(x,y,2)dV = f(P")vol(V)
\

., . . m f(x,y,2)dV
Observacion: Se llama valor promediode f en V al cociente v

vol(V)
El Teorema del valor medio afirma que, siendo f continua en V, el valor promedio de f

en V coincide con el valor de f en algin punto P* eV

Calculo de la integral triple
El calculo se reduce a la generalizacion del teorema de Fubini a tres variables y tiene

que ver con la descripcidn que pueda hacerse de V.

Soélido proyectable sobre el plano xy.

Un sélido V es proyectable sobre el plano xy si, al trazar una recta perpendicular al
plano xy por cualquier punto interior a V, la frontera del mismo es cortada en dos puntos
exactamente. Analiticamente, significa que existe una region R, en el plano xy y dos

funciones continuas f, y f, queverifican f (x,y)<f,(x,y) V(x,y)eR,, tales que:
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V={06y, 2106 y) € Ry A Fi (X V) <2< £,(x, 1))

. *(X,y,2) Si f es una funcion continua en V, ¢,como

t;-’ fi se comporta f restringida al segmento

S Y)=1{(% ¥, 2)/ f,(x, y) <2< f,(x,y)}

con x ey fijos?

ﬁ/ xy) ¥ >L><‘ Ry

Si f escontinuaenV, también lo esen S(x,y)={(x,y,2)/ f,(x,y)<z< f,(x,y)}

f2(x.y)

Si A(x,y) = If(x, y,z)dz, integrando A(x,y) en R, obtenemos el resultado de la

fOGY

integral triple de f en V:

fa(x.y)

m f(x’yl)dV:J.J.A(X,y)dAW{U f f(x,y,z)dz dA,

Ry fi(xy)
Este procedimiento indica que la integral triple se obtiene mediante integrales iteradas:
en primer lugar se integra con respecto a z, luego se calcula la integral doble en xy,

que a su vez, y de acuerdo con la descripcion adecuada para R,y, Se resuelve, como

ya sabemos, empleando integrales iteradas:

Si Ry, se describe como region tipo I, entonces la integral resulta:

b gx(x) f(xy)

M tayrav =] [ [ feyz)de dy o

a g1(x) fi(xy)

Si Ry, se describe como region tipo I, entonces ...............ccoeoenine.

164



Integrales triples

Ejercicio 44
Calculen cada una de las siguientes integrales, describan el sélido en el que se integra y
hagan un esquema grafico del mismo.

-y 2 m 4—><Z—y2
.[ x dzdydx C) .[ J' J' dzdydx
0

0 _Joxx? 4-2x

X

a)

P C— N

ﬁxzyzz dzdydx b)ﬁ
02 00

Ejercicio 45
a) Describan teniendo en cuenta lo ya explicado, en que condiciones un sélido es
proyectable sobre el plano xz . Grafiquen y planteen la integral iterada que da como

resultado la integral triple. b) Idem, si V es proyectable sobre el plano yz .

Ejercicio 46

11-z2 211-z
i) Comprueben que j” dx dy dz:”j dy dz dx . ii) (Qué calculan con esta integral?
000

000

¢Puede graficar el sélido?

Ejercicio 47
Calculen el valor promedio de f(x,y,z)=xyz en el cubo limitado por los planos

coordenados y los planos x=2, y=2 y z=2 en el primer octante.

Ejercicio 48

Describan el sélido limitado por las superficies dadas y calculen su volumen:
a) X+y+2z=2 Yy 2x+2y+z=4 en el primer octante.

b) z=0, z=y*,x=0, x=1, y=-ley=1.

C) x+z=1 e y+2z=2 en el primer octante.

d) x?+y?*=1 y x®+1z?=1 enel primer octante.

e) x?’+y*=4, z=0 y x+z=3.
Ejercicio 49

Hemos mencionado anteriormente que, si &(x,y,z)>0 en V es la funcion “densidad

volumétrica de masa”, la masa del solido V es M = [[[ 5(x, y,2)av .
\%
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Agreguemos ahora que las coordenadas del centro de masa, (x,y,z) se calculan en

ese caso de la siguiente manera:

B m xo(X,Yy,z)dV ~ m yo(x,y,z)dV B m z6(x,y,2)dVv
X = \% y: \ 7= \

M M M

a) Hallen el centroide (5(x,y,z)constante) del tetraedro de vértices (0,0,0); (1,0,0);
(01,0); (0,0).
b) Hallen la masa del sélido limitado por x+y+z=2 y planos coordenados siendo la

densidad &(x,y,z) =2x

Cambio de variables en la integral triple

El cambio de variables estd, como ya vimos, vinculado con el cambio del sistema de
coordenadas. En el espacio, los sistemas de coordenadas méas empleados — aparte del
sistema cartesiano ortogonal — son: el sistema de coordenadas cilindricas y el sistema
de coordenadas esféricas.

La descripcion de algunas superficies (en particular la de cilindros como x* +y*=a®)y

por ende, la de algunos sélidos que las tienen como frontera, se simplifica notablemente
utilizando coordenadas cilindricas. Las coordenadas esféricas, por su parte, permiten
simplificar ecuaciones de esferas y conos, y describir de manera sencilla los sélidos
limitados por ellos.

Necesitamos generalizar el teorema de cambio de variables que enunciamos para

integrales dobles. Aclaremos previo a ello que:

x=g(u,v,t)
el Jacobiano de la transformacion Jy = h(u,v,t) es
z=I(u,v,t)
x oy o
u v oaul |y oo fx ol |x
axy.z) _|ox Oy a2 _Xlov av| _ Nlov av| . Plov ov| _o
o(uvit) |ov ov ov| oeuldy ) pu|ox Oz Qulox oy
ox oy oz ot ot ot ot ot ot
ot ot ot
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Cambio de variables en integrales triples

Sean V 'y V* regiones del espacio xyz y uvt relacionadas por las ecuaciones
x=g(u,v,t), y=h(u,v,t)y z=I(u,v,t) tales que cada punto en V es imagen de un
unico punto de V*. Si fes continuaenV, g, h y | tienen derivadas parciales continuas

en v*

ysi 2%Y:7) s distinto de cero en V* entonces
o(u,v,t)

dudvdt

m F(x, y, )dxdydz —m f(g(u,v,t),h(u,v,t),1(u,v, t))a(x Y, Z)

Coordenadas cilindricas
Se asigna a cada punto P(x,y,z) del espacio la terna (r,0,z), donde (r,8)son las
coordenadas polares de la proyeccion P’ del punto P y z es la coordenada original.

r,0,z son las coordenadas cilindricas del punto P y verifican: r>0 ; 0<0<2r;

ZeR

\ e _—

La relacién entre ambas ternas esta dada por:

X=TCos 0 r=x%+y?
y=rsinég y

7= tgG:; si x#0
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Observacion: Es posible también ubicar el sistema polar en el plano xz y mantener
la coordenada y original o ubicar el sistema polar en el plano yz y mantener la

coordenada x original.

Ejercicio 50
De acuerdo con lo visto en el plano con el sistema de coordenadas polares y

procediendo de forma analoga,

a) obtengan las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas cilindricas se
dan:

Vs V4 3 5x 1
A(3,§,4), B(l,g,—3), C(Z,T,O), D(Z,?B), E(4’T’1)

b) obtengan las coordenadas cilindricas de los puntos:
A(2,-2+/3,4), B(L-12), C(3+/3,3-5)

c) hagan un esquema aproximado de las siguientes superficies y hallen sus ecuaciones

cilindricas

cl) x> +y*=4 €2) y=x conx>0,y>0

c3)y=x conx<0,y<0 c4) y=x/3 conx>0,y>0  ¢5)
X +y°=1 c6) x> +y® +2°=a’

C7) z=+/X? +V? c8) x* +(y—3)*=9

d) identifiquen los conjuntos representados por las siguientes ecuaciones (e inecuaciones)
cilindricas. Grafiquen aproximadamente.
0<r<1

di) r=0 d2) z=0 ds)ezg d4) 9=0 ds) %ggg% de)2<r<3

1<z2<2

Descripcion de solidos en coordenadas cilindricas
Si la frontera de un sélido V estd dada por medio de ecuaciones cartesianas, al
transformar las mismas al sistema cilindrico, vamos a poder describirlo en términos de

las variables r,0,z. A su vez — como hicimos con las coordenadas polares — podemos
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Cambio de variables en la Integrales triple

representar en un sistema ortogonal r@z e interpretar la forma adoptada por el sélido

que, si bien no cambia, se ve diferente en el nuevo sistema.

Ejemplo 20
Consideremos el sélido vV limitado por x*+y?=1, x*+y®’=9, z=0y z=5. La
graficade V enelsistema xyz se muestra a continuacion.

E

Obtengamos las ecuaciones cilindricas de la frontera:
X*+y’=1->r=1
x> +y*=9—>r=3

z=0—>2z=0
z2=5—>17=5

Observemos que @ variaentre 0y 2x.

El sélido descrito en coordenadas cilindricas es:

V' ={(r,0,2)/11<r<3,0<0<27 A0<7<5}

Podemaos ver que en un sistema ortogonal r,,z se tiene un paralelepipedo rectangulo:
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¢Son Vy V* el mismo sélido? Si ! el s6lido no cambid, lo que cambid es el sistema de
referencia que nos hace verlo diferente (como imégenes diferentes de un mismo objeto,

frente a espejos deformantes)

Ejercicio 51
Interpreten en el sistema de coordenadas cilindricas, el solido V, definido en el sistema
cartesiano por: 9<x?+y?<16, y=x, y=+/3x Yy 1<z<4 conx ey no negativos.

Grafiquen en un sistema ortogonal r@z y en el sistema cartesiano.

Calculo de la integral triple en coordenadas cilindricas

Nuestro objetivo es calcular J'J'J' f(x,y,z)dv utilizando el cambio de variables
\

X =T C0S 8
y=rsinf
z=1

Para ello necesitaremos conocer el Jacobiano de la transformacion:

x y @
or or or cos @ send O
o(x,y,z) |[0x oy oz

22 2 =1rsen@ rcosd 0 =rcos’@+rsen’d=r
ar.0,2) |06 o6 o0

x gy e 100
0z o1 oz
Entonces: Zix’z"zi —r, asi que, si V' es la descripcion en coordenadas cilindricas
r,o,z
del solido V: m f(xy, z)dxdydz=m f(rcosd,rsend, z) r drddz
\Y v”
Ejemplo 21

Sea f(x,y,z) una funcion continua en el sélido V limitado por z=0; x*+(y-1°*=1

z=x"+y’. Plantearemos el calculo de |[[ f(xy,z)dxdydz utilizando coordenadas
\4

cilindricas.
Comenzaremos interpretando el sélido en el sistema ortogonal xyz y luego lo

describiremos en el sistema cilindrico.
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r=2send

=¥

-
™~

X

Proyeccién del sélido sobre el plano xy

Escribamos las ecuaciones cilindricas de las superficies que forman la frontera del

solido:
z=0 — z=0
z=x*+y* - z=r?
x> +(y-1)*=1— r=2send
V' ={r,6,2)/0<r<2send A0<O<z AO<z<I?
7z 2senf r?

ﬂjf(x,y,z)dxdydz:f j I f(rcosé@,rsend, z) r dzdrdé

\Y 0 o 0
Ejemplo 22

Hallar m’x2+y2 dv siendo V el sélido limitado por x*+y?=4 ; z=0 Yy
\

Z=X*+y?
La forma del integrando y las caracteristicas del sélido (representado abajo) sugieren el

uso de coordenadas cilindricas.
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.

v

Yy 4

AP
|/

X

Proyeccién del sélido sobre el plano Xy

X=rcos o
Haciendo y=rsing setiene: fxy,2)=x*+y> - r’

=1
y las ecuaciones de las superficies que constituyen la frontera se transforman de la
siguiente manera:
X*+y?’=4 - r=2
= \/m - =¥
z=0 —» z=0

VT ={(r,0,2)/0<0<2x A0O<Ir<2A0<z<r}

@ v )av < [ (v razdrdo— {Triarao— | do= 30y 847
v 000 00 ) 0 5 5

Ejercicio 52
Sea V, limitado por z=x*+y? y z=4. Describanlo en coordenadas cilindricas,

calculen suvolumen y su centroide.
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Ejercicio 53
a) Sea V limitado por 2y=x*+z> y x®+y?+2z*=3. Describan V en coordenadas
cilindricas (en este caso deben ubicar el sistema polar en otro plano coordenado).

b) Obtengan su masa, si la funcion de densidad es &(x, y,z) = x* + z°.

Ejercicio 54
Calculen el volumen de:  a) el solido limitado por z=x* +y® ; z=1y z=9.

b) el sélido limitado por la esfera: x* +y* + z2 =a’.

Ejercicio 55
Sea V el sélido en el 1% octante limitado por la esfera x? + y® +z% =16 Yy los planos

coordenados. Calculen m xyz dV
\

Ejercicio 56
Calculen la masa del sélido en el 1% octante interior al cilindro x* + y? =4xy bajo la

esfera x* + y? +z* =16 siendo &(x,y,z) =z la densidad de masa.

Ejercicio 57

Calculen el volumen del sélido limitado por z=x* +y*> y z?=x*+y?

Coordenadas Esféricas
Las coordenadas esféricas permiten localizar puntos en el espacio por medio de dos

angulos y una distancia. Si P es un punto cualquiera del espacio, se consideran:

p = distanciadeOaP ; @ =angulodesde x* hasta OP’, siendo P’la proyeccion de P

sobre el plano xy (4ngulo de giro) ; ¢ = angulo medido desde z* hasta OP

F Y
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Laterna (p,8,p) representa las coordenadas esféricas de P donde

p=>0; 0<0<2r, 0<p<r.
La relacidn con las coordenadas cartesianas se da a través de las ecuaciones:
X = psingcos
y=psing siné
Z=pCos @
Verifiquen la validez de esas igualdades interpretando las proyecciones de OP sobre los

ejes coordenados. Compruebe ademas a partir de ellas que:

p=+xX>+y?+1°

tgezl six#0
X

x> +y?
tigp=———"—siz2%0
z

¢Qué angulo & corresponde si x =0? ¢Donde se encuentra el punto? ;Qué angulo ¢

corresponde si z =0? ¢Ddnde se encuentra el punto?

Ejercicio 58

a) Hallen las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coordenadas esféricas se dan:

3r &, . T 7. p
A3, 52) 1 B2, 0) s cV2im )

b) Hallen las coordenadas esféricas de los puntos cuyas coordenadas cartesianas se dan:
A(L0,0) ; B(0,10) ; C(0,0) ; D(2.2v3,9)

c) Interpreten las siguientes ecuaciones y grafiquen: p=4 ; =", @p="=

d) Describan en general, las superficies cuyas ecuaciones esféricas son:

di) p=a d2) =0, d3) p =9, (a, 6, Yy ¢, son constantes )

Si una superficie S tiene ecuacion F(x,y,z) =0 en coordenadas cartesianas,

la correspondiente ecuacion en coordenadas esféricas es:

F(pocos@seng, psenfseng, pcosp) =0
Ejercicio 59

Grafiquen y hallen la ecuacién en coordenadas esféricas de las siguientes superficies:
a) x> +y*+(z-1)%*=1 b) z=x*+y? C) x> +y*+z°=4

174



Cambio de variables en la Integrales triple

d) z=4 e)y=\/§x f) z=x%+y?

Descripcion de solidos en el sistema esférico
Ejemplo 23

Sea V el sélido limitado por las esferas: x* + y? +z% =1, x> + y* +z> =9 y el semicono

2=x*+y%.

Grafiquemos en un sistema de coordenadas cartesianas para entender el sélido y, para

cada punto del solido, analicemos la variacion de p, 6,

Las ecuaciones en coordenadas esféricas de las superficies que forman la frontera de V

son: p=1 (superficie esféricade radio 1) ; =3 (superficie esférica de radio 3) ;

7 :% (semicono). Observen que si (p, 8, ) son las coordenadas esféricas de un punto
de Vv, @ (el &ngulo de giro) puede tomar cualquier valor entre 0y 2r ; cualquiera sea 6 ,
el valor minimo que puede tomar ¢ es 0 y el maximo % (¢ esigual a %en la

superficie del cono) y, cualesquiera que sean & y ¢ , el valor minimode p esly el

maximo es 3 (el solido se desarrolla entre las dos superficies esféricas).

La descripcion del sélido en coordenadas esféricas es:

T

V*={(p,0,p) /11<p<3 Og(pg4

, 0<6<2n}

y en un sistema ortogonal p, 8, se ve como muestra la figura siguiente:
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'NE

El sélido V, interpretado en p, 8, como V*, resulta un paralelepipedo rectangulo. Pero
enfatizamos una vez mas que el sélido no cambio, se lo ve diferente al cambiar el
sistema de referencia y como consecuencia cambia su descripcion.  Pero, jqué
ventajoso! ¢no? El s6lido mas favorable para resolver una integral triple es un
paralelepipedo rectangulo, cualquiera sea el sistema de coordenadas que lo haga ver

como tal.

Ejercicio 60
Describan en términos de desigualdades y grafiquen —si es que no se complica- en un

sistema ortogonal p, 0, ¢ el solido V limitado por.
a) z=x*+y* y z=4.

b) z=\4-x*-y* , y>0, x>0 y z>0.

C) z=yX2+y? 7=302 +y?); z=4

d) y=x; y=v3x; X2 +y?+22=4; x> +y2 +22=16 con x=0e y>0.

€) z=xX°+y?; X°+y*+1°=4;2=4
Indicacidén: En todos los casos grafiquen en el sistema cartesiano y para cada punto del

solido analice la variacionde p,0 Yy ¢.

Calculo de la integral triple usando coordenadas esféricas

Nuestro objetivo es calcular m f(x,y,z)dv utilizando como cambio de variables, las
\

coordenadas esféricas. Para ello, necesitamos conocer el Jacobiano de x ,y, z respecto

X = p sing cos 6
de p,0,p siendo <y=psing sind
Z=pCoS¢@
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oXx oy oz

% % % sengcos 6 sen ¢ send Cos@
axy.z) | & O =|_ ,senpsend psenpcosd 0 |=
Ap.0.9) %f %5 %f pCoSpcosd  pcosgpsend — pseng

o9 o9 op

—psengpsend psengpcosf sengcos @ sengsend

=Co0sS
— psenpsend  psengcos

-0+ (—psenqo#

pCoOS@cosd  pcos@send

=— p?seng (verifiquen)

Como 0<gp<z € —p’senp<0 porlotanto: SN2 2

o(p,0,0)

Asi que, si V" es la descripcion en coordenadas cilindricas del solido V:

m f(x,y,z)dv =m f (pcos@seng, psendseng, pcos p) p’senpdpdfde
\% V"

Ejemplo 24

Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies x* + y* +z* =1y

V3z=x2 +y2.

Hallemos las ecuaciones en coordenadas esféricas de las superficies que forman la
frontera de V:

XX +y*+z2°=1 > p=1

V3z=\x2+y? o p==

3

Podemos ver que V en términos de las coordenadas esféricas es:
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VF={(p.0,9) /0<p<1 03(03%, 0<0<2n}

N

7
voI(V):m dv =2.[ jjf p’senp dp dp d6 :% (verifiquen!)
\Y 0 0O

w

Ejemplo 25
Si se quiere evaluar m x2+y? dv siendo Vel s6lido del ejemplo anterior,
\

cambiamos las variables en la funcion ~ f(x,y,z) = x* + y*:

f (pcos@seng, psendseng, pcos ) = (pcosdsenp)’ + (psendsenp)’ = p°sen’p
2 ”3 1
luego, [[[x2+y2av= J' J' pisen’ep pisenp dp de do
\Y 0 00

(completen el calculo y comprueben que el resultado es %2)

Ejercicio 61
Evalten las siguientes integrales:
7 7w 2seng 2;:% 2
a) J.J- fpzsenw dpdp do b) j jIpCOS¢p28en¢dp dpdo
00 0 0 00
2z ”4 seng
C) I j IpCOSwpzsen(pdpd(de
0 0 O

Ejercicio 62
Describan en coordenadas esféricas y calculen el volumen del sélido limitado por:

Q) x2+y?+z22=4 ; x2+y?=z> ; x®+y?=3z% con z>0.
b) z=\x*+y* ; z=L1.
z

c) abajo por laesfera p=2cose Yy arribaporel semicono ¢= n

Ejercicio 63
Hallen el valor promedio de:
a) f(p,0,p)=p enla region esférica p<1.

T

b) f(p,0,9)=pcosep enelsolido definido por p<1; 0<gp< 5
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Sintetizando:

1. Para calcular m f(x,y,z)dv en coordenadas cilindricas:
\

Interpretar el sélido Vv graficando en un sistema de coordenadas cartesianas.

- Obtener V" (descripcion del sélido en las coordenadas r,é,z).

- Transformar la funcion a integrar reemplazando x por rcosé e y por

rsend (z queda igual)

Recordar multiplicar el integrando por el Jacobiano de la transformacion ( r)
osea: dV =dxdydz — rdzdrd@

m f(xy, z)dxdydz=m f(rcosé,rsend,z)rdrdfdz
\% v

2. Para calcular m f(x,y,z)dv en coordenadas esféricas:
\

Interpretar el sélido V graficando en un sistema de coordenadas cartesianas.
- Obtener V" (descripcion del sélido en las coordenadas p,6,¢)

- Transformar la funcion a integrar reemplazando x por pcoséseng,

Yy por psendsenp Y Z pPOr pcose.

- Recordar multiplicar el integrando por el valor absoluto del Jacobiano de la

transformacion ( p? sengp) 0 sea: dV =dxdydz — p°senpdpdfde

m f(x,y,2)dVv =m f (pcos@seng, psendseng, pcos @) p’senpdpdfde
\% Vv

Ejercicio 64

Empleando el sistema de coordenadas que consideren conveniente calculen el volumen
del solido limitado por:

a) z=x*+y?; xX*+y*—-y=0; z=0 b) x> +y*=4 ; x*+y*=2z; z=0
c) X*+y*+2°=16; x*+y’ =6z d x*+y?*+(z-1°=1; x*+y’>=6z; z=1
e) el paraboloide z=9-x*—y? porarriba y el plano xy por debajo, en el exterior
del cilindro x*+y?® =1.

f) z=x*+y? ylosplanos z=1 y z=2

g) x*+y*+z°=4 yelplano z=1, con z>1.
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Uso de MAPLE

Para dibujar superficies en coordenadas cilindricas se utiliza el comando cylinderplot :
> with(plots):

> cylinderplot(1,theta=0..2*Pi,z=-1..1);

> cylinderplot(z+ 3*cos(2*theta),theta=0..Pi,z=0..3);

Para dibujar superficies en coordenadas esféricas se utiliza el commando sphereplot :
> with(plots):

> sphereplot(1,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi);

> sphereplot((1.3)*(rho)*sin(theta), rho=1..2*Pi, theta=0..Pi, style=patch,color=z);

Para calcular el volumen de un sélido limitado por el paraboloide z =x* + 2 y*y el

cilindroz=4- 2y*> se puede proceder de la siguiente manera:

> 71:=xM2 + 2*y"2;

>72:=4-2*y"2;

> with(plots):

> figl:= plot3d({z1}, x=-2..2, y=-2..2, color= blue):

> fig2:= plot3d({z2}, x=-2..2, y=-2..2, color= green):

> display({figl,fig2});

> solve(z1=z2y);

> implicitplot(z1=2z2,x=-2..2,y=-2..2);

> Vol:=int(int(int(1,z=x"2+y"2..4 - 2*y"2),
y=-1/2*(-x"2+4)(1/2)..1/2*(-x"2+4)"(1/2)) x=-2..2);

> Vol= evalf(9/2*Pi);

Resuelvan usando Maple los siguientes problemas:

1) Calcular el volumen del sélido limitado por x?+y*=1; z=y; z=0

2) Hallar el volumen resultante de taladrar, un agujero cilindrico de radio r = 2, de lado
a lado de una esfera de radio R= 4 pasando por el centro de la esfera y a lo largo del
polo.

3) Hallar el volumen de la porcion entre 30 grados y 60 grados de pastel cilindrico de

altura 2 y radio 5.
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Autoevaluacion (Integrales dobles y coordenadas polares)
1. Interprete geométricamente _U f(x,y)dA para el caso f(x,y)>0 sobreR.
R

2. Justifique: area (R) = ” dA
R

3.Si f escontinua y f(x,y)>0 en el sélido V, ¢qué interpretacion fisica puede dar
para [[ f (x, y)dA?
R

4. ;Qué propiedades tiene J] f(x,y)dA ?
R
5. Justifigue el siguiente enunciado:
Si | f(xy)[sM V¥ (xy) eR %2y f es continuaen R entonces

jj f(x,y)dA|<M area(R)

6. ¢ Como calcula el valor promedio de una funcion continua f(x, y) en la region R ?
¢Qué afirma el teorema del valor medio para integrales dobles?

7. a) Explique qué significa “R esunaregiontipol” y “R esuna region tipo II” y
como se calcula ﬂ f(x,y)dA en cada caso. b)¢;Cdémo calcula H f(x,y)dA siR
R R

no es una region tipo I ni tipo I1 ?

13
. Evalue la siguiente integral: J-J.eX dx dy

8
03y
9. Complete las siguientes tablas
Coordenadas | Coordenadas Coordenadas | Coordenadas
polares cartesianas polares cartesianas
(N2 m 14) y=5
(3, 4) rsen =2
(2, 5n/3) X =y =1
(-1,1) r=2seno
(4,3n) y=x+1

10. Decida para cada una de las regiones siguientes si usaria coordenadas polares o
cartesianas para calcular ﬂ f(x,y)dA .
R

a) Rregion exteriora x*+y? =1leinteriora x*+y* =2x
b) R region limitada porx=-2;y=2;y=X

c) Rregion limitadapory=x; x°+y
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11. Calcule:
a) H sen(x? +y?)dA donde R es laregién anular 1 < x*+y* < 16

donde R es la regién exterior a r =1 e interior a

1
b -
) '['J-w/x2+y2dA

la cardioide r = 1+ sen @

12. Indique como pasa a coordenadas polares la integral ﬂ f(x,y)dA.
R

13. ¢Qué tiene en cuenta para decidir si le conviene usar coordenadas cartesianas o
coordenadas polares en el calculo de una integral doble ?

14. Calcule el volumen del sélido limitado por x> +y* =1; x*+y* =4; z=0
Yy 7= 5.

15. Indique como usa la transformacion T: x= X(u,v) ; y=Y(u,v), (u,v) € S en el célculo
de jj f(x,y)dA.
R

Autoevaluacion (Integrales triples, coordenadas cilindricas y coordenadas
esféricas)

1. Defina: m f(x,y,z)dVv
2. Justifique: vol (V) = m dv

3.Si f escontinua y f(x,y,z) >0 enelsélido V, ¢qué interpretacion fisica puede dar
para [[[ f(x,y.z)dV ?
\

4. ;Qué propiedades tiene m f(x,y,z)dV ?
\%
5. Justifique el siguiente enunciado:
Si [f(xy.2)|<M V¥ (xy,z) €Vsolido de %3 y f es continuaenV entonces

[Tty 2)dv
\Y

< M vol(V)
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6. ¢Como calcula el valor promedio de una funcién continua f(x, y, z) en el sélido V ?
¢Qué afirma el teorema del valor medio para integrales triples?

7. a) ¢Qué significa que un solido V sea proyectable en el plano xy? ¢Cdémo se calcula
I f(x,y,z)dv enese caso? Dé un ejemplo.
\
b) Idem a) para el plano xz

c) Idem a) para el plano yz

8. Describa el solido limitado por las superficies dadas y calcule su volumen:
a) x+ty+z=2 ; y=2x (en el primer octante)
b) x+y+z=2; 3x+3y+2z=6 (en el primer octante)

9. Complete los espacios en blanco

a) dV=dzdydx asumela forma .........ccccocernenninn. en coordenadas cilindricas
y laforma ..o en coordenadas esféricas.
1 vY1-x* 3
b) j _[ X'y dz dy dX seconvierte en .........cccccoeveeennenen. en coordenadas esféricas.
0 0 0
c) SiV esuna esferade radio 1 con centro en el origen, entonces el volumen de
V escrita como una integral iterada en coordenadas esféricases ..................... y
SUValor €S.....cccvvveeiierieenen,

d) Si el sélidoV estd dado en coordenadas cartesianas entonces el volumen de
V se calcula mediante la integral ............coooiiiiiiiiiiiiiii

e) Si el solidoV esta dado en coordenadas cilindricas entonces el volumen de
Vse calculamediante ...........cooiviiiiiiiii

f) Si el sdlidoV estd dado en coordenadas esfericas entonces el volumen de
Vse calculamediante ...,

10. a) Indique como pasa a coordenadas esféricas y a coordenadas cilindricas
I £y, 2)adv
\
b) ¢Qué tiene en cuenta para decidir  si le  conviene usar  coordenadas

cartesianas o coordenadas cilindricas o esféricas en el calculo de una integral triple ?

c) Calcule el volumen del sélido limitado por x> +y* =1: x*+y* =4;z=0,z=5
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Capitulo IV: Integrales impropias y series numericas

En el capitulo | trabajamos con funciones continuas definidas en un intervalo cerrado y

b
para ellas definimos jf(x)dx. También lo hicimos para funciones que tienen un

nimero finito de discontinuidades de primera especie en el intervalo[a,b] . En base a lo
estudiado anteriormente, ¢podremos dar algun significado a If(x)dx para f continua

b
en el intervalo [a,+x)? ¢y a j f(x)dx, cuando f tiene una discontinuidad de tipo infinito

a

en el intervalo [a,b]?

Actividad 1

+00
¢Como reaccionarian ante la expresion Jf(x)dx si les informamos que f es continua y
a

no negativa en la semirrecta [a,+c0)? Seguramente responderan que puede hallar una

primitiva de f, pero ¢qué significado tendria la Regla de Barrow? Ninguno ciertamente,

debido a que el simbolo +o0 no puede ser reemplazado en ninguna expresién numeérica.

b
Es cierto que: Vb >a, laintegral j f(x)dx existe y su resultado depende de b.

b +0
Siendo I, = If(x)dx, si_ lim 1, =1, tiene sentido asignar al simbolo If(x)dx el valor
b—+o

a a

| y decir que ese numero representa el area debajo de la curva y = f (x) en el intervalo

infinito [a,+o).

Ejemplo 1

b
Dada f(x)= 12 Vb >1 la integral Iy - jf(x)dx existe pues f es continua en el
1

X

b
cerrado[Lb], yes Iy =-1} =1,
1
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1 b >

Siendo f(x) positiva en [L,b], 1, representa el area bajo la curva en [1,b]
¢Qué ocurre con I, cuando b — +0?

Obviamente lim 1, =1. El limite obtenido se asume como valor de jizdx :
X
1

b—+w

— en [l+ox).

_fiz dx =1 Yy asignamos el valor 1 al area debajo de la curva y = 1
1 X X

+00
., . 1 .
Conclusién: ¢Pudo calcularse naturalmente la integral _[—de ? ¢Pudo medirse la
X
1

region no acotada bajo la curva? No, de acuerdo con el procedimiento habitual. Si,
analizando el comportamiento de Ib. Se dice entonces que la integral propuesta es una

integral impropia convergente.
Definicion 1
+00 b
1-Siendo f continuaen [a+0), [f(x)dx= lim [ f(x)dx siese limite existe.
b—+w
2 - Siendo f continua en (- ., j f(x)dx= lim [ f(x)dx si ese limite existe.
b——ow
—o0 b

En ambos casos, cuando esto sucede, se dice que la integral propuesta es una integral

impropia convergente.

Observaciones
1) Si f(x)>0 Vxela+w) (0 Vxe(—wx,a)), el limite en la definicion puede considerarse
como el area debajo de la grafica de f en ese intervalo.

2) Si el limite de Iy no existe o es infinito se dice que la integral diverge.

Podemos extender la definicién a toda la recta:
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Definicion 2

Siendo f continua en R, .[f(x)dx=J'f(x)dx+J'f(x)dx si las dos integrales del

—00 a

segundo miembro convergen.

Para cerrar esta presentacion — y antes de proponerles la ejercitacion correspondiente —

queremos enfatizar que las integrales simbolizadas

+00

Tf(x)dx ; jf(x)dx; jf(x)dx (aeR)

a

donde f es continua, no pueden ser calculadas en términos de la regla de Barrow. El
valor que puede ser asignado a cada una de ellas, proviene de un limite. Si ese limite es
un n° real, se dice que la integral converge. En caso contrario, se dice que la integral
diverge, no pudiendo asignarse ningun valor a la misma.

Estas propuestas de integrales son Illamadas integrales impropias.

¢Puede haber alguna otra situacion que escapa a canones establecidos para resolver una

integral? Si! ya lo comentaremos més adelante.

Ejemplo 2

Supongan que en una empresa se estima que se estard recaudando, por algin concepto,
al cabo de x semanas de iniciada una operacion, a razon de f(x)=xe** millones de
pesos por semana. ;En qué momento la afluencia de dinero serd maxima? ;Cuanto sera
lo recaudado en las tres primeras semanas? ¢Cuanto se recaudaria si el tiempo fuese
ilimitado?

Para determinar cuando la afluencia de dinero sera maxima busquemos los puntos
criticos de f:

f'(X)=e>*1-x)=0—>x=1

Observen que para O<x<1 f crece y parax>1 f decrece, por lo tanto

en x=1 la funcion tiene un maximo local (en este caso también es maximo absoluto).
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o

b

.
I I I I N A

o

4.0 7.4 100

=
=
]
]

La afluencia de dinero sera maxima en la primera semana.

Lo recaudado en las tres primeras semanas sera:

3
[ f(x)dx=-4+¢* =16,086 millones de pesos
0

En tiempo ilimitado, la recaudacion sera: J'f(x)dx (si existe)
0

l, = i(xe“)dx [4e* e @-x)] =(-e*® —e**b+e?)
0

lim I, =e®~ 20,086 millones de pesos.

b+

Ejercicio 1
Decidan la convergencia 6 divergencia da las siguientes integrales impropias:

1 o1 T

a) [=dx b) dx c) |e ™ dx
¥ locw !

-1 » 1 +00 1
d) _J:cxe dx e) _'[oe dx f) -2[1+x2

! T cosX

dx h) [(==22 ¢

9 '([3x+1 )5[1+sen2x X
Ejercicio 2

¢Por qué no converge Icos x dx ?
0

Ejercicio 3

Hallar el area de la region bajo la curva y = 42#1 aladerechade x=1 .
X —

dx
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Ejercicio 4

Sea f(x)zi ;X e[L+oo)

a) Comprueben que el volumen generado al rotar la grafica alrededor del eje x es .
b) Comprueben que el area de la region bajo la gréafica es infinita.

c¢) Grafiquen ambas situaciones. ¢Parece un resultado coherente?

Ejercicio 5
Hallar K de forma tal que j K dx=1
cC1+x?
Comentario: la funcion f(x) = K _ Se presenta en la teoria de probabilidades y se
1+x

[lama funcion de densidad de Cauchy. (Grafiquenla).

Ejercicio 6

Comprueben que:

TCox dx 1 o dx i’ 1
) R b) | ————— = C) [e*dx== (a>0
) !(1+x2)2 4 )_[O rox+2 ) ;!.e * = a ( )
Actividad 2

Si fes una funcion continua en [a,b], o si tiene en [a,b] un n° finito de discontinuidades

b
finitas, sabemos que existe j f(x)dx. Supongamos ahora que fes continua en [a,b) y

que lim f(X)=+wo 0 Iinsf f(X)=—- .

X—>b~

A

y

QD
O |-----—=—"—-c--c====-
XV

b—&
En ese caso, V ¢ >0 suficientemente pequefo, existe J’ f()dx=1, .
a
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Siexiste lim 1. =1, ese valor se adopta como resultado de jb f (x)dx Yy cuando

0" a
f(x) >0 en [a,b) puede interpretarse como area debajo de la curva y=f(x) en el

intervalo.

@ |----
ol

™

o

x< Y

b
Si fescontinuaen (ab] y lim f(x)=+o 0 lim f(x)=-oo, secalcula jf(x)dx=|

&
x—a*

at+e

y se investiga el comportamiento de lim 1,

£—>0"

A

y

Xy

a ate b

De acuerdo con estos comentarios podemos dar la siguiente definicion:
Definicion 3

1) Siendo fcontinuaen [a,b) y lim f(x)=+w 0 lim f(x)=—oo
x— b~ x—>b~

b b—¢&
If(x)dx: lim J'f(x)dx si ese limite existe.
&> 0"

2) Siendo f continuaen (a,b] y Iim f(x)=+o 0 lim f(x)=-oo

x—a*

b b
jf(x)dxz lim jf(x)dx si ese limite existe.
e—>0"

a+te

Observacion: Estas integrales también son llamadas integrales impropias y se dice que
convergen, si el limite existe. Los limites son llamados valores de las integrales

impropias. Si los limites no existen las integrales impropias se dicen divergentes.
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Ejemplo 3
¢ dx . . . 1
Para ae®R, a>0, |——=— esunaintegral impropia pues f(x)=-——-—— €s
! Ja? x? a® -
i . . 1
continua en [0,a) siendo lim ———= =+ .

x—a~ a2 _ X2

a—¢&
. ~ dx .
Considerando >0 pequefio, calculamos |, = .[—2 , que existe pues
0 a -X

f(x) ___ 1  escontinuaen el intervalo [0,a—s].
2 2

a —X
a—-¢
X a—¢& a—¢
|, =arcsen (—ﬂ = arcsen [ j —arcsen (0)=arcsen ( j
al, a a
. . a—¢ T -

lim 1, = lim arcsen (—j —arcsen(1)== .. laintegral convergea ~
e—0" &e—0" a 2 2
? dx
oV a2 - X2 2

Ejemplo 4
.- : ¢ dx
Decidir el comportamiento de |—.
X

0

La integral es impropia pues f (x) :iz es continuaen (0,1] con lim iz=+oo
X x—0" X

1

:—1+1
&£

1
Para ¢>0 ,| = %:_1
dy? X

&

&

lim 1, = lim (1_1) pero este limite es infinito, en consecuencia la integral diverge.

£—0" 0" &

Definicion 4

Sea f continuaen [a,c)u(c,b] con lim f(x)=+c0 (0 lim f(x)=—-c0) y

X—>C"

b c b
lim f(x) =+ (0 lim f(x)=-) , jf(x)dx=j f(x)dx + If(x)dx siempre que las

dos integrales impropias del segundo miembro sean convergentes Y, siendo asi, decimos

b
que If(x)dx es una integral impropia convergente.
a
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Ejemplo 5
Analizar [ 2% 4 .
2 (x?-1)7
Observen que f(x)zi es continuaen [0,3]- {1}
(¢ -1)%
y que Iimiz:mo y |I'm+L2=+oo .
x—1 (XZ_l)A X—1 (Xz_l)é

Deben analizarse entonces dos integrales:

i) (2 gy i) [ 2x
'!(xz-l)% 1 (x? -1)%

i) Sea I :TLdX = 3(x2 _1)%18 = 3(3 (1_8)2_1+1) = !LT I,=3

'—.H

ox—l)/

3

i) Sea |g=j‘ 2de2 = 3(X2—1);} = 3[%¥9-1-3U+e)*-1] =

l+e (X2 _1)5 l+e
=3[2-3/(1+¢)-1] = liml, =6 . i X 4x=6
£—0" 1 (XZ _1)%

dx €S unaintegral impropia convergente

., 3
Conclusion: I
o (x*-1) %

2 2x
dx=3+6=9
I(x -1)%
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Ejercicio 7

2

Analicen la integral J' d
2 (x-1)°

y comprueben que no converge.

2
Observen: si intentaran — incorrectamente — resolver j ( dx ~ aplicando la regla de
X_
0
Barrow, ignorando la discontinuidad de la funcién en x=1, tendrian ... ¢qué
resultado?
Ejercicio 8
Verifiquen cada uno de resultados los siguientes:
5 2
a) [ M b)jLzlﬁ
1 V5-x 3 DGRV B G

Criterios para la convergencia y la divergencia
Actividad 3

+00
: . 2

Estudiar la convergencia de j e X dx.

1
: & 2
No nos es posible en este caso resolver |, :je—x dx Yy calcular lim I, pero
b—+0
1

2 . . ,
observen: 1) |, = e * dx esunafuncion creciente de b (¢ por qué?)

P — T

2) Dado que e**< e~ para todo x>1,

b b
_y2
l, = e ax<[e"Xax=—e " +e " <e™ ~0.36788
1 1

Por lo tanto, existe bIim I, (es un nimero real menor que 0.36788) y podemos afirmar

—>+o0

(o0}
2 . . )
entonces que f e % dx es una integral impropia convergente (aunque desconocemos a
1

que valor converge).

Supongan ahoraque f y g son dos funciones cualesquiera, continuas en [a,+w) Yy
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+00
tales que 0< f(x) < g(x) paratodo x>a. Supongan también que J'g(x)dx converge.
a

—+o0
¢Pueden afirmar que J.f(x)dx converge? ¢por qué?
a

Criterio por comparacion directa.
Sean f y g dos funciones continuas en [a,+«) con 0< f(x)<g(x) paratodo x>a.

+00 +00
1. Si jg(x)dx converge entonces _[ f(x)dx converge.
a a

+00 +00
2. Si jf(x)dx diverge entonces jg(x)dx diverge.
a a

Ejercicio 9
Analicen el comportamiento de las siguientes integrales impropias aplicando el criterio

por comparacion directa.

o] 2 0 0
a) J-senlex b)J- 1 dx C)J- &zdx
1 X 1Vx2-0.1 S 1+ x

El siguiente criterio dice que si dos funciones positivas crecen a la misma razén cuando
X — o0, entonces sus integrales se comportan en forma similar: ambas divergen o ambas

convergen (no necesariamente al mismo valor).

Criterio de comparacion del limite.

Si f y g son funciones continuas y positivas en [a,+w) Y lim fEXz existe y es un
X—00 g X

e} 0
namero real mayor que cero, entonces I f(x)dx y _[g(x)dx son ambas convergentes
a a

0 ambas divergentes.
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Ejercicio 10

Haciendo uso del criterio de comparacion del limite, analicen el comportamiento de las
+00 ~+00 —+00 +00

integrales  a) J’ izdx y 2de b) j idx y J‘ ﬂdx
1 X 1 X +1 1 Vx 1 1+x

Ejercicio 11

Analicen si las siguientes integrales son convergentes o divergentes. Haganlo recurriendo a las
definiciones cuando las integrales y limites a calcular sean sencillos, y en caso contrario,
apliguen los criterios vistos, usando otras integrales cuyo comportamiento conoce o puede

conocer facilmente.

3 2 5 1
8 [ dx D) [Lox ) 2% Q) [X
1vxi-1 X 125 — x? DGR e

Uso de MAPLE

Para calcular integrales impropias se usan los comandos que se muestran a continuacion
> limit(int( 1/x, x),x = infinity);

> limit(int( 1/x, x = a..5), a=0);

> limit(int( 1/x"2, X), X = infinity);

> limit(int( 1/sqrt(x), x = a..5), a=0);

Comentario:

Situaciones equivalentes a las estudiadas hasta aqui en este capitulo podrian presentarse

en integrales multiples. Por ejemplo, ﬂ%dA donde R={(x,y)/x>1Ay=>1},
R XY

—(2+y?) _ 1
J.Fz[e V) dA dondeR=%2 y gx2+y

integrales dobles impropias. Las dos primeras integrales son impropias ya que el

dA con R={(xy)/x*+y?<1} son

2

dominio de integracion no es acotado. En el tercer caso el dominio de integracion es
acotado pero la integral es impropia dado que el integrando es una funcién que no esta

definidaen (0,0)eR= {(x, y)/ x> +y? 31} y toma valores tan grandes como se quiera
considerando 0<x?+y? <1. Les proponemos que reflexionen sobre cémo podrian

adaptarse a estas integrales las ideas presentadas para integrales impropias en una

variable.
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Sucesiones numericas
Una sucesion numérica puede pensarse como una lista (finita o infinita) de nimeros

escritos en un orden determinado:

Observen que a, es el primer término de la sucesion, a, el segundo término, y, en
general, a, es el n-ésimo término que tendra como sucesor en la lista a a,,.
Podemos decir entonces que n es el lugar que el nimero a, ocupa en la lista. Puesta la

lista en forma de tabla

lugar |1 2 3 4 5 .. n n+l1 | ...

valor a, a, a, a, g | e a a . |

n n+l

nos hace pensar a la sucesion como una funcién f cuyo dominio es el conjunto de los

enteros positivos. O sea, f(n)=a,

Lasucesion a, ,a,,a,, a,,...a,,.. seindicaaveces {a,}”

n n=1

o también {a,} (cuando se sobreentiende la variacion del indice)

an esel término n-ésimo o término general de la sucesion,

Ejemplos:

. {an }‘;1 con a, = C, es una sucesion constante (todos sus términos son iguales a c)

. {a,}7, donde a, =n es lasucesion de los numeros naturales.

La sucesién consta de los términos 1,2, 3,4,5,...,n, ...
. El término general de lasucesion 1,1, 1,1 1 1 1 esa,_1
2 3 4 5 6 7 n

. Sea {a,|”, con a, =(-1)"

Esta sucesion consta de los términos -1,1,-1,1,-1,1, ..., (-1)",.....
. Para n enteroy mayor o igual a cero, se llama factorial de n y se denota n!

1sin=0
al nimero definido de la siguiente manera: n!= .
n(n-1)! sin>1
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de manera que :

0=1
1=1.0=1-1=1
21=2.1=2.1=2
3=3-21=3-2=6
A=4.3= ...

Sea {a,|”, con a,=n! (veanque no necesariamente el valor inicial del indice

debe ser 1) Los primeros términos de esta sucesion son:
1,1, 2,6,24,120, 720, 5040.,....... (jVerifiquenlo!)

. Lasucesion 3,7,11,15,19,23,... tiene primer término igual a 3 y luego cada
término se obtiene sumando el nimero 4 al término anterior . Podriamos expresarla de
la siguiente manera:

{a,}7, con a=3 y a,=a,, +4 paran>2

Es esta una progresion aritmética de primer término 3 y diferencia 4.

En general, se llama progresion aritmética de primer téermino a y diferencia h, a toda
sucesion que pueda definirse de la siguiente manera:

a=a ; a,=a,,;+h sinx>2

. Lasucesion 1,-4,16,-64,256,... tiene primer término igual a 1 y luego cada

término se obtiene multiplicando por (- 4) al término anterior . Podriamos expresarla de

la siguiente manera:
{an }L con a,=1 y a,=a,,.(—4) paran>2

Es esta una progresion geométrica de primer término 1 y razon igual a - 4.

En general, se llama progresion geométrica de primer término a y razon r, a toda
sucesion que pueda definirse de la siguiente manera

a=a ; ay = apn.r sinx2
Los n primeros términos de una progresion geométrica de primer termino a y

razénr son: a, ar ,ar’,ar ... Car™t
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. Las sucesiones cuyos términos se definen en funcion de los anteriores (como sucede

en las progresiones aritméticas y geométricas) reciben el nombre de sucesiones
recurrentes. Un ejemplo muy citado de sucesion de sucesion recurrente es la sucesion
de Fibonacci:

a=1,; a,=1 y a,,=a,+a, , para n=3.

Los primeros términos de la sucesion de Fibonacci son:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89, 144,......

Esta sucesion de nimeros aparece en la Naturaleza en formas curiosas.

Las escamas de una pifia estan dispuestas en espiral alrededor del
vértice. Si contamos el numero de espiras de una pifia,
encontraremos que siempre es igual a uno de los nimeros de la
sucesion de Fibonacci.

La misma sucesion aparece también en el estudio de las leyes
mendelianas de la herencia, en la divergencia foliar, en la
formacion de la concha de algunos moluscos...

Una manera practica de dibujar una espiral consiste en
disponer sucesivos cuadrados cuyos lados tienen longitudes
que coinciden con los numeros de Fibonacci y unir con un
arco de circunferencia los vértices opuestos de cada nuevo 3

cuadrado que se afiade. \ 1
3
2

Lo

Actividad (para realizar fuera del horario de clase):

En todo colmenar hay un tipo especial de abejas llamadas "reina". Hay otro tipo, también
hembras, que se llaman "trabajadoras"” que a diferencia de las reinas no producen huevos. Hay
abejas "machos" gque no trabajan y que son engendrados por los huevos no fertilizados de las

reinas, por lo tanto tienen madre pero no padre. Todas las hembras son engendradas por la

union de la reina con un macho, de manera que las hembras tienen padre y madre.
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De acuerdo al relato anterior, les pedimos que:

a) Construyan el diagrama de arbol genealdgico de una abeja macho, colocando al macho en
la base del diagrama.

b) ¢ Cuantos padres tiene?

¢) ¢Cuantos abuelos?

d) ¢ Cuéantos bisabuelos? ¢y tatarabuelos? ¢y choznos?

e) Escriban una sucesion con los valores obtenidos de las respuestas anteriores. ¢Observan
alguna particularidad?

f) Construyan ahora el arbol genealégico de una abeja hembra, y respondan las mismas
preguntas anteriores ¢hay alguna similitud?

g) Construyan su propio arbol geneal6gico. ¢Se mantienen las mismas relaciones anteriores?
¢Por qué?

h) Escriban el término general de cada una de las sucesiones obtenidas.

Hagamos un poco de historia

¢Quién fue Fibonacci? Leonardo de Pisa, mejor conocido por su apodo Fibonacci (que
significa hijo de Bonacci) naci6 en la ciudad italiana de Pisa y vivié de 1170 a 1250. Su padre
trabajaba como representante de la casa comercial italiana mas importante de la época, en el
norte de Africa. Este lo animé a estudiar matematicas. Leonardo recibid este tipo de ensefianza
de maestros arabes. Se convirtid en un especialista en Aritmética y en los distintos sistemas de
numeracién gque se usaban entonces. Convencido de que el sistema indo-arabigo era superior a
cualquiera de los gue estaban en uso, decidio llevar este sistema a Italia y a toda Europa, en
donde aln se usaban los numerales romanos y el dbaco. Escribié gran cantidad de libros y
textos de matematicas: Liber Abaci escrito en 1202, Practica Geometriae en 1220, Flos en 1225
y Liber Quadratorum en 1227. Es importante destacar que en esa época no existia la imprenta,
por lo tanto los libros y sus copias eran escritos a mano. Fue sin duda el matematico méas

original de la época medieval cristiana.

Ejercicio 12

Escriban los cuatro primeros términos de las sucesiones definidas a continuacion.
a) a,=3",n>1 b) b,=2n*+3n-4,n>1
¢) ¢, =(-1)"n*, n>1 d d,=0; d =d _,+3, n>2
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Ejercicio 13

Escriban una férmula para el término general de las siguientes sucesiones.
a)1,2,4,8,16,32, . .. c)1,-1,1,-1,1,-1,..
b) 1, 8,27,64, 125, . . . d 2 5,8,11,14,...

Ejercicio 14

Para la sucesion definida por: s, =2n-1, n>1 a) Determinen s, ,S; Y S;q

b) Escriban una férmula que defina la misma sucesion tomando como indice inicial 0.

Convergencia de sucesiones
Actividad 4

Consideren las sucesiones: 1) {1} 2 o, 3t
n n=1

¢Se aproximan a algun valor los términos de cada una de las sucesiones cuando n se

hace muy grande?

En el caso 1) los términos de la sucesion son tan cercanos a cero como se quiera

considerando valores de n suficientemente grandes. Decimos: 1 tiende a cero cuando

n

n tiende a « Yy escribimos: Iimlzo

nN—o0 n
En el caso 2) los términos de la sucesion son -1, 1, -1, 1, -1, 1, .... . Claramente no se
acercan a ningun valor (no existe lim(-1)")
N—o0
En el caso 3) los terminos de la sucesidn no se aproximan a ningdn valor a medida que
n se hace cada vez mas grande : son tan grandes como se quiera considerando valores

de n suficientemente grandes (limn® =)

n—oo

Decimos que {an} es una sucesion convergente (que converge a L) cuando lima, =L

n—oo

(L e®R) lo que significa que los términos a, se acercan tanto como se quiera a L

considerando valores de n suficientemente grandes. Si esto no sucede se dice que la

sucesion es divergente.
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La sucesion {l} es una sucesion convergente (converge a0).

n n=1

Los casos 2) y 3) son ejemplos de sucesiones divergentes.

Actividad 5

Los griegos en tiempos remotos dieron una respuesta geométrica al problema del
calculo del area de un circulo consistente en aproximar la region por medio de una
sucesion de poligonos inscriptos cuyas areas, al aumentar suficientemente el n® de

lados, representan practicamente el area buscada.

Para un circulo de radio 1, consideren poligonos regulares inscriptos P, de 4 lados, P,
de 8 lados, P; de 16 lados . . . etc.

Escriban la sucesion de las areas de estos poligonos. ¢ Como se puede pensar el area del

circulo?

Actividad 6
Observen las figuras siguientes que ilustran varias maneras en las que una sucesion

{a.} puede ser convergente aun numero L.

-~

| Fary m> MW Leps < I < L+ Cp§ | -
-

-
e e

-
B o e C s e s s s s Lz
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Observacion importante! Si {a,} converge, entonces, para €>0 cualquiera, todos los
términos a,, excepto eventualmente un ndmero finito de ellos (que corresponden a

n<N,), estan enel intervalo (L—¢,L+&).

Ejercicio 15

Determinen lima, , si es que existe, en los siguientes casos. Indicacion: procedan tal

n—oo

como lo hacen en la evaluacion del limite para x tendiendo a infinito de una funcion

f(x).

10 n 3n-2

) a, N ) a, = ) a, ] ) a, =cos(nz)
n

e) a, =sen(nr) f) a, :M 0) a, :% h) a, = nde™"
n 6+4"

Ejercicio 16
Analicen si las siguientes sucesiones son progresiones geométricas. Si lo son ¢cual es

la raz6n? ¢ Son sucesiones convergentes?

a) m“} b) f°} c) {(1)}
2 2
A partir de este ejercicio ¢qué pueden concluir para la sucesion {r” }? Le sugerimos que

considere los casos en que [r| <1, [r|=1 y|r|>1.

Uso de MAPLE

Para generar sucesiones (numeéricas o no) podemos utilizar el comando seq como se

muestra en el siguiente ejemplo:

> pares:=seq (2*i,i=1..10); (En pares se guardan los primeros diez nUmeros pares)
Podemos luego acceder a la sucesion completa escribiendo simplemente

> pares;

O a algun elemento en particular escribiendo:

> pares[3];

El comando For...do se emplea para repetir un cierto nimero de veces una serie de

instrucciones y se puede utilizar para generar sucesiones elemento por elemento.
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Generemos los numeros pares del 2 al 20:
> for k from 1 to 10 do;
2%k ;
od;
Asignemos un nombre a cada elemento:
> for k from 1 to 10 do;
a[k]:=2*k;
od;
Definiendo la sucesién de este modo podemos recuperar los nimeros generados. Por
ejemplo el quinto par es:
> a[5];
El comando Plot se utiliza para graficar funciones o listas de puntos. Vamos a usar esto
ultimo para dibujar algunos puntos en el plano
> plot ([[1.2,1.8],[2,2],[1,-1]],style=point,color=red);
> plot ([[1.2,1.8],[2,2],[1,-1]].style=line);

Grafiquemos la sucesion a_ = 1 enel plano:
n

> a:=seq([n,1/n],n=1..40);

> grafa:=plot([a],style=point,color=blue):

> grafa;

Para visualizar la propiedad que se conoce como “Lema del sandwich”, grafiguemos en

un mismo sistema de coordenadas la sucesion {a, } anterior y las sucesiones que tienen

término general bn:sen(15n) Yy ¢ _1
n n

Para graficar las tres sucesiones juntas se utiliza el comando display. Este comando se
encuentra en el paquete plots , el cual antes debera ser "bajado™ con el comando with:

> p:=seq([n,sin(15*n)/n],n=1..40):

>grafb:=plot([b],style=point,color=red):

>c:=seq([n,-1/n],n=1..40):

>grafc:=plot([c],style=point,color=green):

> with(plots):

>display([grafa,grafb,grafc],axes=normal,title="Lema del sandwich.",

xtickmarks=0,symbol=circle);

Grafiquen ustedes ahora la sucesion a_ :[1+1j :
n
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Algo més sobre sucesiones

Una sucesion {a, } esta acotada superiormente si existe algin nimero Ke % tal que,
a, <K para todo n y esta acotada inferiormente si existe algin nimero ke R tal que

a, >k paratodo n.

Sedice que {a,} esta acotada si lo esta superior e inferiormente. Esto equivale a que

exista un nimero M > 0 tal que, paratodon, [a,|<M .

Verifiquen que:

{1} estd acotada superiormente por 1 e inferiormente por 0

e {(-1"},., estéacotada superiormente por 1 e inferiormente por (-1)

jn} estd acotada superiormente por 1 e inferiormente por 0

VR
wl b

jn} estd acotada inferiormente por 1

Sucesiones monadtonas

Las definiciones sobre monotonia de sucesiones se obtienen particularizando a
sucesiones las que estudiaron sobre monotonia de funciones. Esto equivale a lo
siguiente:

a) Una sucesion {a,} es monoétona creciente si y sélo si paratodones a, < a,.; .

b) Una sucesion {a,} es monotona decreciente si y solo si paratodones a, 2 a,.;.

¢) Una sucesion {a,} es estrictamente creciente si y solo si paratodones a, < a.;.

d) Una sucesion {a,} es estrictamente decreciente si y solo si paratodones a, > a,.;.

e) Una sucesién se dice que es monotona si es de alguno de los tipos anteriores.
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Resultados Utiles:

.Toda sucesion monotona creciente y acotada superiormente es convergente
.Toda sucesion monotona decreciente y acotada inferiormente es convergente

. Toda sucesion convergente esta acotada.

Tarea: Ejemplifiquen las situaciones planteadas en “Resultados utiles” y comprueben la

validez de cada una de las afirmaciones.
Ejemplo 6

n
Puede demostrarse que la sucesion de término n-ésimo an:(1+ 1) es una sucesion
n
estrictamente creciente y acotada superiormente por 3 (calculen algunos términos de la
sucesion) y, por lo tanto, es una sucesion convergente. El limite de esta sucesion es el

namero e, base de los logaritmos neperianos o naturales y de la funcion exponencial.

Ejemplo 7 La sucesion {x”}n es mondtona decreciente y acotada si xe [0,1); su limite

es 0si xe[0,1). Si x =1 es una sucesion constante. Cuando x € (1,+o0) la sucesion

{x” }n es estrictamente creciente y no acotada. Verifiquenlo !!

Series numeéricas

Informalmente, una serie es una suma de infinitos sumandos (;?) que se denota Zan

n=1

otambién a +a,+...+a, +....

n

Sumas de ese tipo usamos implicitamente al considerar desarrollos decimales de

7

numeros. Por ejemplo: la igualdad 3= 2,3333333333 significa

7 3 3 3 3
—=24+—+—+—+
3 10 100 1000

(¢como se entiende esa suma con infinitos sumandos de la forma _103n ?)
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Reflexionen sobre las situaciones que plantean los siguientes problemas:

Problema 1:

Se deja caer una pelota desde una altura inicial de 15 m sobre una losa de concreto.
Cada vez que rebota, alcanza una altura que es 2/3 de la altura anterior. Interprete
gréficamente. Determine la altura que alcanza en su tercer rebote, y halle la expresion
de la altura en su n-ésimo rebote. Si la pelota rebotara indefinidamente, ¢cudl seria la
suma de las alturas verticales recorridas?

Problema 2:

Consideren la expresion 1-1+1-1+1-1+.......

¢Qué numero le asignarian a la suma?

Puede que alguien piense en simplificar en forma consecutiva los términos y
responda “0”, pero tal vez otro estudiante separe el primer término (;por qué no?)y,

simplificando los siguientes, responda “1”. . . ;Qué piensan al respecto?

En general, dada una sucesién cualquiera {a,} , ¢qué sentido habra que darle a la

expresion Zan ? La respuesta se impone de modo natural: el valor que asignemos a

n=1
0 n
Zan tiene que ser el !mzai cuando ese limite exista, 0 sea que, a partir de la
n=1 i=1
sucesion de sumandos {a,} formaremos una nueva sucesion (de sumas parciales) {S, }

n
donde S,=>a =a +a, +as...+a,, Y estudiaremos el limite de la sucesién{s, },
i=1

Ejemplo 8

Para la sucesion { 3 1} la sucesidn de sumas parciales es:
10”7 n=1

81231 82:34‘31 83:3+i+i, S4:3+i+i+i,
10 10 102 10 10?2 10°

Vean: S =3-|-i+i 3 + 3

+—+...
" 10 10* 10° 10"

1 3 3 3 3 3
S, =t ottt ot
10 10 10° 10° 10 10

Restando miembro a miembro esas igualdades obtenemos:

s —Lts -3-—> L g [1-t]-3[1-2
10 10" 10 10"
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y podemos asi , en este caso, expresar en forma sintética la suma parcial n-ésima Sy :

3
3(1_10”) 3 30

(1 0 ) m =lim = -
— 71” i i - II, S Ii

La sucesién {S,} es entonces en este caso una sucesién convergente que converge a 0.
7

0

Siendo asi, decimos que la serie "

n=1

converge a 30 0 equivalentemente, que
7

n-1

2 3 . 30 & 330
E ) €s una serie convergente y susumaes >~ y escribimos: E — T ==
n=1 10” 7 n=1 10 7

Ejemplo 9

Para lasucesion f{a,}”. con a,=(-1)"" lacorrespondiente sucesién de sumas
1 sinesimpar

parciales serd: S,=1, S,=0,S,=1,5,=0... Osea S, = {0 si nes par

Claramente la sucesion de las sumas parciales diverge. Siendo asi, no es posible asignar un

n+1

valora 2 (~1)™" y decimos en este caso que: la serie »_(-1)
n=1 n=1

es divergente .

Resumiendo:

0
*Si {a,} es una sucesion infinita de ndmeros reales, entonces el simbolo Zan representa

n=1
una serie infinita (o simplemente una serie).

a, esel término general de la serie

Sh=&+a,*+a,+ a,+ ...+ a, eslan-ésimasuma parcial

{s,} es lasucesion de sumas parciales

o0
*Si IimS_ =S diremos que la serie a_. converge a S. Ademas, llamaremos a S suma de
n n

n—oo
n=1

0
la serie y escribiremos »'a, =S.

n=1

(]
* Si la sucesion {s_} diverge, diremos que la serie Zan es divergente.
n=d

206



Series numéricas

Algunos ejemplos de series que tienen una forma especial

En general, no son muchas las series que pueden ser estudiadas usando directamente la
definicién (esto es, calculando el limite de la sucesion de sumas parciales). Una
excepcion son las series geométricas y las telescopicas, cuya convergencia es facil de

estudiar, y, cuando resultan convergentes, hasta se puede encontrar el valor de la suma.

Series geométricas
Za r"* esuna serie geométrica de primer término a y razoén r
n=1

(a y r son numeros reales fijos, diferentes de cero)

i) Si |r|<l laserie converge,y susumaes 2

1-r

i) Si | r|>1 laserie diverge.

En efecto, la suma parcial n-ésima es en este caso: S =a+ar+ar’ +...+ar"

n

entonces, rS, =ar+ar’+ar’+...+ar

de donde se obtiene, si r #1, S =

Por otro lado, si r=1, S, =a+a+..+a=na

Evalten el lim S, de acuerdo a los posibles valores de r (|r|<1,

n—o

rj>1,r=-1y

r=1) para justificar la validez de las afirmaciones i) y ii).

Observacion: Escribimos por lo general Zan para referirnos a una serie, pero tengan

n=1

en cuenta que la variacion del indice puede comenzar a partir de un natural cualquiera o

desde cero.

Ejercicio 17

Muestren que, siendo |r|<1 iar” _i
' ’ n=k 1_ r
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Ejercicio 18
Estudien la convergencia de las siguientes series, y en caso de ser posible, obtenga su

o0 n 3n . n
suma: @) > @j b) Z 27n 0) nzz(-j?]

n=0

Ejercicio 19
Muestren que 2,99999......... =3

Series telescopicas:

0

21 (b —b,,,) esunaserie telescopica
n=.

La peculiar forma de su término general nos permite expresar la suma parcial S, en
forma sintética:
Sn = (bl _b2)+(b2 _b3)+(b3 _b4)+ "'+(bn—l _bn)+(bn _bn+1)= b1 _bn+1

Ejemplo 10

Observen que el término general de la serie Z

—~ (n+4)(n+5)

puede expresarse usando fracciones parciales en la forma:

an = L 1y (verifiquen). Se trata entonces de una serie telescopica.
(n+4) (n+5 n n+l
11 11 11 1 1
Sp=l=—=|+|z-= |+ |+t ————
BN e e
1 11111 1 1 1 1
==+ -+ —+ . =—-
5 6 6 7 7 8 n+4n+55n+5
limS, ==
Por lo tanto: Z(;j = Z( L —Lj -1
=\ (n+4)(n+5) ~\(n+4) (n+5) 5

208



Series numéricas

Ejercicio 20
Hallen la sucesion de sumas parciales Sn para las siguientes series, analicen si
convergen y, en caso de ser posible, encuentren la suma.

0 1 00 1 00
) Y b) ;n(nﬂ) ) nz_l(\/n_u—dﬁ)

Propiedades de las series

A partir de las propiedades de las sumas: . Z ca,=c Z a,

' i(ai +bi)= Zn:ai +Zn:bi

1=1 i=1 i=1

y las de los limites: . Si lim A, =L entonces limcA, =c.L

n—o0
. Si limA =L Yy IlimB,=L, entonces Ilim(A,+B,)=L +L,
n—oo0 n—oo n—oo

se deduce que:

Si >a,=A, >b =B y cesunnimeroreal entonces

n=1 n=1

a) icanch b) Zw:(an+bn)=A+B
=1

n=1

(osea: si ».a, Y Db, son series convergentes entonces son también convergentes
n=1 n=1

las series Y. ca, Y D.(a,+b,))
n=1 n=1

Podemos afirmar entonces también que:

Si Zan y an son dos series y c = 0 esun ndmero real, entonces
n=1 n=1

a) Si Zan diverge = ZC a, diverge
n=1 n=1

b)Si > a, diverge y X.b, converge= ».(a,+b,) diverge.
n=1 n=1 n=1
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Al depender la convergencia de una serie de la existencia del limite de las sumas
parciales, es evidente que los primeros términos (cualquier cantidad finita, por grande
que esta sea) de una serie no afectan la convergencia o divergencia de dicha serie,
aunque su suma, en caso de existir, se vea, eventualmente modificada. Queda claro
entonces que si se suprimen los N primeros términos de una serie no se modifica su
comportamiento.

Podemos enunciar lo anterior de la siguiente manera:

ParatodoN, lasseries » a, Y > a, sonambas convergentes o ambas

n=1 n=N+1

divergentes. Si Y a,=S entonces Y a,= @& +a,+..+ay+S.
=1

n=N+1

Ejercicio 21
Estudien la convergencia de las siguientes series, y en caso de ser posible, obtengan su
suma:

© 23+n © on _g3n 0 6\" 2\n

: b> LR

nzzé, 7" nZ:: 6" nzzll 5 5
Ejercicio 22
Hallen la sumade la serie: 4 -6+ + 1+ %+%+ .......... + zi” + o

Observacion: Al ir estudiando este tema, vemos que hay dos cuestiones basicas acerca
de las series: ¢converge?, y si converge, ¢cual es su suma? No siempre son faciles de
contestar, sobre todo la segunda. Comenzaremos nuestra busqueda de respuestas con

un sencillo teorema conocido como el criterio de condicién necesaria:

Teorema (Condicion necesaria para la convergencia de una serie):

Si la serie Zan es convergente entonces r[m a, =0
n=1
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Observaciones: 1) La demostracion es inmediata escribiendo a,=S,-S,

2) jAtencion! El teorema nada afirma sobre el comportamiento de la serie Zan

n=1

en caso de que lima, =0 , pero provee un potente criterio para la divergencia:

n—oo

Criterio para la divergencia:

Si lima, =0 entonces la serie » a, diverge .

n—oo
n=1

Asi por ejemplo, como [im2" =0 podemos afirmar usando el criterio para la

nN—o0

o0
divergencia que laserie )’ 2" diverge.
n=0

Pero, ese criterio no brinda informacion alguna sobre el comportamiento de series como

0 00 o0
> L ocomo > 1 porque en ambos casos Iim a, =0. De hecho, %’ L esuna
i 2" n=1 N o i 2"

serie convergente (ustedes lo saben, ya que es una serie geométrica de razon v2)

o0
mientras que a serie > 1, Ilamada serie arménica, diverge (como veremos mas
n= N

adelante).

Conclusion: Siendo lima, =0, laserie Y @, puede ser convergente o divergente.

n—oo
n=1

Ejercicio 23

Estudien la convergencia de la serie Z(E - zinj
n=1 n

Series de términos positivos

En este apartado vamos a ver algunos resultados (criterios) que nos van a permitir
determinar la convergencia o divergencia de series que tengan todos sus términos
positivos. Teniendo en cuenta que el comportamiento de una serie no se modifica si
suprimimos los N primeros términos de la misma, lo que digamos se aplicara a series

Zan donde a, >0 Wvn>N sinimportar el signo de los N primeros términos.
n=1
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El primer criterio que estudiaremos relaciona los conceptos de convergencia y

divergencia de una integral impropia con la convergencia y divergencia de una serie.

Supongamos que una funcion f es continua, positiva y decreciente en el intervalo

[1,0)como muestran las figuras siguientes y sean a,=f(n) y S, =a, +a, +....+a,.

L e mmmm -
o= Prm————————
H

L e e T

Considerando las areas de los rectangulos resaltados, resulta

1

0 sea, sn—alsj f(x)dx<S, ,
1

A partir de esa doble desigualdad y teniendo en cuenta que {I f(x)dx} y {s,}, son

n

monotonas crecientes, se desprende que si limS, existe entonces también existe

n—on
n

Iimjf(x)dx y que, reciprocamente, si lim | f(x)dx existe, también existe rl]i_ljlsn'
1

n—o

Esto nos conduce a concluir que la serie Zan converge si y solo si la integral impropia
n=1

0

[ f(xdx converge.

1

Se tiene entonces:
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Criterio de la integral

Sea Zan una serie de términos positivos y supongamos que f es una funcion tal que:

n=1
1. f(n)=a, para n>1

2. f(x)es continua, positiva y decreciente para x>1

Entonces: D a, converge < J'f(x) dx converge.
n=1 1

El criterio de la integral puede aplicarse por ejemplo para estudiar el comportamiento

e8]
de la serie armonica ’ 1 que le habiamos presentado anteriormente:
n=1 N

. . . i 1
siendo f (x) = L continua, positiva, decreciente para x>1 y talque f(n)=a, ==,
X n

. S .21
dx diverge (¢de acuerdo?) también diverge la serie > =

1
X n=1 N

como j f(x)dx=
1

me—3

Con el mismo criterio pueden estudiarse también las que llamamos p-series:

Series p (0 p-series):

o0
a) Llamamos p-serie, con p > 0, a la serie de la forma > ip
n=1N

b) Si p =1 tenemos la serie armonica.

Este tipo de serie converge si p > 1y divergensi 0<p<1

Ejemplo 11

. . & In(n)
Consideremos la serie Z 7
n=. N

. . In(n o . . . .
Siendo lim In(n) _ 0, el criterio para la divergencia no ofrece informacion alguna sobre
n

n—o0

el comportamiento de la serie.

Como se trata de una serie de términos positivos podemos pensar en aplicar el criterio
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In(x)

de la integral: observe que la funciéon f(x) =——= es continua, positiva y decreciente
X
para x>e (vean que f’(x) =W) y entonces, como jm dx diverge
X 3 X

o0
(compruébenlo), por el criterio de la integral , podemos concluir que Z In) es
n=3 N

divergente (¢de acuerdo?) y por lo tanto también diverge i In(n)

n=L N

Ejercicio 24

Utilicen el criterio de la integral para estudiar la convergencia de las p-series.

Ejercicio 25
¢Son convergentes o divergentes las siguientes series?
&1 | & 1
a) — b) M — c) Y ——
2 2% 2 7

Criterio de comparacién

Sean Zan y an dos seriestalesque O0< a, <b, VneN.
n=1

n=1

Entonces: a) Si Db, converge = ) a,converge
n=1 n=1

b) Si ian diverge = ibn diverge
n=1 n=1

Observaciones:

1) Insistimos: Aunque en el enunciado hemos exigido que 0 < a, < b, ¥'n, como la
convergencia de una serie no queda afectada por sus primeros términos, basta con que
esa desigualdad se verifique a partir de algun natural en adelante.

2) El criterio deja de ser valido para series de términos cualesquiera.

3) Hemos omitido la demostracion del criterio de comparacién y se la proponemos
como ejercicio. (Recuerde: Si una sucesion de niUmeros reales es mondtona creciente y

acotada superiormente entonces es convergente).
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Ejemplo 12
Estudiemos el comportamiento de la serie Z _cos(l/n)
= n*+1
. cos(1/n) . 2 .
Observemos que lim 71=0 (si, pues —1<cos(x)<1Vvx Yy por otro lado n*+1 tiende
n—o n

a infinito cuando n tiende a infinito) de manera que el criterio para la divergencia no
nos da informacion. Ademas, la serie es de términos positivos (en efecto: wvn es
cos (1)

0< ¥ <1<74 entonces COS(%)>0 vn 'y por lo tanto = >0 vn) De modo

gue podemos pensar en aplicar el criterio de comparacion.

La cuestion es... ¢con qué serie comparamos?
A veces la respuesta no es obvia. Bueno, la busqueda tendrd que encaminarse hacia

aquellas series cuyo comportamiento conocemos (por ejemplo series geométricas o

) . = 1 .
- - 2 = wn -

series). En este caso es facil ver que °s(/n) _ 1 como es una serie
n2+1 n? ~n?

convergente (¢verdad?) esta comparacion sirve: en virtud del criterio de comparacion

podemos concluir que Z COS(l/n)

es convergente.
n=1 n?+1

Ejercicio 26

Estudien la convergencia de las siguientes series:

h 31
2 Z:2+3” )nzzllz+fn C)Zz“

Otros criterios de convergencia para series de términos positivos se deducen del criterio

de comparacion:

Criterio de la raiz:

Sea Za una serie tal que a, >0 para n suficientemente grande, y sea I|m a, =L
n=1

Entonces: a) Si L< 1 laserie converge.
b) Si L > 1 laserie diverge.

c) Si L=1 no se obtiene informacién.
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Ejercicio 27
Estudien la convergencia de las siguientes series:
o n 2n
5000 S e
a) 3| == b) > ~—

Con frecuencia, una serie dada se parece a una p-serie 0 a una serie geométrica, pero no
resulta facil establecer comparaciones término a término. Entonces es Util recurrir a un

segundo criterio de comparacién:

Criterio de comparacion en el limite:

Sean Zan y an dos series de términos no negativos tales que b, =0 Vvn
n=1 n=1

suficientemente grande y supongamos que lim 8n _ L>0.
n—o0 bn

Entonces Zan y an convergen o ambas divergen.
n=1 n=1

Ejemplo 13

2n+3
5n? +1°

Estudiemos la serie Z

El término general tiende a cero. Se trata de una serie de términos positivos.

2n+3 11 243
5n’+1 n(5+%,

e : 1
infinito. De manera que si b, =—  tenemos:
n

Enella a, = j donde el paréntesis tiende a % cuando n tiende a

lim & _ Iim[%%] :g y cOomo Zl diverge, en virtud del criterio de

n—op, oo = N

comparacion en el limite, concluimos que Z es también divergente.

~5n° +1
Ejercicio 28
Estudien la convergencia de las siguientes series:
a) (a>0,b>0) s _ L
Zian+ nZ:‘i3n2—4n+5
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Criterio del cociente o de la razon:
S : frmi " )
Sea Zan una serie de términos positivos, y supongamos que lim —= =1L.
o1 Nn—o0 an
Entonces: a) Si L< 1 la serie converge.
b) Si L>1 la serie diverge.

c¢) Si L= 1 no se obtiene informacion.

Observacion: Como sucede con el criterio de la raiz, el criterio del cociente no nos da
informacion alguna sobre el comportamiento de la serie cuando el limite en cuestion es

igual a 1. Hay que usar, si ese es el caso, otro criterio.

Ejemplo 14

0 2
. . n . .
El comportamiento de la serie 23—n puede estudiarse usando el criterio del

n=1

cociente.

a 2 2 2
lim 204l _ i (0FD° D =||'m1(1+1] =%<1

n—o0 an N—o0 3n+l ’ 3_n n—w 3 n

y por lo tanto la serie es convergente. ;Cual es su suma? No lo sabemos. Una suma
parcial S, es un valor aproximado de la suma. Es cierto que cuanto méas grande sea n

mejor sera esa aproximacién, pero, seria importante poder estimar el error que

cometemos al considerar S = S|

Ejercicio 29
Estudien la convergencia de las siguientes series:
z 2" 2 n
a > — b) > —
n=0 n| n=1 n +1

Series de términos cualesquiera (positivos y negativos) - Series alternadas
En el apartado anterior, hemos visto varios criterios de convergencia para series

dtérminos positivos, aunque también son aplicables a aquellas series Zan que tienen a

n=1
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lo sumo un numero finito de términos negativos. Esos criterios pueden aplicarse
también al analisis de series que tienen todos los términos negativos (salvo quizas un
ndmero finito) pues en ese caso estudiamos la serie Z(—an) :

n=1
Sin embargo, cuando en una serie aparecen infinitos términos negativos y positivos, los

criterios anteriores no son aplicables.

Series alternadas:

Una serie es alternada si puede expresarse en la forma Z(—l)”‘lbn con b, >0 Vn
n=1

Las siguientes series son ejemplos de series alternadas:

i(—l)”‘l_1 11 1

—2_ __J’____
n=. n 4 9 16
2 (-t 1 1 1 1
> B e e
=2 In(n) N2 In3 In4 In5
o0 _ n
Z( AN T U
= nl 2 6 24

Criterio de Leibniz

Sea Z(—l)”‘lbn con b, >0 Wvn. Silasucesion {b,} es decreciente vy nI@)woobn =0
n=1

entonces la serie Z(—l)“‘lbn es convergente.
n=1

Ejemplo15

La serie armdnica alternante 1_1+}_7+1_}+ ......
2 3 4 5 6

satisface:
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1) {i} es una sucesion decreciente pues  vn , n+1>n .. i<1
n n+1 n
.1

2) lim==0
n—o N

y entonces, por el criterio de Leibniz, es una serie convergente.

Ejemplo 16

& (=1)"an . 3n 3 .
La serie 3 >~ " es alternante, pero lim——=—=0 (por lo tanto no satisface la
o 4n-1 on4n—1 4

condicion 2 del criterio de Leibniz)

Observe que el limite del término general de la serie (0 sea, lim Ehsn ) no existe.

nN—oo 4n —

Luego, por el criterio de la divergencia concluimos que la serie diverge.

Observacion: Si una serie esta en las condiciones del criterio de Leibniz a partir de un
cierto natural N entonces es una serie convergente (insistimos: si se suprimen los

primeros N términos de una serie, su comportamiento no cambia)

Ejercicio 30

Determine la convergencia de las siguientes series:

DR E b) 3 (- N
n=1 n=1 n

2”—1

Estimacion del error que se comete al aproximar una serie alternada por una suma
parcial.

Si una serie i(_l)n_lbn con b, >0 Vvn satisface las condiciones del criterio de

n=1
Leibniz, y su suma es S, entonces el resto R, implicado al aproximar la suma por la
suma parcial S, es, en valor absoluto, menor que el valor absoluto del primer término

despreciado. Esto es: |S — S| =|R,|<b,,, . Es decir, el error cometido al usar la

n+l-
n-ésima suma parcial de la serie como aproximaciéon de S es, a lo sumo, la magnitud

del primer término no sumado.
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Ejemplo 17

[e 0] n
Mostraremos que la serie z % es convergente y calcularemos su suma aproximada
n=0 N

a dos lugares decimales.

Analicemos las condiciones del criterio de Leibniz:

[e 0] n
Laserie > D" 65 una serie alternada y se verifica:
n=0

n!
1 = 1 < 1 entonces {i} es decreciente
(n+H! nl(n+l1) n! n!
2) 0< 1 1 entonces lim 1 0
n' n n—>onl

Luego, por el criterio de Leibniz, la serie converge.
Ya sabemos que la serie tiene suma. Llamemos S a la suma de la serie.
Podemos aproximar a S por una suma parcial ¢cual? ¢cuéntos términos debemos sumar

si queremos aproximar a S con dos decimales exactos?

Aplicando el teorema anterior tenemos:
1

S—Sy|=|Ry|<——
5 =Sal=Ral <

de manera que para que [S—S,|=|R,| sea menor que 0.001 (y garantizar asi una

aproximacion con dos decimales exactos) bastara con que n sea tal que

1

<0.001 @
(n+1)!

Probamos valores de n hasta encontrar el adecuado que verifique la desigualdad. Vemos
que:
1 1 1

G+l 6! 720

S U S
(6+1)! 7! 5040 1000

Luego el primer natural que verifica la desigualdad (1) esn=6.

La suma parcial s, es la aproximacion adecuada para S.
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s, c1-1+-1, 11 1 5368056 - 5~0.368056

2 6 24 120 720

Ejercicio 31

n+1
Prueben que la serie Z (G 1) es convergente y de una estimacion de su suma con
n=1 n

un error menor que 0.01.

Convergencia absoluta y convergencia condicional de una serie de términos
positivos y negativos

Una serie puede tener infinitos términos positivos y negativos, sin ser alternada, como
ocurre con

& sen(n)

n=1 n2

Una forma de obtener informacion sobre su convergencia es investigar la de la serie

sen(n)

n=1

que, por comparacion directa con la serie Z 1
n=1 n

, resulta ser convergente.

Pero la cuestion es: ¢converge la serie original o no?. El proximo resultado responde a
esta pregunta. Antes de enunciarlo les proponemos que completen el razonamiento que

sigue haciendo uso del criterio de comparacion y de algunas propiedades de las series.

Dada una serie »_a, (cualquiera), consideremos laserie > b, ,donde b, =a, +|a,|.
n=1 n=1

Observe que an es una serie de términos no negativos, que b, <2 a,| y que
n=1

a,=b,—|a,| (;cierto?).

Por lo tanto, si )'|a,| es convergente . ..
n=1
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Teorema (Convergencia absoluta):

Silaserie » |ay| converge = laserie ) a, converge
n=1 n=1

Observaciones:

1
) : : - ~"*
1) ;La reciproca es “Falsa”! Por ejemplo, la serie armonica alternada Z (D
n=1 N

o0
es convergente (por Leibniz), y sin embargo la serie armonica E — es divergente.
n=1 N

n+1
(Decimos por ello que Z =1 ~~___converge condicionalmente)
n

2) Si la serie Z|an| diverge no se puede concluir nada sobre la serie Zan (¢por
n=1 n=1

qué?), pero, si Zan diverge entonces concluimos que Z|an| diverge.
n=1 n=1

Diremos que ....

a) Y a, esabsolutamente convergente, si > |a,| converge.
n=1 n=1

b) > a, es condicionalmente convergente, si > a, converge pero »|a,| diverge.
n=1 n=1 n=1

Ejemplo 18
Estudiemos la convergencia de las siguientes series

> (-2)" D"Jn
Z) Z()

n=0 ' n=1 n+1

n

2 L
=>= con el criterio
n=0 n!

de la razon.
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0 (_z)n
= | n!

es convergente.

M on ) 2
Como lim +— |=lim| — [=0<1
n—>o (n+)! nl ) N>o\n+l

0

Concluimos entonces que

n=0

b) En este caso con el criterio de la razon no podemos decidir el comportamiento de

i Fl)nﬁ_i YN ya que se tiene:

| n+1 ‘_n:ln+1
. (vYn+1 n (n+1)\/n+ LN+l 1
lim +— = lim —- 1+==1
n>o n+2 n+l =, “(+2)Jn  men+2 T n
Como ﬂ>ﬂ:1- L paratodo n > 2, aplicando el criterio de comparacion,
n+l1 2 2 n”

0 |r_1\N © . =1 . -
concluimos que la serie >’ ‘( ) \m‘zz Vnes divergente ( Z—p diverge si
=il n+l ‘ ~n+1 ne1 N

0< p<1¢lorecuerdan?) Pero...:es convergente la serie z ) ‘1/_
n=1 n+

I
Observemos que: 1°) lim (n+1] / = lim \/% =0

N—o0 NS (n +]% N—0o0 1+}/
Jx

} es decreciente (deriven f(x)=— para mostrarlo)
X+1

r=

20) La sucesion
n+1

0 n
Entonces, por el criterio de Leibniz, > M es convergente.
Como hemos visto que la serie Z £ diverge, concluimos que z D) vn \/_
mn+1 = n+l

condicionalmente convergente.

Ejercicio 32

Determinen si convergen las siguientes series, y en caso afirmativo si lo hacen absoluta
o condicionalmente:

2 ( 1)n(n+1)/2

- (1"
2 b) Z

? In(n+1)
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Ejercicio 33
Estudien la convergencia de las siguientes series y, en caso de ser posible, calculen su
suma.
& n? 2"t X n" > 1 &, sen(1/n)
a) b) Y — c) d)
nZ:;L 3 =1 n! r;_\/?)n—Z nZ::l n’ +1

) >t Ny 12 gyt Y2

n‘+n+1 =n®-n-1 = n?+1 = on?+1
S N w10 & nf+3  n?-10
Z Y= k) Z— 1) z_
=1 2nkl n=1 n 1 4n-5n° 14n°+n
my 3> Y0 DY e T N S U R
=l n®+1 mn?+2dn ~n?-n-1 “~ n?+n +1

00 3
D) Z (4n +52) S(:n(lln) q) Z n_n
n=1 n-.3 n=1 3

Ejercicio 34
i) Determinen si convergen las siguientes series, y en caso afirmativo, si lo hacen
absoluta o condicionalmente. ii) En caso de ser posible calculen su suma con un error

menor que 0.001

b oyl 3n+2} (-1)"
? Zi( D’ In(2n) )nzz‘i( D (4n—3 ) Z_:l n®+n
()"n* < COS(n) s (n)”
d AL/
) Z 14n° +nd ) Zl K nZ=: 3

Uso de MAPLE

1) Dada la sucesion de término general a, = [2) , construyamos la sucesion de sumas
. ; . N i
parciales, cuyo termino general es s - Z(j , usando el comando for ...do... od
i=i\2

paran=10:
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> S[1]:=0.5;
> for i from 2 to 10 do;
S[i]:=0.5%+S[i-1];
od;
¢ Tiene limite la sucesion de sumas parciales?
2) Para calcular el valor de la SUMA de una serie que converge podemos usar la
sentencia sum que es muy sencilla:
> sum(1/2"n,n=1..infinity);
3) Calculemos algunos valores de la sucesion de sumas parciales de la SERIE
ARMONICA
> A[l]:=1;
> for i from 2 to 15 do;
Ali]:=1./i + A[i-1];
od;
4) Calculemos los primeros valores de la sucesién de sumas parciales de la SERIE
ARMONICA ALTERNADA Yy su suma.
> B[1]:=1;
> for i from 2 to 20 do;
B[i]:=((-1)"\(i+1.))/i+B[i-1]:
od;
>log(2.);
> sum(((-1)M(n+1))/n,n=L1..infinity);

Algo mas acerca de las series absolutamente convergentes
Las series absolutamente convergentes tienen una interesante propiedad:
Si Zan es absolutamente convergente, entonces los términos de la serie pueden ser
n=1
reacomodados o reagrupados de cualquier manera, y la serie resultante es convergente

al mismo numero que la serie original.

Por el contrario, si los términos de una serie condicionalmente convergente se escriben
en un orden distinto, la nueva serie puede ser divergente 0 convergente a un numero

diferente. . .
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Vean el siguiente ejemplo:  Si S es la suma de la serie armoénica alternada

1 1 1 1 1 1 1
1 - = 4+ = — = + = - = + = = = 4. = S

2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e T — - ==S
2 4 6 8 10 12 14 16 2
0 + 1 + 0 - 1 + 0 + 1 + 0 - 1 e :ES

2 4 6 8 2
1 + 0+ i1 + 1 + 0 + .1 s SR, =S+-=S

3 2 5 7 4

Ent | i denad 1+l—1+l+1—1+ §S
ntonces la serie reordenada 3 o tgtg T converge a 5>

Autoevaluacion (Series numéricas)

1. ¢Cudl es la diferencia entre una sucesion y una serie?

¢ Qué es una serie convergente? ;Qué es una serie divergente?

2. Explique el significado de la expresion »_a, =5.
n=1

2n o
3.Sea a, = il a) ¢ {a.} esconvergente? b) > a, es convergente?
n=1

4. Analice si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos:

. 0 00 1 A
-Si 2.8, (as=0) es convergente = > — es divergente

n=1 n=1 4,

- Si Zan es convergente y an es divergente :Z(an +D,) es divergente.
n=1 n=1 n=1

-Si Y.a, Y Db, son divergentes = »_(a, +b,)es divergente.
n=1

n=1 n=1

5. Si Zan es una serie de términos positivos y la sucesion {S.} es acotada por 1000,

n=1

explique por qué Zan debe ser convergente.
n=1
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6. Suponga que si f es una funcion continua, positiva y decreciente parax>1 y

a, = f(n). Mediante una gréfica, clasifique las siguientes cantidades en orden

creciente: ]lf(x)dx, niai, Zn:ai
1 i=1 i=2

1 -

7. ¢Para que valores de p converge la serie siguiente > :
n=2 n(ln n) i

8. Suponga que ian y ibn son series de términos positivos y que ibn converge.

n=1 n=1 n=1

a) Si a, > b, paratodo n ;Qué puede decir de ian ? ¢ Por qué?
n=1

b) Si a, < b, paratodo n ¢Qué puede decir de ian ? ¢Por qué?
n=1

9. Suponga que ian y ibn son series de términos positivos y que ibn diverge.

n=1 n=1 n=1

a) Si a, >b, paratodo n ;{Qué puede decir de ian ? ¢Por qué?
n=1

b) Si a, < b, paratodo n ;Qué puede decir de > a, ? ;Por qué?
n=1

10. Si Y’ a, es una serie convergente de términos positivos, ;es convergente la serie

n=1

D sen(a,)?
n=1

11. ;Qué es una serie alternante? ¢qué condiciones garantizan su convergencia? Si esas
condiciones se satisfacen ¢qué puede decir acerca del error que se comete

al aproximar la suma con la suma parcial n-ésima?

12. Si Y_[a,| es convergente, ;es convergente la serie Y a, ?
n=1

n=1
13. ¢ Qué significa la expresion: la serie converge absolutamente?

14. ; Qué significa la expresion: la serie converge condicionalmente?
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Capitulo V: Integrales de linea

Nuestro proximo paso sera el estudio de la integral de linea. EI dominio de integracion
pasara a ser una curva del plano o del espacio y el integrando, un campo escalar
(funcién a valores reales) o un campo vectorial definidos sobre la curva. Para poder
abordar la definicion, el célculo y las propiedades de este nuevo tipo de integrales nos
ocuparemos previamente de las curvas y de su representacion vectorial paramétrica y de

los campos vectoriales.

Curvas en el plano y en el espacio - Parametrizacion

Toda curva plana puede darse por medio de un par de ecuaciones paramétricas:

{x = X(t)
y=y(t)

tel

donde I es un intervalo de nimeros reales llamado intervalo paramétrico y x(t) e y(t)

son funciones a valores reales.

Ejemplo 1

X =a cost

con te[0,2z] son las ecuaciones paramétricas de la
y =a sent

Para a>0, {

circunferencia centrada en el origen de radio a. Observemos que, al considerar valores
crecientes de t, “recorremos” la curva en el sentido indicado en el dibujo por la flecha.

Las ecuaciones paramétricas definen una orientacion (en este caso antihoraria)

I
NP

Actividad 1

X =a sent

, te[0,27z] corresponden
y =acost

a) Comprueben que las ecuaciones paramétricas {

a la misma circunferencia recorrida ahora en sentido horario.
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X =a cos(2t)

, te[0,27]
y =a sen(2t)

b) Consideren ahora las ecuaciones paramétricas {

Observen que al variar t desde 0 hasta 27, nos encontramos con la misma

circunferencia recorrida en sentido antihorario, pero . . . dos veces.

Grafiquen y comenten:

¢) C: X2 ([ 1] d)c:* 7% cfoq]
y =asen(2t) y=acost
Actividad 2
Sea c::{ng'cOSt , tel0,27]
y =4 sent

Despejando cost y sent de las ecuaciones dadas y haciendo uso de la identidad

trigonométrica sen’t +cos®t =1, eliminamos el parametro y obtenemos la ecuacion

¢De qué curva del plano se trata?

Grafiquen e identifiquen la orientacion definida por las ecuaciones paramétricas dadas.

Actividad 3
Eliminen el pardmetro t para hallar la ecuacion en x e y. Grafiquen e indiquen la

orientacion en los siguientes casos.

a) c: /X720y o] by ¢ )X =24t 0]
y =3sen(-t) y =3+3sent
0 c: X=2+4cost te[oyﬁ} d) c: x=1+ 2 sent te[0,27]
y =3+ 3sent 2 y=2+2cost
Actividad 4
sea c: X7ty
y=2+3t

Verifiquen que estas ecuaciones paramétricas corresponden al segmento de recta desde

el punto (1,2) hasta el punto (3,5).
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Consideren ahora:

x=t X=3+2t x=1+2(1-t)
) {y=%+%t et " {y=5+3t tela0] 9 {y=2+3(1_t) telod

¢ Corresponden al mismo segmento? ¢ Cual es la orientacion en cada caso?

Actividad 5
Sea C la curva del plano de ecuacion y=1-x*
: R x=t
Haciendo x=t tenemos la parametrizacion trivial: c;{ , teR
y=1-t

Grafiquen e indiquen la orientacion definida por esta parametrizacion.

Consideren ahora las siguientes ecuaciones paramétricas y describan las curvas que

definen (no olvide observar la orientacion)

— = —] =2

a)l* SO ) = tewm ) )7 ueR
y=1-t y=1-t° y=1-4u’

d " tefab] e " tefab]
=1-t? y=1-(a+b-t)’

Ejercicio 1

Escriban ecuaciones paramétricas para las siguientes curvas.
a) El segmento de recta desde (0,0) hasta (4,-3).
b) El segmento de recta desde (5,2) hasta (1,-1).

¢) La circunferencia con centro en (2,3) y radio /2 recorrida en sentido antihorario.

2 2
d) La elipse (X_43) + (y—12) —1 recorrida en sentido horario.

2 2
e) La porcidn de elipse XZ+% =1, en el primer cuadrante, desde (2,0) hasta (0,3).

f) La porcion de parabola y = 2x*—1 desde (1,1) hasta (3,17).
g) La porcion de parabola y = 2x*— 1 desde (3,17) hasta (1,1).

o x=t*-2
Actividad 6 Sea C: 5 te R
y=t°—t

No parece buena idea expresarla en las variables x e y para dibujarla!
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Algunas consideraciones acerca de las funciones x(t) =t> -2 e y(t)=t* —t (¢presentan
maximos 0 minimos? ¢son funciones pares o impares? ) y la elaboracién de una tabla en
la que se calculen las coordenadas x e y para algunos valores de t nos permitiran trazar
en forma aproximada la curva. Les proponemos que lo hagan y que utilicen luego

Maple para constatar su dibujo.

Consideremos ahora una curva en el espacio . . .

X2 +y?=1 : i -
Sea C: ) (C es la interseccion de un cilindro con un plano)
y+z=

(L)

La proyeccion de C en el plano xy es la circunferencia x? + y? =1, asi que podemos

escribir : x=cost ; y=sent 0<t<2x

De la ecuacion del plano, z=2-y=2-sent

Tenemos entonces una descripcion paramétrica de la curva:

X =cost
C:qy=sent 0<t<2rx
z=2-sent

(¢Cual es la orientacion que determina esta parametrizacion?)

Veremos mas adelante otros ejemplos de curvas en el espacio. Introduciremos

previamente otra manera de describir curvas: la descripcién vectorial

Funciones vectoriales

Una funcion vectorial 1 es una funcion cuyo dominio es un conjunto de numeros reales
y Cuya imagen es un conjunto de vectores.
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Para cada t en el dominiode r es:
F(t)=x(t)T +y(t) ] (silaimagen de f es un conjunto de vectores del plano)

0 bien:

F(t)=x(t) T + y(t) J +2z(t) Kk (silaimagen de 7 es un conjunto de vectores del espacio)

Las funciones x(t), y(t),z(t) son las componentes de r (son funciones reales a

valores reales). Escribimos a veces, para simplificar la notacion,

F(t)=(x(), y(t)) 0 F(t) = (x(t) , y(t), z(t))

Una curva (del plano o del espacio) puede describirse con una funcién vectorial:
C:F =r(t)=x(t)i + y(t) j (endos dimensiones) o
C:F=F(t)=x(t)7 +y(t)j+z(t)k (en tres dimensiones)

El extremo de cada vector r(t) corresponde a un punto de la curva.

C

@)
Ejemplo 2
- x> +y?=1 . .

Hemos visto que lacurva C: puede describirse por medio de las
y+2=2
X = cost

ecuaciones parameétricas y = sent 0<t<2r€
z=2-sent

F=F(t)=costi +sent j +(2—sent)k , 0<t<2z esunadescripcion vectorial de

dicha curva (decimos, una ecuacion vectorial de la curva)

Ejemplo 3
La ecuacion vectorial 7 =r(t)=2costi +2sent ] , 0<t<2z corresponde a la

circunferencia de radio 2 centrada en el origen en el plano.
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Ejemplo 4

Una curva muy importante del espacio es la hélice circular que puede describirse con la
ecuacion vectorial F=F(t)=acosti +asent j+btk con ayb nonulos y te%R.
La curva se halla sobre un cilindro circular de radio a, de forma tal que v P(x,y,z) de la
misma: x =acost , y=asent. La restante ecuacion z= bt "hace mover" los
puntos de la curva con movimiento uniforme en direccion del eje z.

Cuando t crece en 2r, X ey vuelven a sus valores iniciales, mientras que z crece

(si b>0) o decrece (sib <0)en 2x|b| , que es llamado paso de la hélice.

Sit serestringe al intervalo [0,27] se tiene una “espira” de la hélice.

Hélice conb >0

Ejemplo 5
La interseccion de un elipsoide con un plano que contiene al eje x es una elipse en el

espacio. Sea por ejemplo C :{

Eliminando z entre ambas ecuaciones, se obtiene la proyeccion de C sobre el plano xy:

2 2 2 x? y2
X +4y“ +4y° =16 osea, ~—4+72 -1
y* +4y ( TR )
. X =4 cost
que podemos parametrizar en la forma con 0<t<2x
y =+/2 sent

Ademas z=2y .. z=2/2sent.
Por lo tanto, todo punto P(x,y,z) € C queda expresado en funcién de tcon las

siguientes ecuaciones:
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X =4cost
y =+/2 sent 0<t<2r
7 =242 sent

Tenemos entonces la siguiente representacion vectorial de C:

C:F=F(t)=4cost i++/2sent j+2/2sent k, te[0,27]

Ejemplo 6
2 2 2
Yy z
—+—+—=1 ,220
Sea C:412 24 4
y=x?

C viene dada como interseccidon de dos superficies (¢ de qué superficies se trata?)

Haciendo x =t resulta; y=x*=t* , 22:4_ﬁ_£:4_£_ﬁ
3 6 3 6

2 4
de donde, yaque z>0, z= /24_2% debiendoser —-2<t<2

Tenemos entonces las ecuaciones paramétricas de C

y la correspondiente ecuacion vectorial paramétrica:
_ 2 14 -
C:r=r(t)=ti +t° T+,/244+ k, —2<t<2
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Identifiquen los puntos de la curva que correspondena t=-2, t=0, t=2 vy

determinen la orientacion definida por la parametrizacion dada.

Ejercicio 2

Parametricen las siguientes curvas del espacio

2 x> +y? +2° =4 b) z=x> +y? 0 z=x* +y?
z=1 z2=4 z=2y

d) 5x* +y* +z° =125 0 x> +y* +2°=25 x> +y® =1
y=2z y=3 X+y+z=1

) x*+y? =1 . x?+y? =1 N 4x* +y* =z
y+z=2 z=x2 y = x?

Observacion: Para curvas cerradas, el parametro adecuado es el angulo de giro. Para
otro tipo de curvas, puede tomarse una de las variables como parametro y despejar las

otras dos en funcién del mismo.

Operaciones con funciones vectoriales — Derivada de una funcién vectorial
Para las funciones vectoriales - como vectores que son - son validas todas las
operaciones que para vectores se han definido: suma, producto por un escalar, producto

escalar (6 interior) y producto vectorial.

La operacién producto por escalar, se extiende al producto por una funcion real,

definida en el mismo dominio de la funcion vectorial.

Es decir, si F=F(t)=x(t)i +y(t)j +z(t)k,contel y f:1 >R entonces
(f.F)() = f(t) x®T + fO)y®)] + () z(t)k
Recordemos que los conceptos vinculados al calculo con funciones reales, se extienden

a las funciones vectoriales (a través de sus componentes) pudiendo asi definirse la

derivada de una funcion vectorial:
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Parametrizacion y representacion vectorial de curvas

Si F=F(t)=x()i +y()]+z()k ,siendo x(t), y(t), z(t) derivablesent, entonces
existe F'(t,)=x'(t,)i +y'(t,)]+2'(t,)k que define en P, (extremo de F(t,)) la direccion

tangente a la curva que describe 7 = (t) suponiendo r'(t,) =0

o T(ty+4t)—r(t
f:/(to ): ||m0 ( 0 A'): ( 0)
At

r(t, +4t)-r(t,)

Py , F(t, +4t)

)

Recordemos también que a partir de ese resultado, puede trazarse en P, la recta

tangente, que es la recta que pasa por P, , dirigida por r'(t,).

Ejemplo 7

Si queremos escribir la ecuacion de la recta tangente a la hélice circular
C:F=F(t)=4costi +4sent j +3tk en el punto correspondiente a t = % , buscamos

las coordenadas del punto de tangencia:

NI
N

F(%):4cos%i—+4sen J+35k= =427 +4X2 432K

&N
N

i
4
Entonces el punto correspondientea (-” es p = (zﬁ,zﬁ,gf)
4 4
La direccion tangente F'(t) =—4senti +4cost j+3k evaluadaen t=7 es:
r'(%) =—2J2 T +242]+3K

La recta tangente queda definida por:

(x,v,2) = (2v2,2v2 ,3%) +h(=2+/2,24/2,3)
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x=2v2-242h
0 sea. y=2\/§+2\/§h , he®R

z7=3%43h
4

Si r'(t,) =0, se define como vector tangente a la curva C:¥=Fr(t) en el punto

correspondiente a t, , al vector unitario con la direccion de '(t,)

Observaciones:
1) La direccion de una curva es la que definen los valores crecientes del pardmetro y es
esta direccion la que en cada punto tiene F'(t) y por consiguiente T (t). Se dice

entonces que el vector tangente define la direccion de la curva en cada punto.

2) Desde ahora en més, vamos a considerar funciones vectoriales, r =r(t) derivables

con continuidad (r'(t) funcion continua de t) siendo ademas 1 (t)= 0. Tales funciones
son llamadas suaves. Si un arco C esta definido por una funcién vectorial suave, se dice
gue es un arco suave. Geométricamente esto significa que en cada punto admite vector

tangente que varia con continuidad a lo largo del mismo.

Actividad 7
Antes de continuar, les proponemos que enuncien Yy justifiqguen las siguientes
propiedades de la derivada de una funcién vectorial, con respecto a las operaciones

entre vectores.
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Parametrizacion y representacion vectorial de curvas

[(f f)(t)]’ e, (si f es una funcion real)

Otra operacién no mencionada hasta ahora es la composicion de funcion vectorial con
funcion escalar:
Si F=r(t) con telab] y h:la,s]—>[ab] estd dada por h=h(r) se define

F (z)=7(h(z))=(r o h)(z) Yy sedice que es la composicion de hcon

B

JPUEEEERRE ~« - r*(z) =r(h(z)

Reflexionemos sobre esta composicion:

Supongamos que h es derivable en (a,B) y #°(2)>0 V7 e(a,B), (h es por lo tanto una
funcion estrictamente creciente). Supongamos ademas que Imagen(h)=[a,b] , en ese caso
 oh(r)=7"(r) describe la misma curva C, conservando ademas la orientacion definida
por F(t) (tenemos entonces la misma curva C parametrizada con el parametro 1)

Ahora respondan:

¢Como deberia ser la funcion h para obtener una parametrizacién de la misma curva C

pero recorrida ahora en direccion contraria?

Derivada de la funcién compuesta

*

Siendo 7"(r)=Foh(zr)=r(t) deduzcan la derivada de r con respecto a r ¢como se
relaciona con la derivada de r con respectoa t y con h’(z) ?
Indicacion: Siendo F(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k ;

F* () = x(h(@)F + y(h(@)] + 2(h@)K .. ZFL .................

Apliguen regla de la cadena en cada componente y comprueben que O(ljr _dr

FTa

238



Longitud de arco

Longitud de un arco de curva
Hemos visto en la primera parte del curso quesi f y f son continuas en[a,b], la

longitud del arco de curva y = f(x) en ese intervalo viene dada por:

T 1+(f'(x))* dx

Consideremos ahora unacurvasuave C: F=r(t) = <x(t), y(t),z(t)) con tela,b]
¢como calculamos la longitud de C ?

oy C °
a tb
Q/ | [
I
A
r(a)

Dividamos el intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud -2 mediante
n

n+1 puntos A=t < < ... <t,=B.

Uniendo con lineas rectas los sucesivos pares de puntos P, =(x(t,), y(t,), z(t,)) Y
P., = (X(t;.,), y(t,..), 2(t;,,)) obtenemos una aproximacion poligonal de C.

El segmento rectilineo P, P, tiene longitud

o = VXt — x@)F + [yt ) - v +[2t..) - 2)]

R

n-1
y la longitud de la poligonal es: S = Z
i=0

I:>i I:)i+l

Por el teorema del valor medio aplicado a las funciones x(t) , y(t), z(t) en [t;.t,,]
(recuerden que suponemos que T (t) essuave), existen ¢, ,d, e (t, ,t,,) tales que:
X(ti) = x(t) = x'(€)(t —t;)
Y(t.) = yt) = y' (@A)t )
2(t.0) —2(6) = 28 )(tia )

con lo cual:

n-1

S, = > I @)F +Iy@)F +[ZE)F . -t)

i=0
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Considerando que cuando n tiende a infinito la poligonal se aproxima cada vez mas a la curva.

L% = longitud deC =1imS,

N—o0

y, en virtud de la continuidad de X", y" y z' podemos asegurar que dicho limite existe y es :

L2 = [VIX®OF +[y®F +[Z®7 d

a
b
0 sea: LB = J|F’(t)| dt
a
Observemos que, paracada t e [a, b], la longitud de la porcion de curva entre los puntos

A=(x(a),y(a),z(@)) y P =(x(t),y(t),z(t)) estara dada por:

s(t) = j IF'(u)| du

Observaciones:

1) Esta funcion s(t) se llama funcién longitud de arco (nos ocuparemos de ella méas adelante)

2) Si Cesunacurvade R, C;{sz((t)) telt,t,] , resulta
y=y(t

a

t, b _,
12 = [V +(yoFa = [[F'O]d

3)Si C: F=F(t)=(x(t), y(t),z(t)) con te[ab] representa la trayectoria de una particula
(0 sea, en el instante t la particula se encuentra en el punto P, = (x(t), y(t), z(t)) que es el

punto final del vector F(t)) . . .

V(it)=r'(t) ___, vector velocidad

t
s(t) = I F'(U)‘ du — distancia recorrida por la particula a lo largo de la
a curva C en el intervalo de tiempo [a,t]
v(t) =s'(t) = F'(t)‘ —» rapidez r'(t) = v( R
C -
r(t)

V'(t)=r"(t) —— vector aceleracion
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Ejercicio 3

Si

=l

= F(t):§T+t2 j+2t k  describe la posicion de una particula en funcién del
tiempo, calculen la distancia recorrida a lo largo de la trayectoria en el intervalo [0,4]
Ejercicio 4

a) Hallen la longitud de una espira de hélice circular.

b) Calculen la longitud del arco definido por F = F(t)=e'cost i +e'sent j +e'k
desde A(LO1) hasta B(-e”,0,e")

c) Idem para F =F(t)=3cosh(2t) i +3senh(2t)j+6tk para 0<r<I

Funcién longitud de arco

Sea C un arco suave definido por F=F(t) telab] y supongamos que
t
A<>F(a);B«>F(b) Yahemos dicho que paracada te[a,b], s(t) == I|F‘(x)|dx es

la longitud de la porcion de curva entre los puntos A=(x(a),y(a),z(a)) vy

P = (x(t), y(t),z(t)) yque esafuncion s se llama funcion longitud de arco.

O

¢ Qué podemos decir de la funcion s?

1. Puede observarse que s(a) =0, s(b) = L5 (longitud total del arco)

2. Laimagen de s esel intervalo [0, Li]

3. s(t) es una funcidn integral en consecuencia es derivable y s'(t) = |F'(t)|

4. Comos'(t) >0 (¢pueden explicar por qué?) s(t)es estrictamente creciente

y podemos afirmar entonces que s:[a,b]—[0,L%]| admite inversa.
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5. ¢Cudl es la inversa? Es una funcion que podemos llamar h, que asigna a cada
longitud de arco s un valor de t.
s:[a,b]—10, L3 h:[o,L8]—[a,b]

t—>st)=s s —>h(s) =t

La funcion h es derivable en (0, L% ) siendo

j; =h'(s) = ‘1 (expliquen por qué)
Entonces h'(s) = % = %> 0 .. hescreciente
s' r

y por lo tanto, F=F (h(s))=F*(s) con sefo,L8] describe la misma curva que
F =F(t) con tefa,b], conservando la orientacion.

Conclusion: F=F(t), telab]

F=F*(s),selo,L8]

Tenemos asi, la curva parametrizada en funcién de la longitud de arco. Esto significa
que la posicién de cada punto P a lo largo de la misma queda fijada por la distancia

recorrida desde el punto inicial A hasta P, medida sobre la trayectoria.

La parametrizacion de una curva en funcion de la longitud de arco, es llamada
parametrizacion natural ;qué mas natural que describir la posicion en términos del
camino recorrido? por ejemplo, decir que cierto punto es el que estd a 10 cm del punto

inicial y asi sucesivamente.

242



Longitud de arco

Seria conveniente poder expresar a toda curva en funcién de su pardmetro natural (por

lo que veremos més adelante), pero no siempre es posible.

Ejemplo 8
Sea F =T (t)=a cost i +a sent j, te[0,27] (circunferencia con centro en el origen y

radio a ) Vamos a obtener su parametrizacion natural:

s:[0,27] - [0,27a]

s =s(t) == .t[|F'(x)|dx

r'(t)=—asent i +a cost J

r't)=a .. s=st) ==Iadx =at

De s=at despejamos t=2 y reemplazamos en r(t) obteniendo:
a

F=F(SJ=F*(S)=6\ cos> T +asen j»  sel02m]
a a

S
a

Observacion: 47 _(¢*):(5)=-a Sen(sj 1+.acos (Sj 13
ds a/a a/a

es decir (7 *)'(s)=—sen (2)? +C0s Gji

pudiéndose comprobar por calculo directo que |(F*)'(s) =1 lo cual es valido en general

ya que, siendo F*(s) = r(h(s))
dr _drdt L 1
ds dt ds ' (t)

o sea que (F*)'(s) es el vector tangente unitario T .

Ejercicio 5
Obtengan la parametrizacién natural para una espira de la hélice circular. Calculen el

vector tangente unitario.

Ejercicio 6
Obtengan la parametrizacion natural de la curva F(t) =e' costi +e'sentj , t e[04].

Calculen el vector tangente unitario.
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Uso de MAPLE
Para graficar curvas en el espacio se puede proceder de la siguiente manera:
> with(plots):
> spacecurve([cos(t),sin(t),2*t],t=-Pi..3*Pi, color = blue,
thickness=2); (se obtiene asi la grafica de la hélice cuya ecuacion vectorial
parameétrica s F(t)=cos(t)i +sen(t)j+2tk , te[-,37])
Para graficar la hélice y el cilindro que la contiene hacemos:
> with(plots):
> figl:=spacecurve([cos(t),sin(t),2*t],t=0..2*Pi, color =
black, thickness=2):
> fig2:=implicitplot3d(x*2 + y"2 = 1, x=-1..1, y=-1..1,z=
0..18):
> display3d(figl,fig2);
Para graficar curvas en el plano podemos proceder como en el siguiente ejemplo
> implicitplot(x"2/4+y~2/9=1,x=-2..2,y=-3..3); (se trata de una elipse cuya ecuacion
esta dada en forma implicita)
Si la ecuacion de la elipse esta dada en forma paramétrica:
> plot([2*sin(t),3*cos(t),t=0..2*Pi]);

Campos vectoriales
Dado D < %*(6 %?), un campo escalar f con dominioen D es una funcion que

asignaa cada punto P e D un unico numero real, indicado f(P).

La temperatura en una habitacién es un campo escalar (suponiendo que la temperatura
no varia con el tiempo, cada punto (x,y,z) tiene una temperatura, digamos T(x,y,z), que
es un namero real medido por ejemplo en grados centigrados). La presion atmosférica
sobre la tierra es también un campo escalar (a cada punto geografico, identificado con
su longitud, latitud y altitud, le corresponde un valor numérico de la presion, expresado,
por ejemplo, en Pascales). Encontraran facilmente muchos otros ejemplos de campos
escalares, pero también saben que, frecuentemente, es necesario recurrir al empleo de
vectores para describir ciertos comportamientos y/o resultados. Veamos:

e Hemos dicho que la direccion de una curva, queda en cada punto definida por el
vector tangente y que la variacion del mismo, nos permite estudiar su forma.

e Recordemos también que - bajo ciertas condiciones - podemos conocer en qué
direccién se produce la mayor rapidez de cambio de una funcion de dos 6 tres
variables en un punto dado. Tal direccion es la del gradiente en ese punto
particular y el modulo del mismo, mide la magnitud de ese cambio. En cada
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punto en que el gradiente esté definido, tenemos la posibilidad de conocer el
comportamiento de tal funcion.

e Sabemos que sobre todo cuerpo de masa m actla una fuerza: la fuerza de la
gravedad, que se representa por medio de un vector de direccion vertical hacia
abajo.

e También la velocidad de una particula mdvil, requiere de un vector para su
descripcion. Podriamos mencionar la velocidad del viento en cada punto de la
tierra, la cual se expresa no solo con su valor, sino con la direccion en la que
sopla el viento o la velocidad de una particula de un fluido - liquido o gas - en

movimiento.

Dado D<= %%(6 D = %?), un campo vectorial F con dominio en D es una funcién
que asigna a cada punto P e D un Gnico vector, indicado F(P) .

Una funcion de tal naturaleza no puede graficarse, pero podemos interpretar:

F(P)

En cada punto PeD, el vector F(P) es inico. F(P) va cambiando (en médulo y

direccién) punto a punto (si no es constante).

F(P,)
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Los campos vectoriales reciben denominaciones especiales, seguin la interpretacion
fisica de los vectores que lo constituyen: asi se tienen campos de fuerzas, campos de

velocidades, campos eléctricos, etc.

Componentes de un campo vectorial
Si F es un campo vectorial definido en un subconjunto de %®°(6 %?), queda identificado
por medio de tres (dos) componentes reales, funciones de tres (dos) variables:
F(xY,2)=P(xy,2)i +Q(X,V,2) j +R(x, y,2)k
obien  F(x,y)=PX V)i +Q(x,y) ]
Salvo indicacion explicita, entenderemos que el dominio D de un campo vectorial F es

el mayor dominio posible, esto es, el mayor subconjunto de 93°(0 9?) en el que estan

definidas todas las componentes del campo.

Ejemplo 9

¢Cudl es el dominio de los siguientes campos vectoriales?

a) FOxy,2) =0 +2y2)i + (Y +22) J+ (x+ y+ 2)K d) F(x,y)=2i +3]
b) F(x, y, z) =senxi +(2sen x+Y) j +cos(xz) k &) F(x,y)= 2X T+ Zy -7
x> +y x> +y
) F(x,y,2)=—> T+ _j+— 2 Kk ) Exy)=2i+ Y]
(x.y.2) x?+y? x2+y2J X2 +y? y) X y—lJ

Para los campos de los incisos a) y b), el mayor dominio posible es D =%?

En c¢) observen que las componentes no estan definidas en los puntos (x,y,z) en los que
x=y=0. El mayor dominio posible es entonces el conjunto D =%°*—{(x,y,z)/x=y =0}

es decir, todos los puntos de %* menos los que se encuentran en el eje z.

El campo vectorial del inciso d) esta definido los puntos de D=%R?*_ Observen que es

éste un campo constante (a cada punto del plano le corresponde el mismo vector)

En e), las componentes no estan definidas en los puntos (x,y) en los que x=y=0 . El

mayor dominio posible es entonces el conjunto D = %R* —{(0,0)}.
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En f), las componentes no estan definidas en los puntos (x,y) en losque x=0 0 y=1.
El mayor dominio posible es entonces el conjunto D={(x,y)/x=0 Ay =1}, es decir,

todos los puntos de 9> menos los que se encuentran en las rectas x=0 e y=1.

Gréficos de campos vectoriales
No es posible dibujar por completo un campo vectorial, ya que consta de infinitos

vectores. En lugar de eso, lo que se hace es un esquema gréafico dibujando unos cuantos

vectores representativos F(x,y) aplicados en el punto (x,y) correspondiente.

Ejemplo 10
Sea F(x,y)=xi +y] ¢qué vectores corresponden a los puntos (0,0), (1,1), (-1,1), (2,1),
©,-1),(-1,0)0?
F(0,00=07+0] F(LD) =1i +1j F(-1)=-1i +1]
FD=2i+1] F(0-1)=0i -1j F(-10)=-1i+0]

Los representamos:

NS

Cuantos mas vectores representemos mejor sera la idea que tendremos del campo
vectorial.
Este campo es llamado radial, los vectores se alejan del origen e incrementan el médulo

a medida que la distancia al origen es mayor.
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Ejercicio 7
Dibujen algunos vectores de los siguientes campos vectoriales. Calculen‘lf‘ y comenten
los resultados obtenidos.

a) F(x,y)=-yi+x] b) E(x,y) = i Q)F(xy)=yi+0]

AT S
\/x2+y2 \/x2+y2

d)F(x,y)=senyi +0] e)F(x,y,z)=xi +0]+k f)F(x,y,2)=-zk
Corroboren sus gréaficas del ejercicio anterior usando MAPLE:

> with(plots):

> fieldplot([x,y] x=-2..2,y=-2..2,color=Dblue); (el comando fieldplot se usa para
campos en 9R?poniendo entre corchetes las componentes del campo y luego la variacion
dexey)

>fieldplot3d([y,x,0],x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,color=blue); (el comando fieldplot3d se
usa para campos en R* poniendo entre corchetes las componentes del campo y luego la

variacionde x,y y z.
Comentarios:

1) Los campos vectoriales, que describen ciertos fendmenos fisicos pueden depender,
ademas de la posicion, también del tiempo. Por ejemplo un campo de velocidades de un
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fluido en movimiento describe la velocidad de una particula, en funcion de las
coordenadas del punto por donde pasa, pero, si ademas esa velocidad se modifica de

acuerdo con el instante en que eso ocurre, el vector resulta dependiente de t (tiempo).
Los campos vectoriales independientes del tiempo son Ilamados campos vectoriales

estacionarios.

2) Las lineas que en cada punto son tangentes al vector campo que pasa por el mismo
punto, son llamadas lineas de campo y también en ciertos casos particulares, lineas de
flujo o lineas de corriente. Cabe aclarar que el nombre de lineas de corriente es mas
adecuado para las trayectorias descriptas por las particulas de un fluido en movimiento,
donde hay dependencia del tiempo (campo no estacionario). Para campos estacionarios,

es comun decir lineas de campo a esas trayectorias, pero en tal caso las lineas coinciden.

F(P)

Ejercicio 8

Si F(x,y)=xi—y] es el campo de velocidades de una particula de un fluido en
movimiento encuentren las trayectorias seguidas por ella (lineas de campo) siguiendo
los pasos:

a) Usen MAPLE para graficar el campo vectorial.

b) Teniendo en cuenta la grafica, ¢pueden indicar la forma de las trayectorias?

c) Si las ecuaciones paramétricas de una linea de campo son x = X(t), y = Y(t), expliquen

por qué estas funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales lex =x Y (;lly =—y .
t t

d) Resuelvan las ecuaciones diferenciales para hallar la linea de campo que pasa por el
punto (1,1).

e) Encuentren la linea de campo que pasa por el (1,0).
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Campo gradiente
Recordemos que si f es una funcion definida en D <« %* que admite derivadas parciales

en un entorno de P, € D, queda definido el vector:

V()= (R)i+ 5 () i+ % (R)K

Ilamado gradiente de f en P, . Si, ademas, esas derivadas son continuas, el gradiente
permite calcular la derivada direccional, en toda direccion posible.

En cada puntoP € D, Vf(P) indica la direccion de maximo crecimiento de f, la

tasa 0 razon de ese maximo crecimiento. Idéntica situacion queda definida en %®?2.

Ejemplo 11
Sean w= f(x,y,z)=3x?y+2z°x y el vector unitario U=(v34,0,%)

La derivada direccional de f(x,y,z) en Py(3, 1, -1) y en la direccion del vector unitario

V3 q_ 1y _ _
0 es: D, f (31-1)= fim G+ N7 1-1+h) - FEL-D)

h—0 h

y puede calcularse de la siguiente manera: D, f(P,)= Vf(P,)- i

?f(x,y,z):(6xy+223)f( ) (62 x)
Vf(P,) =16i +27] +18k

y por lo tanto: D, f(31-1)=Vf(31-1)- (¥%,0,%) = (16,27,18)- (*%,0, %) = 8v3+9

Actividad 8
En un mismo sistema de coordenadas grafiquen el campo gradiente de

f(x,y)=+/x>+y® Y las curvas de nivel de f.Observeny comenten lo obtenido.
Indicacion: Pueden usar MAPLE, con los comandos que se encuentran a continuacion.
> with(linalg):

> with(plots):

> fi=(x"2+y"2+1)N(1/2):

> g:=gradplot( (x"2+y"2+1)"(1/2),x=-2..2,y=-2..2,color=red):

> h:=contourplot(f,x=-2..2,y=-2..2,color=blue ):

> display({g,h});

250



Campos vectoriales

Propiedad: El campo vf es normal a las curvas de nivel de f .
Dicho de otra manera:

Las lineas de flujo de Vf son perpendiculares a las curvas de nivel de f .

Funcion potencial
Decimos que un campo vectorial F es un campo gradiente en D (D < R0 D < %=?) Si

existe un campo escalar f tal que Vf(P)=F paratodo punto de D. Si eso sucede la

funcion f se dice que es una funcion potencial de Fen D.

Sabemos como construir el campo gradiente de una funcion f dada, pero, dado un

campo vectorial F . ¢como podemos decidir si es un campo gradiente?
Por ahora, simplemente, tratando de hallar una funcion potencial:

of

_p

Si F(x,y)=P(x,y)i +Q(x,y)] sebusca f tal que: ‘;2(
a_q
oy

Ejemplo 12
¢ES F(x,y)=2xy i +(x*+y?)j uncampo gradiente en R??

a

Busquemos f(x,y) tal que =2xy A a =x*+y’
OX oy

Integrando ‘;_f con respecto a X se tiene: f(x, y) =f2xy dx=x?y+e(y) (inotenque la
X

constante de integracion puede depender de y!) .

Por lo tanto: ?y: x2+yi=xt+g'(y) asique ¢'(y)=y?
3 3
de donde ¢(y) = y? y f(xy)= x2y+y?+C. Luego F es un campo gradiente.

(Pueden verificar que Vf(P)=F).
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Ejemplo 13

Para decidir si F(x,y)=xy i +y?]j €s un campo gradiente buscamos f(x,y) tal que
Ay A

ox oy y

. of . . . .
Al integrar = con respecto a x se tiene, en forma similar al ejemplo anterior,
X

F (oY) =[xy dx = (<* 12)y + (y)

of x*
5=y2 =?+(P(y)
! X2

L o'(y)=y -

2

Observen la ultima igualdad que escribimos: jla derivada con respecto a y, de una
funcion de y, resulta dependiente de x! Esto obviamente no es posible y nos permite

concluir que no existe ninguna funcién que cumpla gfxz xy Y gfy: y? simultaneamente

y por lo tanto el campo no es un campo gradiente.

Actividad 9
Un campo vectorial F(x,y,z)=P(x,y,2)i +Q(x,y,z) j +R(x,y,z)k es un campo gradiente

en D <R si existe un campo escalar f tal que, en todo (x,y,z)eD es:
of
a—(x, y,z) =P(X,Y,2)
X
of
— (% y,2)=Q(x,y,2)
oy
of
a—(x, y,z) =R(X,Y,2)
Z

Un campo escalar f que cumpla con ello se dice que es una funcion potencial de F |

Para decidir si F(x,y,z)=(2x—3y)i +(-3x) j+2k es 0 no un gradiente, procederemos

como lo hemos hecho en los ejemplos anteriores:

A partir de %(x, y,z) = P(x,y,z) » integrando con respecto a x, se obtiene:

f(x y,2) = [ (2x=3y) dx = (x* =3y ) +¢(y, 2)
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Luego, para que gfy (x,¥,2)=Q(x,y,z) debe ser gyf =-3X+ Z’/’ =-3X

y por lo tanto, %" =0 lo que significa que ¢ depende en este caso solo de z,

0 sea: o(y,2) =y (2) y  f(xy,2)=x"-3yx+y(2)

Finalmente, para que se cumpla que % (x,¥,2) =R(x,,2),

%(x, y,2)=y'(2)=2 o w(2)=2z+C y podemos concluir que:
Z

f(x,y,z) =x*-3yx+2z es una funcion potencial de F en %=* (luego, F es un campo

gradiente en R*®)

- Verifiquen ustedes que, efectivamente, siendo  f(x,y,z) = x> —3y x+ 2z resulta
VE(X, Y, 2) = (2x=3y)i +(=3X) j +2K V(x,y,2z) e R°.
- Decidan a continuacion (procediendo como en los ejemplos) cuales de los siguientes
campos son campos gradientes en R* (0 R?)
a) F(X, Y, z) = yz cos(xyz)i +xz cos(xyz) ] + Xy cos(xyz) k
b) F(x,y,z) =€’ coszi + xe’ cosz j —xe’senzk
C)F(X,y)=xi+y]

dF(xy,2)=yzi +x2 ] +xyk

Pueden verificar los resultados obtenidos usando MAPLE como se indica a continuacion
> g = [2*X, 2%y, 2*%7];

> potential(g, [x,y,z], 'G");

> G;

Actividad 10
De acuerdo con lo formulado por Isaac Newton, la magnitud de la fuerza de atraccién
entre objetos de masa m, y m, respectivamente, esta dado por:
d 2
donde d es la distancia entre los objetos y g es la constante gravitacional. Esta es la

Fl=g
famosa ley gravitacional y constituye un importante ejemplo de campo de fuerzas.
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Supongamos que un objeto esférico de masa M (por ejemplo la Tierra), tiene su centro
en el origen. Sea F(x,v,z)la fuerza ejercida por esta masa sobre un objeto de masa m
situado en un punto P(x,y,z) del espacio. Podemos suponer que el objeto de masa M

puede manejarse como un punto masa situado en el origen.

M.m

|2

Si F=xi+y]j+zKk entonces: ‘F‘zg

¥

=
I

|
|~

F esta dirigida hacia el origen, tiene la direccion del vector unitario

)

En consecuencia: E :‘

Les proponemos ahora lo siguiente:

Si llamamos ¢ = g.M.m el campo vectorial F, resultado de la ley del inverso del

cuadrado, puede ser expresado como:

lf(x,y,z):—c.#:—c. Xi+yjrzk
r

(x2 +y2+ 22)3/2
Comprueben que F es un campo gradiente hallando su funcién potencial.
Estudio de la variacion de un campo

Sabemos que la variacion de una funcion se estudia por medio de las derivadas

(parciales y/o totales) de la misma. Cuando se trata de un campo vectorial, las
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derivadas parciales de sus componentes (cuando existen), combinadas de determinadas
maneras, estan involucradas en el estudio de su comportamiento.
Supongamos que las componentes de  F(x,y,z) = P(x,y,2)1 +Q(x,y,z) j+R(x,y,2) k

admiten derivadas parciales con respecto a cada una de las variables:

ok o o
oXx oy oz
QR Q R
ox oy oz
R R R
ox oy oz

Se definen una magnitud vectorial (un nuevo campo) y una magnitud escalar (funcién

real de tres variables) de la siguiente manera:

a) Se llama divergencia del campo F =(P,Q,R), a la funcion escalar:

dvE-P, R R
OX

(suma de las derivadas de P, Q y R, con respecto a las variables asociadas a las

respectivas direcciones)

b) Se llama rotor (6 rotacional) de F , al campo vectorial:

rotlfz(aR—a(?Jf+(ap—aR)i+(aQ—aijZ
oy oz 0z 0OX ox oy

que combina para cada componente, las variables y componentes de F asociadas con el

plano perpendicular al versor correspondiente.

Observacion: Estas definiciones, aunque parezcan arbitrarias, no lo son. Iremos
descubriendo sus implicancias a lo largo de lo que resta del curso y discutiremos
interpretaciones fisicas concretas de ellas cuando estudiemos el Teorema de Stokes y el
Teorema de Gauss. Por ahora, haremos - en forma muy elemental - algunos
comentarios relacionados con el estudio de fluidos en movimiento que nos acercaran a

estos conceptos.
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a) Con respecto a la divergencia: Consideremos un tubo a traves del cual fluye agua.

-,
\Y

—

4» Vs 3 o 4»

—

—

Podemos imaginar dentro del tubo una superficie cerrada (indicada por las lineas de
punto). El agua pasa a través de esta superficie. El agua entra por un lado y sale por el
otro. El liquido puede circular en cualquier forma irregular; la cantidad que entra debe
ser igual a la que sale. Se probard mas adelante que esto equivale a decir que el agua
que es incompresible, que circula de tal manera que si representamos su velocidad por
el campo V la divergencia de Vdebe ser idénticamente nula. Este es el origen de la
denominacién divergencia: el agua no puede divergir de un punto, pues dejaria un

vacio, tampoco puede convergir a un punto, pues es incompresible.

El movimiento del aire es diferente. Supongamos un tubo de aire comprimido con cierre
en un extremo. Un cierre similar acaba de ser removido del otro extremo y el aire sale

hacia fuera.

— — —_—
—» — —
— — —_—
—» — —

/
|

Consideremos la superficie cerrada, sefialada con linea de puntos. Como el aire se
expande, es mas el aire que sale por un lado de la superficie que el que entra por el otro.
En consecuencia, hay una divergencia de aire. Hay divergencia distinta de cero en todos
los puntos en que el aire se expande. Si la velocidad del aire esta representada por el
campo vectorial V, la divergencia del vector V es distinta de cero.

Podemos también en forma breve dar una interpretacion de la divergencia en términos

de su definicion:
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Sea V(x,y,z)=V,(x,y,2)i +V,(x,y,z) j+Vs(x,y,z)k campo de velocidades de un fluido,
donde suponemos derivables sus componentes v, , V, , V,.

Consideremos el punto P(x,y,z) y un paralelepipedo elemental que, a partir de P, tiene
las aristas paralelas a los versores fundamentales i,j,k, con longitudes Ax, Ay,Az,

respectivamente.

A X >

La cantidad de fluido que entrara en el paralelepipedo por la cara normal a i, por
unidad de tiempo seré:
V,(X,y,2).Ay.Az

(es el producto de la componente en i de Vv por el area de la seccion de entrada:

desplazamiento
tiempo

x &rea = volimen por unidad de tiempo ),
y la cantidad que saldré por la cara opuesta sera:

V,(X+AX,Y,2).Ay.Az

V,(X+AX,y,z2)—V,(X,y,2)
AX

Entonces

AXAY.AZ

representa la variacion de la cantidad de fluido (saliente y entrante) en esa direccion.

Al tomar limite para Ax — 0, se tiene 58\)/(1 AX.Ay.Az que representa la diferencia neta

entre fluido saliente y entrante.

257



Campos vectoriales

De igual manera, las diferencias analogas para las otras caras son:

N, AXAY Az y 66\/3 AXAY Az
z

En consecuencia, la cantidad de fluido que se ha creado en el paralelepipedo elemental
v, v,
7+7
ox oy

considerado es a(;/ ij Ay.Az = divV.AX Ay Az
z

De aqui resulta que: “la divergencia de Ven el punto P es el cociente entre la cantidad
de fluido que se crea por unidad de tiempo en el volumen elemental correspondiente a

P, y este volumen, cuando el mismo tiende a reducirse al punto P”.

Naturalmente, si divV es negativa en vez de “crearse” fluido en P hay que entender que

se “consume” fluido en ese punto. Se dice que en P hay una “‘fuente” 0 un “desagiie”

(0 “sumidero”) segun sea divV positiva o negativa respectivamente.

b) ¢Qué podemos informarles coloquialmente acerca del rotor?

Imagine un gran tanque circular, conteniendo agua, la cual ha sido movida con una pala.

Los vectores representan la velocidad V.

Tanque visto de arriba

% rueda de prueba

Al lado del tanque se muestra una pequefia rueda con paletas. Si esta rueda montada
sobre un mecanismo libre de friccion, se sumerge en el centro del tanque, girara en
sentido contrario a las agujas del reloj. En cualquier punto que se coloque la ruedita
girara, pues aunque no esté en el centro, el agua corre mas rapidamente por un lado de
la ruedita que por el otro. EI movimiento de la rueda esta indicando que el campo de
velocidades tiene un rotor no nulo.

El nombre rotor estd vinculado con el movimiento en lineas curvas. Sin embargo un

movimiento rectilineo de un fluido puede tener también un rotor no nulo.
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Supongamos que el agua fluye en un canal, en tal forma que su velocidad sea mayor,

cerca de la superficie que en el fondo. Toda particula se mueve sobre una recta.

)

k-

>
>

Recurriendo a la ruedita “exploradora” podemos observar que girard en sentido de las
agujas del reloj, pues la corriente es mas réapida en las capas superiores. Esto significa

que el rotor no es nulo.

También puede darse movimiento curvilineo con rotor nulo.

— *
3

—
—

A

Supongamos el canal de la figura donde en la parte recta el agua circula con velocidad

uniforme. Es evidente que alli la rueda exploradora no girara.

Es posible también que en la parte curva el agua circule con rotor nulo. ;Como es esto?
Bueno, para ello es necesario que el agua circule con mayor velocidad en la margen
interna del canal en la proporcién justa.

Por causa de la curvatura de las lineas de corriente, mas de la mitad de las paletas de la
ruedita exploradora son dirigidas en el sentido de las agujas del reloj. La velocidad, sin
embargo, es mayor segun supusimos en la orilla interior y aungque sean empujadas
menos, en el sentido opuesto, reciben un impulso mayor.

Se puede concebir que la curvatura y la variacion de velocidad estén relacionadas de tal
manera que la ruedita quede sin girar. Es posible entonces, la existencia de movimientos

de fluidos curvos, cuyos campos de velocidades sean de rotor nulo.
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Podemos completar esta presentacion, enfatizando que la divergencia de un campo
vectorial es una funcion escalar. Hay divergencia de un punto o hacia un punto

(positiva o negativa), pero no hay asociada a este concepto idea alguna de direccion.

El rotor de un campo vectorial es un vector. Si imaginamos el rotor como un
torbellino, es evidente que este gira alrededor de un eje que puede ser vertical,
horizontal, o con cualquier inclinacién. La direccion de tal eje es por definicion la
direccion del vector que representa al rotor. Refiriéndonos a la ruedita exploradora,
diremos que cuando esta en la posicion en que se mueve mas rapidamente, su eje esta en
la direccion del rotor. Las componentes del rotor se encuentran colocando el eje de la
ruedita paralelo a cada uno de los ejes coordenados.

El sentido del rotor esta determinado por el sentido de rotacion de la ruedita. Se

determina de acuerdo con la regla de la mano derecha - o tornillo derecho -.

A o

rotF

K\\://7 rot F

Para obtener la divergencia y el rotor de un campo c¢ solo tenemos que aplicar la

definicién.
Ejemplo 14
. . . [P=x .
Sea F=x21-2xy j+yz k=:Q=-2xy a) divF =2x—2x+2yz =2yz
R=yz*

b) rotF =(z2 —0)i +0 j+(~2y—0)k = rotF = 2% —2yk

Uso de MAPLE

Los comandos curl y diverge devuelven el rotor y la divergencia de un campo vectorial
> with (linalg):

> cl:=curl ([2*x*y,2*y*z, 2% (x+y) ], [x,y,2z]);

> dl:=diverge ([2*x*y, 2*y*z 2% (x+y) ], [x,y,2z]);
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Operador nabla

A

V= .+3j+ﬁ|2
oy oz

Es un vector simbolico, que permite sintetizar las formulas del analisis vectorial y

0
OX
recordar mas facilmente las mismas. Este simbolo no tiene ningun significado salvo

cuando se lo aplica a una funcion escalar o campo vectorial:

. Aplicando a una funcion escalar f, se obtiene el gradiente: Vf

. El “producto escalar” entre V y un campo F da la divergenciade F: V.F =div F

. El “producto vectorial” entre v Y F daelrotorde F: VxF=rotF

Ejercicio 9
Aplicando el operador V, calculen divergencia y rotor de F .
8) F(xy,2)=x"T+y” j+2°k b) F(x,y,2)=yzi+xz j+xyk

C)E(x,y,z)=(cosx)i +(seny) j+3k d) F(x,y,2)=(e*.cosy)i +(e*seny) j+zk

e)F(x,y,2)=(y+2)i +(x+2) j+(x+y)k

Ejercicio 10
Sea f campo escalar y F campo vectorial. Indiquen cudles de los siguientes campos son

escalares, vectoriales o sin significado.
a) div f b) grad f c) grad F d) div(grad f)  e) rot(grad f)
f) rot(rot F)  g) div(divF)  h) div(rot(grad f))

Ejercicio 11
Suponiendo que las derivadas parciales requeridas existan y sean continuas, demuestren
que: a) div(F+G)=divF +divG b) rot(F+G)=rotF +rotG
¢) div(f.F)=fdivF+(grad f).F  d) rot(f.F)=f.rotF+(grad f)xF
e) div(rotF)=0 f) rot(grad f)=0

Ejercicio 12

La funcién escalar: div(grad f) = v.Vf (escrita también como v?f) se llama
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“laplaciano de f”, y una funcion f que satisface V*f =0, se dice que es “arménica”.
Estos son conceptos importantes en fisica.
o’ft o°f o°f
x oy® i

a) Prueben que: V2f =

b) Encuentren V?f para cada una de las siguientes funciones y decida cuales son
armonicas.
i) f(x,y,z)=2x" —y*-2z° i) f(x,y,z)=xyz

i) F(x,y,z)=x%—3xy’ +32 iv) f(x,y,2)=(x2+y2+22) "’

Ejercicio 13

a) Grafiquen el campo F(x,y)=i+2 ] y decidan que se obtiene con divF y rotF .
¢ Es posible el resultado?

b) Sea F(x,y)=(y+10)i. Grafiquen F y calculen divF y rotF. ;Son resultados

previsibles? (piensen en la ruedita de prueba).

c)Sea el campo unitario F(x,y)=——>i+——2__j; con direccién radial.
IC+y2 Xy
Grafiquen y comprueben que: vE-—1 __L1_GvE siendo F=xi+yj

(x> +y?)"* IF]

y rotF =0.

Observacion: La presencia de una divergencia estd asociada con la necesidad de
agregar nuevas lineas, a fin de mantener constante la intensidad del campo. Es evidente
en este ejemplo que si las lineas parten de cierta regidn, habra mas lineas saliendo de
esa region que entrando. Esto significa que la divergencia no es nula en esa region.
Vemos en este ejemplo que la divergencia aumenta a medida que nos acercamos al

origen, pues es ahi donde se originan mas lineas de corriente. La ecuacion (*) nos dice

cuantitativamente que la divergencia es inversamente proporcional a |F| y aumenta

indefinidamente al acercarnos al origen.

e) Si F(x,y)=P(x,y)i +Q(x,y) j, campo en el plano xy. ; Qué resultado arroja rot F ?

f)Sea F(x,y)=——~—i+—~2 j,hagan unesquemay calculen divF y rotF .
X"+y X" +y
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Integral de linea
El concepto de integral de linea es una generalizacion natural de la integral definida.
El proceso que conduce a su formulacion se nutre de las tres etapas ya mencionadas:
“dividir, aproximar, integrar”. Una funcion de dos o tres variables, definida en una
curva, reemplaza a la funcion de una variable definida en un intervalo.
Sean entonces:

- C arco de curva suave de extremos A y B que con valores

crecientes del parametro se recorre desde A hacia B.

- w= f(P) funcion real, definida y acotada en cada punto de C.

¢Qué puede representar una funcion de este tipo? Si f(P)>0 en C, f podria ser la
funcion densidad lineal de masa, que distribuye, a lo largo de un hilo metalico

representado por C, masa por unidad de longitud.

1°) Se considera una particion g del arco C por medio de un nimero finito de puntos.
A=P ,P,P,..P,,P,.. P, =B

pudiendo asi formarse n sub-arcos: P_,P, con longitudes 4S,,v i=1,...,n.
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Se denomina norma de la particibn g y se simboliza |go| al maximo de los
A4S,V i=1,..,n.

|9 =max{AS; /i=1..n}

2°) Se elige arbitrariamente p" < p_p, se calcula f(P").As, Y se suman los resultados

n

J, =Z f(P")AS,
i=1
P
P
AS;
Pt

3°) Laintegral de linea (o integral curvilinea) de fa lo largo de la curva C es el limite

de J, para |p|—0, siempre que ese limite exista y no dependa de las particiones

consideradas y de la eleccion de los puntos P .

B

If(P)dS: ‘Il"mo\]n sii lim J, =1€N independientemente de las particiones
| ‘

Ac

definidas y de la eleccion de los puntos Pi*

B B B
Notacion: J‘f(x, y)ds (en R?), If(x, y,z)ds (en ®*) o simplemente If ds

Ac Ac Ac

Pregunta: Si f(P)>0 Yy suponemos que representa “densidad lineal de masa”, ;qué

B
significado tiene If ds ?

Ac

Calculo de la integral de linea
a) En funcion del parametro longitud de arco
Supongamos que la curva suave, esta dada por su “representacion natural”: es decir en

funcion del pardmetro longitud de arco: C: F=7(s),s e [0, L‘i\] y que f es continua en C.
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Tomar n +1 puntos de division en el arco AB, equivale a tomar una particion en [o, L% ] :
s, =0<s, <8, <..<S§,, <S, <..<s, =L5

formandose asi n subintervalos [s, ,,s;] de longitud AS, (cada subintervalo [s,_,,s;]

representa el arco P_,P, rectificado).

Cada punto P e C es extremo de un vector r(s), entonces los P" elegidos en cada P_,P,

provienen de cierto s’ e [s,,,s;].

En consecuencia: J = Z f(P)AS, = Z f(F(s)).AS,
i=1 i=1
o bien: J, :i(f oF)(s; ).AS,
i=1

g=for es la composicion de la funcién vectorial ¥ con la funcién continua f , es

decir, es una funcién también continua (¢por qué?) definida en [0, Li] a valores reales

y se tiene ‘lpi‘Tan = ff(F(s))ds=ff(x(s),y(s),z(s))ds
luego _T' f(x,y,z)ds = ff(F (s))ds
AC 0

Esto significa que para obtener el resultado de la integral de linea, debe integrarse con

respecto al arco -como variable- en el intervalo [o,L%] la funcién evaluada en cada

punto de C.

265



Integral de linea

b) Calculo en funcion de un parametro t

Ahora bien, en general toda curva esta dada en funcion de un parametro t. Si bien ya
sabemos -¢recuerdan?- cambiar al parametro longitud de arco, esto significaria una
doble tarea. ;Cémo podemos calcular la integral en funcion de t? Simplemente

haciendo un cambio de variable en la integral.

Si  C:F=F(t) .tefab] y h:[o,L8]>[ab] es la funcion cambio de parametro,

entonces: C: F=7*(s)=r(h(s)) ; selo,L3] y por lo tanto:

La h(LR) b
[f(F(hs))s = [ F(F@E)s ®)dt= [ fFR)IF®dt
0 h(0) a
Conclusion:
jf(P)ds:j f(F(t))|F (t)[dt
Ejemplo 15

Evaluar J'xy3ds, siendo C el segmento de recta y = 2x (en el plano xy) comprendido
C

entre los puntos A(-1,-2) y B(l, 2).

Pasos a sequir:
a) Reconocer la funcion como f(x,y)=xy®

b) Parametrizar el segmento: c;{xzt con te[-1,1]

y=2t
C:F=F(t)=ti +2t] con te[-1,1]

c) Evaluar f en C: f(r(t))=t.(2t)° =8t*

d) Hallar | (t)|: F(t)y=1i+2j . |[F(t)=+5

e) Armar la integral y calcular:

16

1 1 5
I = [8t* V5 dt =8V5 [t dt =8.5L
-1 -1 5 1 \/g

1
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Propiedades de jf ds : debido a que el célculo de esta integral se reduce a calcular una
C

integral definida de variable t, son validas todas las propiedades conocidas:

a) jkfds:kjfds
C C

b) J'(f+g)ds=_|‘fds+.|'gds

c) jfm:jfm+jfm,
C

Cy C,

Observaciones:

Toda trayectoria C, se supondra suave o suave a trozos (unién finita de arcos suaves).

Si la trayectoria de integracidn es una curva cerrada, la notacion usual es f fds.
C

Ejercicio 14

Evaluen I(xz +y?)ds
C

a) Sobre la trayectoria: y = x , desde (0,0) hasta (1,1).

b) Sobre la trayectoria: y = 3x , desde (0,0) hasta (2,6).

c) Sobre el eje x, desde (0,0) hasta (1,0) y a continuacion paralelo al eje y, desde (1,0)
hasta (1,1).

d) Sobre el eje y, desde (0,0) hasta (0,1) y a continuacion paralelo al eje x, desde (0,1)
hasta (1,1).

e) A lo largo de la circunferencia x* +y* =1 desde (0,1) hasta (1,0), en sentido antihorario.

f) A'lo largo de la circunferencia x* +y* =1 desde (0,1) hasta (1,0), con sentido horario.

g) Alo largo de la circunferencia x* +y? =4 desde (0,2) hasta (2,0), en sentido antihorario.
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Ejercicio 15
Evalien

a) J'x .e’ds, siendo C segmento de recta desde (-1,2) a (1,1).
C

x=t
b) [(2x+9z)ds, siendo Cily=t* ; 0<t<1
C Z=t3
X =4cost
c) J'(x2+y2+zz)ds,8iend0 C:ly=dsent ; 0<t<2r
¢ z=3t

Ejercicio 16

Sea f (x,y) =x

B
a) Sea C,:arco de pardbola y = x* desde A(0,0) hasta B(2,4). Calculen: jx ds

ACl

B
b) Sea C, el segmento que une esos dos puntos. Calculen: Ix ds

AC2

A
c) Sea C, el arco de parébola y = x*, desde B(2,4) hasta A(0,0). Calculen: Ix ds

BCs

Observen!
1°) Segun los resultados de 3)a) y 3)b) pueden inferir que la integral depende de la

trayectoria seguida, aun cuando los puntos extremos coincidan.

2°) De acuerdo con los resultados obtenidos en 3)a) y 3)c) cabria decir que el resultado
de la integral no depende de la orientacion dada a la curva. Claro que podria tratarse de
una casualidad, pero no es asi. La integral se resuelve con respecto a la longitud de arco,
en consecuencia no interesa desde que punto extremo del arco comienzan a medirse las
longitudes, siempre que se den con valores crecientes de pardmetro. Dos orientaciones
aunque opuestas entre si, obtenidas con parametros crecientes, producen arcos

crecientes sin importar cuél es el punto inicial.
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Esta conclusion, que podria describirse como “invariancia de la integral de linea ante
un cambio de pardmetro” puede justificarse y lo haremos a continuacion. Le

recomendamos su lectura.

Sea C: F=r(t) ,t e[ab] curvasuave con F(a)<> A y F(b)<> B

Sea h:[a,B]—[a,b] funcién cambio de pardmetro

C" :T=F(2)=T(h(z)) ,7 < [, B]

C y C* difieren a lo sumo en la orientacion (segun sea h'(z)>0 0  h'(r)<0 se

conserva o se invierte respectivamente la orientacion)

F“(rﬂdr

B
Si f esuna funcion continua se tiene: [ f(x,y,z)ds= [ f(F"(z))

Como  F =foh , F*(r)=F(h(z)h(z)
B
Entonces: [ f(x,y,2)ds = [ f(F(h(z))[F'(h(z))In(z)dz ()

a

Siendo h(r)=t setiene h'(r)dz=dt Yy corresponde analizar dos casos:

a) Si h'(z)>0 = hcreciente y por lo tanto h(a)=a ; h(B)=b (la orientacion de C

yC" eslamisma). Enesecaso |h'(r)|=h'(r) Y resulta:

* =

O — T

F(R()IF(t)dt = [ F(x,y,2)ds

C
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b) Si h'(r)<0 = h decreciente y por lo tanto h(a)=b ; h(B)=a , (Cy C" tienen

orientaciones opuestas). En ese caso |h'(z)=-h'(z) Y resulta:

b

() =] FREDIF () dt = [ F(FC)IF ()] dt = [ f(xy.2)ds

a C

Vamos a establecer una convencion:

Siendo C la curva que esta representada por una ecuacion F =r(t) ,t € [ab] y su

orientacion la definida por los valores crecientes de t, [lamaremos - C a la misma curva
subyacente, que, con valores crecientes del pardmetro t, en una representacion

f =7 (1), tiene una orientacion opuesta a la dada por t.

De acuerdo a lo expuesto anteriormente: j fds= J' f ds
C -C

Concluimos la presentacion de la integral de linea de una funcion escalar (real) f, con la

siguiente pregunta: Si f es funcion de dos variables (z = f (x,y)) y C curva en el plano

Xy, ¢qué significado geométrico puede tener I f(xy)ds?
C

aZ 3
—— graficade f
o
N1 D

P
\\_// \ C —— curva

Pista: interpreten f (¥ (t)) en el grafico.
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Ejercicio 17

Calculen el area de la superficie que se extiende desde la curva dada hasta la superficie
dada:

a) Sobre el segmento de recta que va de (2,00) a (-2,0,0) hasta la superficie
7=4-x"-y>.

b) Sobre la elipse x? +4y® =4 hasta el plano z =4 —x (s6lo planteen la integral)

c) Sobre el segmento de recta que va desde (1,1,0) a (-1,1,0), hasta la superficie

Z=+x*+y*.

Integral de linea de un campo vectorial

Sea C arco suave, orientado con valores crecientes del parametro desde A hacia B, y F

campo vectorial definido en cada punto de C, con componentes continuas.

La que llamaremos “integral de linea del campo vectorial F a lo largo de la curva C ”

es la integral de la componente tangencial del campo a lo largo de C, o sea, la integral:

B
Ilffds
Ac

T

F-T es una funcion escalar (real) definida en cada punto de C “ es la proyeccion de
en la direccion de T (vector tangente)”.

Como T define la direccion de la curva, se suele decir que F-T es la proyeccion de F

en direccion de C, en consecuencia la integral de linea de esa funcion a lo largo de la

trayectoria C, se dice -por abuso de lenguaje- “integral de F a lo largo de C”.
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Significado de Iﬁ Tds
C

Si F es un campo de fuerzas y f =F-T, al tomar un punto arbitrario p* en cada
sub-arco PP,y calcular f(P").AS, =F-T (P")AS, , se tiene el trabajo realizado por la

componente tangencial de F a lo largo del arco de longitud AS; .

Pt

F-T(P)AS =w,

n n

Entonces, al sumar: >w = Z(;E .pri*)Asi

i
i=1 i=1

se tiene una aproximacion del trabajo que realiza el campo al mover un objeto desde A

hasta B, a lo largo de la trayectoria C.

B
Luego, en el limite: W= jlf -Tds (Trabajo total)
Ac

Observacion: Silacurvaes cerrada (A=B) laintegral se dice circulacion y se

denota { F-Tds
C

Esta denominacidn, tiene mas sentido cuando el campo es un campo de velocidades de

un fluido.
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Calculo de Tp.TdS
Si C: F=r(t) ,t €[ab]

J'|E Tds = [(F-T)(F(t)|F (1) dt = jF(r(t)) T(F(t))|F (t)|dt

b =1

jﬁ(r(t) r'( ‘r(t)\dt = [F(F() 7 ()t

a

a

donde:  F(F(t)): es el campo evaluado en cada punto de C.
" (t): es el vector que define la direccion tangente a C en cada punto de

acuerdo con la direccién elegida en C con los valores crecientes de t.

Ejemplo 16
Calcularemos el trabajo realizado por F(x,y,z)=2xyi +y?z j+xzk para transportar
una particulaalo largode C:F=F(t)=ti +t> j+@-2t)k ; te[0,1] desde

A <> T(0) hasta B <> F(1) .

F(F(t))=2tt2 0 +t*(1-2t) J+(t—2t? )k = 237 +(t* —2t°)J+ [t -2t K
(X, y, z se reemplazaron por x(t), y(t), z(t), componentes del vector r(t))
F(t)=1i+2tj—2k
Luego: F(F(t))F (t)=2t° +2t.(t* —2t5)—2(t—2t?)=2t° + 2t° —4t° — 2t + 4t =

=—4t° +2t° + 2t + 4t% — 2t

t7 t6 t4 t3 1

1
Por lo tanto:  w= j( 445 +2t° + 2% + 4t2 2t)dt——4—+2€+2z+4§—t =
0

Notaciones alternativas

El calculo de JF -Tds por medio de JF(r(t))f (t)dt, sugiere:

Ac
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1) Llamar dr =7 (t)dt y adoptar como notacion posible: jﬁ .dr .
C

2)Siendo F=(P,QR) Yy Fr(t)=(X(t),y'(t),z'(t))

Se tiene que FE(F(t))- T (t)=P(F(t))X (t)+ Q(F(t)) y (t)+ R(F(t))Z (t)

ysiendo X (t)dt=dx , y(t)dt=dy , Z(t)dt=dz el célculo de la integral

sugiere la notacion: jﬁ-fds:J'de+Qdy+Rdz
C C

3) Como T es un vector unitario, sus componentes son sus cosenos directores:

T =(cos &, cos 3,cos ) (¢ recuerda por qué es asi?) Entonces, en virtud del resultado del

producto escalar F - T, otra notacion sugerida, es:

J'|E .Tds = _[(P cosa +Qcosf + R cosy)ds
C C

Pero deben tener en cuenta que cualquiera sea la notacion empleada, el calculo efectivo,
requiere conocer el campo, la curva y los puntos extremos, para poder integrar el
resultado que se obtiene del producto escalar entre el campo evaluado sobre la curva,
con el vector que da la direccion tangente a la curva, entre los limites que corresponden

a los valores del pardametro que identifican los puntos extremos del arco.

Observacion (jimportante!)

Hemos visto que J' f ds= j f ds . Nos preguntamos ahora qué relacion hay entre
C -C

En principio podriamos decir que, siendo F-T una funcion escalar, su integral a lo
largo de C no cambia, cualquiera sea la orientacion de C, siempre que se obtenga con

valores crecientes del parametro, cualquiera sea la representacion dada.
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Pero ocurre lo siguiente: los vectores tangentes correspondientes a C y a -C

son......JOPUESTOS! y por consiguiente el signo del producto escalar F-T cambia

es decir, las funciones que se integran con una y otra representacion son opuestas entre

si, resultando:

Ot—
T
Q_l
w
Il
I
O
T
Q_l
w

Este resultado no contradice la propiedad de “invariancia de la integral de linea frente a
cambios de parametro”, lo que ocurre es que la componente de F en la direccion
tangente cambia de signo al tomar direcciones opuestas sobre la misma trayectoria, y las

funciones a integrar, siendo opuestas entre si, arrojan resultados opuestos.

Ordenando resultados y convenciones hechas anteriormente, podemos establecer:

/’ C :recorrida con valores crecientes de un parametro t.

- C :recorrida con valores crecientes de un pardmetro t ,

(curva)

pero con orientacion opuesta a la dada por t.

Entonces, si f esuncampoescalar y F esun campo vectorial:

jfds:jfds jﬁ-fds:-jﬁ-fds
-C C -C

c
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B
Pregunta: Supongan que tienen que calcular jlf.fds .El calculo siempre requiere
Ac

una parametrizacion que, con valores crecientes del parametro, vaya desde A hacia B,
pero les resulta mas facil obtener una parametrizacion que, con valores crecientes del

parametro, vaya de B hacia A, ¢qué hacen entonces?

Ejercicio 18
Calculen el trabajo realizado por F alo largo de C:

a) F(x,y)=(2x,2y), C segmento de recta desde A(3,1) hasta B(5,4).

b) F(x,y)=(2x,-2y), C segmento de recta desde A(4,2) hasta B(0,4).

C) F(x,y)={(y,x), C es el cuadrado que va de (0,0) a (1,0) a (1,1) a (0,1) a (0,0).

d) F(x,y,z)=(zy,0), C segmento que va desde A(1,0,2) hasta B(2,4,2).

€) F(xy,2)=(2,03x), Cesel cuarto de elipse F(t)=(2cost,3sent,1) que va desde

(2,0,1) hasta (0,3,1).

Ejercicio 19

Calculen .[yzdx-q- x2dy + xyz dz , a lo largo de:
C

a) el eje x, desde (-1,0,0) hasta (1,0,0).
b) la pardbola y = x*; z =1, desde (0,0,1) hasta (1,1,1).

c) la parabola clbica z = x*en el plano y = 2, desde (0,2,0) hasta (1,2,1).

Ejercicio 20

a) Calculen J’(x cosa +Yy cosfB+z cosy)ds alolargo de una espira de hélice:
c

F(t)=3costi +3sent j+4tk.

b) ¢Cuél es el trabajo efectuado por la fuerza E(x,y,z)=xi—z j+2yk enel
desplazamiento a lo largo de la trayectoria cerrada C, formada por los segmentos

C,: desde (0,0,0) hasta (1,1,0); C,: desde (1,1,0) hasta (1,1,1) y C,: desde (1,1,1) hasta

(0,0,0)2. (Comprueben que: w=3%)
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Teorema de Green

George Green: (Sneinton, 1793- id., 1841) Matematico britanico. Llevo a cabo
diversos trabajos sobre dinamica de fluidos, sobre las fuerzas de atraccion y, en
particular, sobre la aplicacion del andlisis matematico al estudio del
electromagnetismo.

Brevemente les comentamos que el teorema que estudiaremos relaciona una integral de
linea de la componente tangencial de un campo sobre una trayectoria cerrada

(circulacion del campo a lo largo de la trayectoria) con una integral doble.

Teorema de Green

Si C esuna curvaen el plano, cerrada, simple, suave a trozos y con orientacion
antihoraria, R es la region del plano cuya fronteraes lacurvaC y
F(x,y)=M(x,y)i + N(x,y)] es uncampo vectorial cuyas componentes tienen

derivadas parciales continuas en un dominio abierto D que contieneaC y aR

entonces §|: dr = H(a_N_a_M) dA )

Revisemos las hipotesis del teorema:

. Recordemos que una curva del plano C: F(t)=x®)i +yt)j ;telab]

es cerrada si sus puntos inicial y final coinciden, es decir r(a) =r(b), y es simple si no
se cortaa si misma, osea T(t)=F(t,) ,Vt,t, e(ab), t #t,.

. Ademas, C es suave a trozos si, salvo para un numero finito de valoresde t, r'(t) es
continua y r'(t )=0 (excepto en un ndmero finito de puntos, admite vector tangente y

éste varia con continuidad).
. Como C esta orientada en sentido antihorario, la region R limitada por C queda, al

recorrer la curva, a la izquierda de la misma.
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. Observemos que si las componentes M 'y N del campo vectorial F tienen derivadas

parciales continuas en el abierto D que contienea RyalacurvaC, M y N son

continuas en D (y por lo tanto, las dos integrales de (+) tienen sentido).

Aplicaciones del Teorema de Green

1. Célculo de la circulacién de un campo por medio de una integral doble.
La igualdad de Green, en principio sirve para calcular la circulacion de un campo por
medio de una integral doble con la ventaja de no tener que parametrizar la trayectoria

cerrada propuesta.

Ejemplo 17

Usar el teoremade Green para reescribiry evaluar if(x3 +y*)dx + 3xy*dy donde
C

C esta formada por el segmento de recta que va desde (0,0) hasta (2,0), seguido del
segmento de recta que va desde (2,0) hasta (2,4), seguido por la porcion de parabola

y = x? que va desde (2,4) hasta (0,0).

Grafiquen C y observen que es una curva cerrada, simple, suave a trozos y que esta
orientada en sentido antihorario. Por otra parte, M(x,y)=x>+y® y N(x,y)=3xy?

admiten primeras derivadas parciales continuas en todo R?.
Se verifican entonces en este caso las hip6tesis del teorema de Green, y por lo tanto

podemos afirmar que, siendo R la region encerrada por C, es:

§(x3+y3)dx+3xy2dy = H[Z’:-@yﬂJdA = H(3y2—3y2)dA =0

Ejemplo 18

Usar el teorema de Green para reescribir y evaluar {(3y—e*)dx + (7x—seny?)dy
C

donde C es la circunferencia de radio 2 centrada en (3,5) orientada en sentido horario.
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Observen que, si - C es la misma circunferencia, pero recorrida en sentido antihorario, - C y

F(x,y)= <3y—ex,7x—seny2> estan en las condiciones del teorema de Green.

En efecto, - C es cerrada, simple, suave, con orientacion antihoraria y las componentes
de F(x,y) tienen derivadas parciales continuas en :2%. Por lo tanto, siendo R la region

encerradapor -C, M(x,y)=3y—e*y N(x,y)=7x-seny®, secumple que:

:{';(3)/—9X )dx + (7 x—seny? )dy = J‘J(Z’:_‘z\y/’)

=4 &rea(R)=4 - dr=16rx

dA = [[(7-3)dA = 4 [[dA=

R R

Asi concluimos que  §(3y—e*)dx + (7x—seny’)dy = - 167
C

2. Calculo del area de una regién plana por medio de una integral de linea
La igualdad de Green tiene una aplicacion geométrica importante: calcular el area de

una region plana por medio de una integral de linea.

Observemos que en la igualdad del teorema de Green

jj (%N —%\A)dAz §|v|dx + Ndy

la integral doble representa el area de R siempre que N _oM =1

ox oy

¢Cuando puede ocurrir eso? Hay mdltiples posibilidades para M y N, una podria ser:
y X
M(X,y)=—= N(x,y) ==
(x,y) ) y (x,y) >

M y N asi definidas tienen derivadas parciales continuas en ®R* y se verifica

Por lo tanto, si la curva C que constituye la frontera de la region R estd en las

condiciones del teorema de Green, se tiene:

area (R) :%if— ydx + xdy
C
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Ejemplo 19
Hallar el 4rea de la region encerrada por la elipse X —+ E)LZ =1
a’
Sea C:F(t)=(acost,bsent) ;te[0,27] (representacion vectorial de la elipse)

C es cerrada, simple, suave y con orientacion antihoraria.

Se tiene entonces que, siendo R la region limitada por la elipse,

2z 2
érea(R)zgj'— ydx + xdy =%I(—bsent,acost)-<—asent,bcost>dt:%jabdt:ﬁab
0

O

Demostracion del teorema de Green (para el caso particular en que R puede

considerarse como region del tipo 1 y como region del tipo 1)

Suponemos que R={(x,y)/a<x<b, g,(xX)<y<g,(x)} Y que también
R={xy)/c<ys<d, h(y)<xsh,(y)}

Como { F.dr =f(M0)-dF + §{O.N).dF = fde+idey , para demostrar la
C

C

igualdad () bastara con comprobar

6 flvl dx_—ﬁ —dA y §Ndy jj —dA

Para comprobar (1) consideremos ¢ =c,u (-C,) donde Cl;{xzt t e [a,b]

y= gl(t)

cz;{xzt tela,b]

=g,(t
y=9:0 y =0a(X)

C \y

=01(X)

fM dx = jM dx — jM dx=_th(t,gl(t))dt —TM(t,gz(t))dt
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Por otro lado,

8M bgz(X)aM b b b
I EdA:f [ dy dx=[[M(x g, () - M(x,9,09)]dx= [M(t, g, (®))dt - [Mt, g, (1))t

a gi(x)

Con lo que queda demostrada la validez de (1).

La igualdad (2) se demuestra de manera similar considerando ahora ¢ =(-C,)u(C,)

{X=hz<t> te[ab]

donde 51;{)‘:“1(0 telcd] y ¢,:
y=t

v

Notacion vectorial del teorema de Green

Siendo F(x,y)=M(x,y)i + N(x,y)] setieneque rotF =(i’)\: —aal\y/lj k
rot E - ﬁz[a'\‘_a'v') (componente en K de rot F)
ox oy

Entonces la igualdad del Teorema de Green puede escribirse:

:fE-dF :H rot(E)-E dA
C R

Antes de comenzar a resolver los ejercicios les proponemos que lean y completen lo

siguiente:

El Teorema de Green dice que, bajo determinadas condiciones, sucede que

fF-dr = [[rot(F)-kdA (9
c R
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Esas condiciones son las hipdtesis del teorema ¢Cuales son?

1.Cesunacurva .....oovvvvnieeiiiiiieniieeieanaanns con orientacion ............
2.Reslaregion .................
3. Las componentes del campo vectorial F son ........................... en un

subconjunto D de R* que contieneaR ya C

Evaluar una integral del tipo §|E .dr aplicando el Teorema de Green significa hallar
C

su valor resolviendo la integral doble del miembro derecho de la igualdad (*).

Pero jatencion! Para poder hacerlo habrd que mostrar gue las condiciones 1. 2. y 3. se

cumplen en el caso particular gue estemos tratando, verificandolas una por una.

Observen que para hacer esa verificacion tendran que: 1) revisar las caracteristicas de
la curva C dada ; 2) indicar qué region del plano representa la letra R 'y 3) exhibir, si
es que existe, un conjunto D de puntos del plano que contengaa R ya C yen el cual
las componentes del campo vectorial F sean derivables con continuidad.

(Les aconsejamos que comiencen siempre determinando el mayor dominio en el que las
componentes del campo vectorial admiten derivadas parciales continuas y graficando la

curva C)

Si alguna de las condiciones mencionadas no se cumple, no se puede asegurar que la

igualdad (1) sea verdadera y, si F es integrable a lo largo de C y queremos hallar el

valor de §|E .dr , habra que resolver la integral de linea en forma directa como ya
C

sabemos hacerlo (parametrizar la curva C, etc, etc ).

Ejercicio 21
Siempre que sea posible, evalien aplicando el teorema de Green las siguientes
integrales:

a) :f(xz —y)dx+y2dy ; C: x*+y? =1, en sentido contrario a las agujas del reloj.
C
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b) f(y* +x)dx+(@x+2xy)dy ; C: x*+y* =4, con sentido horario.
C

C) §(y2 —-2x)dx+x?dy ; C es el cuadrado que va de (0,0) a (1,0), a (1,1),a (0,1) y
C

hasta (0,0).
d) {ﬁ,dr; F(xy)=(y’+3x’y,xy+x*) y C formada por y=x*e y=2x con
C

orientacion antihoraria.

e) flf.df; lf(x,y):<yexy+y,2x+xexy> C formada por y=x’e¢ y=4 con
C

orientacion antihoraria.

f)fﬁ_dr; F(x,y)=(ysec’x —2,tgx—-4y’); C formadapor x=1-y*; x=0 con
C

orientacion antihoraria.

Ejercicio 22

Vean si las hipétesis del teorema de Green se verifican siendo

F(x,y) :<X2X

Y 3x—4tg(y)> y Celarcode y=x? quevadesde (-1,1) a (1,1)
+

seguido por el arco de y=2-x que vade (1,1) a (-1,1).

Ejercicio 23

Por medio de una integral de linea, calculen el area de la region limitada por:

a) laelipse 4x* +y* =16 b) y=x*> e y=4 C) y=x’ e y=2x

d) lacurva x% +y%_1 parametrizando con x=cos®t ; y=sen’t

Ejercicio 24
Sea C la frontera de una region en la que el Teorema de Green es valido.

Usen dicho teorema para calcular

i) § £ ()dx+g(y)dy ii) {k ydx+hxdy conhykconstantes.
C C

Ejercicio 25

Demuestren que el valor de {(x y2dx + (x*y + 2x)dy alrededor de cualquier cuadrado
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solo depende del area del cuadrado y no de su localizacion en el plano.

Ejercicio 26

Evallen (aplicando aplicando el Teorema de Green) f3y dx+2x dy siendo C la frontera
C

de laregion R={(x,y)/0<x<7z A0<y<senx}

Ejercicio 27
Siendo C: (x—2)? +(y —3)* =4, evalten §(6y +x)dx + (y+2x) dy aplicando el Teorema de
C

Green.

Ejercicio 28
Si f satisface la ecuacién de Laplace (suponiendo todas las derivadas que sean

of

= dy =0 paratoda curva cerrada C
X

necesarias continuas), comprueben que § ﬁdx—
C

para la que sea valido el teorema de Green.

Ejercicio 29
Calculen el trabajo realizado por lf(x,y)=<2xy3 , 4x?y?) para mover una particula en
sentido antihorario, una vez, alrededor de la curva C frontera de la region en el primer

cuadrante limitada por el eje x, larecta x=1ylacurva y= x3_

Ejercicio 30
Calculen el trabajo realizado por F(x,y)=(4x—2y, 2x—4y) para mover una particula en

sentido antihorario, una vez, alrededor de lacurva C: (x—2)%+(y-2)*=4

Ejercicio 31

. X
¢Puede aplicarse el Teorema de Green para calcular § —— X+ — y 5 dy
aXi+y X“+y

siendo C: x* +y? =1 con orientacion antihoraria? ¢ ysi C: (x—2) +y? =1?

Justifiquen sus respuestas. EvalUen la integral en ambos casos.
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Generalizacion del teorema de Green

Consideremos una region “anular” R, limitada por dos curvas cerradas C; y C,

Suponga que las componentes del campo F tienen derivadas parciales continuas en un
dominio abierto D que contieneaR,aC; yaC;

Cy

frontera de R =C; UG,

Orientadas C; y C, como indica la figura siguiente, y considerando las curvas auxiliares

n 'Yy, laregion R puede verse como laregion limitadapor C= Ciu n v Cy U

Cy

Aplicando el Teorema de Green se tiene:

jj(a'\' ﬂ)dA §Fdr+j|:dr+§|:dr +j|:d

7 C

y de alli jj(@—@)dA §Fdr+§F

En el caso particular de ser rot(F)=0 (o sea, %_N_%zo) se tiene , como
X

corolario de lo anterior, que: 0= {F dr + :fF dar

iF ;{ = ilf.df

(observen que C; y - C, tienen la misma orientacion)
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A partir de lo anterior...
Supongan que las componentes de cierto capo F tienen derivadas parciales continuas
en D=%R*-{R,}, siendo P, un punto de discontinuidad y que rotF=0 en todo

punto de D,y consideren curvas C; y C, como las de la figura siguiente:

Cor

C2

f F.dr no puede calcularse aplicando el teorema de Green (¢por qué?) .
C

Por la misma razdn, el teorema de Green no puede aplicarse para calcular § F.dr.
C,

Sin embargo, de acuerdo a lo que hemos visto, hay algo que podemos afirmar acerca de
esas dos integrales: ambas tienen el mismo resultado siempre que las curvas estén
orientadas en el mismo sentido. Asi que, puestos a calcular, podriamos elegir hacerlo

sobre la curva para la cual la integracién resulte mas sencilla.

Ejercicio 32
El teorema de Green también se generaliza a regiones con tres curvas frontera como la

que muestra el dibujo resultando en ese caso, si F =(M,N),

N oM L e e
g(&—g)dAziF.dr +iF.dr+ iF.dr

C1

¢Cuales son las hipotesis que se requieren en este caso para que dicha igualdad se

cumpla? (¢qué debe cumplir el campo vectorial F ? ¢como deben estar orientadas las

curvas?)
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Ejercicio 33

Sea F(x,y)=M(xy)i +N(x,y)j , M y N con derivadas parciales continuas en
D=%R2-{00)} y rotF(x,y)=0 w(x,y)=(00) ;Qué pueden decir de fFdr para
C

cada curva C que aparece en el siguiente dibujo? (Orienten las curvas

adecuadamente) Justifiquen sus afirmaciones.

‘ -

//f%
S~ N

»
»

Ejercicio 34

Siendo C la curva suave que muestra la figura siguiente, evalulen:

X y y X
a dx d b dx + d
)§x2+y2 +X2 2 ay ):EX +y 2+y2 y

B
»

-1 1
14

Campos conservativos e independencia del camino

Ya hemos comentado que el gradiente de un campo escalar f define un campo
vectorial.

Si Fes un campo gradiente, esto es, si F=Vf decimos que F es un campo
conservativoy que f esuna funcién potencial de F .
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Ejemplos de campos conservativos o campos gradientes son el campo gravitatorio y el
campo eléctrico.
La primera pregunta que surge es: dado un campo vectorial F ¢existe un campo escalar

f tal que se cumple F =Vf ? La respuesta es "no siempre".

Para saber si un campo F es un campo conservativo hemos usado un procedimiento de
basqueda y construccion de la funcién potencial f (¢lo recuerdan?) pero . .. ;se
puede encontrar algun criterio que permita determinar rapidamente si el campo es

conservativo o no? Les adelantamos que “si”.

Siendo D un subconjunto abierto de %2, observemos en principio que, ...

I. Si F es conservativo en D Yy F=(M(x,y),N(x,y)) con M y N derivables con

continuidad en D, se tiene:

i) Existe f, funcion escalar, tal que M(x, y)=?:(; N (X, y)zgfy

ik
2 2
i) rotlfz2 9 2=(af—af)k
ox oy oz OXoy  OyoX
of of
— — 0
ox oy

o’f  o°f

iii) Como My N son derivables con continuidad entonces =
OXoy  0OyoX

rot(F)=0 en D

(lo dicho es vélido también para campos vectoriales en %R?)

Se tiene asi, bajo ciertas hipotesis, una condicion necesaria para que un campo vectorial

sea conservativo:

Si F es conservativo en D y las componentes de F tienen derivadas parciales continuas

en D, entonces rotF =0 en D.
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Actividad 11
a) Calculen jzx dx + 3y*dy siendo C el segmento de recta desde (0,0) hasta (1,1)
C

b) Calculen la integral de linea del mismo campo vectorial a lo largo del segmento de
recta desde (0,0) hasta (1,0), seguido del segmento de recta desde (1,0) hasta (1,1).

c) Calculen la integral de linea del mismo campo vectorial a lo largo de alguna otra
curva (propéngala Ud.) que vaya desde (0,0) hasta (1,1).

... Habran observado que los resultados anteriores son todos iguales. No es casualidad!

j2x dx + 3y2dy es un ejemplo de integral cuyo resultado depende solo de los puntos
C

extremos de C yno de lacurva C (si Ay B son dospuntosde R? y C;yC, son dos

curvas que van desde A hasta B entonces _[Zx dx + 3y’ dy = I2x dx + 3y? dy). Decimos
G C,

que [2xdx +3y*dy es independiente del camino.
[}

Comprueben que el campo vectorial F(x,y)=(2x3y*) (cuya integral a lo largo de

diferentes curvas calculd) es un campo gradiente ( f(x, y)=x? + y* es una funcion
y y

potencial) ¢Tendra esto algo que ver con el hecho de que I2x dx + 3y*dy sea
C

independiente del camino? Veamos:

1. Supongamos que F=(M(x,y),N(x,Yy)) esconservativoen D. Esto significa que

existe una funcion escalar f tal que Vf=F en todo punto de D. O sea:

M a y N =2fy. Supongamos también que M y N son continuas en D.

:8x

Sea C unacurva suave con punto inicial A=(x,,y,) y punto final B=(x,,y,).

b
Si F=F(t), t[a,b] es una parametrizacionde C, 1| = _[ F.dr = _[ F (F(t)).F '(t)dt
C a

donde, por hipotesis, Vf = F .
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Para recordar...

= [VE(F@)F Dt Siw=f(y) ysi X=x@;y=y)

siendo f diferenciable y X(t), y(t)derivables ,
entonces la funcidn compuesta

g(t) = f(x(), y®) = £ (F(1)

es derivable con respecto a t y se verifica :

0'(t) =§(x(t), YO X () +
X

D —— T

Observemos que si g(t) = f(r(t)),

Vi (F(t)).F'(t) es la expresion vectorial de
la derivada de g respectodet . O sea:

£, 000 Y O

g’'t) = VE(rt)).r'{). lo que puede abreviarse como producto escalar:
g'(t)=VF(F(t)) - F'(1)

De modo que resulta:

| :J'g'(t)dt =g()]2=90)-g@ = f(FO) - f(F@) = f(B)~ f(A) = f(x,y,) - f(x, V)

Por lo tanto:

Si F (con componentes continuas) es conservativo en D entonces el resultado de la

B
integral jlf-d r depende solo del valor de la funcién potencial del campo en los
Ac

puntos extremos de la curva y no de la curva misma.

Observacion: El resultado anterior (que es valido también en 9%°®) es sumamente
importante, pues da una condicion suficiente para la independencia del camino, ya que
el célculo se reduce — prescindiendo de la curva — a evaluar la funcion potencial en el
extremo B y restarle el valor que toma en A. Se lo conoce como “Teorema
fundamental para integrales de linea” (;Qué les recuerda?) Seguramente estan

pensando en la Regla de Barrow (la funcion potencial f podria interpretarse como una

especie de primitiva del campo F ).
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Una interpretacion fisica: Si F es un campo de fuerzas conservativo entonces el

trabajo realizado para desplazar una particula entre dos puntos es independiente de la
trayectoria, solo depende del punto inicial y del punto final.

En los siguientes ejemplos veremos como podemos hacer uso del “Teorema

fundamental para integrales de linea”.

Ejemplo 20

Probar que jzx dx + 3y2dy es independiente del camino en D = R?
C

y calcular el valor de la integral a lo largo de cualquier curva desde (0,0) hasta (1,1).

If=< 2x,3y 2> es un campo vectorial continuo en R*. Veamos que es conservativo.

Para ello buscamos una funcion f(x,y) tal que fozzx y ny:3yz.
Para que Zf:zX debe ser f(x,y):I2xdx = x%+h(y)
X
of 2

Buscamos ahora h de manera que se verifique que Y =3y%  Para que eso suceda

2
debe ser w =h'(y)=3y? yporlotanto h(y)=y*+C
y

" ﬁ:<2x,3y2> es conservativo y f(x,y)= x>+y* es una funcion potencial de dicho

campo.
Si C es cualquier curva suave a trozos que va desde (0,0) hasta (1,1), en virtud del

teorema 1 es:

jzx dx + 3y’ dy=f (L) - f(0,0)=2-0=2
[

Ejemplo 21

Para probar que el campo  E(x, y, z):<4xez , COS Y, 2x2e2> es conservativo en R?®,

busquemos f(x,y,z) tal que

_ of of of
F(x.y,2)=Vf(x,y,2)= <8X(X, ¥.2), E(X. y.2), — %y, Z)>
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Para ello debe ser: gf =4xe’* dedonde f(xy,2)= J'4x e’dx = 2x°e’ +9g(y,2)
X

of g

" (X, Y,2) :E(y, z)=cosy por lotanto g(y,z)= ICOS ydy = seny+h(z)

f(x,y,z) =2x*e* +sen y +h(z) ycomo Zf(x, y,z) debe serigual a 2x%e’
yA

setieneque  2x*e’ +h'(z) =2x* e’

Porlotanto, h'(z)=0 yentonces h(z) esuna constante.

f(x,y,z) =2x?e*+seny es una funcion potencial para F

F(x Y, z):<4xez , Cosy, 2x°e’ > es un campo conservativo.
Ejercicio 35

Demuestren que la integral de linea es independiente de la trayectoria en D =R’ y
evaluen la integral.

a) Inydx+(x2_1)dy; C desde (1,0) a (3,1)

b) I3x2y2dx+(2x3y—4)dy; C desde (1,2) a (-1, 1)
C

0,4)

c) .[yexydx+(xexy —2y)dy
1.0)

(4,-1,0)

d) I(z2 + 2xy)dx + x?dy + 2xzdz

(2,1,3)
1,0,7)

e) J'(Zxcos z—x%)dx +(z—2y)dy + (y — x*sen z)dz

(3,-2,0)

I11. Cabe preguntarse en este momento si solo para un campo conservativo F la

B
integral J'lf .d r es independiente del camino. La respuesta es si.
Ac

292



Campos conservativos e independencia del camino

Suponiendo que J'lf -dr es independiente del camino en un dominio conexo D , (que D
C

sea conexo significa que, para todo par de puntos en D, existe una curva suave Cc D

que una a esos puntos) y que las componentes de F sean continuas en D, puede

)
probarse (no lo haremos) que f(x,y)= j F-dr¥ con (x,y)eD es una funcién
(Xo0.Y0)

potencial de F en D (o sea, gzM y i=N )
X oy
conexo no conexo
conexo

Se tiene entonces:

Si las componentes de F son continuas en el conjunto conexo D,

J'lf .dF es independiente del camino en D siy sélo si F es conservativo en D.
C

Hay todavia mas para decir sobre campos conservativos e independencia del camino.

IV. Supongamos ahora que F es conservativoen D y que C es cerrada, suave a

trozos y contenida en D. Si f(x,y) es una funcion potencial de F entonces

j'lf-d r = f(B)—- f(A) donde A es el punto inicial de C y B es el punto final de C .
C
Pero siendo C cerrada esA=B , con locual se tiene que §|f -dr=0.
C
Reciprocamente, si iflf-d r =0 paratoda curva cerrada C, dadas dos curvas C1 Yy C»
C

ambas con punto inicial A y punto final B, se tiene:
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E.df+ jlf-df’z E.df — jﬁ.drzo (porque C; U (- Cy) es cerrada)
C c,

de donde se deduce que [F.df = [F.dF oseaque laintegral [F-dr
G, C

Cy

es independiente del camino.

Seguimos a esta altura sin contar con un criterio que nos permita decidir de manera
rapida si un campo vectorial es conservativo. Es cierto que podemos calcular el rotor del
campo Y, si vemos que no es nulo, estaremos en condiciones de afirmar que el campo no

es conservativo ¢ Yy si el rotor del campo es nulo?

V. ¢Recuerdan la igualdad {ﬁ.dfzﬂ' rot(F)-k dA ?
C R

Es la igualdad del teorema de Green. (;Qué condiciones debe cumplir F,C y D

para que podamos aplicarla?)

Bueno, suponiendo que las componentes de F tengan primeras derivadas parciales

continuas en D, que D sea un conjunto conexo Y tal que toda curva cerrada C c D
encierra solo puntos que estan en D (cuando eso se cumple decimos: D es un conjunto

simplemente conexo) y que rotF =0 en D, aplicando la igualdad de Green tenemos

fﬁ.df:ﬂrot(ﬁ)-k’ dA =0
C R
0 sea que, para toda curva cerrada C < D es §|E_dr =0 Y, por lo tanto, la integral
C

J‘ﬁ.dr es independiente del camino y el campo F es conservativo.
C
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simplemente conexo no simplemente conexo

Conclusion importante!!!!

Siendo F un campo vectorial cuyas componentes tienen primeras derivadas parciales

continuas en un conjunto D simplemente conexo (sin agujeros) contenido en R?,

rotF =0 enD si y sblosi F.dr esindependiente del camino en D

> C—y

B
(Relacionando con los resultados anteriores jﬁ.dr: f(B)— f(A) donde f es una
A

funcién potencial de F )

Observacion: Veremos mas adelante que un resultado similar es valido en R®

Enunciamos a continuacién un Teorema donde se resumen los resultados vistos:

Teorema

Sea F=(M(x,y),N(xy)) » MY N con derivadas parciales continuas en un conjunto
abierto y simplemente conexo D < %?. Entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1) F es conservativo en D

B
2) IIE -dF esindependiente del camino que une AconB enD
A

siendo  [F.dr = f(B)- f(A) donde f esuna funcion potencial de F

A

3) iflf -d ¥ =0 para toda curva C cerrada y suave a trozos contenida en D.
C

4) rotF=0 en D
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Si F representa un campo de fuerzas ...

. F es conservativo si, y s6lo si, el trabajo realizado para desplazar una particula entre
dos puntos es independiente de la trayectoria (s6lo depende del punto inicial y del

punto final)

F.dr = Ilf.df (si C, y C, tienen los
he mismos extremos)

2

. F es conservativo si, y s6lo si, el trabajo que realiza el campo siguiendo una

trayectoria cerrada es cero

O ——y
T
(X
=l
Il
o

. F es conservativo si, y sdlo si, el rotacional de ese campo vectorial en todos los

puntos es nulo

rot F=VxF =0

.Y maés importante atn !! ; F es conservativo si y sélo si podemos encontrar una
funcioén escalar llamada de energia potencial, cuyo gradiente sea F .y tal que, el trabajo

que realiza F sobre un mdvil entre dos puntos cualesquiera es igual a la variacion de

esa funcion escalar entre esos dos puntos.

F=Vf ; Tﬁ. dr = f(B) —f(A)

Actividad 12

a) Verifiquen que siendo C: x* + y* =1 (con orientacion antihoraria) y

2 2t 2

Fooy)=—Y i+—X _j resulta :fﬁ.drzzﬂ
XS +y XS +y c

b) ;Es F un campo conservativo en %? —{(0,0)} ?

c) Calculen rot F ¢qué observan? ;se contradice esto con los resultados vistos ?

296


http://es.wikipedia.org/wiki/Rotacional
http://es.wikipedia.org/wiki/Campo_vectorial
http://es.wikipedia.org/wiki/Energ%C3%ADa_potencial
http://es.wikipedia.org/wiki/Gradiente

Campos conservativos e independencia del camino

Ejercicio 36

Evaluen las integrales Jﬁ .dF Antes de calcular traten de aplicar algun resultado tedrico
C
valido.
) F(x,y)= <x2 +1,y° -3y + 2> donde C es una semicircunferencia que va desde
(-40) a (40).

b) E(x,v,2) =M donde C esuna curva que vade (1,3,2) a(2,1,5)

VX2 +y? +2?

- -y X ) 2 _
C) F(X'y):<x2+y2’x2+y2> donde C: x*+y*=2

d) ﬁ(x,y):<xz—+yy2,xzjyz> donde C: (x—4)% +(y—2)° =1

e) ﬁ(x,y)=< —y X > donde C: x*+y® =4

X2+y2 ’X2+y2

f) Comparen los resultados obtenidos en ¢), d) y e) . ¢ Qué observan?

Ejercicio 37
Consideren el campo vectorial F(x,y)=x] .

a) Grafiquenlo
b) Encuentren tres trayectorias C;, C, y C3 distintas de P(2,0) a Q(-2,0) tales que

jlf.dr=o : jlf.dr >0 Y jlf.dr <0
C1 Cc2 C3
¢) ¢ F esun campo gradiente?
Ejercicio 38
Supongan que una particula sometida a una fuerza If(x, y)=-yi—X se mueve en el

sentido de las agujas del reloj a lo largo de la pardbola y=x* de (1,1) a (-1,1) yalo

largo de larecta y=1 de (-1,1) a (1,1). Encuentren el trabajo realizado.
Ejercicio 39

Supongan que C es el tridngulo con vértices en (0,0), (4,12) y (4,0)

y F(xy)=yi+x] ¢ Cuanto vale Iﬁ .di ? ¢El campo es conservativo?
C
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Autoevaluacion (Curvas)

1. ¢Cdomo describe una curva en el plano en funcion de un parametro? ¢y en el
espacio?

2. ¢ Existe una tnica forma de parametrizar una curva? Justifique.
3. ¢ Qué describe la funcion vectorial paramétrica F(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k ; t e[a,b]?
4. ;Cudl es el pardmetro adecuado para curvas cerradas? ¢y para otro tipo de curvas?

5. Analice si las siguientes ecuaciones representan la misma curva:

. X2 +y?=1 e - - —
i) i) F(t)=costi+sentj+(3-costk ;O0<t<z
X+2=3
X = cost
i) & y=sent 0<t<37
z=3-cost

6. Para la curva C representada por F(t) =costi +sent j+3K , te [0,27]

obtenga las ecuaciones paramétricas y las cartesianas.

7. ;Cémo cambia la orientacion de una curva C representada por F(t) con te[a,b]?

8. Defina el vector tangente unitario T en un punto P de una curva C. ¢Cuél es la

direccion que tiene T ? ¢Cuando se dice que una curva C es suave?

9. ¢(Como calcula la longitud de una curva?
10. ¢A qué se Ilama funcidn longitud de arco?

11. ; Qué se entiende por parametrizacion natural de una curva? ;Como se obtiene?

12. Use la funcién aceleracion a(t) =i + j +k , v(0)=0 , F(0) = 0 para encontrar las

funciones velocidad y posicién. Calcular la posicionent = 2.

13. Halle el vector velocidad y la velocidad instantanea con que se mueve una
particula sobre una circunferencia de radio b descrita por
r(t) =bcos(wt)i +bsen(wt)j donde w esla velocidad angular constante.
Compruebe que el vector velocidad es ortogonal al vector posicion. Halle el
vector aceleracién y verifique que apunta hacia el centro de la circunferencia.

Calcule la magnitud del vector aceleracion.
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Autoevaluacion (Campos vectoriales)
1. ¢Qué quiere decirse con “campo vectorial”?

2. ¢Qué quiere decirse con “campo vectorial con componentes con derivadas parciales
continuas™?

3. Suponga que d=a,i +a,] +a;k es un vector constante y que

F(x,y,z)=xi +y ] +zk ¢Cuéles de los siguientes son campos vectoriales y cuales son
campos escalares ? Explique.
i)r+a i) r.a i) X2 +y2j+2%k  iv) x2+y2+72
4.Si g =L3 encuentre las siguientes cantidades: a) \ﬁ‘ b) F.r
i
¢) Un vector unitario paraleloa F y que apunta en la misma direccion.
5. Dibuje campos vectoriales en % que cumplan:
a) Todos los vectores son paralelos al eje x y tienen longitud constante.
b) Todos los vectores son de longitud unitaria y perpendiculares al vector posicién en
ese punto

¢) Todos los vectores apuntan hacia el origen y tienen longitud constante.

6. En la pagina 297, relacione las graficas de cada uno de los campos gradientes con las

gréficas de las curvas de nivel de la funcion potencial correspondiente.

7. Cada campo vectorial de las figuras de la pagina 298 representa la fuerza sobre una
particula en diferentes puntos en el espacio como resultado de otra particula en el
origen. Relacione los campos vectoriales con las descripciones siguientes.

a) Una fuerza de repulsion cuya magnitud disminuye conforme aumenta la distancia
entre las dos particulas. b) Una fuerza de repulsion cuya magnitud aumenta conforme
aumenta la distancia entre las dos particulas. c) Una fuerza de atraccion cuya magnitud
disminuye conforme disminuye la distancia entre las dos particulas. d) Una fuerza de
atraccion cuya magnitud aumenta conforme disminuye la distancia entre las dos

particulas
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Gréficos correspondientes al ejercicio 6 de la autoevaluacion sobre Campos vectoriales:
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Gréficos correspondientes al ejercicio 7 de la autoevaluacion sobre Campos vectoriales:
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Autoevaluacion (Integral de linea)

1. ;Como define .[f(x, y,z)ds donde f es una funcién continua sobre C y C es una
C

curva suave ?
2. Laintegral del ej. 1 generaliza el conceptode .................cee.n.. (complete)

3. a) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1 si C esta parame-
trizada en funcién del parametro longitud de arco.
b) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1 si C esta parametrizada en

funcién de un parametro cualquiera.

4. ¢ Qué resultado le da jds ? Justifique.
C

5. ¢Qué resultado le da j' f(x,y,z)ds, donde -C denota la curva C recorrida en sentido
-C

contrario? Justifique.
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6. Si z= f(xy) es una funcion continua y positiva y C una curva en R?, ;quée

Interpretacion geométrica tiene I f(x,y)ds?
C

7. Suponga que cuenta con un alambre de espesor despreciable (Cémo puede
calcular la masa y el centro de masa del alambre? Describa ademas, los elementos que
necesita para responder.

8. Enuncie propiedades de la integral del ej.1.

9. Explique cual es el significado matemético de [F.Tgs donde F  es un campo
C

vectorial definido sobre C, C curva suave orientada positivamente.

10. ¢(Como calcula la integral del ej 9 si C estd parametrizada en funciéon de un

pardmetro cualquiera?

11. Explique cuél es el significado fisico de jlf.fds donde F es un campo de
C

fuerzas que mueve una particula desde A a B en la trayectoria C .

12. ¢ Qué relacion hay entre jlf.fds y jlf.fds donde -C denota la curva C recorrida
C -C

en sentido contrario?

13. Indique notaciones equivalentes de jif.fds.
C

14.Si C=C; U C,donde C; y C, son curvas suaves ;Cémo calcula jﬁ_fds?
C

15. ;Cémo se llama {lf Tds ?
C

Autoevaluacion (Teorema de Green - Independencia del camino)
1. Enuncie el teorema de Green describiendo los elementos involucrados.

2. Enuncie la forma vectorial del teorema de Green describiendo los elementos
involucrados.

3. Use el teorema de Green para encontrar una expresion para calcular el area de una

region plana usando la frontera, describiendo los elementos involucrados.

4. Justifique la extension del Teorema de Green cuando la region R es una corona con

fronteras C; y C, (curvas cerradas y suaves).
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5. Utilice el ej 4 para relacionar la integral ifF.dr con {F.dr para el caso en que
C1 Cc2

F esuncampo vectorial con rotF =0 en R . Justifique lo que afirme.
B

6. Calcule usando funcidn potencial (si es posible) J'zxydx +x%dy , siendo A(1,1) y
A

B(2,3).

7. Enuncie el teorema de Green y justifique su generalizacion cuando la region R es la

de la figura con fronteras C; ,C, y C3 ( curvas cerradas y suaves).

C

Cs
8. Utilice el ej 7 para relacionar la integral fF.dr con §F.dr y fF.dr siendo
C1l C2 C3

F un campo vectorial con rot F =0en R. Justifique lo que afirme.
B

9. Muestre que si rotV =0en D regién simplemente conexa entonces N-fds es
A

independiente del camino, siendo Ay B dos puntos de D.

- - - 7 B —_ —
10. Muestre que si V es conservativo en D region conexa entonces J'V.Tds es
A

independiente del camino, siendo Ay B dos puntos de D.

11. Muestre que si F tiene componentes con derivadas parciales continuas y rot F =0

en D simplemente conexo entonces la integral de F sobre cualquier curva C cerrada
es Cero.
12. Analicesi F(x,y)= = y . X ~jy b=D = %2 —{(0,0)} cumplen las

+y? x> +y

hipdtesis del ej. 11

13. Calcule laintegral de F del ej. 12 sobre C siendo C la circunferencia
centrada en el origen y de radio 5.

14. Calcule la integral de F del ej. 12 sobre C siendo C la circunferencia centrada en
(2,0) yde radio 1.

15. Calcule laintegral de F del ej. 12 sobre C siendo C la circunferencia centrada en
(2,7) yderadio 1l

16. Si F=Vg(xy,z) en D, justifique que lacirculaciénde F alo largo de
cualquier trayectoria cerrada C es “nula” .
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y - x—-1

2 2 - 2
x=D"+y"  (x=-D7+y
sobre una curva cerrada que no encierre al punto (1,0)? ¢Y si lo encierra?

17. Si F(x,y) =

_7 ¢Puede decir cuénto vale la integral de F

18. Analice si F(x,y)=(2x+y)i +(x+2y)] ] ,estaen las hipotesis del j.16 en
%2 ycalcule laintegral de F siendo C la circunferencia centrada en el origen y de

radio 1.

19. Si F es el campo vectorial del ej. 18 ¢Cuanto vale la integral a lo largo de
cualquier curva cerrada?

20. ¢Por qué es importante conocer si una integral es independiente del camino?

21. ¢Por qué es importante saber si un campo vectorial es un gradiente?

22 ¢Qué condicion le permite asegurar que un campo es conservativo?

23. Use Maple para graficar los siguientes campos vectoriales:

i) [x,0,0] i) [y,-x,0] i) [3*x*z, x"2, x*cos(y)]
IV) [2%X,2*y*2/\2,-2*y"2*Z] V) [2*Xx*Z,2*y*z,2*(X+Y)]

Vi) [y/(x"2+y"2),-x/(x"2+y"2),0]

¢Cuales son conservativos?
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Capitulo VI: Integrales de superficie

Asi como la integral de linea extiende el concepto de integral definida al caso en el que
el dominio de integracién es una curva, la integral de superficie que estudiaremos en
este Gltimo capitulo extiende el concepto de integral doble al caso en el que el dominio
de integracion es una superficie de 9:°. Para poder abordar la definicién, el calculo y las
propiedades de este nuevo tipo de integrales estudiaremos primeramente las superficies

y Su representacion vectorial paramétrica.

Superficies

a) Descripcion implicita:

Recordemos que toda superficie S, puede identificarse por medio de una ecuacion de

la forma F(x,y,z)=0. Siempre podemos suponer que S es la superficie de nivel

k=0 de lafuncion w=F(x,y,z).

Si F admite derivadas parciales continuas, no nulas a la vez, en cada punto de S, el
vector gradiente de F, es ortogonal a cada una de las direcciones tangentes a las curvas

contenidas en S pasando por ese punto.

Observacion: este resultado es una consecuencia de la regla de la cadena (derivada de

funcién compuesta), aplicada en forma vectorial.

Una “abreviada” demostracion (jpor si no lo recuerdan!):

Si C es curva suave contenida en S (superficie de nivel de F) pasando por P,
y r=r(t) ,t e | su ecuacion vectorial, al evaluar F en cada punto de C, se tiene la
composicion g(t)=F(F(t)) , que resulta ser funcion constante (;por quée?). Al derivar
g(t) con respecto a t, y evaluar en t,, se tiene:  g'(t,)=VF(R,)-F' (t,)=0 ,

Luego, VF(P,) esortogonal a 7 (t,) , cualquiera sea la curva que pasa por P,.
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En estas condiciones, se dice que VF(P,) es el “vector normal” a Sen P, vy el plano
pasando por P, con normal N =VF(P,) es el plano tangenteaSen P, .

Al suponer que esto ocurre en cada punto de S, se dice que S es una superficie suave:

N varia con continuidad sobre S.

Ejemplo 1

En laesfera x> +y®+2z° =3, el vector normal en cada punto es:
N =VF =(2x, 2y, 2z).

Si queremos el plano tangente en P,(1,1,1) , basta con reemplazar:
N=VF(P,)=(222)

Entonces el plano tangente es  ¢:2(x-1)+2(y -1)+2(z-1)=0

osea: X+y+z=3

b) Descripcion explicita:

Si S es gréfica de una funcion z = f(x,y) con (x,y) € R, presenta como caracteristica

que toda recta paralela al eje z, trazada por puntos de R, corta a S en un punto

Xy ?
exactamente. Se dice entonces que S es superficie simple.

La ecuacién z = f(x,y) describe a S en forma explicita. Supongamos que en el
entorno de P, eR,,, f admite derivadas parciales, continuas ( f diferenciable en P,),
entonces, en el puntoQ, €S (correspondiente de P,), puede hallarse el vector normal,

suponiendo para S la ecuacion implicita:  F(x,y,z)=z— f(x,y)=0

Qo

R

Rxy
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Observaciones:

1) Si la ecuacion implicita se da como f (x, y)— z =0, se tendria,

_N:(i1ﬂ,_1J
OX oy

2) Si la tercera componente es 1; N tiene direccién “normal hacia arriba” (tercer angulo
director menor que 7/2). En caso de tener tercera componente —1, se tiene el vector

opuesto.

Cualquiera sea el caso, N =0, con componente continuas. Si esto ocurre en cada punto

Qe S (PeR,,), sedice que la superficie es suave y admite plano tangente.

Ejemplo 2
Sea z= f(x,y)=x*+y?® El vector normal en cada punto resulta:

N = (— 2X, —2y,1) (o su opuesto), orientado hacia el “interior” del paraboloide (hacia

“afuera”).

Actividad 1

Consideren ahora superficies que sean graficas de funciones de x yz ydeyyz
respectivamente, y establezcan las condiciones para ser consideradas superficies suaves.
Identifique los respectivos vectores normales y haga un esquema grafico. Proponga

ejemplos de tales superficies.

c) Descripcion vectorial: Otra forma de individualizar puntos de una superficie es por

medio del vector OP aplicado en el origen y con extremo variable en P& S .
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Al variar op, tenemos los puntos de S.

0

- - - - -7
¢Coémo varia OP? Teniendo presente -apelando a la intuicién- que los puntos en una

superficie tienen dos grados de libertad, es natural pensar que la variacion de OP va a
depender de dos variables independientes, u y v, que llamaremos parametros, tales que

el par (u,v) represente las coordenadas de un punto de cierto dominio R, que ubicaremos

en un sistema ortogonal uv. Al variar (u,v)en R, va a producir la variacion de OP y en

consecuencia de la ubicacion de P en S.

Podemos establecer entonces, que existe una correspondencia ' que asigna a cada

punto (u,v) € R, un Gnico vector F(u,v)=6P, siendo P S . Formalmente tenemos una

funcion vectorial de dos variables, cuyo recorrido (o imagen) es la superficie S.

La ecuacion F=r(u,v), (u,v)e R esllamada ecuacion vectorial paramétrica de S

R es un dominio paramétrico, que en caso de ser acotado y cerrado, se dice region

paramétrica, y en ese caso S es acotada.
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Podemos observar -tal como ocurria con las curvas- que el vector r(u,v) queda
identificado por medio de tres componentes reales, funciones de las variables u y v:

F(u,v) = X(UVv)i +Y(uv) j+Z(u,v)k

y COmo OP=xi+yj+rzk
x=X(u,v)

entonces y=Y(yv) (uv)eR
z=2(u,v)

definiendo asi un sistema de ecuaciones paramétricas de S.

El proceso de busqueda de una representacion vectorial para una superficie, es llamado
parametrizacion. Las parametrizaciones mas comunes son las que se “inspiran” en los

cambios del sistema de coordenadas:

Ejemplo 3 (Parametrizacion de un cilindro circular de radio a)

Sea S: x*+y*=a’

Teniendo en cuenta las coordenadas cilindricas de un punto del espacio, todo punto

P € S, queda individualizado por el &ngulo de giro (en la proyeccion) y la cota, ya que

r — a, para cada punto.

En consecuencia:

X =acosu
y=asenu
Z=V

designando u al angulo de giro y v a la cota.

AT
~_ |
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¢Como varian uy v? O<u<2r ; VeR
Entonces: S:F=r(uv)=acosui+asenu j+vk ;  (uv)eR
R={uv) / 0<u<2z; veR}

Podemos interpretar que R se convierte en S mediante T .

~ | T
- . ~_ | A
///\\
0 / 21 ~u a
/ X/v

Ejercicio 1
Parametricen los siguientes cilindros acotados explicitando la regién paramétrica.
a) x> +y*=4 entre z=0 'y z2=14
b) x*+y*=25 ‘entre z=0 'y y+z=56
c) x*+y?=4 entre y+z=4y y-z=4
d x*+y>*=1 entre z=0 'y Xx+y+z=4

e) y’+2° =1 entre x=-1 'y x =1

Ejemplo 4 (Parametrizacion de una esfera con centro en el origen y radio a)
Tomando como referencia el sistema de coordenadas esféricas, cada punto de S tendria

p = a, cualesquiera sean & y ¢. Si llamamos u = @ (angulo de giro) y v = ¢ (&ngulo

medido desde el eje z+ hasta OP ), se tiene:

X=acosusenv

<uc<
y=asenusenv con {82327%”
Z=acosVv -
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A\
<V

Entonces:
S:F=F(uv)=acosusenvi+asenusenv j+acosvk ;(uyv)eR

R={(uv) / 0<u<2r; 0<v<r }

Puede interpretarse que el rectangulo R se transforma en S mediante 7 :

Y

Pregunta: ¢En que se transforman los puntos del lado v = 7 ?, ¢y los del lado v = 0?;

¢que ocurre con los puntos donde v= % ?

Ejemplo 5 (Parametrizacion trivial)
Sea S:z=x’+y’
Haciendo X=UuU , y=V setiene:

S:F=FUV)=ui+vj+(Uu?+v?)k con (u,v) e R?
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Ejercicio 2

a) Parametricen el cono: x* +y? -2 =0.

b) idem porcién del mismo cono, entre z=0 y z=4.

c) idem porcion de paraboloide z = x* +y?, limitado por X+2z=4.

d) ¢Como puede parametrizarse un plano?

e) Parametricen la porcion de cono z =+/x* +y? en el interior del cilindro x* +y* =4.

f) Parametricen la porcion de esfera x> +y” +2* =16, en el interior del cono

z=x*+y%.

Direccién normal a una superficie dada por una representacion vectorial

Sea S: r=r(uv); (uv)eR. Supongamos que P ,eS proviene de (u,,v,)eR
mediante I . Consideremos en R la recta v=v,. Su imagen en S serd una curva gue
pasa por P,, que identificaremos como u-curva. Analogamente, la imagen de u=u,,

sera la curva - por P,- que llamaremos v-curva.

La razon de estas denominaciones es porque dejando fija una variable, la curva imagen

correspondiente se genera solo por variacion de la otra, que toma el rol de parametro.

AV

(Uo,\)

Se tiene asf: u-curva: F =F(u,v,) ; <« parametrou

v-curva: ¥ =7(u,,v) ; < parametrov

Supongamos ahora que r(u,v) admite en un entorno de (u,,v,) derivadas parciales no

nulas y continuas. Si ademas suponemos que ' v )Y 2" (u v.) no son colineales
ou "N T av e

312



Superficies

(?(uo,vo);sagr(uo,vo)} tenemos en P,, dos vectores que definen la direccion
u \

tangente a la u-curva y v-curva respectivamente. Siendo estos vectores, no nulos, no
colineales, determinan en P, un plano, con normal N =erzrj , llamado plano
u v (g Vo)

tangente. El vector N, que es no nulo y con componentes continuas (;por qué?) es

llamado vector normal a S en P,.

Observaciones:
1) Aceptamos a N como vector normal a S en P,...jporque lo es!, pero en realidad
deberia comprobarse también, que toda curva contenida en S pasando por P,, tiene
direccion tangente ortogonal con N .

or

2) Siendo N:ax‘(zr) vector normal a S en P,, también lo es su opuesto
u v (ug Vo)

Conclusion:

Dada S: ¥ =f(u,v) ; (uv)eR, sien cada punto (u,v)e R existen Z_r Z_r no nulas,
u Vv

no colineales, con componentes continuas, entonces, en cada punto P de S puede
- or or . L

hallarse el vector normal N ZEXE’ no nulo, variando con continuidad, y el

correspondiente plano tangente a S en P. Se dice, cuando esto sucede, que la superficie

S es una superficie suave.

Ejercicio 3
a) Hallen el vector normal para cada caso e indicar si es vector interior o exterior de las

siguientes superficies:

i) cilindro recto x* +y* =a’ ii) esfera centrada en Oy radio a.

b) Hallen el vector normal para las superficies :
i) z=4-—x*—y? limitada por z =0 (sobre el plano xy). i) z=x*+y?, bajoz=4.
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Area de una superficie
Supongamos que S es una superficie suave, acotada, dada por ¥ =(u,v), con(u,v) e R
¢Como podemos calcular el area de S? Definamos una particion en R, por medio de

rectas de laforma u=cte y v=cte. Estasrectas producirdn en S un conjunto de

u-curvas y v-curvas, generando una subdivision de la superficie en porcioness;.
Trataremos de relacionar las areas de las dichas porciones S, con las areas de los
rectangulos R. en que se ha dividido R.

aV

AV

Ri

AU
L/

U

Supongamos S, “imagen” de R, siendo P, <> F(u;,v;)
Sean: AS, —éareade S, y AR =dreade R, =Au.Av

AS, = AST = &rea de un paralelogramo (porcion del plano tangente a S en P,) de lados

AR TRVAVVIIRVS ANCLRTRVATY
ou ov

7 v-curva

Si

u-curva
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Omitiendo las formalidades, podemos decirle que:
area(S)= Y AS, =Y |N| AR,
i=1 i=1 '

or _or
X —

y como |N(u,v) = TR

es una funcion continua, existe el limite de estas sumas,

resultando la integral de la funcién |N | y representando en consecuencia el area de S.

érea(S):ﬂ ZE or

_— X —
R

dAJV

ov

Ejemplo 6
Sea S porcion del cilindro x*+y? =4, limitado por z=0 e y + z = 4. Calcular el area
de S.

Az

—

T ;
_ )
an

X

Sabemos que:  S: F(uv)=2cosui+2senu j+vk donde: JO0<u=27
0<v<4-2senu

Hallamos el vector normal:

oF _ ysenui+2cosu j+0K ; O _0i+0 j+1K
ou oV
oFf or i J K ) .
N(uyv)=—x—=|-2senu 2cosu 0 |[=2cosui+2senu J+0Kk
ou ov 0 0 1
27 4-2senu

Entonces: |N|=2 Y area(S)= I j 2 dvdu =167 (unidades de superficie).
0 0

¢ Como podemos proceder si la superficie es grafica de funcion?

Supongamos Ssuave S:z=f(x,y) , (Xy)€Ry.
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Zi

Dijimos que pueden considerarse a x e y como parametros siendo Rx la region

paramétrica : S: F(xy)=Xxi+y j+ f(x,y)k
of 1i40j+27¢ ; 2 :of+1j+ﬂ|2
0 X 0 X oy oy
i j k
Entonces: N:ﬂxﬂ: 1 0 aof :_Ql_ﬂ P11k = _ﬂ,_ﬁ
X 0y 0 X ox 0y ox 0Y
: ot
oy

Completen las formulas que se tendrian, para calcular el area, cuando S es grafica de

una funcidon x = g(y,z) vy cuando es grafica de y = h(x,2).

Ejemplo 7

Calcular el area del paraboloide z = x* +y?, limitado por z = 4.

k<V

Rxy
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En este caso S es grafica de funcion.  S: z=f(x,y)=x*+y® con (x,y)eR,

donde R, ={(xy) / x*+y?<4} (circulo)
N=(-2x,-2y,1) - |N|=y1+4(x*+y?)
g élrea(S):J'J.\/1+4(x2 +y?)dA,

La integral doble que tenemos que calcular es apta para ser trabajada en coordenadas

27

2
polares: area(S) = j Vi+4r?rdrdo  (completen!)
00

Propuesta para meditar (jimportante!): Sea S la porcién de plano 2x -3y +4z—-3=0
que se proyecta en el rectangulo R, ={(xy) / 0<x<2 ;0<y<3}.;Como calcular

el areade S?

Zi

A4

Por lo que vimos, debe integrarse el mddulo del vector normal, en la region de
proyeccion.
Como se trata de un plano, alguien podria -en forma apresurada- decir que su vector

normal es: N=(2,-3,4). Claro que si, es cierto, eso es sabido por geometria, pero su

modulo es entonces \N\:xﬁ, y de esta manera el éarea calculada seria:

[[-/29dA,, =6./29
Ryy

Alguien -mas cuidadoso- tendria en cuenta la férmula que corresponde al calculo del

area de una superficie dada en una forma explicita z = f (x,y).
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En el caso propuesto, se debe despejar entonces z:

_ 3-2x+3y
4

Nz(i’_j’lj v N \16 16" \F

s érea(S)=ﬂ@dAxy=%@: 2\@ i

= f(x,y), enconsecuencia:

¢Qué ocurrié entonces? Si bien es cierto que lo que debe integrarse es el modulo del

vector normal, éste debe ser el que relaciona las areas de las S; con las de los
rectangulos R;, y ese es el vector obtenido como (_af ,_ﬁ J_J -0 su opuesto-.
ox oy

Conclusién: no cualquier vector normal a una superficie sirve para el célculo del area.
Si bien todos definen la misma direccion, el &rea solo se obtiene con aquel de médulo

adecuado.

Ejercicio 4

Calculen el area de las siguientes superficies.

e Salvo que se indique otra cosa, traten de resolver (en los casos en los

am<L

que ello es posible) usando una representacion explicita de la

superficie, ya que por lo general resulta ser ésto lo mas sencillo.

1) Una esfera de radio a. (parametrizando con coordenadas esféricas).

2) Una esfera de radio a. (Calculando el area de un hemisferio, dado en forma
explicita).

3) Porcion del plano y = 3x, interior al paraboloide z = x* +y?, limitado por z = 4.

4) Porcion del cono z=+/x*+y® cortada por los planosz=2yz =6
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5) Porcion de laesfera x> +y®+z? =a’, interiora x*+y”>—ay=0(con z>0).
6) Porcion de paraboloide z = x*+y?, cortada por los planosz=2 y z=6.

7) Porcion del plano x+ 2y +2z =5, limitado por los cilindros x=y*y x=2-y?.
8) Porcion de cilindro x* +y? = 4; limitado por Z =Y, en el primer octante.

9) S porcion de plano y+2z =2 dentro del cilindro x* +y? =1.

10) Casquete de paraboloide z =2—x* —y?, cortado por el cono z=+/x* +y” .

Uso de MAPLE:

Podemos graficar una superficie dada en forma paramétrica utilizando los siguientes
comandos

> with(plots):

> plot3d([cos(x),sin(x),y],x=0..2*Pi,y=0..10);

Integral de superficie

Sean S una superficie acotada y suave y ¢ una funcion real, definida y acotada en los
puntos de S.

¢Qué significado puede darse a ¢ ?. Si #x,\y,z) > 0 en S, ¢ podria representar la
“densidad superficial de masa” (es decir, una funcion que distribuye masa por unidad de
superficie)

El procedimiento que conduce a la definicion de la integral de ¢ sobre S, es el mismo

que se ha presentado anteriormente: consiste en dividir, aproximar . . .
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1°) En esta ocasion se divide S por medio de un numero finito de pequefias porciones

Sicon areas (ya las sabemos calcular) AS;; i=1,..,n.

2°) Se elige P €S, (punto arbitrario), se calcula ¢(P")AS; y se suman los resultados:
J, =2 (P )AS,
i=1

Siendo & =max{d(P,Q); P €S;,Q €S;} Y 6™ =méax{s,/i=1..n}

3°) Si lim J, =1e% independientemente de las particiones definidas y de la eleccion
sM0

de los puntos P, ¢ se dice que es integrable sobre S y la integral de superficie de ¢

sobre S, que se denota H #(x,y,2)dS , es ese ndmero I.
S

Pregunta: Si ¢ representa la densidad superficial de masa en cada punto (x,y,z)

(¢(x,y,z)=0en S) ¢qué interpretacion le da a esta integral?

Calculo de la integral de superficie
Si S esacotadaysuave y ¢ esunafuncion continua en los puntos de S, entonces ¢

es integrable sobre S.

Vamos a dar una idea -no demasiado rigurosa- de como se calcula J'j #(x,y,z)dS -
S

Supongamos S: F=7(u,v) ; (uv)eR
Consideremos en R una particion, por medio de rectas paralelas a los ejes, que
determinan un ndmero finito de rectangulos R; con areas AR;. Supongamos que n de

esos rectangulos estan totalmente contenidos en R.

/ v
\\ T T
[ R /
\ i R
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Esa particion de R, se corresponde con una division de S, por medio de n porciones de

superficie Sicon éarea AS;.
or or

X —

Sabemos que AS =
' ou ov

AR

N| .AR, Vi, esdecir: AS =

Cada punto P € S, es extremo de un vector F(u,v). Un punto arbitrario P € S;, proviene

de cierto F(u’,v; ). Entonces:

L (L =\ OT OF
J, _;¢(r(ui WV, ))a il AR,
¢(F(ui*,vi* ))gx‘;; es la funcion g(u,v) = ¢(F(u,v)) Fxg\r/ evaluada en (u v )

Como g es continua (¢por qué?) el limite que nos conduce a la integral de superficie, es

el mismo que nos permite calcular la integral doble de g en R:

or

j [#(x,y,2)ds = jj HF(UV)) | dAJV

Observaciones:

1) El integrando a resolver es la funcion ¢ evaluada en cada punto de S, multiplicada

por el médulo del vector distintivo (normal) de la superficie (¢,que analogia se tiene con

el calculo de la integral de linea de una funcion escalar?)

2) Si contamos con una representacion explicita de S, o sea, si por ejemplo es

of of 1}

S: z="f(x,y) , (xy)eRy , vimosque: N=[-—"" -“"
ox oy

(asz [asz
1+ — | +| —
0 X oy
Ademas: g(evaluado en S)=g(x, y, f(x,y))

Asi que resulta: = [ 9%, y,2)d8 = [[ #x, v, £ (% )1+ (£, +(F, F oA

Planteen Ustedes los calculos correspondientes en los casos S: x= f(y,z), (v.z)eR, Y

y por lo tanto N =

S:y=1(zx),(zx) eR,
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3) Debido a que J'J' #(x,y,2)dS, se calcula por medio de una integral doble, se verifican
S

todas las propiedades validas para ese tipo de integral.

4) ﬂ' dS = area (S)

5) La superficie S puede ser union finita de superficies suaves.

SiS=S,uS, donde S, yS, tienen en comun a lo sumo una linea; donde no puede

trazarse plano tangente, S se dice suave a trozos. Si ¢ es integrable sobre S, yS,, es

integrable sobre S y se tiene: ﬂ #(x, y, 2)ds = ﬂ #(x. Y, Z)dS+J] #(x,y, z)ds
5,

s S,

Ejemplo 8
Calcularemos _U\/xz +y? dS, siendo S: porcion de cilindro x*+y* =4, limitado por
S

z=0 vy z=4.

A\

Como tenemos una superficie que no es grafica de funcién, usamos una

parametrizacion adecuada:

F(uv)=2cosui+2senu j+vk con 0<u<2zr y O0<v<4
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H(X,y,2)=X* +y° ~. ¢(evaluadoen S) =4 cos’u +4 sen’u =2
N:a—rxa—T:ZCosuthenuHOR y ‘N‘:al or _,
ou ov ou ov
2z 4
.-.|:” 2.2 dvdu=327
00
Ejemplo 9

Calcularemos [[ zds , siendo S porcion del cono z=+/x? +y? ; limitado por z = 4.
S

Ay

\

En este caso:
S:z=f(x,y)=vx*+y?, (X,yY)eRy  siendo R, ={x y)/x?+y? <16}

y el vector normal es entonces: N:(— / x Y ,1]
|

x? +y? \/xz +y?

2 2

_ Xy
‘\X2+y2 X2+y2 ‘\

Observemos que en el origen no esta definido N . (La superficie es suave en todos

2 2
ZE(XZ:;/Z) _ 2

sus puntos salvo en el origen). Esto no modifica el calculo (un punto tiene area nula).
Notemos también que el vector normal varia punto a punto pero que su modulo es

constante.

Completamos el calculo de la integral:

#(x,y,2)=2z .. ¢(evaluadoen S)= ¢(x,y,\/x2 +y? ): Jx? +y?
)" 12842

27 4
JSJ.ZdSZQ‘/XZerz ﬁdAW=££rﬁrdrd0=\/§2ﬂ% :

T
0
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Aplicaciones de la integral de superficie: Centro de masa

Si ¢(x,y,2)=>0 en S suave, siendo ¢ la densidad superficial de masa, entonces:

1) Masa: m(S)=[[g(x y,2)ds

2) Centro de masa: (X,Y,2), definido por:

donde M, =ﬂx¢(x,y,z)d8 M, =.Uy¢(x,y,z)d8 » M, =Hz¢(x,y,z)d8

son momentos de primer orden, con respecto a los planos coordenados.
Observacion: Si #(x,y,z) =k (cte) al centro de masa, se le dice centroide.

Ejercicio 5

Integren:

a) #(x,y,z)=Xx sobre el cilindro y=x?, 0<x<2 , 0<z<3,

b) #(X,y,2)=12 sobre y? +z? =4, z>0,1<x<4.

¢) ¢(x,y,z)=z? sobre el hemisferio x* +y* +z° =a’, z>0.

d) ¢(x,y,z)=x*v5-4z, sobre z=1-x*-y?, 2>0.

e) ¢(x,y,z)=yz, sobre la porcion de esfera x*+y?+z>=4 por arriba del cono
z=xX+y2.

) #(X,y,2)=x+y+2 ,sobreS: x> +y? =1, 1<z<2,

Ejercicio 6
Hallen el centroide de:

a) la porcion de esfera x* +y? +z° =a® que se halla sobre el primer octante.

b) la porcién de cono X* +y*—z? =0, entre los planosz=1,z=2.
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Flujo de un campo vectorial a través de una superficie
Para definir este concepto necesitamos que la superficie en cuestion retna ciertos
requisitos:
1) S tendré que ser acotada y suave.
Recordemos que, si S: ¥ =F(u,v) ; (u,v)eR esto significa que:
e Resunaregion cerrada y acotada del plano uv

ar, T no nulas, no colineales, con

ou ov

e en cada punto (uv)e Rexisten

componentes continuas, que determinan en el correspondiente punto de S el
vector normal N (N _or.or 4 N _or.or ) cuyo modulo interviene en
ou ov ov ou

el calculo de una integral de superficie sobre S

De ahora en més i denotara un vector normal unitario en un punto de S

OF OF or _or
22 —X—
fo0u ov 0 f= 20V 0du
or or or or
ou ov ov ou

2) S tendra también que ser una superficie en la que se distingan dos caras, identificadas
cada una de ellas con una de las dos elecciones posibles para i .
Las superficies que cumplen esa condicion se llaman orientables y se dice que se ha

orientado a la superficie cuando se ha elegido una de las dos posibilidades para .

Ejemplo 10

Consideremos la superficie cilindrica x> +y*> =4
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Parados en un punto P de la superficie S tiene sentido hablar de una direccion normal

hacia el exterior: entendemos que se esta considerando fi apuntando hacia afuera y

mas aun, elegido ese vector n, podriamos desplazarlo continuamente a lo largo de

cualquier trayectoria sobre S y regresar a P apuntando siempre hacia afuera.

S: F(uv)=2cosui+2senu j+vk con 0<u<2z y ve®R ,

i i K
or or
=|—-2senu 2cosu O =<2cosu,25enu,0,> y — X
0 0 1 ou ov

or or
X —

£ =2
ou oV

A = (cosu, senu,0,) < normal exterior (comparen las componentes con las del
vector posicion (2cosu,2senu,v ))

Si se eligiera la direccion normal interior considerariamos fi = (—cosu,—senu,0,)

Observaciones:

1) También son orientables las superficies suaves a trozos S =S, US, (suele decirse

tambien seccionalmente suaves), quedando orientada S cuando se eligen en S, yS,

vectores fi, y fi, respectivamente que inducen en la curva interseccion (de acuerdo a la

regla de la mano derecha) orientaciones contrarias.
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2) Las superficies con las que estamos trabajando son todas orientables. En realidad
toda porcion suficientemente pequeiia de una superficie suave siempre es orientable.

Pero . . . existen superficies que no son orientables como la Ilamada cinta de Moébius

Observen la figura y expliquen cuantas caras tiene la cinta siguiendo el recorrido de las

hormigas.

Curiosidades

La cinta de Mdbius fue descubierta en 1858 por el matematico y astronomo aleman August
Ferdinand Mobius (1790-1868) Se trata de una superficie tan sencilla como sorprendente. Si
tomamos una cinta de vértices ABCD y unimos A con D y C con B dandole media vuelta
obtenemos una superficie que contra toda apariencia tiene una sola cara, un solo borde y no es

orientable.

Si partimos de un punto de su superficie y comenzamos a colorearla, acabaremos pintado toda la
cinta sin haber rebasado el borde. Por consiguiente, solo tiene una cara. Si reseguimos con el
dedo uno de los bordes llegamos al punto de partida habiendo recorrido los dos bordes
aparentes. Y lo mas sorprendente: si consideramos un vector n perpendicular al plano de la cinta
en cualquier punto P, este cambiara su orientacién a medida que recorremos la cinta por su linea

central, llegando a convertirse en —n al llegar al mismo punto.

La cinta de Mobius tiene aplicaciones practicas: como cinta transportadora de desgaste uniforme

por "ambas caras”, o bien como cinta abrasiva.

Dicho todo esto . ..
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Sea S orientable y F campo vectorial con componentes continuas, definido en cada

punto de S. Sea r el normal unitario elegidoen S .
Llamamos integral de flujo (o simplemente flujo) del campo vectorial F a través de

S, en la direccion de f, a la integral de superficie, de la componente normal de F

sobre S.

S|

= Flujode F atravésde S en la direccion de i

[
TN
=)
o
)

¢ Qué significado podriamos darle a esta integral?

Consideremos un fluido en movimiento. Supongamos que la velocidad en cada punto
(X,y,z) por donde pasa una determinada particula no depende del tiempo (hablamos de
una “corriente estacionaria”). La velocidad es entonces un campo vectorial V(X,y,2).
Supongamos que p(x,y,z) es la densidad de fluido en (X,y,z) (masa por unidad de
volumen). Aclaremos que p es un campo escalar asociado a la corriente. Puede ser
constante (en ese caso el fluido se dice incompresible) o variar punto a punto (fluido
compresible, tal como un gas). Entonces, el campo F(x,y,z)= p(x,y,z)V(x,y,z) €S
llamado densidad de flujo de la corriente (vea que el vector F tiene la misma
direccién que la velocidad).

Si consideramos una pequefia superficie S;, con normal fi en la corriente fluida.

AS, =éareadeS,
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Entonces F -fi en P representa:

masa ~ distancia B masa
(unidad de volumen) (unidad detiempo) (unidad de sup erficie).(unidad de tiempo)

y (F-A)PR).AS,, representa la masa de fluido, que pasa a través de as, en la direccion

normal, por unidad de tiempo.
Imaginen entonces, para una superficie S (que puede dividirse en pequefias porciones

S,), el significado de ﬂ F-fdS.
S

Calculo de la integral de flujo

Supongamos S: F =7(u,v), (u,v)e R(region)

L[If ids = jRj(lf ﬁ)(F(u,v))%x% dA, -
(e .(ar/aUXar/av)gxg B (or or
_-[R F(r(u.v) 0F/ouxaF/ov| [ou ov A J; F(rwv) (au ij A

Este resultado es obtenido para el vector normal N ==—x—— . Si la direccién normal

[8))
o
<

elegida es lade —N el resultado sera opuesto. Si no se especifica la “cara” sobre la que
se trabaja en S, se indica:

[[F-igs = =] lf(f(u,V))(a—an—F)d/’w

s f ou ov

Ejemplo 11
Sea F=xi+y]j+zk yS:porcionde cilindro x?+y? =4, limitado por z=0 y

z = 4. Calcularemos el flujo de F através S con direccién normal exterior.
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Como S no es gréfica de funcidn se recurre a la representacion paramétrica:
F(uv)=2cosui+2senu j+vk con Ry, ={(uVv) / 0<u<2r ; 0<v<4}
.o or or o - A .
Entonces: N = v 2cosui+2senu j+0k (N esel normal exterior)
u \Y
F(evaluadaen S)=2cosui +2senu j+vk
IE(F(U,V))-(ﬂxﬂj =4cos’u+4sen’u =4
ou ov

F-ids = [[4dA, = 4érea(R,)
J Il

S uv

como éarea(R,,)=27.4=8r, j F.-AdS = 32z

Si se elige la “cara interior” del cilindro, el resultado es el valor opuesto. Asi puede

interpretarse el llamado “flujo saliente” y “flujo entrante”.
Célculo del flujo con representacion explicita de la superficie
Si S z=f(xy); ((xy)eR, Y F(x,y,2)=(P(x,y,2),Q(x,y,2),R(X,Y,2))
F(evaluadaenS)=F(x,y,f(xy)) Y N :J_{_af,_af,lj
ox 0y

.'.ﬂlf»ﬁds = I F(x,y,f(xy))-NdA, =
]| POy, T QU Tx) T+ ROy, 09|08,
A T T ey ¢
Propongan las integrales para calcular el flujo de un campo, cuando S es grafica de una

funcién x =g(y,z) o y=h(x,2)

Ejemplo 12
Calcularﬂ F.Ads siendo F=xi+y j+zk yS:porcion de paraboloide 4—z = x* +y?
S

limitado por z =0 con direccién normal exterior.

4
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S: Z=4—X2_y2 : (x,y)eny donde ny:{(x,y)/x2+yzs4}
F(evaluada en S)=xi+y j+(4—x*—y?)K

N =(2x,2y,1) (¢por qué es este el vector?)

35l

Sjlf

as = J(2x2+2y2+4—x2—y2)dAxy= J] (4+x2+y2)dAXy
RXY RXY

Como R, ={(x,y)/x?+y?<4} conviene para completar el calculo de la integral pasar a

coordenadas polares: ﬂ F-fidS =

S

(4+r?).rdrdg=24r

o'—,g
O ey N

Observacion: La notacion alternativa ﬂ(P cos a +Qcos B+ Reosy ) dS  suele utilizarse
S
para indicar la integral de flujo J]' F.idS siendo F=Pi+Qj+Rk vy
S

A=cosal +cos S | +cosyk

Ejercicio 7

Calculen .U (xzcosa + yzcos B+ x?cosy ) dS , siendo S: x* +y?+z? =a®, con normal
S

exterior.

Ejercicio 8
Sea S porcion de plano limitado por un triangulo de vértices (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1), con
normal que tiene tercera componente no negativa. Si F =xi+y j+z k , calculen

[[F-nds , utilizando a) larepresentacion r(u,v)=(u+v)i+(u-v) j+@-20)k .
S

b) una representacion explicita de la forma z = f (x,y)

Ejercicio 9
Sea F(x,y,z)=xi —(2x+y)j+zk el vector densidad de flujo de un fluido. Si S es el
hemisferio x* +y*+z? =1,conz>0y i normal exterior a la esfera, calculen la masa de

fluido que atraviesa S, en la unidad de tiempo, en la direccion fi (sélo planteo)
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Ejercicio 10
Con los datos dados en el ejercicio anterior, tomamos S como superficie cerrada,
incorporando la base en el plano z=0, con normal —k. Calculen la masa de fluido a

través de la superficie cerrada (s6lo planteo).

Ejercicio 11

Calculen las siguientes integrales de flujo:

a) F=(y,—x1), S porcion de z=x’+y?, bajoz=4con fi hacia abajo.

b) F=(y—x,z),S porciénde z=+/x2+y? , bajoz=3con i hacia abajo.

) F=(01y), S porcion de z=+/x> +y?, en el interior de x? +y? =4 (7 hacia abajo).

d F =(xy,y?,z), S superficie cerrada formada por las caras del cubo: 0< x<1;
0<y<1;0<z<1con n hacia el exterior.

e) F =(yx.1x), Ses laporcion de z=2—x—y sobre el cuadrado: 0< x <1;
0<y<1; con N hacia arriba.

f) F=(y,0,2), S es la frontera de la region limitada arriba por z=+/8—x? —y? y abajo

por z=+/x?+Yy?  con N hacia el exterior.

Ejercicio 12
Sea F(x,y,z)=—zi+xj+yk y S la porcién de plano x+y+z=1 en el primer

octante, con normal N alejandose del origen.

a) Comprueben que H rot E -fi dS Z{ﬁ .dr , siendo C la frontera del triangulo que forma el
S C

plano con el primer octante, con la orientacion inducida por la normal fielegida.

b) Si V es el sélido, limitado por esa porcion de plano y los planos coordenados,

limitado entonces por una superficie cerrada S, comprueben que

Ljﬁ.ﬁdszﬂjdivﬁdv

\
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Teorema de Stokes

George Gabriel Stokes (1819-1903) fue un matematico y fisico irlandés que realiz6

importantes contribuciones a la fisica tedrica y a la teoria de series.

El teorema de Stokes permite relacionar una integral de superficie con una integral de
linea. Es una generalizacion del teorema de Green que relaciona una integral doble con

una integral de linea. En ambos casos la integral de linea es una circulacion.

Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientable, en la que se ha elegido una direccion normal fi.

C curva frontera de S, orientada de acuerdo a la orientacion inducida por fi.

Si F es un campo vectorial cuyas componentes admiten derivadas parciales continuas
en un dominio abierto D < R*® que contienea Sy C,

entonces:

_UrotliﬁdS:iflidF *)

S C

Una consecuencia inmediata del Teorema de Stokes es la siguiente:
Supongamos que S, y S, sean dos superficies orientables con la misma frontera C y que

ambas superficies estén orientadas de acuerdo con la orientacion elegida para C (“regla

de la mano derecha”) . . .

333




Teorema de Stokes

si F es un campo vectorial cuyas componentes admiten derivadas parciales continuas

en un dominio abierto D — R® que contienea S, ,S, Yy C, entonces

_Urotlf-ﬁld8=_[|'rotlf-ﬁ2 ds -
s,

S
En efecto: de acuerdo al Teorema de Stokes ambos miembros de esa igualdad son
iguales a {lf-df

C
Podemos afirmar entonces que:

“El flujo de un campo rotor, no depende de la superficie que atraviesa, sino de su frontera”

Aplicaciones del Teorema de Stokes
1. Célculo de la circulacién de un campo F a lo largo de una curva C por medio de

una integral de superficie del campo rot F .

Ejemplo 13

Calcular §(z —y)dx+(x—z)dy +(x+2z)dz aplicando el Teorema de Stokes, siendo
c

X2 + y2 =2y ) ., ) ) . )
C: , Ccon orientacion “antihoraria” mirando desde arriba.
y=z2

;z
=

N )

Observemos que la curva es plana (contenida en el plano y = z). Consideremos
entonces la porcidn de ese plano que tiene como frontera a la curva C :

S:z=y=f(x,y) con (xy)eR, donde R, ={xy) I x> +(y-1) <1}

N=(0,-1,1) (¢porquéno N =(0,1,-1)?)
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La superficie S, la curva C y el campo F =(z—y)i +(x—2) j+(x+2)k, estan en las
condiciones del Teorema de Stokes ( jverifiquenlo! ), por lo tanto:

j'(z—y)dx+(x—z)dy+(x+z)dz = Hrotlf-ﬁds

i j k
rotE=| 2 9 9 | (1,0,2)  (vector constante)
OX oy oz
Z—-Yy X—1Z X+Z

o [[rotF-iids = [[rotF(xy, f(x,y))-NdA, = [[(10,2)-(0-11)dA,, =

- '”‘ 2dA,, =24readeR,, =27
R

Xy

Comentario: hay otras superficies que tienen a la curva C como frontera ¢por qué hemos
elegido la porcién de plano S? La respuesta es: jporque consideramos que era lo mas

simple!
2. Célculo del flujo de un campo rotor por medio de una circulacion.

Ejemplo 14

Calcular ” rot F-AdS por medio de una integral de linea siendo
S

F=y?i+xy j+xzk ySel hemisferio x> +y2+z2 =1, z>0, con fi normal unitaria

con tercera componente no negativa.

Y«

En este caso tenemos que integrar a lo largo de la curva frontera, que es..... la
circunferencia x* +y? =1 en el plano xy, con orientacion antihoraria de acuerdo con la

orientacion inducida por la normal de S.
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C: F(t)=costi +sent j+0k, tel0,27]

= _ 2,0 2 ~
{F(r(t))_sen ti+cost sentj+0k: E(F()-F (0)=—sen’ t + cos?t .sent

F'(t)=—senti +cost j+0K
2
.'..Urotlfﬁds =§l3«dF: I(—sen3t+coszt.sent)dt
S C 0

Al resolver, vemos que su resultado es 0. El flujo es nulo.

Ejercicio 13

Aplicando el teorema de Stokes, si es posible, evallen §|f.dr (elijan en cada caso la
C

orientacion).

A %2 _\2 -

a) C:{Z_4 oy F=<x2ex—y, y2+l,z3>
z=0
z=x"+y’ .

b) C: , F=(x?y*=x 2% sen
{z=4 < Y y>
z=x*+y’ = 2 2 822

c) c: : F=<2x,4y,ez>
z=8-y
2 2 B

d) C:{X Ty =l : F=<cosx2,seny2,tgzz>
I=x-Yy

e) C es el triangulo que va de (0,1,0) a (0,0,4) a(2,0,0) ; F =(x* +2xy°z,3x*y’z - y,x*y?)
f) Ces el cuadrado que va de (0,2,2) a (2,2,2) a(2,2,0)a(0,20) y F = (—Y,2,X)

Ejercicio 14

a) Demuestren que {(f .6f)-dr=o, para cualquier curva cerrada C y f con derivadas
Cc

segundas continuas.
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b) Demuestren que f(f Vg + g.Vf ) dr =0, para cualquier curva cerrada C, f y g con
C

derivadas segundas continuas.

Ejercicio 15

Apliquen el teorema de Stokes, para evaluar ﬂ rotE-fids.
S

a) S porcion de z=4—x>—y’sobre el plano xy, F =(zx,2y?,z%) , fi orientado hacia
arriba.

b) S porcion de z= Ja—x* —y? sobreel plano xy, F =(2x-y,yz?,y?z) , il orientado
hacia arriba.

c) S es la porcion de z=1-x*-y®sobre el plano xy, con i hacia arriba,
F :<zx2, zeY —x, xy2> .

d) Sporcionde y=x*+2z°con y<2, i hacia la izquierda, F =(xy,4xe*, yz+1).

e) S porcion de cubo unitario 0<x<1;0<y<1;0<z<1,conz>0, ii hacia arriba,

F= <xyz 4x*y® — z,8c0s sz> .

f) S porcion de cono z=+/x*+Yy?, bajo la esfera x> +y?+2z>=2, i hacia abajo,

F=<zx,x2+y2,22—y2>.

Aplicacion del teorema de Stokes al caso de una la superficie que tiene como

frontera dos curvas cerradas.

Ejemplo 15
Supongan que S es la porcién de cono z=+/x*+y?; entrelosplanosz=1y z=3,
con normal exterior, y F =(—12,-x,y). ¢(Podemos aplicar el teorema de Stokes para

calcular ﬂ rot F -fidS?
S
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A\ 4

S tiene por frontera dos circunferencias C, y C,. Para conseguir una Unica frontera se

hace un “corte” en la superficie y se desarrolla.

=]
=]

Se recorre la frontera C: C, Uy, UC, Uy, con la orientacion inducida por i, teniendo

asi:

f rotF.-ndsS = jF.dr+IF.dr+ jF.dr+ IF.dr

S C, 71 C, 72
pero V1=,
entonces jF.dr + jF.dr =0

71 72
resultando: ﬂ' rotF -AdS = jlf dF + jlf -
S C, C

donde C, yC, tienen orientacion opuesta. (En este caso C, antihorarioy C, horario,
mirados desde arriba). Parametricen C; y C,, calculen las circulaciones correspondientes

y sumen los resultados.
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Aplicacién del teorema de Stokes al caso en que la superficie es cerrada.

Supongan ahora que tiene una superficie cerrada S y tiene que calcular ﬂ rotE-ids,
S

con F definido en cada punto de Sy fi normal exterior (por ejemplo).

¢Pueden aplicar Stokes?. En principio no, ya que necesita una curva frontera, y la

superficie es cerrada, pero.....siempre hay un recurso!:

Se divide S en dos partes S, y S, por medio de un corte a traves de una curva C. . .

Sea C, la curva C orientada de acuerdo con la orientacion inducida por la orientacion

de S, ,y C,, lamisma curva pero ahora con la orientacion opuesta (de acuerdo con la

orientacion de S,).

T
o
=i

jjrotﬁ-ﬁdS:

St C

pero [Fdr=—[Fadr

Al sumar se tiene entonces:
ﬂrotlf-ﬁds =jjrot If-ﬁdS+Hrotlf-ﬁdS = jlf.dn Fdr=0
S Sy S, G

C,
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Esto puede describirse diciendo que:

“El flujo de todo campo rotor a través de una superficie cerrada, es nulo”

Comentario: Hemos visto -en las condiciones del teorema de Stokes- que si un campo
G es un campo rotor, esto es, G =rot F, el flujo de G no depende de la superficie sino
de la curva frontera, y ,ademas, que el flujo de G a través de cualquier superficie

cerrada es nulo. Puede entonces establecerse cierta analogia, con respecto a lo que

sucedia con un campo gradiente, en la integral de linea. jPiénsenlo!.

Podemos también, en base de la igualdad de Stokes, dar una interpretacion del rotor,

con respecto a su direccion y médulo.
Supongamos V(x,y,z) campo de velocidades de un fluido (en las condiciones del

teorema de Stokes) y P, un punto, en la corriente fluida, ¢qué significado tiene

rotV(P,)?.

Tomando una pequefia superficie S, rodeando al punto P, (podemos suponer una
pequefia porcion de plano) con C, como frontera.
Sin perder generalidad, consideramos que S, es un circulo centrado en P,, con radio ry

C, lacircunferencia que lo acota.

Aplicando alli la igualdad de Stokes: fV.dr =[[rotV-mds
C, S,
por teorema del valor medio -aplicado a la integral de flujo- existe P* S, tal que:

J'J. rotV -fids = (rotV -fifP*)area(s,)

Sf
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entonces:

El primer miembro de ésta Ultima igualdad, representa un promedio, entre circulacion
de campo, a lo largo de C,, y el area de la superficie limitada por C,. Obviamente estos

promedios van cambiando al variar r. Ese promedio esta relacionado con la componente
normal del rotor, pero en un punto P*.
Si ahora se analiza el comportamiento de estos promedios cuando r—0 (en ese caso
P P ), el valor limite es llamado densidad de circulacién, y permite estimar la
circulacién por unidad de area en P,, pero por otro lado, se tiene la componente normal
fv.dr
de rotVen P,,entonces:  (rotV-fi)P,)=lim <~
-0 area(s,)
Significa entonces que: la componente normal de rotV(P,), al medir la densidad de
circulacion en P,, permite establecer en ese punto, que tal densidad serd& maxima
cuando i Yy rotV(P,) coincidan en direccion, y numéricamente esa maxima densidad de

circulacion esta dada por |rotV (P, )|, pues:

(rotV-A)P,)= rotV(P,) cos 6

-|filcos @ = [rotV (R,

—

rtV( )

Podemos concluir, diciendo que: “rotV(P,) indica la direccién normal al plano en que
se registra la maxima densidad de circulacion en P,, y sumédulo representa esa

maxima densidad
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Campos conservativos y el teorema de Stokes

Recordaran que, aplicando el Teorema de Green, hemos mostrado que, si las
componentes de F tienen primeras derivadas parciales continuas en un conjunto
simplemente conexo D c R? y rot(F) =0 en D entonces, para toda curva cerrada

CcD es §|f.dr =0 (y, por lo tanto, la integral jﬁ-dr es independiente del camino y
C C

el campo F es conservativo)

Actividad 2
a) Reflexionen sobre la generalizacion de este resultado para campos definidos en R®
utilizando el teorema de Stokes.

Les aclaramos que una region D — R® es simplemente conexa si toda trayectoria cerrada

en D puede contraerse continuamente a un punto en D sin salir de D.

¢ Es el toro una superficie simplemente conexa?

b) Consideren el campo vectorial F(x,y,z)=—2>—1i+ j+zk

i) Verifiquen que rot(F)=0.

x> +y?=1

ii) Calculen §F.dr Siendo C ={ ¢Es F conservativo en R®?
C

z=0

iii) ¢Qué comentario pueden hacer acerca de lo visto en i) y ii) ?
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Teorema de Gauss

Carl Friedrich Gauss: Naci6 en Brunswick en 1777 y muri6 en Gotinga en 1855
(Alemania). Los trabajos de Gauss son muchisimos y han tenido y tienen una
influencia muy grande en la totalidad de las ramas de la Fisica y las Matematicas
(Teoria de Numeros, Geometria Diferencial, Astronomia, Estadistica, Magnetismo.).

Este teorema permite relacionar una integral de flujo (integral de superficie) con una
integral triple. Establece que en condiciones adecuadas, el flujo en un campo a través de
una superficie cerrada (con direccion normal exterior) es igual a la integral triple de la

divergencia del campo en el sélido limitado por la superficie.

Teorema de Gauss

Sea S una superficie orientable cerrada, en la que se ha elegido la direccion normal
exterior fi y sea V el sélido cuya fronteraes S. Si F es un campo vectorial cuyas
componentes tienen derivadas parciales continuas en cierto dominio D — R® que

contienea S y V, entonces:

E

[[ Feids =[] divFdv

S \

¢ Como se aplica este resultado?
Propuesto el célculo de un flujo a través de una superficie cerrada, se resuelve la

integral triple de la divergencia en el solido limitado por esa superficie.

Ejemplo 16

Calcular ﬂ F.fdS, siendo F(x,y,z)=xi+yj+zk y S superficie cerrada, limitada
S

por z=x*+y’y z=4,
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Como S es una superficie en R*cerrada orientable y F es un campo vectorial
derivable con continuidad en D =%R°, podemos aplicar el Teorema de Gauss: el flujo de
F através de S con direccién normal exterior puede evaluarse resolviendo la integral

triple J'J' div F dv
\

divFE=1+1+1=3

Descripcion del solido limitado por S:

V{x.y,2) I (xy)e R, ;x*+y*< z<4} siendo Ry ={(x,y) I x* +y? <4}

jsj ﬁ-ﬁdS:j\J}[ 3dv

Pasando al céalculo a coordenadas cilindricas:

4 27 2 27
[3rdzdrdo =3 [rz|. drdo=3 |
00 0

r

2

j{ 3dV=£

r(4-r?)drde

O ey N
O ey

~

2z r22
=3[ or’-—
) 4

d9 =3.4.27 =24r jlf-ﬁdS:24ﬂ
S

0

Advertencia!!: Si la propuesta hubiese sido:

“Calcular H F.fidS; con S porcién de paraboloide z = x*+y?, limitado por z= 4” no
S

podriamos aplicar la igualdad de Gauss. ¢Por qué? La superficie S no es en este caso

una superficie cerrada. El plano z = 4, lo Unico que hace es acotarla. Luego, este flujo
debe calcularse por medio de la integral de superficie.

Veamos qué resultado arroja:
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S:z=f(xy)=x*+y> con (xy)eR, ={xy)/x*+y* <4

N = (2x,2y,-1) (normal hacia “afuera”)

A

F(evaluadaenS)=xi+y j+(x* +y?)k

F-N=2x*+2y2-(x® +y?)=x +y?
j F-fidS= Hx +y® dA,
S XY

2

do=8r

0

272 2z 4
Pasando a polares: r?rdrdo=
ffrvars-

0

Pregunta: ¢Cual es flujo calculado a través de la porcion de plano z = 4; limitado por

el paraboloide?.

Calculo del volumen de un s6lido por medio de una integral de flujo

Si el campo F estal que divE=1 = “' F -fidS =vol(V), vale decir, se podria calcular

el volumen de un sélido, por medio de una integral de flujo ;Qué campo puede ser?.

Hay multiples campos con divergencia 1. Por ejemplo:  F = §I +% j+ 3 k

.Tarea: Obtengan el volumen de la esfera de radio a, por medio de una integral de flujo.

Ejercicio 16
Aplicando el teorema de Gauss, calculen el flujo hacia el exterior de F a través de la

frontera de V. Verifiquen previamente si las condiciones requeridas se cumplen.

a) F=(y—x)i+(z-y)]j+(y—x)k, siendo V el cubo limitado por los planos x=+1;
y=+1 Yy z=+1.

b) F=x2i+y? j+z2k siendo V: i) el cubo del primer octante, limitado por los planos

x=1,y=1;z=1. ii)el sélido limitado por x* +y*<4;z=0,z=1.

¢) F=x?i+xz j+3zk ,V:esfera x? +y2 + 22 <4.
d) F=Jyx+y?+22(xi+yj+zK) ,Vi1<x®+y?+22 <2,
e) E=xi+yj+zk; V:solido limitadopor z=+/x2+y> y x*+y?+z2=4.
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Ejercicio 17
Entre todos los solidos rectangulares definidos por las desigualdades: 0<x<a,

0<y<b, 0<z<1, encuentren aquel para el cual el flujo total de

F = (— x2 —4xy)f—6yz j+12z K hacia el exterior, a través de los seis lados, es maximo.

¢ Qué valor tiene ese flujo maximo?

Ejercicio 18
Demuestren que el flujo hacia el exterior de un campo vectorial constante, a través de

cualquier superficie cerrada a la que se aplica es teorema de Gauss, es cero.

Ejercicio 19
a) Sea V porcion de esfera solida x*+y?+2z”<a® que se encuentra en el primer
octante y sea f(x,y,z)=Inyx?+y?+z2. ;Como evaluarian el flujo de Vf a través de la

frontera de V con direccién normal exterior? b) Sea S la porcion de superficie esférica

2

x*+y*+z°=a®> que se encuentra en el primer octante ;cémo calcularian

jj Vi -fids?
S

Interpretacion de la divergencia de un campo en un punto P, a partir del teorema

de Gauss:

Recurrimos, una vez mas, al campo de velocidades de un fluido V(x,y,z) y sea P,un
punto en la corriente fluida. ¢ Qué significado tiene divV(P,)?
Rodeamos a P, por medio de una pequefa superficie esférica S,, que limita la esfera

sélida V., .
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Suponiendo que V cumple las condiciones del teorema de Gauss, se tiene:

[[V-fds=][[divwdv con N normal exteriora S, .
S, v,

Por el teorema del valor medio, aplicado a la integral triple, 3P" €V, tal que:
[[J divv dv =divV (P Jvol(V, )
VI'

[[v-nds

Entonces: diw((pP )=
( ) vol(V,)

El segundo miembro representa el promedio entre el flujo a través de S, en la direccion

normal exterior y el volumen del sélido limitado por S,, es decir V, .
Recordemos que el flujo es la cantidad de fluido que se crea o consume por unidad de
tiempo en el interior de S, . Luego, al analizar el comportamiento de estos promedios
cuando r —0(cuando P* — P,), se tiene:
[[v-nds
o Y

divW(P,) = Irl_rg W

resultando asi que...

“La divergencia de V en P,, representa el promedio limite entre la cantidad de fluido

gue se crea o consume, por unidad de tiempo y por unidad de volumen”

Si div(P,)>0, se dice que en P, hay una fuente (se crea fluido).

Si divW(P,)<0, se dice que en P, hay una desague (se consume fluido).

Observacion: El flujo -cantidad de fluido que pasa a traves de S por unidad de tiempo-,

se denomina caudal.

Célculo del flujo del campo rot F a través de una superficie cerrada

Tarea: Comprueben -aplicando la igualdad de Gauss- que ﬂ rot F-fidS =0, a través de
S

toda superficie cerrada S. (Recuerden que ya habiamos probado este resultado aplicando
la igualdad de Stokes).
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Autoevaluacion (Superficies alabeadas)

1. Complete:

a) F(x, y, 2) = 0 es la ecuacion de una superficie en ®* dada en forma. . ..

b) z=f(x, y) eslaecuacion de una superficie en ®*® dada en forma. ..

c) y=g(x 2) eslaecuacion de una superficie en 9R*dada en forma. ..

d) x=h(y,z) eslaecuacion de una superficie en ®* dadaen forma. ..
2. ¢Cuéndo se dice que una superficie es suave ? ¢{Como expresa en general la ecuacion
de una superficie para que su campo de vectores normales tenga en la tercera
componente el valor 1?, ¢y en la segunda componente 1? ;y en la primera? Dé ejemplos
de superficies suaves cuyo campo de vectores normales cumplen las condiciones
citadas antes.
3.¢Como calcula el area de una porcion de superficie alabeada? Justifique.
4. Analice para cada una de las superficies siguientes si le conviene usar la
ecuacion de la superficie en forma vectorial paramétrica o en cartesianas para
calcular el area de las mismas. Aclare por qué.

a) S: es laporcion de z=x* limitada por los planosy=0, y=5,z= 4

b) S: es la porcion de z = x* + y? limitada por el plano z = 4.

c) S: es laporcion de x+y+z=1 en el primer octante.

d) S: es la esfera de ecuacion x> +y*+7° =25

e) S: es la porcion de x*+ y* = 1 limitada por los planosz=0; z= 4.
5. Calcule el area de las superficies del ejercicio 4.

6. De algun ejemplo de una superficie que no sea suave en todo punto.

7. Complete teniendo en cuenta la expresion  area(s)= [[ N[ dA
R

a) Siz="f(x,y) , R eslaproyeccion de S sobre el plano ......
b)Si......... , R es la proyeccion de S sobre el plano yz
c)Si y=9(X,2) ,R .o de S sobre el plano ........
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Autoevaluacion (Integral de superficie)

1. ;Como define H f(x,y,z)ds donde f es una funcion continua sobre una
S

superficie suave S ?

2. a) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1si S estd dada en
forma vectorial paramétrica en funciondeuyvconuyv e Ry .
b) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1 si S estd dada como una

funciéndexyz.

3. ¢Qué se calcula con H ds ? Justifique.
S

4. Complete: Una ........cooviiiiiiiiiiiiiiiiinnne. generaliza la integral doble de

manera similar a la forma en que una integral curvilinea generaliza la integral......

5. Complete:
a) Si S esta dadaporz=f(x,y) donde (x,y) € Ry, entonces H #(X,y,2)ds =.. ...
S

b) Si S esta dada por x = h(y, z) donde (y,z) € Ry, entonces ﬂ¢(x, y,z)ds=...nnen
S

c) Si S esta dada pory = g(x, z) donde (x,z) € Ry, entonces ﬂ' d(X,y,2)ds= .........
S

d)Si S esta dadapor F("V) donde (u,v) € Ry entonces H (X, y,2)ds= .........
S

6. ¢(Qué representaﬂ' f(x,y,z)ds si f es la densidad en cada punto de una superficie
S

delgada S ? Justifique.

7. ¢ Cuales son las formulas que le permiten calcular el centro de masa de una

superficie suave S? ¢Qué debe conocer?

8. Si S=S;US, , S1yS,son superficies suaves ,Como resuelve ﬂ f(x,y,2z)ds ?
S
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Autoevaluacion (Flujo a través de una superficie)

1. Imagine el agua que fluye a través de una red de pesca que se tiende en un arroyo.
Suponga que se desea medir la cantidad de agua que pasa por la red, es decir, el
volumen de fluido que cruza la superficie por unidad de tiempo. ;Qué nombre recibe

esta cantidad de agua?
2. ¢ Qué significa que una superficie sea orientable?

3. ¢Que interpretacion tiene J'flf fi ds ? Describa los elementos involucrados.
S

4.a) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1si S esta dada en
forma vectorial paramétrica en funciondeuyvconuyv e Ry .
b) Indique como calcula la integral definida en el ejercicio 1 si S esta dada

como una funcibndeyyz.

5. ¢En qué caso el flujo que atraviesa una superficie es negativo? , positivo?

6. Si F(x,y,z)=ai+bj+ck cona,b,c constantes, F campo de velocidades de
un fluido y sea S la cara superior del cubo 0<x<1,0<y<1,

0<z<1 . Calcule el flujo que atraviesa la superficie. Interprete el resultado obtenido.

7. ¢Cémo calcula .[.[ F.fds siSeselcubo del e]. 6 orientado hacia el exterior?
S

8. Una carga eléctrica q se colocaen el origen. EIl campo eléctrico resultante

E(F) en el punto con vector posicion T esta dado por

, T#0. (ley de Coulomb)

Encuentre el flujo de E hacia el exterior de la esfera de radio R con centro en el origen.
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Autoevaluacion (Teoremas de Stokes y Gauss)

1. El teorema de Green relaciona una integral doble sobre R conuna.........

En lenguaje coloquial la formula de Green dice.............coooovviiiiiiiiiiiin..

2. El teorema de Stokes relaciona una integral de superficie sobre S conuna. ...

En lenguaje coloquial la formula de Stokes dice.............ccooeviiiiiiiiiiiinn..n.

3. El teorema de Gauss relaciona una integral de superficie sobre S conuna.. ..

En lenguaje coloquial la formula de Gauss diCe..........c.cccevvveveiieiieie i

4. ¢Qué propiedades debe cumplir la superficie S para poder aplicar el Teorema de

Stokes? ¢y el campo F ? ¢y lacurva C?

5. ¢Qué propiedades debe cumplir la superficie S para poder aplicar el Teorema de

Gauss? ¢y el campo F ?

6. Suponga que se cumplen las hipétesis del teorema de Gauss para los siguientes

Casos:

a) Si divF es constante entonces el volumen del sélido V encerrado por la
superficie S se puede calcular mediante ......................ooiiii (Escriba la
expresion)

b) Si F es un campo vectorial constante entonces J' j F.Ads=...ccooerrnn..
S

— — B —_ -
7. Muestre que si rotV =0 en D (region simplemente conexa) entonces Iv,Tds es
A

independiente del camino, siendo Ay B dos puntos de D.

8. Muestre que si rotF =0 en D simplemente conexa entonces la integral de F sobre

cualquier C cerrada es cero.
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Autoevaluaciones

9. Interprete

a) rotF -fi(P,) usando teorema de Stokes

b) divF(P,) usando teorema de Gauss

10. Si una pequefia rueda con paletas se coloca inmersa en un fluido centrada en un
punto P, girard mas rapido en torno de P si su eje tiene la direccion del .......... La

direccion de giro serd determinada por lareglade ........

11. Si Ses unaesfera orientada con normal exterior entonces muestre que

[[rot(F ). ids=0  usando:
S

a) Teorema de Stokes b) Teorema de Gauss

12. Muestre que si S es una esfera orientada con normal exterior y F es un campo

vectorial constante entonces I J' F.fids=0
S

13. Muestre que los valores del flujo del rotF a través de dos superficies orientadas de

la misma forma y con la misma frontera coinciden.
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