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Prologo

Como su ttulo lo indica, este libro eatpensado como textabico para un primer
curso, de duradn semestral, sobre Ecuaciones Diferenciales. Aunquenasgde sus
contenidos se han tomado de las Refs. [1-10], contiene ngogesaportes propios. En
efecto, est basado en los apuntes de clase que los autores elaborauz dos diversos
pefiodos en que tuvimos a cargo la asignatura Mateas Especiales Il, correspondien-
te al tercer Bo de la carrera de Licenciatura ersiEa de la Universidad Nacional de La
Plata. Por consiguiente, poaafasis en aquellos aspectos que son de utilidad en la mode-
lizacion y resoludbn de problemas que plantea dicha disciplina diieat Por esta ram,
entendemos que puede resultar igualménitepara cursos destinados a alumnos/as de
otras disciplinas directamente relacionadas condec&, como la Ingenié, las Ciencias
Astronbmicas y Gedsicas. Al escribirlo, hemos dado por descontado que sarladha
adquirido, previamente, una forménibasica sobre Aalisis Matenatico en una y varias
variables reales y en variable complejd,@smo sobre&lgebra yAIgebra Lineal.

Convencidos de que no se puede comprender profundamerisida $in abordar se-
riamente el estudio de su principal herramienta, la Matera, hemos cuidado alarimo
la rigurosidad. Por esa causa, damos la demoétrait® cada aseveraci que la requiere,
con la sola excepon de aquellos temas que corresponden a los contenidogdatasas
previas de Mates@tica o que se demuestrarasnaturalmente con herramientas que se
obtendan en cursos posteriores.

El libro contiene numerosos ejemplos resueltos, destsadmnsolidar la compren-
sion de los dpicos desarrollados, junto con 52 figuras ilustrativasluye, tambén, un
buen rumero de ejercicios propuestos. Algunos de ellos apuntagsarbllar en el/la
estudiante la capacidad de resolver ecuaciones difetesiciatros, esin destinados a
profundizar su dominio de la estructura maétiza asociada con el tema.

El breve caftulo | contiene las definicionesabicas e introduce las propiedades fun-
damentales de las ecuaciones diferenciales lineales.pllall se dedica al estudio
de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones ordinariagnfasis en la resoluan de
problemas de condiciones iniciales. En la seedi.1 de este cdplo, se detallan las
propiedades generales de este tipo de ecuaciones. EnilarsB&@se enumerarétnicas
gue permiten resolver algunos casos agilfresolucdn, En la secdin 1.3 se presentan
las generalidades de los problemas de condiciones irscialeluyendo el teorema de
existencia y unicidad de la soldei (de Picard) para sistemas de primer orden con condi-
ciones iniciales. Tambn se considera la redudaide problemas de condiciones iniciales
para ecuaciones diferenciales @elenes superiores a problemas de condiciones inicia-
les para sistemas de primer orden. En la €etti4 se estudia, en particular, el caso de
problemas iniciales para sistemas de ecuaciones ordiriaméales de primer orden, po-
niendo especianfasis en lasttnicas basadas en el uso de la matriz fundamental (para
sistemas lineales homegeos) y de la matriz de Green causal (para sistemas lineales
homogeneos). En la seam 1.5 se aborda el estudio de ecuaciones diferencialealés



de 6rdenes superiores coachicas que no requieren su reddcca sistemas de ecua-
ciones de primer orden. Finalmente, la séndi.6 contiene una breve introdubai a la
Teoria de Distribuciones y aplicaciones de tales conceptos efiaicion de matrices y
funciones de Green causales.

El cagtulo Il esta reservado al estudio de problemas de condiciones de norgara
ecuaciones diferenciales ordinarias. En la s@tdil.1 de este cdfulo, se estudian los
problemas de Sturm-Liouville, tanto con coeficientes iicak como con coeficientes
singulares, los tipos de condiciones de contorno compatitbn el caacter autoadjunto
del correspondiente operador diferencial de segundo ptdsrautovalores y autofun-
ciones de operadores de Sturm-Liouville, las corresponelefunciones de Green y sus
desarrollos en autofunciones. En la séocill.2 se presenta l&tnica de resoluoh de
ecuaciones lineales homemgeas mediante desarrollos en series de potencias, s#untro
cen las funciones especiales de usgsiitecuente enibica y se examinan sus principales
propiedades.

En el cajfitulo 1V se estudian la serie de Fourier y algunas transfdasantegrales.
La secobn IV.1 esh dedicada a la presentaocide la serie de Fourier en sus diversas
variantes. En la sedmn V.2 se presenta la transformada integral de Fourier gsauds-
tran sus principales propiedades. Finalmente, en la@etei3 se aborda el estudio de la
transformada integral de Laplace.

En el captulo V se consideran las ecuaciones diferenciales enatkss parciales.
Luego de dar una breve introducni al problema (secon V.1), se aborda la clasifica-
cion de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo oottecoeficientes constan-
tes (sec@n V.2). En la secéin V.3 se presenta el @odo de separamn de variables,
gue se utilizas a menudo en las secciones posteriores. La@eat#d se dedica al estu-
dio de la ecuaéin de propagadin de ondas en una dimeésiespacial, paradigma de las
ecuaciones diferenciales lineales higiitas. En la secon V.5 se realiza el estudio de
la ecuaddn de difusbn en una dimenén espacial, ejemplo principal de las ecuaciones
diferenciales lineales paralicas. La sec@n V.6 esh reservada al estudio de la ecuaci
de Laplace, arquetipo de las ecuaciones diferencialesdiseipticas y, sin duda, una de
las ecuaciones deams frecuente apariazn en el planteo matemtico de problemas de la
Fisica. En la secon V.7 se utilizan los conocimientos adquiridos en la satanterior
para resolver ecuaciones hipélibas y parablicas en nas de una dimen@n espacial.

Finalmente, hemos querido terminar este libro, en eitalpVI, con una presenta-
cion detallada de@mo el Principio de Hamilton, que deserfipeun papel preponderante
en la Asica, conduce a la obteidei de ecuaciones diferenciales ordinarias, en el caso
de sistemas con urimero finito de grados de libertad (semtiVl.1), y de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, en el caso de sisteonéinuos (secon VI.2).

Los tres apndices contienen material complementario.
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Capitulo |

Introducci on






1.1 CONSIDERACIONES GENERALES

|.1. Consideraciones generales

Al estudiar fe®menos fsicos, en general, se encuentran leyes que no vinculaa entr
sl a las magnitudes que caracterizan elof@eno, sino que involucran relaciones entre
esas magnitudes y sus derivadasi, As obtienen ecuaciones que contienenaio &
funcidon indbgnita (escalar o vectorial) sino, adasy una o ras derivadas de la misma.
Tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales spgli@sea el objetivo principal
de este libro.

Un ejemplo lasico es la ley de desintegraniradiactiva. Se sabe que dlmero de
nicleos abmicosdN que decaen en un intervalo de tiempo pémué es proporcional
al nimero de acleos presente¥ (t). Este hecho conduce a la refaci

dN (t)
dt
conk constante, que es una ecuactiferencial parav (¢).

El segundo ejemplo que podemos mencionar es la Segunda Mgvden para una
parfcula de masa constante que se mueve en una dimehisiespacial bajo la adm de
una fuerzaF'. Six denota la posiéin de la paitula y la fuerzaf’ depende del tiempo
t, de la posiddn z y de la velocidadv = dx/dt de la paricula, la ley ' = ma, con
a = d*z/dt* la aceleradn de la paitula, conduce a

d? d
mes = F(t,x, d—f) : (1.1.2)

= —kN(t), (1.1.2)

que es una ecudwi diferencial para la posiwmn en funcdn del tiempar(t).
En forma similar, para una p&tila que se mueve en el espacio tridimensional, a
partir de la misma ley de movimiento se tiene

d*r dr
mﬁ = F(t,’r,E), (|13)

donde el vector:(¢), de componentes cartesiands), y(t) y z(t), denota la posién de
la pariculay el vectorF'(¢, r, j‘i—’t“) una fuerza dependiente del tiempel vector posidn
r y el vector velocidad) = dr/dt. La ecuaddn (1.1.3) es, en realidad, wsistemade tres

ecuaciones diferenciales acopladas pata y(t), z(¢). En forma exgkita,

dz dy d_z)

) dt) gﬁ dt

_ de dy dz

- Fy(tw/ﬂay?zaﬁaﬁaa) (|14)
dz dy d_z)

Y dt) dt dt

2
m‘é?g = F.(t,z,y,z
2y
a2
d
Wg - Fz(t7x7y7z
Finalmente, otro ejemplo de ecuasidiferencial es l&cuacdn de Laplaceque tra-
taremos en detalle as adelante en este libro. Tal ecuactiene una importancia funda-
mental en distintadreas de laiBica. En tres dimensiones y en coordenadas cartesianas,
esta ecuadin se escribe:
P  p Do

7 T o oz = (.1.9)

3



1.2 DEFINICIONES BASICAS

donde la fundin inddgnita o depende ahora de tres variableg), . La ecuadn de
Laplace, a diferencia de los ejemplos anteriores, es urexéoudiferencial erderivadas
parciales

Como veremos, esta ecuarisurge en el planteo de distintos problenmagds. Por
ejemplo,p puede representar el potencial electtisb en ausencia de cargas, o ta@nbi
la temperatura estacionaria en un material conductor eenaizssde fuentes o sumide-
ros de calor, e incluso, si eliminamos la variablda altura de una membranastica
tensa, en situadn estacionaria. Esta coincidencia no es infrecuenteigoar ferome-
nos y magnitudesigicas muy distintas pueden ser descriptas por una misnatiecu
diferencial, dando lugar analodas fsicas Solo la interpretad@n (y las unidades!) san
distintas.

[.2. Definiciones sicas

Definicion 1.2.1 Una ecuaddn en la cual la fundin incbgnita aparece afectada por una
o mas derivadas se llamacuacbdn diferencial (e.d.)

Definicion 1.2.2 Si, enla e.d., la funéin indbgnita es fund@n de una sola variable (como

ocurre en (.1.1), (.1.2) y (.1.3)), la e.d. se denomirecuacbn diferencial ordinaria.

Una e.d. ordinaria puede escribirse como
du d*u

Uy = ==,

) ) dt ) dtQ Y

donde la indégnita es la fundin u(t).

F(t )=0, (1.2.1)

Definicion 1.2.3 Si, en cambio, la funéin incbgnita es fundin de dos o s variables
(como ocurre eni(1.5)), la e.d. se denomirexuacbdn diferencial en derivadas parcia-
les. Por ejemplo, en el caso de dos variables, una ed@rade este tipo puede escribirse
como

Jdu du 0?u  *u 0*u
"0x’ Oy’ 0x?’ Oxdy’ Oy

F(z,y,u ) =0, (1.2.2)

donde la inégnita es la fundnu(zx y).

En general, eniBica, el estudio de sistemas cdimmero finito de grados de libertad
conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias (vétuwap/l), mientras que el estudio
de medios continuos conduce a ecuaciones diferencialesrimadhs parciales.

Definicion 1.2.4 Se llamaorden de una e.d. al orden de la derivada de mayor orden de
la funcibn incbgnita que figura en la ecuamn. Por ejemplo,i(1.1) es de orden uno, o de
primer orden, mientras que.(.2), (.1.3) y (.1.5) son de orden dos, o de segundo orden.
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1.2 DEFINICIONES BASICAS

Una ecuadn diferencial ordinaria de ordenpuede, entonces, escribirse en la forma
general

du d™u

Ft,u, 22 20 =
(s e )

(1.2.3)

La determinadn de la fundbn incbgnita es el problema fundamental que ataca la
teofia de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.2.5 Se llamasolucion de una e.d. a una fun@n que, sustituida en lae.d., la
satisface.

Por ejemplo,N(t) = Ce™*, con C constante arbitraria, es soloai de1.1.1. En
efecto,

dN (t)

Cdt

La constante arbitrari@’ queda determinada si se cona¥ea un dado tiempo. Por
ejemplo, si

N(0) = Ny, (1.2.4)

resultaC’ = Ny, y se tieneN () = Nye ™.
La ecuaddn (1.1.1) y la condiddn inicial (1.2.4) constituyen uproblema de condi-
ciones iniciales

Definicion 1.2.6 El proceso de determinami de las soluciones de una e.d. se llama
solucion o integracion de la ecuadn.

Tal proceso puede ser simple, como en el caso anterior pegereeral, se hace ne-
cesario utilizar ratodos aproximados, que suelen conducir a una intégrainérica.
Otras veces, puede interesarnos conotler gertas propiedades de las soluciones, como
su comportamiento frente a pedjas variaciones de las condiciones iniciales (problemas
de estabilidad) o adquirir una ideaafica de su comportamiento, graficando campos de
derivadas o curvas equipotenciales.

La resolucbn de una e.d. de ordenrequieren integraciones, con la consiguiente
aparicbn den constantes de integréci. Surge, entonces, la siguiente defimici



1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Definicion 1.2.7 Una solucon de la e.d. en que una casde esas constantes toman un
valor particular se llamasolucion particular de la e.d.. La soluéin con lasn constantes
indeterminadas se llamsolucion generalde la e.d..

Como veremos durante el desarrollo de este libro, en los ¢ de intes fisico
se proveen, adems de la (o las) ecuaciones diferenciales, ciertos datmndiciones
complementariasque permiten determinar las constantes en la smugeneral. Tales
condiciones pueden ser de distintos tipos: condiciones dehlyalcomo ocurre en los
problemas de valores iniciales para ecuaciones o sistemmasuhciones diferenciales
gue estudiaremos en primer lugar) o condiciones de contoomo los que aparecer
cuando consideremos el problema de Sturm-Liouville. Eregenal resolver problemas
asociados con ecuaciones diferenciales en derivadaslesrcilebé&m imponerse tanto
condiciones iniciales como de contorno. En todos los castmptaremos esta defirbai,
debida a Jacques Hadamard [2]:

Definicion 1.2.8 Un problema que involucra ecuaciones diferenciales sedlbien plan-
teadosi:

1. Tiene solud@n.
2. Su soludn esdnica.

3. La solucdon depende de modo continuo de las condiciones complernaniade
todos los paametros del problema.

|.3. Ecuaciones diferenciales lineales

Un caso que merece sin duda especial consideras el de las ecuaciones diferen-
cialeslineales Estas desempan un papel fundamental en I&slEa. Tanto la ecuatn
de Laplacel(1.5), como la ecuaon de Schidinger de la Me&nica Cantica y las ecua-
ciones de Maxwell del electromagnetismo (en su forma difget y en el vam), son
ejemplos de ecuaciones o sistemas de ecuaciones difdesrtiaales.

Definicion 1.3.1 Una ecuaddn diferencial edineal si, en la ecuadin (.2.1) 0 (.2.2), F
es una fund@n lineal de la fundn indgnita y todas sus derivadas (aunque no necesa-
riamente de la variable independiente).

Asi, parau escalar, la ecua@n diferencial lineal ordinaria de ordenmas general
puede escribirse como

an(t)%—|—an_1(t)f;l—_?+...+ag(t)u:f(t), a,(t) #0, (1.3.1)
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1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

donde los coeficientes, (t), m = 0,...,n son, en general funciones te
La ecuaddn (1.3.1) suele escribirse en la forma

L] = f(b), (1.3.2)
donde

dm

m=0

(1.3.3)

es un operador diferencial lineaés decir que, st; Y ¢, son constantes ¥y (t), us(t)
funcionesn veces derivables,

L[clul (t) + CQUQ(t)] = clL[ul (t)] + CQL[U2<t)] . (|34)

Esta propiedadlefinela linealidad delL. Aclaremos que el operaddr queda en reali-
dad completamente definido cuando, adsmie su expre@n diferencial, se especifica su
dominio.

Definicion 1.3.2 La ecuacbn diferencial lineal se denominaomogeneasi f(t) = 0.
Esta es entonces de la forma
Liu]=0

con L un operador diferencial lineal. Sf(¢) # 0 la ecuacon diferencial lineal se deno-
mina inhomo@gnea.

Un ejemplo simple de ecudni diferencial ordinaria lineal y homégea es la ecuamni
(1.1.1) de la desintegram radioactiva. La ecuamn (1.1.2) sea lineal $lo cuando la
fuerzaF’ sea una funéin lineal dex y dx/dt (o de las componentes dey dr/dt en
(1.1.3)). Por ejemplo, este es el caso de unadi@de de masan sujeta a un resorte de
constante: y sometida a una fuerza adicional que dependei@iqunente del tiempo,
f(t). Considerando por simplicidad que se mueve en una dideespacial, y denotando
ahora la posidn de la paitula poru(t), la correspondiente ecuaa de movimiento es

2

d“u

gue podemos escribir como
d?*u

Llul = f(t), L[u]= My + ku

dondeL es claramente un operador linea(¢) = m, a;(t) = 0, ap(t) = k en (.3.1)).
Esta ecuadin constituye por lo tanto una ecuaeidiferencial lineal ordinaria de segundo
orden. Set homo@nea en el caso de fuerza externa ngila)(= 0). El agregado de una
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1.3 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

fuerza de roce proporcional a la velociddd & —v2%) no altera el cécter lineal de la
ecuacdn diferencial, aun si los pametrosn, k y v dependen exfitamente del tiempo.

De manera axoga, una ecuagn diferencial lineal en derivadas parciales para una
funcibnu escalar que dependa de dos variableg es de la forma

N ou N ou N 9%u N d%u N d%u N ) (1.35)
ag + p— + ay——+ Qpo—=—= + Oy "+ Qyy=—> +... = [(Z,Y), 3.

0 or Yoy 0x? Yoxoy Y oy? 4

donde todos los coeficientes, a., a,, a., ... pueden ser funciones de, y). Esta ecua-
cion puede tamkgin escribirse como

Lu] = f(x,y),
donde
0 ou 0%u 0%u 02
Llu] = ap + az 5 + Oy gy T s T e T angg o (1.3.6)

es un operador diferencial lineal: §iy ¢, son constantes ¥, (z,y), us(x, y) funciones
con derivadas parciales hasta el mayor orden que apardceneievamente

Llcyuy (z,y) + coup(w, y)] = e1 L{us (2, y)] + caL[ua(z, y)] -

Como en el caso ordinario, la ecuawidiferencial lineal en derivadas parciales se
denomina homagnea sif (z,y) = 0 e inhomo@nea sif (z, y) # 0. La extengdn al caso
de tres o ras variables es inmediata.

La ecuaddn de Laplacel(1.5) es un ejemplo de ecuénidiferencial en derivadas
parciales lineal y homdmea. Suele escribirse como

Ap =0, (1.3.7)

donde

0? 0* 0

es ellaplaciano(en tres dimensiones y expresado en coordenadas cargsiamapera-
dor diferencialineal que desemg& un papel central en ldadtca.

Un ejemplo de ecuagn diferencial lineal inhomagnea en derivadas parciales es la
gue determina el potencial electratto en presencia de una distributide carga dada

p(x,y, 2):
A¢I f(x7y72>7 (|39)

con f(z,y,z) = —p(z,y,2)/c, dondee es la permitividad del medio. Esta ecuati
recibe el nombre decuacdn de Poisson



1.4 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

l.4. Propiedades fundamentales de las ecuaciones dife-
renciales lineales

Ya hemos mencionado que las ecuaciones diferencialeddnaparecen a menu-
do en la descripéin de femenos fsicos. Sus propiedades matainas son igualmente
sobresalientes. Debido a la linealidad [dees posible derivar en forma inmediata cier-
tas propiedades fundamentales de las soluciones de estasa®Esaun sin conocerlas
explicitamente

Consideremos primero la ecuacilineal homognea

Liu]=0. (1.4.1)

Propiedad 0: Existencia de soludn trivial:

La solucbn idénticamente nula = 0 (V¢ en el caso ordinario & x, y, . . . en el general),
es siempre una soluimn de (.4.1), denominada solumn trivial.

Esto es inmediato de las expresione8.1) y (.3.5), ya que todas las derivadas de
la funcion nula son tamkin nulas. Formalmente, es consecuencia directa de laitiadal
de L, dado que si es una constanté,[cu| = cL[u] y por lo tanto, para = 0 tenemos
L[0] = L[0u] = 0L[u] = 0. Destaquemos, no obstante, que la sdldrivial no es, en
general, ldinica soluddn posible dei(4.1).

Propiedad 1: Superposicbn

Siu;y Y us son dos soluciones de la ecuathomog@nea (.4.1), de modo que satisfa-
cenL[uy] = Lfus] = 0, la combinaddn linealu = cyu; + couy €S tambén solucbn de
(1.4.1)V ¢4, co. Esto es muydcil de probar debido al cacter lineal del operadat:

Liu] =0, Llus) =0 = Llcius + cous] = c1Lug] + caLfug] = 0.

Es tambén inmediato demostrar esta propiedad para combinacimeadds de unime-
ro finito de soluciones. Adeas, es evidente que esta propiedadaisia tanto para ecua-
ciones lineales hom@meas ordinarias como en derivadas parciales.

Las consecuencias de esta propiedad evidente de las ewemdiferenciales linea-
les son importamsimas para la Bica. Por ejemplo, en el caso de la masa unida a un
resorte, implica que si;(t) y uy(t) son dos soluciones posibles para la p@siaie la
parficula (correspondientes a distintas condiciones inig)akeualquier combinaon li-
nealcyu (t) + cous(t) €s tambén solucdn, es decir, es tamid un movimiento posible
de la paricula!l, que corresponde a otra conditiinicial. Adenas, permite descompo-
ner soluciones de aspecto complejo como combamalimeal de soluciones as simples.
Utilizaremos estaécnica repetidamente en secciones posteriores.

Desde un punto de vistaas materatico, y en particular en el contexto délgebra
Lineal, las propiedades 0 y 1 anteriores implican que elwtnjde todas las soluciones
de la ecuadin lineal homo@neaes un espacio vectorigsobre el cuerpo de los reales o
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complejos). Veremos as adelante (ver la seéci 11.3.2) que en el caso de una ec@aci
diferencial lineal ordinaria de orden es un espacio vectorial @imensbn n, mientras
gue, en el caso de una ecuacdiferencial en derivadas parciales (con dosas waria-
bles), se trata de un espacio vectorial de dintamisifinita.

Pasemos ahora a la ecu@tinhomo@nea
Lul = f. (1.4.2)

Como consecuencia de la linealidad deresulta taml@#n inmediata la siguiente propie-
dad, no menos importante que las anteriores:

Propiedad 2: Solucbn general de la ecua@n inhomogenea:Est dada por la suma
de la soluadn generali, de la ecuadin homo@neal [u| = 0, mas una soluéin particular
u, (arbitraria) de la ecuagn inhomog@nea:

Liul = f=u=u,+u, Lu, =0, Lu,=7Ff.

Demostraddn: En primer lugar, si, es una solu@n de la ecuaén inhomognea y
uy, €S una soluéin de la ecuadin homo@neay, + v, €s tambén solucdn de la ecuadin
inhomogenea, ya que

Liu, +up] = L[u,| + L{up) = f+0=f.

En segundo lugar, si, es otra soludn de la ecuadin inhomo@nea, la linealidad dé
implica tambén
Lw, — wy] = Llw,| — L[uy| = f — f =0,

de modo que la diferencia, — u, es una soludn u; de la ecuadn homognea Por
lo tanto, podemos escribir cualquier sofutiparticularw, de la ecuadn inhomo@nea
como

Wy = Up + Up ,

dondew, es una soluéin particular (arbitraria) de la ecuaai inhomo@nea yu;, una
solucbn de la ecuabn homognea.

Esto implica que para obtener la solutigeneral de la ecudsi inhomo@nea, bas-
ta con conocer la soluan general de la ecuari homo@nea y una soluén particular
(cualquiera) de la ecuam inhomo@nea.

En el ejemplo de la pddula unida a un resorte, esto muestra que para conocer el mo-
vimiento frente a una fuerza adicional con dependenciadeahpxpicita f(¢), debemos
primero determinar@mo se mueve la pacula en ausencia de fuerz({) = 0), encon-
trando la soludn general de la ecudsi homo@nea y, luego, encontrar alguna sofurci
particular en presencia de la fuerg@). Finalmente, se deben sumar ambas soluciones.

Notese, sin embargo, que el conjunto de soluciones de laiécLuiabomogneano es
un espacio vectorialPor ejemplo, la suma de dos soluciones particulares daibcea
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inhomogenea no es una soldei particular de dicha ecu#cei. Es \alida en cambio la
siguiente propiedad de superpositi

Propiedad 3 Si L[u;] = f1 Yy L[us] = f2, entonces
L[clul + CQUQ] = clL[ul] + CQL[UQ] = lel + Cgfg .

En otras palabras, gi es combinadn lineal def; y f2, f = ¢1f1 + cof2, Y S€ conocen
soluciones particulares,; y u,, de Lju] = f1 Yy L[u] = f», entonces una solum par-
ticular deL[u| = f estad dada por la combinam linealu, = cju, + couy, de estas
soluciones particulares.

En particular, st es una constante ¥[u,| = f = L|cu,] = cL[u,] = cf. Si f se
multiplica por una constante, podemos pues obtener lasmoneliente soludn parti-
cular multiplicando la soluéin paraf también por dicha constante. En el ejemplo de la
parfcula unida a un resorte, si duplicamos la fuefzg, obtenemos una solum particu-
lar duplicando la solu6in particular parg (¢). Esto parece muy intuitivo, pero en realidad
es\alido en general@o cuando la ecuagn diferencial es lineal.

La presente propiedad de superpdsigugiere que si se puede expreSan £rminos
de “componentesf; mas “simples”, para las cuales se conocen las soluciongsuylares
u;, entonces se conoce tar@biuna solud@n particular pard':

m m m
=1 =1 =1
Como consecuencia de ello, en un sistema lineal la respuesta ‘@&dal”’ arbitra-

ria (que corresponde matétctamente a la solumh a una ecuaon diferencial lineal
inhomognea) puede obtenerse descomponiendo la misma en comgmsanples (ya
sea armnicas de frecuencia definida, o concentradas en un intedealiempo muy pe-
gueno), para las que esan fcil obtener la respuesta (es decir, la sd@uagparticular).
Luego se suman todas estas respuestas particulares. degsta@cnica en detalle &s
adelante, siendo su uso muy extendido &sica e Ingeniéa. Mas ain, veremos que
practicamentdoda funcion puede descomponerse @nntinos simples del tipo previo,
por lo que en sistemas lineales basta con conocer las réapuestasiltimas! De-
bido a la propiedad 3 es tan@m posible construir una soldci particular de la ecua-
cion inhomo@nea que es una furei lineal def: v, = G(f), conG(cif1 + cafs) =
aG(f1) + G(f2)

Propiedad 4: Soluciones complejas pard real

En el caso en que todos los coeficienigsen (.3.1), o todos los, a,, a,, etc. en
(1.3.5), son funcioneeeales y tantot en (.3.1) comoz, y en (.3.5) son tamlén reales,
la linealidad del, permite el uso de un&tnica muy extendida en toda laita y la inge-
nierfia: Soluciones complejas. Con complejas nos referimosagaluciones que tienen
parte real e imaginaria, es decir, que son funciane® — C en el caso de ecuaciones
ordinarias (a: : R” — C en ecuaciones a derivadas parciales).
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Consideremos primero la ecuasihomo@nea. Si existe una solaci complejau =
u, + iu; de Lu] = 0, entonces tanto la parte regl = Re(u) como la imaginariaz;
Im(u) son soluciones (reales) de la ecischomognea:

Liul=0 = L[Re(u)] =0, L[Im(u)]=0.
En efecto, comd.[u] = 0 =0+ 0y L es lineal, tenemos
Llu, + iu;) = Lu,| + iL[w;] = 0+10.

Como, aderas, L es realtanto L[u,] comoL[u;] son realespor lo que la ecuadh ante-
rior implica
Liu,]=0, L] =0.

Por supuesto, tenemos tar@bique, st y u; Son soluciones reales, entonees ., +iu;
es tamb2n una soludn (caso particular de la propiedad de superpos)ci

El lector podé pensar para @upuede servir una solei compleja en un problema
tipico dondeu representa una magnitugsita real, tal como una posigi o potencial
eléctrico. La respuesta es que en ciertos casos resakdtil obtener o plantear solu-
ciones complejas, y luego obtener de ellas las soluciomdssré

El ejemplo tpico, como veremos &s adelante, es plantear una sduaile la forma
u(t) = ¢ para una ecuagn diferencial ordinaria homégea con coeficientes constan-
tes. Si resulta qua debe ser complejo para quét) sea soludn, entonces tal solumn
compleja nos brinda directamente dos soluciones realealfirente independientes: Si
A=A, +1i\;, con),. € Ry \; € R, entonces ladrmula de Euler nos dice que

eM = eM[cos(\it) + i sin(\t)]
y por lo tanto, que
u, = Re[u] = eM cos(A\it), u; = Im[u] = e sin(\;t)

sean ambas soluciones reales be] = 0 si L[e*] = 0. Resulta nas facil y sencillo
plantear una soluon del tipoe* que de la forma“! cos(wt) o similar. De hecho, todo
movimiento oscilatorio, puro o amortiguado, resultasfacil de describir enérminos de
exponenciales complejas, yi@s como se los suele tratar €isiEa e Ingeniéda.

Una consecuencia inmediata de la disoosanterior es que $i(t) = wu,.(t) + tu;(t)
es una soludn compleja de.[u] = 0, entonces la fundn conjugadai(t) = wu,(t) —
iu;(t) es tambgn solucdbn de L[u] = 0 ya que, en definitiva, cualquier combinaai
lineal dew,(t) y u;(t) se& solucon. No obstante, destaquemos que esta propiedad se
deriva directamente del Gater real dd., ya que siL[u] = 0, conjugando esta ecuéai
obtenemos directamentéu| = 0.

Por otro lado, es importante destacar qud, ek lineal pero no es real, o 5ies real
perono es un operador lineala propiedad anteriaro es \alida en general. Por ejemplo,
si la ecuadin diferencial contiene ureétmino proporcional a2, las componentes reales
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e imaginarias se van a “ mezclar”, y entonées, + iu;] = 0 no implica necesariamente
queL[u,] =00 L[u;] = 0, aun siL es real.

La utilizacibn de soluciones complejas en ecuaciones diferenciakaldia reales se
extiende al caso inhomeégeo. Sif = f, +if;, con f, y f; funciones reales, y si, =
u,r + iuy; €S una soludin particular de la ecuaamn inhomo@nea, entonces,. = Re[u,)
es soluaddn real deL[u] = f,, Yy u,; = Im|u,] es soluddbn real deL[u] = f;:

Llu) = f, +ifi = LRe(uw,)] = fr, Lllm(u,)] = f;.

En efecto,
Lluy) = Llttyy + ityi] = Lfuye] + iLfup] = f, + i f;

Yy, comou,, Y u,; Son reales Y. es real, igualando partes real e imaginaria obtenemos
L[upr] = fra L[upi] = fz .

gue es lo que quexmos demostrar.

Nuevamente, el lector pa@idudar de la utilidad de este resultado, ya que en un pro-
blema fsico fipico f se#& real. Sin embargo, nuevamente puede resultar muy comenie
escribir f como la parte real o imaginaria de ufi@ompleja, para encontraras apida
y claramente la soludhn particular.

El caso tpico es el de ung(¢) de la formaA cos(wt) con Ay w reales (por ejemplo,
una fuerza externa pédica de frecuencia angularen el ejemplo de la masa unida a un
resorte), que podemos escribir como

f(t) = Re[Ae™"].

El procedimiento usual es entonces resolver, en lugar deukecén L{ju] = Acoswt, la
ecuacbn compleja
L[u] = Ae™*

y luego tomar la parte real de la solomiparticular compleja,(¢) obtenida. A§ la parte
real satisfaa la ecuadn
Lluy,,| = Acoswt

y la parte imaginaria la ecuaxi
Lluy,| = Asinwt .

Resolver la ecuadh compleja no @lo resulta en este casoas facil, como veremos
mas adelante, sino que adasnpermite resolveen un solo pasodos problemas in-
homogeneos realest[u] = Acoswt y Lju] = Asinwt (y de hecho tamiin Lju| =
A cos(wt + ¢) para cualquier fase).

Estas cuatro propiedades fundamentales de las ecuaciberendales lineales per-

miten desarrollar @todos generales para la resofucide estas ecuaciones, queaser
presentados en detalle en lo§ximos cajftulos.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:
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II.1 GENERALIDADES

I1.1. Generalidades

Como hemos visto, una ecuanidiferencial ordinaria de ordenpuede escribirse en
la forma general

du d™u

Flt,u,—, ..., —
(’u’dt’ ’dt")

=0, (n1.1.1)

donde la inégnita es la fundn u(t).

Definicion I.1.1 La ecuacbn se llamahomogeneade gradop si, al multiplicar u(t) y
todas sus derivadas por un @anetro), se tiene:

du d™u du d™u
haded bl WY - bl hadied
F(t,)\u,)\dt,...,)\dtn) NP F(t,u, dt""’dt”)’ (1.1.2)

conp arbitrario (es decir, siF' es una fun@n homo@nea de grade en la indgnita y
todas sus derivadas).

Una ecuadn lineal homo@nea es, pues, un ecuatihomo@nea de gradp = 1.

Comenzaremos estudiando las ecuaciones diferencialemoedi de primer orden.

II.2. Ecuaciones de primer orden: Algunos casos dé&til
resolucion

Consideremos, ahora, ecuaciones de la forma

du
e f(t,u). (n.2.1)

Una ecuadn diferencial ordinaria de primer orden puede siemprediestl a esta
forma tras resolver la ecudci original respecto a la derivada. Veremoasmadelante
un importante teorema, debido a Picard gdestencia y unicidade la soludbn para las
ecuaciones del tipai(2.1). Pero primero presentaremos algunésanos elementales de
resolucon para casos particulares, que perraitiapreciar varias propiedades generales.

II.2.1. Ecuaciones con variables separables

Si f(t,u) no depende de, (11.2.1) se reduce a

du_

pri f(t), (n.2.2)
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cuya soluddn general es (sfi(¢) es integrable)

u(t)=/f(t)dt+c. (n.2.3)

La constante: se denomin&onstante de integragn, y puede determinarse conociendo
el valor deu a un dado tiempé, (es decir, el valor inicial): Si(ty) = u, Se tiene

u(t) = /tt F(E)dt' + g . (n.2.4)

Cuandof (t,u) = h(t)g(u), la ecuaddn (11.2.1) se convierte en

Z—? = h(t)g(u). (n.2.5)

Esta ecuaéin puede reescribirse, payau) # 0, como

du
cuya soluabn general es
du
/_g(u) _ /h(t)dt+c. (1.2.7)

Esta ecuadin, del tipop (¢, u) = ¢, determinamplicitamentda solucbnwu(t). La solucon
particular para(ty) = ug, cong(ug) # 0, est dada por

/ il / At (12.8)

Parag(u) = 1 se obtiene, por supuesto, la ecéec(i.2.4). Si, aderas, existen fi@es
u, tales quey(u,) = 0, a la soluodn (11.2.7) se deben agregar tar@bilas soluciones
constantes

u(t) =u,, con g(u) =0,

gue no necesariamente se obtienenid2.7) o (1.2.8), pero que son obviamente solucio-
nes dej.2.5).

Observar que el caso en qpi¢, v) no depende decorresponde A(t) = 1 en (1.2.5).
El segundo miembro dei(2.8) se reduce, entonces,aty, y la solucbnu(t) dependex,
pues, 6lo de la diferencia — t,. Eso refleja la invariancia, en este caso, de la eboaci
(11.2.5) frente a traslaciones temporales. El que sigue eseampép de este caso.
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RESOLUCDN

N(t
® N
5

20
4

15
3
2 10
1 5
0 t/t 0 t/T
00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 2.0 25 3.0

Figura 1: Gafico de las solucionesi (2.11) para > 0 y distintos valores deV,, para
k > 0 (izquierda) yk < 0 (derecha), com = |k|~1.

Ejemplo I1.2.1: Consideremos la ecudci diferencial lineali(1.1):

dN(t) _
% = —kN(t). (n1.2.9)

SiN(t) # 0 se tiene:

lo que conduce a

N
dW:ln|N|:—/kdt—l—c:—kt+c,

O Ssea,
N(t) = Ce ™™, (11.2.10)

dondeC' = +e°. El valor deC puede determinarse a partir de la conaicinicial: Si
N(to) =Ny=C= N()G)\to Yy

N(t) = Nye kt—to) (1.2.11)

Obtenemos ada conocida érmula para la desintegra@ci radiactiva, sk > 0, y para
el crecimiento exponencial de una pob&atisik < 0. Si bien la deducéin anterior es
valida paraN(t) # 0 (o sea,N, # 0), paraN, = 0 se recupera la solum constante
de (.1.1),N(t) = 0V t, que corresponde@ = 0 (¢ — —o0) en (1.2.10). Se verifica
entonces que el conjunto de solucionesid@.9) es un espacio vectorial de dimeémsi:
toda soluacbn es nilltiplo de la soluddn e~** (base del espacio).

Notese taml@n que las curvad/(t) para distintos valores d€, es decir, distintos
valores inicialesV,, nunca se cruzan (Fig. 1), por ser la sotuciinica para cualquier
valor deN, y to. Por cada punt¢t, N') pasa una y@o una soludn de (1.2.9).
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Ejemplo 11.2.2: Consideremos ahora la ecuaetidiferencial no lineal

dN

“ = kN2,
dt

Escribéndola, parav # 0, en la formadN/N? = —kdt, obtenemos—% =—kt+cy

N(t) = k:tl—c' (n.2.12)

SiN(ty) = Ny = ¢ = kto — N, ' y entonces,

No

N(t) = T Nok(t— 1) (1.2.13)

Existe, aderas, la soludn trivial N(t) = 0V t, la cual no es en principio un caso par-
ticular de (1.2.12), aunque puede obtenerse de2(13) paraVy = 0 (¢ — +o0). El
conjunto de soluciones no es ahora un espacio vectorialygdag distintas soluciones
no son niiltiplos de una soluéin base. La soludin general depende en forma no lineal de
la constante de integraii ¢ o condicbn inicial Ny. No obstante, existe nuevamente una
Unica soluadn para todo valor iniciaN, (y Y to), por lo que las curvad' (t) para distintos
valores deVy no se cruzan (Fig. 2).

ParaN, > 0y k > 0, se obtiene en este caso un decrecimiento mudmlento que
el decrecimiento exponencial del ejemplo 11.2.1: Ah¥&) ~ m parat — t, >

(Nok)~!. Esto se debe a que al disminit, dN/dt « N? se hace ras pequio queN.
Notese tamt@n queN (t) se torna aproximadamente independiente de la candicicial
Ny parat — to > (Nok)™!, a diferencia de lo que octiaren el ejemplo lineal anterior.

Es tambén interesante considerar el case 0. En lugar de un crecimiento exponen-
cial, obtenemos un crecimiento “explosivo”, qigergeparat — t. = to+ (|k|No) ™', €s
decir, para un tiempbnito. Esto refleja el hecho de que al creq‘}Erdd—]tV aumenta en este
caso muy apidamente. Mateaticamente, este ejemplo muestra que euandof (¢, u)
sea una funéin continua y derivable, por ejemplo tan simple campono necesariamente
existe una soluéin continua deli(.2.1) para toda > t,. Veremos luego este punto con
mayor detalle.
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N(b)
5

N(t)

4
3
2
1

t/r t/t

00 05 10 15 20 25 30 00 02 04 06 08 1.0

Figura 2: Gafico de las solucionesi (2.13) para > 0 y distintos valores deV,, para
k > 0 (izquierda) yk < 0 (derecha), com = |k|~!. Las lineas punteadas (derecha)
indican las amtotas verticales.

Ejemplo 11.2.3: Ecuacon de Clausius-Clapeyron para la pteside vaporizaéin
P(T) en funcbn de la temperatura absoluta
Consideremos la ecuaxi

dP 1P

dT ~ RT?’
paraP > 0y T > 0, dondel es el calor latente ¥ la constante de Rayleigh. La ecuati
puede reescribirse en la forma

(1.2.14)

dP  1dT
P RT?
Se integradcilmente, con el resultado

—1
log |P| =log P = ﬁ+10g0,

dondeC' > 0; de aquiresulta

P(T) = C e V/(RT)
Si no determinamo€’ tendremos una familia de solucionés.queda determinada
si se conoce’ a una dada temperatufg > 0. Por ejemplo, si se conoce la pri@side
!
vaporizaobn a temperatura ambientqT,) = Py, resultaC’ = Pye®% y, por lo tanto,

;Z(L_L)
P(T)=FyeR'T T, (1.2.15)

Notemos que existe soluri Unicapara cualquier?, y 7, > 0, lo que implica nue-
vamente que las curvd’3(T") para distintos valores d&, no se cruzan pard > 0 (Fig.
3). Por el contrario, todas las curvas convergérparal’ — 0*. Matenaticamente, este
comportamiento eatrelacionado con la singularidad del miembro derechaiea14)
paral — 0, tema que discutiremos en breve.
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P(T)/Pa
15¢

10+

- RT
1 2 3 4 5 6

Figura 3: Gafico de las soluciones (2.15) pardl” > 0y distintos valores dé, = P(Tj)
(P, es la unidad de presm).

11.2.2. Ecuaciones reducibles a variables separables

En algunos casos es posible reducir la ecuadiferencial a una ecudsi del tipo
(11.2.5) mediante un cambio de variables sencillo. Por ejensplo

du
- = flau+bt), (11.2.16)

reemplazande = au + bt, obtenemos

dz du
a—aa%—b—af(z)—l—b,

que es de la formal(2.5). Por lo tanto, sif(z) + b # 0,

[ =t
af(2) +b ©

que determina(t) y u(t) = (z(t) — bt)/a. Si 3 z, tal queaf(zy) + b = 0, debemos
agregar las soluciones= z,, 0 seau(t) = (z, — bt)/a.

Analogamente, si

du
reemplazande = v/t obtenemos
dz ldu u 1
@ " ra e Ve A

gue es nuevamente de la formaZ.5). Por lo tanto,

dz dt
/m:/7:ln]t\+c, (1.2.18)
2
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que determina(t) y u(t) = tz(t). Si 3 z, tal que f(z)) = zy, se deben agregar las
soluciones: = z, 0 seau(t) = zot. La ecuadn (11.2.17) se denomina, a veces, ecoaci
diferencial “homo@nea” de primer orden (atedai: eso puede conducir a confusiones
con la definiodbn general 11.1.1), y su solumn (11.2.18) es de la form&'(u/t) = t, con
F(z) = el #/(F)=2) Sjy(t) es soluddn,w(t) = u(At)/\ es tambén solucdn si\ # 0.

11.2.3. Ecuaciones en diferenciales totales. Factor integrante
Dada
du  f(t,u)

— == 2.19
dt g(t,u)’ (1:2.19)
cong(t,u) # 0, podemos reescribir esta ecuatcomo
g(t,u)du+ f(t,u)dt =0. (1.2.20)
Si se cumple que
Og(t,u) _ Of(t,u)
5%~ oy (11.2.21)
= 3 ¢(t,u) tal que
99 _ 99 _
% - g(t,U), ot - f<t7u) (” 222)

y podemaos reescribiri(2.20) como la diferencial total
dp = g(t,u)du+ f(t,u)dt =0.

Las soluciones.(t) de (1.2.19) quedan entonces determinadas iiciigimente por la
ecuacdbn

o(t,u) = c, (11.2.23)

conc constante. Si(ty) = up = ¢ = ¢(ty, up) y la solucdbn particular queda determinada
por

¢(t, U) = gb(to, UO) . (|| 224)

La condicdn (11.2.21) es necesaria y suficiente para que el primer miemb(o.2e20)
sea la diferencial total de una fubai¢. Esta puede obtenerse como la integralided

(t,u)
b(t ) = /@ (¢ ) du! + F(E, ! )dt] + do (1.2.25)

0,10)
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alo largo de cualquier curva que vaya defgeu,) a(t, u) (dentro de una regn simple-
mente conexa dondgy g esén definidas), comy, = ¢(ty, ug) Una constante arbitraria.
Por ejemplo, eligiendo dos segmentos paralelos a los eggd@mados,

o(t,u) = /ug(to,u')du’ +/ f(t w)dt" + ¢y . (1.2.26)

uo

Equivalentemente, puede integra%t g(t,u) = para obtener
o(t,u) = /g(t,u)du + ¢(t)

y determinar’(t) a partir deg—jis =2 [g(t,u)du+(t) = f(t).

Una vez determinadé(t) puede obtenersét) por integraddn, a menos de una cons-
tante, que quedardeterminada por la cond@ei inicial.

Notemos que la solugn (11.2.7) para variables separables correspondé a.) =

% — [f(t)dt.

Ejemplo 11.2.4:
du 2t +u
— = : 11.2.27
dt 2u+1 ( )
En este casq(t,u) = 2u +t, f(t,u) = 2t + u, con% = g—j = 1. Podemos, entonces,
escribir (1.2.27) como
dp = 2u+t)du + (2t + u)dt =0,
con
u t
o(t,u) = / (2u' + to)du' + / (2t 4+ u)dt' + ¢y
uQ to
= u? +ut + 1% — (uh + upto +t2) + ¢y .
La solucbnu(t) queda entonces determinada por
u +ut +t* =c, (1.2.28)
0 sea,
1
u(t) = —§(t + Ve — 3t?), (1.2.29)

conc = u + ugto + t2 'y el signo determinado par(t,) = u,. La solucon Dlo esh de-
finida parat € [—t,,t.], cont. = 2,/¢/3, anundose el denominador de.R.27) para
t = +t. (u(£t.) = Ft./2). La grafica deu(t) es la parte superior o inferior de una elipse
con centro en el origen, rotada‘4er Fig. 4).

Notemos que la ecuami (11.2.27) es de laformai(2.17), conf(z) = —(2+2)/(2z+
1). Puede comprobar el lector que.2.18) conduce a la solun (11.2.28).
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Factor integrante.

Si la ecuadn (11.2.21) no se verifica, edia posible convertir la ecuamn (11.2.20) en
una diferencial exacta multiplicando a la misma por unaifumg(¢, v), llamada factor
integrante:

do = p(t,u)g(t, w)du + p(t,w) f(t,u)dt =0, (1.2.30)
con
O(ug) _ 9(uf)
5% ou (n1.2.31)

Desarrollando la ecuamn anterior se obtiene
9 _0f _ i[O o
ot ou Bl an ~ 9o

Olnp|  Oln|yl
ou o

la cual es una ecuawi en derivadas parciales paré, u), que puede ser tan tifl de
resolver como la ecuamn original ( puede demostrarse que si las derivadgsyde son
continuas y, por lo menog, (6 ¢g) es no nula, la ecuamn anterior posee siempre una
solucbn no nula). Sin embargo, en algunos casos, su resoles sencilla. Por ejemplo,
si u(t, u) es funcon det solamente, obtenemos

Olnlp| {g_@}/
ot ’

Oou Ot
lo cual es factible@o si el segundo miembro es fubaidet Unicamente. En ese caso,

= f (11.2.32)

of _ 9g
p(t) = cexp [ Mdt] . (1.2.33)
g

Podemos fijarr = 1, ya que la constante que multiplicauaes irrelevante. En forma
similar pueden considerarse factores integrantes qudseeiones de:, o en general, de
alguna funaddn deu y t. Una vez obtenidg se procede como en gém anterior.

Ejemplo 11.2.5:
du  wHu(t+ 1)+t +2)
dt 2u+t '

En este casdl = 2u+t+ 1 # % = 1. No obstante[3. — 2]/g = 1y, por lo tanto,

p(t) = el = ¢,
verificandose?(c) — (€9l — ct(9,, + ¢ + 1). Obtenemos, para este caso,
do = e'[(2u + t)du + (u* +u(t + 1) +t(t +2))dt] =0,
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u(t) u(t)

Figura 4: Gafico de las curvasi(2.28) (izquierda) yi(.2.34) (derecha) para distintos
valores de-.

cong(t,u) = e'(u? + ut + t*). La solucdn esh, entonces, determinada por

(u? +ut +t*)e! = c, (n.2.34)
0 sea,
1
u= _i(t + Vdce=t — 3t2), (n.2.35)

conc = ¢(ug, tg) > 0. La ecuadn ¢(t,u) = c origina una curva abierta si> c. ~ 0,41
y una curva cerrada &s una abierta si < ¢, (Fig. 4), estando las abscisas extremas de
las mismas determinadas por la conolicit? < 4ce".

1I.2.4. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Ecuacion general lineal de primer orden. Metodo de variacbn de la constante.

Resolveremos ahora una ecuacdiferencial lineal general de primer orden. Como
hemos visto, corresponde al caso en gj(few) en (1.2.1) es una funoin lineal deu:

du_
dt

Podemos escribini(.2.36) en la forma

a(t) + b(t)u. (11.2.36)

Liul =a(t), L=——-0(), (1.2.37)

dondel es un operaddmeal.
Consideremos, primera(t) = 0. En este caso, la ecuéai(1.2.36) eshomogneay
de variables separables:
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de dondén |u(t)| = [ b(t)dt + ¢, y entonces
u(t) = cel b (1.2.38)

con ¢ arbitrario. Siu(ty) = wuo = utilizando la primitiva deh(¢) que se anule eh = t,
obtenemos

u(t) = uoef:o bEat’ (n1.2.39)

Sia(t) # 0 (caso inhomogneo), podemos intentar una so@rcidel tipo (1.2.38), pero
conc una funcon det a determinar:

w=up(t)ct), up(t)=eltO. (11.2.40)

Este procedimiento se denomiwariacion de padmetros, o de constanteSe obtiene,
notando qué.[u,(t)] = 0,

Llu] = L{uy(t)]e(t) + uh(t)@ = uh(t)% =a(t).

Por lo tantodc/dt = a(t)/un(t) y entonces,

c(t) = / a(t) dt+ ¢,

Up, (t)

conc una constante arbitraria. Reemplazandoie.40), obtenemos finalmente

wt) = w(t)d + / 5h<(tt))

_ efb(t)dt[cl+/e—fb(t)dta(t)dt]. (n1.2.41)

dt]

La solucdbn general es, pues, una solutide la ecuabin homo@nea (., (t)c’), mas una
solucbn particular de la inhom@mea. La soluéin particular que satisfacgty) = ug
puede escribirse como

t / / ¢ t! " "
u(t) _ effo b(t')dt [Uo"‘/ e_ft() b(t")dt a(t')dt’]

to

= K(t,to)uo—|—/tK(t,t')a(t')dt’, (1.2.42)

donde
K(t ) = el P00 — 4 (8) fup (2,

es la soludn de la ecuadin homo@nea que satisfaegt’) = 1, puesK (t',t') = 1.
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La ecuaddn (11.2.41) puede tambn obtenerse por el@odo del factor integrante. En
este cas¢f = —[a(t) + b(t)ul, g = 1y (2 — %) /g = —b(t) es funcdn det, por lo que
1 puede obtenerse de.@.33):u(t) = ce~ /" Finalmente,

ot.u) =ty [ uit)ate)at.
La ecuaddn ¢(t,u) = ¢ conduce al(.2.41).
Ejemplo 11.2.6: La velocidad de una pacula de masa: en un medio viscoso con fuerza

de roce proporcional a la velocid&l = —yv y bajo la acadbn de una fuerza exterid&(t),
satisface la ecuan

m = —yv + F(t), (11.2.43)
dt
gue puede escribirse como
dv
% = —)\v + f(t> )

dondeX = v/m > 0y f(t) = F(t)/m. Utilizando el resultado anterior, la soloai
general es entonces

v(t) = e M + / e f(t)dt]
y la solucdn parav(ty) = vo puede escribirse como

t
v(t) = voe Mt) +/ e MO £t

to

que corresponde A (ty, ;) = e 271,
Por ejempilo, si

ft) =

se obtiene, pargy = 0, vy = 0,

0 t<0, yt>t
.f07 Ogtgtc

0 t<0
v(t) =4 (fo/N)(1 —e™) 0<t<t . (11.2.44)
(fo/N)(1 — eAte)em et t>t,

La solucbn parat > t. es obviamente la solum de la ecuaéin homo@nea para, = t.

yu(te) = (fo/A)(1 —e o).
Observemos que ¢y — ooy t. — 0, confyt. — J (finito), entonces(t.) — J. Esto
corresponde justamente a una fuerza actuaoldcesir = 0 que suministra un impulso.

Notemos tamléin que sif (t) = fo Vt > 0 (t. — 00), v(t) = (fo/A)(1—e )Vt > 0,
conu(t) — fo/X (velocidad imite)parat — co.
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V/V

1.0
0.8¢
0.61

0.4}
0.2/ t/r=1

te/T=00

0.0 : : : t/r
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5: Gafico de la soludn (11.2.44) para distintos valores dg cont = A\~ 'y
vy, = for la velocidad imite parat, = oo (fuerza externa constante).

Ejemplo 11.2.7: La corrientel de un circuito éctrico con autoinducén L, resisten-
cia Ry tensbn V (t) satisface una ecudei completamente similar:

dI
L—+1IR=V(t).
s (t)
Es decir, cambiando — I, m — L,y — Ry F(t) — V(t). La solucon paral (0) = I
y L, R constantes, es entonces

t
I(t) = Toe ™" 4 / e ROy (1Y dt'
0

Este es unipico ejemplo de analdg fisica, en el que sistemas y magnitudes diferentes
son descriptos por una misma ec@aailiferencial, exhibiendo entonces comportamientos
aralogos. Resulta aposible simular el movimiento de la masa en el medio vissogeta

a una fuerza externg(t) mediante un circuitd. R conR/L = v/m, V (t)/L = F(t)/m,

0 viceversa.

[1.2.5. Ecuaciones reducibles a la forma lineal

Algunas ecuaciones pueden ser reducidas a ecuaciondsdimeadiante un sencillo
cambio de variables. Un ejemplo conocido es la eérade Bernoulli,

d

S At b, A1
dt

Sustituyenda: = «!~", obtenemos

dz —n du o -n n
n—y = (I —n)u - = (1 —n)u"[a(t)u™ + b(t)u]
= (L=mn)a(t) +b(t)2],

gue es una ecudm lineal en:.
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1.3 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

En general, sii = ¢(z), cong invertible, yz satisface la ecuamn lineal
dz/dt = a(t) + b(t)z,

u satisface la ecuawn no lineal

B _ g g et + 6007 )

que posee la solumn u(t) = g(z(t)), conz(t) la solucbn de la ecuadin lineal. Por
ejemplo, siu = /(7" 4 = L [q(¢)u" + b(t)u], que es la ecuadn de Bernoulli.
Analogamente, si = ¢,

d

d_j: =a(t)u+b(t)ulnu,
cuya soludbn ese*Y) mientras que, si = In 2,

d
d—lt‘ = a(t)e™ +b(t),
cuya soluddn esln z(t).

Destaquemos finalmente poré&jas tan importante el caso lineal, cuando a primera
vista pareceéa tratarse de un caso muy patrticular. En el caso genera ptada ecuadin
(n.2.1), sila funodn f (¢, u) es suficientemente suave como para admitir un desarrollo en
serie de Taylor en la variabte(alrededor de cierto valar,), tendremos:

ft,u) = f(t,uo) + fult,uo)(u — uo)

dondef,(t, ug) = Of/0u|.—u,- ES decir que, parp — ug| suficientemente peqiie, co-
mo ocurre al estudiar pegiies desplazamientos respecto a un punto de equiligrien

el quef(t,us) = 0), podemos aproximaf(¢,«) por una funadn lineal en, y obtener
ad una ecuadin diferencial lineal que es exactamente resoluble. Est@iéa anaitica
aproximada puede darnos inform@timuy Gtil acerca del problema original. Por ejem-
plo, nos puede indicar, en forma aitigh, ®©mo se comporta el sistema para pdmse
apartamientos del equilibrio y determinaii asel equilibrio es estable o inestable. Ve-
remos en la secon (11.3.4) un ejemplo espéico de esta aproximamn en el caso del
pendulo simple.

11.3. Problemas de condiciones iniciales

11.3.1. Teorema de existencia y unicidad de Picard para problemas
de valores iniciales

Consideremos la ecudxi diferencial ordinaria de primer orden

du
= f(t,u), (1.3.1)
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U0+b

Uo

Uo—b """" :

fp—a o fp+a

Figura 6: El recainguloR

con la condiddn inicial u(ty) = ug. Salvo casos especiales, como los vistos antes, no
es posible, en general, resolver este problema en formeieaaEs necesario, entonces,
recurrir a neétodosaproximadosque permiten resolverlo en forma narca. Para ello,

se necesita, primero, estar seguro de que, efectivan®asteuna soluadn de (1.3.1)
para una determinadfy condicbn inicial. El siguiente teorema demuestra que dicha
solucbn existe y edinicapara una clase muy amplia de funciones. A la vez, el teorema
proporciona unmétodo de resoluéin aproximadale (1.3.1) (método de Picard).

Teorema 11.3.1 Sif(t, ) es continua en un reghguloR dado por|t—ty| < a, [u—ug| <
b, y satisface et la condicibn de Lipschitz

|f(t,U2) _f<t7u1)| < N’u2_u1|7 (”32)
con N constante, entonces, en el intervalo
|t —to| <r, r=Minla,b/M], (n.3.3)

conM el valor maximo de| f| en R, existe undinica solucdbnu(t¢) de (1.3.1) que satisface
U(to) = Ug.

La condicbn|t —ty| < r asegura que la soludn no salga der. En efecto (ver figura
7),dado quef| < M enR,si|t —ty| < r,integrando (1.3.1) y tomando valor absoluto,
se obtiene

t t
ut) ~val = | [ 5(¢.ule)at| <] [ 1Fu))lae] < Mt~ t] < Mr =,
to to
Observar que, para que se cumpla la condicde Lipschitzi(.3.2), es suficiente que

fu= % exista y est acotada erR dado que, por el teorema del valor medio| i < N
ennR,

|f(tuz) — f(t,w)] = [fult, §)(ug — ur)| < Nlug — u
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u

U0+b

Ug
Uo=b : //é/ AN
“A\tga=M T
to—a to—r 1) fo+r to+a

Figura 7: Definiocdbn der

coné € [uy, us).

Demostracbn:

Demostraremos primero laxistenciade la solucbn. La ecuadn (11.3.1) es equiva-
lente a la ecuadn integral

t
u(t) = up +/ f( u(t))dt' . (n.3.4)
to
Podemos plantear ahora una secuencia de aproximacionessasi, u1(t), . . . , u,(t)
definidas por
t
un(t) = ug —i—/ f(t w1 (t))dt', n>1, (1.3.5)
to

conuy(t) = uy (método de Picard). La restricon (11.3.3) asegura que,,(t) no sale de
R para nindin n (0 sea,|u,(t) — ug| < bsi|t — ty| < r). En efecto, parax = 0 esto
se cumple trivialmente. Asumiendo que se cumple para(t), obtenemos, dado que
|f| < MenR,

[t (£) — o) g/ff(t',unl(t'))ydt/ < Mlt—to| < b (11.3.6)

para|t — to| <.
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Probaremos ahora que la sucési(i1.3.5) converge. St > 1y [t — to| <,
a0 =0 = L0 Ss
< 1 [0 = S v O
< N| /tt [ty () — w1 ()] dE| (n.3.7)

Paran = 1, (11.3.6) implica que
Por lo tanto, (1.3.7) conduce a

t —to|?

t
lus (1) — st (1)] < NM]/ ¥ — toldt’| = MN
to

y paran general, a

MN™t— to\"

unt) — 1 (0] < S

(11.3.8)

Entonces|u, 1 (t) —u, (t)| < MN™ | [{ERlqy| = pNm ‘tjﬁ'l -y, por lo tanto,
lim |uy41(t) —u,(t)| = 0. Adends, como
n—oo

un(t) = up + (ur(t)—ug) + . .. + (un(t) —un_1(t)),

el limite

u(t) = lim u,(t) = uo + Z U (1) —up_1(1)) (1.3.9)

n—o0

existe, pues la serie de diferencias es una serie absolut@eenvergente:
N|t7t0| _ 1

Nt —to|™ e
n( n— <M =M
Ziu SNOIEST) g N

n=1

La convergencia es tan#m uniforme por el criterio de Weierstrass [f,.(¢)| < M,
Vtel=|t,t)]yd -2y M,converge= > >, f,(t) converge uniformemente sobfea una
funcion f(t); recordemos que la convergencia es uniform& si > 0, 3 ng t.q. Sin > no,
[f(@t) = fu() <Vt e .

Por lo tanto, el Imite de la integral eni(.3.5) es la integral deliimite, de modo que
u(t) es soluddn de (1.3.1). Notemos que(t) es un punto fijo del operadot|u(t)] = uo+
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ftz f(t',u(t))dt’, (es deciru(t) = Alu(t)]), el cual transforma funcioneg(t) contenidas
en R en funcionesi[u(t)] tambin contenidas eR si |t — ¢y < 7.

Demostremos ahora lanicidad. Siv(¢) es otra soludn de (1.3.1) que satisface
v(ty) = uo, €ntonces, pard — to| < r,

fu(t) = o(t)] < / P ut)) = £, o(t))dt
< N/t u(t') — v(t)|dt’ < KNIt — to|

dondeK es el nédximo deju(t) — v(t)| para|t — to| < r. Esto implicau(t) — v(t)| = 0
paral|t — to| < r. En efecto, aplicando la cota anterior paja(t’) — v(t')|, obtenemos

t t— ¢ 2
lu(t) —v(t)] < KN2/ |t — to|dt’ = KNQ%
to

y, repitiendo el procedimiento anteriarveces,

(Nt = to])"

u(t) = v(t)] < K

, (11.3.10)

que tiende & paran — oo.

Ejemplo 11.3.1: Consideremos nuevamente la ecbadineal
du
dt

Aplicando el nétodo de Picard parrg = 0, conu(ty) = ug, obtenemos

—\u

t
Uy = UO—A/ U()dtlz'u,o[l—)\ﬂ
0

t
Uy = Uy — )\/ uy ()dt = up[l — Mt + N2t /2]
0

(=)™
m!

y, en generaly, = uy> . _, , de modo que

u(t) = lim wu,(t) = Z (=A0)" = ype M.

n—00
n=0

n!

La serie anterior convergét, pero la condidn (11.3.3) proporciona una estimac muy
conservadora del intervalo de convergencia: Rara 0, M = |A\|(b+ ug) Y
b 1

S_

r =Ml N5 S N
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sia > |M\7! yaqueh/(ug+b) < 1V b > 0. En general, el intervaloi(3.3) es demasiado
restrictivo y el desarrollo de Picard converge en un interazayor.

Ejemplo 11.3.2: Consideremos ahora

du
=
dt “

conty, = 0. Obtenemos
t
U = Uy — )\/ ugdt’ = ug(1 — ugt)
0

t )\ t 3
Uy = Uy — )\/ ui(t)dt' = uo[l—)\uot—l—()\uot)Q—%]
0

Uz = uO[Z(—)\uot)" + Ry(Augt)],

n=0

—x3). En general,

dondeRy(x) = s2*(2 — 2z + 32% — 5

3

n

un(t) = oY (—Mugt)™ + Rpgr (Muot)]

m=0

CONR,,1(x) = O(x™). Paran — oo, la solucbn converge, parf\upt| < 1, a
u(t)

gue coincide con la solu@n (11.2.13). SiA > 0 (conug > 0) la solucbn final (1.3.11)
es\alidaV ¢ > 0, aunque el desarrollo de Picard converg® paralt| < |Auo|~'. En
cambio, siA < 0 la solucbn existe 8lo parat < | \ug|™!, que coincide con el radio de
convergencia del desarrollo. Notemos que la cobdigi .3.3) da, en este caso,

Uo

= — 1.3.11
1+ At ’ ( )

b | < 1
"M (ug 4+ 0)2 T 4 A |ug

r = Min|a

dado qué/(uy +b)? < ﬁo gue es nuevamente menor que el radio de convergencia de la
serie.

Otras propiedades

Resulta obvio a partir dai(3.1) que, sif(¢,u) posee derivadas parciales continuas
hasta orderk en un entorno déf, u,), la solucbn u(t) posee derivadas continuas hasta
ordenk + 1 en un entorno de,.

Puede probarse tand@r que, sif depende en forma continua de ungaetro) (o
sea,‘fl—;‘ = f(t,u, \))y satisface las condiciones del teorema de unicidad)\cen (1.3.2)
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independiente d& =- la solucbn u(¢, A) depende en formaontinuade \ para|t —
to] < r (lo mismo vale para un conjunto de paretros). En particular, esto implica
queu(t) dependex en formacontinuade la condiddn inicial u(ty) = wug. En efecto,
escribiendov = u — ug, s = t — to, tenemos% = f(s + to,v + ug) = g(s,v), con
v(0) = 0, donde los valores iniciales quedan representados pamedros de la funbn

g. De todos modos, esto no impide que dos soluciones con ¢oneéginiciales cercanas
se alejen mucho para valores grandes$tdety|. Por ejemplo, los sistemas@t&os son
extremadamente sensibles a las condiciones inicialeso€Emismos, si dos soluciones
uy(t), us(t) difieren inicialmente en una pediee cantidadyu,, para tiempos grandes
lui (t) — ua(t)| = |6ugle™t, dondeA > 0 es el llamad@xponente de Lyapunov

Extensdn de la soludn

Si bien el teorema demuestra la existencia de sotuparalt — to| < r la misma
puede, en principio, extenderse fuera de este intervalandmcomo nuevos puntos ini-
ciales a,+r. No obstante, como hemos visto no siempre es posible cantimgolucdn
indefinidamente. Esto puede deberse a que la $wlsa acerca a un punto donde las con-
diciones del teorema no se cumplen o ta@nka que la soludin se aproxima a unaiasota
vertical (im;_;, u(t) = 4-00), como ocurre eni(.3.11) para\ug < 0 (t. = [Aug|™). Un
ejemplo del primer caso es la solagi(11.2.29) de la ecuadn (11.2.27), limitada al inter-
valo [t| < t. = \/4c¢/3. Sit = t., u(t) = —3t, anukndose el denominador de..27).

Puntos singulares

Los puntogty, ug) en los que, o bien no existe solanide (1.3.1) o la soludn no es
Unica, se denomingountos singularesObviamente, en estos puntos no se satisfacen las
condiciones del teorema de unicidad, aunque no todo punéb gume las mismas no se
cumplan es singular. Los condiciones del teorema son sugsgero no necesarias. Por
ejemplo, puede demostrarse quef, 8 continua en un entorno ¢g, u, ), existe siempre
una soluadbn de (1.3.1), peroésta puede no sémica si no se cumple la condici de
Lipschitz. La curva formada por los puntos singulares s@a@macurva singular Una
solucbn formada enteramente por puntos singulares se denawolingbdn singular

Ejemplo 11.3.3:

du u
— =qg— 0. 11.3.12
i e ( )

En este casg(t,«) no es continua en = 0. Una soluobn de (1.3.12) es obviamente
u(t) = 0. Ademas, siu(t) # 0, integrando por separaei de variables obtenemos

In|u| = qln|t|+
o sea, st > 0,

u(t) = ct?. (1.3.13)
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u(t) u()

1

Figura 8: Géaficas de las soluciones.@.13) paray = 2 (izquierda) yg = —1 (derecha),
ye=0,+1,42 +4.

Sity > 0, existe undinica soluddbn que satisface(ty) = wug, ¥V up (¢ = uo/t3). Pero
cuando consideramag = 0, vemos que si la condign inicial esug = 0, (11.3.13)
es soluadbn de (1.3.12) para cualquier valor de: (incluyendoc = 0). No existe pues
solucbn nica para:(0) = 0, existiendo en cambio infinitas soluciones. Por el cordrari
sity = 0y uy # 0, no existe ninguna solumn. Este tipo de punto singular se denomina
nudo (Fig. 8).

Si consideramos, ahora, < 0 en (1.3.12),u(t) no permanece finito para— 0,
excepto para = 0 (Fig. 8). Sit, = 0, parauy, = 0 obtenemos, en este caso, umaca
solucbnu(t) = 0, mientras que, siy # 0, no existe soludn.

Ejemplo 11.3.4:

— =\, ANA£0. (1.3.14)

Parau — 07, si bien,/u es continua, no se cumple la conditide Lipschitz pues

fu = 35= — oo. Los puntos(¢,u) = (t,0) pueden ser pues puntos singulares. Por

separa@n de variables, para > 0 obtenemos la solugn
u(t) = i()\t—i-C)Q, At+¢>0 (1.3.15)
No obstante, tenemos tarébila solucdn trivial
u(t) =0, (1.3.16)

gue no se obtiene da (3.15) (Ver Fig. 9).
Sitg =0y ug > 0, obtenemos comonica solugn

u(t) = i(zm—o A2, (1.3.17)

donde el pantesis debe ser positivo. La solwi(1.3.17) esh definidav ¢ > 0 siA > 0,
pero $lo parat < t. = 2,/up/|A| Si A < 0. En este casay(t) — 0 parat — ., y no
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u(t)
3

Figura 9: Gaficas de las soluciones.B.15) para\ = 1 (curvas crecientes) ¥ = —1
(curvas decrecientes),cy= 0, +1, +-2, junto con la solud@n singularu(t) = 0V ¢.

puede extenderse para- t.. Si\ < 0, la solucbn disminuye pues &s rapidamente que
en el caso lineal$ = \u, conu(t) = ue " si X < 0) “apagandose” en un tiempo
finito.

Consideremos, ahoray = 0. La ecuaddn (11.3.17) se reduce a

u(t) = }lvt? (11.3.18)

SiA > 0, (11.3.18) es solu@in de (1.3.14) y satisface.(0) = 0, al igual que (.3.16).
Por lo tanto, la soluéin no estinica Lo mismo ocurre obviamente para cualquier valor
dety. Los puntog0, ¢) son pues singulares y la solaaitrivial (11.3.16) es una solugn
singular. Por el contrario, sh < 0 (11.3.18) no es solubn de (1.3.14), obteréndose
comodnica soluaddn, parauy, = 0y ¢t > 0, la solucbn trivial (11.3.16).

Soluciones aproximadas

Si bien no vamos a tratar el tema de aproximacionesémigas, cabe destacar que
existen taml@#n otras sucesiones(¢) que convergen uniformemente a la sotunci.(t) y
gue pueden, por lo tanto, utilizarse para aproximar la sotudl método nas elemental
y conocido es el itodo de la “quebrada de Euler”, que consiste en subdiititervalo
[to, to + r] enn subintervalos de longitudl = r/n, y aproximar la soluéin u(t) por
segmentos entre los punt@s, uo), (t1,u1), - . ., (ts, u,) definidos por

ti=ti1+h, w=wui1+hf(tici,ui—1), i=1,...,n,

que se obtienen de supongr, u(t)) = f(t;_1,u;—1) (constante) en el intervale,_;, t;].
Cada segmento es, entonces, tangente a la éalegacta efit;_;, u;_;). Puede mostrar-
se que tal aproxima@gn converge, para — 0 (0 seaj — o), a la soluodbn exactau(t)

si se cumplen las condiciones del teorema de existencia.draéntos del retodo ante-
rior conducen a aproximair(t) por una suceéi de polinomios de grade entre puntos
(t;,u;), tales que posean un contacto de orgeoon la solugdn exacta en dichos puntos
(métodos de Sirmer, Runge, etc.). Estosatodos estn directamente incorporados en di-
versos programas délculo nunérico o andltico (por ejemplo [11]), siendo muy sencilla
y rapida su utiliza@n.
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11.3.2. Generalizacbn a sistemas de ecuaciones de primer orden

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones acopladas
du;
dt

donde la derivada de cada variabledepende de, de $ misma y y de todas las d&s

variables. El teorema de existencia y unicidad se genarafiZorma inmediata a este tipo
de sistemas. Podemos reescribir3(19) en forma concisa como

= filt,ug, ... u,), 1=1,...,n, (1.3.19)

d“ = f(t,u), (11.3.20)
wn(t) fi(t, )
w)= || rew=| |
(1) fult,w)

y vale el siguiente teorema:

Teorema 11.3.2 Dado el sistema de ecuaciones lineales de primer orden

d“ — f(t,u), (1.3.21)

con condicdn inicial u(ty) = wuo, Si existe unare@in R definida port—,| < a, |u—uo| <
b, donde se cumplen las condiciones

a) f;(t,u) continua enr,
b) [f (¢, uz2) — f(t,u1)| < Nluz — ual,

entonces existe unimica solucdbnu(t) de (1.3.21), que satisface(ty) = uo, dentro del
intervalo

|t —to] < r = Minla,b/M],
donde)! es el naximo de| f| enR.

Para que se cumpla la condam de Lipschitz es suficiente que las derivadas parciales
fij = % sean acotadas eR pues, en tal caso, por el teorema del valor medio,
J

| f(t,uz) — f(L,u)| Z | filt, uz) — filt, uq)l?

Z|qu (t, &) (ua; — wry) |
< Z Z iilua; — uijl) 2 < N?|ug — uq)?. (11.3.22)

La demostradin del teorema es exactamente igual a la ya presentada erseldmuna
ecuacon. Dlo se deben reemplazdgr v y v en (1.3.4)—(1.3.10) porf, u y v.
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O

11.3.3. Representacdon de una ecuadn diferencial de ordenn me-
diante un sistema de primer orden

La generalizadn del Teorema de Picard anterior es muy poderosa, porque:

i) Toda ecuadn diferencial ordinaria de orden para una fundbnw(t) puede escribirse
como un sistema deecuaciones de primer orden,

ii) todo sistema de: ecuaciones diferenciales de ordeparam funcionesi, (t), . . ., u,,(t)
puede escribirse como un sistemardex n ecuaciones de primer orden

En efecto, la ecuacn diferencial ordinariae ordenn,

d™u du du

— =t —y ., —
f( 7u7 dt? ) dtnil)

11.3.23
pm ( )

puede reducirse a un sistema idecuaciones ordinarias de primer orden de la forma
(1.3.21) definiendo

du dtu
U = u, nga,...,unzm, (||324)
ya que
d d d
U, B2, ﬂ:f(t,ul,...,un), (1.3.25)

dat Y dt BT

0 sea,fi(t,u) = ug, folt,u) = us, ..., fu(t,u) = f(t,u).
Entonces, sif satisface las condiciones del teorema, queda garantiaadkistencia
y unicidadde la soluddn de (1.3.23) para la condion inicial u(0) = u,, donde

du d"u
ug = (u(0), E|t:07 ceey W\t:o)

es el vector que contiene los valores iniciales de la “posici'velocidad”, “aceleradn”,
etc.
En forma aaloga, un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de orden

d"u du d"u

=flt,u,—,...,—— 11.3.26
dtn -f( 7u7 dt Y Y dtnil ) ( )
dondeu = (u1,...,un), f = (f1,--., fm), puede reducirse a un sistemardex n
ecuaciones de primer orden, definiendortogctores
u—uu—du u_dnflu
1 — W, 2_dta"'7 n_dtn_l7
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ya que
%:ug, %:ug,...,%:f(t,ul,...,un),

lo cual constituye un sistema dex n ecuaciones de primer orden para el vector ampliado

y = (uy,...,u,) dem x n coordenadas.

Asi, la ecuaddn que describe el movimiento de una para en el espacio tridimen-
sional sujeta a una fuera(¢, r, dr/dt), es, segn la segunda ley de Newton, un sistema
de 3 ecuaciones diferenciales de segundo orden-efiz, y, z), lo que equivale a un siste-
ma de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden en lablesia, v = dr/dt). Analo-
gamente, la ecuamn que describe el movimiento depariculas en el espacio tridimen-
sional, sujetas a fuerzds(t, r1,dr,/dt, ..., r,,dr,/dt), es un sistema di: ecuaciones
diferenciales de segundo orden paralasoordenadas; = (z;,v;,2:),i = 1,...,n,lo
gue equivale a un sistema @le ecuaciones diferenciales de primer orden en las variables
(ri,'vi = d’l’,/dt), 1= ]_, o,

11.3.4. Reduccion en uno del orden de una ecuaon diferencial ordi-
naria

Antes de comenzar a estudiar en detalle la resotude sistemas de ecuaciones de
primer orden, es importante destacar que en algunos caposibte reducir el orden sin
introducir nuevas variables. Consideremos la e@mde segundo orden

d*u du
0 ta y T3, )"
AT
Hemos visto que podemos transformarla en un sistema de dasieoes de primer orden

definiendou; = u, uy = %, conL = u,, ©2 = f(¢,uy, us). Por ejemplo,

d?*z dx
= F(t. . =
e (t 2, dt)
puede escribirse como
dx dp
— = —=F .

No obstante, en algunos casos es posible reducir el ordelamedcnicas elemen-
tales sin introducir nuevas variables. Por ejempld, 130 depende de,

d*u du
I t -
dt? ug dt)
puede llevarse a la ecuéaide primer orden
dw
— = f(t
dt ( 7w>

definiendow = 2% Si la solucon esw(t,c), dondec es una constante de integiacj
entonces(t) = [w(t,c)dt + ¢.
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Otro caso simple es aglen quef no depende de la variable independiente,

d*u du
W = f(Ua —)

Definiendow = dt , Y considerando a como funcon deu, tenemos

d?u B dw dwdu dw

a2 at dudt Vdu

y, por lo tanto,

d
wo = f(u,w),

que es una ecudm de primer orden. Si la solw@mi esw(u, c), podemos hallat(t) de

dt = du/w(u,c), 0 sea,
%¢_/K£L
0 uo w(u7 C)’

que determina(¢) implicitamente. Este resultado sl para fuerzas que dependdiics
de la posiadbn, en cuyo caso el mismo resultado puede obtenerse direatarie consi-
deraciones eneggjicas.
El mismo procedimiento es tandi \alido para reducir em el orden de la ecuatn
diferencial s e
u
dtr = flu, 7 dint )

Tenemos por ejempldy = w, ‘flt?; w%’
Bu _ . d

d _ dn
T = wikw] = w[(42)? + wdu2] y en generali sed una funddn de las derivadas

hasta ordem — 1 dew respecto de:.. Se llega a una ecudxi del tipo

dnflw dn72w
dun—1 Zg(u,w,...,m),

obtenéndose luega det — ¢, = [ du

ug W(UyC1yeensCn—1)

Ejemplo 11.3.5: Consideremos la ecud@ci que describe el movimiento en una diménsi
de una masa: bajo la acadn de una fuerzg(z),

d*x
Mmooy = f(z). (1.3.27)

Sip = m¥ = miz = % = 2By ecuadin resulta equivalente a la ecuaide
primer orden

P _ .

m dx
Por lo tanto,2dp = f(x)dx y entonces,

/f )da' = V(zg) - V(a),

2m
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1.3 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES

dondeV(z) = — f f(z)dz es el potencial. Esta ecuénino es otra cosa que la conser-
vacion de Ia eneng me(anica,

p
L -5
2m +V(z) ’
de donde(z) = \/2m[E — V(z)]. Dem$; = p(x) obtenemosit = m ¢y, finaimente,

x d /
t—toz,/T/ S — (11.3.28)
2 zo E_V<‘T,)

Ejemplo 11.3.6: Pendulo simple.

En este cas®’(x) = mgl(1 — cos#), conz = [§. Reemplazando en

(11.3.27) se obtiene

d*0 g .

e sin@ ,
gue es una ecudm no lineal de segundo orden. La solrcexacta de
esta ecuabin esé dada, en forma impita, por

\/7/ v 9/_ 7 (11.3.29)

donde hemos escrit® = mgl[1—cos(6,,)], cond < 6,,. Podemos, de esta forma, obtener
tanto el pelodo exactdl'(0,,) = 4t(6,, ) como tambkén la funcon¢(#), aun para grandes
amplituded,,, en £rminos de funcionesigkicas. Por ejemplo, el pedo exacto es

T(6,) = 4 1/ 0 4 K[30m,sen"?(30,,)]
me 29 Jo \/cosﬁ—cosﬁm \/_7T V1 —cosb,, ’

dondeK denota la integral gbtica de primera especie.
Para pequgosangulos, podemos aproximars § ~ 1—62/2, y se obtiene dei(.3.29)
el resultado conocidb= +/l/g arcsin(0/0,,), es decir,

0(t) = 0, sin(\/g/11), (11.3.31)

gue representa un movimiento amico simple, con péodo

(1.3.30)

T ="1Ty=2m\/l/g,

independientale la amplitudd,,. Este resultado corresponde aaroximacon lineal
sinf =~ 6 en (1.3.32), que conduce a la ecuacilineal de segundo orden
d?0 ¢
— =0 11.3.32
=0 ( )
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T/To

Om

/4 n/2  3n/4 m

Figura 10: Gafico del pelodo exacto del@ndulo, ecuaéin (11.3.30), en fundn de la am-
plitud 6,,,. Aqui Ty, = 27+/1/g es el pelodo obtenido en la aproximaxi lineal (1.3.32),
independiente deé,, (linea horizontal). El péndo exacto tiende a infinito pafa— .

cuya soluadbn general exacta puede obtenes@alinente con los gtodos que daremos
en las pbximas secciones. La soliéci que satisfacé(0) = 0y 6(0) = % es, precisa-
mente, (1.3.31).

En el orden siguiente, el dedo comienza a depender de la amplitud. A partir de
(11.3.29) o (1.3.30) se obtiene

T =To[l + 62 /16 + O(62)] . (11.3.33)

Como se aprecia en la Fig. 10, la aproxin@edineal es muy satisfactoria pata < /4.

No obstante, para valores dg cercanos ar, la discrepancia se torna significativa, ya
que el pelodo exacto tiende a infinito pafg, — 7. Notemos finalmente que la ecuami
(1.3.29) es taml&@n \alida parak’ > 2mgl (que corresponde @s(f,,) < —1, 0 sea,
O =T+ ia).

II.4. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

Un caso particularmente importante de sistema de primeznoed aqgél en que
f(t,u) es una fundn lineal dew. Como vimos en la sedmn anterior, aun s (¢, u)
es no lineal eru, la aproximaddn lineal resulta de suma utilidad para estudiar en forma
analtica el comportamiento de la soldci en torno a un punto de equilibrig,.

Definicion 11.4.1 Un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden del(1ip8.20)
se llama lineal, si puede escribirse en la forma

du
— =AM+ f(1), (1.4.1)
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donde
At) = (n.4.2)

se denomina matriz del sistema.

Supondremos, ades, que la condion inicial esh dada pow(ty) = wuy.
Mas expicitamente, se tiene

dt

= Aytu(t) + filt)  i=1,..n, (1.4.3)
j=1
con dados valores de(t,) parai = 1, ...,n .

I1.4.1. Resolucbn del caso homogneo. Matriz fundamental
Estudiaremos, primero, el sistema horango,

du
— =At)u, (11.4.4)

oseaLlu] =0,conL = 4 — A(t). Probaremos un importante teorema:
dt

Teorema 11.4.2 Las soluciones del sistema lineal hordogo (1.4.4) forman un espacio
vectorial de dimenéinn (propiedad de superposimn).

Es inmediato verificar que = 0 es soluddbn. En esas condiciones, que las soluciones
formen un espacio vectorial (o lineal) significa queusit) y u.(t) son soluciones, la
combinacon lineal

u(t) = cruq (t) + cous(t) (n.4.5)

es tambén solucdn V ¢4, ¢, (constantes). Que el espacio sea de din@nsi significa
gue existen exactamentesolucioneau; (t), us(t), ..., u,(t) linealmente independientes
vVt € I, tales que cualquier solu@n u(t) puede escribirse como combinauilineal de
las mismas:

n

u(t) = cjuy(t) (11.4.6)

j=1
donde los coeficientes son constantes.

Demostracbn: Dado que el operadof. en (j1.4.4) es lineal, la combinagn (i1.4.5)
sefd, obviamente, soludh de (1.4.4) siu,(t) Y uy(t) son soluciones.

45
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Mostraremos ahora que existery $lo n solucionesu;(t) linealmente independien-
tes. Dado que: poseen componentes, podemos encontravectores linealmente inde-
pendiente:‘ug?. Por ejemplo,

1 0 0
u! = 0 uh = 1 ooud = 0 : n.4.7)
0 0 1
Paraj =1,...,n,sea
ua;(t)
w() = | Y

Unji(t)
la solucbn del sistemai(.4.4) con la condidn inicial u;(t,) = 9. Por el teorema de
existencia, tal soluéin existe y efinica paralt — to| < r (0 seait € ).
Consideremos ahora una solai arbitraria w(t) con la condiodn inicial w(ty) =
uy. Parat = t;, como los vectores;(ty) = u? forman una base, podemos escribir

U(to) = Z CiU; (to) (|| 48)

=1

Debido a la linealidad del espacid,’_, c;u;(t) satisface la ecuadn diferencial y la
condicibn inicial. Pero, como la soludn para una determinada condai inicial estni-
ca, debe cumplirse

n

u(t) = cjuy(t) (1.4.9)

J=1

vVt € Iy, ya que el segundo miembro de4.9) es tamlin solucdn de (1.4.4) y cumple
la condicbn inicial. Esto muestra que la dimebsidel espacio no es mayor que

Falta mostrar que las: solucionesu;(t) permanecen linealmente independierites
t € Iy. Si, por ejemplo, para=t; € Iy, las soluciones fuesen linealmente dependientes,
entonces existia una soluadn del tipo (1.4.9), con(cy, co, . . ., ¢,) NO todos nulos, que
selia nula parat = t;:

n

U(tl) = chuj(tl) =0.

Jj=1

Pero, como tami@in existe la soluéin trivial u(t) = 0V ¢ € Iy, por unicidad la soludn

anterior debe coincidir con la solugn trivial V ¢t € I,y por lo tanto,c;y = ¢, = ... =

¢, = 0, en contradicdn con lo supuesto. Las soluciones permanecen, pues, et
independientes.

O
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Podemos formalizar algo @s los resultados anteriores. Una matriz de soluciones li-
nealmente independientes

upn(t) wia(t) ... win(t)
U = | @ v ot (11.4.10)

i (8) wna(®) . ()

donde la columna @sima contiene las componentes de la soluei;(t), se denomina
matriz fundamentatiel sistema. Comdu;/dt = A(t)u;(t), conu;(0) = u, la matriz
U(t) satisface la ecuan

% —AU(1), con Ulty) = U, (1.4.11)

dondel, es la matriz que contiene lascondiciones iniciales linealmente independientes
u(; (Up = I (matriz identidad) en el casa 4.7)). Recordando quevectores son lineal-
mente independientes si §le si el determinante de sus componentes es no nulo, tenemos
Det[U(ty)] # 0, y por el teorema anterioDet[U (t)] # 0V ¢ € I.

La solucbn general del(.4.4) puede expresarse como

u(t) = Ul(t)c, (n.4.12)

dondec es un vector constante, lo cual es otra forma de escrib#.9). La soludn
particular para la condieh inicial u(#,) = u, Se obtiene para= U~ (ty)u:

w(t) = U U Htg)ug = K(t,to)uy,

ya que satisfaces(ty) = ug. Aqui hemos definidd¥ (¢, t,), que es la llamada matriz
fundamental del sistema y permite resolver el problema lggmeo para condiciones
iniciales arbitrarias. Olésvese queX (¢, t,) satisface la ecua@n homo@nea y, para =
to, se reduce a la matriz identidad. Para las condicionesale&i(1.4.7),U(ty) = Iy
u(t) = U(t)uo (En este casdy (t,ty) = U(t)).

Utilizando el nétodo de Picard, podemos expresar, en gené(a),parat € I, como

U = 1 + / A+ / A / "anar + 0. (1.4.13)

[1.4.2. Evolucion del determinante

Podemos calcular exipitamenteDet[U (¢)] y verificar queDet[U ()] # 0 siDet[U (ty)] #
0. Para ello, notemos primero quet®s un paametro cualquiera d€, tenemos

d Uy v } : (11.4.14)

1,j=1
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dondeU;; = (—1)*Det[U)] y U®) es la matriz con la fila y columna;j de U
suprimidas, tal que .
UU = Det[U] I

y Tr es la traza. Por lo tanto, en el casio4.4),
%Det[U] = Tr[A(t)UU] = Det[U]Tr[A(t)]

lo que constituye una ecuaci diferencial lineal ordinaria parfaet[U(¢)]. Obtenemos,
entonces,

Det[U(t)] = Det[U(to)] elio A

conDet[U(t)] = Det[Uy] # 0. Por lo tantoDet[U(t)] # 0V ¢ € I, de modo que las
soluciones permanecdéinealmente independientesomo halbamos demostrado.

11.4.3. Resolucbn del caso ho homogneo. Matriz de Green

Volvamos ahora al sistema lineal original.4.1). SiU(t) es la matriz fundamental
del sistema homadmeo (1.4.4), podemos plantear una solutiparticular del tipo

Dado quelU/dt = A(t)U, tenemos:

du dU de de de
Por lo tanto, p p
u c
o A(t)u = U(t)a = f(t),

de donde resultdc/dt = U~(t) f(t) y, por lo tanto,
c(t) = ¢ +/U‘1(t)f(t)dt
La solucbn general es, entonces, de la forma
u(t) =U(t)ey + U(2) / U™t f(t)dt (11.4.15)

y la solucbn particular paras(ty) = ug €s

ult) = UBU " (to)uo + U(t) / U () £ ()

to

- K(t,to)uo+/tK(t,t’)f(t’)dt’, (11.4.16)
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con
Kt,t)=UHU ). (11.4.17)

Notemos quéX (¢, t') satisface

dEK (t,t')
dt

Observemos que el primegrmino de (1.4.16) es la soluéin del sistema homé&meo
gue satisface la condim inicial. EI segundo, que se anula para ¢, es una soluén
particular del sistema inhomégeo, construida en basenasoluciones particulares del
sistema homogneo (las soluciones fundamentales). La ec@ragi.4.16) generaliza y
es completamente aloga a la ecuadn (11.2.42) de 11.2.4, alida para el caso de una
ecuacdn, en cuyo cast/(t) = u,(t) es una matriz dé x 1 (conu,(t) una soluadn no
nula de la ecuadn homo@nea) yK (t,t') = up(t) /un(t').

Notemos taml&n que, siu (1) Y us(t) son soluciones particulares pafdt) y fo(t),
u(t) = cui(t) + cous(t) es una solu@n particular paraf (t) = c1fi(t) + c2f2(t)
(extensbn de la propiedad de superpoéit). Esto puede verse de.4.16) o tamben,
directamente, deli(4.1) por la linealidad dé.. Podemos, por lo tanto, descomponer la
“fuerza” en variosérminos o componentes y luego sumar las soluciones parainadie
ellas. Asimismo, sjf (t) se multiplica por un factat, la solucdn particular se multiplica
por el mismo factor. La soluén particular responde, por lo tanto, en forma proporcional

af.

Consideremos, en detalle, la sofutipara condidn inicial nula:

= A(t)K(t,t"), con K({',t)=1I. (11.4.18)

u(t) = /t KO F()d (11.4.19)

Si, adenas, f(t) = 0Vt < 0y el sistema eéten equilibrio para < ¢, conu(t) = 0
YVt < to, puede escribirse

u(t) :(/tK@jﬁwmw (1.4.20)

0, equivalentemente,

ult) = /_Oo G ) F ()t (11.4.21)

donde hemos definido

to<t<t

~n_ ] O
G’(t,t):{ K1) to<t <t (1.4.22)

La matrizG se llama matriz de Green del sistema de ecuaciones. Comorsernete
establecer el efecto, en un dado valortdde una fuente que d@ en cualquiet’ < t¢.
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Dado que, para problemas de valores iniciales, la varisdggeen general, el tiempo, suele
llamarse aG(t, ") ad definida la funddn de Green causal.Giese que es discontinua en
t =t (limy_p+ = I; lim;_,p- = 0).

Escribiendo exptitamente los elementos de matriz, se tiene

ui(t) = zn:/oo Gy (t, t") f;(t)dt’, (11.4.23)

con

P 0<t<t
Gz](t,t) = { Kij(t,t,) _ 2221 Uik(t)U;;jl(t/) 0< H o<t (||.4.24)

11.4.4. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Estudiaremos ahora el caso muy importante en el que la matez (1.4.1) esin-
dependientele ¢, es decir,4;;(t) = A;;, constantey i, j. El sistema de ecuacionés-

mogeneo

d
d—'t" — Au (11.4.25)

es, ahorainvariantefrente a traslaciones “temporales™ ¢ + c. Por lo tanto, podemos
tomar, sin jgrdida de generalidad, = 0, ya que siu(t) es la solu@n de (1.4.25) para
u(0) = ug = u(t —ty) se@ la solucdn de (1.4.4) parau(ty) = ug. LOS sistemas que no
dependen exptitamente del tiempo se denominamonomosy exhiben obviamente la
propiedad anterior.

Antes de considerar la soldei general, notemos que si planteamos una Smhygar-
ticular de (1.4.25) de la forma

u(t) = ve, (11.4.26)

donde) y v sonindependienes dg conv un vectorno nulg reemplazando eni(4.25)
obtenemos la ecudm \vel = Ave, o sea que,

Av=\v. (11.4.27)

Esta es, precisamenta,ecuacon de autovaloreasociada a la matria (véase Agndice
A): )\ debe ser autovalor dé, siendo determinado por la ecuaai

Det [A— M| =0,
y v debe ser un autovector asociado, es decir, un vector quésati
(A=X)v=0, v#0.

Analogamente, sk es autovalor yw un autovector asociado, 4.26) sea solucon de
(11.4.25). En otras palabras, tenemoJebrema:u(t) = ve serd solucbn no nula de
(11.4.25) siy 6lo si A es autovalor ded y v un autovector asociado
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Si la matrizA esdiagonalizablgver Apéndice A), existem autovectores linealmente
independientew, asociados a autovaloreg, no necesariamente distintos. Obtenemos
ad n soluciones linealmente independientes(i.4.25),

up(t) = vee™, k=1,....n, (11.4.28)
gue permiten construir una matriz fundamental de la forma

Ut) = ((vieM, .. vett ) . (11.4.29)
La solucbn general del sistema es entonces

u(t) = U(t)e
= M+ ..+ ot (1.4.30)

Noétese que\, puede ser real o complejo, aun si la matdizs real. Si es real, los
autovalores complejos apareaeren pares conjugados, con autovectores gamtnju-
gados:

A’Uk = )\kvk = A’T)k = j\kﬁka

donde), = A, +i\i, A, = A\ — i)\i. En este caso, tanto la parte real como la parte
imaginaria devie** sen soluciones reales (y linealmente independients’s i 0) del
sistema. Cada par de autovalores complejos conjugadosapges el par de soluciones
reales linealmente independientes

uy(t) = Re ['UkeA’“t], ufc(r) =Im [vke’\’“t] ,
de elementos
uly = \vjk|e>‘2t cos(AL t + Dik) uz-k = \’vjk|e)‘2t sen (ALt + Dik)

donde hemos escritg;, = |v;;|e'%*. La parte imaginaria), de \; representa obviamente
unafrecuencia angular

Para tratar el caso general, en el que la matnio necesariamente es diagonalizable,
volvemos al tratamiento general anterior.

11.4.5. Solucion fundamental general en el caso constante
Si la matrizA es constante, la ecuaai (11.4.13) conduce a

=AM

>

n=0

= exp|At|Uy, (1.4.31)

2t2

Ult) = [I+At+ A §+...]U0:

Uo
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donde hemos introducido &ponenciatie una matriz,

exp[A]EZ(j:l—);l:I+A+A72+... (11.4.32)

m=0

Esta serie convergématriz cuadrada den xn (si |4;;| < KV i,j = |(A?);] < nK?y
en generall(A™);;| < (nK)™/n, por lo que|[exp(A)];;| < 1+ (e™® —1)/n)). Podemos
verificar que (1.4.31) es la soluéin de (1.4.11)V¢. En efecto,

d d =A™ SR AT

La solucbn general de la ecudxi homo@nea puede, pues, escribirse como
u(t) = exp|At|c (11.4.33)
y la solucbn particular paras(ty) = ug €s
u(t) = explA(t — to)]uo -

La solucbn de la ecuadin inhomo@nea paraw(ty) = u, €s entonces
u(t) = exp[A(t—to)]ug + /éxp[A(t—t/)]f(t')dt/ : (1.4.34)
to
que corresponde & (t,t") = exp[A(t — t')] en (i1.4.16).
Nota: Para matricest y B generales,
exp[A + B] # exp[A] exp[B] # exp[B] exp[A].

La igualdad se cumpled® si A conmutacon B, o sea, S{A, B] = AB — BA = 0. Por
ejemplo,
exp[A] exp[—A] = exp[A — A] = exp[0] =1 .

Por lo tanto, la inversa dexp|A] esexp[—A]. Adenas,

exp[A(t — t')] = exp[At — At'] = exp[At] exp[—At].
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11.4.6. EIl caso diagonalizable

Veamos 6mo evaluakxp|At]. Si A esdiagonal es decird;; = \;0;; = (A™);; =
A7'9;; es tamben diagonalV m y por lo tantoexp|At] esdiagonal con (exp[At]);; =
eid;;. En tal caso, el sistema 4.4) esdesacopladpy las soluciones son, obviamente,
u;(t) = u;(0)er?, que pueden escribirse comt) = exp|At]u(0).

En general, si existe una matfizden x n no singular tal que

A=VDV™, (11.4.35)
con D diagonal
A1 0 ... 0
D— 0 X ... O ’
0 0 ... A\,

se dice que la matria esdiagonalizable(en el Aendice A se resumen los conceptos
fundamentales sobiiagonalizacbn de matrices). En tal caso los elementos diagonales
A; son necesariamente lasitovaloresde A y las columnas dé” son los autovectores
asociados:

V= ( v1,..., U, ), con Av, =M Nv,, k=1,...,n,
tal queAV =V D.

Utilizando (1.4.35) tenemosi®> = (VA V)2 =VAV WAV =VA?V-! yen
generalA™ = (VA'V-H)m = VA™V =1 porlo que

exp[At] = exp[V (Dt)V ! = Vexp[Dt]V 1, (1.4.36)
con
et 0 ... 0
Aot
exp[Di] = 0 e ... 0
0 0 ... eM

La evaluaddn deexp|At] es, entonces, inmediata. Se reobtierielasolucbn general
(11.4.30):

u(t) = explAt]é = Vexp[Dt]e

n

= Z Ck’UkeAkt , (|| 437)
k=1
dondec = V7'é = (ci,...,c,)" es un vector de constantes arbitrarias. La expresi

solucbn (11.4.37) coincide con la solu@mn previamente hallada (4.30).
Siu(0) = v, (autovector ded) = ¢; = 0, Y

w(t) = vpe . (11.4.38)

53



1.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN

La solucbn u(t) permanece, en este capooporcionala«(0) y tiene una evoluéin de
tipo exponencial (real o compleja).

La transformadn (11.4.35) (denominada transforméanide semejanza) corresponde
a uncambio de baséPara una matriz’ no singular arbitraria de x n, el vector

a=V""tu, (11.4.39)
de componentes; = V;; u;, satisface la ecuatm

Ji
d_"t” —Aa, A=VlAV. (11.4.40)
Si para una matri2l diagonalizable, elegimds como la matriz de autovectore$, es la
matriz diagonalD de autovalores y el sistemia.8.40) quedalesacoplado

diiy,

dt
Podemos, entonces, “desacoplar” el sistema origindl.4) mediante la transformaci
lineal (11.4.39). Las nuevas variablég pueden interpretarse como las coordenadas de la
solucbn en la base que diagonaliza la matti¢base de autovectores), y son las “coorde-
nadas normales” del sistema. La ecoaai(t) = Vu(t) conduce al(.4.37).

:)\kﬂ/ka /C:L...,n.

Ejemplo 11.4.1: Consideremos el sistema

dx
g = artby 1.4.41
{%=ay+bx' (1441

du x a b
%—Au, u-(y), A_(ba)'

La ecuaddn caractéstica eDet[A — M| = (a — \)? — b? = 0, y SuUS réces son
)‘:I: =axb.

S
V21 ’
que son ortogonales;; - v_ = 0, y esn normalizadosv’ - v, = v* -v_ = 1 (0 sea,
son ortonormales). La solumi general dei(.4.41) es, sdm (11.4.37),

Resolviendo la ecua@n Av = \v obtenemos los autovectores =

u(t) = cyv el 4 y_elaVt
es decir, definienda. = c./v/2,
2(t) = ap el —q el (1) = a el @t 4o _eladt (11.4.42)

Para|b| < |al|, el acoplamient@ puede pensarse como una “perturbatique produce
un “desdoblamiento” del ritmo de crecimienio £ 0) o decaimiento{ < 0) dex ey,
originando dos componentes en la salucgeneral para estas variables.
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Podemos obtener las soluciones anteriores directamemteephdo una solua del
tipo u = ve, lo que conduce a la ecuadi de autovaloredv = \v.
Escribiendod = VA'V~1, con

, (a+b 0 AT A A T
A“( 0 a—b)’vh_vﬁ(l 1)"/ =l

obtenemos, tamén,

exp[Af] — V exp A4V = cat (cosh(bt) sinh(bt)) |

sinh(bt) cosh(bt)

Las columnas de esta matriz son las soluciangs), u,(t), que satisfacem, (0) = (§),
uy(0) = (7), y correspondena, = —a_ = 1/2y a, = a_ = 1/2 en (1.4.42). Si
z(0) = xg, y(0) = 0, la solucdn eszyu, (t), 0 sea,

x(t) = zoe™ cosh(bt), y(t) = zoe™ sinh(bt). (1.4.43)

Debido al acoplamientb, y(¢) adquiere un valor no nulo al aumentar
Las solucionesi(.4.42) pueden interpretarse mejor emtinos de las nuevas variables

(3) =7 (0)=w(25)

gue satisfacen las ecuaciorEssacopladas

dz _dy .
i (a+b)x pri (a—10)y. (n.4.44)
Las soluciones del(4.44) son, obviamente,

i(t) = cp et G(t) = c_ele TVt (1.4.45)

Como(y) = (ZF7)/V?2, las solucionesi(.4.42) se obtienen inmediatamente de(45).
Las constantes, no son otra cosa que los valores iniciaigg), 4(0).

Las formulas anteriores permanecedigdas para matriced complejas. Por €j., la
ecuacbn de Schiddinger para un sistema de dos niveles degenerados ddaeneaqn

“acoplamiento’a es
m@:Hm H:(€a>,
dt o €
dondeH es la matriz que representa al Hamiltoniana(y) la funcion de onda. Corres-
ponde au = —ic/h, b = —ia/h en (1.4.41). La ecuaéin (1.4.43) conduce a

|2 (t)[* = |zof* cos*(at/h),  |y(t)[* = |zo|” sin®(at/h).
Debido a la interacon, el sistema oscila entre los dos niveles con frecueheia;>; .
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Problema sugerido 11.4.1:

i) Determinar el movimiento de una penla no relativista de cargabajo la acabn
de la fuerza de Lorentz. Sugerencia: Resolver el sisterma lilegprimer ordemdv /dt =
qu X B,y mostrar que las trayectorias son espirales.

ii) Suponer que sefede ahora un campoéelrico constante en la direéai: a) del
campo magetico y b) perpendicular al campo magico. Resolver el sistema y describir
el movimiento resultante en cada caso.

Problema guiado 11.4.2: Trayectorias en el plano de fase
Consideremos el sistema lineal horéago de primer orden,

{ defdt=az+by W ieR. (11.4.46)

dy/dt = cx + dy

Las soluciones realegt), y(t) del sistema pueden visualizarse graficando las “trayecto-
rias” (x(t),y(t)) en el planar, y, denominado normalmente plano (o espacio) de fase.

a) Mostrar que las trayectorias no pueden cruzarse parpdninitos.

b) Probar que la ecudni diferencial que define las trayectorias‘ggg% catdy

ax+by”
c) Mostrar que s(;”gg))) coincide con un autovector de la matriz asociado a un auwtoval
real\ #£ 0, la trayectoria es recta. Indicar en&jcasos se alejaly clando se acercaral
origen al aumentat. d) Considere ahora = d = a, b = ¢ = . Grafique e interprete
las trayectorias para: iy = 1, 5 = 1/2,ii)) a = —1, = 1/2,iii) o = —1, § = 2.
Identifique los casos en que el origeny) = (0,0) es un punto de equilibrio estable y
aquellos en que es inestable.
e) Considere ahora= d = o, ¢ = —b = w, caso en el que los autovalores de la matriz
son complejos. Grafique e interprete las trayectorias para:
a=—-1,w=1,i)a=1w=1,li) a =0,w = 1. Muestre que en esfdtimo caso
las trayectorias sorirculos centrados en el origen.
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Figura 11: Géficos de las soluciones del sistemad(46) paraz = d, |a| = |5]. Las
flechas indican el sentido del movimiento. Lo&figos corresponden a: 1) Ambos auto-
valores reales y positivos, 2) Ambos reales y negativos fi®) pubsitivo y uno negativo, 4)
Complejos con parte real negativa, 5) Complejos con partgosdtiva, 6) Imaginarios.

I1.4.7. Evaluacion deexp|[At] en el caso no diagonalizable

Una matriz cuadrada arbitraria puede siempre descompoeeta formad = VA’V 1,
con

D, 0 ... 0
| 0 D0
0O 0 ... D,

dondeD;, son bloques de; x n; de la forma

A 10
D, = 0 N 1
0 O A
0 1 0
W A A 0 0 1 1 ’
0 0 0
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con); autovalor ded (Det[A—\,I| = 0) eI, laidentidad dev, xny, (3, ny = n). Esta
forma se denomindescomposiéin de Jordan(o forma calnica de Jordan), y el caso
diagonalizable correspondeia = 1 Vk. En estdiltimo caso, la multiplicidad algebraica
m(\) de cada autovalor (multiplicidad como ré& del polinomio caractéstico) coincide
con la multiplicidad geor@tricam,(\) (dimenson del espacio propio asociado, es decir,
nimero de autovectores linealmente independientes assc]: m,(\) = m,()). En
cambio, en el caso no diagonalizabile,(\) < m,(A).

Como AV = V A’, las columna®? deV correspondientes al blogéequedan deter-
minadas, sh, > 2, por

Avl = Nob | AvF = Nof +of L i=2.00 0. (1.4.47)

La base de Jordan del blogiguede, pues, obtenerse comenzando con un vector “semi-
lla” v} no nulo que satisface

(A= A)"vf =0, (A=) ol #0,
obtenéndose luego los vectore§ como

vf = (A= M)k i=1,...,n—1,
conv} autovector ded asociado a. Cada bloque contiene, pues, un solo autovector.
La descomposiéin de Jordan permite evaluetp|At| facilmente. La matriz/, es
nilpotente J,"* = 0. Por lo tanto, coma/y, J;| = 0,

exp[Dit] = exp|[Aplit] exp[Jit]
J t)nkfl
BN AT RS Ll
e [ kT Jit + -+ (nk—l)! ]
1t ...t (g —1)!
0 1 ... t™=2/(ng—2)!
= M| . . (11.4.48)
0 0 t
0 0 1
Se obtiene, entonces,
ePit 0
Dot
exp|At] =V 0 e 0 V!
0 0 eDmt

La solucbn generalif.4.33) es, por lo tanto, de la forma

u(t) = VexplA'tle= Z Zcfvf(t) :

k=1 i=1
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conc = V~'éy ¥ las soluciones particulares

t2
vf(t) = e)‘kt'vf, 'v';(t) = eA’“t(véC + t’v’f) , 'v:’;(t) = e’\’“t(véf + tv§ + —’U’f) e

2!
es decir,
oi(t) = &M}évffk{ =1, g (11.4.49)
= =)
Cada blogue generaias, soluciones linealmente independienfes(t),..., v} (1)}, y

el numero total de soluciones linealmente independientesrgéag por un autovaloy
coincide siempre con su multiplicidad algebraicg(\).

La solucbn (11.4.49) es una suma de exponenciat&s$ multiplicadas por potencias
det menores que,.. Esta solu@n puede interpretarse e#rminos del vectost = V ~'u,
que satisface la ecua@cidu/dt = A'u, 0 sea,

ik diik
;?zAgﬁ+agD¢:1wnn%—1, = Al (11.4.50)

para el bloqué:. Las soluciones de este sistema son precisamente las adutarha ma-
triz (11.4.48). No es posible ahora desacoplar completamenteesthsisLa formal(.4.50)
es la representami “minimamente acoplada” del mismo.

Observemos que, si se desea resolver el caso no diagotakraforma directa, ante
la presencia de un autovalarcon my(\) < m,()), se debe proponer, adasmde la
solucbn exponenciabe’, una segunda solum de la forma

u(t) = eM(w + tv).
Al reemplazarla en el sistenda/dt = Awu, se obtienen las ecuaciones
Av =), Aw = > \w+wv, (11.4.51)

gue implican que debe ser autovector deasociado a y w el segundo vector de la base
de Jordan asociada al bloque generado por el autovectmseay = vy, w = vy). Si
alin no se obtienem, () soluciones linealmente independientes, se propone una nue
solucbn de la forma

tmfl

u(t) = (v + Uy at + ..+ ’Ulm) ;

(11.4.52)

conm = 2 que, al reemplazarla en el sistema, conduce a las ecuadalendsrdan
(11.4.47). De ser necesario, se sigue proponiendo solucianés fdrma (1.4.52) com
m = 3,4, etc., hasta obtenen, () soluciones linealmente independientes.
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Finalmente notemos que, en un sistema& de2 no diagonalizableD = A\, + Js,
con )\ el Gnico autovalor del, por lo queA = V(AL + Jo)V~! = A, + VL,V ~L Porlo
tanto,

explAt] = MV (Iy + Jot) V! = Ml + (A — \y)], (1.4.53)
lo que evita tener que hallar exgtamente la base de Jordan.

Ejemplo 11.4.2:

d
2 _ + by, =ay. (11.4.54)

dt dt
En este caso

a b
y la ecuaddn caractédsticaDet[A — A5] = (a — A\)? = 0, posee undnica raz A = a.
Esta matriz no es diagonalizable. No obstante,

at

e bett
exp[At] = explalst] explbJat] = 0 et . (11.4.55)

La primera columna nos da la sol@nique satisface;(0) = (}) y la segundau,(0) =
(9). La solucbn general puede entonces escribirse como

u(t) = ce®vy + e (vy +toy), (11.4.56)

conv; = (1) , Vg = b91 ),que satisfacedv, = \v;, Av, = \v, +v;. El sistema
(n.4.54) puede tambn tratarse en forma elemental resolviendo primero la éongara
y Y luego la ecuaéin parar, considerando & como &rmino no homogneo.

Nota La matrizA = (2?) es diagonalizable die # 0, ya que en tal caso posee
dos autovalores distintos: La ecuatiDet[A — A\I] = (XA — a)? — be = 0 conduce a

A\ = a + v/be, con autovectores, = (».,), obtenéndose

explAf] — et ( cosh(rt) Lsinh(rt) ) R

7 sinh(rt)  cosh(rt)

Tomando elimite r — 0 se obtiene la ecuam (11.4.55), ya que la soludh para urt fijo
arbitrario es una funéin continua de los pametros que definen la matriz del sistema.

11.4.8. Exponencial en el caso A(t) variable

Ahora que sabemos exponenciar matrices, podemos volvateins de ecuaciones
lineales general.4.4).
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Si[A(t), A(t)] =0V t,t' € I, obtenemos

U(t) = exp {/tA(t')dt'] Up . (1.4.57)

En efecto, en este caso no importa el orden temporal erélosirtos del desarrollo
(11.4.13). Se obtiene

t t t t
/ A(tat / A(t")dt" = % / A(tdt' / A(t")dt"
to to to to

ya queA(t')A(t") = A(t")A(t"). Analogamente,
1 t

/ " At / " Aty .. / T At = — " A()dn, / " Altp)dty .. / ALt

to to to S, to to

y, por lo tanto, el desarrollai(4.13) conduce ai(4.57).
En el caso general, la ecuani(1.4.13) suele escribirse como

U(t) =T exp Ut A(t’)dt’} Uy, (11.4.58)

A A®) si t>t'

A(t)A(t) si t<trr CON

dondeT es el operador de “ordenamiento tempordl[A(t) A(t')] = {
una definiodbn aréloga para un producto deamde dosdrminos.

[1.5. Ecuaciones diferenciales lineales de orden

Como ya hemos visto, toda ecuaeidiferencial ordinaria de order dadas condi-
ciones iniciales sobre las primeras- 1 derivadas, puede reducirse a un sistema de
ecuaciones de primer orden con una cierta coadigiicial. En particular, esto es cierto
para las ecuaciones lineales. Consideremos, primero, é&bolnomogneade ordem

d"u d" tu

du
W#—an_l(t)W#—...—I—al(t)$+ao(t)u:O . (I|.5.1)

.. - e n—1 o
con condiciones iniciales dadas sobré;, ‘jltn—_? Escribiendo
u

du
dt

d" 1y
dtn—1

la ecuaddn (11.5.1) es equivalente al sistema lineal de primer orden

0 1 0
du 0 0 1
— =Alt)u, A= . (n1.5.2)
dt 0 1

Cao(t) —ar(t) .. —an 1 (b),
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u(to)
% (t)

%(to)

Si los coeficientes;(t) son continuos en un intervalfy, los teoremas de existencia
y superposi@n aseguran la existencia desoluciones linealmente independientg$t)
parat € I,. Esto implica aqula existencia de soluciones linealmente independientes

wur(t), ... un(t),

de (1.5.1), ya que las siguientes componenteagde) son las derivadas de la primera
componente;(t). En otras palabras, el conjunto de solucionesidB.{)es un espacio
vectorial de dimenséin n, y la solucbn general dei(.5.1) es

con la condiddn inicial u(ty) =

u(t) = crur(t) + ... + cpun(t) (n1.5.3)

Mas ain, el determinante

(751 c. Up
duy duy
Wiuy,...,u,) = Det[U(t)] = et de : (n.5.4)
d”71u1 dnflun
dtn—1 e dgn—1

denominado usualment#ronskiang es no nulovt € I, lo que constituye una con-
diciobn méas fuerteque la independencia lineal de las funcioneg): Si n funciones
{fi(t),..., fu(t)} son linealmente dependientes, entondésf,. .., f,) = 0. Pero si
{fi(t),..., fu(t)} son linealmente independient&E f1, ..., f,) puede ser tambn nu-
lo: Sify =t, fo =2, W(f1, fo) = t* se anula para= 0, a pesar de que son funciones li-
nealmente independientes para }. Mas din, las funcioneg () = { 125, fo = {52
son tambén linealmente independientestse R, peroW (f1, f2) = 0 Vt. Estos pares
de funciones no pueden, pues, ser las soluciones lineanme@pendientes de ninguna
ecuaobn (11.5.1) de segundo orden con coeficieniég continuos para todo € R, ya
que las soluciones, (t), us(t) deben cumplir ade&sW (uy,us) # 0Vt € R.

Una solucdn particularu(t) de (1.5.1) queda entonces completamente determinada,
parat € I, por el valor inicial deu(t), es decir, por los valores iniciales dey de sus
primeras, — 1 derivadas en un punto arbitrarige I,:

U(to) = Ug, u/(tO) = u(l) ) e u(n_l)(tO) — ug,—l . (|| 55)

Explicitamente, se verifica que el sistema lineal resultante [parcoeficientes,, . .., ¢,
en la soluddn generalif.5.3),

C1U1 (to) + ...+ Cnun(t0> = U
aui(te) + ... +cuul(te) =
cuf o) + . eu ) = ud!
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poseesolucibn GnicaV {ug, u} ..., up~'} € R"yV ty € Iy, ya que el determinante de
la matriz de coeficientes de este sistema es justamente ekWi@an (1.5.4), que es no
nuloV ¢ty € Iy.

Podemos observar, como anticipo, que este es un caso far{jenidimensional)
del llamado problema de Cauchy, en que una soluparticular de una ecudai lineal
en derivadas parciales de ordemueda uivocamente determinada al dar el valor de la
funcion y susn — 1 derivadas normales sobre una hipersuperficie de direngual a
la del espacio menos uno. En nuestro caso unidimensiornagtaele un punto, es decir,
t =to.

11.5.1. Caso de coeficientes constantes
Consideremos ahora el caso importante eng¢ = a;, constante, para= 0, ..., n—1:

d™u d" du
%—I—an,lm—i—. . .—|—a1%+a0u =0. (|| 56)

La matrizA es constante y, en virtud de lo hallado en 11.4.4, las sohesalel problema
homogeneo sean del tipou(t) = e, o biene*t7, conj entero. La ecuadn caractestica
paraA es

Det[)\l — A} :)\"+an_1/\"_1+. . .—|—a1)\+a0 :0 s (|| 57)

gue puede obtenerse directamente planteando una@olugiamente exponencial

u(t) = ce™

en (1.5.6).
Si las races de ({.5.7) son todas distintas, un conjunto de soluciones lneaie
independientes es

y la solucbn general es
u(t) = c;eMt 4+ . 4 cpet

Las constanteg, pueden determinarse a partir de tasondiciones inicialesi(.5.5).
En el caso general, podemos escribif5(7) en la forma

A =A™ A= A)™ (A= A\)" =0,

donden;, es la multiplicidad de la ia A, (>_,-, nx = n). Por lo tanto, {.5.1) puede
escribirse como

d ni d n2 d Nm —
[(E_)\l) (%—/\2) "'(dt Am) "™ u =0, (11.5.8)
donde(4)/ = 2 Dado qugd — \)eMt =0 = (L — \)(eM) = jeMttily
(%_/\k)nk(e)\kttj>:()’ j=0,...,n,—1.
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Un conjunto de: soluciones linealmente independientesidé @) es, entonce$e*'t/, j =
0,...,n— 1, k=1,...,m}, ylasolucon general es

ne—1

u(t) = Xm: et Z it .
k=1 =0

Las constantes,; pueden determinarse, nuevamente, a partir de las conelginitiales
(11.5.5).

Observacbn: Si alguna r& \ es compleja, o sea= )\, +i\;, y sSilos coeficientes;
son todos reales, = )\, — i)\; se@ tambén rdz, ya que las fi@es complejas apareéer
en pares conjugados. Por lo tanto, si se desea tener unaeéhaseldciones reales, basta
con tomar las partes real e imaginariacde

Y, (t) = Re[eM] = eMcos(N\it), wi(t) = Im[eM] = eM'sin(\it),

ya quey,(t) = (eM + eM)/2, yi(t) = (eM — eM)/(2i), son combinaciones lineales li-
nealmente independientes de las solucienéy e si \; # 0. Esto esi de acuerdo con
las consideraciones generales para ecuaciones difdemnbireeales mencionadas en el
primer cafitulo.

Notemos, taml@n, que las soluciones exponenciales asociadas amsreomplejas
representan soluciones oscilatorias con amplitud expialemente decreciente\( < 0)
o creciente X, > 0). La combinadn linealc,y,(t) + c;y;(t) suele, entonces, escribirse
en forma n&s transparente como

e cos(Ait) + ;e sin(A\it) = AeM cos(Ait + ¢) (11.5.9)

dondeA representa la amplitud inicial; = w = 27 f representa una frecuenciapyes
una constante de fase. Dado que(\;t + ¢) = cos A;t cos ¢ — sin A;t sin ¢, tenemos

A=\/c2+ 2, tand = —c¢;/c,.

Problema sugerido 11.5.1: Hallar la solucbn general dé;% — u = 0.

Ejemplo 11.5.1: Ecuacon de Euler:

d™u bn,1 d”_lu b1 du bo

drm * rodrm=t T pn=ldy o opn
Aunqgue no se trata de una ecuaticon coeficientes constantes, podemos llevarla a la
forma (1.5.1) cona; constante mediante el cambio de variables €. Tenemosfl—ﬁ =

dudt _ —ldu d’u _ ,.—27d°u _ du
Gt =rid oy =r7?[9% — 9], y en general,
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cona;, constante (yv,.,, = 1). Por lo tanto, en la variablese obtiene una ecudxi del
tipo (11.5.1) conag = by y a; = > _ «;y parai = 1,...,n — 1. Las soluciones son

m %

entonces de la forma(r) = e* = r*, con\ determlnado por la ecudmi (11.5.7), 0, en
generalg*t® = r*(Inr)*, yk =1,...,m — 1, conm la multiplicidad. Los valores dg
pueden taml@n hallarse directamente reemplazando en la ecnae Euler una solugn
de la formau(r) = r*. Se dejan los detalles para el lector.
Por ejemplo, consideremos la ecuaci
dPu du
— +
dr?  dr

Reemplazanda = 7* se obtiene

MA=1)+A—a*=0,

cuyas ré&ces som\; = +a. Paraa # 0, la solucbn general es

u(r) =cyr®+c_r

y la solucbn particular para(1) = uy, v'(1) = v, €s
1 a —a U1/ a —a
ulr) = glua(r® +r7) + —(r =17 (11.5.10)

Sia — 0, la solucdn general es; + ¢z Inr y la solucbn parau(1) = uy, v/(1) = vy €s
u(r) = uy + vy Inr, que puede obtenerse tomanddmilite de (1.5.10) paraz — 0.
Sia = ilal,1* = cos(|a|Inr)+isin(|a| Inr)yu(r) = u; cos(|al Inr)+= sin(|a|InT).

11.5.2. Ecuacion diferencial lineal no homognea de ordem

Consideremos ahora la ecuaci

d”u+ (t>d”*1u+ fay(t >d
—+ay,_ —+...Fa

dtn N g1 Nt
con valores dados dey sus primeras. — 1 derivadas em = ¢,. La ecuadn diferencial
puede escribirse como

+ao(t)u = f(t), (1.5.11)

0

du

S—Awu . fo=| o |- (115.12)
f(t)

A partir de la soludn generali{.4.16), la primera fila de la solum w(t) (que es la que
importa ya que las restantes son sus derivadas) es, entonces

ZKU t,to)u / Kin(t, t) f()dt (1.5.13)
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dondeK;(t, to) = [U(t)U*(to)]1;, conU(¢) una matriz fundamental de soluciones, y
u) = u9(ty), 7 = 0,...,n — 1, son los valores en= t, deu y sus primeras. — 1 de-
rivadas. El primeré&rmino en (1.5.13) es, pues, una solaai de la ecuadin homognea
gue satisface las condiciones iniciales, y el segundo, gadda integral, es una solu-
cion particular de la ecuam inhomogneacon condiciones iniciales nulas. Dado que
K (to, to) = I (identidad),w,(t) = Kix(t,to) es la soludn de la ecuadin homognea
(11.5.1) que satisface
w,(gj_l)(to) = 6kj7 j = 1, Lo,

es decirw; (t) es la que satisface, (ty) = 1, conng)(to) =0Oparaj =1,...,n—1,
y w,(t) aquella que satisface’ (t;) = 0 paraj = 0,...,n — 2, conw" " (t) =
1. Estalltima es la que determina (paf@ = t') la solucbn particular de la ecuamn
inhomognea

En forma n@s expicita, si{u,(t),...,u,(t)} sonn soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuami homognea(columnas dd/(t)), podemos tamkn reescribir la
solucbn (11.5.13) como

ut) = (Ue+UBot) =Y cunlt) + > oetyun(t),  (1.5.14)

donde la primera suma es la sofutigeneral de la ecuaxi homo@nea, cory, ..., ¢,
constantes arbitrarias (a ser determinadas por lesndiciones iniciales/¥) (¢,) = uf,
k =0,...,n— 1)y la segunda, una sol@s particular de la ecuamm no homognea
(1.5.11). Reemplazando en.p.1) se obtiend/(t)v'(t) = f(t) y por lo tantov(t) =
JU(t)f(t)dt, o, en forma exptita,

Wi(t)
t) = [ (=1)k" tydt, k=1,... 5.15
wlt) = [ k=1, (15.15)
dondeW (t) = W(uy,...,u,) es el Wronskianoi(.5.4) y W (t) el determinante de la
matriz obtenida suprimiendo la fitay la columnak de la matriz que define @ (¢). De
esta forma, podemos expreddr, (¢, ') en (1.5.13) expicitamente enérminos de las
soluciones base, (t), . .., u,(t), como

Kuin(t,t) =Y (=DM Mup ()W (') /W (¢) . (11.5.16)

k=1

Por ejemplo, para una ecuanide segundo ordem (= 2), con soluciones indepen-
dientesu,(t), us(t) de la ecuad@n homo@nea, obtenemos

—uy (t)ua(t') + us(t)us (t')

K12(t, t/) - W(t')

(1.5.17)
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sel entonces

u(t) = crug(t) + cous(t) — m(t)/t %dt’ + Ug(t)/t %dt’(ll.&w)

Problema sugerido 11.5.2:Probar (1.5.17)—(1.5.18).

11.5.3. Ecuacion de ordenn no homognea con coeficientes constan-
tes

En el caso de coeficientesnstantesa;(t) = a; V t), K(t,tg) = exp|A(t — to)] =
K (t —ty) y podemos entonces reescrihir%.13) como

u(t) = i Kt — to)u)) + /tt K, (t =) f(t")dt (11.5.19)

conwy(t) = Ki(t) las soluciones de la ecuaoihomogneaque satisfacew,(j_l)(o) =

5kjy ] = 1,...,n.
Explicitamente, en el caso deraices), distintas, las: soluciones linealmente inde-
pendientes somy(t) = e, k = 1,...,n, y el Wronskiano es

Wy, .. ) = NPT = ). (11.5.20)

i<j

La ecuaddn (11.5.16) conduce, entonces, a

Kin(t,t) = Kt =) = © (11.5.21)
k

donde

es el polinomio caractesticoy P'(Ax) = [ ... (Ax — \i)-

ik
Por ejemplo, para una ecuanide segundo orden (& 2) obtenemos, sk; # A,
eAl(t—t/) _ eAQ(t—t/)
Kyt —t) = (11.5.22)
AL — Ay

Problema sugerido 11.5.3: Probar los resultados (5.20), (1.5.21), (1.5.22).
Problema sugerido 11.5.4:En base a los resultados anteriores, probar que la 6olde
la ecuaddn de segundo orden

d*u du
W + 2@@ + bu = f(t)
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que satisface(0) = ug, ©/(0) = vy, €S

Vo + auyg

u(t) = e “fugcosh(rt) +

' —a(t—t’)Sinh[T(t_t/ﬂ N\ 34!
+/0 e — f(Hdt', (11.5.23)

sinh(rt)]

conr = va? —b. Sir — 0, la fraccbn en (1.5.23) se reduce a— ¢’ (y sir = iw, a
sinfw(t — t')]/w).
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11.5.4. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden

Dado que las ecuaciones diferenciales lineales de seguddn aparecen asociadas
a problemas deibica con mucha frecuencia, resulta conveniente dedscasti&a subsec-
cion. Parte de su contenido sed&vitambén para ilustrar lo discutido en la subsécci
anterior para el caso de ordenEmpecemos considerando la ecéadiomo@nea

d*u du
wm(t)ﬁ +b(t)u = 0. (11.5.24)

Si a(t) y b(t) son funciones continuas en un cierto intervale= [t1,,], entonces la
ecuacdn posee siempre dos solucioriggalmente independientes (t) y uq(t), para
t € I, tales que la soludn general de la ecudxsi es de la forma

u(t) = cruy(t) + coua(t), (n.5.25)

conc; Y ¢ dos constantes arbitrarias. Estas dos constantes se pietéeminar cono-
ciendo las condiciones inicialest,) = uy y u'(to) = ug, dondety € I. Paraa(t) y b(t)
continuas en' vale el teorema de unicidad de la sotuti por lo tanto, la soludn w(t)

gue satisface las condiciones inicialesiegca. En otras palabras, el sistema algebraico
de dos ecuaciones lineales

c1u (to) + c2 ua(to) = uo
c1uy(to) + cauh(te) = ug (11.5.26)

posee siempre unanica soluddbn para las constantes y c,. Esto, a su vez, implica
gue el wronskiano debe ser no nulo para t,. Pero, comd, es un punto cualquiera
del intervalo, la unicidad implica que si(t) y us(t) son dos soluciones linealmente
independientes de la ecuagihomo@nea; entonces, el wronskialo(u,, us) # 0Vt €
I. Por otro lado, como ya se enfdiien el caso generdll/ (v;, v2) puede anularse en un
cierto punto, aun cuandgq(t) y v, (t) sean funciones independientes, pero en ese caso no
se@an soluciones de la ecuaaidiferencial lineal homagnea de segundo orden.

En este punto parece oportuno mencionar que no existeetwdm general simple y
directo para hallar las dos soluciones linealmente indgipates de la ecuam diferen-
cial lineal homognea de segundo orden, cuando las funciaf®sy b(¢) son funciones
generales, no constantes. Sin embarge (#®iy b(t) se pueden desarrollar en series de
potencias alrededor de &ig puntot,, entonces es posible proponer un desarrollo similar
para la soludn:u(t) = 7 a;(t —1to)’. Reemplazando esta serie en la ecbrase pue-
de obtener una relam recursiva para los coeficientes Esta metodoldg se tratea en
detalle nas adelante, en el contexto del problema de Sturm-Liouyillé).

Por otro lado, sexiste un netodo general simple para encontrar la segunda gwluci
linealmente independientg(t), si se conoce una sol@ei no nulau, (t).
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11.5.5. M étodo general para hallar la segunda soluéin de una ecua-
cion lineal homogenea de segundo orden

Supongamos que se conoce una soéluei (¢) de la ecuadin lineal
u” + a(t)u' + b(t)u = 0. (1.5.27)

La otra soluadn linealmente independiente puede hallarse proponiendsaiucbn del
tipo
us(t) = v(t)u ()

En efecto, reemplazando esta expsasn (1.5.27) obtenemos parala ecuacdn
uy (B)v" + (2u)(t) + a(t)ui(¢))v" = 0,

que es una ecuamni lineal de primer orden er. Su solucbn esv’ (t) = cu; ?(t)e /oM,
de donde

effa(t)dt

Entonces, teniendo ahora la segunda solugiarticularus(t) = v(t)u;(t) (linealmente
independiente de, (¢) puesv(t) no puede ser constante), tagbitenemos la soluwn
general de la ecuami homo@nea, dada por la combinéaailinealc; u; () + co us(t), de
acuerdo a lo discutido as arriba.

Aunqueéste no resulta siempre eletodo nas @modo, puede aplicarse para cual-
quiera(t). Notese que(t) no depende expitamente dé(¢). El método puede utilizarse
tambén para determinar el comportamiento de la segunda éolwsi la vecindad de
puntos singulares.

Como ejemplo simple, consideremos la ecaaei’ — k*u = 0, cuyas soluciones son
u(t) = cpe?. Siuy(t) = e = v(t) x e ¥, de dondeuy(t) oc e **. Si tomamos
uy(t) = cosh(kt) = v(t) o tanh(kt), de dondeusy(t) = sinh(t).

Como segundo ejemplo, consideremos la e@mac! + 2v’' + v = 0. Su ecuadn
caracteistica posee unanica rdz A = —1, que origina la soluéin u;(t) = e *. La
segunda solubn puede obtenerse con estétodo: Tenemos(t) < [ Z:—Zdt = t, de
dondeus(t) o< te.

11.5.6. Ecuacion lineal homogenea de segundo orden con coeficientes
constantes

Consideremos el caso en que los coeficientes son constantes,

d? d
d—;; + zad_jj +bu = 0. (11.5.29)
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Paraa = v/(2m) > 0,b = k/m > 0, esta ecuabn determina la posion u(t) de una
paricula de masa: unida a un resorte de constakte- 0 en un medio viscoso con fuerza
de rozamiento proporcional a la velocidad% = —ku — 7%).

Las rdces de la ecuadn caractéstica\? + 2a\ + b = 0 son

A =—axr, r=+va®—-b.
Sir # 0, la solucbn general es, entonces,
u(t) = cpe™t +c_ett (1.5.30)
y la solucbn parau(0) = ug, u'(0) = vy €s

Vg + aug

u(t) = e~ [ug cosh(rt) + sinh(rt)] . (1.5.31)
r
Sir = 0 (a®> = b) la solucbn general es
u(t) = cre”™ + coe™ ™t (1.5.32)

y la solucbn que satisface(0) = ug, v'(0) = vy €s
u(t) = e”[ug + (vo + aug)t], (11.5.33)

que puede obtenerse de%.31) tomando elitnite r — 0.

Sia? > b, r es real y por lo tanto\, son reales. En el caso de la paunta, esto
corresponde a > v4mk, es decir, a amortiguamiento fuerte. Las ecuacioneés30) o
(n1.5.31) describen, en este caso, un decrecimiexpmnencialle «(t), ya queiL < 0
(r < a). El sistemano realiza oscilaciones. El casbrlite a> = » corresponde g =
V4mk, donde tampoco se producen oscilaciones.

Sia® < b, r=iw, conw = /b — a? real ycosh(rt) = cos(wt), sinh(wt) =1 sin(wt) en
(11.5.31), por lo que

Vg + aug

u(t) = e~ fug cos(wt) + "

sin(wt)] . (n1.5.34)
En el caso de la padula, esto correspondeya< v4mk, es decir, a amortiguamiento

débil. Las ecuacionesi(5.31) o (1.5.34) representan en este caso un movimiento osci-

latorio amortiguadg con “frecuencia angular = \/%\ /1 — ﬁ y una amplitud que

disminuye exponencialmente, proporcional-at/(>m),
Por supuesto, sj = 0 (e« = 0), obtenemos la soluan para el oscilador arbmico
simple,

u(t) = ug cos(wt) + X sin(wt) ,
w

conw = +/k/m.
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u(t)

u(t)

A y=0 Al v=0
t
T 2T 3T 4T
—A*b _AL
u(t) u(t)
A v=7¢/10 Al Y=7¢/10
t
T 2T 3T 4T T T 4T
—A _AL
u(t) u(t)
A Y=Ye AL Y=Ye
t
T 2T 3T 4T T 2T 3T 4T
—A _AL
u(t) u(t)
A Y=2y. Al Y=2yc
t
T 2T 3T 4T T 2T 3T 4T
—A _AL

u(0) =A, @ (0)=0

u(0) =0, '(0) = Aw

Figura 12: Movimiento oscilatorio arbmico y amortiguado: Gificas de la solubn
u(t), ecs. (1.5.31)—(1.5.34), paras = v/(2m) > 0, b = k/m > 0. La columna izquierda
corresponde a condiciones inicialg®) = A, v/(0) = 0 (velocidad inicial nula, partiendo
de la posiadn A) y la derecha a(0) = 0, v/(0) = Aw (velocidad inicial fija, partiendo
del punto de equilibrio). La primera fila representa el magimto oscilatorio arranico
(v = 0), la segunda el movimiento subamortiguado{ v < 7., cony. = v4mk), la
tercera el caso @rco (y = v.) y la cuarta el movimiento sobreamortiguadox ~.). En
todos los casog, = 27/m/k es el petodo del movimiento oscilatorio en ausencia de

roce.
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11.5.7. Ecuacion lineal no homognea de segundo orden. Rtodo ge-
neral y método de coeficientes indeterminados

Estudiemos ahora la ecuéani

d*u du
—=t a(t)E +b(t)u = f(1). (11.5.35)

Como sabemos, su soldai general es de la forma
u(t) = un(t) + up(t)

dondeuy,(t) = c1ui (t) + cous(t) es la soluddn general de la ecuaxi homo@nea yu,(t)
es una soluéin particular de la ecuam inhomo@nea.

Utilizando el nétodo generali(.5.18), dadas dos soluciones independientgs),
uy(t) de la ecuad@n homo@nea, sabemos que podemos obtengrn como

up(t) = —ul(t)/t %dt/_’_uz(t)/t U1I(;//)({/§t/)dt,

= /t k(t,t,)f(t/)dt,, /{J(t,t/) _ —U (t)UQ(Q(—;)ul(t)UQ(t/) |

conW (t) = wy(t)uh(t) — uf (t)us(t).
En el caso de una ecuaacicon coeficientes constantes

—— +a— +bu=f(t), (11.5.36)

si las races de la ecuagi caractestica son distintas, tenemas(t) = e, uy(t) = e*?!
y entonces

t =it t/ t =Xt t/
up(t) = e)‘lt/ e i) )dt’—em/ IO 1537)
t, t

y AT A . AL A
t
= / k(t —¢)f("dt, (11.5.38)
to
siendo
e)\lt _ 6)\2t
k(t) = ——— 11.5.39
)=——% (11.5.39)

la solucbn de la ecuadin homo@nea que satisfadg0) = 0, £'(0) = 1.

Problema sugerido 11.5.5: Extender las expresiones anteriores al case ..
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M étodo de coeficientes indeterminados.

Es interesante destacar que, para ciertas formas paréiswaf (¢) y bajo ciertas condi-
ciones (que implican qué¢(¢) no sea soluéin de la ecuadin homo@nea),u,(t) puede
determinarse ensayando una saacsimilar af (t). En general esta&tnica es aplicable
cuandof(t) es una fundn exponencial (real o compleja), un polinomio de gradon
producto de exponencial por polinomio o una suma de funsideeeste tipo. En todos
estos casos la derivada @) es una fundn del mismo tipo y esto justifica el presente
método. Si, en cambiof(¢) es soluadn de la ecuadin homo@nea, debe ensayarse una
solucbn de la format f(¢t) si tf(t) no es soludn de la homognea, yt*f(t) si lo es.
llustramos el retodo mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 11.5.2: f(t) = fy e, con f, constante.
Proponemos la solumi u,(t) = B . Reemplazando em (5.36) obtenemos

BeM(A\ 4 al+b) = AeM. (11.5.40)

Si e no es soludn de la ecuaéin homo@nea, entonces no es riz de la ecuadin
caracteistica, yB queda determinado por

A

Si, en cambiog? es soluddn de la ecuadin homo@nea, se modifica la propuesta,
planteandau,(t) = BteM. SiteM tambin es soludén de la homognea se propone
u,(t) = Bt? e,

Problema sugerido I1.5.6:Hallar una soludn particular dei(.5.36) paraf (t) = A cos(wt)+
Bsin(wt). Ayuda: Escribir las funciones trigon@tricas ené&rminos de exponenciales
complejas, y proceder siguiendo el Ejemplo 11.5.2, suputheequea y b son reales, y
tomando la parte real de,(¢) al final del @lculo. Considerar los casos:iy no es ré

de la ecuadn caractéstica y ii) iw Sl es raz. La solucon particular sex de la forma
C cos(wt + ¢) eni) y Ctcos(wt + ¢) enii).

Ejemplo 11.5.3: f(¢) es un polinomio de gradm. En este caso, si = 0 no es réz de
la ecuaddn caractdstica, se propone patg(t) un polinomiocompletadel mismo grado
m, con coeficientes a determinar. Por ejemplo, para la ezoaci

d*u  du )

—— 4+ — —du =4t - = 11.5.42

az Tar 2 ( )
proponemos,(t) = At* + Bt + C. Sustituyendo en la ecuéci se encuentran tres
ecuaciones algebraicas4A = 4,2A —4B =0y 2A+ B — 4C = —5/2, que permiten
obtener los coeficientes. La solaniesu,(t) = —t* — £. Si, en cambio) = 0 es raz de
la ecuaddn caractdstica, se debe proponer, pasdt), un polinomio de grade: + 1.
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Problema sugerido 11.5.7: Hallar la solucbn general de la ecudwiy” + v = at + b.
Comparar los resultados obtenidos con éltado generali(.5.37) y el de coeficientes
indeterminados.

Problema sugerido 11.5.8Discutir el metodo de coeficientes indeterminados para siste-

mas de primer orden dex n: du/dt = Au + f(t).

i) Muestre que sif (t) = foe* y A no es autovalor del, puede proponerse una solici
particularu,(t) = ve*. Discuta tamk#n el caso en quk es autovalor del.

i) Muestre que siA es no singular ¥f(t) = fo + ... + f..t™ es un polinomio (vectorial)
de gradan, puede proponerse un polinomio del mismo grag) = wo + . . . + u,,t"™.

Problema guiado 11.5.9: El oscilador armbnico forzado. Resonancia.

Considerar la aplicadn de una fuerza exterrfa(t) a una masan
unida a un resorte de constaste- 0. —
a) Mostrar que la ecuamn que describe el movimiento, midiendo Ia
elongacdbn y(t) a partir de la posiéin de equilibrio, es

y'+wty=ft), ft)=F@)/m, w=+/k/m

b) Dar una expreén de la soludn general para una fuerza arbitraf
c) Considerar ahora una fuerza externa de la forma

Fb

a.

F(t) = F cos(wext)
tal que la ecuaéin de movimiento es
Y + Wiy = fcos(wet).

Mostrar que, Siv. # w, la solucdn general es

y(t) = ¢ cos(wt) + casen (wt) + ———— cos(wet) (we # w),

2 _ 2
w? — w;

y la solucbn que satisfacg(0) = 0, ' (0) =0 es

y(t) = " i " [cos(wet) — cos(wt)]  (we # w). (1.5.43)

Graficar esta soluén y discutir su comportamiento al acercatgea w. Mostrar que
puede escribirse como
2f

y(t) = g sen (wyt) sen (wat)
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CoNw; = (W + we) /2, we = (W — w) /2.
d) Mostrar que, s, = w (resonancig, la solucon general es

y(t) = c1 cos(wt) + cosen (wt) + % t sen (wt) (We = w) (n.5.44)
y la solucdbn que satisfacg(0) = y'(0) = 0 es
y(t) = %tsen (wt)  (we = w). (n.5.45)

Graficar e interpretar esta solani y discutir el fedmeno de resonancia.
e) Mostrar que eliimite de la solu@n (1.5.43) parawv. — w (y t fijo) es la soluddn

(1.5.45).
y(®) y(®)
we=0.2w we=0.5w
10 Ar 10 Ar
ANANAARNNAANNAANNAAA © APAPAPAPAPAPAPAPALAPA
-10 At -10Ar
10T 20T 10T 20T
y® y(®
we=0.8w we=0.90w
10 Ar 10 A-
VR t
-10 At -10Ar
10T 20T 10T 20T
y® y(®
we=0.95w 50AF  we=w
il | I
M-t
-10 Ar
ul&* 20T -50AF 10T 2%)

Figura 13: Gaficos de la soludin (11.5.43) para distinas frecuencias externag inten-
sidadf fija. Notese el cambio de escala en el caso resonante w. T = 27 /w es el
pefiodoy A = f/uw?.
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Problema guiado 11.5.10: Oscilador forzado amortiguado.
Examinemos ahora el sistema anterior en presencia

de una fuerza de roce viscoBa= —puy/’.

a) Mostrar que la ecuam que describe el movimiento

en presencia de una fuerza extefna) es

'+ 20y +wly = f(1) "o

dondef(t) = F(t)/my~ = u/(2m) > 0.
b) Mostrar que, para
f(t) = f cos(wet),

una soluabn particular es

(w? — w?) cos(wet) + 27w, sen (wet)

(= W)+ da?

/

= cos(wet + @) . 11.5.46
V(W2 = w?)? 4 4y202 ( ) ( :

yp@) = f

Dado que la soluéin general de la ecudxi homo@nea disminuye ahora exponencial-
mente al aumenta, para tiempos grandes (mayores que el tiempo de redajpedlo
subsiste la solubin particular (1.5.46). Siw = w,, la amplitud de la osciladn resultante
crece inicialmente pero se estabilizpidamente en el valor dado por la soarcparti-
cular. Es importante destacar que el sistema termina odoileon la frecuencia externa
y no la frecuencia propia.
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y® y(®
we=0.2w we=0.5w
10A} 10 A-
A S~ ANV VAN NN
-10 At -10Ar
10T 20T 10T 20T
y(t) y(t)
we=0.90w we=0.95w
10 Ar 10 A+
‘‘7AVA\]IlVA[]AVAV[\]A\]AVAVAVAVOVI\]A\7AVAVAY/t MWW&%WVWt
-10 At -10Ar
10T 20T 10T 20T
Awe
) (e
We=w 10 At
10 A
t 5A
-10 A+

0 L T
10T 20T 1 2 we/w

Figura 14: Gaficos de la soluéin en presencia de roce viscoso cpn= w/20 para
y(0) = 4/(0) = 0. LaUltima figura (1.5.43) muestra la amplitud de la solaxiparticular
en funcdn de la frecuencia externa para- w/20,w/10y w/5. ES maxima parav,, ~ w.

Problema guiado 11.5.11: Sistemas lineales de segundo omle
Consideremos el sistema de segundo orden hémexgasociado a una matdzden x n,

u’ = Au, (n.5.47)

dondeu = (uy, ..., u,)". Esta ecuaén surge, por ejemplo, al aplicar a2y de Newton

a sistemas descriptos por fuerzas que dependen linealmeriéeposicdn, tales como
masas unidas por resortes y sistemas ligeramente apadadospunto de equilibrio. El
sistema(.5.47) es equivalente al sistemaXieecuaciones de primer orden

u = w
w' = Au
dondew = u/'. Es posible, no obstante, resolvat¥.47) en forma directa.
a) Si A es independiente dg proponiendo una solumn u(t) = e*wv y reemplazando
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directamente eni(5.47), muestre que se obtiene la ectaciv = o?v, lo que implica
gue el sistemall.5.47) posee soluciones de la forma

ut(t) = e, u (t) =e Vo

donde)\ es unautovalor de A y v un autovector asociado.
b) Si A esdiagonalizable tal queAv; = \jv;,i = 1,...,n,con{vy,...,v,} linealmente
independientes, muestre que un conjunto completo de sokgide|({.5.47) es

uf (1) = eV, ug (1) = e Vo,

uf (t) = u;, u; (t) = tu,

si\; = 0, parai = 1,...,n. Escriba la soluéin general. Pruebe tan@n que estas
soluciones proveefn soluciones linealmente independientes del sistema akpde
primer orden, y que estdtimo es no diagonalizable cuandotiene un autovalor nulo.

c) Muestre que sH es real y\; < 0, las soluciones reales linealmente independientes
asociadas a; son

ui(t) = cos(wit) v;, u; = sen(wit)v;, w;=+—X\ >0

conc;us(t) + cpui(t) = a;v; cos(wit + ¢;).

Problema sugerido 11.5.12: Utilizando el netodo anterior, resuelva el problema de dos
masas igualesi{) unidas cada una a una pared por un resorte de coristgteinidas
entre § por un resorte de constante. Suponga que ambas masasrsipoyadas sobre

una superficie sin roce.
Muestre que las frecuencias de oscibecilel

sistema (asumiendg > 0, k; > 0, m > 0) son

[k1 + 2ks k1
w1 =14/ ——, wy =14/—.
m m

Encuentre la solubn general y discuta lanodos normalesde vibracon.

Problema sugerido 11.5.13:Resuelva el problema anterior, pero considerando que la se-
gunda masa no &stinida a la pared.

Problema sugerido 11.5.14: Dé una expresin para la soluéin general del sistema no
homogneou” = Au + f(t), suponiendo quél es diagonalizable.

79



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCON
DE GREEN CAUSAL.

11.6. Introducci on a la Teoria de Distribuciones. Funcbn
de Green causal.

11.6.1. La Delta de Dirac como imite de una secuencia

Consideremos la ecudaxi diferencial lineal inhomcéglea‘% —au = f(t). Desde

un punto de vista intuitivo, paredarrazonable representar la inhomogeneifigd como
una suma deerminos impulsivos concentrados en intervalos de tiempppequéos, y
obtener luego la solugh como suma de las soluciones particulares para cada ustode e
terminos. La formalizaéin de esta idea requiere el conceptodiribucion o funcion
generalizada, que discutiremos a continGaci

Consideremos la fungn

ge(w) = { 1(/)5 “gf" 55//22 e > 0. (11.6.1)

La misma satisfacg’fooogg(x)dx = 1V e > 0. Adenas, sif es una fundn continua
arbitraria,

oe e/2 c B .
/96(1’>f(a:)da: =<' (@)do = Fe/2) €F< /2)

dondeF es una primitiva d¢. Parac — 0T, g.(x) estad concentrada cerca del origen y
obtenemos

T _ oy FE/2) - F(¢/2)
A J g = Iy
= F'(0) = f(0). (1.6.2)

Podemos entonces definir la distribreio funcbn generalizada [12)(z) (delta de Dirac)
como el Imite

o(z)* =" lim g.(z), (11.6.3)
gue satisface .
/ d(z) f(z)dx = f(0). (n.6.4)

Si bien el Imite (11.6.3) no existe estrictamente (es Q:s¥ 0y esoo six = 0), el limite
de laintegral ([.6.2)3 V f continua en un entorno de= 0, y eso es lo que simbolizan
las ecuacionesi(6.3)—(1.6.4). Puede obtenerse una buena aproxiomeas (x) mediante
(n.6.3) tomanda mucho menor que la longitud en la cyavaria apreciablementei$i-
camente)(x) puede interpretarse como la densidad lineal de masa congigmte a una
masa puntual de magnitud 1 localizada en el origen.

Notemos tamk@n que, siub # 0y a < b,

b b
[ taite =t oo siare = { 1P S0

e—=0t J, 0<a<b
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Consideraremos, en lo sucesifanciones de pruebd, que son funciones acotadas
y derivables a cualquier orden, y que se anulan fuera de envaio finito / (recor-
demos ante todo que tales funciones existerf(s) = 0 paraz < 0y z > 1,y
f(x) = e /7’102 para|z| < 1, f es derivable @odoorden enz = 0y 2 = 1).
Actuando sobre el espacio de funciones de prueba existehaswtras funcioneg (z)
que convergen & x), que pueden ser derivables a cualquier orden. Un conocdapdp
es

67:152/2:-:2
4] = I . 11.6.5
(z) M —— (1.6.5)
En efecto,— [ e /2 dz = 1 V= > 0y, como se vé mas abajo,
lim / TP f(x)de = f(0). (11.6.6)
e—0t \/21me J_so
La grafica deg.(z) = ﬁe*ﬁ/%z es la “campana” de Gauss, carea 1y disperén

[ g-(x)a*dz = €. Parae — 0™, g.(x) se concentra alrededor gde= 0, pero mantiene
suarea constante.
En general, si.(z) est definiday = € Ry ¢ > 0, diremos que

o0

lim g.(z) = d(x) sii lim ge(x) f(z)dx = f(0)

e—0t e—0t J_

v funcion de pruebgf.
Por ejemplo, si(z) > 0Vzy [* g(z)de =1 =

lim ¢! = .

lim e™g(z/e) = o(z)

En efecto, sk > 0, e [ _g(z/e)dz = [7_g(u)du = 1y lix&eflf:g(x/e)da: =
E—

, b/e _ J1 a<0<b
gll}(r)lJrfa/E g(u)du — 10 a<b<0o00<a<bd*

Por lo tanto, sjf(z)| < M Yz y ab > 0,
lm el ffg(x/g)f(:c)d:d < M lim 8_1fabg(x/g)dx = 0. De este modo, gi > 0
e—0 e—0

y f es continua y acotada,

Iy = lim 5_1/oog(x/5)f(a:)da: = lim 5_1/g(x/5)f(x)dx.

e—0t 0 e—0t ¢

Sim; < f(x) < M, parax € [—t,t| = m; < Iy < M, ¥t > 0, pero por continuidad
de f, im M, = lim m; = f(0), por lo quel; = f(0).
t—=0+t =0t ;
Ejemplos muy utilizados soni (6.5) y, tambén,

1 1 1
d(z) = —— lim Im] —] == lim ——,
T e—0+ T +ie T em0t+ 12 + 2

€

(11.6.7)

81



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCON

DE GREEN CAUSAL.
9()=H[e/2—x]]/e (2ﬂ€2)_l/ze_xz/(2 &) (e/m)/(P+€%)
2 8 6]
1
1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 X -15 -10 -05 00 0.5 1.0 1.5X -15 -10 -05 00 0.5 1.0 l.5X
(€/nx?)sirPx/e (mx)'sin Xe

-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5X

Figura 15: Gafico de las funcioneg (x) definidas eni(.6.1), (1.6.5), (1.6.7), (1.6.8) y
(11.6.9), para = 0,2, 0,1y 0,05.

1., sin®(z/e)

oz)=—1 11.6.8
(z) Tebor T 2 ( )
que corresponden @z) = i Y 9(z) = s1°() No obstante, existen tanési fun-

cionesg(z) no siempre positivas que satlsfatchrgl+ e lg(xz/e) = (x). Por ejemplo la
E—
formula de Dirichlet,

sm(x /€)

tim [ f( /o)

e—0t T

dx = f(0),

corresponde a(x) = sin(z)/(mz) e implica

lim sin(z/¢)

e—0t T

= () (1.6.9)

aun cuandolim+ sin(x/e)/x es no nulo (no existe) para# 0 (sblo es nulo el promedio:
e—0

lim % [3%g(x/e)da = 08I0 < t < |z

11.6.2. Propiedades [asicas de la delta de Dirac

La composiddn ded(z) con otras funciones se define de modo tal que se sigan cum-
pliendo las reglas usuales de integaaciPor ejemplo,

/_OO x —xo)f(z)dr = /OO d(u) f(u+ zo)du = f(xo). (1.6.10)

o —00
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Asimismo, sia # 0,
o 1 [ U 1
[ e f@de = o [ st = 100,
por lo que
d(ax) = i5(m) ., a#0. (1.6.11)

En particulary(—z) = §(z).
Para una funéin invertible y derivable(x) que posee una solaizar; (g(x1) = 0),
cong’(z,) # 0, obtenemos

| stonstars = [ s 200

donde(r_,r,) C enlaimagery(R), conr.20y g~'(0) = z;. Por lo tanto, en este caso,
Oz — 1)

g/ (z1)]
En general, para una furéei g(x) derivable con reces aisladas,, y ¢'(z,,) # 0 tenemos

d(g(z)) = (1.6.12)

5g(x) =) %- (11.6.13)

n

Sin embargog(x?) y en generalg(z"), n > 1, no esén definidas para funciones de
prueba arbitrarias. Tampoco lo @stl producto(z)d(z) = [§(x)]>. Notemos tamlgn
que, sig(z) es una fundén de prueba,

g(z)d(x) = g(0)d(x). (1.6.14)

Derivadas dé&(x).
Si queremos que se siga cumpliendo la inte@magior partes, podemos definir tam-
bién la derivada’(x) tal que (recordar qug¢ se anula fuera de un intervalo finito)

| s@i@is == [ s @)dn =0
y, en general, la derivada &simas™ (z) tal que

/_ 5 (@) fa)da = (1) £ (0).

[e.e]

De este modo,

(o) = — /_00 8 (z — xo) f(x)dx, (1.6.15)
fM () = (=1)" /_OO 6" (x — o) f(x)dz. (11.6.16)

83



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCON
DE GREEN CAUSAL.

Notemos taml&n que, sit # 0,

6 (x).

a”|al

En particulary™ (—x) = (—1)"6" (z).

Problema sugerido 11.6.1:Dada una fundn g(x) derivable, probar las siguientes igual-
dades:

a)g<) "(x)
b) [0(z)g(z)] = (@
c) [0(g(x))] = ’(())g

Problema sugerido 11.6.2: La delta de Dirac en dimensiones se define a tés/de

/ 5(r — ro) f(F)d™ = f(ro).

donder = (zy,...,x,), de" = dz; ...dz, Yy laintegral es sobre todR”. Esto implica
qued(r) = 6(x1)d(xa) ... 6(xy) -

i) Mostrar que siud — be # 0, 0(az + by)d(cx + dy) = 7 bc|5( z)o(y).

i) Mostrar que Siuy (z,y), us(z,y) son diferenciables y se anuladisenz = y = 0, con
J=a “1 uz) ls=y—0 # 0, entoncesd (ui(z,y))d(uz(z,y)) = |J|1o(x)d(y).

T O(zy)

11.6.3. Funcion de Heaviside

Consideremos la funan “escabn”
1 >0
H(z) = { 0 z<0 (1.6.17)

Mostraremos que, en el sentido de las distribuciohB6y) = J(x) (lo que es intuitiva-
mente razonable) de modo gl ) representa la “primitiva” dé(x), al menos en forma
simhdlica. En efecto, para una fuidti de pruebg (x) obtenemos, integrando por partes,

[ e == [ @@= [ e 10

de modo que

H'(z) = §(x).
MedianteH (x) podemos escribir una integral en un intervalo finito comointemgral en
toda la recta, donde lognites quedan determinados por el integrando:

[ = [T w0 npwa,

/abf(:c)dx = /_Z[H(b — %) — H(a— 2)]f(z)dx.
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11.6.4. Tratamiento formal. Teoria de distribuciones

Consideremos primero un espadiode vectores de dimersi finita, tal como R".
Podemos definir una forma o funcional lineal como una foméi : V' — R que asigna a
cada vectow € V un numero reall(u) y que satisface

L(cyul + CQ’U,Q) = ClL(’U,l) + CQL(UQ). (|| 618)
Puede mostrarse quieun Gnico vector tal que
L(u) = (I,u) (1.6.19)

vV u € V, donde(l,u) denota elproducto internode dos vectores(¢, ) > 0, con
(u,u) = 0s0losiu =0, (v,u) = (u,v)", (civ] + cav9,u) = cj(vy,u) + c(vy, w)).
Por ejemplo, erk", podemos considerép, u) = v - u (producto escalar usual) y, €ff,
(v,u) =v* - u.

Desarrollandou en una basertonormal de vectoresv;, i = 1,...,n, tales que

n
(’UZ‘, ’Uj) = 5”‘, tenemosu = Z cv; Y
=1

L(u) = ZciL(vi) = Zcili = (I, u),

dondel; = L(v;) yl = ), lfv,. De modo que toda forma lineél en un espacio vec-
torial de dimendin finita con producto interno puede ser identificada con @atové del
espacio.

En espacios de dimedsi infinita, tal identificadn no es siempre posihl€onside-
remos, por ejemplo, el espacio de funciones “de pruéb&rmado por funciones reales
f(x) que poseen derivadas de cualquier orden y se anulan fuena idéewvalo finito.
Podemos definir el producto interno

(9. 1) = / " g(0)f(@)da. (11.6.20)

o0

Consideremos ahora la funcional lindatjue asigna a cada fur@i un rumero real, con

Licafi + cafo] = i L[ fi] + co L[ f5],

dondec; y ¢, son constantes. Para toda fuorcy(z) € D podemos asociar la funcional
lineal L, (forma lineal), tal que

Lylf] = / o) f (). (1.6.21)

o0

Pero podemos tamém definir la funcionad tal que

o[f] = £(0), (11.6.22)
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aunque es obvio qu® existey € D que satisfaga

/_00 g(x)f(z)dz = f(0) (1.6.23)

vV f € D. El espacio de funcionales es puesdSrgrande” que el de las funciongs
No obstante, por comodidad podemos introducifirel®lo §(x) asociado a la funcional
anterior, tal que

Of] :/ d(z) f(x)dx = f(0). (1.6.24)
Sedefinela derivada dd. como
L'lf] = —-L[f), (11.6.25)
para que se siga cumpliendo formalmente la inteQrapor partes. De esta forma,
Lifl =] d@iads == [ gaf@in =Ll (1626)
y, en patrticular,
o'[f] = =o[f] = —1(0). (11.6.27)
La funcional de Heaviside se define como
H[f] = / f(z)dz, (1.6.28)
0
que corresponde@x) = H(x), con
il = ~Hlf) == [ fw)is = f0) (11.6.29)

Por lo tanto,H' = 6.
Problema sugerido 11.6.3: Demostrar que, consideranddé una distribuadn,
d|z| ad
dr dx?

Las distribuciones son funcionales lineales continuases@b La continuidad signi-
fica que sif,,(z) es una sucesn de funciones tal que, para— oo, f,, y sus derivadas
tienden a 0 uniformemente- L[f,] — 0. Las distribuciones forman, pues, aspacio
vectorial(denominado el espactualde D). Para un espacio finito el dual es equivalente
al espacio, pero esto no es necesariamegido/para un espacio de dimedsiinfinita.

Se dice que una distribua L se anula en un intervalb si L[f] = 0V f que sea
no nula solamente eh En este casd,|[f] no dependéx de los valores que tomfeen /.
Con esta definiéin, podemos decir quz) =0V z # 0y queH(x) = 0siz < 0. El
soportede una distribudn es el conjunto cerrado de puntos dohd® se anula (o sea, el
conjunto cerrado @s chico fuera del cudl se anula). De esta forma, el soportei(le) es
el puntox = 0 mientras que el soporte dé(x) es el semieje > 0. El soporte singular
de una distribudn L, es el conjunto cerradoas chico fuera del cudl es equivalente a
una funcon g(x) derivable a cualquier orden. El soporte singulav e (y también de
H(z)) es, pues, el punte = 0.

H(z)— H(—x), = 26(x).
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11.6.5. Funcion de Green de ecuaciones lineales de primer orden

Consideremos, primero, el caso sencillo de umaa ecuadn lineal inhomoénea de
primer orden

2_7: —a(t)u = f(t), (11.6.30)

es decir,
Llu(t)] = f(1), (11.6.31)
conL = 4 — a(t) un operador linealHemos visto que la solusm parau(ty) = ug es

u(t) = k(t, to)uo + /tk(t, s)f(s)ds, (1.6.32)

to

con .
k(L) = exp [ /t a(s)ds} () Jun(t)

y up(t) = exp[ [ a(t)dt] una soluddn arbitraria de la ecuamn homo@nea. Consideremos
ahora el caso en qug — —oc, conug =0,y

ft)=06(t—1).

Obtenemos, gi =+ t/,

u(t) = / k(t,s)é(s—t’)dS—{ Hat) i> ¢

—0o0

La solucbn anterior esa funcion de Green causalel problema y se la defin& en la
forma

gt, )y =k(t,t"YH(t —1). (11.6.33)

La funcibn de Green desemii@ un papel central en la descripeimatenatica de febme-
nos fisicos, y se la denomina a veces taembfuncbn respuesta. La ecuaai (11.6.33)
representa la respuesta del sistema feente a una fuente puntual actuanda/gestan-
do el sistema en reposo parac t'. Debe considérrsela como undistribucion. Queda
definida por la ecuaén

Lig(t,t)] =0o(t—1t") (1.6.34)

y la condicbn inicial g(¢,t") = 0 sit — t'~. Puede verificarse que la ecuati(1.6.33)
satisface|f.6.34), tanto por derivagn de la distribudn k(¢, ') H (¢t — t') como por apli-
cacibn del primer miembro dei(6.34) a una funén de prueba arbitraria. Pata> t/,

g(t,t') eslasoludn de la ecuadnhomogneacon la condiddn iniciallim, .+ g(t,t') =

k(t',t") = 1. Recordemos tamén que, a diferencia dgt, '), k(¢,t') es soluadbn del sis-
tema homo@gneo:L[g(t,t')] = 0V t.
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La solucbn de (1.6.31), con la condién inicial uo = 0 parat, — —oo, puede
entonces escribirse como

u(t) = /OO g(t, t) f(&"dt, (11.6.35)

o

donde el imite superior puede extenderse hastaya queg(t,t’) es nula para’ > t¢.
Dado que

£(t) = / " FW)(E — e,

la ecuaaddn (11.6.35) puede interpretarse como la suma de las soluciongsubares para
cada uno de logtminosf (t')d(t — t').

Problema sugerido I11.6.4: Utilizando (1.6.34) verificar que

Llu(t)] = JZ 0(t = ) f(#")dt' = f(t).

El operador lineat7 definido por

Gliol = [ ae.t)s(eir
desempga, entonces, el papel dwersa(a derecha) del operador ya queL[G[f(t)]] =
f(t) V funcion de pruebgf(¢). Observemos que, si nos restringimos a soluciones que
cumplenu(ty) = 0, cont, — —oo, la solucbn dada por(.6.35) es lalnica solu-
cion de (1.6.31). Notemos tambn que la aplicadin deL a una funddn de pruebau(t)
puede escribirse en forma similar errhinos de una distribu@n L(¢,¢'): Liu(t)] =
S22 Lt ¢ )ut)dt’, conL(t, t') = &'(t — ') — a(t)6(t — t').

Si a(t) depende de, el operadorl no es invariante frente a traslaciones temporales
por lo queg(t,t’) dependex en general dey ¢’ y no Dlo det — ¢'. Por ejemplo, si
a(t) = =2t, g(t,t') = e I (¢ — ¢'). En cambio, sia(t) = a, constante L
es invariante frente a traslaciones en el tiempo, por logque’) dependex lo de la
diferenciat — t'. En este caso,

g(t,t/> _ ea(tft’)H(t . t/)

y se la escribe, normalmente, com@ — ¢').
Mencionemos finalmente que la solbicigeneral if.6.32) puede escribirse, para-
to, tambien como

u(t) = g(t, to)uo + /Oog(t,t’)f(t’)dt’, t> to.

to

[1.6.6. Matriz de Green de sistemas lineales

Podemos, ahora, considerar el caso general y volver a lddiefirde nuestra matriz
de Green en ladrmula (1.4.22), y escribirla como distribuimn

Gt,t") = K(t,tYH(t —t) (11.6.36)
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donde
Kt t)=U@)U ()

y U(t) es una matriz fundamental del sistema.
Podemos tambn escribir el sistema deecuaciones lineales,

Cfl—z; —Albu = f(1), (1.6.37)
como
Liu(t)] = £(t), L= I% — AW, (11.6.38)

conu, fden x 1y Aden x n.
Dado queX (¢,t') = 0 es soluddn de la ecuabin homognea((t,t') satisface

LGt =16t — 1), (1.6.39)
donde! es la identidad de x n, conG(t,t') = 0 parat — t'~. La solucbn de (1.6.37)
parau(ty) = 0y ty — —oo puede, entonces, escribirse como
u(t) = / Gt ) F (')t (11.6.40)
En particular, sif(t) = foo(t — t’), con f, constante,
U(t) = G(tat/)fba

es decir,

ul(t) = ZGij(t:t/)ij- (||641)

J

El elemento de matriz7;;(¢,t’) representa, entonces, el efecto en el tiemeo la com-
ponente de una fuente puntual actuando en el tiertipn la componentg. Como

lim G(t,t") =1

t—t't

parat > t’, la columng deG(¢,t') es la soludn del sistemadomogneocon la condiddn
inicial u;(t") = ¢,;. Esto puede utilizarse para halta(t, t').

Matriz constanteSi A(t) = A, constante= U(t) = exp|At|Uy Yy K(t,t") = exp|A(t —
)], por lo que

G(t,t) = exp|A(t — )| H(t —t'). (11.6.42)

En este casd7(t,t') = G(t —t'), es decir, es una furtmn det — ¢’ debido a la invariancia
de la ecuad@n homo@nea frente a traslaciones temporales.
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11.6.7. Funcion de Green para la ecuadn lineal de ordenn

Consideremos ahora la ecuaci

d™u d"

g Tan-1(t) o e ta ()dt + ao(t)u = f(1). (1.6.43)
Como hemos visto en 11.5, esta ecu@atpuede escribirse como
W A= 1),
con
0
w— d“/dt ) 0 : (11.6.44)
i 1u/dt” 1 (1)
1
At) = 0 0 1 1 : (11.6.45)

—ap(t) —ai(t) ... —an_1(t)
Consideraremos;(t) y f(t) continuas en un intervalo cerradpen el cual se aplican
las consideraciones siguientes.
Como f(t) aparece en laltima fila en (1.6.44), y $lo nos interesa conocei(t),
bastaa con evaluar el elemento

g(t,t") = Gua(t,t")

de la matriz de Green, que satisface la ecuaci

mn

dn! d
N () Y 1 ao(t)g = 6(t—1), (11.6.46)

din—1 dt

cong(t,t') =0sit < t',yque, para > t', es la soludn de la ecuadn homogneacon
la condicbn inicial

+...+ay (t)

dg dn—2g dn—lg
0 |t:t =Y dtnfl ‘t:t’ - 1,

' t)=0, ==y =0,...
g( ) dt|t t din—2

(recordemos qutdi?n+ G(t',t') = I). Tantog como las derivadag’%g(t,t’) parak =
— !

1,...,n—2,s0n, pues, continuas énr- t'. SOlo la derivada de ordemn— 1 es discontinua,
lo que asegura que se satisfagas(46). La expresin expicita deg(t, ') puede obtenerse
multiplicando el resultadai(5.16) porH (t — t'): g(t,t') = Ky, (¢, t")H(t — t').

Si tantou como sus derivadas se anulan para ty, y tc — —oo, la solucdn de la
ecuacbn inhomognea (1.6.43) es



1.6 INTRODUCCION A LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES. FUNCON
DE GREEN CAUSAL.

Sif(t)=0parat <0,u(t) = [;"g f()at'.
En el caso de coef|C|entes constantes

g(t,t') = g(t —=1'), con g(t) = {exp[At]}1n H(t) = un(t) H(t)

dondeu,, (¢ ) es la soludin de la ecuadin homo@nea con la condioh inicialu'’ (0) = 0,
k=0,...,n—2ul"0) =1

Ejemplo 11.6.1: Ecuacon lineal de orden 2 con coeficientes constantes,

d*u du
a2 + QGE +bu = f(t). (11.6.47)

Las races de la ecuagn caractdstica
POA) =X +2a\+b=0

son)\y = —a £ r, conr = v/a? — b. La solucbn general de la ecudri homognea es,
SiAy #£ A,

up(t) = eyt +c et

y la solucdn parau(0) = ug, v(0) = vy €s

up(t) = e “[ug cosh(rt)+ Yoty

sinh(rt)]. (1.6.48)

La funcion de Green se obtiene reemplazangle= 0, vy = 1y multiplicando porH (¢):

1
g(t) = ;e‘“t sinh(rt)H (t) (1.6.49)
y satisface
d*g 9
ZJ 4902 —
72 + a + bg (1)

Sir =0 (A = \_) la solucbn de la ecuadn homo@nea para.(0) = 0, v(0) = 1 es
un(t) = e~ 't y, entonces,
g(t) = e "tH(t), (11.6.50)

resultado que puede obtenerse directamente @40) tomando eliinite r — 0.
Si f(t) = 0 parat < 0y el sistema eéten reposo hasta= 0, la solucbn de (1.6.47)
parat > 0 es, pues,

r

u(t) = - /Ot e~ sinh[r(t—t")] f(t))dt'. (11.6.51)

Como ejemploikico, podemos considerar la ecuacde movimiento @sica de una
parfcula de masan colgada de un resorte en un medio viscoso, en presencia de una
fuerzaf'(t):

d2 du
ku = F(t
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dondey > 0 es el coeficiente de rozamiento @mico,k > 0 la constante del resorteuy
la coordenada vertical medida desde la pésicie equilibrio (el pese-mg que aparecés
en el lado derecho se cancela al efectuar la traslaci— « — mg/k, dondemg/k es la
posicibn de equilibrio; en forma d@toga podemos tamém cancelar el promedib(t) en
un cierto tiempo). Esta ecuaci corresponde a

0,k _F@)
a—%, b—m, f(t)— m .

Sia® > b (y* > 4mk) = r es real yy(t) es una combinagh de decaimientos exponen-
ciales (coma < a, a + r Son positivos).

Sia? = b (y? = 4mk) = r = 0 y obtenemos el resultado 6.50).

Finalmente, si®> < b (v? < 4mk) = r es imaginarior = iw, conw = /b — a? real, y

g(t) = ée_“t sin(wt) H (t),

gue representa un movimiento oscilatorio amortiguado para.
Notemos tamli&n que, skt = 0 (roce nulo),

g(t) = isin(wt)H(t)

representa un movimiento oscilatorio @&mico parat > 0, conw = /b, mientras que si
a=b=0,
g(t) = tH(t),

que representa un movimiento uniforme para0. Este caso corresponde a la ecoaci

d*u

ﬁ:f(t)

y su solucdn parat > 0y u(0) = «/(0) = 0 es entonces

ult) = /O t(t ) ()t

gue equivale, tras una integranipor partes, a

ult) = /0 Lt /0 ' FEat".

Ejemplo 11.6.2: Ecuacon lineal de ordem con coeficientes constantes:
La ecuaddn caractdstica es

P(\) = X'+a, N\ '+ +a A tag = 0.
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Si P poseen raices)\;, distintas, la soludéin general de la ecudxi homo@nea es

n

up(t) = cheAkt.

k=1
Construyendo la solugn particular para™(0) = 0sii = 0,...,n-2, conu™ 1 (0) =1,
puede mostrarse quegase ({.5.21))
n 6)‘kt
t) = —H(t). 11.6.52
g(t) ,;Pw) (t) (1.6.52)

ComoP(N) = [[i—;(A = Xp), P'(\) = 11
obtenemos

i2e(Ax — Aj). Por ejemplo, para = 2

A1t Aot

€ — €

= —
g(t) N

Reemplazandd, = a & r, se obtiene la ecuam (1.6.49).
Si existen r&ces con multiplicidad> 1, g(¢,t') puede obtenerse comirlite del re-
sultado (1.6.52).

H(1).

Ejemplo 11.6.3: Consideremos la ecua@ci de primer orden

% —au = foe H(t). (11.6.53)

La solucbn parat > 0y u(0) = 0, es, Sia # A,

u(t) = fo /_OO gt =M H(E)dt' = foelt:zat. (11.6.54)

El primer €rminow,(t) = %e)‘t es una soludin particular de la ecuam inhomo@nea
que puede obtenerse directamente reemplazasidp= ce** en (1.6.53), lo que conduce
ac = fo/(A—a). El segundo&rminouy(t) = —%e“t es una soluéin de la ecuaéin ho-
mogénea ajustada para qué)) = 0. Si la ecuadn homo@nea describe un decaimiento
= a < 0, en cuyo casay(t) es un érmino “transitorio” que se “apaga” al aumentar

Si A — a en (1.6.54), encontramos cominiite
u(t) = foe™t, (11.6.55)

resultado que puede obtenerse directamente de la integ@@l@&54) para\ = a. Note-
mos la dependencia lineal con

El resultado ij.6.54) es @lido para cualquieA # a, en particular\ = iw, conw
real, que corresponde al caso de una fuerzag@iea sinusoidal. Si y f, son reales, la
parte real dei(.6.54) es la soluéin paraf(t) = focos(wt) y la parte imaginaria para
f(t) = fosin(wt). Vemos de 1{.6.54) que la soluéin particular oscilax con lamisma
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frecuencia externa pero con una amplitfsd(iw — a) que depende de la frecuencia, y
gue tiende a 0 para — oo.
Por ejemplo, en un circuito con indudai L, resistenciak y potencialV/ (), la co-

rriente] satisface la ecuamn

dl
L—+RI=VI(t
S RI=V (1),

que corresponde@= —R/L, f(t) = V(t)/L. El caso\ = iw corresponde a un circuito
con corriente altern® (t) = Vpe™".

Ejemplo 11.6.4:
dQ—“+2 d—“+b = foe M H (t) (11.6.56)
772 adt U = Jpe . .0.
La solucbn parat > 0y u(0) = 0,/(0) =0, es
t /
u(t) = fo/ g(t —t)eMdt = uy(t) + up(t). (11.6.57)
0
Si A no es r& de la ecuadin caractdstica, es decirh # Ay, conAy = —a =+ 7,y
r =+/a? — b, obtenemos, para+ 0,
foeM foe’\t

W) = B0 T Mr2anih (11.6.58)

(1) — foe=[cosh[rt]+ (A +a) sinh[rt]] /r
" A=A (A=) |

Nuevamentey,,(t) es una soluéin particular que puede obtenerse reemplazan@to =
ce* en (11.6.56) yuy(t) una soluddn de la ecuadin homognea ajustada de modo tal que
u(0) = 0.

SiA = Ay = —a = r (“resonancia”) se tiene

foer=tt
2r

, up(t) = ;W) (11.6.59)

uy(t) =+ 52

gue pueden obtenerse conmmite del resultado anterior o por integragide (1.6.57). Si
a =0y r =iw, conw real, tenemos el caso propiamente resonante, en el que laLamp
de la osciladn resultante es proporcionat.a

Sir — 0 (raiz doble) yA # —a,

_ foeM = foem 1+ (a+ M)t
up(l) = (Ata)?’ un(t) = (A +a)? '

Finalmente, si - 0y A — —a,
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Pordltimo, mencionemos que para una fuefzg) = fyt™, cony # 0, u,(t) se@, en
general, un polinomio de gradomientras que, si unaimes nula (por ejemplo,_ = 0),
u,(t), sed un polinomio de grado + 1.

Ejemplo 11.6.5:

d
d—? — Au = foeMH(?), (11.6.60)

conu, foden x 1, Aden x n. Siu(0) = 0, la solucdn parat > 0 es

u(t) = /Ot explA(t — t')] foe ! dt' = w,(t) + un(t), (11.6.61)

dondeu,(t) es una soluéin particular de la ecuaamn inhomo@nea yu,, (t) = exp[At|ug
una soluadbn de la ecuadin homo@nea que ajusta la condiai inicial.

Si A no coincide con ningn autovalor), de A, u,(t) puede elegirse de la forma
(método de coeficientes indeterminados)

u,(t) = ce™.

Reemplazando em (6.60) se obtiene
(M — A)ce™ = foe,

de donde
c= (M — A)*lfo.

Ademas,u,(t) = — exp[At]c (para queu(0) = 0) y entonces
w(t) = (M — exp[At])) (M — A) " fo, N # i (11.6.62)

Para\ = iw # )\, obtenemos el conocido e importante resultado que la gwiyrticu-
lar de (1.6.61) tenda lamismafrecuencia que eermino inhomogneo, con una amplitud
dependiente de la frecuencia.

En cambio, si\ coincide con un autovalox, de multiplicidadmy, (\I — A) no es
invertible y la soluadn anterior no esalida en generaks,(t) contenda trminos de la
formactt™, conm < my, y puede hallarse evaluando.6.61) en una base conveniente
0 bien tomando elinite de (1.6.62). Por ejemplo, sy, = 1, u,(t) seé de la forma

u,(t) = (c+ avgt)e™’,
dondeAwv, = \,v,. Reemplazando emi (6.61) obtenemos
(Al — A)e + avy, = fo,

de donde puede obtenerseligiendo« tal que fy — aw, sea ortogonal ay.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:
Problemas con Condiciones de
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1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

I1I.1. EIl problema de Sturm-Liouville

[11.L1.1. Problemas de Sturm-Liouville no singulares

Hasta ahora hemos visto ecuaciones diferenciales conaionédsiniciales En par-
ticular, tratamos la ecuam lineal ordinaria de segundo orden, all@ en que las cons-
tantes de integradh se determinaban a partir de los valores de la amiricdgnita y su
derivada primera en un instante inicta t,. Ahora comenzaremos a estudiar problemas
de segundo orden en los cuales las constantes de intagca@dan determinadas, no por
condiciones iniciales, sino paondiciones de contorndn tales problemas, el rango de
variacbn de la variable (que represerdarsualmente una posiei) esé restringido a un
cierto intervalo y las constantes de integoaicse determinan a partir de los valores de
la funcibn incbgnita, de su derivada, o de combinaciones lineales de E®mansi en los
puntos extremos del intervalo.

Tomemos una ecudm lineal de segundo orden general

d’*u du
@jLA(x)%%—B(x)u:F(x), (n.1.1)

conA(zx), B(z) y F(z) continuas. Tal ecua@n es equivalente a

_%[p(gj)%] +q(z)u = f(2), (1n.1.2)

dondef(z) = —p(x)F (), ¢(z) = —p(x)B(x) y

es una fun@n positiva

En efecto, com@/(z) = A(z)p(x), se tiengpu’)’ = pu” + p'v’ = p(u” + A(z)u’'),
reducéndoselfl.1.2) a la ecuadin (111.1.1) multiplicada por-p(z).

La ecuaadbn (111.1.2) se denomina ecuaéci de Sturm-Liouvilleinhomognea (la co-
rrespondiente ecuam homo@nea se obtiene pafdz) = 0) y se escribe usualmente
como

Llu(z)] = f(=), (11.1.3)

donde p p
L= —@[p(f)%] + q(x)

es el operador lineal de Sturm-Liouville. Tal operadofiacsobre funciones(z) dos
veces derivables, definidas en un dado intervalo teal,z < b, y slo queda comple-
tamente definido cuando se especifican los valores de labfumidgnita, su derivada
primera, o combinaciones lineales de ellas en los extremé}del intervalo. Tales con-
diciones se conocen como condiciones de contorno, y lasoiues que las satisfacen
constituyen etlominio del operador de Sturm-Liouville
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Problemas de este tipo aparecen frecuentemente al resclvaciones en derivadas
parciales mediante el@odo de separam de variables, como veremosignadelante.

Cabe insistir aguen que estudiaremos primero el caso enpgug, ¢(z) y p'(z) son
funciones reales continuas énb] y p(z) > 0 en el mismo intervalo cerrado. En este
contexto, un operador de Sturm-Liouville que satisfacestabndiciones, se llama no sin-
gular. Mas adelante, analizaremos el caso en que alguna (o algunesfad condiciones
no se cumple en alguno de los extremos, que conduce al edtitdie lamadas funciones
especiales.

l1I.L1.2. Tipos de condiciones de contorno

Consideraremos primero la ecuaei(i .1.3) en un intervalo finitda, b], con las con-
diciones de contorno conocidas como condicioneBidehlet homogneas,

u(a) = u(b) = 0. (n.1.4)

El primer punto importante a analizar es la existencia o nsotigciones no triviales
u(z) # 0 de la ecuadén homo@gneal[u] = 0, que satisfagan las condiciones.(.4).
Como veremos, la no existencia de tales soluciones (&amlimadas modos cero del
operador) es condion necesaria y suficiente para que la ecadhhomo@nea tenga
solucbn Gnica, que podr obtenerse mediante la funide Green.

Por ejemplo, si

dQ
da?’
(p(x) =1, q(z) = 0), la solucdbn general de la ecuaxi homo@gneal[u]| = 0 esu(z) =
cx 4+ d. Siu(a) = u(b) = 0 = ¢ = d = 0. La ecuaddn homo@nea 6lo admite, pues, la
solucbn trivial.

Como segundo ejemplo, si

L=—— -k
dz? ’

la ecuaddn L[u] = 0 posee la solubinu(x) = ce’*® + de~*2= que se puede escribir como

uw(z) = ' sin(k(x —a)) + d cos(k(z — a)).
Siu(a) =0=d =0,y lacondiconu(b) = 0 implica
¢ sin[k(b—a)] =0,
gue posee una solei no trivial (¢’ # 0) siy Dlo si
k(b—a)=nm, neZ.

En caso contrarie’ = 0y la Gnica soluddn esu(z) = 0.
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Las condiciones de contornai(1.4) no son ras que un caso muy particular. En
general, las condiciones de contorno que definen el dommiondoperador de Sturm-
Liouville pueden ser de dos tipdscales(o separadas)mo locales Se llama condiciones
locales a agellas que establecen una refatientre la fun@n incgnita y su derivada en
cada borde por separado. Entstas, nos concentraremos en las llamadas condiciones de
contorno de Robin hom@égeas:

cqu(a) + dau'(a) =0, cyu(b) + dyu'(b) = 0., (11.1.5)

donde todas las constantes son realesl,S+ d, = 0, estas se reducen a las de
Dirichlet homogeneas mientras que, & = ¢, = 0, se obtienen las condiciones de
Neumanrhomogneasy’(a) = u/'(b) = 0. Por supuesto, puede tenerse témhi, =
c, = 0, en cuyo caso se obtienen las condiciones mixtas = 0, v/(b) = 0 (Dirichlet en
un extremo y Neumann en el otro). Si todos los coeficientessaomlos, las condiciones
de contorno se llaman condiciones Rebin En todos los casos, la condici impuesta
en un extremo es independiente de la impuesta en el otro,i geaiene el nombre de
locales o separadas.

Notemos que el conjunto de funciones que satisfacen comgiside contorno del
tipo (111.1.5) constituye un espacio vectorial (g1 y u, las satisfacens ciu; + couo
tambien las satisface). No ocurre lo mismo para condiciones d@gunno homogneas
(combinacbn lineal deu y su derivada igualada a una constante distinta de cero).

Las condiciones de contormm locales en cambio, establecen una retacientre el
valor que toman la fun6n incbgnita y su derivada en uno y otro bord@itos ejemplos
de condiciones de contorno no locales son las condicipeesdicas

u(a) = u(d), pla)u'(a) = p(b)u'(b) (111.1.6)
y antiperiodicas

u(a) = —u(b), pla)u'(a) = —p(b)u'(b). (1.1.7)
\Volveremos a considerar condiciones de contorno no loeslesiestra seamn dedi-
cada a la serie de Fourier (ver Gaybo V).

I11.1.3. Car acter autoadjunto del operador

Una propiedad fundamental del operadazon las condiciones de contorno
(11.1.5), (11.1.6) o (11.1.7) es que result@utoadjuntd:

Teoremallll.1.1 Siu y v son dos funciones reales que satifacen ambas alguna de las
condiciones de contornol(.1.5), (11.1.6) o (11.1.7) (con las mismas condiciones de con-
torno parau y v), entonces se cumple

IMas rigurosamente, deli@mos decir que resulta sitmico. Sin embargo, la diferencia entre ambos
conceptos es materia de cursaasnavanzados. A este nivel y en todo el resto de este libriarelovos tal
diferencia. Para una discasi detallada sobre este puntease, por ejemplo, [13]
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(U>L[u]> = (L[U]vu)’ (|||-1-8)

donde(v, u) denota el producto interno usual

(v,u) = / bv(m)u(m)dm.

(hemos supuestg v reales). Se dice, entonces, gues autoadjunto.
Demostraddn: En efecto, integrando por partes obtenemos

(v, L{u]) — (Llo],u) = / ooy — u(pe/Y)de

b
- / [(vpu')" — (upv')']dx
= plu — uv'HZ = pW (v, u)]} =0, (n.1.9)

para las condicionesii{.1.5), (11.1.6) o (11.1.7). Es &cil verificar que el Wronskiano
W (u,v) se anula independientemente en cada extremo para functureesatisfacen
condiciones de contorno de Robin horangas, y que la contribumn de un extremo se
cancela con la del otro extremo para funciones que satisf@aomdiciones de contorno
periodicas o antipeiddicas.

OJ

Notemos que la nooh de operador autoadjunto sobre un espacio de funciones es
extensbn natural de la definibnh de matriz autoadjunta. En efecto, en el caso de vecto-
resu de R" y operadores lineales representados por matrdcesales de: x n, con el
producto interno usudl, u) = v-u = Y, v;u;, A se dice sirdtrica (o autoadjun-
ta, que es equivalente para matrices realesy silu) = (Av,u) V u, v € R", 0 sea,

Si o, vidiuy = >, uiAijv;. Esto implicad;; = Aj; Vi, j, es decir, A" = A. Los
operadores lineales reales autoadjuntoserson, pues, representados por matrides
autoadjuntasPero notar: en el caso de espacios vectoriales de dioreiminita, los do-
minios del operador y de su adjunto deben coincidir para bogezador sea autoadjunto,
es decir, no basta que las expresiones diferenciales desasnlmzidan. La coincidencia
de dominios ocurre en nuestro caso.

Como veremos a continu#ei, el caacter autoadjunto del operador tiene consecuen-
cias muy importantes: la furm de Green asociada, si existe, resultaésiiva ante el
intercambio de sus dos variables y se satisface, por lo,tiapoopiedad de reciprocidad
(ver secabn I11.1.4). Por otra parte, el operador tiene un conjuntmgieto de autofun-
ciones, que son una base del espacio vectorial de funcionekdominio (ver secéin
l.1.5).
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l11.1.4. Funcibn de Green para condiciones de contorno locales. So-
lucidn del problema de borde con ecuadn diferencial inho-
mogenea
Consideremos, ahora, la ecuatiinhomognea (1.1.3). Como en los problemas
de condiciones iniciales, la herramienta general de regwiusea la funcbon de Green
G(z,z") del operadol. con las condiciones de contorna (1.5).

Se define dicha funon de Green como la soli de la ecuadin (el sulbindice en el
operador indica que el mismo aetsobre el primer argumento de la funtde Green)

L,[G(z,2")] = 6(z — '), (111.1.10)

(dondea < z,2’ < b) que satisface, en su primera variable, las condicionesui®0
(mm.1.5), es decir

d
caG(a,2") + dag(:v =a,2') = 0,
: dG /
ch(b,m)—i-dbd—(x:b,x) = 0. (111.1.11)
T

Probaremos a continudxci que:

Teorema lll.1.2 i) dicha solucon existe y esinica si y $lo si la Gnica solucdn de la
ecuacdn homogneal[u(x)] = 0 con la condicdbn de contornoi(i.1.5) es la soludn
trivial u(z) = 0V z € [a, b] (N0 existen modos cero) y

ii) en tal caso, existe unanica solucdn de la ecuaén inhomognea (11.1.3) con la
condicibn de contornol(1.1.5), dada por la integral:

b
u(x):/ G(z,2") f(z)dx'. (11.1.12)

Demostradbn:
Probaremos primero ii). Resulta claro que iz, =’) existe,
(11.1.12) es solué@n de (11.1.3) pues

Llu(e)) = [ LulGla s f (@)’ = [ 8o~ )i’ = (o),

donde hemos usado, primero, quectia sobre la primera variable, no afectada por la
integral, y, en estas condiciones, siempre pueden intds@ase integral y derivada en el
sentido de las distribuciones. Luego, hemos usado la egnaliferencial que define a la
funcion de Greeny, finalmente, la defir@inide la distribucdn delta de Dirac.

Adend@s,u cumple la condi@n de contornol(i.1.5) pues~ la cumple en su primera
variable, no afectada por la convolumi. En efecto
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b
cou(a) + dyu'(a) = / [caG(a,2') +d %( =a,2")|f(2")dz' =0

e
dx

Hemos mostrado, entonces, que.{.12) es soluéin.

La unicidad de esta solu@n surge, por el absurdo, una vez probado i). En efecto,
si existenv; y vy tal que L{v;(x)] = f(x), i = 1,2, satisfaciendo ambasi(.1.5) con
los mismos coeficientes, por la linealidad Hese tieneL[v, (x) — va(x)] = L[vi(z)] —
Llvy(x)] = 0, lo que implica, por i), que; — v, = 0 0, equivalentemente; = vs.

eytu(B) + dyu (b) = / (0GB, 7)) + 42 (2 = b Y (')A’ = 0

La prueba de i) se vardirectamente por constru@mn de la funadn de Green.
Seanu, (z) y us(x) dos soluciones de la ecuéci homogneal[u(x)] = 0, cada una
de las cuales satisface la conddai de contorno en uno de los extremos:

caur(a) + dauf(a) = 0, cpua(b) + dyus(b) = 0. (111.1.13)

Por la propiedad de superposamn paralL|u(z)] = 0, siempre existen solucionési-
casuy(x), us(x) no identicamente nulas que satisfacen estas condiciones. &mpég, Si
v1(z) Y vo(z) son dos soluciones cualesquiera linealmente indeperedignho nulas de
Ljv] =0,

ur(z) = wvi(z)[eava(a) + davy(a)] — va(w)[cavi(a) + davi(a),
us(z) = vi(@)[esva(b) + dpvy(b)] — va(w)[cova (b) + divi (D)),

satisfacenifl.1.13).

Por otro lado, parap y ¢ continuos yp > 0, no pueden existir dos soluciones lineal-
mente independientes que satisfagan ambas la c@mddz contorno en uno cualquiera
de los extremos del intervalo (pues, de sér esdeterminante de la matriz fundamental,
es decir el wronskiano de estas solucionesigseulo en ese extremo).

Parar < o/, L|G(z,2")] = 0y podemos entonces escrilti(z, z') = ¢ (z")uy(z),
que satisface la condion de contorno em = a. Ardlogamente, st > 2/, G(z,2') =
co(2")ug(x), que satisface la condioh enxz = b. Por lo tanto,

n | a@)u(z) x<a
G(z,2") = { e Vun(x) > (n.1.14)
Integrando (11.1.10) entrer’ — ey 2’ + ¢,

cone > 0, obtenemos

e ' +e ) , ,
()G (z, )2+ / o), 2y’ = 1.

/—e

dondeG'(z,2') = L G(z,2').

d
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Debido a la continuidad dg y ¢, esta ecuadn puede satisfacerséls siG(x,z’) es
continua y su derivada tiene una discontinuidatl/p(z’) enz = 2’ (es decir—p(z)G'(z, 2')
debe ser de la form& (z — z’) + ¢(x), con¢ continua enc = 2/, para que(—pG’)’ con-
tenga uné&rminod(z — 2’)).

Esto implica

c1 (2 uy(2") — ez ua(z') = 0,

/ / / / / / ]‘
cr(@)uy (2) = ca(auy(2) = o)
conv/(z) = 4%, lo que determina; y c,:
a(@) = —w(2)/C, o) =-wu()/C,

donde

C = pla)ur (2 )us(a) — ua(a)ui (2')]

= [pW(u1,u2)]omer, Wilui,uz) =

Uy U2

! !
Uy Uy

La solucbn existe 8lo siC' # 0, 0 sea, 6lo si el WronskiandV (u,, us) €s no nulo. Esto
se cumple sii; (z) Y us(z) son dos soluciones linealmente independientes[de= 0.
En estas condicione§; es una constante, independientextte

/ I

P (uyuhy, — uguy) + plurusy, — ugul)
)/

= q(ujug — uguy) = 0.

[p(uruy — ugu)]

= ui(puy)' — uz(puy
El resultado final paraC' # 0 es, pues,

n_ | —u(@ug(2’)/C x <o
Glo.o) = { (@ Yuale)/C x>

SiC = 0, la funcibn de Green no existe. En este caso las solucianés) y us(z)
son linealmente dependientes, es degifxr) = cui(x), por lo queu,(x) satisface la
condicbn de contorno en ambos extremos. Esto implica que,=si0, existe una soluén
no trivial u; # 0 que satisface.[u;] = 0y las condiciones de contornaii(1.5). En
otras palabras, la funé@n de Green existe si Y® si la Gnica solucbn de la ecuadn
homogneal[u] = 0 que satisface las condicionesi (1.5) esu = 0. Esto concluye la
prueba de i) y, al mismo tiempaji(1.15) da una expredn expicita para la funcon de
Green.

(n.1.15)

O
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Noétese que el resultado es completamentdao al que se obtiene al resolver sis-
temas de ecuaciones lineales algebraiéas= b, con A una matriz den x n, y z,b
vectores columna de x 1. Si laUnica soluddn al sistema hom@neoAzr = 0 esx = 0,
entonces existe la inversa!, definida porAA—! = I, conI la identidad (es decir,
(AA™1),; = d;;) y, en este caso, la soldci deAr = b eslnicay esh dada por: = A~'b
(oseaw; =) _; Ai_jlbj). En cambio, si existe # 0t.q. Az = 0, la inversad—! no existe.

El operador lineal definido por
b
Glu(x)] :/ G(z, 2" )u(x")dx' (111.1.16)

es, pues, éhversodel operadol. y se lo denota, taméh, comaL L.

Notemos que i) el inverso del operadbferenciallineal L es un operador lineah-
tegral (G(z, z") se conoce como elucleo del operador integral) y que @) depende no
solo de los coeficientes(z), ¢(x) de L, sino tambén de lacondicibn de contorno

Volviendo a la ecuaéin (111.1.15), observemos tandsi, la simetia

G(x,2') =G, z), (m.1.17)

gue permite enunciar la

Propiedad de reciprocidad La respuesta del sistema effrente a una fuente puntual
enz’ es icentica a la respuesta del sistemacefiente a una fuente puntual epaun sip y
g dependen de. Esto se debe al cacter autoadjunto de. En efecto, debido tal cacter:

(L.G(z,2"),G(x,2")) = (G(x,2"), L,G(x,2")) .

Usando la ecuaon diferencial que satisface la fuboide Green, y la definign de la
delta de Dirac:

b b
/ drd(x — 2 )G(z,2") = / dr G(z,2")o(x — "),
gue conduce a
G2, 2") = G(2",2).

A partir de (11.1.17), es &cil ver que el operador inverge, definido en (j1.1.16) es
tambin autoadjunto(v, Glu]) = f; ffv(a:)G(x,x’)u(m’)dxdx’ = (G[v],u).

Obsrvese que la funon de Greeni(1.1.15) no es invariante frente a traslaciones
espaciales (debido a las condiciones de contorno). Laiam@a traslacional eatrota,
aun sip y ¢ son constantes, por lo qU&z, ') # G(z — 2’).

Utilizando (11.1.15), vemos que la solus (111.1.12) puede escribirse como

-1 T b

o) = luata) [ ()1 @)d’ +1(e) [ wala)f ()
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y puede verificarse exXjgitamente qué.[u| = f. Siempre es posible escribirla en la forma
u(x) = uy(x) + up(z), dondeu, es una soludin particular de la ecuaamn inhomo@nea
(L[uy) = f) Yy up una soluddbn de la ecuaéin homognea ([u;] = 0) ajustada para
satisfacer la condién de contorno.

Ejemplolll.1.1: L = —% (p(x) =1, q(z) = 0). En este caso, tomando= 0,b > 0
y u(0) = u(b) =0,

u(z) =z, wug(x)=2—0>

yC =x — (z —b) = b. Obtenemos

z(b—z') /
G(z,z") = {I'(bb—x) =t (111.1.18)

La solucbn de la ecuadin
d?u
“a =)

paral < z < bconu(a) = u(b) = 0 es, entonces,

b
u(r) = /OG(x,x’)f(m')dx
b

= %[/Oxx’(b—x)f(x')dx’ + /xx(b — ') f(a')dx].

Por ejemplo, sif(z) = z* se obtiene

1 xt b3

u(z) = Eaj(bS — x?’) = 7 + xﬁ ,

que se compone de la sol@ni particular—z*/12 mas la soludn de la ecuadin ho-

mogenearh® /12, que garantiza que se cumpl@)) = u(b) = 0.

Ejemplo 1.1.2: L= —% — 2 a=0,b> 0. En este caso, parga) = u(b) = 0,
uy(z) = sin(wz), uy(x) = sin(w(z—>b))

y C' = w[sin(wz) cos(w(x—b)) — cos(wx) sin(w(z—0b))] = wsin(wb).
La funcion de Green existed¥ sisin(wb) # 0, es decir, siv # nr /b, conn € Z (ver
ejemplo en la secon 111.1.1). Cuando existe, se tiene

~

N = ; Sin(wx) Sin(w(b_x’)) r <
G(z,x") = w sin(wb) { sin(wa’) sin(w(b—x)) = >
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Paraw — 0 se recupera el resultadoi (1.18).
Siw = ik, conk real, la funcon de Green existé k £ 0y se obtiene reemplazando
w — k, sin — sinh en el resultado anterior.

Ejemplo 11.1.3:
Consideremos, nuevamente, = —%. Si la condicdn de contorno es/(a) =
u'(b) = 0, la funcibn de Green no existe: Tenemos

ur(x) = c1, us() = co

y, por lo tanto,C' = 0. Esto se debe a que la soloiiconstante(z) = ¢ # 0 es solugn
no nula deL[u] = 0y satisfaceu'(a) = u/(b) = 0. Obsrvese que, en este caso, la
solucbn del problema inhoma@neo, si existe, no émica. En efecto, dada una soldigj
siempre se le puede sumar una constante arbitraria, getasatla ecuadbn homo@nea
y la condicbn de contorno.

d2

Ejemplo I1l.1.4: Consideremos, ahoré,= —-; —w?, con la condidn’(a) = u'(b) =
0.

Tenemos

uy(z) = cos(wx), ug(z) = cos(w(x — b)),

conC = —wsin(wb).
La funcion de Green existe nuevamenddossisin(wb) # 0, es decir, si
w # nm/b, conn € Z. En esas condiciones,

G(z,x') = 1 { cos(wz) cos(w(b—a')) = < a

wsin(wb) | cos(wz’) cos(w(b—x)) = >a" -

Siw — 0, |G(z,2")| = oc.
Por otro lado, siv = ik, conk real, G(z, z') existeV k # 0.

[11.1.5. Autovaloresy autofunciones del operador de Sturm-Liouville
no singular

Consideremos nuevamente el operador de Sturm-Lioulil® existen un amero\
y una funcénv(z) no identicamente nula, que satisfacen la ecbci
Lv(z)] = Mv(z) (111.1.19)

Vx € [a,b], conjuntamenteon alguna de las condiciones de contorno mencionadas en la
seccon 111.1.2, se dice que es unautovalor(o valor propio) yv(z) una autofun@n (o
funcion propia) del, con dominio definido por dicha condari de contorno. Enfatizamos
que)y v(z) dependen tanto gey ¢ como de la condiéin de contorno.
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Es obvio que, si(z) es autofundn, cv(x), conc una constante no nula, es tai
autofuncon con el mismo autovalor, por lo que las autofunciones quelddinidas a
menos de una constante multiplicativa.

Hemos visto que la funén de Green para una determinada coraiacde contorno
local (111.1.5) existe si y @lo si no existe una funén u(z) # 0 que satisfagd.[u] = 0
con dichas condiciones. Esto implica qiér, z’) existe si y 6lo si L no poseeingin
autovalor nulocon dicha condién de contorno (de alproviene el nombre de modos
cero).

Es facil mostrar el siguiente teorema general

Teorema lll.1.3 Si L es autoadjunto, las autofunciones bdeorrespondientes a autova-
lores distintos son ortogonales con respecto al produderim (u, v) = fab u(z)v(z)de.
Demostracon: Si L[v;(x)] = \jvi(x), L{vj(x)] = \jv,(x),

0 = (v;,L[vi]) — (L[vj],v;) = (N — )\j)/ vi(x)v;(z)de.  (11.1.20)

Si, sedin la hipdtesis,\; # A; resulta que

/a bvj(x)vi(x)dx = 0.
O

Este teorema general nos permite afirmar que las autofuegicorrespondientes a
autovalores distintos del operador de Sturm-Liouville gaaimos estudiando (con su
dominio definido por las condiciones de contorne.1.5), (11.1.6) o (11.1.7)) son orto-
gonales con respecto al producto escalar) = f: u(z)v(z)dz. En efecto se trata de un
operador autoadjunto con respecto al mismo producto escala

En forma n@s general, en particular al estudiar funciones especisiege un pro-
blema similar, en el cual debe encontrarse una fime{x) no identicamente nula que
satisfaga, conjuntamente con la conditte contorno, la ecudmsi

Liv(z)] = Ap(z)v(z), (.1.21)

dondep(z) > 0 es una fundn real derivable yositivaen(a, b), denominada usualmente
“funcion de peso”. En este caso, se dice gu@s autovalor y autofuncén deL con peso
p (y una dada condion de contorno).

Siguiendo el procedimiento anterior, puede mostrarseigcieso en el caso singular,
si se imponen sobre las autofunciones del problema las @onds de acotagh que se
discutiran en la subseadon 111.2.3, debido al cacter autoadjunto del operador que se de-
mostraa en el teorema I11.2.6, las autofunciones correspondiemtautovalores distintos
resultan ortogonales con respecto al producto interno
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b
(u,v)pz/ p(x)u(x)v(x)dx, (m.1.22)

es decir,

/p(x)vj(x)vi(x)da: =0 si A\ #N\,
donder[u;(x)] = Aip(z)ui(a), Lloy(x)] = Asp()o; ().

Volveremos sobre este punto en la séndill.2. En nuestro caso no singular, es directo
ver que es dseemplazandoif.1.21) en (11.1.20).

Propiedades espectrales del problema de Sturm-Liouwilsingular:

El problema de valores propios de un operador de Sturm-ileuno singular con su do-
minio definido por condiciones de contorno locales de Rahiri(5) o no localesi(i.1.6)
o (111.1.7), posee las siguientes propiedades fundamentalbsnilastrad@n general de las
mismas se realiza naturalmente en el marco de curéssavanzados: ver, por ejemplo,
[13]; por lo tanto, no presentaremos atpl demostradn, aunque la esbozaremos para
algunos casos particulares en la subsetdi.1.7):

1) Existe un conjunto numerable de autovalores

AM< < <A\

correspondientes a autofunciong$z), vo(z), ... v,(x), ..., que satisfacet.|v,(z)] =
Ap(z)v,(x) y sonortogonalescon respecto al producto interno:

b
(vi,vj) = / p(z) vi(z)vj(x)de =0 si i # j.

Para las condiciones de contorno local@s(.5), \; # \; sii # j, ya que no pueden
existir dos soluciones linealmente independientes [d¢ = \pu para un mismo\ que
satisfagan ambas condiciones (pues, de s$eelasronskiano séa nulo).

2) Cualquier fundnu(z) definida en el interval@:, b] que pertenezca al dominio del
operador puede escribirse @mrhinos de las autofuncioneg(z) por medio de una serie
absoluta y uniformemente convergente en este intervalo

u(x) = icnvn(x). (m.1.23)

El conjunto de todas las autofunciones forma, puesbasadel espacio vectorial de
funciones derivables a segundo orden que satisfacen ld&camres de contorno en el in-
tervalo[a, b]. Se dice, entonces, que las autofunciones ti@man un conjunteompleto
Un desarrollo comol(j.1.23) suele llamarse un desarrollo de Fourier generaljzaukes
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es una generalizam del desarrollo en serie de Fourier propiamente dichoggtiedia-
remos en el cdpulo IV.

Consecuencias

a) Suponiendo alido el desarrolloi(1.1.23), es &cil mostrar que los coeficientes
estin dados por

_ Lo >w:<%mp
fa p n (Um UH)P.

En efecto, multiplicandoiy .1.23) porp($)vn(x) e integrando, encontramos, debido
a laortogonalidadde las autofunciones,

(n.1.24)

n

/a (@ )n()ula)ds — f:lcm /abp(m)vm(x)%(x)dx
= Cn /abp(x)vi(x)dx,

obtenéndose IfI.1.24). Queda tamén claro que, para una dadalos coeficientes del
desarrollo sorinicos. (S~ | ¢, v,(z) = 0= ¢, =0V n).

b) Base ortonormal: Como hemos dicho, cada automgj(z) esé definida a me-
nos de una constante multiplicativa. Resulbaodo elegir esas constantes de modo de
obtener una base en que Ias autofunciones (que llamarento$) esennormalizadas

es decir(w,, w,), f p(z r)dxr = 1 ¥n, de modo que

(Wi, Wy)p = / (X)W, (x)wy, (2)dr = Sy

En tal caso,

b
Cp = / p(z)wy(x)u(x)dr = (W, u), .
¢) En una base ortonormal, el cuadrado dedemade u, definida por

| = (1,02 = M%mﬂmﬂm,

puede expresarse como

lulP = ZQM/ W (2)da

n,m=1
= Zci (n.1.25)
n=1
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La igualdad anterior se denomina identidad de Parseval gtitoye la generaliza-
cion del teorema de Rigoras. Es &lida para cualquier conjunto completo de funciones
ortonormalew;(z),7 = 1,2,...}. Si el conjunto es incompleto, obtenemos en cambio

lul]> > 3252 e
d) Dada la suma finita

Sp(z) = Z bpwy,(x),

donde las autofunciones, (x) son ortonormales, el error cuatico medio, definido por

b
em = [lu(z) — S ()|* = / p(@)[u(@) = Sp()]*dz,

es mnimoparab, = ¢, = ff p(z)w,(r)u(z). En efecto,

[

b m m
el = / plu? —2 Z bpw,u + Z by by Wy Wy | dix
a n=1

n,n/=1

= [ulP4D>_[02 = 2baca] = [[ulP=> c2 +> (en—bn)?,
n=1 n=1 n=1

obtenéndose el imimo valor para,, = c,.

La “mejor” aproximaocdn au(x) por medio de una suma finita se obtiene, pues, pa-
rab, = c,, si definimos como “mejor” aquella suma que minimiza el eprormedio
anterior.

La ecuaaddn anterior tamléin muestra que (pata = ¢,), > 7, 2 = ||u||? — &3, <

n=1"n

||u||?, ¥ m, indicando entonces qUe -, ¢2 es una serie convergente.

I11.1.6. Desarrollo de la funcion de Green en autofunciones. Tipos de
convergencia

La propiedad 2) (ecuamn (111.1.23)) requiere, para que el desarrollo en autofunciones
converja absoluta y uniformemente, que la fénca desarrollar admita derivada segunda
y satisfaga las condiciones de contorno. Ciertamente, ests el caso para la furiri
de Green, cuya derivada primera es discontinua. Sin emlaugde mostrarse que existe
para ella un desarrollo de la forma

wy, ()W, (')

G S _—
que converge &z, «’) débilmente (en el sentido de las distribuciones). Esta dam
tal desarrollo 8lo tiene sentido en ausencia de modos cero, en cuyo cascese|uk

el operador de Sturm-Liouville es invertible y, a veces, gaeno singular (@tese que
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el termino se utiliza, en este caso, con un sentido totalmestaid del que venimos
adoptando).
Consideremos ahora la ecuatigeneral inhomamnea

Lu] = p(z) f(x), (1.1.26)

dondep(x) es una fun@n continua ypositiva(la funcion de peso previamente introduci-
da) yu debe satisfacer alguna de las condiciones de contorno amaaas. Suponiendo
que podemos desarrollar, tantocomo f, en autofunciones normalizadas,(x), con
L{w,(z)] = \up(x)w,(x), es decir,

o0

b
u(r) = chwn(az), cn:/ p(x)wy,(z)u(x)dx (.1.27)

n=1

f@) = 3 fanla), fu= [ p@wno)f@de. (0.1.28)

se obtiene, al reemplazar en (1.26),

o0

Y (eadn = fap(z)wa() =0,

n=0

de donde, suponiendo qug # 0,

Cp = fn/)\n

Se puede llegar al mismo resultado directamente multipficda ecuadn (i11.1.26) por
wy,(x) e integrando:

b b
[ wnte)Lluta)ids = [ playwn (o)),
de donde, teniendo en cuenta elazder autoadjunto dg, se obtiene la reladn

Ancn = fn .

Podemos, entonces, escribir la sofuccomo

ey = Y 2 ety

donde

G(z,2') = i %l:"(xl) (n.1.29)

n=1

113



.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Esta expregin constituye etlesarrollo en autofuncionete la funcon de Greer: (z, 2’).
Es muytil y sef@ utilizado y discutido ras adelante. Notemos que tal desarrollo tiene
sentido si y 6lo si no existe ningn autovalor nulo, en acuerdo con discusiones previas.
Es preciso destacar, no obstante, que la convergenciaelépside desarrollos es
mas cebil que la convergencia puntual. S8a(z) = > | c,w, ().
Se dice qué&,, (z) convergepuntualment@w(z) param — oo Silim,, oo Sy () = u(z)
Ve lab.
Se dice, en cambio, qu$,(x) convergeen mediaa u(x) Si
lim JJu(z) — Sw(@)[]* =0,
m—0o0
donde||F||* = f;’ p(z)F?*(z)dz. La convergencia puntual asegura la convergencia en
media, pero lailtima no asegura la primera (ya que, por ejemplg(x) puede diferir
deu(x) en un ramero finito de puntos sin que esto afecte a la integral). &=tore, por
ejemplo, con el desarrollo en autofunciones de funciatie$ continuas a trozos.
Finalmente, se dice qus§,,(z) converge au(x) como distribucdn (convergencia
débil) si .

b
lim Sm(x)gb(x)dx:/ u(z)p(x)dx

para cualquier funéin de prueba(x) en|a, b]. Estalltima condicon es mucho s cbil
que las anteriores, ya que ni siquiera requiere que la's&fie c,w,(z) sea convergente.
Por ejemplo, sb(z —z')/p(x) = D07 chin(x) = ¢, = fab Wy (2)0(z —2")dz = w,(2'),
de modo que

5z — ') = p(x) an(x)wn(x') ) (111.1.30)

donde la igualdad&o indica igualdad como distribuim. La serie de la derecha, de he-

o0

cho, no converge, puésn,, .., w,(z)w,(z’) # 0. Sinembargo, sh(z) => | a,w,(z),

cona, = (wn, 8y, = [ X p(2)wn(@)wn (') d(2)dz = 307 anwa(a') = ¢(2'), de
modo que la serie converge como distritiurcad (z — ).
Puede verse entonces, a partir de1.29), que

LIG(z,2")] = ) pla)wn(z)wn(a’) = §(z — ).

Por lo tanto,GG(z, 2’) tambin puede obtenerse resolviendo directameantd 26) para

f(z) =d(z —2).

l11.1.7. Problema variacional asociado y completitud

El problema de valores propios deest asociado a un problema variacional.
Parau # 0y derivable, definimos la funcional
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Bl @)@ + gl @lds
[|ul]? f p(x)u?(x)dx

que satisfacéf[au] = H[u] sia # 0 siendo, por lo tanto, independiente de la norma de
u. Veremos luego qué [u| puede interpretarse como una enargotemos quél [u] > 0
Sig(x) > 0.

Podemos preguntarnos ahoréalkde todas las funcionegx) con derivada segunda,
gue satisfacen alguna de las condiciones de contorno yaonexas, es la quainimiza
H(u), y cual es el valor imimo deH [u] entre estas funciones.

Suponiendo que tal fun@n existe y llamandolav, con H [v] = A, debe cumplirse

Hlu) : (11.1.31)

Hv+6v] > H[v] = X

v funcion év que satisface la condimn de contorno.
Considerando ahoré& pequéio, y conservandeétminos $lo hasta orderwv, obte-
nemos

b
Hlo+60] — Hjv] ~ 2||u\|2/ v (50)' + (4 — Ap)voulda
= 2|l||” / — Apv](dv)dx + [pv'ov])t,  (1n.1.32)

donde hemos integrado por partes el prirdemino (/Z’ pv' (0v)'de = pv’5v|’;—ff(pv’)’5vdx).
Por lo tanto, siH[v] es mnimo, la ecuad@n (11.1.32) debe anulargeara cualquier
variacbn dv(z) que satisfaga la condimn de contorno.
Consideremos, primero, la condioi de contorno d®irichlet u(a) = u(b) = 0. En
este casajv(a) = dv(b) = 0y el Ultimo termino en (11.1.32) se anula, lo que implica

Liv(x)] — Ap(z)v(x) =0, (111.1.33)

es decirp(z) debe seautofuncon de L con autovalon.

Es claro, entonces, que dicha autofimcilebe ser adglla con el autovalomas bajq
de modo que(x) x vi(x) y A = Ay

Notemos que, integrando por part¢§pu’2d:c = pu'u® — ff(pu’)’udx, por lo que

J2u(w) Llu(e))dz

TalP? si pu'ul® = 0. (11.1.34)

Por lo tanto, si(z) = v,(z), conL[v,] = Apv, Y v, (a) = v,(b) = 0,
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.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

H[Un] = )\n

de modo que = vy, conH[v;] = A\y. Sig(z) > 0= \; > 0.
El problema anterior es equivalente a la minimibacile F[u| con la condiddn adi-
cional||u|| = 1 lo que, a su vez, es equivalente a la minimidadie

Flu] = Elu] = AlJull?,

donde\ es un multiplicador de Lagrange. La conditiestacionarid’[v + dv] = F[v] +
O(év)? paradv pequéio conduce nuevamente a la ecéadi [v(z)] = Ap(x)v(z), por lo
guewv debe ser autofunan deL y A el autovalor correspondiente. En estas condiciones,
Elv] = M|[ui]].

Para las condiciones déeumann(v’(a) = «'(b) = 0), puede procederse en forma
similar. lo cabe aclarar que, en este caso, no es necesario impaoadiabn de con-
torno. La condiddn «’(a) = «/(b) = 0 surge naturalmente al buscar €inimo absoluto
de H|u], para anular eliltimo término en (11.1.32) que aparece al integrar por partes. El
primer autovalor correspondiente al problema de Neumarpues menorque el corres-
pondientes al problema de Dirichlety’ < \P.

Consideremos ahora el subespagjade funciones: que satisfagan la condan de
contorno y que seamrtogonalesa la primera autofunon v, (z), es decir,

b
(u,v1), = / p(x)vy(z)u(x)dx = 0.

Puede demostrarse, siguiendo un procedimiento similarebualor minimo de H [u]
parau € S; se obtiene para una fudei v que debe satisfacer targi la ecuadn
(1m.1.33) con la correspondiente condicide contorno, pero que debe ser, obviamen-
te, ortogonal a;. Esta funcbn debe, pues, ser proporcional a la autofonaeL con el
segundo autovalok,. Es decirp o< vy, cONA = Hvg] = Ay > Ay

Procediendo en forma aloga, puede probarse que €inimo de H[u] en el subes-
pacioS,,_; formado por funciones ortogonalesawvs, ...,v,_1, n > 2, se obtiene para
v < vy, siendo el valor rmimo H|v,] = A,. De esta forma puede construirse todo el
conjunto de autovalores y autofunciones mediante un pnoeecto variacional. Puede
probarse tamiin que\) < \P v n,

El procedimiento anterior permite probar tagia completitud del conjunto de au-
tofunciones. Daremos a continuagiun bosquejo de la demostracj suponiendo que
A, — oo paran — oo (véanse los siguientes ejemplos).

Seau(z) una funcdn de norma finita que satisface la condictde contorno y consi-
deremos el resto

R, (z) = u(x) — Sy (), (1.1.35)
con

116



1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Sp(z) = Z o (), ¢ = (Vp,u),
n=1
Y (vn, vn), = 1 (autofunciones normalizadas). Tenemos

(Un, Rin)p =0, n=1,...,m.
Por lo tanto,H[R,,(x)] > A, puesR,,(z) es ortogonal &, . . ., v,,. Ademas, utili-
zando (11.1.34) y, dado qugfa" R,.(z)L[S,,(x)]dz = 0, se obtiene

el HE = S A
Ra(olE 7

de donde, sh,, > 0 (como ocurre para(x) > 0),

H[Ry ()]

o _ ||ulPHu]
[ R ()] ST-

Por lo tanto,

‘ 2
lim ||R,,(2)||*=0
m—0oQ
si \,, — oo, lo que asegura la convergeneia medigpero no la convergencia puntual).

Aproximaciones variacionaleta formulacon variacional del problema de autova-
lores de Sturm-Liouville permite desarrollar aproximaas variacionales en las que
u(z) se aproxima por una cierta fudci que satisface las condiciones de contorno y que
contiene algunos pametros libres. Estos se optimizan minimizarfdp:|, lograndose
ad unacota superiora \; (y, en general, &, si imponemos que(z) sea ortogonal a

U1y 7Un—1)'
Ejemplo lII.1.5:

Consideremod. = —% en|0, 5], conu(0) = u(b) = 0.
La ecuaddn L[v] = \v, es decir,

d*v
dxz?
no admite autofunciones con= 0 ya que, en este caso, la solutigeneral es = ax+b
y las condiciones de contorno exigen que se cumptab = 0. Tal solucdn, icentica-
mente nula, no es, por definici, una autofunén. Dicho de otro modo, el problema de
Dirichlet homogneo no admite modos cero. Parg 0, la ecuaddn diferencial posee la
solucbn generab(z) = Ce™V>* + De~ V2 que puede escribirse como

=\

v(z) = Asin(vV/Azx) 4+ Bcos(VAz).
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.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Las condiciones de contorno implicé&h= 0, y sin(v/Ab) = 0, por lo quev'\b = nr,
n € 7Z. Es facil verificar que, de las autofunciones resultant@ls, lss correspondientes a
n =1,2,...son linealmente independientes. Es decir, los autovaémts dados por

2,2
Ap = DT = 1,2,... (1.1.36)

b2

Las correspondientes autofunciones son

() = Apsin(nrz/b) n=1,2,..., (.1.37)
conA, # 0,y puede verificarse que
b
/ U (2) U (2)dT = Gy A2b /2.
0
Las autofunciones normalizadas corresponden, pués,a /2/b.

Para funciones que se anulan en los extremos, el vatonma de

Hlu] = M _ _fo Ub@)uﬁ(x)dx
fo u?(z)dx fo u?(z)dx

es, entonces); = 7%/b? ~ 9,87/1? y corresponde a;(z) = A, sin(rz/b).

Problema sugerido 111.1.1: Mostrar que, planteando como aproxing@acvariacional
una paabolau(z) = z(b — z) que satisface(0) = u(b) = 0, se obtiendd[u] = 10/b* >
\; (esto corresponde a reemplazapor /10, que es una aproximami utilizada en la
antigiedad y es cota superior dé

Es importante destacar que este ejemplo corresponde myattaal problema énti-
co no relativista de una p&etila en una dimengn, confinada al interval®, b], libre den-
tro de este intervalo. La furimn v(x), con||v||* = 1, representa, en este caso, la fiamci
de onda de la pddula, y la ecuad@n L[v] = \v es la ecua@n de Schidinger inde-
pendiente del tiempo, cofi, = h?*\,/(2m) la enerda del estada. Adem’as,%H[u]

representa adqel valor medio de la energ correspondiente a la furei de ondau(x), el
cual es nmimo parau(z) = vy ().

Ejemplo 111.1.6: Consideremos, nuevamente = —% en[0,b] con las condiciones de
contorno de Neumanu (0) = u/(b) = 0. En este caso, los autovalores son

n’m?

)‘":b—Q’ n=0,1,2,... (1.1.38)
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1.1 EL PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

con autofunciones

vn(z) = By, cos(nmz/b) . (11.1.39)
Los autovalores son los mismos que en el caso anterior, pareee el autovalor

adicional\, = 0, en cuyo case, = By, constanteque $ satisface las condiciones de
contorno. Se cumple

b
/ U (2) U () d = 5nti{2/2”f>(]0. (111.1.40)
0

Las autofunciones normalizadas se obtienen gara= 1/vb, B, = /2/b, n =
1,2,....

El valor minimo de H[u| para esta condion de contorno e3, = 0 (Aqui hemos
llamado, por conveniencia, al autovalor ras bajo ded.).

Ejemplo 111.1.7: Nuevamentd, = —% con las condiciones mixtag0) = 0, u/(b) = 0.
Como el problema de Dirichlet, tampoco este problema mixtoigdmodos cero. Para
X # 0, las presentes condiciones de contorno impliBag 0y cos(v/\b) = 0, es decir,

A = (n+1/2)%*72/b*, n=0,1,2,..., (n.1.41)

gue son distintos a los hallados en los ejemplos anteriooesautofunciones

vp(x) = Apsin[(n + 1/2)7z /0] . (111.1.42)

Se cumple

b
/ U (2) U (2)dT = G A2D/2,
0

y las autofunciones normalizadas se obtienen gara- /2/b.

El valor minimo de H[u] es\; = 72/4b%, intermedio entre el mimo obtenido con
las condiciones de Neumann y &jjobtenido con las de Dirichlet.
Ejemplo 111.1.8: Nuevamentel. = —% con las condiciones de contorno fielicas
u(—b) = u(b), u'(—=b) = u/(b). Obtenemos las autofunciones

vo = Bo, vp(x) = By, cos(nmx/b), u,(x) = A, sin(nmz/b), (n.1.43)

conn = 1,2, ... correspondientes a los autovalores
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Mo =0, A\, =n*7%/b* n=12,.... (1n.1.44)

Paran > 1 existen, pues, 2 autofunciones (z) y u,(z)) por cada autovalor.
Se cumple

b
/vn(x)vm(x)dx — (5nt5 angT)O’
—b

/b U (2) Uy (7)dT = 6y AZD, /b Uy, (7) 0 (2)dx = 0,

b —b

obtenéndose las autofunciones normalizadas gara: 1/v/2b, B, = A, = 1/v/b.
En este caso resultags @modo utilizar una base compleja de autofunciones, dada
por

Zn (.ZC) — Cneiﬂ’nx/b

= Cylcos(nmz/b) + isin(nmz/b)], n=0,£1,+2, ...,

que es ortogonal con respecto al producto int¢ine) = fi’b u*(z)v(x)d:

b
/ (1) 2 (2)d = 6| C2[2D.

—b
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ll.2 RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES HOMOGNEAS
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS. FUNCIONES ESPECIALES

serinr X]

cognr X]

o
[ ]
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-15
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15
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, X
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-1.0
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-15

Figura 16: Gaficas de las primeras tres autofunciones de los cuatro kjsrapteriores
parab = 1.

l1l.2.  Resolucion de ecuaciones lineales homegeas me-
diante series de potencias. Funciones Especiales

El formalismo basado en la furizi de Green, visto ateriormente, permite resolver
la ecuaddn inhomo@neal|u| = f conociendo la soludin general de la ecuaxei ho-
mogeneal|u] = 0. No hemos dicho, sin embargd@roo resolver en general editima
ecuacbn, cuando las funcionegz), ¢(z) (o equivalentementei(x), B(z)) no son cons-
tantes. Esta es una cuéstimportante y de gran intes pactico, dado que algunas de las
soluciones de este tipo de ecuaciones aparecen con frégeeraplicaciones a lasica.
Ese es el caso de las llamadarsciones especiales continuacdon discutiremos @mo
encontrar la soluéin general de la ecuaxi homo@nea en el caso de coeficientes de-
pendientes de la variable, presentando luego algunas denleisnes especiales como
ejemplos.

[11.2.1. Caso de coeficientes an@icos

Consideremos la ecudxi general lineal de segundo orden
u" + A(x)u' + B(x)u = 0. (n.2.1)
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Teorema lll.2.1 SiA(z)y B(x) son anaiticas en un entorno de = 0, es decir,

=> A", B(x)=) Bua", |z[<R, (1.2.2)
n=0 n=0

las soluciones delif.2.1) son andticas en ese entorno y pueden, pues, representarse
como una serie de potencias:

=> e, |z[<R. (n.2.3)

n=0

Demostracbn: Supondremos, primero, que existe una sdnailel tipo (11.2.3), y

probaremos que converge.
n+1

Dado queB(z)u(z) = Z " Z B —mCm, A(x)d (x) = Z " Z Ap 1M,

=0
reemplazandoi(.2.3) en (|| 2 1) se obtlene luego de demetl = O

n+1
ZZL’ Cn+2<n + 2>(n + 1 +Z Cm mAn m+1 T Bn m)] =0.
n=0 m=0

Por lo tanto, como el coeficiente dé& debe ser nulo,

_ZTL—H Cm[mAn m—+1 + Bn m]
(n+2)(n+1) ’

Cnt2 n >0, (n.2.4)
donde el segundo miembro depende de los coeficientes prgyios, ¢, 1. Se obtiene
ad una relacbn recursiva que determina todos los coeficiemfgsaran > 2 a partir de
los dos primerosy, ¢;. Por ejemplo,

_A()Cl + B()CO
2
_Alcl -+ 2A002 —+ BlCo -+ 3061
6
B, — AyB A, + By — A?
_ _aBi=ABo) +ali+ B = A) (n.2.5)
6
Demostraremos ahora que esta serie converge para R. Seat tal que0 < |z| <t <
R. Como lim A,t" = lim,_,, B,t™ = 0 (condicbn necesaria de convergencia de las

n—o0

series (11.2.2)),34 M > 0 tal que

Cop =

C3 —

|Bn| < M/t", |A,| < M/t" 1,

Y n.
Por lo tanto,

MM e |t (m + 1)
t"(n+2)(n+1)

|Cnya| <
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Definiendo recursivamente los coeficientes no negativos

M S dyt™ (1 + 1)

m

t"n+2)(n+1)

dn+2 =

condy = |¢ol, dy = |c1|, tenemosce, | < d,, V n. Adends,

n Mt(n +2)
tth+2) (n+2)(n+1)]’

dn+2 = dn—i—l

por lo que

‘n+2

dusale™? _ Ja]

Im ————=— <1
n—00 dn+1|x|n+1 t ’

lo que implica, por el criterio del cociente, que - d,z, converge absolutamente si
|z| < t, es decirY |z| < R. Esto implica, a su vez, que .-, c,z, converge absoluta-
mente pardz| < R.

La solucbn general puede, por lo tanto, escribirse como

u(z) = cour(x) + crus(x),

conwu; la solucon paracy = 1, ¢; = 0y up aquella paracy =0, ¢; = 1:

i @xQ i Bl - AOBOZE3

u(r) = 5 i +...,
A A + By — A2
us(z) = x—70x2—%x3+...

O

Obviamente, las mismas consideraciones rigen si los ceefiés son andicos en un
entorno de un punto,, en cuyo casoi(x), B(x) y u(x) pueden expresarse como series
de potencias dér — x,) en ese entorno.

Ejemplo I11.2.1:

u’ — k*u =0

La solucbn general e8(z) = ae*+ Be™** = qg cosh(kx)+a, sinh(kz), conag; = a+
3. Podemos obtenerla con eBtodo anterior (pard(x) = 0, B(z) = —k?), planteando
la serie (11.2.3). Se obtiene

> a enpa(n+2)(n+ 1) — Ke,] =0,

n=0

de donde

k¢ Ent2p)
o = - —cp——n>0. 1.2.6
Cn+2 m+2)n+1) k2l (n-2.6)
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Paracy, = 1, ¢; = 0, la relacdn recursiva se satisface si

n

Cn = n par, ¢, =0, nimpar,

57
que conduce a;(x) = cosh(kx),y sic; =1, ¢g = 0,

kn

= n impar, ¢, =0, n par.

Cn
Esto permite obtener,(x) = sinh(kz). El teorema anterior implica la convergencia de
estas serieg z € R.

I11.2.2. Desarrollo alrededor de puntos singulares regulares

Analizaremos, ahora, el caso en que los coeficientes de &ciéonwdiferencial de
segundo orden no son arialos en el punto alrededor del cual se propone un desaswoll|
serie para las soluciones pero satisfacen, en ese puntb¢icores menos restrictivas, que
detallaremos en las hipesis del teorema que sigue. Si esas condiciones se curaplen
dice que el problema de Sturm-Liouville tiene, en dicho puah punto singular regular.

Teorema Il1.2.2 (Teorema de Frobenius-Fuchs): Dada la ecuawdiferenciak.”+A(x)u'+
B(z)u = 0, si A(x) posee, alo sumo, un polo simpleeer- 0y B(z), a lo sumo, un polo
de orden 2 en: = 0, de modo que paré < |z| < R se cumple

entonces una de las soluciones linealmente independidatiesecuadn (11.2.1) tiene,
para0 < || < R, la forma de una serie generalizada de potencias

uy(z) = Zanx"“ =z’ Z anz"™, (n.2.7)
n=0 n=0
dondeaq # 0y s es una de las figes de la ecuadn indicial
s(s—=1)+A1s+B,=0, (111.2.8)
0 sea,
1—A 1+
s:Tlr, r=+/(1-A_)?—4B_,. (11.2.9)
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Si la diferenciar entre las dos reces de esta ecudm no es entera, entonces la segunda
solucbn de (11.2.1) es tamk@in una serie generalizada de potencias, gt¢enotra raiz de
(m.2.9). En cambio, st es entero, la segunda solacitiene la forma

uy(z) = Cuy(z) Inz + 2 Z byx", (m.2.10)
n=0

dondeC' es una constante (que puede ser B) gs la otra rdz de (11.2.9), conRels'| <
Rel[s]. Sir =0 (s = &), entonceg” +# 0.

La necesidad de una serie generalizada de potencias pu@aderenderse analizando
el comportamiento de la solu paraxz — 0. Conservando@o los £rminos de mayor
orden en estdinite, la ecuadn (111.2.1) se reduce a

A_ B_
W+ =+ = Pu =0, (n1.2.11)
X T
que es una ecuan de Euler, con solucionegr) = cx® (y tambénz*® In z para raices
multiples). Reemplazando esta sofucen (11.2.11) obtenemos

cx’ls(s—1)+A_1s+ By =0

gue conduce, precisamente, a la ecoacindicial (111.2.8). Si las dos riwes de ((1.2.9)
son distintas, las soluciones de (2.1) deben ser, pues, de la forme’ parax cercano
al origen. Si las réces son iguales, la segunda solutilinealmente independiente de
(in.2.11) esr®Inx, por lo que la segunda solum de (11.2.1) debe ser de esta forma
paraz — 0.

La ecuaodn indicial surge, de todos modos, al reemplazar.2.7) en (11.2.1). Ha-
ciendo esto btenemos

szJr”’Q [an(n—l—s)(n—i—s—1)—i—Zam(An,m,l(m—i—s)%—Bn,m,g)] =0.

n=0 m=0

La anulacbn del coeficiente de*~2 (n = 0) implica
ap[s(s — 1)+ A_1s+ B_o] =0

gue conduce a la ecuam indicial (111.2.8) al seray # 0. Luego, la anuladn del coefi-
ciente der"**~2 paran > 1 nos permite obtener la rela@n recursiva
-1
Zn am(An—m—l(m + S) + Bn—m—2)

m=0
(n+s)(n+s—1)+A(n+s)+ B
ZZ_:lo am(An—m—l(m + 3) + Bn_m_2>

= — > 1
nn+2s+A_1—1) =

ap, = —

?

donde el segundo miembro dependeigle. ., a, ;. Comon +2s+ A ;1 —1=n=+r,
esto es @lido sin +r # 0, 0 seayn — r # 0. Los problemas con una soléci del tipo
(.2.7) pueden surgir, entoncegls cuandor es entero y, en esas condiciones, para la
raiz menors = #, en cuyo caso la segunda soloies de la formai(.2.10).
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O

Problema sugerido 111.2.1: Muestre que el segundérmino del miembro derecho en
(11.2.10),w(z) = uz(z) — Cuy(x) In(x), satisface la ecuamn no homognea

w" + A(z)w' + B(x) = —0[2%1 + ul(A<x) — iz)] (111.2.12)

y que la misma puede resolverse mediante el desarrollo endipotencias indicado
eligiendoC' adecuadamente.

Ejemplo 111.2.2: Consideraremos, en realidad, primero un contraejemplo:
u’ +u/zt =0. (n.2.13)

Esta ecuadin no es de la forma contemplada en el teorema 111.2.2, pl{e$ posee un
polo de orden 4. Puede verificarse que la s@nigieneral de esta ecuanies

u(x) = x[cy cos(1/z) + cosin(1/x)],

gue no es de la formai(.2.7) o (11.2.10), ya que posee ursngularidad esenciaén
x=0.
Notemos, sin embargo, que la soluties de la formaii(.2.7) enz = 1/z (u(z) =
(c1 cos z+ ey sin 2) /). En esta variable, la ecudéci (111.2.13) se convierte eml’ +2u'/z+
u = 0, que es de la forma contemplada en el teorema 111.2.2, y ladmu indicial es
s(s —1)+2s =0, conracess = —1y s = 0, en acuerdo con el desarrollo en serie de
Veremos luego varios ejemplos muy importantes (E@rade Bessel, entre otros).
A continuacén, utilizaremos tamkn este teorema para determinar el comportamien-
to en los bordes en problemas de Sturm-Liouville singulares

111.2.3. Propiedades de las soluciones de los problemas de Sturm-
Liouville singulares
Los problemas de Sturm-Liouville para los cughés) se anula en uno o &s puntos
del intervalo (conocidos como singulares) tienen comocsohes las llamadas funciones
especiales, de aparizi muy usual eniSica. Tales soluciones tienen particularidades que

pueden resumirse como sigue:
Supongamos que

1. p(z) > 0en(a,b),

2. p(x) = (x — a)p(x), conp(a) > 0y p(z) analtica en un entorno de (de modo
quep(x) tiene un cero simple en= a).
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3. ¢(z) tiene a lo sumo un polo simple en= «, con residuo no negativo, de forma
queg(x) = ¢¥(x)/(xz — a), cony(a) > 0y ¢ (x) analtica en un entorno de.

En esas condiciones, valen los tres lemas siguientes:

Lema lll.2.3 Seany;(z) e y»(x) dos soluciones linealmente independientes de la ecua-
cion

d dy
Lly] = ir [p(x)@} +q(z)y =0, (m.2.14)
Siy, (z) tiene Imite finito parar — a, entoncesyy(x) es divergente en ese mismo
punto.
Demostracibn

Por la primera hiptesis, parar € (a, b) la ecuacon (111.2.14) equivale a

/
AR AR (C) Iy (11.2.15)
p(x)”  p(x)

Sip(x) tiene un cero simple en = q, paraz — a tenemo(z) = (x — a)d(a) +
Oz — a)* yp/(z) = p(z) + (z — a)¢'(x) = $(a) + Oz — a).
Entoncey’(z)/p(z) = - + O(z — a) paraz — a, por lo que el segund@tmino en
(1n.2.15) tiene un polo simple en= a, con residuo 1.
Por otro lado, el tercer&rmino tendé a lo sumo un polo de ordeéhenx = a, ya que
;1% = (p(xq)p((;v_)ap = QC_Ta)Q + O((xia)) parar — a, conr = ¢ (a)/p(a) > 0.

Entonces, alrededor de= a podemos considerar el desarrollo en serie de potencias
generalizadas para las soluciones de.@.14). El comportamiento destas parar — a
esta@é entonces completamente determinado por lasesde la ecuabn indicial, que

Séla

s(s—1)+1—-r=0. (111.2.16)
Por lo tanto,
s=d4r, r>0. (11.2.17)
Parax — a, las soluciones correspondientes&erentonces, de la forma
yi(z) = (z —a)V" (14 Oz — a)), y(x) = (z —a) V" (1+O(z —a)) (1.2.18)
sir>0,e
yi(z) =14+ 0(x —a), yo(x) =In(z —a)(1 +O(z — a)) (11.2.19)

sir = 0 (Si2y/r es enteroy,(r) puede contener adeérm un €rmino proporcional a
y1(z) In(z — a), que no afecta eBrmino dominante para — a).
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Vemos entonces que,rsi> 0, y;(x) se anula comdx — a)V" paraz — a, mientras
quey,(z) diverge comdz — a)~V". En cambio, si = 0, () tiende a una constante
no nula parar — a, mientras quey,(z) tiene una divergencia log&gmica. En todos los
casos, puesy; () permanece acotada para — a, mientras quey,(x) diverge en este
l[imite.

0

Esta demostradn implica, aderas, el siguiente lema:

Lema lll.2.4 En las condiciones del lema anterior,igi(a) # 0, y»(z) tiene una singu-
laridad logaritmica enz = a, mientras que si; (x) tiene un cero de orden enz = a,
yo(z) tiene un polo del mismo orden en ese punto.

Demostracbn

Es consecuencia inmediata de 2.18)—(11.2.19).

O

Vemos, tamtén, lanecesidad de que sea no negativdy)(a) > 0) para la validez
de ambos lemas.

Sir < 0,s = ++/r = +i+/|r| es imaginario. En este caso, las soluciones se compor-
tan parar — a como(z — o)’V y (z — o)V, es decir, comaos[y/[r] In(z — a)] y
sin[/|r[In(z — a)] (recordar que™ = e*™* = cos(alnx) + isin(aln ).

Por lo tanto, en este casmmbassoluciones permanecen finitas! para> a si z es
real, aunque, por cierto, no son dtiahs enr = a. Parar — a, estas funciones oscilan
rapidamente y sus derivaddisvergen como es &cil verificar.

Los dos lemas anteriores muestran que, si se tiene un prable®turm-Liouville que
se anula en algn o algunos puntos del intervalo considerag@) = 0), el problema a
resolver se, por ejemploLy(x) = 0 en(a, b), cuya soluddn general eg(z) = Ay, (z)+
Bys(x). Si se requiere que la solaci tenga sentiddgico, en las condiciones del lema
debean imponerse dos condiciones:

1. Condicbn de acotaéin en el punto en que se angla), i.e.,|y(a)| < oo

2. Condicdn de contorno de tipo Robin en= b. Sip(a) = p(b) = 0, Se impone, en
ambos extremos, la condiri de acotaéin (como veremos, este es el caso para la
ecuaobn de Legendre).

Un tercer lema es el siguiente:

Lema lll.2.5 En las condiciones de los lemas anteriores, la s@o@cotada e = «
satisface

d
Ii — =0.
lim p(z) 31 (z) = 0
En efecto, para: — a, p(x)y|(x) se comporta como
p(a)ys () = (¢ = a)(z — )" (Vr + O(a — a)) = (& — )" (V7 + Oz — a)),
que tiende a 0 para — a, tanto parar > 0 como parar = 0.
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O

Por otro lado, si- < 0 no se cumple que(z)y' (x) — 0 paraz — a, como es &cil
verificar.
Los tres lemas anteriores permiten demostrar el siguienterna

Teorema lll.2.6 El operador de Sturm-Liouville, con su dominio definido pocondi-
cion de acotadn en el punto donde se anylér), resulta autoadjunto.

Demostracbn

Seap(z) tal quep(a) > 0. Como en el caso en qgepermanece no nulo en todo el
intervalo, los érminos de borde restantes luego de integrar por partes son:

d_v du

(1, L) = (Lut,0) = —u(a)p(e) 1o + o(e)pla) T

Las contribuciones de borde en= b se anulan del modo usual, debido a las condi-
ciones de contorno de Robin hongogas. Las contribuciones en= a se anulan como
consecuencia déiltimo lema. Eso demuestra el é@ter autoadjunto.

O

Para terminar, selamos que, en estas condiciones, las propiedades edpeciue
hemos enunciado para el problema de Sturm-Liouville nousamngver 111.1.5)) siguen
siendo \alidas.

I11.2.4. Motivaci 6n del estudio de funciones especiales: problema de
autovalores para el operador laplaciano en una bola tridi-
mensional

En muchos problemas de ingsrfisico es necesario encontrar la soturcde la ecua-
cion
—Au = Au,

dondeA es el operador de Laplace, en una degton simetfia esérica. Esta ecuaan,
escrita en coordenadas @s€as se reduce a

10 50U 1 o (.  Ou 1 92w
;E (T E) +T281n0% (bln9%> +ma—¢2+/\U—0, (|||.2.20)

cond<r<r;,0<p<2ry0 << w2

2La regbn en que hemos definido nuestro problema se denomina larisitaensional ) de radio
ro. Su borde es la esfera bidimensional del mismo radio. Pascatla lenguaje, suele llamarse a nuestra
region de inteés la esferaddida de radia g y a su borde, la superficie ésica de igual radio.
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La ecuaddn anterior puede resolverse utilizando el llamaddodo de separam de
variables. Dicho ratodo consiste en proponer, para la s@ocuna dependencia de la for-
mau(r,6,p) = R(r)Y (0, ). La validez de este &todo sei probada en la sedgi V.6.
Hasta entonces, lo aplicaremos dando por cierta su valRimnplazando este “Ansatz”
en (11.2.20), se tiene

1 d QdR(T) 9 B 1
R(r) dr (T dr ) +ArR(r) = Y (6, 9) Do Y (0, 0), (m.2.21)
donde
1 0 . 0 1 o2
AG#’ - r2 sin@@ (Sln 0%) + —7"2 Sin2 98_@2 . (||| 222)

Enla ecuadn (111.2.21), el miembro izquierdd$o depende de la variable mientras
el miembro derechotdo depende de las variables angulares. Para que la igusédad
valida para todos los valores de las variables es, entoreessario que ambos miembros
sean constantes. Llamaremos a esa constdnte- 1).

[11.2.5. Ecuacion de Legendre
Empecemos por analizar la ecuatresultante para la parte angular, es decir,
Np Y (0, 0)+ala+1)Y(0,p)=0. (11.2.23)

Supongamos, en primer lugar, que el problema a tratar tienetra azimutal, es
decir,Y (0, ¢) = Y (0), independiente de. En ese caso, la ecudai(111.2.23) se reduce

a
1 0 (. ,0Y(0) B
650 <sm€ 50 ) +ala+1)Y(0) =0,

con0 <6 <m.
El cambio de variable = cos @ (,.1 g —2> nos conduce, llamandg (¢) =
sin(@) 00 ox
u(z), ala ecuadn

(1 -2 )" — 22 +a(a+1)u=0, con —-1<z<1. (111.2.24)
Estalltima ecuadn puede escribirse, tandni, en la forma de Sturm-Liouville
[(1 - 2] + ala+1)u=0. (111.2.25)

Notese que, en este cagdy) se anula en ambos extremos del intervalo de varia-
cion de la variabler y, de acuerdo con lo estudiado anteriormente, debemos i&np@n
condicbn de acotadin de las soluciones en ambas= +1).

La ecuaddn de Sturm-Liouville a considerar correspondd (@) = 2%, B(z) =
oletl) "ambos andticos pardz| < 1.

1—22
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Comoa(a + 1) = (a + 1/2)* — 1/4, es suficiente considerBe[a] > —1/2. Propo-
niendo para la soludn un desarrollo en serie como el de la ecaadiil .2.3) se obtiene

> a™{enp2(n+2)(n+1) = cafn(n — 1)+ 2n — ala + 1))} =0,

n=0
de donde

nn+1) —ala+1) n+a+1)(a—n)

B P B N O [CRaY

Parac, = 0y ¢q # 0, se obtiene la soluon par, para la cuat,, . ; =0y

ala+1) . :ca(a—Q)(OH—l)(OmLS)
T 4l

Cy = —(Cp

mientras que para = 0y ¢; # 0, se obtiene la solugnimpar, en la cuak,y, =0y

(a—1)(a+2) e (= 1)(a—=3)(a+2)(a+4)
3! P 5! T

C3 = —C(Cp

Dado quéc,,2/c,| — 1 paran — oo, el radio de convergencia de la serie resultante es
Puede verse que la soloaino es, en general, acotada para (—1, 1) (ju(x)| — oo en

al menos uno de los bordes). Pero, como ya hemos visto, bas&tuciones acotadas en
ambos extremos. Y esols ocurre sic = [, con/ entero positivo, en cuyo casg , = 0.
Esto implica que la soludn con lamisma paridadde se convierte en upolinomio de
grado!, que se denominBolinomio de LegendreEn tal caso, los coeficientes no nulos
del polinomio esin dados por

(=1)™(1)2(1 + 2n)!
lo —n)!(lo +n)!(2n 4 14)!

CQn-‘ri:Cil!( ZZO,l,’)’L:O,...,ZQ,

dondel, = [I/2] (| | denota parte entera)ie= 0 corresponde a la soludm par para

[ par,i = 1 a la soluodn impar pard impar. Los polinomios de Legendre se definen
exactamente como la soldci para los coeficientes iniciales = (—1)21!/[(ly!)?2!77],

i = 0,1,y pueden por lo tanto escribirse como (llamatnde [, — n)

l
1 (1)F20—2K)
Px) = = .
z) = 5 2RI — k)N — 2k

Dado que((Qll__TQ:))fxl—% = L2y k(1 — k)! = 1!/(%), pueden reescribirse como

1 dl : _ 1 dl
st g 2o e = oo @ =) (11.2.26)

Bx) =
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(Férmula de Rodrigues). Algunos ejemplos son

Po(l’) = 1 PQ(.T):
P(x) = = P(z)=

(32% — 1)
(52° — 3z). (11.2.27)

= N | =

Los Polinomios de Legendre satisfacen las relaciones

1
2
A1) =1. /_lmxml(a:)da: = b5

IP(z) =2l —1)zP_1(x) — (I = 1)P_s(x), | >2.

Cabe destacar, entonces, que solucicamstadasde la ecuadin (111.2.24) parax €
(—1,1) y o > —1/2 se obtienerunicamente cuande = [, entero, y, en ese caso, para
la solucbn con la misma paridad dela cual es un polinomio proporcional al Polino-
mio de Legendrei(.2.26). Por ejemplo, puede verificar el lector que, para 0, un
par de soluciones linealmente independientesiide®.24) esh dado porPy(z) = 1y
Qo(z) = %ln }j—i siendoQ,(z) la solucbn impar, que diverge para— +1, tal como
se demostren el lema 111.2.4.

Tanto los polinomios de Legendi@(z) como el par de soluciones linealmente in-
dependienteg P, (z), Q.(z)} de (11.2.24) paran general (denominadas funciones de
Legendre de primera y segunda especiegredirectamente incorporados en la méagor
de los programas deébmputo andtico (por ejemplo [11]). Sus propiedades pueden en-
contrarse, tamién, en [14], [15] y [16].
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f(x)

, Qo(¥)
. Po(x)

Qa(X)

1 P2(x)

Qu2(X)

Qa(x)

P3(x)

Qz2(X)

P32(X)

Figura 17: Gaficas de las soluciones linealmente independientes deiéien de Le-

gendreP,(x)y Q. (x), parac =0, 1, 2,3,1/2y 3/12, v € (—1,1).
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I11.2.6. Ecuacion asociada de Legendre y arrnicos eséricos

Volvamos, ahora, al casoas general para la dependencia angular del problema con
simetiia esérica (ecuadin (111.2.23)), en queiexiste dependencia enahgulo azimutal
¢, con la condiddn de acotaéin en la variabld y, aden&s,Y (0, ¢ = 0) = Y (0, ¢ = 2m)
yo,Y (0,9 =0)=0,Y(0,p = 2m). Estalltima condicon (periodicidad erp) garantiza
gue las soluciones sean univaluadas. Ex@imente, tendremos

2
1 0 (Sin08Y(9,<,0))+ 1 0%Y(0,9)

sin 0 90 a0 SN R PR a(a+1)Y(0,0) =0. (11.2.28)

Unavez nas, podemos proponer una solucen variables separadas, es décjf), ) =
©(0)P(y). De reemplazar este “Ansatz” en la ec@acanterior resulta

B(p) d (Sm@d@<9>> L SO L) 4 He@)e(p) =0

sin @ df do sin?@  dy?
0, equivalentemente,
sinf d (. ,dO(0) 9 1 d*®(yp)
©(0) db (sm@ db ) +ala+1)sin®6 O(p) dy?

Como ya comentamos, esta igualdatbgpuede satisfacerse para todos los valores de
0y p siambos miembros son iguales a una constante, que llamsemo
La ecuaddn que involucra la variable azimutal agentonces,

)
— —4®(p) =0
cuya soluadbn general es de la forma
O (p) = Asin/yp + Bcos/vp.
La condicbn de periodicidad exige qugy = m, m € Z* + {0}, por lo quey = m?>.
Volviendo ahora a la ecudm diferencial en la variablé tendremos
sinf d ,ed@(e) + oo +1)sin?8 2 _ 0
— | SINV—— [\ 0% S1n —m =U.
O(0) db do
El mismo cambio de variable que utilizamos en el caso contsiaezimutal conduce,
en el caso presente, a la ecuarci

2
(1 —2®)u" — 22u’ + {a(a +1)— : m 2} u=0, (111.2.29)

llamada ecuadin asociada de Legendre. Esta ecoagiuede, tamen, escribirse

sin® 4

(1 — 22)u] + {a(a Ly ] u=0,

gue se reduce a la ecuacide Legendrelf.2.25) paran = 0.
Sin perder generalidad podemos tonafi] > —1/2. Es conveniente realizar el
cambio de variable = (1 — 22)™/?w. Se obtiene entonces la ecuati

(1—a2*)w” —2(m+ Daw' + [a(a+1) —m(m+ 1)Jw =0. (11.2.30)
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Proponiendo una serie de potencias parae obtiene

nn—1)+2n+m)(m+1) —a(a+1)
(n+2)(n+1)
m+a+1+m)(ao—m—n)

= —C, CEDCES) . (m.2.31)

Chy2 = Cp

Sia —m = k, conk entero positivog;,, = 0y la solucbn con la misma paridad dees
un polinomio de gradé. Estas son la8nicas soluciones acotadas de.2.30) en—1, 1).
En el caso usualn es entero, y soluciones acotadas lded.30) existibn entonceso
parac = | > m, conl entero positivo. La soluén con la misma paridad de— m
sel entonces un polinomio de grate m.

Si bien podemos obtener dichos polinomios por medioide(31), es &cil ver que
si u(x) es soluddn de la ecuaéin de Legendreli{.2.24), entonces su derivada &sima
u(™)(x) satisface la ecuatn (i11.2.30):

(1 —2H)ul™ = 2(m + Dau™ + [a(a + 1) — m(m + 1)Ju™ = 0.

Por lo tanto, paran entero positivo, las soluciones de (2.29) son de la formél —
22)™/24(™) (1), conu(z) solucbn de (11.2.24). Parax y m entero, com = [ > m,
obtenemos adas denominadafsinciones asociadas de Legendiefinidas por

dm
P"(r) = (-1)"(1 - xz)mmdm—mpl(w% 0<m<I,

gue son polinomios (de gradpsolo param entero y que constituyen lamicas solucio-
nes acotadas dai(.2.29) en(—1, 1). Se define tambn

verificandose

[ rr@rr@dae = a2 [ @@ = -1
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f(x) f0

Q10

o — . . L
- -05 o‘.5/1

I . P
P30 \
2} 2t

Figura 18: Izquierda: Gificas de las funciones asociadas de LegeRdfe) = 3(1 —z?),
P}(z) = —3zv/1—22, P)(x) = (32® — 1)/2. Derecha: Las dos soluciones lineal-
mente independientes dei(2.29) paran = [ = 1, P}(z) = —vV1 —22%, Ql(z) =
V1— x2[% ln};—i — 3.

Notemos que las soluciones de la ecaa@ngular i .2.28), para un dado valor de
tienen la formaP;" (cos ) cos my 0 P/™(cos #) sin mep. ES convendn usual permitir va-
lores negativos de:, asignando valores negativosdea las autofunciones que contienen
la funcion cos my y valores den positivos a las que contienem mp. Asi, por ejemplo,

Y20, ) = BY(cos0) = Pi(cos )
Y, 76, ¢) = B (cosB) cos ke
Y/*(0,¢) = Pl (cos ) sinky

parak = 1,2, ..., 1.
Se conoce a estas funciones como @riwos estricos. La solud@n general, para
dado, est dada por

l
YZ - Z Cl,mYzm(97 SD) .
m=—I1
Es interesante estudiar el comportamiento de lo®aitos estricos sobre la esfera
S?, borde de la bola tridimensional. Para eso, demostrarehsigugente

Teorema I11.2.7 (Ceros de los polinomios de Legendre y de sus derivafids): tiene
[ ceros en(—1,1) y %, conm < [ tienel — m ceros en el mismo intervalo abierto.
Adenas, estdiltima no se anula en los extremos del intervalo.

Demostracbn

Recordemos que, segla formula de Rodrigues?,(z) = 5 -2 (22 — 1) = S 4 w(x).
Paral = 0 el resultado es evidente. Consideremos, entonges,= (z? —1)! conl > 1.
w se anula en los extremos. Por el teorema sobre el cero de laatk, su derivada tiene
al menos un cero en el intervalo abierto. AdeEmmestalltima tambén se anula en los
extremos si > 1. En esteliltimo caso, la derivada segunda detiene, al menos, dos

ceros en el abierto y, $i> 2, se anula en los extremos. Continuando este razonamiento,
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Figura 19: Signos de los admicos egéricos.

se concluye que si la derivadeésima dew tiene al menog ceros en(—1,1), y dado
gue, aderas, se trata de un polinomio de gradodebe tener exactamenteeros. Esto
demuestra qué, tienel ceros en(—1, 1).

Para demostrar la segunda parte del teorema, observemosHjug no se anula
en ninguno de los extremos del intervalo. Por el teoremaesebcero de la derivada,
su derivada tiene, al menos— 1 ceros (ya que entre dos ceros del polinomio hay, al
menos, uno de su derivada. Pero, dado que se trata de un palbte gradd — 1, tiene
exactamenté— 1 ceros en el abierto. Adeas, no se anula en los extremos. Continuando
este razonamiento concluimos ol m < [ tienel — m ceros en(—1, 1).

O

Demostrado este teorema, podemos estableceréeregiones d&? se anula
}/2$m(67 ¢) =sin™ @ d dfiygx)Jx:COSQ Z?S zg
por su partegos mep (0 sin my) se anulan emp = (k+ %)77 (0 km) conk < 2m, es decir,
en2m meridianos. Finalmente, como acabamos def’;’iﬁ-, se anula el — m paralelos.
La esfera queda, aglividida en parcelas. En cada una de esas parcglag), ¢) tiene
signo constante y cambia de signo al pasar a una parcelaeadgacomo muestra la
Figura 19.

. En primer lugargin 6 se anula en los polos;

[11.2.7. Ecuacion de Bessel, funciones de Bessel y fuboiGamma

Volviendo a nuestro ejemplo dehlculo de autovalores para el operador laplaciano en
la bola tridimensional, recordamos que nos queda por resla\ecuadn (111.2.21) en lo
que concierne a la fun@n que contiene la dependencia radial. Dicha ecuwaesh dada
por

d%" (rzd};—y)> + (Ar* —a(a+ 1)) R(r) = 0.
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Definiendor = a(a + 1) + 1, 2 = VAr y u = /7R, la ecuadin anterior puede

llevarse a la forma
2

!/
u”+£+(1—y—2)u:0. (111.2.32)
X X

Esta es laacuacon de Bessel de orden que estudiaremos a continuaei Notar que
la solucbn a nuestro problema estattada por(r) = r~2u(v/Ar), que se conoce como
funcion de Bessel esfica. Adenas del problema que usamos para motivar su estudio, la
ecuacbn de Bessel surge naturalmente al resolver problemas catrisirilindrica, de
alli la importancia de estudiar sus soluciones.

La ecuaddn (11.2.32) es de la forma contemplada en el teorema 111.2.2.cAptio
dicho resultado obtenemos, definiendg = a_; = 0,

Zx5+n_2[an[(n +s)n+s—1)+ (n+s)— v +a,9] =0.
n=0
Paran = 0, se obtieney[s(s — 1) + s — v*] = 0, que conduce a la ecuadi indicial
s —v? =0, es decir,
s=*v.

Se obtiene, entonces, = 0. Paran > 2,

an—2 An—2
p = — = — .
(n+s)? —v? n(n + 2s)
Sis = v, conRe(r) > 0, esto implica

Ao, 1 (=1)" 122 (p — D)IT(n + v)

Ao  An(n+v) (=122 t2pIT(n4+v+1)
Hemos utilizado agua funcion Gamma definida, para: > 0, por

[(x) = / e dt
0
Esta funobn satisface, para > 1, la relacon
I'(z)=(z—1)I'(z—1)
(esto puede verse integrando por partes). Aaeii(1) = 1, I'(1/2) = /7. Se obtiene
entonces, para natural o semientero positivo,

1 V7 (2n)!

Parar — +o0,

(x4 1) = V2re 221+ O(z7Y)], (11.2.33)
lo cual determina el comportamiento deparan grande. La definiéin anterior es tam-
bién \alida parar = = complejo siRe[z] > 0. Paraz complejo arbitrario]'(z) se define
por continuadn anaitica, siendo andéica en todo el plano complejo, excepto en los en-
teros negativos o en = 0, donde posee polos simple$ify (z + n)I'(z) = (—1)"/n!).

Z——n

Se verifica, ade@s, qud’(—v)I'(v + 1) sin(v7m) = —7.
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La relacbn de recurrencia se satisface, entonces, si

ey
22wl (n+v+1)

Qop =

Parac = 277 se obtiene dda funcion de Bessel
= (=" x
J,(r) = —
(@)= Wm0+ 1) 2

n=0

)V+2n

)

llamada tamkén funcbn de Bessel de primera especie, que es una de las soluciones de
(m.2.32). Aplicando el criterio del cociente puede veisglimente que la serie converge

Ve e Rox € C. Sivno es entero, la otra soldci linealmente independiente de
(m.2.32) es

= (=" T\ _vt2

J_,(x) = . I
(%) RZ:O n!T'(n—v+ 1)(2)
Siv > 0 es entero, la reladh de recurrencia para= —v no puede prolongarse pata>
v, y el procedimiento anterior no edlhido para obtener la segunda so@rciinealmente
independiente (para > 0 entero,/_,(z) = lim J,(z) = (—1)"J.(x)). Se utiliza
vV——n

entonces, como segunda sofugila funcon

cos(vm)d,(x) — J_,(7)

sin(vm)

Y, (x) = :
denominada funéin de Bessel de segunda especie o famae Neumann o Weber.
La ventaja es que elrhite deY,(z) paravr — n, conn > 0 entero, proporciona la
otra solucdn linealmente independiente de& 2.32), que es de la formd,(z) In(x) +
x>y b,a™. La forma expicita deY,(z), ad como otras propiedades y funciones
asociadas, se presentan endgipa siguiente.

Parav semienterp.J,(z) eY,(x) pueden expresarse &rminos de senos y cosenos.

Por ejemplo, esacil ver queJ o (z) = /22822 Y] jp(x) = —4 /2222 En general,

Traple) = (N ()
Vonplr) = =T (=) (%),

o =t (k* — V—Q)u =0. (n1.2.34)
x T
es
u(zr) = AJ,(kx) + BY, (kx) (11.2.35)

El nUmerok puede ser real o complejo. Para- 4, las funciones, (ix), Y, (iz) son com-
binaciones lineales de las denominadas funciones de Bessificadas/, (), K, (z)
(véase Ag. siguiente y [14], [15], [16]).
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Funciones de Bessel: Resumen

Z., (—=1)" 22

J(2) = <§)Vz%n!1“(n+y+1)(z)n
Y,(2) — COS(VW);?;((?W; J_,(2) we 2)
) =t -Cry (‘”"gﬁn(!’é;i qi()rf o) 2,

I’ (m+1)
T'(m)

congp(m) =
parav # 0.

(I'(z) denota la fundn Gamma) y lailtima suma presente®

Las funciones/, (kx) eY, (kx) son soluciones de la ec. diferencial

Formulas asirditicas paraz| > 1:

J,(2) =~ \/gcos[z —(v+ %)z], Y, (2) ~ \/gsin[z —(v+ %)g] :

Funciones de Hankel (o funciones de Besseldespecie):

HM(2) = J,(2) £iY,(2).

[ 2 x
H,(2)'2 = Eeiz[27(y+%)§].

Funciones de Bessel modificadas:

Para)z| > 1,

L(2) =i T, (i2), K,(z)= i”“g[Jl,(iz) Y, (i)

I,(kz)y K,(kz) son soluciones de la ec. diferencial

/ 2

" U 2 v _
Para|z| > 1,
e? T
I,(z) ~ , K, (2)~,/—e*
(2) ores (2) P
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1.5F } 2 1
\ | — Cogx—n/4]
o VR 0.5 Ji(X)

/ YA . U
05 \ o) N/ 1S 15 ~20"

I
\/ o7 15— 20779 |2
F — Cogx—3n/4]
-1 X

-0.5

Figura 20: Gaficos de las primeras funciones de Beskel,,, K, e I,.
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[11.2.8. Otras funciones especiales de utilidad enisica

Funcion Hipergeométrica confluente

Consideremos la ecuaci
zu” 4+ (b—2)u' — au =0, (111.2.36)

gue surge en muchos problemas de 8feca Cantica al resolver la ecuaxi de Schidin-

ger unidimensional. Las rees de la ecuagn indicial s(s — 1) + bs = 0 sons = 0y

s =1 — b. Por lo tanto, sb no es 0 0 entero negativo, una de las soluciones es una serie
de potencias(z) = > -, c,2", con

n+a
n+1)(n + b)

Cp+1 = Cn(

y ¢o # 0. Paracy = 1 se obtiene dda solucbn

ala+1) 2
216(b+ 1)

_ Ll Z nl'j[ﬁ;rf]b] z", (n.2.37)

ui(z) = Fla,b,z] = 1+%:17—|—

n=0

gue se denomintuncion hipergeorétrica confluenteConvergey = (como resulta claro a
partir de (11.2.36)). Para = —n, conn entero positivo, se reduce apalinomiode grado
n. En particular, logpolinomios de Laguerrgeneralizados se definen, para& m < n,
como
L2t = (1" Pl — ) m 4 1,4]

r| = ml(n —m)! n—m),m , X,
y surgen al resolver la ecuéti de Schidinger para ehtomo de hidbgeno. Paran = 0
se denominan, simplemente, polinomios de Laguerre.

Es facil ver que, sib no es entero, la otra soldsi linealmente independiente de
(1m.2.36) es

ug(r) = ' °Fla —b+1,2 — b, x],

ya que, Si se sustituye= z'~bw, se obtiene para la ecuaddn
zw"+2-b—x)w' —(a—b+ 1)w =0,

gue es de la formal(.2.36) comb — 2 — b,a — a — b+ 1.
Parar — ooy a # —n, Fla,b,z] =~ %e%“‘b. La funcibn F'[a, b, x] esh tambén

directamente incorporada a la maigode los programas délculo anditico (por ej. [11]),
y sus propiedades pueden encontrarse en [14], [15], [16].

Funcion Hipergeométrica
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Consideremos, ahora, la ecuaci
(1l —z)u”" + [b— (a1 + ag + 1)z|u’ — ajau = 0. (111.2.38)

Las races de la ecuadn indicial s(s — 1) + bs = 0 son, nuevamente,= 0y s = 1 — b.
Por lo tanto, sb no es 0 0 entero negativo, una de las soluciones es una s@u¢atheias
u(z) = >0, cpx™, con

n(n—1+a1+a2+1)+a1a2
(n+1)(n+b)

. (n+ay)(n+ as)

" (n+1)(n+Dd)

Cnr1 = Cn

y ¢o # 0. Paracy = 1 se obtiene dda solucbn

Uq (l') = F[ala ag, b7 Jf]
alan al(al -+ 1)&2(@2 + 1)1'2 T
10 20b(b+ 1)

o0

— Z Fln + a]U n+a2]x”, (111.2.39)
[aq]T[as] n!l'[n + b

1+

n=

que se denominfuncion hipergeoratrica. Converge paré:| < 1 (como es obvio a partir
de la ecuadin) y es singtrica con respecto @ Yy as. Sia; = —n (0 a; = —n), con
n entero positivo, se reduce a polinomiode gradon. En particular, logpolinomios de
Jacobise definen como

Cla+n+ 1]

PyP(z) =
v @) = a1 1]

Fl-n,a+B8+n+1,a+1,(1—-2)/2]

Parao = 8 = 0 se reducen a los polinomios de Legendre, vistos anteridanen
Es facil ver que sib no es entero, la otra soldci linealmente independiente de
(m.2.38) es
us(z) = 2P Flag — b+ 1,01 — b+ 1,2 — b, ]

ya gue, si se sustituye = z'~%w, se obtiene para una ecuadn del tipo (11.2.38) con
a, — as —b+1,a0 - a; —b+1yb— 2—b. Esta funodbn y sus propiedades éast
tambien incorporadas a los programas décalo andittico (por ejemplo [11]) y aparecen
en las tablas [14], [15], [16].

111.2.9. Desarrollos en series de autofunciones dé (funciones espe-
ciales)

1) Serie de Polinomios de Legendre
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Retornemos a la ecu@ci de Legendre, escrita ahora en la forma
—((1 = 2*)u) =M, ze€[-1,1]. (11.2.40)

Esta ecuadin puede verse como la ecuatide autovalores de un operador de Sturm-
Liouville, conp(z) = 1—2* = (1+z)(1 —z) y q(z) = 0. En este casgy(x) posee ceros
simples enr = 1y z = —1 por lo que imponemos como condai de contorno que(z)
permanezcacotadaen ambos bordes: (= +1). Como vimos antes, esto ocuri@a si
a=1(l+1),conl =0,1,...(loque determina los autovalores), y, en tal caso, para la
solucbn con la misma paridad deque es umpolinomio de Legendre

u(z) = P(x), x=1(l+1), [=0,1,....

Los polinomios de Legendre forman, pues, una base compietgomal en—1, 1]. Po-
demos desarrollar, entonces, una fénoen dicho intervalo como

x) = chPl(:c), x € [-1,1],

con (recordar qugf_l1 P?(z)dx = 2/(21 + 1))

2l+1
/f \Pi(a

Notemos que las fees de la ecuadn indicial enz = +1 son amba$. Esto implica que
la solucbn no acotada dei(.2.40) tenda una divergencibbgaritmicaen el extremo.

2) Serie de Polinomios asociados de Legendre

Consideremos, ahora,
2

1 — 22

Esta ecuadin puede verse como la ecuatide autovalores de un operador de Sturm-
Liouville, conp(z) = (1 — 2?) y q(z) = m?/(1 — 2?). En este casay(x) posee polos
simples enc = 1y enx = —1, y es positiva para € (—1, 1). La condicon de contorno

a imponer es, nuevamente, que la autofangermanezca acotadaen=1y x = —1.
Como vimos en I11.2.6, esto implica, para > 0 entero, qué = m,m + 1,m + 2,...,
con! entero, en cuyo casd ) es el polinomio generalizado de Legendre:

(1 - Py +

u=u, ze€[-11].

u(z) =P"(z), A=Il1+1), I=mm+1m+2,....
Podemos desarrollar, entonces, una fon@n[—1, 1] también como

= chle(x), e [-1,1],

l=m
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con

3) Serie de Bessel

La ecuaddn de Bessel” + u//x + (k* — v*/2*)u = 0 puede escribirse como

2
—(zu') + Vo= Az, (111.2.41)
Xz
con A = k2, que corresponde a la ecuacide autovalores de un operador de Sturm-
Liouville conp(z) = z, q(z) = v/x y p(x) = z. Esta ecuaéin, conz = r, surge, por
ejemplo, al resolver
—Aw(r,0) = Aw(r,0)

D
o
~
o

QD

=

QD

(%)

=

c

Q.

o

>

)

(0]

Q.
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)
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o
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>
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I

£
—~

=
N~—
m@
T

. >

92]

C
o

o

>
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=

1)

3

o

(7]

Consideremos primero € [0, a]. Comop posee un cero simple en= 0, la condicbn
de contorno err = 0 debe sefu(0)| < oo. Enz = a supondremos la condim de
Dirichlet u(a) = 0, aunque para otras condiciones de contorno locales eldir@nto
es similar. La soluéin general dei(i.2.41) es

u(z) = AJ,(VAz) + BY, (Vx).
La condicbn |u(0)| < oo implica B = 0, mientras que la condiah u(a) = 0 implica
Jo(VXa) = 0,

O sea,
Via=k, n=1,2 ... con J,(k)=0.

Aqui, kX son las réces deJ, (x), que forman un conjunto numerable denmeros reales.
Los autovalores y autofunciones correspondientes someggo

A= (K2 /a)?, un(x) = J, (K x/a), (111.2.42)

siendo las autofunciones ortogonales con respecto al giifuerno(u, v), = [

o w@)v(z)zd,
es decir,

/ J(kXx/a)J, (k" x/a)xde = 6,m N2,
0
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donde

n

a 2
N2 = / T2k 2 /a)rdr = %J'i(kg). (i11.2.43)
0

En efecto, multiplicanda(( .2.41) por—2zu’ obtenemog[(xu') zu'+ Az —v?)un] = 0,
de dondd(zu)? + (\z? — v*)u?] = 2 zu? y

9 B (zu')? + (Az? — v?)u?
/u (x)xdr = ) .

Por lo tanto, si(z) = J,(kz),

/a J2(VAz)zdr = %2[J’i(\/Xa) +(1- %)Jﬁ(ﬁa],

0

que conduce al resultadpi(2.43) para\ = (k“/a)?.

El conjunto de autofuncion€s/, (k. z/a), n = 1,2,...,} es completo e, a| por
ser L autoadjunto con las presentes condiciones de contornonéas, para < [0, a| ,
podemos desarrollar una fubai f que satisfaga dichas condiciones como

ch (krx/a),

donde sBalamos que la suma es sobrg nov, con

Cp = a2j’2 ™ / flz)J,(kyz/a)zdr .
Por ejemplo, los primeros ceros dgx) son
K ~ 2,405 = 0,7657, ky ~ 5,52 = 1,767, kI ~ 8,65 = 2,757,

conk? ~ (n — 1)m paran grande, en virtud de la$fmulas asirtiticas para/y(z).

Para una condibn de contorno de Neumann en= « (v'(a) = 0), el tratamiento es
similar, pero tendremos que utilizar los ceros/jér).

En el caso de un anilld < a < = < b, con condiciones de contorno de Dirichlet
u(a) = u(b) = 0, la solucdbn general del(j.2.41) sea

u(z) = A[J,(VAz) + aY,(VAz)).

Tanto los autovalores,, como los coeficientes,, que determinan las autofunciones de-
ben obtenerse a partir de las ecuaciones = 0, u(b) = 0.

Problema sugerido I11.2.2: i) Mostrar que la ecuaén
u’ +2u' fx+ (K> =11+ 1)/2*)u =0,
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Jo(k8 x) Ja(kE x)
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0 X
. R 0.2 0. 0. 1.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
H 1/2 : 3/2
j1/2(Kn%X) ja/2(kn¥?%)
2
1
0 X
0.2 04 . - 1.0
-1

Figura 21: Gaficas de las primeras tres autofunciones2.42) (arriba, funciones de
Bessel) y (11.2.44) (abajo, funciones de Besselggfas), para = 0,1y = 0, 1 respec-
tivamente.

con0 < z < a, u(a) = 0, corresponde al problema de autovalores de Sturm-Li@uvill
(2*u) =1l + V)u = 2°\u,

con)\ = k%
i) Mostrar que los autovalores y autofunciones son

1

R

)\n = (k2+1/2>2/a27 un(x) = ]n(x) Jl+1/2(k£Lx/&) ) (”I 244)

conk,'/? las rdces deJ 1 o ().

iii) Plantear el desarrollo en serie correspondiente y daraxpre<in para los coeficien-
tes del mismo.
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Capitulo IV

Serie y Transformada de Fourier
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IV.1 SERIE DE FOURIER

IV.1. Serie de Fourier

Como hemos visto en la sebai 11l.1.5, cada operador de Sturm-Liouville con su
dominio definido por ciertas condiciones de contorno datearan desarrollo para una
dada funddn f en serie de autofunciones dentro de un cierto intervala Pat —% y
p(x) = 1, la serie correspondiente se denomina, en general, Sgdednetrica o serie de
Fourier, y la estudiaremos aigen detalle. Analizaremos, primero, la base proporcionada
por las autofunciones pédicas del en|[—, 7], de la cual pueden derivarse los dem
casos.

Las autofunciones correspondientes a tal operador de Stioumille, caso particular,
cona = w, de las ya obtenidas en el ejemplo (I.7.4), son de la forma:

up(z) = C up(x) = { g(szg;((z;i)) n=1,..0. (v.1.1)

La propiedad fundamental 2) en la misma séocsegura la convergencia absoluta
y uniforme del desarrollo en estas autofunciones para daesi con derivada segunda
que satisfacen las condiciones de contornogoicas en—, 7|; pero el desarrollo es
aplicable tamk@#n a funciones @&s generales, como discutiremo&sradelante en esta
seccon.

IV.1.1. Coeficientes de Fourier

Supongamos, primero, que tal desarrollo es convergefite)a

f(z) = %ag + i[an cos(nzx) + by, sin(nx)], Vo € (—m, 7). (v.1.2)

n=1

En primer lugar, suponiendalida la expangin (1v.1.2), los coeficientes,, b,, pue-
den determinarse haciendo uso de la ortogonalidad (y laajatenlas funcionesos(nz)
y sin(nx), discutida anteriormente. Por ejemplo, integrando ardumbss deif/.1.2) entre
—7m Yy m, tendremos

/ dx f(x) = mag . (v.1.3)
Notemos quea, = f = 5= [ f(z)dx es elvalor mediode f en[—, 7).
Para calcular,,, n # 0, multiplicamos ambos miembros de/(1.2) porcos (kz),
k # 0, e integramos entrer y 7, de donde resulta

1 s
ap = —/ dx f(z)cos (kz), k=1,...,00. (v.1.4)
™ —T
Similarmente, multiplicando pofin(kx), k # 0, e integrando:
1 ™
by, = —/ dx f(z)sin (kz), k=1,...,00. (iv.1.5)
T™J_n
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Los coeficientes asleterminados se denominan coeficientes de Fourier. Le iseri
sultante est dada por

flz) = % /7r f(z)dx + % Z /7r dx' f(z") [cos (nx) cos (na')

+ sin (nz)sin (n2')] , (1v.1.6)

gue puede escribirse en formascompacta como
_r 1 - " / / ; o
f(x)—f—kﬂg/_ﬂdxf(x)cos[n(x )], (v.1.7)

donde’ es el valor promedio de la furdm f(x) en el intervalo.

IV.1.2. Teoremas de Fourier sobre convergencia puntual

Sedin se adeladt estudiaremos ahora condicioneaswkbiles para la convergencia
de la serie de Fourier, contenidas en dos teoremas, éansbnocidos como teoremas de
Fourier. Para poder demostrarlos, necesitaremos demastes el siguiente lema:

Lema IV.1.1 (de Riemann-Lebesgue)Si g es continua effa, b] salvo, a lo sumo, en un
nimero finito de puntos en los que permanece acotada, entonces

b
lim [ g(z)sin(sz + a)dz = 0. (v.1.8)

§—00 a

Demostracbn Si g es derivable ena, b], la demostradn es inmediata. En efecto,
integrando por partes,

/a o(z) sinsz + a)dz = — / o(2)2 [w} i

dzx 5
b b
_ o) cos(sz + ) +/g'(x) cos(sz + a) iz, (V.1.9)

S S

expresbn que tiende @& para s — oo. EI mismo razonamiento esdo si g es deri-
vable salvo en unimero finito de puntos, siempre y cuando existan (y seandjrida
derivadas laterales.

Sig es $lo continua ena, b], sea(xy = a,x,...,x, = b) una particobn dela, ],
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IV.1 SERIE DE FOURIER

conz; — x;—1 = (b — a)/n. Entonces,

|/ )sin(sx 4+ «)dx| = |Z/ )sin(sx + «)dx|
- |Z{g nf

M [ e

sin(sz + a)dx +/% [(g(z)—g(x;)] sin(sz + a)dz}]

—1 P —

i=1
2Mn
<
s

+ M,(b—a), (1v.1.10)

dondeM es el ndximo deg en|a, b], m; el maximo delg(x) — g(x;)| en[z;_1, ;] y M,
el maximo de losn;. Por lo tanto,

h’m]/ )sin(sz)|dx < M, (b— a),
5§—00

pero M, puede hacerse tan chico como se desee al aumenfaor ser g continua
(lim M, = 0). Lo mismo ocurre si reemplazamsia(sz + «) por cos(sz + «). Esto
n—oo

demuestra el lema aun g{z) no es derivable en nirign punto.

Finalmente, siy es discontinua@o en un fimero finito de puntos en los que perma-
nece acotada, podemos separar estos puntasediante integrales
fchrEg(x) sin(sx + «) dz, que tienden & paras — 0 por serg acotada, y repetir el

Te—E

razonamiento anterior en los intervalos restantes, dorgleomtinua.

O

Ahora § podemos demostrar tres teoremas de Fourier sobre la gemaea de la
serie.

Teorema IV.1.2 (Teorema 1 de Fourier) Seaf(x) derivable (por lo tanto, continua) en
[—m, 7]; entonces, la igualdady.1.7) valeVz € (—x, ). Si, adenas, f(—n) = f(n), la
serie converge & en|[—m, 7.

Demostracbn Las sumas parciales emv(1.7) eshn dadas por

1 n
Sn(z) = S0+ Z A, cos(max) + by, sin(mz)

— %/” f(t)dt{% + Z cos(ma) cos(mt)+sin(mx) sin(mt) }

:%/_ dt f(t {—i—Zcos (t—x)]} = / f(t) Ky (t —x)dt,
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IV.1 SERIE DE FOURIER

con
z (n+1)s __ e—ins
K, _ ims _
(s) + Z cos|ms] mz_:: e — 1)
_ w (Iv.1.11)
2sin(3s] o

donde se supone que, si= 0 0, en generals = 2km, con k entero, K, (2km) =
lim K,(s) = n+ 3, que es el valor correcto de la suma para= 2kw. Adenas, de

s—2km

la suma de cosenos que defin&'a(s) se ve que

K, (t —z)dt = . (Iv.1.12)

—T

Por lo tanto, sumando y restanddz),

1 s
Sua) = S@)+ 2 [ (50 - @)K - o
_ L fO)—flx) L.
= f(x)—i—ﬂ - 2sin(—a) s1n[(n+2)(t x)|dt. (v.1.13)
Usando el lema de Riemann-Lebesgue es, ahora, inmediatosttamla conver-
gencia parax € (—m, 7). En este caso, la funin g(t) = % sit # x, con
g(xz) = f'(x), es continu&’ t € [—m, 7], incluyenda = z, si f es derivable:
t)— f(x ,
SO

t—z 2sin(3 (¢ — z)]

por lo que la integral enif.1.13) se anula para — ooy

lim S,(x) = f(z) Yo € (—m, 7). (iv.1.14)
n—oo
Hasta aqu, hemos demostrado la primera parte del enunciado.
Siz = £, el denominador de(t) se anula tanto para — = como parat — —.
Sin embargo, st = +x, K,(t — x) es una fundn par det. En efecto,

sin[(n+ 1)t F )] _ sin(n + $(—t+m)]
2sin (57 B 2sin (=)

_ sin [(;zsﬂi; ()_(t%fr):l: )] (1Iv.1.15)

K,(tFm) =

y, por lo tanto,

0 ™ 1
/ K,(t—z)dt = / K,(t —z)dt = 57
T 0
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IV.1 SERIE DE FOURIER

Paraxr = +7 podemos, entonces, escribir

fm+ f=m) (L7 _f)—f(x)

. 1
Sp(z) = 5 7 Jo Zsin[L(t — )] sm[(n+§)(t_g;)]dt
J% . % sin(n + %)(t — x)]dt, (v.1.16)

donde el primer y segundo cociente permanecen acotados para yt — —n respec-
tivamente (tienden @' (+)). Aplicando el lema de Riemann, obtenemos, pues,

lim S, () — LT ST

n—00 2 ’
que coincide corf (+m) si f(m) = f(—mn).
0

Teorema IV.1.3 (Teorema 2 de Fourier)Si f es continua era, b] pero f'(x) no existe
en un rumero finito de puntos aisladas, donde & existen, en cambio, las derivadas
laterales

lE= , f(t) B f(xc)
) = lim 2 2ol v.1.17
[ (@e) Jim == ( )
la serie de Fourier converge A(x), aun parax = ..
Demostraddbn: En las condiciones enunciadagf) = % es continua para
t # x'y permanece acotada pata— x, aun six = x.. ( h’mi g(t) = f’i(xc)), cumpliendo
t

— e

con las condiciones del lema de Riemann-Lebesgue.
O

Teorema IV.1.4 (Teorema 3 de Fourier)Si f es continua y derivable €n-r, 7, salvo
en un rumero finito de puntos aisladas, en los que existen, sin embargo, losites y
derivadas laterales

FE) = tm f@), ) = tim LT

)
T t—saE t— x,

entonces la serie tamém converge & (z) en los puntos € (—n, 7) dondef es continua.
En los puntos:. donde es discontinua, la serie converge al punto medio:

lim Su(x) = ~[f(a) + f(a7)]. (v.1.18)

n—o00 2
Demostracbn: En primer lugar, six € (—m,7), combinando 1{/.1.12) con el lema
(1v.1.8) obtenemos, para> 0,

s x+e
7= lim | K,(t —z)dt = lim [ K,(t —z)dt

n—oo [__ " n—oo . .
Tte i
= 21lim [ K,(t—z)dt=21lim [ K,(t—=x)dt, (iv.1.19)
n—oo T n—oo T

155



IV.1 SERIE DE FOURIER

por serk,(s) par.

Notemos, ahora, que(t) = 722150 satisface las condiciones del lema para

[—7, w] siz # x., y parat # z. Sixz = z.. En este caso,
/ FOKu(t —x)dt + — / fO)K,(t —x.)dt. (1v.1.20)
La segunda integral puede escribirse como

TR = fad) 1
v 2msin[d(t—x,)] Sln[(”+§)(t—xc)]dt.

@/ﬂ: K, (t —x.)dt +

Paran — oo, el segundoérmino se anula por el lema de Riemann, pyés =
JOED  hermanece acotado para — o (lim g(t) = f"(x.)), mientras que el

2 sm[ (t—=xc)] st
(&

primer termino tiende a%f z}). Andlogamente, la primera integral em(.1.20) tiende a
1f(z;). Esto conduce al resultadow(.1.18).

O

IV.1.3. Otras formas de convergencia

Convergencia uniformeSi f posee derivada continua éar, |, y f[—=| = f[n],
puede demostrarse que la convergencia de la serie de Fesaitesolutay uniformepara
x € [—m, 7). En este caso la serie de Fourier es derivaiaino a érmino, convergiendo
la serie derivada @' (z) parax € (—m, 7).

Si f(z) es discontinua en un puniQ o f[—n| # f[r] entonces la convergenai es
uniforme Esto es evidente, ya que una serie de funciones continupiseatte converger
uniformemente a una fur@ discontinua. En las mismas condiciones, si derivamas-la s
rie ttrmino a &rmino obtendremos una serie que no necesariamente esgamespunto
a punto (ease el ejemplo 1V.1.4 en la seonilV.1.7). Otra de las manifestaciones de la
convergencia no uniforme es el fameno de Gibbs en los bordes de una discontinuidad.

Puede demostrarse quefses continua eif—r, 7| y posee un amerofinito de nmaxi-
mos y ninimos locales, se cumple qd(_a)n Sn(z) = f(x) parax € (—m, ), aun cuando
f no sea derivable. o

Finalmente, puede demostrarse que basta con exigir Iaeematdef (x)]Pdx
parap = 1y p = 2, para demostrar que

lim [ [f(z) — Sp(z)]*dx = 0.
n—oo
Este tipo de convergencia se denomina convergencia en medienenos restrictiva que
la convergencia puntual.
Los detalles de las demostraciones de nuestras afirmagoedas pueden encon-
trarse en [7].
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IV.1 SERIE DE FOURIER

Aln menos exigente es la convergencia como distriltuftonvergencia&bil): Se
dice ques,, converge g como distribuddn si

[e.e]

lim Sn(x)g(z)dx = /OO f(z)g(x)dz

n—oo [

para cualquier funéin de pruebay, aun si la serie5,,(x) no converge puntualmente en
ningln punto (ease el ejemplo IV.1.3 en la setnilV.1.7). Este tipo de convergencia es
frecuentemente utilizado endica.

IV.1.4. Forma compleja del desarrollo
cos(nz)
isin(nz)
potencias er*,

Como

(e £ e~™"*), podemos escribiny.1.2) como una serie de

f(x) =co+ i(cneim + 026_”“7) =P i e,

n=1 n=-—o0o

conP > = lim ) elvalorprincipaly

n=—o00 m—00 p—_m

* 1 . 1 " —inx
cn—c_n—i(an—zbn)—%/_Wf(:v)e dx .

IV.1.5. Serie de Fourier para otros intervalos de periodicidad

Si f esh definida eri—a, a|, el reemplaza: — x7/a conduce al desarrollo

f(z) = % + i ay, cos(nwx) + by, sin(nwx), (iv.1.21)

n=1

paraz € (—a,a), donde
w=rm/a,
1 [ 1 [ )
an =~ f(z) cos(nwx)dx, b, = o f(z) sin(nwx)dx.

La serie converge a una fuidad perbdica de pdpdo2a = 27 /w, siendaw la frecuencia
correspondiente. En la forma compleja,

oo _ 1 a A
f(x) = PZ €™ cp = % /af(x)e_mwdx.

n=—oo
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IV.1.6. Desarrollos de medio rango. Series de senos y de cosenos
Si f(x) = f(—x) (funcionpar) = b, =0V ny

flz) = % + io: ay, cos(nwx), (v.1.22)
n=1
a, = g/oa f(x) cos(nwx)dx
Si f(x) = — f(—x) (funcibnimpar) = a, =0V ny
flz) = Z by, sin(nwz) (v.1.23)

b, = / f(z) sin(nwx)d

Una funcbn f definida $lo en|0, a] puede, entonces, desarrollarse en serie de cosenos
0 senos, convergiendo la serie a la extengierbdica par o impar d¢. Estos desarrollos
corresponden al problema de autovalored.@m [0, ], con las condid@n de contorno de
Neumann (caso par) y Dirichlet (caso impar).

IV.1.7. Algunos ejemplos

Ejemplo IV.1.1: f(z) = z, z € [—7, w]. Se obtiene, = 0Vny

1 [ 2(—1)7+
b, = —/ xsin(nz)dr = L,

™ n

—T
por lo que

o

Z ”“Sln m) x| < 7. (Iv.1.24)

=1

Enz = <+, la serie converge g f(7) + f(—m)] =
La serie converge, en realidad, a la exténgerbdica

fl)=x—2nm si —7+2n7 <z <7+ 2nm,

siendo discontinua en= £7 + 2n.

Ejemplo IV.1.2: Si f(z) = 322, b, =0V nya, = 2(—1)"/n* sin > 1, cona, = 72/3,
por lo que

R NCIE S
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IV.1 SERIE DE FOURIER

gue coincide con la integraétmino a é&rmino de la serie\.5.22). El desarrollo converge
tambén ene = +7, yaquef(r) = f(—mn). Parar = 0y m, el desarrollo anterior conduce

a las identidades
n2 12’ n2 6

n=1 n=1

Ejemplo IV.1.3:

1
fl@) == Ja| <a<m,
a

con f(z) = 0 si |z| > a. Obtenemos,, = 0y a, = sin(na)/(nmwa) sin > 1, con
ap = 1/7. Por lo tanto,

o0

flx) = —[% + Z sin(na) cos(nz)], |z| <. (1v.1.25)

na

n=1
Parar = +a, la serie converge al valor medfe.
a
Se pueden extraer dos conclusiones muy importantes:

i) Al disminuir ¢, aumenta el amero de coeficientes, con valor apreciable en
(1Iv.1.25). En efectosin(na)/na ~ 1 sin < 1/a, anubndose por primera vez para
n ~ 7/a. El nmero de coeficientes, con valor apreciable aumenta, por lo tanto, como
1/a al disminuira. Cuanto nés corto es el pulso (respecto @ mayor es el imero de
frecuencias necesarias para representarlo correctamente

i) Paraa — 0, f(z) — 0(x) y obtenemos comarhite

z)=—[z+ Zcos(nx)} = %PZ e x| <

n=1 n=-—oo

N =
N | —

que puede obtenerse directamente utilizandodasilas usuales parg(z) = d(x). La
serie anteriono converge puntualmentgero $ convergecomo distribuddn a é(x) para
|z| < 7. En efecto, la suma parcial es

11 sin[(n + 1)z
Sn = —|—- —= —2
(x) 7T[2 + mZ::l cos(mz)] o sim(ie)
y satisface, utilizando el lema de Riemann,

/ Sp(z)dr =1, ¥n >0,

lim gn(x)f(x)dx = f(0)+ lim WSin[(n—ké)x]dx

n—oo | _ n—oof s1n(§

I
~
—

(=)
N~—

™
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IV.1 SERIE DE FOURIER

v funcion de pruebd. Por periodicidad obtenemos, entonces, pagR,

25(95 — 2mm) = %[% + Zcos(nx)] = %pz oine

m=—0o n=1 n=-—00

Ejemplo IV.1.4: Si derivamos &rmino a érmino el desarrolloi¢.1.24) def(z) = =
obtenemos la serie

2 Z 1) cos(nx), (1v.1.26)

qgue no converge puntualmente. Esto se debe af¢ue) # f(7), siendo entonces la
convergencia del{.1.24) no uniforme. No obstantay(1.26) converge como distribu-
cibn a

fllw)y=1=2r > &(z—m+2mm),

gue es la derivada (como distriban) de la extensin perbdica dez.

Ejemplo IV.1.5: Desarrollo en serie de Fourier de medio rango de la tmde Green en
[0, a] para condiciones de contorno de Dirichlet:

_ z(1—2'/a) O<z<z'<a
G(SL’ 'T) { z'(1—z/a) 0<z'<z<a "

Se obtienen los coeficientés = 2 [ G(x, ') sin(nma/a)dx = sin(nra’/a)/(nw/a)?.
Por lo tanto,
i sin(nrz/a) sin(nrz’/a)

(nm/a)?

;
n=1

que coincide con el desarrollo general en autofuncionesptado en (I11.1.5)F (x, 2’) =

2 net Un () un () / A

Ejemplo IV.1.6: Pulso cuadrado y “Fenbmeno de Gibbs”
Consideremos ahora en detalle el desarrollo en serie deefFani—1,1] de f(z) =

H(1/2~ o),

f(z) = { (1) IiI i 1@ (Iv.1.27)

en el intervalo]—1, 1]. Los coeficientes de Fourier son:

1 (-1)"= 2 n impar 1
= / f(z) cos(nmx)dx = 1 n=0 , b,= / f(z)sin(nmz)dx = 0.
-1 0 n > 2, par -1
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La suma parcial de orden(impar) es entonces

- 1 2 (-1
Su(z) = fao+ mZZI Ay, cos(mmx) = 3 + — m;par (=1) n(;os(mwx)
= 4+ 2[cos(mx) — 5 cos(3mx) + £ cos(brx) — ...+ # cos(nmz)|.
Podemos ver que, en este caso, pairapar,
S (x) = —2[sin(nz) — sin(37z) + sin(brz) — ... + (—l)nT_1 sin(nmx)]

(—1)"% sin[m(n + 1)z]

cos(mx)

INTT —inmTT
—€

pues, escribiendsin(nrz) = “——;
una suma geodtrica.
Siz =1/2+ 4, es fcil ver que

, la suma parciab’ (x) puede expresarse como

sin[(n 4 1)md]
sin(md)

En primer lugar, esto muestra que, para> 1/2 (6 — 0), S/ (x) — —(n + 1), como se
observa en las dadtimas gaficas, divergiendo para — oco. AnalogamenteS’ (z) —
(n+ 1) parar — —1/2.

En segundo lugar, vemos que el 0 flgz) mas poximo axz = 1/2 ocurre para
d = +1/(n+1). Estos valores corresponden dahimo y maximo des,,(x) mas poximo
az = 1/2, que son precisamente los valores extremos,de) como se aprecia en las
figura 22. Estos valores son, definientlo=1/(n + 1),

1 1 1/2%6n 1 £on sin[(n + 1)7d]
— 4+ 5 — / der = — — —d(s
S"<2 ) /1/2 Sul)dr 2 /0 sin(7d)

Si(1/249) =

2
11 /“ sin(t)
5T = . t
2 7w Jy (n+1)sin[t/(n+1)]
Paran > 1, (n+ 1)sin[t/(n + 1)] ~ t y obtenemos

1

1 L [Tsin(t) , 1 _ sinintegral(m) [ —0,08949...
S5 £ 0n) ~ ‘/0 ;=g . =\ 1,08049...

2 2T x

lo que indica un exceso del 8,9 % en ambos lados de la discontinuidad. Para oo,
estos valores somxactos Esto implica que al aumentar, este exceso, denominado
“fendbmeno de Gibbs’no desaparecees decir, no se “aplasta”, pero ocurre para valo-
res cada vez as poximos al/2, puesd, — 0. No afecta, pues, el valor dahlite
lim,,, Sn(x) en cualquier punte fijo, incluyendox = 1/2 (puessS,,(1/2) = 1/2V n).

Notese taml@n que este exceso de las sumas parciales finitas @oenrios bordes de
toda discontinuidad finita. Siempre podemos considerafum@dn con una discontinui-
dad finitaf (zJ) — f(zy ) = o # 0 en un puntac,, como la suma de una fur@ei continua
mas una fun@n tipo escan similar a la del presente ejemplo, pero multiplicadacpgr
trasladada a, que originaa entonces el mismo exceso relativo.
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f(x), Si(X) f(x), S(x)

15 1.5

7T TN
AT N, AT

X X
18" 05 05 ™40 -1.0~ _05 05 ~ 10

f(x), Si(X) f(X), Si(X)

15 1.5

L1\

om——— )
fo “-o0s5 05~ 1o -10  Yos5 0.8 1.0

f(x), S(x) f(x), S(X)

Lo n=21 | n=51

o 4
LA o vy

0.5}
-10 o5 0 1.0 ~1.0 0 1.0
Sh(X) Sh(X)
40 n=21 4o n=51
20 20}
-10 ¥ ’RF' 10 X ~1.0 1o X
~20 —20f
—40 —40f

Figura 22: Gafica de la fundn (1v.1.27) y las correspondientes sumas parciales de
Fourier S, (z) paran = 1,3,5,11,21,51. Los dosultimos paneles muestran la&djr

ca de la derivad®’ (z) = % paran = 21y 51, que converge como distribudci a
f'(z) = 6(xz+ 1) —d(z — 1) en[—1, 1].Estas gaficas muestran el comportamiento de las
sumas parciales de la serie de Fourier para unadardiscontinua, y ponen en evidencia
el caacter no uniforme de la convergencia y la existencia deld@ofenbmeno de Gibbs

en los puntos de discontinuidad, explicado en el texto.
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f(X), Si(x) f(x), Six)
1/2¢ 1/2r
n=0 n=1
1/4f 1/4f
-1 -0.5 0.5 1 X
f(X), Si(x)
1/2¢
n=2
1/4F
-1 —(IJ.S OI.5 1 X

f(x), _Sm

1/2

/4t

an an
0.2
0.5
0.1
0.25 o 0
0ol2"4 6 8 10 12 14
0 _
01 | 5 0 15 20" 0.1
-0.25 -0.2

Figura 23: Gafico def(x) = 2%/2 y las correspondientes sumas parciales de Fourier
Su(z) = 1/6 + 2 3¢, CU" cos(mmz) en el intervalo[—1, 1], para algunos valores
de n. La prolongaddn perbdica de esta funén es continua (aunque no derivable) en
x = +1, y por lo tanto el febmeno de Gibbs no se produce en el borddiliho panel
muestra los coeficientes de Fourigr en el ejemplo de la fig. 22 (izquierda) y en el
presente (derecha). Los coeficientes decrecan @pidamente en este caso, asegurando

convergencia absoluta de la sevie.
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IV.2. Transformada de Fourier

IV.2.1. Definiciony unicidad

Consideremos nuevamente la forma compleja del desarroflerende Fourier de una
funcion f : [-L, L] — R

oo ‘ 1 I -
f(ZL’) - p Z cnemww/L’ Cp = E/ f‘(x)e—mmc/Ldl,7 (|V21)
)

dondeP > indicaelvalorprincipaP . = lim »_ .Podemos reescribirlaserie
n=—oo n=—o0o m—0o0 n=—m
como
1 4
) = — Y F(k)e* Ak, v.2.2
f@) = 5z 2. F® (1v.2.2)
dondek = &, Ak =Ty
F(k) = V2mc L_ L_ /L f(z)e* da (v.2.3)
v n =/, : 2.

Consideremos ahora éhite L. — oo. En esteilmite, Ak — 0y las ecuacionesy(.2.2)—
(iv.2.3) tienden a

_ L > eikm
f(x)_m/ooF(k) dk, (1Iv.2.4)
F(k) = \/%/_: fx)e " dg (1Iv.2.5)

suponiendo que ambas integrales converjan.i Aggmos denotadgﬁf"OO = lim frr. Es

decir, las integrales son consideradas en valor principal. e

La funcidon F' : ® — R definida por (v.2.5) se denomin@ransformada de Fourier
(TF) de la funcdn f (f : ® — R) y la expresdn (v.2.4), que recuperd a partir de
F, es la “antitransformada” d€'. Estas expresiones constituyen la generaloradie la
serie de Fourier para funciongslefinidas erf—oo, co) (y de nmbdulo integrable). Hemos
elegido las constantes de modo de hacer evidente la sndetdas ecuacionesv(2.4)-
(1v.2.5). Sin embargo, son posibles tagtbbtras convenciones para definir la TF (puede,
por ejemplo, omitirse el factdr/v/27 en (v.2.4) y reemplazar el dey(.2.5) porl/(27)
0 viceversa, y tamBin reemplazas=** por e¥**). Las ecuacionesy\.2.4)—{v.2.5) son
vélidas para cualquier furi f : ® — R continua que satisfagh”_|f(z)|dz < ooy
gue posea unimero finito de raximos y nminimos. Sif posee una discontinuidad aislada
finita en un puntac, la integral enifv.2.4) converge al punto medio, como ocurre en la
serie de Fourier.
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Desde el punto de vistasico, la expresin (1v.2.4) se entiende como el desarrollo de
la funcion f(x) en €rminos de funciones anicas puras** = cos(kx) + isin(kz), de
frecuenciak (y pefiodo 27 /k), siendoF' (k) el peso (amplitud) de la frecuendiaen la
expansbn def.

Demostraremos ahora eigitamente la validez de las ecuaciones.Z.4)—(v.2.5)
(equivalentemente, que la relanientre TF y antitransformada de Fourier es uno a uno)
para funcioneg continuas y derivables lateralmente en cualquier punte,sgtisfagan
[Z | f(z)|dz < co. La demostradin es muy similar a la efectuada para la serie de Fou-
rier. Las ecuaciones\.2.4)—(v.2.5) implican

_ OO i - ik(z—az") / /
fa) = [ oel] e
de modo que lo que debe demostrarse es que

1 o

o eFe=dk = §(x —2), (IvV.2.6)
™ —00
donde[* dk = lim [ dk.Enefectog: [T e*dk = Ler=e = 150D eon
7—00
l/voo sin(rt) e l/oo sin(u) du— 1.
TJ)_ o ¢ T ) s U
Por lo tanto,
<1 " ik(z—1") / r__ /OO sin[r(x — J},)] / /
/_ [27r/_r€ dk]f(z")dz" =  Tr =) f(2")dx

|2 w0~ ) + gl
fatt)— f(o)

Tt

f(z) —|—/ sin(rt) t. (v.2.7)
Parar — oo, el segundoérmino en (v.2.7) se anula por el Lema de Riemangidgse
(IV.1.2)) si f es una fund@n derivable, al menos lateralmente, erfya que, en estas
condiciones, f(z+t)— f(x))/t permanece acotado para> 0) e integrable efi—oo, o).
Queda asdemostrada la ecudni (1v.2.6). Obviamente, la compositi de transformada
y antitransformada en el orden inverso conduce tamhila identidad.
La ecuaddn (1v.2.6) implica tamign
o 1 R /
/ or(2)pp(z)dr = o e *F) dy = §(k — k'), (1Iv.2.8)
— 00 T J 00
indicando que las funciones.(z) = ¢**/y/27 sonortogonalesrespecto del producto
interno (u,v) = [*°_u*(z)v(z)dz y estn “normalizadas” respecto de la varialslesi
interpretamos por estdtimo precisamente la condan (1v.2.8).
Notese que la convergencia de las integrale2(6)—(v.2.8) debe entenderse en el
sentido de las distribuciones (convergen@aid).
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2.2. Propiedades lasicas de la transformada de Fourier

Se resumen en la siguiente tabla:

f(z) F(k)

0 f(=z) F(—k)

1] flax) (a#0) F(k/a)/|al

2 f(x+0b) e F(k)

3 f(x) ikF (k)

4 f () (1k)"F'(k)

5| 2"f(x) (n € N) "M (k)

6 F(z) f(=F)

7 | flx)e®™ (beR) F(k—=0)

8 (f xg)(z) V21 F(k)G(k)

9 f(@)g(x) (F * G)(k)/ V2

donde( f * ¢g) denota laconvolucon de f y g:

/fx—fc v = (g% f)(x)

y (F*G)(k)= [ F(k—K)G(K)dk' = (G = F)(k), la convolucdn deF'y G.

Demostraciones:

Propiedades 1-3:

| f(ax)%dwz = f<u>ﬂdu
[ e [ g

/f <>f| +zk/f

donde hemos supuesto qpiér) — 0 parax — +oc.

La propiedad 4 resulta por induéei (suponiendo qué™ (£o00) = 0sim < n)y la
5 se obtiene en forma similar (suponiendl®” (+o00) = 0 param < n).

La propiedad 6 es consecuencia de las ecuaciones4)—(v.2.5).

F(k/a)
jal

—iku

Z’“bdu = ™ ().

—zk:r —zka:

da:—

da: = ikF(k),

Propiedad 8:
/ (f*g _mdm—/ / f(z—a")g(a) _Zk(\;—wﬂ)dx’dx:
fzkx
—iku
/ flu du/ g(x )\/_dx—\/_F() (k). (Iv.2.9)

Problema sugerido 1V.2.1:Demostrar las propiedades 7 y 9.
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2.3. Otras propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad 10
La TF conserva el producto escalar entre funciones (praaluderno complejo):

(9.0) = /°° (@fadr == [ " atayte [~ Fwak
= 7 / / Ve dr F(k)dk = /_ ooG*(k)F(k)dk:(G,F),

dondedG es la TF dg. Esto implica, en particular, que la Tenserva la norma

1P =h) = [ 1@k~ [ 1F@P = ()

o0

Propiedad 11
Si f esreals F(—k) = F(k)* (parak real). Se deduce inmediatamente de la expre-
sion

F(k) = \/%_ﬂ[ /_ () cos(ha)dz — i /_ () sin(kz)da]. (Iv.2.10)

Propiedad 12

La propiedad O implica que, gies par ((—x) = f(x)), = F(k) es par(F(—k) =
F(k)).
A partir de (v.2.10) vemos tamkh que, en este casf, _ f(x)sin(kz)dz =0y

_ ¢L2_7r /_ Z F(@) cos(kz)dz — \/g /O " (@) cos(kz)dz

siendoF real si f es real.

Si f esimpar ((—z) = — f(x)) = F(k) es impar. Entonced,”_ f(z) cos(kz)dz =0y

F(k) = \/ﬂ/ f(z)sin(kx)d \/>/ f(z)sin(kx)d

siendof’ imaginariosi f es real.
Propiedad 13
A partir de la definicbn (1v.2.5) y la propiedad 5 se obtiene

/ flx)de = V2rF(0), (Iv.2.11)
/ f(@)z"dz = V2xi"F™(0), (Iv.2.12)
donden = 0,1,2,.... Las derivadas dé'(k) en el origen permiten, pues, evaluar en

forma inmediata las integrales/(2.11)—(v.2.12).
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2.4. Algunas transformadas de Fourierutiles

(H(z) denota la fundn de Heaviside; > 0y breal)

f(z) F(k)
—alr 2 a
1 el \/; TR
—azx 1 1
2 ¢ “"H(z) Loz atik
3 6712/(2112) a67a2k2/2
1 T__,—alk
4 o) Ve ™
2 sin(ak)
5 H(x+a)— H(x —a) \/;T
6 (5(3:) \/%Tr
7 etbe V2mo(k — b)
- SBT3k 1b)
8 cos(br) N S
9 sin(bx) V2or —5(k_b)2_i5(k+b)
10 e—x2/(2a2)eibx ae—aQ(k—b)Q/Q

Demostraciones:

00 oo 0
/ efa\x|fikxdl, _ / efm(aJrik)dx + / e:p(afik)dx
—00 0 —o0

1 1 2a

= = 0.
a+ik+a—ik a’ + k?’ “=
/ e H(z)e *dr = / etk g — — . (v.2.13)
—00 0 a+ ik

) ) oo+ik
/6—z2/2—ikxdx _ /6—(:c+ik)2/2—k2/2dx _ e_kz/g/ =220, — me_kﬂp 7

00 00 oco+ik

dondez = (z + ik). Aqui, hemos completado cuadrados en el exponente y utilizado el

resultado -
I :/ e Ry = V2,

el cual se obtiene de

I’ = / / e~ T2 dpdy = 27?/ e Prdr = 2%/ e “du = 2.
—o00 J —co 0 0

Tambin hemos utilizado el hecho de queé’/2 es una fundn anaitica de= que se anula
paraRe[z] — +oo. El resultado general 3 (patia“ 1) se obtiene utilizando la propiedad
2.
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

f(x), F(k) f(x), F(k)

Figura 24: Izquierda: Gfico de f(z) = % (azul) y su transformada de Fourier
F(k) = % Derecha: Gafico def(x) = 2 (azul) y su transformada de Fourier
Fk) = <=

Este ejemplo demuestra que la TF de una gaussiana (de apnesdamben una gaus-
siana (de ancho/a). Esto posee una importancia fundamental en diversasaafuites.
Notemos que la normalizam se conserva:

/ e~/ dy = a2/ e K gk = Vra.

[e.o]

El ejemplo 4 de la tabla se obtiene del 1 utilizando la progieg] mientras que el ejemplo
5 resulta de
a efika o eika sin(k’a)

/_[Ii(x +a) — H(x — a)]le " *dx = /e‘ikxdx = — = 2 k

—a

Los ejemplos 6 y 7, que deben entenderse como la TF de unébutgin (siendo el
resultado otra distribudin), son consecuencia inmediata de?2.6). El resultado 6 puede
tambén obtenerse dedividiendo af y F' por2a y tomando elimite a — 0, de acuerdo
con larelacdné(z) = H'(z).

Los ejemplos 8-9 se derivan de lo anterior en forma inmediatardando queos(az) =
ete ™ sin(az) = <52 Implican que la TF de una fur@m f(z) periodica de
pelfiodo2L (que puede desarrollarse en serie de Fourier) presenttpoa localizados
entnw, conw = 7/L Yy n entero. De 10 se puede reobtener 7 eimaité a — +oc.

Es importante destacar que, cuantasmesparcida esif (=) (por ejemplog grande en
el ejemplo 3), tanto @s concentrada eséeF'(k), y viceversa, debido a la propiedad 1 de
la primera tabla de propiedades. Los ejemplos 6 y 7 son cas@s®s de esta propie-
dad, la cual et estrechamente relacionada con el principio de incertea Ble@nica

Cuantica.
Problema sugerido 1V.2.2:Obtener el resultado 10 de la tabla anterior a partir de 3.
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

IV.2.5. Desarrollos de medio rango: Transformadas seno y coseno

Analogamente a lo que hicimos en el caso de la serie de Fouaier,yn intervalo
(0,00) podemos considerar las extensiones par e impar de unafciecian f definida
parax > 0. Si completamos ¢ en forma par para < 0, obtenemos, teniendo en cuenta

la propiedad 10,
flz) = f/ ) cos(kx)dk, (iv.2.14)

F.(k) = \/;/0 f(z) cos(kx)dx. (Iv.2.15)

La ecuaddn (1v.2.15) se denomina transformada coseng dg y coincide con la TF de
f completada en forma par. La transformada inversa tienestencaso, una exprési
idénticaaladelaTF.

Si se completa & en forma impar para < 0, se obtiene, utilizando nuevamente la

propiedad 10,
flz) = \/>/ ) sin(kx)dk, (1v.2.16)

Fy(k) = \/;/0 f(z)sin(kx)dzx. (v.2.17)

La ecuaddn (1v.2.17) se denomina transformada senofdg satisfacels (k) = iF'(k),
dondeF (k) es la TF def completada en forma impar.

IV.2.6. Transformada de Fourier discreta

Consideremos, en lugar de una fuareif : ® — R, una funcon definida 6lo en un
namerofiniton de puntos:;, j = 0,...,n—1, tal quef; = f(z;). En este caso es posible
definir unatransformada de Fourier discreta F), de la siguiente forma:

n—1
1 -
= _\/_ § f] 6—27”]]?/71’ k:o)u'jn_ 1. (|V218)
n “—

Conocidos los: valoresFj, losn valoresf; pueden recuperarse exactamente mediante la
transformaddn inversa, dada por

n—1
_ 1 2mijk/n -
fj—%kZOer J s ]—0,,n—1 (|V219)

Esto puede demostrarsacfimente, reemplazandg, por su definigdn:

n—1
§ 2mik(j—j n _

€ R _fj>
k=0

i
L
L

1 = _
[_ f 6—27'(2] k/n 27‘(‘2]]{?/71 _ Z f]
o Vi =0

By
i
3|>—‘
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

donde hemos utilizado el resultado

1 2mik(j—3')/n _ 5. _ - v.2.2
n ;0 (& 5]] { O j 7£ j/ 9 ( O)

vélido paraj, j’ enteros En efecto, sjj = j', e2mkU=7/m = 1y Y707) e2mik=10/n = p,
mientras que, si # 7' (Y [j — j'| < n),

n-l 1 — e2mili—3")

2mik(j—j5')/m __ —
Z € T 1 _ emii-i)/n 0
k=0

paraj — j' entero.

Dado que:'270k/m = ¢i2mnk/n — 1 - es posible definif, = f,, F, = Fy, y ad evaluar
las sumas parg = 1,...,n (en lugar dej = 0,...,n — 1), sin alterar los resultados
finales previos. Tambn es posible definif_; = f,_;, F_ = F,_;, ya quee 2™/ =
e?rk(n=j)/n sj j y k son enteros (exterési dclica def; y F},).

Podemos ver, tamén, que la transformada discreta de Fouriérdadinida es una
transformaddn unitaria, ya que conserva el producto escalaépdar:

n

- 1 " L n
(f.9)=> frg;= 7 SN Fremmting =N FiGy = (F.G) (iv.2.21)
j=1 k=1

=1 k=1

En particular|f[> = 37, [ ;1> = Y2, [Fel* = |FI*.

Problema sugerido 1V.2.3:

a) Probar que, sf; es constantef{ = ¢V j), = F;, = dyocy/n (0 sea,F), = 0 salvo
parak = 0).

b) Probar que, sf; = ce?™/" con0 < m < n — 1= F, = chpm/1.
c) Probar que, sf; = cd;, (f; = 0 salvo pargi = m, conmentre0y n — 1) =

Fy, = ce”2mmk/n | /n k= 0,...,n—1(0sea|Fy| = |c|/v/n V¥ k).
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IV.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

024681012l4n

-15 -10 5 10 15
-1

f, Fu

Figura 25: Reconstruamn de una fundn a partir de su transformadarriba: Grafico
de una fundin par perdica f(x) de pefodo2 (izquierda) y sus coeficientes de Fourier
a, (derecha), = 0V n). Estos permiten reconocer qyiér) no es nas que la suma
de una constante, mas tres érminos de la forma, cos(nwz), conn = 1,5y 8.
Centro: Gréafico de una funéin par no peiddica f(z) y su transformada de Fourier
F(k). Esta permite reconocer, a partir del resultado 10 de la ®bléV.2.4) y dado
que los picos dé"'(k) son aprox. gaussianos, qyiér) est determinada esencialmente
por tres frecuenciag, = 1, ks = 5, k3 = 10, moduladas por gaussianas, tal que
flz) = 30 e /%) cos(k;x). Abajo: Una funcbn discretaf (j) = f; definida para

j =1,...,20,y su transformada de Fourier discréta Esta permite reconocer qye

no es n&s que la suma de tresrminos de la formay, cos(27k;j/20), conk = 1, 3y 6.

Problema sugerido 1V.2.4: Derivar las expresiones aproximadas anteriores para

f(z) o f; a partir del gafico dea,, F(k) y Fy, y dar el valor aproximado de los
patametros intervinientes.
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IV.3. Transformada de Laplace

Dada una fundin f(x) definida para: > 0, la transformada de Laplace (TL) se define
como

Ls(p) = /OOO e P f(x)dx. (v.3.1)

Si f(z) < e parar — oo = Ly(p) converge pardielp] > «. Supondremos esta

condicibn en lo sucesivo. Notemos qiig(ik) = /5 (F.(k) — iF,(k)) en el caso en que

L;(ik) existe. Si completamos A de modo tal quef(z) = 0 paraz < 0, Ls(ik) =
V21 F ().

La propiedad fundamental dev(3.1) es que las Transformadas de Laplace (TL) de
las derivadag ™ (z) quedan expresadas erminos del;(p) y las derivadas d¢ en el
punto inicialz = 0. En efecto, integrando por partes,

Lip) = [ erp@in=—f0)4p [ fwerds
= —f(0)+pL¢(p). (v.3.2)

Por induccbn obtenemos, en forma@oga,
L) = [ e f@pds = o0 +p [ et D@
0 0
= —fOD0) = pfD0) — ... = p"Lf(0) +p"Ls(p).  (1v.3.3)
La propiedad que acabamos de demostrar hace que la TL resuteractica a la
hora de resolver problemas con dadas condiciones inic@e® veremos en el problema
guiado al final de esta seoéai.

Otra propiedaditil se refiere a la TL de la convolum de funcioned y ¢ definidas
para argumentos positivos,

(Fea)@) = [ fla=gle)ds = (g o)
Obtenemos
Lyy(p) = /D N /0 ' fla—a)g(a e P da’ de =
_ /0 h /0 " = a)e P g (o) e P da de

= [ swera [ gerar
= Lin)Ly(). (1v.3.4)
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Para hallar la transformada inversa, completandoem forma nula para < 0, y
considerando la TF de ** f(x), cona > 0, podemos escribir

2

—00

1 b . > N ! !
efamf(x> — _/ ezkxdk/ efzk:r efa:p f(I/)dJI/,
0

de donde

1 [ . o
f(ﬂ?) — 2_ 6x(o¢+zk¢)dk,/ e—x(oa+zk)f($/)dx/
T J oo 0
1 41300
= 50 €*" Ly (z)dz, (Iv.3.5)

271

a—100

conz = a+ik. Elresultado es, en principio, independiente de la etecdex si las inte-
grales convergen, es decir,ses suficientemente grande. Si es posible cerrar la integral
(1v.3.5) con un semicculo de radio muy grande a la izquierdawdea lo largo del cual la
integral tiende a cero, por el teorema de los residuos ofrese

f@) = Res[e*"Ly(z)],

donde la suma se extiende sotwdoslos polosz; dee* L¢(z).

El mayor inconveniente de la TL es que la refacinversa requiere el conocimiento
de Ls(p) para valores complejos ¢e Si, como ocurre en algunos problema&gticos,
se dispone tanto de una tabla de valores néncos deL(p) para cierto conjunto finito
de valores reales de(y no de una expresn anaitica deL(p)) no es posible recuperar
f(z) con gran preci$in (es unfpico problema “ill posed” o mal definido).

Algunas propiedades y ejemplos (en todos los case9):

f(x) Ly (p)
1 f(ax) Li(p/a)/a
2 f(z+a) eP*L¢(p)
3 f'(x) —f(0) +pLy(p)
4 v f(x) —d[Ly(p)]/dp
2 (f *9)(x) Ls(p)Lo(p)
7 cos(ax) p/(a® + p?)
8 sin(ax) a/(a® + p?)
9 H(x —a) e /p
10 | 6(z —a) e e

Problema guiado IV.3.1:Hallar u(t) tal que
u" + Eu = f(t)

parat > 0, conu(0), «’(0) datos conocidos ¥ # 0.
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Multiplicando la ecuadin anterior pore=! e integrando, obtenemos, utilizando la
ecuacdn (1v.3.3),

—u/(0) — pu(0) + (p* + k*) Lu(p) = Ls(p),
de donde 0) ) |
+ pu
L .
p* + k? p*+ k2 1)
Utilizando, ahora, las propiedades 5, 7 y 8 de la tabla amtebtenemos

L) =

u(t) = %u’(O) sin(kt) + u(0) cos(kt) + %/Osin[k(t — ) f(t)at',

gue coincide con el conocido resultado para la s6lucie esta ecuam, obtenido me-
diante la funddbn de Green.
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V.1 INTRODUCCION Y DEFINICIONES

V.1. Introducciony definiciones

En Hsica, el estudio de sistemas cdmmero finito de grados de libertad conduce, en
general, a la resoluan de ecuaciones diferenciales ordinarias. En cambiotediesde
medios continuos requiere la resolutide ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(ver captulo VI). Ya hemos dado, en la se6ail.1 la definicon general de una ecuéai
diferencial en derivadas parciales y de su orden. En p&atj@mpezaremos por analizar
las ecuaciones diferenciales con dos variables indepetedie

Definicion V.1.1 Se llama ecuaéin diferencial en derivadas parciales con dos variables
independientes a una reldsi de la forma

ou ou 0*u *u *u 0
"0x’ Oy’ 0x2’ OxOy’ Oy2’ )

F (‘,'U7 y’ u(‘r7 y)

donde los puntos suspensivos indican posibles dependestiderivadas de orden su-
perior al segundo. En este libro vamos a restringirnos aldestde las ecuaciones de
segundo orden. Este es el caso de mayor utilidad en lascphes a la isica y, aderas,
permite ilustrar las ideas & importantes a tener en cuenta en el caso de ecuaciones de
mayor orden.

Definicion V.1.2 La ecuacbn anterior se llama lineal sF" lo es con respecto a(z, y) y
a todas sus derivadas, es decir, si la ecéadoma la forma

0%u 0%u Pu Ou  Ou
2 d2t 4 2t _
92+ 8x8y+cay2+ 8x+68y+fu+g 0.

a

donde los coeficientes b, ¢, d, e, f, g son, en general, funciones dee y. Si todos estos
coeficientes son independientes de ambas variables, lzi&cuse llama ecuadn lineal
a coeficientes constantes.gi;, y) = 0, se llama ecuaén lineal homognea.

Es inmediato demostrar que, como en el caso de las ecuacibeesiciales ordina-
rias, las soluciones de una ecuacdiferencial lineal homagnea constituyen un espacio
vectorial (equivalentemente, vale el principio de supsigon). Como veremos en un
ejemplo simple a continuam, se trata de un espacio vectorial de dimamgafinita.

La generalizadin de estas definiciones a casos c@smvariables independientes y/u
ordenes superiores es evidente.

Consideremos, primero, la ecuakilineal de primer orden as simple,

ou
ay

dondeu(z, y) es una fundn de dos variables. Es obvio que la sotucgeneral de esta
ecuaocbn es

u(z,y) = f(z),

179



V.1 INTRODUCCION Y DEFINICIONES

dondef es una fundn arbitraria que dependéls dezx. Asi, mientras que el conjunto
de soluciones de una ecuacidiferencial lineal ordinaria homégea de primer orden
depende de una constante arbitraria, formando un espatioriad de dimengin 1, en
el presente caso la soldci general depende de una fubtiarbitrariaf de la variabler
siendo, por lo tanto, un espacio vectorial de dim@msnfinita. La segunda observaai
es que la soluén permanece constante a lo largo de una familia de curvasstertaso,
las rectas verticales = ¢). Tales curvas se denominan curvas carégstieas.
Consideremos, ahora, la ecuati

ou ou

o +ayay 0, (v.1.1)

Ay~

cona? + aj # 0. Podemos reescribirla como- Vu = 0, con'V el operador gradiente
y a = (a,a,), de modo que toda funmn que vaie lo a lo largo de una direcan
perpendicular @& (es decir, que dependa de la coordenada "perpendiculaé sekicon.
Si, por ejemploga, # 0, cona, y a, constantes, la solumn general de\(.1.1) puede
escribirse como

u(z,y) = flz — 2y),

con f derivable, como esitil verificar:a - Vu = (a, — ay 5= )f'(x — %=y) = 0. En este
caso, la solud@n es constante a lo largo de las rectas aTy =c¢0 sea;y =cd+ 2y
gue son paralelas al vectar Esta familia de rectas se ‘conoce como famlllareetﬂas
caracteiisticas

Podemos obtener este resultado en fornda sisteratica. Notemos primero que, si
se efedla un cambio de variablés, y) — (z/,¢'), con

¥ =F(z,y), v =G(x,y),

siendo la transformagn invertible, tenemos

0 0 0
o Fz% +Gza—y,
0 0 0
oy Fy%—i_Gya_y”

donde el sulmdice indica derivada parcial respecto de la variableaes.
Esto puede escribirse en forma matricial como

o~

conDet[W] # 0.

D=WD'

F, G 2
9 W: v . 7D,: 85/)7
) (Fy Gy) (8_?/

Elofl
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V.2 CLASIFICACION DE ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO
ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

La ecuaaddn (v.1.1) puede escribirse en forma matricial cofme, a,) Du = 0. Plan-
teando la transformatn lineal

Y =xtay, y —a+By, atp (v.1.2)

se obtiend) = WD’, con

1 1
W = ( o B ) (v.1.3)
y la ecuaddn (v.1.1) se transforma e, a; ) D'u = 0, 0 sea,
ou ou
a;% a;a—y/ == O,

con

(a,ay) = (az, ay) )W = (a, + aay, a, + Bay) .

Anulando, por ejemplay,, tenemos:, + aa, = 0. Por lo tantopy = —a,/a,,. Eligiendo
B # a, se obtiener;, # 0y la ecuaddn se transforma, finalmente, en

ou
— =0
oy’ ’
cuya soluadbn es
/ a-T
u=fla) = fla—*y)
y

Hemos supuesta, y a, constantes. Notar que, sobre cualquier recta caistiter, la
solucbn de nuestra ecudni diferencial permanece constante. En un caés gene-
ral, sia, y a, son funciones déz,y), podemos emplear un procedimiento similar, pe-
ro utilizando una transformamn general que cumpla, por ejemplo, con la coriici
a, = a, Fy +a,F, =0y a, # 0. La curva caractéstica sed entoncesy’ = F(z,y) = c.

V.2. Clasificacbn de ecuaciones lineales de segundo or-
den con coeficientes constantes

V.2.1. Ecuaciones en dos variables

Como hemos dicho, muchos problemas relacionados con mealisiwos condu-
cen a ecuaciones en derivadas parciales. Con particularefie@ aparece la necesidad
de resolver ecuaciones de segundo orden. Aunque a menudotretasde problemas
lineales, es frecuente realizar suposiciones que los exdeni en tales. En lo que sigue,
discutiremos en detalle la clasificanide las ecuaciones lineales de segundo orden en dos
variables independientes con coeficientes constantesgrajemaremos al caso, siempre
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de segundo orden, conamvariables independientes. El tratamiento del caso deieme
tes variables puede encontrarse en [8]. Para comenzaeteasgy entonces:

0%u 0%u Pu  Ou  Ou

0— + 20—+ c—+d—+e—+ fu+g=0, v.2.1

8x2888288yfg (v.2.1)
con todos los coeficientes reales y constantes. Resultaahpteguntarse si es posible,
en general, hacer un cambio de variables no singular (iblergue reduzca la ecuéci
anterior a una forma equivalenteamsimple, en el sentido de elimin&rminos en deri-
vadas segundas, en forma similar al mecanismo que pereite llormas cuadticas a
su forma cabnica.

La clasificacbn de las ecuaciones de este tipo depende del comportandients
terminos que contienen derivadas segundas. Empecemosgcesitgor considerar la
ecuaocbn de segundo orden

0*u 0*u 0*u

a7 T Doy T o =0 (v.2.2)

Sia=c=0yb# 0, sereduce a

82
u _ 07
0x0y
osea; (%" ) = 0. Entonces = h(y), de donde se obtiene la solanigeneral

u(z,y) = f(z) +9(y),

con f y g funciones derivables arbitrarias, cada una de una de lagad@bles. La so-
lucion general se expresa, entonces,&minos dedosfunciones arbitrarias, cada una
constante a lo largo de una curva cardstarn.

Volviendo al caso general, pagab y ¢ constantes la ecudi (v.2.2) puede escribirse
en forma matricial como

D'ADu =0, A:(“ b),
b ¢

con D! = (3‘1, 83) Supondremos, sin perder generalidad, qug 0. Efectuando la

transformadn Imeal (v.1.2), obtenemos, e_itminos de las nuevas variables, la ecoaci
D'"A'D'u = 0:

82 0%u Ly Pu 0
‘o ox' Oy’ oy?
con .,
A= ( o b ) = W'AW
b a

y W dado por ¢.1.3), es decir,
a =a+2ba+ca’, b =a+bla+ B)+caf,d =a+ 203+ ch?.
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Podemos anular, ahora, tantocomoc¢’ si elegimosey y 8 como las dos fiaes de la
ecuacbna + 2bx + cx? = 0:

a —b+Vb? —ac
g c '

Sib? — ac # 0 (0 seaDet[A] # 0), a # B, en tal caso,
V' =2(a—0b*/c) #0.

La ecuaddn se reduce, entonces, a

2
0“u o,
ox' 0y’

cuya soluadbn general es
w(z,y) = f() +9).
Las rectas reales que integran las familias= = + ay = ¢;, con¢; constante, e

y' = = + By = ¢z, CONc, constante (cuando existen) se denominan rectas cashictEs.
Notemos que, por ejemplo, sobre la primera de estas fanskasene:

/ /
a—xdx+a—xdy:dx+ozdy:0
ox dy

y, por ende, las rectas que integran esta familia tienenigeted-o . Para la segunda
familia vale un comentario similar: su pendiente-e$!.

Veremos a continuan cdmo se clasifican las ecuaciones lineales y hamnegs del
tipo (v.2.2), segn seaDet[A] menor, mayor o igual a cero:

1) Caso hiperbolico: b* — ac > 0 (Det[A] < 0). Las dos r&cesa, 3 son reales y
distintas. La soluéin general es, entonces, de la forma

u(z,y) = f(z + ay) + g(x + By)

y posedlos rectas caractésticas x + ay = ¢,y x + fy = ¢, sobre las cualegy g son
respectivamente constantes. Un nuevo cambio,

SISL’/—l—’y/, t:$/—y/7
lleva la ecuadin hiperbolica a la forma

Pu Pu

0s® Ot
El ejemplo tpico de ecuadin hipertblica es la ecuadn de ondas en una dimeosies-
pacial

Pu_ 1o
ox?  v? Ot?
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«

B

u(z,t) = f(x —ovt) + g(z +vt),

(b=0,a=1,c=—1/v?,encuyocaso, = FuvY lasolucbn general es, entonces,

es decir, un pulso descrito pgrque se propaga hacia valores crecientes den velo-
cidadv mas uno descrito pag, que se propaga hacia valores decrecientes den la
misma velocidad.

2) Caso elptico: b* — ac < 0 (Det[A] > 0). Las dos r&ces son complejas conjugadas,
por lo quey’ = (z’)*. Podemos escribir entonces la sorccomo

b .
u(z,y) = f(z) + g(z"), Z=$/=:B—Ey+é\/ac—62y.

Esto significa que la solu@n es una suma de una fuboianaitica f(z) (definida, por
ejemplo, a tra@s de una serie de potencias), y una fanantiandtica g(z*).
Notemos, tami@n, que mediante la transformawilineal real

x+y b -y  Vac—b?
=r—-y, l= 0 = Yy
2 c 27 c

es posible llevar la ecudn elptica a la forma de Laplace,

0%u N 0%u

0s?  Ot?

En efecto, la ecuagh de Laplace es el paradigma de ecoa@liptica, y su soluén
general es

=0. (v.2.4)

u(s,t) = f(s+it) + g(s —it).

Esto esh de acuerdo con el conocido resultado de que las partesirataaria de una
funcion anaitica satisfacen la ecudxi de Laplace. En este caso no existen rectas carac-
teristicas reales.

3) Caso parabblico: v* — ac = 0 (Det[A] = 0). Aqui existe una sola fa, por lo que
tomamos, sb # 0 (en cuyo casa = —b*/c # 0) a = —b/c, 3 = 0. Esto conduce a
d=ayb =d=a-0%/c=0,porloque se obtiene

0%u

8y’2 =0,

cuya soluadbn general es
/ / / b b
u(zy) = fl@)+ygl@) = fle—"y)+ag(z - y)
b b
= flz—y)+yhlz—-y).
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Sib=0yc# 0= a=0ypodemos tomar’ = z, y = y en las expresiones anterio-
res. El ejemplo paradigatico es la ecuaén de difusbn, peroésta contiene, adeas, un
termino de primer orden (se disci@timas adelante). Notemos que, en este caso, hay una
sola recta caractistica:x — *—C’y = c. En este sentido, puede decirse que el caso phcab

es “intermedio” entre el hipedico y el elptico.

V.2.2. Simetias

Destaguemos que la ecuaside Laplace\.2.4), que podemos escribir com¥ADu =
0,conD = (%7 %)t y A la matriz identidad dé x 2, esinvariante frente a rotaciones
en el planos — ¢:

s =scosf+tsinf, t = —ssinf+tcosh,

cosf) —sinf
sinff cosf

ya que se tienél’ = (

10
A= 01 )

Esta propiedad se extiende a la ecGadle Laplace en dimensiones.

), conW? = W~y entoncesd’ = WIAW =

Analogamente, la ecudm de ondas\(.2.3), que podemos escribir comis ADu =
0,conD = (£, 2), A= (] 701/1)2), es claramentmvariante frente a boosts de Lorentz
enx — ¢

x' = xcoshf + vtsinhf, ' = (x/v)sinhf + tcosb

coshf v~ lsinh6 P . (1 0
vsinhf  coshd )yA_WAW_A_(O —v‘z)'

Ambas ecuaciones son, adam obviamente invariantes frente a traslaciosies
s+a,t = t+bparala ecuadin de Laplace, o bied = z+a,t = t+b paralaecuadin
de ondas, con y b constantes.

yaque, en este casd; = (

V.2.3. Formulacion general

Como anticipamos, la clasificdxi de las ecuaciones de la fornrvaZ.2) en hiperbli-
cas, €lpticas y parablicas es totalmente atoga a la clasificabn de seccionesnicas o
ecuaciones algebraicas cuatitas (z,y)A(;) = 0). En el caso que nos ocupa, la matriz
real A es singtrica y, por lo tanto, es siempre diagonalizable por mediarta transfor-
macin unitaria real (ver Apndice A): ExistdV, conWW—! = W' tal queA’ = W!AW
esdiagonal es decirp)’ = 0. Por lo tanto, la transformamn correspondiente

' =Wy + Way, v = Wi + Wiy
lleva la ecuadin (v.2.2) a la forma diagonal

,0%u  ,0%u
a o2 ¢ oy’ -
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donded’, ¢’ son los autovalores dé&, que son siempre reales:

a a+c a—c

C’:2i<2

)2+ b2

Caso hiperblico: Corresponde a autovalores nulos de signos opuestd3et(A) =
ad =ac—b <0

Caso eiptico: Corresponde a autovalores no nulosmé&mo signoDet(A) = a'¢ > 0.
Caso parablico: Corresponde a un autovaloulo: Det(A) = a'¢ = 0.

En el caso general devariables, las ecuaciones de segundo orden con coeficreates
constantes se clasifican de modalago. La ecuaéin de segundo orden

= 0%u
A =
Z * (9:162-8:1:]- 0’

i.j=1
conA;; = Aj;, puede escribirse en forma matricial como
D'AD =0,

con la extengin evidente de la notam anterior. La ecuaon se dice de tipo gitico si
los autovalores del son todos no nulos y del mismo signo, de tipo hipéido si son
no nulos y todos del mismo signo excepto uno, de tipo ultexbipico cuando son todos
no nulos, corp de ellos de un signo ¥ — p de signo opuestp(n — p > 1), y de tipo
paralblico cuando existe al menos un autovalor nulo. Notemos @utakificacdn dada
sigue siendo&lida, aun cuanda, b, ¢, d, e, f no sean constantes. En este caso, la eonaci
puede cambiar de tipo en distintas regiones del plano. @m‘pﬂp,yz gngFQ%dmgﬁd Y —

0 es elptica cuanda,®> — 22 > 0, paraldlica paraz? = 3 e hiperlblica en la reghn
y? — 2?2 < 0.

Finalmente, consideremos la ecuaclineal homoénea de segundo orden en dos varia-
bles con coeficientes constantes completa:

Ou O u —i—c@—l—da——l—e@——kf 0.
a2 " Voxdy | oy Cor oy T

La misma puede escribirse en forma matricial simetrizadaoco

D'ADu+ $(B'D + D'B)u+ fu=0,

conB = (%), B! = (d, e). SiDet[A] # 0 (casos hiperblico o elptico), podemos reescri-
birla en la forma
(D' - CYHA(D - C)u+ flu=0,

dondeC = —%A”B = @) f'=f- C'AC. En estos casos, el reemplazo

u(x,y) = e (x,y)
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permite escribi{D — C)u = e“*T¥ Dwy (D' — C")e* W ADw = e=*+¥ D' A Dw,
lo cual nos conduce a
D'ADw + f'w = 0,

es decir, a una ecudxi sin terminos en derivadas primeras, paraEsto no es siempre
posible en el caso paralico.
El mismo tratamiento puede aplicarse al casa ¢ariables independientes.

V.3. El método de separadn de variables

V.3.1. Consideraciones generales

Es el metodo adecuado para resolver ecuaciones diferenciaksids en derivadas
parciales, cuando involucran sumas de operadores difatesn@n distintas variables y
regiones geoktricas de tipo rectangular (es decir, producto) en dichdaahes.

Consideremos una ecuéanidiferencial para una furtmi incdgnitau(z, y) de la forma

L,(u)+ L,(u) =0, (z,y)€ R, (v.3.1)

donde:
) L, es un operador diferencial lineal que depenale sle la variable independienig
tal como—Z; o

L=~ (pla) ) +a(e), (v32)

y aralogamenteL, es un operador diferencial lineal que dependi® sle la variable
independiente, tal como—%, o] a%’ o tambén de la formay(.3.2).
II) R es una redin productoen las variables, y:

R=R,xR,, (v.3.3)
conR, = [a,b], R, = [c, d], es decir, un reéingulo
a<zx<b c<y<d, (v.3.4)

donde, en generat, b, ¢, d pueden ser finitos o tandm infinitos.
El ejemplo tpico de {.3.1) es la ecuadn de Laplace en coordenadas cartesianas para
una regdn rectangular,

2 2
%—l—g—;:o,agxgb,cgygd. (v.3.5)

El método consiste en ensayar una s@uagdroducto de la forma

u(z,y) = X(2)Y(y), (v.3.6)
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dondeX (z) es funcon dex solamente & (y) funcion dey solamente. Reemplazando en
(v.3.1) obtenemos

Lo[X(2)]Y (y) + X(2) Ly[Y (y)] = 0 (v.3.7)
y por lo tanto, asumiend® (x)Y (y) # 0y dividiendo porX (z)Y (y),

Lo(X(2)]  Ly[Y(y)] _
X(2) + Y(y) =0, (v.3.8)

es decir,

L(X@)] L)
X)) © Y (v-3.9)

Como cada fracéin dependedo de una de las variables independientes, y queremos que

la igualdad anterior se satisfagdz, y) € R, laUnica posibilidad es que ambos cocientes
seanconstanteses decir, independientes de dey:

L(X(2)] _ LyY()] _
OB k. (v.3.10)

Esto implica las ecuaciones
Lo[X(2)] = kX (2), Ly[Y(y)] = —kY(y), (v.3.11)

con lo cual hemos reducido el problema original a dos ecnasidiferencialesrdinarias
que dependen de una constante, hasta ahora arbitralanominandoX (x), Y_,(y) a
las soluciones generales de las ecuaciones anterioreseoids una solu@mn producto
Xp(2)Y_k(y) de (v.3.2).

Es importante destacar que no estamos diciendo que la @oldei{/.3.1) es nece-
sariamente un producto, sino que admite soluciones prodDeido que la ecuamn di-
ferencial es lineal, podemos luego plantear una soitugias general como combinaci
lineal de productos:

u(z,y) = Z e Xp(2)Y_i(y) (v.3.12)

que, obviamente, no seen general un productér)g(y).

Los posibles valores de quedan determinadgmr las condiciones de contorno del
problemay es aqiudonde comienza a deseniijae un papel fundamental el hecho de que
R sea una re@in producto. Por ejemplo, supongamos que requerimos unai@olde
(v.3.1) que satisfaga la condiei de contorno

u(a,y) =0, ulby) =0, Vyé€ed. (v.3.13)
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Esto implica, para la soluan producto, queX(a) = X (b) = 0. La primera de las ecua-
ciones {.3.11) se transforma entono&s una ecuadin de autovalores para el operador
L., con las condiciones de contorno anteriores:

Lo(X)=kX, X(a)=X(b)=0, (v.3.14)

de la que se buscan, obviamente, soluciones no triviales, 85 de la forma\(.3.2),

(v.3.14) eda ecuacon de autovalores para el operador de Sturm-Liouvillecon las
condiciones de contorno homageasX (a) = X (b) = 0 (para las cuale$, es autoad-
junto). En general, para esta o cualquier otra coddidie contorno para la cual, resulte
un operador de Sturm-Liouville autoadjunto, sabemos geedacdn (v.3.14) conduce
a

E=X X(z)=X,(z), n=1,2,3,... (v.3.15)

donde)? denota el eésimo autovalor dé., con la condiadn de contorno dada, ¥,,(z)
la correspondiente autofuidei. Una vez obtenida?, se procede a resolver la segunda
ecuacbn de {.3.11),

L,(Y) = -\Y (v.3.16)

la cualno es una ecua6n de autovalorespues)\? est ya determinado. Si, es un
operador diferencial que involucra hasta derivadas sexgrd soludn Y,,(y) de esta
ecuaobn tenda dos constantes arbitrariasySepresenta una posisi, una de ellas puede
utilizarse para satisfacer una conditide contorno en otro de los bordes, tal como

(0 Y(o0) acotada sil — o0), lo cual deja libre una constantg. De esta forma, obtene-
mos las soluciones producto

un(2,y) = cnXn(2)Ya(y),

y podemos plantear una sol@nimas general de la forma
u(@,y) = enXn(2)Ya(y). (v.3.17)

Las constantes, pueden, finalmente, obtenerse a partir de una camobé contorno no
homogena en el borde restante, tal coma;, ¢) = f(z), obtenéndose la condion

u(z,e) =Y enXn(2)V(c) = f(z). (v.3.18)

n

Estalltima ecuadn corresponde al desarrollo en autofuncionek dae la funcon f(z).
Por completitud del conjunto de autofunciones, sabemotatjdesarrollaes posible para
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cualquierf( ) que satisfage (a) = f(b) = 0, siY,(c) # 0V n. Por la ortogonalidad de

las X, ( f X ()X, (x)dx = N(n)d,, paraL, autodajunto), obtenemos entonces
b
X, d
enYa(e) = { al@) f(2)dz (v.3.19)
[ X (2) X (x)da

de donde se obtieng. Si el problema original contéa datos no homadmeos en ambas
fronteras, tal coma(z,c) = f(z), u(z,d) = h(x), se puede proceder en forma similar,
planteando la soluéh como suma de aquella patér, c) = f(x), u(x,d) = 0y aque-
lla parau(x,c) = 0, u(z,d) = h(x), o bien determinando las dos constantes’gle)
simultaneamente con las anteriores condiciones. Para otratmrel de contorno para
las queL, sea autoadjunto, se procede en forma similar, como sealetalhs secciones
siguientes.

Si, en cambioy representa una variable temporal, es dgci ¢,y siL, = L,
involucra hasta derivadas segundas, las dos constantearéab deY,,(¢) pueden deter-
minarse a partir de las condiciones iniciales, ty) = f(z), u(x,ty) = h(x), donde
u(z,tg) = %hzto, gue nuevamente conducen, utilizangta3(17) paray = t,, al desa-
rrollo de f(z) y h(x) en las autofunciones de, (los detalles se dan en las secciones
siguientes). Aalogamente, sk, contiene 6lo derivadas de primer orden er,(¢) con-
tendi& una constante arbitraria, que se godieterminar de la condimn u(x, tg) = f(z).

Los resultados anteriores sugieren que etado de separami de variables es sufi-
ciente para proporcionar la soldaidel problema planteado bajo las condiciones previas.
Esto es, efectivamente,ia®odemos arribar a esteétndo desde otro punto de vista,
planteando un desarrollo de la sofutiu(z,y) en autofuncionesy, (z) de L, con la
correspondiente condimn de contorno:

u(@,y) = ca(y) Xulz), (v.3.20)

n

donde, en principiog, (y) = % No obstante, si\(.3.20) debe ser solum

de (v.3.1) y la convergencia es uniforme, entonces, reemplazand/.3.1),

0= Z{)‘mcn +L [Cn( )]}Xn(x) )

lo que implica, dada la ortogonalidad de [&s(z), queL,[c,(y)] = —A%c,(y), es decir,
cn(y) o Y, (y). Vemos, pues, que si bien una so@rciproducto es una soliei muy
particular de ¥.3.1), la soluddn general (con condiciones de contorno que haganun
operador de Sturm-Liouville autoadjunto) puede expr&saosno una suma (o serie) de
soluciones producto.

Es evidente que, si las condiciones de contorno h@meags esin dadas sobre la va-
riable y en lugar der, con L, autoadjunto con tales condiciones, se procede en forma
similar (y <> x). Y siy representa en realidad a un conjunto de variables indegraedi
distintas der, se procede tamén en forma afloga, realizando luego una nueva separa-
cion de variables en la ecuéaiL,(Y) = —A?Y, en caso de ser esto posible.
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Observaciones:
1)siL, — (1)Lx, con L, un operador de Sturm Liouville y(x) > 0 paraz € (a,b),
entonces Ia ecuamn de autovalores resultante,

contiene una funéin de pes(x). Nada cambia formalmente en las expresiones ante-
riores (aunque los autovalores y autofuncioriesambian y las condiciones de contorno
deben ser las adecuadas), salvo que la ortogonalidad es@ropesy(zx), por lo que

se debe incluip(z) en las integralesy(.3.19).

2) Las expresiones anteriores pueden extenderse a unaiatéty infinito o semi-
infinito (por ejemplop — o), si L, y las condiciones de contorno son adecuadas, pero
en tal casm pasaé a unindice continuo«®{ — k), con las autofunciones satisfaciendo la
ortogonalidad/, _, X; ()X (v)dx = N(k)d(k — K'). El procedimiento resulta equiva-
lente a resolver el problema por medio de una transforneailecuada (transformada de
Fourier, etc.), como se v@en las secciones siguientes.

3) SiY,,(c) = 0 para alginn, el desarrollo¥.3.18) puede no ser factible para algunas
f(x) (las que contengan una componente no nula en la “doatde la X, (z) corres-
pondiente). Pero esto no es un defecto detado de separami de variables, sino del
problema planteado: En estos casos el operadar L, resulta singular (posee un auto-
valor 0) y no existe necesariamente sobucélel problema planteado £fx) es general.

Los ejemplos espéficos que desarrollaremos en detalle en l@xjpnas secciones, y que
son todos de la formav(3.1), son:

1) La ecuadn de Laplace\(.3.5) en coordenadas cartesianas para unamegctangular,
y su extendgin a regiones producto tridimensionales-dimensionales.

2) La ecuadn de Laplace en coordenadas polares para en un sectoagircul

*u  10u 1 0%u

- —Z = <r<bp <0<0b,,
87’2+r87‘+r2892 0, asr<b 0<0<

cona > 0. Si bien no es directamente de la fornva3.1), puede ser llevada inmediata-
mente a dicha forma multiplémdola por-72. Es interesante observar que) st 6 < 2,

la mera continuidad de la soldei y su derivada implica condiciones de contorno pe-
riodicas ery. Siu(r,0) = R(r)0(0), Ia correspondiente ecuéai Ly(©) = kO es una
ecuaocbn de autovalores patlay = 692 (con condiciones de contorno padicas), que
implicak = —\? = —n?, conn entero yO,,(0) = ¢™. En tal casol,[R(r)] = —n?R(r)

no es una ecuamn de autovalores. Los detalles sealaen las secciones siguientes.

En forma similar se trata la ecuaa de Laplace en un sector estoa < r < b,

0y <0<05,0< ¢ < O

3) La ecuadn de ondas unidimensional

Pu 1 0%u
@_FW_O a<:c<b t>0

191



V.3 EL METODO DE SEPARACDN DE VARIABLES

4) la ecuadn de difusbn unidimensional,

P o
oxr2 ot

Estas ecuaciones s@restudiadas en las secciones siguientes, al igual quetensienes
a dos y tres dimensiones en georfatipo producto en variables cartesianas o polares.

V.3.2. Autovalores y autofunciones de.,, + L,
Consideremos ahora el problema de autovalores en dos donessi
(Ly + Ly)(u) = Au, (z,y) € Ry x Ry, (v.3.21)

con una cierta condioh de contorno en el borde que hagé.a+ L, autoadjunto, tal
como

u(a,y) = u(b,y) =0, u(z,c)=u(z,d)=0. (v.3.22)

El problemaipico es el de los autovalores del laplaciano en urarepilo,—Au = \u,
(z,y) € R, x R,, 0sea,

Pu  u
_<@ + 8_3/2) = )\U, (xvy) € R, X Ry . (V323)

Escribiendoy.3.21) comq L, + L, — A\)u = 0, podemos aplicar el &todo de separam
de variables, que conduce a las ecuaciones

Lo(X) = kX, X(a)=X(b) =0, (v.3.24)
L,Y) = (A=Fk)Y, Y(c)=Y(d)=0. (v.3.25)

Las ecuacionesv(3.25) sonambasecuaciones de autovalores pdray L, (puesA no
esh determinado), por lo que

ko= A, X(2) = Xo(z), n=1,23,..., (v.3.26)
A=k = XN, Y@y =Ynly), m=1,2,3,.... (v.3.27)

Esto implica\ = \,,,,, con

Aom = AT AV (v.3.28)
U (,9) = X(2)Vin(y) - (v.3.29)

Los autovalores dé, + L, en una redin producto son, entoncda,sumade los autova-
lores deL, y L,, mientras que las correspondientes autofuncioneglsmmductode las
autofunciones dé, y L,,.
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Puede demostrarse gteelaautofuncon deL, + L, en una redgin producto es, o bien
un producto de autofunciones fley L, (autofuncon producto), o bien una combinacion
lineal de autofunciones producto asociadas al mismo aletof@iando la dimenén del
espacio propio es mayor que uno). Efectivamente, de exisdiautofundn no producto
con autovalor distinto de los correspondientes a las gleson, debéa ser ortogonal
a toda autofunéin producto, por ser las autofunciones de un operador gutdgadrto-
gonales, pero toda furemu(z, y) en R, x R, que satisfaga las condiciones de contorno
puede desarrollarse como suma o serie de autofuncionesgiwo@omov y <€ |c, d],

B f; X (x)u(z,y)dx

u(r,y) = ;Cn(y)Xn(:U), en(y) = X X)ds (v.3.30)
y, adenas,
4V (y)Caly)dy
Cn = Canm y Cnm = < s v.3.31
D=2 cm¥uly [TV )Y )y 330
entonces
b rd yr« *
w(2,y) =D ComX(@) Yo (y), Cum= Jo Je Xi@Va @l y)dedy o 05

s 2 X (@) X () da [1 Yy () Yo y)dy

Una funcbn ortogonal a todo producto, derivable y que satisfagadadiciones de con-
torno debe, por lo tanto, ser nulg,f, = 0V n, m).

Por otra parte, si se tiene una autofmchno producto cuyo autovalor coincide con
alguno de los autovalores asociados con las autofunciarees bp son, nuestro razona-
miento anterior muestra que la misma (ortogonal a todasdasproducto que corres-
ponden a autovalores distintos al propio) debe, necesanignser combinagn lineal
de aqellas tipo producto con las cuales comparte autovalor y)gtanto, linealmen-
te dependiente. El conjunto ortogonal de todas las autafnes producta,,,,(x,y) =
X, (z)Y,,(y) es, entonces, completo éf) x R,.

Ejemplos espéficos sean desarrollados en las secciones siguientes.

V.3.3. Autovalores y autofunciones d%Lx + g(z)Ly,

Consideremos, ahora, un problema de autovaloésgeneral,

1
(MLI + g(x)Ly)(u) = Au, (z,y) € Ry X Ry, (v.3.33)
dondeL, y L, son operadores diferenciales del tipo de Sturm-Liouviti¢as variables
x ey respectivamente.
Esta ecuadin surge, por ejemplo, al considerar el problema de autmsbtel lapla-
ciano en unare@n circular—Au(r, 0) = Au(r,0), (r,0) € R, x Ry. M&s precisamente,
0*u 1@ 1 0%u

_(WJF;GTJFE@):/\% a<r<b 0<60<6,, (v.3.34)



V.3 EL METODO DE SEPARACDN DE VARIABLES

gue puede escribirse en la formaJ.33):

_(12(7«%) + l@)
ror Or r2 00?

Como condiciones de contorno podemos considerar, por ejenppéy se anule en los
bordes sie > 0, 6,, < 2x. Si, en cambiof,, = 27 (anillo o disco), deben imponerse
condiciones de contorno pédicas erf y, sia = 0 (disco o sector de disco), debe pedirse
gueu permanezca acotada para> 0, como se discub anteriormente.

Retornando a\(.3.33), por simplicidad de notam consideraremos en lo que sigue
quewu se anula en el borde, cdd = R, x R,y R, = [a,}], R, = [c,d]. Planteando
nuevamente env(3.33) una soluéin productou(z, y) = X ()Y (y), se obtiene

= Au, (r,0) € R.x Ry. (v.3.35)

ﬁLx[X(f””W T 9(@)X (@)L, [Y (4)] = AX ()Y (y). (v.3.36)

y, por lo tanto, dividiendo pog(z)X ()Y (y),

L[ 1 LX@] ) LY
9(x) {,O(I) X(z) /\}+ Y (y) 0, (v.3.37)
es decir,
LY(y)] 1 {1 L[X(@] | _
Y(y) gl {p(:c) X (z) A} k (v.3.38)

conk constanteEsto conduce a las ecuaciones

LIY(y)] = (), Y()=Y(d)=0,  (v.3.39)
L.[X(2)] + kp(e)g(2)X(2) = Ap(@)X(2), X(a)=X(5)=0. (v.3.40)

La primera de estas ecuaciones es una eonale autovalores estdar para.,, por lo
que

k=N, Y(y)=Y.(ly), m=1,2,3,... (v.3.41)

con)\, eY,,(y) los autovalores y autofunciones figcon la condicdn de contorno dada.
La segunda ecuami la podemos ahora reescribir como

L7 X (z)] = Ap(x)X (z), X(a)=X(b)=0, (v.3.42)
que es una ecudm de autovalores con peg(r) para el operador
Ly =Ly + A9(z)p(x), (v.3.43)
donde el supiiadicem indica que depende d¢, . Entonces

A=A X(x)=X"(z), n=1,2,3... (v.3.44)

n
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donde\”, X' (z), son los autovalores y autofuncionesdg, identificandom el auto-
valor correspondiente dg,.

Los autovalores ya no son la suma de los autovalords, geL,,, pero las autofuncio-
nes contiian siendo el producto de dos autofunciones, una,deotra deL]" con peso

p(x):

Por ejemplo, en el caso de la ecudaciv.3.35) pard) < § < 2ry0 < r < b, con
u(b,0) = 0, la ecuadn (v.3.39) resulta

2
_?97? e (v.3.46)

que, junto con las condiciones de contorno @aidas, implicad () « ¢*?, conk = v?
y v entera La ecuaddn (v.3.42) es, entonces,

o, OR. v?
—o () + %R = rAR, (v.3.47)

gue es una ecudmi de autovalores para el operador de Sturm-LiouYille- —%(r@) +

2 ’ o . 87.
“ con peso. Esta ecuaéin puede escribirse como
R v?
R+ +0-D)Rr=0,

r 72

gue es una ecuam de Bessel. Pafa< r < b, ya sabemos (ver céplo Ill) que lalnica
solucbn acotada de esta ecuaties proporcional a

R,(r) = Ju,(VAr), (v.3.48)

con J, la funcion de Bessel de primera especie. La cordiaile contornaR(b) = 0
implica entonces/\ = k*/b, conk” el m-ésimo 0 de la funéin de Bessel,, v > 0
(J,(k¥) = 0). Por lo tanto, los autovalores y autofunciones del lapraxien la reghn
0<r<b0<6 <2, son

A= (K22 /6%, (1, 0) = Jj (kir /b)e™ (v.3.49)

existiendo dos autofunciones linealmente independigmesada autovalor sy # 0
(v = £lv)).

Tanto este caso como el caso de las autofunciones del aptaen regiones ¢idri-

cas y edfricas se tratan con mayor detalle en las secciones siguientes.
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Figura 26: Esquema discreto para derivar la e@rade ondas en una dimeasi

V.4. Ondas en una dimengn espacial

V.4.1. Generalidades

El ejemplo nés fpico de ecuaéin de tipo hiperblico es la ecuaéin de ondas. Empe-
cemos estudiando el caso de una dim@msgispacial, considerando la propag@adie las
ondas que se producen en una cuerda vibrante hemeag La ecuadn que gobierna la
deformacdn de la cuerda vibrante sin forzado externo puede dedy®irsensiderando
un conjunto de paitulas de masa: = ph, unidas por tramos, de longitud de una
cuerda con masa despreciable, sometida ademsinstantd’. Llamaremos;(¢) al des-
plazamiento vertical de la—ésima paittula, medido a partir de su posda de equilibrio
y 0; alangulo que forma con el ejepositivo el segmento de cuerda que une lad@alets
j—eésimayj + 1—ésima (ver figura 26). Entonces, para deformaciones [fiegue

uj (£) — u;(t)
- :
Por lo tanto, las componentes de la ténssobre laj—ésima paiitula son:
w1 (t) — 2u;(t) 4 w1 (f)
h )

sinf; ~ tant; ~

TV:TSiIle—TSiHQj_le Ty ~0

y la segunda ley de Newton implica:

oo Tug () — 2uy(t) +uya(t)
iij(t) ~ ; h2 :

Si, ahora, tomamos €lnite h — 0y m — 0, conp constante, el iimero de partulas
tiende a infinito y, al mismo tiempo, @ldice; se transforma en una variable continya

de modo que el sistema de ecuaciones ordinarias se tramséria siguiente ecudaxi
diferencial:

Upg — V Uy = 0, (v.4.1)
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donde los suimdices indican derivadas parciales y= /7'/p es la velocidad de propa-
gacbn, conp la densidad lineal de masa (constante)) Ya tenson. En caso de existir
una fuerza externa que aéetsobre la carga, se obteada correspondiente ecuaniin-
homognea, con inhomogeneidad igual a la fuerza externa por diniddongitud de la
cuerda.

Mencionemos, tambn, que la ecuadh de ondas\(.4.1) puede obtenerse a partir de
la densidad lagrangiana

L=1p(uf —v’ul).

2 9L

5o 5. =0 conducen inmedia-
r Oug

Las correspondientes ecuaciones de movimieggt%f,—t +
tamente au;, — v?u,, = 0 (ver VI1.2).

V.4.2. Solucon de D"Alembert para la cuerda infinita

Antes de analizar los casos con condiciones de contorrayessmos la ecuagn de
onda para una cuerda infinita. En este caso, como veremats doaisestablecer las condi-
ciones iniciales para encontrar la sofutitanto de la ecuamn homognea o libre como
de la ecuad@n inhomo@nea o forzada. Dado que se trata de una egnatiferencial de
segundo orden en el proceso de determinar su sofutrequiere dos integracionesy, por
lo tanto, es necesario el conocimiento de dos condicionegsles (perfiles iniciales de
deformacbn y de velocidades). Comencemos por el problema hémegy determine-
mos su soludn, conocida como soluan de D" Alembert. Como hemos visto, dado que
(v.4.1) es una ecuam hipertlica, su solud@n general tiene la forma

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt), (v.4.2)

lo que representa una ongiér — vt) propagindose hacia valores crecientesadeon
velocidadv (onda progresiva) y otrg,(z + vt), propagndose hacia valores decrecientes
dex con velocidad-v (onda regresiva). El primeetmino es constante a lo largo de las
rectas caractesticase — vt = ¢; y el segundo lo es a lo largo de las rectas carestieas
T+ vt = co.

Dado queu(z,t) tiene la formay.4.2), las condiciones iniciales (deformaaiy ve-
locidad iniciales de cada punto de la cuerda) implican

u(z,0) = ¢(z) = f(z) +g(z),
u(z,0) = P(x) = v[g'(z) — f'(x)]

y podemos determinar las funciongy g como
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Figura 27: La deformabn « como funcon dez y ¢ para deformaéin inicial ¢(z) =
(1 —|z|)H(1 — |z|) y perfil inicial de velocidades(z) =0, v = 1.

dondeV(z) = f;‘; Y(2')dx’ es una primitiva de)(z). Teniendo en cuenta qui(z +
ut) — W(z —vt) = [Ty (a')da’, se encuentra que la soltoiesh dada por

r—ut

z+ut
u(x,t) = %[gb(x —vt) + ¢(x + vt)] + %/ (a')dx' (v.4.3)
r—vt
gue se conoce como la solanideD’ Alembert. La forma inicialy(z) se separa, entonces,
en dos pulso§¢(xivt) gue viajan en sentidos opuestos, mientras que la veloawdadli
origina dos pulsos de distinto sigao- ¥ (z+vt), tambén viajando en sentidos opuestos.
Partiendo la integral en forma adecuada,aesl fverificar que la soluéin de D”Alembert
respeta (obviamente, pued &sdedujimos) la forma general (suma de ondas progresiva
y regresiva) de la ecudui v.4.2.

V.4.2.1. Solucdn fundamental para la cuerda infinita

Es interesante observar que la salucde D" Alembert tamléin puede expresarse en
la forma

u(x,t) = /OO [Ki(z — 2/, t)p(2") + K(z — 2/, t)(2")]da’, (v.4.4)
donde
K(x—x’,t):%[H(m—x'%—vt)—]—!(x—x'—vt)] (v.4.5)

es la soludn de la ecuadin homo@nea

Ki(r — 2’ t) — v* Koz —2',t) =0 (v.4.6)
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Figura 28: La deformadin « como funcon dez y t, para deformaéin inicial ¢(x) =0y
perfil inicial de velocidades (z) = H(1 — |z|),v = 1.

correspondiente a las condiciones inicialés: — 2',0) = 0y K;(z — 2/,0) = §(z — 2').
K(xz — 2/, t) se denominaolucbn fundamentay, a vecesfuncion respuestaDepende,
en el caso de una cuerda infinitéd|s de la diferenciac — 2/, debido a la invariancia
traslacional. Para > 0, K(z,t) = 1/(2v) en elcono del futuro(la regon |z| < wvt),
anubndose fuera del mismo, mientras que para0, K (x,t) = —1/(2v) en elcono del
pasado(|z| < —wt), anundose tamigin fuera del mismo.

Parat > 0, K(z — 2/, t) es, por lo tanto, no nula (e iguall@d(2v)) solo en el intervalo
|z — 2’| < vt, mientras que;(z — 2/, t) = (0(z — 2’ + vt) + 6(x — 2’ — vt))/2. Para
t > 0, los datos iniciales que se encuentran fuera del cono datlpatel puntdz, ¢) no
afectan, en consecuencia, el valonde, t).

La ecuaddn (v.4.4) muestra que la soluei para las condiciones iniciale$z, 0) =
0V, u(z,0) = ¢ (x) es la convoludn, en la variable;, de la solugdn fundamental con
Y(z). Por su parte, la soluan correspondiente @(x,0) = ¢(x), u(z,0) = 0Vzx es la
convolucbn de K, con ¢(x). En efecto, es directo mostrar que, dado @l — «/,t)
satisface la ecua@mn homo@gnea V.4.6), K,(x — 2’,t) tambén la satisface. Adeas,
la segunda condién inicial satisfecha pok (x — 2’,0) muestra que su derivada tem-
poral satisface la condimn de tener una deformaai inicial igual a la delta de Dirac.
En cuanto a su perfil inicial de velocidades, de la edradiferencial ¥.4.6) se tiene
Ky(x—12',0) = v*K,.(x — 2’,0) = 0, debido a quéX es icenticamente nula para= 0.

Notemos, tami@in, que la soluéin parau(x,0) = ¢(x) y u:(x,0) = 0Vz puede ob-
tenerse por convoluah de¢(x) con Ky (x — 2/, t) y, por lo tanto, es la derivada temporal
de la soluadn correspondiente @ z,0) = 0Vz y u,(z,0) = ¢(x), lo que puede verifi-
carse directamente. Finalmente, la propiedad de supeiposinplica que la soluéin de
la ecuacdbn homo@nea, con ambas condiciones iniciales no nulas, es la sutaa des
anteriores.
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t—t'=—(X—Xx")/v t—t'=(x—x")/v |

(X
(x\,t)
t'—t=—(X"-x)/Vv

X'

t'—t=(X'-Xx)/v

Figura 29: Izquierda: El cono del pasado y el cono del futaspecto de un punta’, t’)

en el plano(z,t). Ambos forman el soporte d& (x — «’,¢t — '), mientras que o el
cono del futuro es el soporte déx — 2/, t —t"). Derecha: El cono del pasado de un punto
(x,t) en el planaz’,t'), que es el soporte d&(z — 2',t — ).

V.4.2.2. Ecuacdn inhomogenea. Funcon de Green causal para la cuerda infinita

Consideremos ahora el problema de las vibraciones forzadasalcuerda. En este
caso, tendremos:

Ut — UQ“’ICL‘ = f(ma t) ) (V47)

con f(x,t) = F(x,t)/p, siendoF(z,t) la fuerza externa aplicada por unidad de lon-
gitud. Entonces (suponiendo qugy u; se anulan para — +oo) tenemosiE/dt =
ffooo w F'(z,t)dz, donde la integral representa la potencia aplicada.

La solucbn de {.4.7) puede obtenerse por distintostodos. Consideraremos agui-
camente el ratodo basado en la furizi de Green causal. Definimosfiancion de Green
causalcomo

Gz, t) = K(x,t)H(t), (v.4.8)

dondeH (t) es la funcdbn de Heaviside. Puede verificar el lector duer — 2/, ¢t — t')
satisface la ecuamn

Gulx — 2/t —t) —0*Gup(v — 2/t —t') = 5(t —t")6(z — 2') (v.4.9)

dado queky; — v*K,, =0y K(x,t)0(t) = K(x,0)d(¢t) = 0. EntoncesG(z — 2/, t — ')
representa la respuesta del sistema a una fuerza imputsialgpeintox’ y en el instante
t’, estando el sistema en reposo patat’. Depende&lo dex — 2’ debido a la invariancia
traslacional. Adefas,G(z — 2',t — t') = G(2/ — z,t' — t) ya que, siendo autoadjunto
el operador en derivadas parciales, se satisface la pexpieel reciprocidad, de modo
totalmente aalogo al ya discutido en el contexto de problemas de StuwnMilie. Como
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funcion dez, t, G(z,t) es no nula (e igual &/(2v)) sblo en el cono del futuro del punto
(', t") (|lx—2'| < v(t—t")) mientras que, como funmn dez’, ¢, es no nula&lo en el cono
del pasado del punta, t) (|2’ — z| < v(t—t')). La solucon de la ecuadin inhomo@nea
(v.4.7), suponiendo que el sistemaaeh reposo para = —oo Yy teniendo en cuenta
la linealidad de la ecuawn y el hecho de que podemos descompdfietr¢) como una
integral de fuerzas impulsivag (. t) = [*°_ [*_ f(a',¢)6(x — 2/)é(t — t')da’dt’), es

u(z,t) = /00 /00 Gz — 't =) f(a', t")dx'dt’, (v.4.10)

donde el integrando es, por supuesto, no nalo en el cono del pasado del puritg ¢).
Esta doble convolu6n de la funddn de Green causal con la inhomogeneidad se conoce
como Hrmula de Duhamel.

Problema sugerido V.4.1Verificar, utilizando la linealidad de la ecuaanique, efec-
tivamente, la expreSn anterior para(z, t) satisface la ecuawn (v.4.7).

La solucbn general de la ecuasi

Uyt — Uzua:x = f(ili', t) )

con f(z,t) = 0 parat < 0y las condiciones inicialeg(x,0) = ¢(x), u(x,0) = (x),
puede entonces escribirse, para 0, como

u(z,t) = /00 [Ki(z — 2, t)p(2") + K(x — 2, t)(2)] da’
+ /_Z /_Z Gz — o't =) f(', ¢)d'dt", (v.4.11)

donde hemos utilizado la propiedad de superposialerivada de la linealidad de la ecua-
cion diferencial.
Como ejemplo simple, gi(z,t) = —cH (t) (fuerza constante pata> 0) y ¢(z) = 0,
Y(x) = 0, se obtiene, para> 0,
c t z+ot!
u(z,t) = %, dt'/x de’' = —ct?*/2,

—ot!

resultado que corresponde a una aceléraconstante de los puntos de la cuerda.

V.4.3. Cuerda semi-infinita con extremo fijo

Analicemos ahora el comportamiento de una cuerda semitandion origen e = 0.
Supondremos, primero, que la cuerda se encuentra fija erxgsene, o que implica
la condicbn de contornau(0,t) = 0 V ¢. Consideremos, en primer lugar, la ecéaci
diferencial homognea { (z, t) = 0) con condiciones iniciales(x, 0) = ¢(x), us(z,0) =
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Y(x), dondeg y ¢ esén definidas para > 0. Debemos, entonces, encontrar la sdlaci
al problema

Uy — V2 Uy = 0, (v.4.12)
u(z,0) = o), (v.4.13)
u(z,0) = P(x), (v.4.14)

parax > 0, con la condiddn de contorno
w(0,) =0 Vt>0. (v.4.15)

Podemos utilizar la solugh de D’Alembert que hemos estudiado antes, extendiendo
en forma ficticia la cuerda a todos los valoresrdeconsiderando, desps, lo la solu-
cion en la regin fisicax > 0, a condicon de garantizar el cumplimiento de la conditi
de contorno extendiendo adecuadamente las funciopgsy ¢(z), que $lo estn defi-
nidas parar > 0, a la regon no fisicax < 0. Es un caso particular del llamadctodo
de las imhgenes, de amplia aplicaai en la resoluéin de problemas con condiciones de
contorno. Veremos a continuaa que la forma adecuada de garantizar el cumplimiento
de la presente condimi de contorno consiste en extender ambas funciones quendete
nan las condiciones iniciales como funciones impares.den efecto, la soluéin a la
ecuacdn diferencial tiene la forma

u(z,t) = f(x —vt) + gz +vt), Yo >0.
La condicbn de contorno implica
u(0,t) = f(—vt) + g(vt) =0, Vt >0
0, equivalentemente,
f(=&) = —g(§), V¢ =0. (v.4.16)
Usando este resultado, resulta para la deforomaiciicial
u(r,0) = f(z) + g(x) = f(z) = f(=z) = ¢(x), Yo =0.

De estdlltima expresin, evaluada en-z, resulta

lo cual muestra que, en efecto, la deforndacinicial debe extenderse como impar a la
region no fsica.
En cuanto al perfil inicial de velocidades,

u(r,0) = v(f'(z) — g'(x)) = ¢(x), Vo =0.
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Derivando la ecuadn (v.4.16) resulta

Por lo tanto, tenemos

() = o(f'(x) = f(=x)), Vo >0.

En estas condicionesy(—z) = v(f'(—z) — f'(z)) = —¢(x), Yx > 0, lo cual mues-
tra que tamlén el perfil inicial de velocidades debe ser extendido endampar para
garantizar que se satisfaga la congiictde contorno de extremo fijo a todo tiempa 0.

Resumiendo: en este caso puede usarsepard), la expreshn de D’Alembert de
la solucbn para una cuerda infinita, extendiendo ambas condiciongales en forma
imparrespecto de = 0, es decir,

¢(—x) = =o(x), (=) =—(z).

Es inmediato verificar que, entonces, la sduac{v.4.3) satisface la condimn de
contorno adecuada. En efecto, utilizando elisdize I para denotar las respectivas ex-
tensiones impares de las condiciones iniciales, se tiene

u(0,t) = %[gbl(vt) + ¢r(—vt)] + %/_ twf(x')da:/ =0, Vt >0,

donde hemos usado la defirinide funcbn impar y que la integral de una fubaiimpar
sobre un intervalo siétrico se anula.

La consecuenciddica inmediata es que los pulsos se reflejan en el odgennver-
sibn de signpya que el pulso que se propaga hacia la izquierda en larrdigica se
encuentra, al llegar al origen, con el pulso progresivottal’, que proviene de < 0
y que tiene el signo opuesto, el cual luego camipropagndose hacia la derecha en el
sector “real”.

La funcion respuesta correspondiente, definida para0, 2’ > 0, es
Kp(z,2',t) = K(x — 2',t) — K(x + 2, t)

y satisface
Kp, (z,2',t) —v*Kp,, (z,2',t) =0,
Kp(xz,2',0) =0, Kp,(x,2',0)=0d6(x—2"), Kp(0,2',t)=0.

Representa la solumi de la ecuadin homo@nea con las condiciones inicialgse) = 0,
Y(x) = d(x —2’), que satisface la condiam de contornds (0, 2’,¢) = 0. Esta no es otra
cosa que la soluon de la ecuadn homognea para la cuerda infinita con las condiciones
iniciales¢(z) = 0y ¢(z) = d(x — 2’) — §(x + 2’). Notemos queXp(x, 2, t) ya no
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#(x)

Figura 30: Izquierda: La deformai de una cuerda semi-infinita con extremo fijo en
x = 0, como funcon dex y t, para deformaén inicial triangular y perfil inicial de
velocidades iédnticamente nulo (con = 1). Ob<rvese la evoludn de los frentes de
onda progresivo y regresivo en la regifisica, ascomo la reflexbn con cambio de signo,
gue ocurre a partir de= 2. Derecha: La correspondiente ext@msimpar de la condioin
inicial.

esfuncion de(z — 2’), dado que se ha roto la invariancia traslacional. La sotutinal
puede escribirse como

u(x,t) = [Kp,(z,2',t)p(z") + Kp(z, o', t)(2)|da’

vt

[p(x —vt) + ¢(x +ot)] + [ (2 )de’ x> vt

1
B { Lot — ) + dla + o)) + o p(ade <ot L)

Del mismo modo, la soluéih de la ecuadin inhomo@gneau;; — v?u,, = f(x,t)
puede hallarse extendiend¢z, t) en forma impar para < 0 (f(—z,t) = —f(z,t)) Yy
utilizando entonces la solu para la cuerda infinita:

u(z,t) = /OO /00 Gz — 2/t =) f(a/, ¢ )dx'dt’
= /000 da’ /00 Gp(z,x' t —t')f(a',t)dt’,
con
Gp(z,2',t) = Kp(z,2', t)H(t) = G(x — 2/, t) — G(x + 2, t) (v.4.18)
la funcion de Green causal para la cuerda semi-infinita, que sai§facar > 0, 2’ > 0)
Gp,(z,2',t —t') —v*Gp,, (z,2/,t —t') = 6(x — 2/)6(t — 1),
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Figura 31: Perfil de una cuerda semi-infinita con extremo j@ulistintos tiempos. Adu
xo Y to Son unidades de espacio y tiempo talesqgye= .
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con la condiddbn de contornd=p (0,2, — ¢') = 0y la condicbn inicial Gp(z,2',t —
t') = 0 parat < t'. Es facil verificar, entonces, qu€z, t) es la soludn particular de la
ecuaobn inhomo@nea que satisaeéx,t) = 0 parat — —oo, conu(0,t) = 0V ¢.

Finalmente, discutamos el problema con condiciones d@gmmnhomogneas
Uy — V2 Uge = 0, u(0,t) = g(t). (v.4.19)

Supondremos(x,t) = 0, u.(z,t) = 0y g(t) = 0 parat < 0, de modo que, para> 0,
la elongaddn se origine 8lo por la condiddn de contorno. Esatil ver que la soluéin,
gue tiene que ser de la forma.4.2), es sencillamente

u(z,t) = g(t — x/v), (v.4.20)

ya que satisface,, — v?u,, = 0y la condicbn de contorno. Las excitaciones enr= 0
se propagan hacia la derecha con velocidaBuede escribirse la soladci tambén en
terminos de&'p como

o) =0? [ Gt = Ol g(t)at (v.4.21)

[e.9]

dado queGp , (z, 2, t)|p—0 = v '0(x — vt)H(t) (x > 0).
Debido a la linealidad, la solumn general de la ecudi

Ut — U2umc - f(xa t)

con las condiciones inicialegx, 0) = ¢(z), us(x,0) = ¥(z), y la condicon de contorno
u(0,t) = ¢(t), suponiendo que tantp comog se anulan para < 0, puede escribirse
como

u(z,t) = /OOO[G’Dt(x,x’,t)gb(x') + Gp(z, 2/, t)(a")]da’

+ /dx’/ dt'Gp(z, 2", t =) f(2',t) + g(t —x/v). (v.4.22)
0 0
V.4.4. Cuerda semi-infinita con extremo libre

Pasemos ahora al caso de la cuerda con el extliémeo(u,.(0,t) = 0, lo que impli-
ca que no existen fuerzas verticalesaen- 0). En esta situadn, puede procederse en
forma ar@loga al caso de extremo fijo, esta vez completando las dondiiniciales (y
la inhomogeneidad, si la hubiese) en forpea con respecto a = 0 (¢(—z) = ¢(x),
V(—x) =Y(x), f(x,t) = f(—=,t)). Ental caso, la soluoh (v.4.3) implica

0af0,8) = [ (vh) + & (—~ot)] + o [0(vt) — Y(~0t)] = 0.
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Figura 32: Izquierda: La deformaei «(z,t) en la regdn fisica para una cuerda semi-
infinita con extremo libre, con deformaci inicial triangular y perfil inicial de velocidades
idénticamente nulow( = 1). Pueden observarse la reflesisin cambio de signo y el

comportamiento de la derivada con respectoem = = 0. Derecha: La correspondiente
extensbn par de la condién inicial.

La consecuenciddica es la reflexin de los pulsos, en el origen, sin cambio de signo.
La funcion respuesta correspondiente es

Ky(z,2',t) = K(x — 2/, t) + K(x + 2/, 1) (v.4.23)
y la funcibn de Green causal es
Gn(z, 2’ t) = Ky(z, 2, t)H(t) = G(x — 2/, t) + G(x + 2/, ). (v.4.24)

Ambas satisfacen, de modo evidente, la comdiaile contorno de anulaei de su
derivada con respectaraenz = 0.

V.4.5. Cuerda Finita: energa y condiciones de contorno

La enerda de un segmento de cuerda< = < x, €s

By v, = g/ (u? + v*ul)dr (v.4.25)
X1

donde el primeré@rmino en el integrando representa la erexgnética por unidad de
longitud y el segundo, la endegpotencial élstica. La derivada temporal de la ecdaci
anterior conduce a

dE., +,

2
dt — p/ (Ututt ‘I— ’U2'U/$U$t)dl‘

x1

T2
— p/ [ (g — V2 Uge)]dx + pr2ugu, |2 (v.4.26)

10
1
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Figura 33: Perfil de una cuerda semi-infinita con extremeeliara distintos tiempos.
Aqui zy Y to son unidades de espacio y tiempo talesee= x,.
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donde hemos efectuado una integbagbor partes. El primeétmino del lado derecho de
la igualdad anterior se anulaz, t) es soluadn de la ecuadin de ondas (homégea),
mientras que el segundertnino representa el flujo de engxgor unidad de tiempo (po-
tencia) a tra@s de los bordes del segmento. EI mismo es nulo si, en cadauos ladordes
r = x;, 1 = 1,2, se satisface la verm homognea ((t) = 0Vt, g(t) = 0Vt) de alguna
de las dos primeras condiciones de contorno locales qudatade continuaéin:

1. Condiciones de contorno Dirichlet: poginidel extremo de la cuerda determinada
como funcon del tiempow(z = x;,t) = f(t). En particular, el caso homégeo
f(t) = 0,Vt, representa la condimn de extremo fijau(z = z;,t) = 0.

2. Condiciones de contorno Neumann: tén®n el extremo de la cuerda determinada
como funcén del tiempou,(x = xz;,t) = ¢(t). En particular, el caso homégeo
g(t) = 0,Vt, representa la condimn de extremo libre (ya que,(z = z;,t) = 0
implica anulacdn de la componente vertical de la térsen el extremo).

3. Condiciones de contorno Robin: cierta combibadineal de la deformaén y su
derivada normal en el extremo conocida como fandel tiempouw,,(z = x;,t) +
ku(x = z;,t) = h(t), conk > 0, donden es la normal exterior{, enx = x5y
—u, enx = x,). El caso homogneo de la presente ecuatirepresenta el extremo
sujeto a una fuerza restauradora proporcional a la defoomac

Para cualquier combindm de las dos primeras condiciones antes enumeradas en
uno y otro extremos es posible demostrar, usando attarconstante de la enagjue
aparece en la ecudni (v.4.25), que la soluén de la ecuaéin de ondas (tanto homegea
como inhomo@gnea) en laregnz; < x < x,, para determinadas condiciones iniciales
del tipou(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¢ (x), eslnica En efecto, la diferencia = u; — uy
entre dos posibles soluciones del mismo problema se analalimente {v(z,0) = 0,
wy(x,0) = 0). Adenmas, para condiciones de los dos primeros tipos, en los bsatieface
w(z;,t) = 0,7 = 1,2 (0 bienw,(z;,t) = 0,7 = 1,2, o condiciones de un tipo en
un extremo y de otro tipo en el otro extremo), por lo que sugadt, ., es constante
e igual a su valor inicial, que es nulo. Esto implica qur,t) es constante, es decir
w(z,t) = 0 en virtud de la condiciones de contorno e iniciales quefaats

En el caso de condiciones Robin(z,t) = u;(z,t) — us(x, t) est sujeta a acopla-
miento ebstico en el borde. Usando eigitamente las condiciones de contorno en ambos
extremos se tiene, de la ecuati(v.4.26),

dEy 2,  kpv® [ d

dt 2 |at

2

(o, 1+ fo(, 1)

Integrando en la variablese obtiene para la enéag

kpv?
2

By (t) = [[w(wa, ) + [w(z1,1)]*] <0,
donde hemos usado quéz,0) = 0V z.
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Por su parte, la ecudni (v.4.25) muestra qué,, ., (t) > 0. Por lo tanto, la enefg
resulta ignticamente nula, lo cual conducevér, t) identicamente nula y, por ende, a la
unicidad de la soluéin.

V.4.6. Cuerda Finita: Resolucon por Separacbn de Variables

El problema de una cuerda finita de longitiid con condiciones de contorno ho-
mogeneas dadas en ambos extremos puede, en forma similaverssahediante el @to-
do de las imgenes. Por ejemplo, si ambos extremoare§ijos, debex garantizarse que
u(0,t) = u(L,t) = 0, Vt > 0. Esto requiere que las funcioneér) y ¢ (z), dadas &lo
para0 < z < L, sean extendidas como impares, tanto con respecte-a8) como con
respecto a& = L. Entonces, tendremos

¢(x) = —o(=x) ¢(r) = —o(2L —x), Vrel0,1]

0, equivalentemente)(z) = ¢(—=z) y ¢(x) periodica de pdpdo 2L. Lo mismo vale
paray (z) y, eventualmente, para la inhomogeneidad. Sin embargoluei@n se obtiene
de modo nas directo utilizando el &todo de separam de variables, que conduce a un
desarrollo de las soluciones en autofunciones de un opedmd8turm-Liouville (Ver

V.3).
Consideremos, nuevamente, la ecaale ondas
Pu  ,0%
— = —. v.4.27
ot? v 0x? ( )

Planteando una soluani particular del tipo
u(z,t) =T ()X (x)
se obtiene” (¢) X (z) = v*X"(x)T'(t), es decir,

Y X
vT(t) X(z) ’

dondek debe ser constante, dado que los dos primeros miembrosdigpericamente
det y x respectivamente. Se obtienef las ecuaciones

X" = —k*X
T" = —(vk)T,
cuya soluadbn general es

X(z) = Acos(kz)+ Bsin(kz)
T(t) = acos(vkt)+ bsin(vkt),

sik#£0y
X(x)=A+ Bz, T(t)=a+bt,
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sik = 0. La solucbn parak # 0 puede escribirse como

u(z,t) = [Acos(kx)+ Bsin(kz)|[a cos(vkt)+bsin(vkt)]
= 1[cos(kx—vkt)(Aa+ Bb)+cos(kz+vkt)(Aa— Bb)
+ sin(kz —vkt)(Ba— Ab) + sin(kz+vkt)(Ba+ Aa)

y se verifica que es de la fornfdx — vt) + g(x + vt). Lo mismo ocurre para = 0, ya
quez = i ((z +vt) + (z —vt) y t = 3((z + vt) — (z — vt))/v.
V.4.6.1. Cuerda finita con extremos fijos

Consideremos, en particular, una cuefidiéa de longitudL. Si los extremos eah
fijos, tenemos la condion de contorno

w(0,8) = u(L,t) = 0. (v.4.28)

Como ya sabemos, bajo estas condiciones de contorno, ne saigton conk = 0.
Parak +# 0, la condicbn en el origen exigel = 0y la condicbn enz = L reduce a

Bsin(kL) =0,
de donde, par® # 0,
k::n%, n=1,2,...

Esto muestra que es, efectivamentaeal (no hay soludn parak complejo), como co-
rresponde a un operador de Sturm-Liouville autoadjunt@eratiablexr. En efecto, los
valores dé:? son precisamente l@sitovaloresiel operador de Sturm Liouville = —%
con la condiadbn de contorno\.4.28), y

X(z)=B sin(%x)

son las correspondientes autofunciones (recordemos gjgeri@spondientes a autovalo-
res distintos son ortogonal9(§:sin(%x) sin(2*z)dr = £6,,). Representan los modos
normales de vibradn con la condi@n de contorno\(.4.28). Eln-ésimo modo posee
n —1nodosr,, = "L,m=1,...,n—1, enlos queX(z,,) = 0.
La solucbn particular producto es, pues, de la forma
u(z,t) = sin(n%x)[an cos(?t) + b, sin(n—?t)] (v.4.29)

nm nmv

= A, sin(fx) COS(Tt —7), A, =+a2+b2,

contany = b,/a,, que representa una ondstacionaria Es la superposion de ondas
sinusoidales de igual amplitud que se propagan en sen{uleEstos:

u(z,t) = I{an[sinlk,(z — vt)] + sin[k, (z + vt)]]
+by[cos[k, (x — vt)] — coslk, (z + vt)]]},
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conk, =nn/L,n=1,2,...,00

Notese que, como indicaba nuestra disoussobre el ratodo de las iragenes, la
solucbn (v.4.29) es impar y pebdidica de péodo2L en la variabler.

La solucbngeneralde (v.4.27), en este caso, es de la forma

nmv

Zsm —x [ay, cos(%t) + b, s1n(Tt)] (v.4.30)

En efecto, su(z,0) = ¢(z), wi(z,0) = (z), entonces

o0

o) = Z<%>
P(x) = ;nzvb sm(nfﬂx)

que representan el desarrollo de medio rango en serie de deagz) y (z). Por lo

tanto,
a, = / o(z) sin( )

nm
b, = % 2/1( ) sin(— 7 x)dx.
Notemos, una vez &s, que la soludn generaly.4.30)noes de la formaX (x)7'(t), sino

una suma de soluciones producto.

Funcion respuesta_a funcion respuest& (z, 2/, t) es la soludn para las condiciones
iniciales¢(z) = 0, ¥(x) = d(z — 2’). En este caso, se obtiene:

n — 07 b = ——sI —a' )
a — sin( 77 )
de donde
mr . NI
Kpp(z,2',t) = % E sin( ) sin( A )sm(Tt).

La solucbn anterior parai(z,0) = qb(:r;), u(z,0) = ¢ (z) puede, entonces, escribirse
como

L L
u(x,t) :/o KDDt(x,a:’,t)ng(x')dx'—F/o Kpp(x, o' t)y(a)de",  (v.4.31)

en forma similar al caso de la cuerda infinita. Notar que, cemel| caso de la cuer-
da semi-infinita,Kpp(x,2’,t) es funcon dez y 2/ separadamente, y no de— z/,

ya que se ha perdido la invariancia traslacional. Sin enthaigue cumpéndose que
Kpp(x,2',t) = Kpp(a',z,t), debido al caacter autoadjunto del operador de Sturm-
Liouville en la variabler.

212



V.4 ONDAS EN UNA DIMENSION ESPACIAL

Figura 34: Evoludn de la elongadin de una cuerda finita fija en los bordes para con-
dicion inicial u(z,0) o sin(mz/L) + sin(2rx/L), u:(x,0) = 0. L es la longitud de la
cuerda yI" el peiiodo del modo fundamental.
V.4.6.2. Cuerda finita con extremos libres
En este caso, la condar de contorno es
uz(0,t) = u,(L,t) = 0. (v.4.32)

Parak = 0, las condiciones de contorno implicah= 0y la ecuaddn

Asin(kL) =0,
de donde nr
sz’ 77,:1,2,... .
Por su parte, para = 0 sobrevive el modo constante enResumiendo, se tiene
k::n%, n=02,....

Esto muestra quees, efectivamentegal, como corresponde a un operador de Sturm-
Liouville autoadjunto (no hay soluan parak complejo). En efecto, los valores ééson
los autovaloresdel operador de Sturm-Liouvillé = —j—; con la condiabn de contorno
(v.4.32),y

nm

X(z) = Acos(fx)
son las correspondientes autofunciones. Poseendosz,, = (3 + m)L/n, m =
0,...,n—1,enlos queX(z,,) = 0. La solucbn particular para # 0 es, pues,
nmv
! )
= Yap[cos[k,(z — vt)] + cos[k, (z + vt)]]
+by [sin[k, (z + vt)] — sinlk,(x — vt)]]},

) + by, sin(

u(z,t) = Cos(%x)[ancos( n_zv
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conk, =nn/L.Sin =0,
u(z,t) =a+bt.

La solucbngenerales

nm nmv nmv

u(z,t) = 3(ao + bot) + Z COS(TI)[an cos(Tt) + by, sm(Tt)] (v.4.33)

n=1

Se trata, en este caso, de una fangdar con respectoza= 0y periddica con pdodo
2L.
Siu(z,0) = ¢(x), w(z,0) =1(z), entonces

= nw
o(r) = %ao—l—Zancos(Tx

nm

() = 1b0+2”7”’b cos(=a),.

que representan el desarrollo de medio rango en serie deasodep(z) y ¢ (x). Por lo

tanto,
a, = /gb cos —x)

L
b, = — w( )cos(n%a:)dm by = 2/ U(z)de .
0

nwv Jo

Funcion respuesta

2
n — b —_ - bn e /
a, =0, by iR merOS(Lx)’
de modo que
t —
Kyn(z, ' t) = Tt g cos(—qzrx) cos(—n;x’) sin(—nzvt).

La solucdn anterior para(z,0) = ¢(z), u(z,0) = ¢ (x) puede, nuevamente, escribirse

como en y.4.31).
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V.4.6.3. Funcbn de Green causal para una cuerda finita

La solucbn de la ecuaéin inhomo@nea

Pu 0%

@ -0 @ = f(x7t)a (v.4.34)

conu(z,t) = 0 antes de la acon de la fuerza y.(0,¢) = u(L,t) = 0, puede expresarse
como

L ]
u(x,t) = / d:v’/ Gpp(x, o't —t") f(«', t")dt’, (v.4.35)
0 —00

donde
GDD(l’, .1'/, t) = KDD(x, l’/, t)H(t)

es la funcbn de Green causal. Podemos llegar a este resultado diedmotando que
G pp satisface la ecuan

Gpp,(z, 2, t) —v*Gpp,. (z,2',t) = 6(x — 2')6(t)

paraz, 2’ € (0, L), conjuntamente con la condici de contorno respectiva'op (0, 2, t) =
Gpp(L,2’,t) = 0 para una cuerda finita con extremos fijos).

El resultado ¥.4.35) puede ser tamém obtenido desarrollandf(x,t) y u(z,t) en
serie de Fourier con respectaaEn el caso con extremos fijos,

flat) = D falt)sin(“a),
u(z,t) = ch(t)sin(—x), (v.4.36)
con

fn(t) =

ca(t) =

v o

Obtenemos, tamén,
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Adenas, Siug,(z,t) = >, b,(t) sin(%*x), entonces

n=1

o L
b, (t) = Z/o Uz (T, 1) sin(%x)dw

L nm

2 . nT L nmw
= Z{um(x,ﬁ) sm(fx)lo - T/o ug(x,t) cos(fx)dx}

_ %{_%u@ t) cos(“a)|) = () /0 (e, ) sin(—-)dr}
= 2 0u(0,) — (~1)"u(Z )] ~ (O Vea(t). (v.4.37)

Por lo tantosi u(z, t) satisface la condiéin de contorno homameau(0,t) = u(L,t) =

0= by(t) = —(27)%c,(t), tal como se obtent al derivar dos veces con respecto el

desarrollo v.4.36).
Reemplazando estos resultados\ed (34) se obtiene, finalmente, una ecoadiife-
rencial ordinaria para,(t),

d?c,, nmv

dt2 +( I )2Cn:fn(t)a

cuya soluadn es (recordar que la furfsi de Green para esta ecuatesy(t) = + sin(kt) H (t),
conk = "7, que satisfacg(0) = 0, ¢'(0) = 1)

L oo
enlt) = — sin[nz (t — N H(t — ) fu(t)dt
= % dm/ dt’ sm —t"]H (t—t") sin(n%x')f(m’,t') :
Por lo tanto,
(1) sin( dx dtG (x, 2/t =) f(a',t). (v.4.38)

Problema sugerido V.4.2:Resolver el caso de la cuerda finita con extremos libres.

V.4.6.4. Condiciones de contorno inhomaeneas

Consideremos ahora la ecumtihomo@nea ¥.4.27) con la condiéin de contorno no
homognea

Siuo(t) y pz(t) son constantes o dependen, alo sumo, linealmeritelgeoblema puede
resolverse trivialmente:

uo(,t) = po(t) + 2(pr(t) — po(t))/L
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es, en esta situam, una solu@n de {.4.27) que satisface la condici de contorno
(v.4.39). Por lo tanto, la solumn general séu(x,t) = ug(z, t)+uy (z,t), dondeu; (z, t)
es una soluéin de {.4.27) que satisface la condici de contorndiomognea(v.4.28).

Si la dependencia no es lineal #a constante, podemos igualmente escrilfir, t) =
up(x,t) + uy(z, t), dondeu, (x, t) satisfad la condiodn de contorno homdamea (.4.28)
y la ecuaddbn de ondanhomognea(v.4.34), conf(x,t) = 8“8072‘” El problema puede
luego resolverse como en la seémtianterior utilizando la fundn de Green.

Otra forma de proceder es proponer, nuevamente, una egpaust.36) y utilizar el

resultado y¥.4.37), donde aparecen naturalmemnf@, t), u(L,t). Se obtiene as

T (g, = 2T ) — (-1,
de donde
alt) = 2 _Zsm["L (t = ) H(t — )uo(t)) — (~1)"u(t)]de .
Por lo tanto,
u(z,t) :ch(t) Sin(%x

_ / Gy (2, Lyt — O)us(t') — G (,0,1 — £)uo(t')]de (v.4.40)

o0

dondeG ppr (7, 20,t) = 5 O Gpp(x, 2, t)|»—s. La solucbn queda, dsexpresada direc-
tamente enérminos deuq(t), i (t), y las derivadas de la furam de Green correspon-
diente a condiciones de contorno horangas del mismo tipo, evaluadas en los extremos.

V.4.6.5. Enerda de la cuerda finita con extremos fijos

Consideremos, por simplicidad, el caso de extremos fijosneega del modo normal
(v.4.29) es

L
E = /—)/ [W?(z,t) + v*ui(z,t)]dr
0

L

S A?(m”’) / sin?(Zlz)da = 1[LpL(Z2Y)242) . (v.4.41)
L 0 L L

El Gltimo término entre corchetes es la erfarfy, = smw?A? de un oscilador de ma-

sam = pL, frecuenciaw, = nmv/L y amplitud A,.. La ener@a del modo normal es,

entonces, lanitad de la enerta del oscilador correspondiente con amplituakima A,

(lograda en el punto medio entre dos nodos).
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Debido a laortogonalidadde los modos normales, la enexgle la soludn general
(v.4.30) de la ecuadn homo@nea ¢.4.27) sea

1 &< nmwv 1 >
E=-= L(——)2A% = = 242 v.4.42
4;'0(L> 2 4mn§::wnn ( )

Problema sugerido V.4.3:
a) Probar el resultado anterior. b) Encontrar la exprede la energ para el caso de
extremos libres.

V.5. Difusion en una dimensbn espacial

V.5.1. Generalidades

El ejemplo nads importante de ecudxi parablica es la llamada ecuaxri de difu-
sibn. La necesidad de resolver esta ecdla@urge en una gran variedad de situaciones
fisicas asociadas a femenos irreversibles que van desde la des@ipde los cambios
en concentradin de una sustancia en solicihasta la evolubn de la temperatura en
un material que conduce calor. Tomaremos @#tmo ejemplo como hilo conductor de
esta secdin. Si bien trataremos agel caso de una dimerigi espacial, resulta natural
empezar por derivar la ecuaaien el caso general, que &éwiego retomado en la seoni
V.7.

Seau(r,t) la temperatura de un material conductor con calor éfpee: en una
region simplemente conex@ con bordeS. Teniendo en cuenta que el flujo de calor por
unidad dearea a trags de una superficie @dado por la ley de Fourief: = —xkVu(r,t),
la conservadn del calor en presencia de una fuente de cdloert) implica la ecuadn

d

— [ peu(r,t)dV = /@'/ Vu(r,t)-dA + / Jj(r, t)dV . (v.5.1)
dt Jr s R

A su vez, esta ecuam puede reescribirse, teniendo en cuenta el teorema da Gree
(ver Apéndice B) y el hecho de que debe salida para cualquier regin internaR del
material, como la ecuamn diferencial

ur(r,t) — alAu(r,t) = f(r,t),

dondeu; = %%, A = 25 + 25 + 25 esellaplaciano w = r/(pc) > 0, f = j/(pc). Esta

ecuacbn se denomina ecudcti general de difuén y es una ecuaen diferencial lineal
de tipo parablico. En ausencia de fuentes se obtiene la ebnadé difusbn homo@nea
ug(r,t) — alAu(r,t) =0.

Ambas ecuaciones son, obviamente, ta@nbialidas en un ameron arbitrario de
dimensiones espaciales. Comenzaremos estudiando el casa danengin.
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V.5.2. Evolucibn de la temperatura en una barra infinita

Consideremos la ecuaxi
Up — AUy = 0, a>0 (v.5.2)
para la temperatura(z, t) en una barra infinita con la condaei inicial

u(z,0) = ¢(x) . (v.5.3)

Obsrvese que, a diferencia de lo que ocurre en el caso de lasihes de una cuer-
da, aqiitenemos una ecuasi de primer orden en derivadas temporales y, por lo tanto,
basta especificadbto una condidn inicial para realizar su integraxci. Por supuesto, en el
caso de barras semi-infinitas o finitasésenecesarias, adé@s) condiciones de contorno.

Multiplicando la ecuadin (v.5.2) pore~#* e integrando con respectacase obtiene

Ui(k,t) + ak?*U(k,t) =0, (v.5.4)
donde
U(k,t) e Fy(x, t)dr
(k1) = o= / u(a, 1)

es la transformada de Fourier (TF) dér, t) respecto dec. La ecuaddn (v.5.4) es una
ecuacdn diferenciabrdinaria ent paral, cuya soluan parat > 0 es

Uk, t) = e “¥'U(k,0), (v.5.5)

dondeU (k,0) es la TF deu(z,0).
Utilizando, ahora, las propiedades de la TF (ver IV) obtemgnuego de efectuar la
transformadn inversa,

u(z,t) = ek U (k, t)dk

.
= /Oo K(zx — 2 t)u(z’,0)d’, (v.5.6)

con
1 oo e—oszt
K(z,t) = — et dk
(z,¢) V2T J oo v 2T
e—acQ/(4Oct)
= ——, t>0. (v.5.7)
dmat
K(x — 2’,t) es la funodbn respuesta outleo de la ecuadn de difusbn del calor en la
barra infinita y representa la temperatufa, t) en la posigdbn = y tiempot > 0 para una
temperatura iniciak(z, 0) = §(x — 2’), localizada en: = 2’

Ki(x —2',t) — aK(z —2',t) = 0,
lim K(x —2',t) = §(x—2a'). (v.5.8)

t—0t+
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En el caso de la barra infinita, en que no existen puntos singatlos por la im-
posicbn de condiciones de contorno, dlateo de la ecuaon de calor depende®
de la diferenciar — 2’ ya que, en este caso, la ecunrciv.5.2) es invariante frente a
traslaciones espaciales. La soutgeneral ¢.5.6) puede entenderse, entonces, como la
suma de soluciones elementalésr — 2/, t) moduladas por el factar(z’, 0), dado que
w(z,0) = [T 6(z — a')u(z/,0)d.

K(xz — 2/,t) es una Gaussiana centradazer- x’ con desviad@n eséndaro(t) =
v2at. Dado que la cantidad total de calor debe conservarse linante,
7 6(x — 2')dx = 1, se cumple que

o0

/ K(z,t)de =1

vVt > 0, como puede verificarse directamente. Al aumentda distribucon K (x,t)

se “achata”, aunque conserva &ea. Para # 0 fijo, K(z,t) posee un @ximo en

to = 2%/(2a), conK (z,t9) = 1/(v/2mex), disminuyendo luego como /2 parat — oc.
Notemos tami@n que, sit > 0, K(z,t) # 0V = # 0, lo que indica una velocidad
infinita de transmigin del calor. La ecuaon (v.5.2) es claramente no relativista, es decir
no invariante frente a transformaciones de Lorentz (errapasicon con la ecuadin de
ondas). No obstantés (z, t) es muy pequ@o parac > o(t).

Problema sugerido V.5.1:Elaborar una simulaéhn computacional que haga visible
el comportamiento d& (z, t) que acaba de describirse.

Ejemplo V.5.1: Siu(z, 0) = Acos(kz) = ARe[e™] =
u(z,t) = ARe[e™* e %) = Acos(kax)e "

resultado que puede obtenerse d&(6)—(.5.7) o directamente de/(5.5), planteando
u(z,t) = e**U(k,t). La solucbn general {.5.6) es, pues, la “suma” de soluciones ele-
mentales para condiciones inicialgs:, 0) = U(k, 0)e’**. Este ejemplo muestra tangoi
gue oscilaciones espaciales iniciales de la temperatwaeddganto ras apidamente al
aumentar cuanto mayor sea la frecuendéiaSik = 0, u(x,t) = A, constante.

Ejemplo V.5.2: Si u(x,0) = Ae~*"/"/\/mr, r > 0 (distribucibn inicial gaussiana de
temperaturasy-

( ) 1 6—x2/(r+4at) AK( ) r
u(r,t) = A—— = r,t+1ty), to=-—,
7(r + 4at) O 0T 4a

lo que puede obtenerse de.§.6) o, directamente, notando quér,0) = AK(z,t).
La distribucbn de temperaturas permanece gaussiaha> 0. Sir — 07, u(x,t) —
AK (z,t).
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7o Ut

Figura 35: Gafico de la fundn respuestd (x, t) de la ecuadin de difusbn en la barra
infinita (ty y zo son unidades tales que,/z3 = 1y T, es la unidad de temperatura.).
Abajo se muestran los perfiles en fubrtidex /o para tiempos fijog/t, = 0,1,1y 10,y
en funcbn det/t, para posiciones fijas/zo = 0, 1, 2.

u/To

0.8f

0.6f

X/Xo

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 36: Perfil de la temperaturdx,t) en la barra infinita para temperatura inicial
u(z,0) = o(x — 2x0) + d(x + 2z0) a tiempost/t, = 0,1,1 y 10. Se observa que las
irregularidades iniciales son fuertemente atenuadasna¢atar el tiempo, no quedando
practicamente indicios del doble pico inicial para tiempanges /t, > 1.
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V.5.3. Ecuacdn inhomogenea. Funcon de Green.

Consideremos, ahora, la ecuatinhomo@nea

U — QU = f(2,1).

La misma representa la distribbai de temperaturas en una barra cuando existe una
fuente externa que aporta una cantidad de galf(z,¢) por unidad de tiempo, donge
es la densidad de la barra:ypu conductividaddrmica.
Procediendo como en el caso anterior, es decir, multiplicaore % e integrando,
obtenemos,
Ui(k,t) + ak?U(k,t) = F(k,t),

con F(k,t) la TF de f(z,t) con respecto a. La solucbn de esta ecuamn diferencial
ordinaria ert es, pard/(k, —oo) = 0,

U(k;,t):/ e M (t — ) F(k, t')dt .

o0

Aplicando, ahora, la transformada inversa se obtiene

u(z,t) = /00 /OO Glx — 2t =) f(2,t')da'dt’ (v.5.9)

donde
Glt) = KnHn =ty 5.10
(,t) = K(z,t)H(t) = i (t). (v.5.10)

LafuncionG(xz—2a',t—t") es la funcdbn de Green de la ecuéci del calor y representa
la solucbn causak(x,t) para una inhomogeneidad puntyék, t) = 6(x — 2')d(t — t'):

Gilx — 2/t —t') — aGue(z — 2"t —t') = 0(x — 2")o(t — 1),

como puede comprobarse directamente utilizands.8) o (/.5.6).

La solucbn generaly.5.9) puede, nuevamente, entenderse como la suma de las solu
ciones elementales(x — 2/, t — t') moduladas por el factof(z', '), dado quef(x,t) =
2 5 f@ o (x — 2')o(t — ¢)dt'da’.

V.5.4. Barra semi-infinita con condicbn de contorno homo@nea

Consideremos, ahora, el caso de una barra semi-infinita ouyen® se mantiene
a temperatura nula a todo tiempo. Si la barra se extiende waloses der dados por
0 < x < oo, deberemos resolver la ecuari(v.5.2) en la region: > 0 con la condigdn
inicial (v.5.3) y la condiddbn de contorno

w(0,¢) =0, V> 0. (v.5.11)
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Podiamos proceder como en el caso anterior, utilizando lafvsemada seno en lu-
gar de la TF completa. No obstante, es equivalente, pasoamodo y fsico, utilizar el
método de las iragenes. La condign (v.5.11) se puede simular completando la tempe-
ratura inicialu(z,0) = ¢(x) en formaimpar paraz < 0: u(—z,0) = —u(z,0). En esta
situacbn, utilizando la soludn (v.5.6),

u(0,t) = / K(0—2',t)u(z’,0)dz’ =0,

por seru(2’,0) impary K(—a',t) = K (2, t) par (con respecto &’). Obtenemos, enton-
ces,

u(z,t) = /K(m — 2’ tyu(a’,0)dx’ :/KD(x, o' tu(a’,0)d’ | (v.5.12)
—00 0
Kp(z,2',t) = K(x—2't)— K(z+2',t), (v.5.13)

dondeKp(z — 2/,t) es la funcdbn respuesta para la barra semi-infinita con la presente
condicbn de contorno. Estaltima no es otra cosa que la diferencia de las respuestas
a fuentes puntuales eriy en —z’. Notemos quésp(z, 2/, t) no es nas una fundn de
x—2', yaque se ha perdido la invariancia traslacional. Tampecosserva la cantidad de
calorQ(z',t) o< [ Kp(z,2’,t)dz, ya que el sistema pierde calor er= 0. Tenemos,
en cambio)(z’,t) — 0 parat — oo, como puede comprobarsacfimente.

En forma a@aloga se procede para el caso inhograep. Completando A(z,t) en
forma impar con respecto:a= 0 V ¢ se obtiene

u(z,t) = /OO {/000 Gp(z, 2’ t =) f(2, t)d'| dt’ (v.5.14)

con
Gp(z,2',t) = Kp(z,2',t)H(t) =Gz —2',t) — Gz + 2, 1),

gue representa la diferencia de las respuestas del sistarhamogeneidades puntuales
en(a’,t')yen(—2',t"). Aqui, Kp y Gp quedan definidas por

Kp,(z,2',t) — aKp, (z,2',t) =0, x> 0,2">0,t >0
lim Kp(z,2',t) =d6(x —2), Kp(0,2',t) =0 (v.5.15)

t—0t

Gpi(z,2't) —aGp,, (x,2',t) = d(x—2)o(t—1t), ©>0,2">0
GD(O, I/, t) = 0.
En forma similar se puede tratar la con@itide contorno de Neumann

uz(0,t) =0,
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gue corresponde a una barearhicamentaisladaenxz = 0. En este caso, se debe com-
pletar la condidn inicial y la inhomogeneidad en forngar con respecto a = 0:
u(—z,0) = u(z,0), f(—z,t) = f(z,t). Las soluciones se encuentran como en el caso
anterior, reemplazandt p(x, 2',t) y Gp(z, ', t) por

Ky(z, 2 t) = Kz —2',t)+ K(z+2',t)
Gn(z,2')t) = Ky(z,2,t)H(t) = G(x —2',t) + G(x + 2/, 1),

gue representan ahora la suma de las respuestas a fuenteslgaien en’ y en —a’

y gque satisfacen las mismas ecuaciones anteriores percacmmdlicon de contorno
Kn,(0,2',t) = 0, Gy, (0,2',t) = 0. No son funciones de — 2/, aunque en este ca-
So se verifica

/ Ky(z, 2’ t)de =1,
0

vVt > 0, ya que el sistema estislado.

Problema sugerido V.5.2:Probar el resultado anterior.

V.5.5. Barra semi-infinita con condiciones de contorno inhomagneas
V.5.5.1. Solucbn general

Resulta de gran intés fisico resolver el problema de la determirtacde la tempera-
tura en una barra semi-infinita conociendo la temperatued erigen como fundén del
tiempo. Deberemos resolver, en este caso,

Ut — QU = f(l’,t) )
u(x,0) =0, 0<z<oo0,
u(0,t) =g(t) t>0. (v.5.16)

Notese que, por continuidad(0) = 0. Nos limitaremos a considerar el caso de la
ecuacbn homog@nea, con distribuén inicial de temperaturas nula. La linealidad de la
ecuacbn diferencial, junto con la de las condiciones complem@ganos permite hacer-
lo. Gracias a la validez de la propiedad de superpsjal problema completo se obtiene
sumando al que trataremos aqtros que ya hemos estudiado.

La inhomogeneidad en las condiciones de contorno puedeastadada, tamén
gracias a la propiedad de superpdsigia la ecuaéin diferencial, definiendo:

u(z,t) = w(z,t) +v(z,t),

de donde resulta que la fudciv(z, t) satisface:

Uy — Qg = — [wy(z, 1) — Qwg,(z,1)] ,
v(x,0) = —w(z,0) +u(z,0) = —w(z,0), 0<z<o0,
v(0,t) = g(t) —w(0,t), t>0. (v.5.17)
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En el parrafo anteriorw(x, t) es una fun@n completamente arbitraria. Sin embargo,
podemos elegirla como
w(z,t) = g(t).
De este modoy(z, t) satisfad la condicdbn de contorno homa@mea erx = 0, que sabe-
mos resolver. Notar que, en el caso particulag@e = 7' constante, lo que hemos hecho
se reduce a separar la solutiestacionaria, constante en toda la barra. Volviendosal ca
general, sabemos que, en estas condiciones tenemos:

Vg — OQUgy = _g(t) )
v(z,0) =0, 0<z<o0,
v(0,t) =0 ¢t>0. (v.5.18)

Por lo tanto, usando la furam de Green causal, se tiene
t )
o) = [ [ Koo 0ae)
0
0[( t—t
= - [Ty Kte e~ ;6+// a0
0

= /0 dz'g(t') [6(z — 2') — o(x + 2")] // ’dt’aKDxai,t_t)g(t/),

donde hemos integrado por partes. Ahora, teniendo en cgeetda segunda delta de
Dirac esh evaluada en un punto exterior a su soporte, se verifica:

OKp( b=t
v(z,t) / / aray 2K @I = ) (v.5.19)
ot’
Volviendo a la determinaén deu(x, t), tenemos:
3K t—t
u(z,t) / / a2 >g(t'). (v.5.20)
ot!
Utilizando la ecuadin que satisface elileo de calor, qué<oZni=t) — _ OKp(r.ri-)
y queZkp = 2Xp encontramos, finalmente:

t OKp(z;t —1t) K OK (z;t —t')
t) = — dt' g(t ) ————~——~ = -2 dt'g(t) ——~, (v.5.21
ant) = o [ o) =2 o [ arg) == s

dondeK (x;t—t') es el rucleo de calor de una barra semi-infinita sujeta, en suseae
a la correspondiente condiei de contorno homd@mea yK (x;t—t') es el rucleo de calor
de una barra infinita.

Se ve de lailtima expreshn que la respuesta a una conditide contorno impulsiva
u(0,t) = 4(t) es proporcional a la derivada deleleo de calor con respecto a la variable
x.
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V.5.5.2. Problemas sin condi@n inicial y propagacion de variaciones perbdicas de
temperatura en un extremo

Un problema interesante por sus aplicaciones es el de una $@mi-infinita con
dada temperatura en su extremo, cuando se la estudia a yotsrficientemente grande
con respecto al inicial (tiempt en que se ini@ el proceso de difusn). En este caso,
puede reemplazarse la condigiinicial por la condign de acotaéin y tener en cuenta
sblo el efecto de la condion de contorno. Un ejemplo de aplicagide este caso es la
determinadn del potencial en unarlea de transmién con @rdidas [18]. Otro, es la
determinadn de la temperatura por debajo de la superficie terrestra profundidadr,
conociendo la temperatura en la superficie. Consideremasié&cén

Up — Qg = 0, x>0, (v.5.22)

con la condiddn de acotadin |u(z,t)| < Cy parar — ooy |u(z,t)| < Cy parat — —oo
y la condicbn de contorno

u(0,1) = g(t)
dondeg(t) permanece, tamén, acotada cuando— —oo. Sabemos, en base a lo estu-
diado hasta ahora, que la soloj valida para tode > ¢, est dada por

u(w,t) = [7 de'p(a’) Kp (2t —to) — 2a [, di'g(t') G =

- Il +127 (V523)

dondep(x) es la distribudn inicial de temperatura en la barra. Nos interesaneite

en el cualty, — —oo de esta soluéin. Es fcil ver que, si se cumplen las condiciones
de acotadn, la primera integral (que llamaremé9 — 0 en dichoimite. En efecto, se
cumple

ni<cy [ ar—t [| W — eTia |
1 < 1 T 64a(t—t0) _€4a(t—t0)
0 Vi—to
i 201 /\/4a(tt0) d —22
= — ze s
VT Jo

donde hemos hecho un cambio de variable conveniente eretaanht
Dado que estéltima integral tiende a cero cuandp— —oo, la contribucon del;
se anula en es@ite. En el mismoimmite, la solucbn (v.5.23) se reduce a

t Y t Y
u(z,t) = —2a/ dt'g(t')w = —2a/ dt’g(t')w .(v.5.24)

—0o0 —00

A continuacon, analizaremos otras dos formas alternativas de obtestem@smo
resultado. Consideremos, primero, el casssimple en que

g(t) = Ty cos(wt) = Ty Re[e™"] .
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Proponiendo una soluim del tipo
u(z,t) = Toe™'v(x)

se encuentra qugx) satisface
iwv —av” =0,
cuya soluadbn es

’U(ZL‘) :Aley/iw/ax_’_AQQg—\/iw/ocaz?
con/iw/a = e™/*\/w/a = (14 i),/ La condicbn |v(co)| < oo implica

v(x) = { ﬁjz:zitgzg i i 8 , Y(w) = %. (v.5.25)
Por lo tanto, siv > 0, la solucbn que satisface la condari de contorno es
u(z,t) = Tye T @A+t (v.5.26)
con
Re[u(x,t)] = Toe ") cos(wt — y(w)z) (v.5.27)

gue indica una disminuah exponencial de las oscilacionésmicas que ocurren en la su-
perficie (ver Figura 36). La longitud de penetf@atil(w) = 1/v(w) = y/2a/w disminuye
al aumentaw. Surge, ade#s, un retrasét = ry(w)/w = x/\/2aw en las oscilaciones a
una profundidad:, que corresponde a una “velocidad de propagéci/2aw. Notemos
finalmente que, sb = 0, = u(z,t) = G (solucibn estacionaria constante).

La solucbn generalpara una condiéin de contorno arbitraria puede hallarse como
suma de las soluciones anteriores, desarrollangdé)a= «(0, t) en integral de Fourier:

o) = \/% /_ Clw)e dw, Glw) = \/% /_ g(t)etdt

Efectuando la TF de la ecuéai (v.5.22) correspectmat, se obtiene

iwlU (z,w) — alUpy(r,w) =0, (v.5.28)
con
U zwtdt
() \/27? /

la TF deu(x,t) respecto de, que satisfacé/(0,w) = G(w). La solucon de ¢.5.28)
acotada para — o~ es, utilizandoy.5.25),

U(x7 w) = G(w)e—17(“’)(1+i59(‘0)) ,
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Figura 37: Perfil de la temperatutéz, t) en una barra semi-infinita con la condicide
contornou(0,t) = Ty cos(wt), paraw = wy = 27/t (izquierda) yw = wy/2 (derecha),
(conz, tal queat,/z% = 1). Se observa que las variaciones de temperatura en la sigerfi
disminuyen exponencialmente con la profundigdadl disminuir la frecuencia, aumenta
tanto la longitud de penetraxi como el retraso de la oscilaai a una cierta profundidad
x fija.

dondeSg¢g(w) es el signo dev. Antitransformando esta ecuéai, se obtiene

1 > .
u(z,t) = E/ U(z,w)e™ dw

o0

_ / Goilw, t — )g(t)dt' | (v.5.29)

—zy(w)(14+iSg(w))+iwt

1 > e
G b)) = d
Dl(x ) \ 2T /oo \ 2T v

—x2/(4at)

xTre

t Varat H(®).

Gpr(z,t — t') representa la solumn para la condiéin de borde puntual(0,¢) =
d(t — t') y depende de la diferencia- t'. Parat > 0, Gp(x,t) posee, como funon de
x, un maximo enx, = v/2at, conGpy(zo,t) = 1/(v/2met).

Notemos que

(v.5.30)

OGp(x, 2’ t
GD](.T,t) — OZ%L;/O = —20é

0G(z,1)
ox

(v.5.31)

y que {.5.29) coincide con la exprési antes obtenida en (5.24).
Resoluaddn por transformada seno (T.S)
Otra forma de llegar al mismo resultado es mediante la TS eariablex. En primer
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lugar, para una funon f con f(oo) = 0, obtenemos, integrando por partes dos veces,
/ f"(z)sin(kz)de = f'(z)sin(kz)|y — / f'(z) cos(kx)d
0

= —kf(0)cos(kx)|* — k* / f(z)sin(kx)dx.
Por lo tanto, sit,(k) es la TS def(x), la TS def”(x) es

\[ / 7" () sin km)da:—\f KF(0) — KF, (k).

Si f(0) = 0, que es la condibn de contorno natural para el desarrollo en las funciones
sin(kz), el resultado es simplemente:? F,(k), y puede obtenerse directamente derivan-

do la expregin inversa
f / ) sin(kx)dk .

Pero, sif(0) # 0, aparece unérmino adicional. Por lo tanto, si efectuamos la TS de la
ecuacdn (v.5.22) (es decir, si multiplicamos psifi(kz) e integramos), obtenemos

Usi(k,t) + k2aUg(k,t) = \/gakg(t), (v.5.32)

dondeg(t) = u(0,t)y
Us(x,t) = \/?/00 u(z,t) sin(kx)dx

eslaTS de(z,t) con respecto &. SiU,(k, —oc0) = 0, la solucdn de ¢.5.32) es

S(k, 1) \[ak/ e H(E— ) g(t)dt |

Efectuando la transformai inversa, y notando que
2 [ —01 [~ ,
—/ e~k sin(ka)dk = ——/ ek ik
T Jo ox T J_o

o —x2/(4at)

se obtiene nuevamente el resultadd(23) o, equivalentemente/.5.29).

Problema sugerido V.5.3:Encontrar la soluén correspondiente a un flujo dado
u,(0,t) = g(t) en el origen, utilizando la transformada coséngk) (ver tabla siguiente).

f(z) Fy(k) F.(k
1] f(2) —kF(k) —\/2£(0) +k:F

2 | J(@) | \2RIO) ~RE(R) | —\/20) ~ k2F
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V.5.6. Teorema del n@ximo y condiciones de contorno en barras de
longitud finita

Comenzaremos por demostrar el siguiente teorema, que usacEBpas para de-
mostrar la unicidad de la soluri del problema unidimensional de difosicon determi-
nadas condiciones de contorno.

Teorema V.5.1 Seau(x, t) solucbn de la ecuadin de calor homognea,u; — au,, = 0,
definida enk = (z,t) :a < x < b,0 <t <T. Seal launion de la base del reghgulo,
(,0):a < x < bysuslados verticale@, t) : 0 <t < T, (b,t) : 0 <t <T.Entonces,

max{u(z,t) : (z,t) € R} = max{u(z,t): (z,t) € I'}.

min{u(x,t) : (z,t) € R} = min{u(z,t) : (z,t) € ['}.

Demostracbn:

Consideremos, primero, una fubai auxiliar v(z), tal quev;, — av,, < 0 enR. Su-
pongamos que(z, t) tiene un nAximo en(xy, ty), que no pertenece B. Si el punto no
pertenece al lado superior del réstgulo,v debe satisfacer, en ese punto,

vi(20,t0) =0, Vga(w0,t0) <0,

gue resulta incompatible con la inecuénidiferencial satisfecha par. Si, en cambio, el
maximo se alcanzase sobre el lado superiar, () : « < z < b), entonces, paréz, to)
muy pbximo a ese borde, se temdr

v(To,t0) > 0,  vge(wo,t0) <0,

de modo que tamén se contradii la inecuacdn satisfecha poo(z, t).

Ahora, si consideramos(z, t) tal que satisface,, — au,, = 0, podemos construir
v(z,t) = u(x,t) + ex?, cone > 0, que satisface; — av,, — 2ea® < 0y, por lo tanto, si
M es el néximo valor deu(z, t) sobrel’, se tiene

v(x,t) < M+ ex® < M + eb?
tanto en el interior como eh. Como consecuencia,
u(z,t) = v(x,t) —ex? <wv(w,t) < M +eb.

Dado quee es arbitrario, resultau(x,t) < M en toda la regbn. Por supuesto, lo
mismo ocurre con los mimos. En efecto, si(z,t) satisface la ecuabn diferencial,
—u(z,t) también lo hace y los imimos de una son losawrimos de la otra.
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O

Este teorema tiene una interpretatsimple: si no hay fuentes de calor en la barra, la
temperatura no puede estar por encima detimo entre las temperaturas iniciales y las
temperaturas en los extremos. Lo mismo ocurre con logmos.

A partir de este teorema es mucfl demostrar la unicidad de la sol@nide la ecua-
cion de calor (tanto homé@mpea como inhomdmea), para una dada condiciinicial
u(z,0) = p(z) y con condiciones de contorno Dirichlet como las ya estudiseh el
caso de la ecuamn de la cuerda vibrante. En efecto, proponiendo la exigtelecdos so-
luciones tendremos que la diferencia de ambds, t) = u(z,t) — us(x,t) satisfad la
ecuacbn homo@nea y, ade@s, sed nula en todd’. En consecuencia, deldéeser menor
o igual que cero. Por la segunda parte del teorema antett@&jdambén, ser mayor
o igual que cero. Por lo tanto, debe ser= 0 en toda la redgin R, contradiciendo la
hipbtesis de existencia de dos soluciones distintas.

V.5.7. Evolucibn de la temperatura en barras finitas

Estudiemos la evoluén de la temperatura(x, t) en una barra finita de longituf,
con condiciones de contorno
u(0,t) =u(L,t) =0
y condicbn inicial
u(z,0) = ¢(z).
Podemos plantear(x, t) = X (z)7T'(t) en la ecuadn
Up — AUy, = 0,
obteniendo
T/ XI/
of X
que conduce &'(t) = T(0)e " y X(z) = Acoskx + Bsinkx parak # 0 (para
k = 0 se obtiene, en cambid; (x) = A + Bz, que se anula iEhticamente al imponer las

condiciones de contorno). La condioide contorno implic& (0) = X (L) = 0, en cuyo
casoA =0y k=nn/L,n=1,2,.... Se obtiene entonces la sologiproducto

k2

X ()T () = coe /D sin(nma /L)
y la solucbn general
u(z,t) = Z cpe” T gin(nmra /L) .

n=1

La condicbn inicial implica que
u(z,0) = ch sin(nrx/L) = ¢(x),
n=1
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expresbn que constituye el desarrollo en serie de medio rango ers sk (x) y deter-
mina los coeficientes,:

o (L
Cp = E/o sin(%x)qﬁ(m)dm.

El resultado final puede expresarse como

u(x,t):/o K(z,2' t)p(z")dx',

donde
2 oo
K(z,2',t) = T ngl ¢~ (nm/L)%a sin(n%x) sin(n%x')

representa la funen respuesta de la ecuanide difusbn en la barra finita con las con-
diciones de contorno anteriores. La conditinicial es, por lo tanto, naturalmente des-
compuesta en “modos normales” que exhiben un decaimieptmenciakx e~(7/L)*
Para tiempos grandesnicamente el modo sietrico fundamentak(n(rz/L)) permane-
cera visible (sic, # 0), con una amplitud, e~ (7/L)%t,

Notemos, tami&n, que el problema con temperatura fija en los bordes,

u(O,t) = ir()7 u(L,T) = TL;

dondeT} y 71, son independientes depuede reducirse al problema anterior si reempla-
zamos

w(z,t) =w(x, t) + Ty + %(TL —Th).

La funcion lineal constante de la derecha se encarga de garanteaequmpla la con-
dicibn de contorno y satisface exactamente la eémade difusbn homo@nea (es una
solucbn estacionaria), por lo que(z,t) satisface tamiin la ecuadn de difusbn ho-
mogenea, pero con condiciones de contdnomog@neaqw(0,t) = w(L,t) = 0). Enton-
ces,w(x,t) estad dada por la soludn anterior (com(z,0) = u(x,0)—(To+7 (11, —1p)).
En este caso .
lim u(z,t) =Ty + —

t—o00 L

Se pueden emplearétodos aalogos para estudiar la dif@si del calor en otras situa-

ciones tales como barras finitas con fuentes de calor, baistslas, regiones bidimen-
sionales, etc. En V.7 presentaremos la fanale Green para una régi general.

(T, — To) .

Problema sugerido V.5.4:Mostrar que la temperatura(z,t) en una barra finita
de longitudL térmicamente aislada:.{(0,¢) = u,(L,t) = 0) con la condiddn inicial
u(z,0) = ¢(x), es de la forma

+) = e~ (nm/L)ad (E ) .
u(z,t) co—l—Zce cos (-2

n=1
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u/To

0.2 04 06 08 10X/

Figura 38: Perfil de la temperatutéz, t) en una barra finita con condiciones de contorno
u(0,t) = 0, u(zg, t) = Tp/2 y condicbn incialu(z, 0) = To(z/(2x¢) + 0,4[sin(7z /o) +
sin(2mx/x0)|, parat/t, desdd) a0,2 con pasd),02 (y ax?/ty = 1). Se indica tamigin el
resultado para — oo. Las componentes de Fourieémaltas decaenas @apidamente,
por lo que 6lo se observa el primer modo no estacionario (aatedel estacionario) si
t/to N0 es muy pegu®. Se deja como ejercicio hallafx, t).

Determinarc, y ¢, € interpretar el resultado, indicando el significadagddeterminar
tambien la funcon respuest&’(z, 2/, t) correspondiente.

Problema sugerido V.5.5:Mostrar que la temperaturgz, t) en una barra finita de
longitud L térmicamente aislada en un extremg((), ¢) = 0) y con temperatura fija en
el otro (w(L,t) = T1), que satisface la condam inicial u(x,0) = ¢(x), es de la forma

N 1/2
u(w,t) =T + Z cpe (DT at o <w$> .

n=0

Determinarc,, e interpretar el resultado, indicando i@hite 1im;_, ., u(z, t). Determinar,
tambén, la funcdn respuest®’(z, 2, t) correspondiente.
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V.6. Ecuacbn de Laplace

V.6.1. Introduccidn

La ecuadbn de Laplace nodo constituye el ejemplo &s relevante de ecuaci elpti-
ca, sino que, debido a su ubicuidad, puede considerarsela@noadn mas importante
de toda la Isica Matenatica. En efecto, aparece ligada aderenos tan diversos como
los procesos electromaggicos, la difusbn del calor, la diamica de fluidos y la gravita-
cion, por citar 6lo algunos. De hecho, tanto la ecu@atide ondas como la de difasi,
contienen al operador de Laplace. En el marco éfipede la Materatica, esta ecuamn
desempida un papel central en la téarde las funciones anttas.

Generalmente, nuestro primer encuentro con la ebnadé Laplace tiene lugar al
encarar el estudio de la electraista. Dada una densidad volétrica de carga éttrica
p(r), donder es un vector de posian, el problema central es la determirtacdel campo
eléectrico E(r). Introduciendo el potencial electrasicow(r) a traves de su reladn con
el campo:E(r) = —Vu(r), dondeV es el operador gradiente, se encuentra (ver [19]):

Au(r) = 1 p(r), (v.6.1)

€0

dondeg, es la permitividad éctrica del vam y, en coordenadas cartesianas,

A= — 4 = —. (v.6.2)

A menudo interesa determinar el potencial elechtisd en regiones del espacio don-
de no se encuentran ubicadas las cargas que originan lo®osaegdecir, en regiones
donde se verifica(r) = 0. Entonces, el problema a resolver es

Au =0, (v.6.3)

gue se conoce como ecuacide Laplace homdmpea o, simplemente, ecuacide La-
place. La ecuabh inhomo@nea se conoce como ecuatde Poisson. Recordemos que
el operador/\ es, a menos de una constante(iigico operador diferencial lineal de se-
gundo orden invariante tanto frente a traslaciones conaxiates del sistema de ejes
coordenados, lo que explica su ubicuidad en la deséripde sistemaddicos uniformes

e isotibpicos. Por ejemplo, la temperatura estacionaria en una cegdn con conducti-
vidad &rmica isotopica uniforme, sin fuentes o sumideros de calor en el mtdembén
satisface la ecuawmn de Laplace.

En el contexto de nuestro ejemplo, la sotucde §.6.1) (o {/.6.3), segn correspon-
da), suplementada con apropiadas condiciones de confm@muijte, en principio, deter-
minarwu y, por lo tanto, tamkén el campaE. Este esquema de trabajo, conceptualmente
sencillo, que acabamos de delinear someramente, dista tte/ise a la hora de imple-
mentarlo en situaciones concretas. La resolueifectiva de\(.6.3) depende fuertemente
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de una elecén apropiada del sistema de coordenadas, que contempledieadecua-

do las simetias de cada situami. Antes de considerar detalladamente estas cuestiones
en los @rrafos siguientes, resulta conveniente presentar adgasjpectos generales de

la ecuaddn de Laplace homa@mea y de sus soluciones, llamadasciones arranicas
Consideremos el casoas simple posible en el que la fudniu depende solamente de
una variabler. El operador laplaciand se reduce a la derivada segurggy resulta,
entonces, muyécil encontrar la soludin general para este caso:

u(x) =axr+0b,

dondea y b son dos constantes que se padrdeterminar mediante condiciones en los
extremos del intervalo para el cual se desea resolver elgmab Este ejemplo, en su
extrema simpleza, permite ya analizar propiedades prafidd las funciones afmicas,
gue perduranin en los casos en que se tienen dos, tresas variables. Esatil com-
probar que, en nuestro ejemplo simpléy) = w,wo € R, es decir que la
solucbn de la ecuadin de Laplace en un dado punto resulta ser el promedio dellas so
ciones a una dada distancia a izquierda y derecha del punt@stdon. Una consecuencia
directa de esta propiedad es que la sd@ngio admite rmimos o néximos locales en el
interior de la redgdn; los valores extremo® pueden ubicarse en los extremos del in-
tervalo. Enfatizamos que estas propiedades, que reswitimées en el caso de una sola
variable, siguen siendalidas para cualquiertimero de dimensiones. Por ejemplo, en el
caso de 2 variables puede demostrarse que el valaretheun puntqz, y) dentro de la
region de inteés es igual al promedio dea lo largo de una circunferencia de radia@on
centro en(z, y): u(z,y) = 55 § udl. Consecuentemente, en una éegbidimensional

los valores extremos desblo pueden darse sobre la curva que define la frontera de dicha
regibn. Mas adelante demostraremos estos resultados.

Como advertimos anteriormente, para poder resolver unaiécudiferencial es cru-
cial elegir apropiadamente el sistema de coordenadas. $End=aresolver la ecudrni
diferencial en cierta regn con borde deberemos, adesmnimponer ciertas condiciones
de borde o de contorno en la frontera de dichanredgtn la secdn que sigue presentare-
mos los tipos de condiciones de contorno locales usualnmapigestas sobre el dominio
del operador de Laplace y discutiremos la unicidad (o noad®lucon en cada caso.

V.6.2. Teorema del valor maximo para la ecuacon de Laplace

Como ocurtra en el caso de la ecuéa homo@nea para la difuén de calor en una
barra, la ecuabin de Laplace satisface un teorema del valaximo:

Teorema V.6.1 (del valor maximo) SeaD C R™ una regbn acotada y conexa, con bor-
dedD. Siu(xy,...,z,), definida y continua en la regh D U 9D es arndnica enD, es
decir, que satisface



V.6 ECUACION DE LAPLACE

enD, los valores raximo y ninimo deu se alcanzan enD.
Demostracbn:

Tomemos, primero, una fureti v(z4, ..., z,,) Subarndnica, es decir, tal que satisface
2 o” pa
Av =" 2% > (enD. Tal funcbn no puede tener unarimo enD. En efecto,

i=1 890%

si lo tuviese debéa cumplirsegig < 0,Vi = 1,...n en el mismo, contradiciendo su
condicbn de funddn subarndnica.

Ahora, supongamos quéz, ..., z,,) €s arnbnica enD, es decir) ", 327% =0enD.
Si definimos(z1, ..., z,) = (21, ..., x,) + €y 1, a7, cOne > 0 arbitrario, tendremos
Av = 2ne > 0. Por consiguientey toma su raximo valor erdD. Como consecuencia de
la definicbn dev, si M es el naximo valor dew en el bordep < M + eméxgn > ., ©7.
Por otra parte,u(x1, ..., tn) = 0(x1, ..., ) — € Yo 22 < v < M+ em@Xgp Y p, 2.
Dado quer es arbitrario, resultau(xy, ..., x,) < M.

El resultado concerniente alimmo se deriva de inmediato, teniendo en cuenta que,
siu es arnbnica, —u tambén lo es y los fimimos de la primera no son otra cosa que los

maximos de la segunda.

O

El teorema implica, obviamente, queno puede tener un aximo o mnimo local
aislado en el interior d® (si lo tuviese, el raximo o ninimo absoluto de en una regn
D c D suficientemente peqfia que contenga ese extremo se alcdazam su interior,
contradiciendo el teorema para esta ®edi Veremos luego, en la se6ni V.6.7.2, otra
demostrad@n rigurosa general de esta propiedad, al mostrar que el dalona fundn
armbnicau en un punto es siempre el promedio de los valores en una ebfata cir-
cundante. Esto esalido enn dimensiones e implica queno puede alcanzar elarimo
o minimo en el interior d&, salvo que sea constante.

En forma nas intuitiva, la condién Au = 0 implica que la suma de las “concavi-
dades"2% debe ser 0 para una fulai arnonica, por lo que si en un entorno elgu es

Bm?
concava hacia abajo en una cierta diréodlg% < 0), debe existir al menos una diregni
ortogonal en la que es ®dncava hacia arrrib%iﬂ2 > (). Esto impide que: exhiba un

. ’ . . - . . J . .
maximo o ninimo en el interior déD. Siw tiene un punto estacionari®u = 0) en el
interior debe, entonces, ser necesariamente un punto silla

V.6.3. Condiciones de contorno para el operador de Laplace

Como ya se mencidn al estudiar el operador de Laplace en unaomegl C R™ con
bordeodD, la correcta definiéin del operador requiere determinar su dominio mediante
la imposicbn de condiciones de contorno. Los tres tipos de condicidae®ntorno ras
usuales para el problema de Laplace en el interior de unarreigida son:
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= Determinar definida y continua e® U 9D tal que

Au(r) = f(r)
u(s) = g(s), (v.6.4)

donder € Dys € 9D.
Este es el llamado Problema de contorn®itichlet.

= Determinar definida y continua e® U 9D tal que

Aulr) = f(x)
2s) = o). (v.6.5)

con2%(s) la derivada normal exterior evaluada en el borde.
Este es el llamado Problema de contorndNéemann

= Determinar definida y continua e U 9D tal que

%@) + h(s)u(s) = g(s), (v.6.6)

conh(s) > 0y no identicamente nula.
Este es el llamado Problema de contorndrabin

La unicidad de la solubn para el problema de contorno de Dirichietq.4) se de-
muestra &cilmente haciendo uso del teorema del valaximo. En efecto, si suponemos
queu y v son dos soluciones del problema= v — v es arndnica y se anula etiD. Por
lo tanto,w < 0y w > 0. Esto demuestra que es icenticamente nula.

La unicidad del problema de contorno de Robin se demuestra@oasa primera iden-
tidad de Green (ver Agndice B). En efecto, para la diferencia de dos solucianse
tiene:

/D(Vw)de = /DV(wVw)dV

ow 2
= /a w—dS:—/aDh(s)(w(s)) . (v.6.7)

D an
En la primera igualdad hemos usado gues arndnica, en la segunda igualdad hemos
usado la primera identidad de Green y, finalmente, hemosuaadndicon de contorno
de la ecuadn (v.6.6). Ahora, el primer miembro de la igualdad es no nega@amo
consecuencia de las condiciones impuestas sobre labfuhgciel Gltimo miembro de
la igualdad es no positivo. En consecuencia, ambos debeddégicamente nulos. La
anulacon del primer miembro exige giéw = 0y, por lo tanto, quev sea constante en

237



V.6 ECUACION DE LAPLACE

D. Por su parte, la anulam dellltimo miembro exige la anula@n dew en el borde.
Por continuidad, concluimos que es icenticamente nula y hemos demostrada,las
unicidad de la soluéin al problema de contorno de Robin.

En cuanto al problema de Neumann, es evidente que la éolde la ecuadin de
Laplace homognea no esinica en este caso, ya que dos soluciones pueden diferir en
una constante arbitraria sin contrariar la coriticile contorno. Tamén séalamos que
el problema general de Neumarisest bien formulado si se cumple la condinide
compatibilidad[,, f(r)dV = [,, g(s)dS. Efectivamente, en este caso se tiene

/ f(r)dV = / AudV = Ou ds = g(s)dsS'. (v.6.8)
D D oo On D

Volveremos sobre estos puntos al tratar la fanaile Green para este tipo de condi-
ciones de contorno.

En cuanto a los correspondientes problemas exterioreftiemen icénticas conclu-
siones sobre la unicidad de sus soluciones si, adege exige que las mismas permanez-
can acotadas en el infinito (ya que el exterior no es unamegpmpacta).

Los problemas de contorno dquresentados tienen otra caratgica importante:

Teorema V.6.2 Con su dominio definido por el caso hornéogo ((s) = 0 V s) de cual-
guiera de las condiciones de contorno antes presentadagperhdor de Laplace es au-
toadjunto (ver la nota 1 a pie dedgina en la secéin 111.1.3).

Demostraddn: Siu es una fundn en el dominio del operador de Laplace gs una
funcion en el dominio de su adjunto (aggupuestas reales), se tierie(u) representa el
producto escalar usual ef?):

(v,Au) = (v,V-Vu) = /DdVUV -Vu = —/DdV(VU) -Vu

ou ou ov

donde hemos usado repetidamente el teorema de Gaussagdesrinmediato verificar
gue, para todos los problemas de contorno consideradostsfasze:

si u y v satisfacen la misma condan de contorno. Como consecuencia, definiendo su
dominio de cualquiera de estos tres modos, el operador d&atapesulta autoadjunto,
es decir,

(v, Au) = (Av,u).
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Mostremos finalmente que

Teorema V.6.3 La solucbn u(r) de la ecuadn de LaplaceAu = 0 parar € D con
las condiciones de contorno de Dirichlets) = ¢(s) paras € 9D, es la funcbn que

minimiza la integral
1
I = —/ (Vul?dV
2 Jp

entre todas las funciones que satisfacen la codicie contorno anterior.

Demostracdn:
Siu es la funodn que minimizd y consideramos una varigmé/ = I (u+ou)—1(u),
condu(s) = 0 paras € 9D, obtenemos, hasta primer orden &n

5 = /@ (V) - (Vou)dV = /

(Vu) - néudS — / du AudV
aD

D

= —/ oulAudV =0 (v.6.10)
D

lo cual debe valek ju que se anule en el borde. Por lo tanto, necesariame(t¢ debe

satisfacerAu = 0V r € D. En tal caso, el incremento exacto®s= 1 [, |Véu|?dV >

0 sidu no es nula, lo que muestra quees necesariamente urimmo.

O

En otras palabras, una fuba arnonica es la funén mas “chata” (en el sentido
de minimizar el promedio sobr® del gradiente cuadradd’«|*) compatible con las
condiciones de contorno.

V.6.4. Funciones arndnicas en diversas geomeias. El problema de
Poisson

El problema de Poisson consiste en la reconstoucde la solu@n de la ecuadin de
Laplace homognea en el interior de la rémi de volumer®D a partir del conocimiento de
los valores que toma en el bord®. A continuacdn resolveremos problemas de ese tipo
en regiones con distintas geomas.

V.6.4.1. Armonicos rectangulares

Empecemos por considerar el caso enquepende&lo de dos variables y la ecua-
cion de Laplace se expresa en coordenadas cartesianas.du#ttmado mas conveniente
cuando el sistemadico a estudiar tenga una forma rectangular. Radatarse, por ejem-
plo, de una placa conductora rectangular con voltajesajog en sus lados, siendo la
funcion indbgnita el potencial élctrico en cualquier punto de su interior. O taémbde
una placa rectangular con conductividadtica uniforme sin fuentes o sumideros de ca-
lor en el interior, de la cual se conoce la distriliucde temperatura en el borde, siendo la
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incognita la temperatura en el interior. Pdiratarse tamein de una membranaastica
rectangular estirada y fija en el borde, en el que tiene un@a@kura no uniforme, siendo
la incognita la altura de la membrana en el interior.

Buscaremos, entonces, soluciones de

Pu  O*u

Au:@—f‘&—?ﬂ:

0

en el interior de un reahgulo0 < = < a, 0 < y < b. Estudiaremos primero el problema
de Dirichlet correspondiente, o sea, la determibaae v a partir de sus valores en el
borde del reéngulo,

U(IL‘,b) = fl(x)7 u(a:,()) = fg(iL‘), U(CL, y) = f3<y)7 u(O,y) = f4(y)

y

u(x,b)

u,y)

0 u(x,0) a
Figura 39: El redngulo0 < x < a,0 < y < by las condiciones de contorno en el
problema de Dirichlet asociado.

Debido a la linealidad de la ecuéai, con la consiguiente propiedad de superposici
podemos escribir la solum en la forma

U:U1+U2+U3+U4,
dondeu, es la soludn paraf, = f; = f, = 0y, en generaly; aquella parg; = 0 si

J# 1.

Consideremos, por ejemplo,. Planteando una soluri del tipo

tenemosAu; = XY + XY” =0,0seaX”"/X +Y"/Y = 0, obtenéndose las ecuacio-
nes
X" = -k*X Y = kY

conk constante. Las soluciones son de la forma
X(z) = Acos(kx)+Bsin(kz), Y(y) = C cosh(ky)+ D sinh(ky)
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parak #0y
X(z)=A+ Bz, Y(y) =C+ DY

parak = 0. Comou,(0,y) = wui(a,y) = 0= X(0) = X(a) = 0, lo que implica
k = nm/a (real), conn = 1,2,... si deseamos obtener soluciones no triviales1@
idénticamente nula). La cond@i u; (z,0) = 0 implica, adenas,C = 0. Por lo tanto,

X(2)Y (y) = Asin(k,z)sinh(k,y), k, =nr/a,

y la solucbn general para; es

uy(z,y) = Z A, sin(k,x) sinh(k,y) .

n=1

La condicbn de contorno

uy(z,b) = fi(z) = Z A, sin(k,x) sinh(k,b)

n=1

determina los coeficiente$,, dado que la expre@n anterior constituye el desarrollo en
serie de Fourier d&/2 rango de senos d&(x) en|0, a. Por lo tanto,

2 “ .
An = m/o fl(x) sm(knx)dx .

La solucbdn final puede, pues, escribirse como

sinh(k,y)
i

m] f1<ﬂ?/)dxl . (V611)

u(z,y) = /Oa [% ;sin(knx) sin(k,z")

En forma a@loga se procede para los desicasos. Por ejempla, (z, y) sel de la forma

us(x,y) = Z C, sin(k,x) sinh[k, (b — y)] .
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-0.2

Figura 40: Izquierda: Gifico de la fundn arndnica en el cuadrado < z < 1,
0 <y < 1, que satisfacei(0,y) = u(l,y) = u(z,1) = 0y u(z,0) = f(z), con
f(z) = acosmx + Bsin3mzy a = 0,1, B = —0,15 (centro). Derecha: Gfico de la
funcibn arnmbnica obtenida al repetir dicha fudci como condidn de contorno en los
cuatro lados. Se deja como ejercicio dar la expresieu(z, y) en ambos casos.

Problema sugerido V.6.1:En base a la discu@n anterior, encontrar la soldri de la
ecuaobn de Laplace en el reaigulo, con condiciones de Neumann sobre los lados.

Consideremos, ahora, el caso en gque oo, es decir, la franja > 0,0 < y < b, con las
condiciones de contorno

u(z,0) = u(xz,b) =0, wu(0,y)= f(y).
Planteando una solur de la formau(z,y) = X (x)Y (y), tenemos
X" =kX, Y'=-kY
cuyas soluciones conviene escribir como
X(z) = AeF + Be ™™ Y (y) = C cos(ky) + Dsin(ky).

La condicbn u(x,0) = u(x,b) = 0 implicaY (0) = Y (b) = 0, y por lo tantoC' = 0,
conk = nw /b, real,n = 1,2, . ... Si exigimos que: permanezca acotada para> oo =
A = 0. Por lo tanto,

X(2)Y (y) = Be ™ sin(k,y), kn =nm/b
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y la solucbn general es

ZA e " sin(k,y) . (v.6.12)

La condicbn de contorno

uw(0,y) = f(y) =Y Aysin(kyy)

determina los coeficientes$,:
2 b
— 5 [ fw)sin(h.p)dy
0

La solucbn final puede escribirse como

[e.9]

u(x,y) = % /0 [Z e sin(kny) Sin(/fny’)] f)dy'.

n=1

La serie puede, en este caso, evaluaasérmente como suma de series gé&brcas, es-
cribiendosin(k,y) = (e*n¥ — e~*n¥)/(2i) y recordando que

- — xlg & —k(x+7 n 1
2 e =) () = oy k=
n=0 n=0

El resultado final es

Ze ?sin(k,y) sin(k,y') =

e k(1 — e %) sin(ky) sin(ky’)
(14-e=2kz—2e=k= cos k(y+y')) (1+e=2ke —2e~F* cos k(y—v'))

El integrando decrece exponencialmente cohos factores en el denominador son la
distancia al cuadrado entre los puntos de coordenadasp@laf®, ky) y (1, &ky') (ver
mas adelante discu®@i sobre rétodos de variable compleja en V.6.5).

V.6.4.2. Problema del semiplano

En muchas aplicaciones resulta de iateresolver la ecuam de Laplace en una re-
gibn de extengin infinita. Consideremos ahora el semiplgns 0, x € . Resolveremos
la ecuaddn Au = 0 conociendo los valores deen el ejer, u(z,0) = f(x), con la con-
dicion queu(z, y) permanezca acotada. Planteando nuevamente sépadacvariables,
u(z,y) = X(2)Y (y), tenemos

X// — —]{EZX, Y// — kZ2Y,
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conk constante. La solugh correspondiente/a= 0 debe descartarse por no ser acotada.
Las restantes soluciones pueden escribirse en la forma

X(z) =A™ + Be™** Y (y)=De™™ 4+ Ee®, k#£0cR.

Si queremos que permanezca acotada paja»> oo = D = 0sik <0y E = 0 si
k > 0, los que podemos resumir coridy) = Ce~¥Iv, Por lo tanto,

X (2)¥ (y) = A(k)ee b

y la solucbn general (ahora es unindice continuo) es

u(@,y) = / A(k)e*r e~ M (v.6.13)

donde la integral denota valor principal. La conditde contorno

oo

u(z,0) = f(x) :/ A(k)e™* dk

—00

determina, ahora, la furmi A(%), que no es otra cosa que la transformada de Fourier de
f(z) dividida porv/27. Recordando lasfmulas de inveréin obtenemos

1 [~ .
A(k) = —/ fx)e *dy .
2 J_ o
Insertando esta exprési en {/.6.13) obtenemos
u(z,y) = / K(z — o' y)f(«)dx,
con

1 oo 1 00 .
K($7y) = _/ezk:c—lklydk _ _Re/e—k[y—zx]dk
0

2 J_ o s
1 1 1

= —Re| =Y
2r y —ix w4 y?

Obtenemos, finalmente,

u(z,y) =2 /OO Sy (v.6.14)

7)o (@—a)2 g2

El denominador es la distancia al cuadrado del pyntg) al punto(z’,0) del borde.
Notemos que
lim K(z,y)=0(z).

y—0+
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En efecto,K(z,y) > 0siy > 0, con lim K(z,y) =0siz # 0y lim K(0,y) = oc.

y—0t y—0t
Ademas,
1 [~ wyd 1 o
/K:z:y / Qy—a:——arctan(z) =1.
2?2+y? o7 Y

— 0o

Como veremos en primas secciones, el resultade.§.14) puede obtenerse tarabi
directamente de la solu de Poisson para el interior dé@laulo, por nétodos de variable
compleja 'y mediante el uso de la fuaride Green.

Problema sugerido V.6.2:ResolverAu = 0 para unadmina rectangular de ancho finito
by longitud infinita 0 < y < b, x € R), conociendo los valores deen el ejey (sobre un
segmento de anchig, «(0,y) = f(y) y sobre los ladosi(z,0) = g(x) y u(x,b) = h(x).

Problema sugerido V.6.3:ResolverAu = 0 para unadmina rectangular infinita <
r < 00,0 <y < oo, conu(z,0) = f(z), u(0,y) = g(y). Sugerencia: Completar las
condiciones de contorno en forma impar, justificando estéop

V.6.4.3. Armonicos rectangulares en tres o s dimensiones

En forma completamente aloga puede tratarse la ecuatidu = 0 en regiones del
tipo0 <z <a,0<y<b0<z<c, etc., entres o s dimensiones. Consideremos,
por ejemplo, las condiciones de contorno

uw(0,y,2) =ul(a,y,z) =0, u(z,0,z) =u(x,b,2z) =0

u(z,y,0) =0, u(z,y,c) = f(v,y).

Planteando una soluwm del tipou(z,y,z) = X(z)Y(y)Z(z), obtenemosX"Y Z +
Y'"XZ + Z"XY = 0y por lo tanto, dividiendo poXY 7,

X"IX+Y")Y +2")Z =0

de donde
X" =-kX, Y'=-kY, Z'=(kl+k)Z,

conk,, k, constantes. Las soluciones son de la forma
X(z) = Acos(kyx) + Bsin(k,x), Y(y) = Ccos(kyy) + D sin(k,y),

Z(z) = Ecosh(k.z) + Fsinh(k.z), k. = \/k2 + k2.

Para las presentes condiciones de contorhe; C = E = 0, por lo que la solu@n
producto es de la formsin(k, ) sin(k,) sinh(k,2), conk, = nn/a, k, = mn/by n,m
naturales> 0. La solucbn general es, pues,

u(z,y, z ZAnm sin( —x Sln(%y) sinh(kp,,2) ,
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conk,, = m/ % + 2. La condicbn de contorno

u(z,y,c ZAnm sin —:c) sm(?y) sinh(k,me) = f(x,y)

determina los coeficientes,,,, por medio del desarrollo bidimensional en serie de medio
rango de senos:

22

nm -
ab smh

mm
/dm / dy f(x,y sm(—ac) sin(—vy) .
nmc a
La solucbn para condiciones de contorno Dirichlet no nulas en tanokabos se resuelve
por superposiéin (de seis soluciones en 3 dimensiones).

V.6.4.4. Armonicos circulares y soluadbn de Poisson en el disco

Otro caso de gran intes pactico es agel en el que la re@in bajo estudio es un sector
circular. En esta situa@n, resulta@ conveniente elegir un sistema de coordenadas polares
con su origen en el centro de las circunferencias que dalnat sector. Consideremos,
entonces, la ecudm de Laplace\u = 0, con

92 10 1 92
A= + -+ =55 Vv.6.15
o2 ror ' r2oe2 ( )
en un sector circular, < r < ry, 0 < 0 < a < 27. La ecuaddn de Laplace homagpea
en coordenadas polares es, entonces

0*u  10u 1 02

—_— —— . 6.1
8r2+7’8r+r2892 0 (v.6.16)

u(b,)

X

0 a

b

u(r,0)
Figura 41: El sector circular < r < 5,0 < 6 < «, y las condiciones de contorno en
el problema de Dirichlet asociado.

Proponiendo una solumi productou(r, #) = R(r)©(0), se obtienen las ecuaciones

R// E o kQ_‘R _ 0’ @// _ _k2@

r r2
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conk constante, cuyas soluciones son

R(r) = Arf+Br7* ©(0) = acos(kf) + bsin(kf), k #0
R(r) = A+Blnr=Bln—, 60)=a+b0, k=0 (v.6.17)
To

(la ecuaaddn parak es del tipo de Euler y su soluei es de la forma*, con)\ determinado

por \(A — 1) + A — k? = 0, 0o sea,\ = +k; si k = 0 la otra soluddn linealmente

independiente de’ = 1 esr* Inr = Inr). Ob%rvese qué puede ser, en principio, real,

imaginario o complejo (sk = k, + ik;, r* = e*" = eF 87 [cos(k; Inr) + i sin(k; In7)]).
Como ejemplo, si(r,0) = u(r,«) = 0, con

u(ry,0) = f1(0), wu(ry,0) = f2(0)
= a =0y k =nnr/a(real), conn > 1. La solucbn general es, por lo tanto,

u(r,0) = Z(Anr””/o‘ + B,r ") sin(nnf/a), (v.6.18)

n=1

donde las constante$, y B, pueden obtenerse a partir del desarrollo en serie de senos
de f1(0) y f»(0). Se dejan los detalles para el lector. Obviamente,d#be permanecer
acotaday; = 0 = B,, = 0, mientras que, 8i; > 0y r, — oo, entoncesA,, = 0.

En el caso de un anillo circular< ¢ < 27, conr; < r < ry, u debe semonovalua-
da, lo que implicak = n, conn entero (yb = 0 si k = n = 0). La solucbn general es de
la forma

u(r,0) = Ao+Bylnr

+ i(Anr"%—Bnr_”) [a,, cos(nB)+b, sin(nh)] . (v.6.19)

n=1

Nuevamente, sty = 0 = By = 0, B, = 0, mientras que, st, = oo, By = 0, 4, = 0,
n > 1.

Consideremos ahora el problema de determinar unadaraironicau en el interior
de un érculo de radio, = a (0 sead < r < a,0 < 6 < 27) conociendo los valores de
en el contornoy(a, #) = f(0). La solucbn general debe ser, en este caso, de la forma

u(r,0) = % + Z r"[a, cos(nf) + by, sin(nd)] . (v.6.20)
n=1
Por lo tanto,

u(a,0) = f(0) = % + Z a"[a, cos(nf) + b, sin(nd)],
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ul,9

Figura 42: Gafico de la fundn arnmdnicau(r, 0) (izquierda) en el interior delicculo de
radio 1 que satisface(1,0) = a + [ cos 260 + ysin4d, cona = 0,5, § = 0,2, v = 0,3.
Notese ques(r, f) no tiene n&dximos ni mnimos locales, alcanzando su valoaximo y
minimo en el borde. En el centre & 0), u = 1/2, que es el valor medio en el borde. Se
deja como ejercicio dar la exprésideu(r, 6).

de donde, recordando la expi@side los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier,

1 2 1 2w
a, = —|[ cos(nb)f(0)dd, b, =—_ sin(nd)f(0)dd, n > 1,
ma” f, ma"fq
con® =L f% f(6)do = (f). Reemplazando e (6.20), y teniendo en cuenta que

cos(nf) cos(nd') + sin(nd) sin(nd") = cos[n(d — 6')],

obtenemos ,
1 [ =
u(r,0) = — /0 {%+§% cos[n(0 — 0]} f(0")do' .
Definiendoz = (r/a)e'?, con|z| < 1, tenemos
o n o 1+
% + Z Z—n cos(nf) = Re[% +Zz”] = %Rel_z
n=1 n=1
= M d*(r,a,0) = a® 4+ r* — 2ar cos(f)
©2d%(r,a,0) s ’
Encontramos, de esta formadalucibn de Poisson
a2 _ 7"2 2 f(e/)del
0) = . v.6.21
u(r, 6) 5 /0 Elrad 6y O ( )
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Notemos quel(r, a,f — ¢') es, nuevamente, istanciaentre el puntdr, #) del interior
del drculo y el punto(a, ¢') del borde.

Comentarios

1) Sir =0,d> =a%y

w0.0) = 3= [ 1@ = (7).

El valor deu en el centro delicculo es, entonces, eromediode los valores de en el
borde del @rculo. Como esto esalido para cualquiericculo con centro eif0, 0) y radio

r < a, vemos que el valor de una fudciu, armbnica en una regn D, en un punto cual-
quiera(z,y) € D es igual apromediode los valores de sobre cualquier circunferencia
con centro erfz, y) contenida erD. Una funcbn arnmbnica no puede, en consecuencia,
poseer extremos (@ximos o ninimos) en el interior d& (ya que, de ser asel valor en

el extremo séa superior o inferior al promedio). Como ya &aios, valores extremos se
alcanzan siempre en el bordeDe

2) Problema exterior: Consideremos, ahora, el problema tendimaru(r, 0) en el
exterior del @rculo, es decirr > «a, conociendo los valores en el bordéq, 0) = f(0).
Podemos repetir el esquema anterior, pero@sfatil emplear el siguiente procedimiento
de inversbn: siu(r, #) es una fun@n arnonica de la forma generaV (6.19), entonces

CL2

v(r,0) = u(7,8) = Ay — By ln%

2n
+ Z(A”C;_n + Bnr—)[an cos(nf) + b, sin(nd)]
n=1

a2n

es tambgn arndnica, pues es tamn de la forma\(.6.19), y cumples(a, ) = u(a, ).
Ademas, siu est definida para < a = v estaé definida para®/r < a, 0 seay > a.
Por lo tanto, la soluéin para el exterior deliculo sea

Cl2 7“2 _ CL2 27 f(e/)del
v(r,6) = U(T’Q) - 2r /0 d*(r,a,0 —0")’ rea

(notar quai(i—Q, a,t) = %d(a,r,0) = %d(r,a,0)). Esto equivale al intercambio<> r en
(v.6.21).

Problema sugerido V.6.4:En base a la discu@n anterior, resolver el problema de Neu-
mann (A\u = 0, con 2% = f(0)y (f) = 0) para el interior y exterior delicculo.

or IT=a
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3) La solucon (v.6.21) puede escribirse como

21
u(r0) = /O K(r,a,0— ) f(0)d
2 2

a’—r
K 0) = .6.22
(r,a,6) 2m[a® 4+ r?2 — 2ar cos()]’ (v )

dondeK (r, a, §) representa la soluan paraf (6) = 6(0). Puede comprobarse qué-, 0) =
K(r,a, ) esunafundn arnbnica que satisfacém K (r,a,0) = §(0), con lim K(r,a,0)

r—a— r—a—

0sif #0(oengeneral) # 2nm,n € Z)y lim K(r,a,0) = oc.
r—a-

Figura 43: Gafico deK (r, a, ) paraa = 1.

4) Es instructivo observar que el resultado614), correspondiente al problema del
semiplano, en un contexto de coordenadas cartesiana® pbtzherse tambn directa-
mente de la solubn de Poisson para el interior détaulo. En efecto, se debe considerar
un radioa muy grande y un punt@r, y) proximo a la superficie (cop medido desde el
borde del @rculo), en elimite a > a — r = y. En tal casod®(r, a,0) — (x — 2')? + 2,
a’>—r?=(a+r)(a—r)— 2ayyadd — dx’, por lo que

a’ —r? /2” g(0)do _>g/°° f(z"da'
2 Jo dP(r,a,0) 7w )_o (v — )24+ y?’

conf(z') = g(a'/a).

V.6.4.5. Armonicos eséricos y solucon de Poisson para la bola tridimensional

Consideremos, ahora, la ecuatiAu = 0 en la regbn eséricar; < r < r, 0 <
0 <0< ¢ <2m donde(r,0, ) son las coordenadas éstas usuales (definidas por
x = rsinfcos ¢, y = rsinfsing, z = rcosd). Emplearemos la notam Q2 = (6, ¢),
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condS) = sin fdfd¢. En estas coordenadas,

02 20 Agq
A = — 422 =%
or2  ror r?
1 0 0 1 0?
Aq = —(sinf—) + ————. .6.2
° = qoae %) T s (v.6.23)
La ecuaddn de Laplace en coordenadastesfas es, entonces,
Pu  20u  Aqu
w + ;5 2 0. (v.6.24)

Figura 44: La redin eséricar; <r < rs.

Planteando una solum productau(r, §) = R(r)Y (€2), se obtienen las ecuaciones

1" 2 / kQ 2
R'+-R —=R=0, AqY=-kY.
r r
con k constante. Como ya hemos discutido en I11.2.5, la solucie la parte angular es
acotada y monovaluadals si%k* = [(I + 1), conl natural €Y' (Q2) = V;,,(Q) el armbnico

eskrico de order. Utilizaremos ahora los ardmicos eséricos complejos normalizados:

—AQYim(Q) = 11+ 1)Yi(Q), —l<m <1, 1=0,1,...

) = e

donde]DZ"”'(x) es el polinomio asociado de Legendre/{§(x) = P,(z) el polinomio de
Legendre), que satisfacen
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donde [ dQ = [T [*"sinf#dfds denota la integral sobre toda la superficieeeish e
Y5 (Q) = (—1)"Y_,(2) en la presente conveidei de fasesy;,,(£2) son las autofuncio-
nesnormalizadagsie A, en la superficie eéfica.

[T @) (Tr[ 71, @201

|Re[F1 @]l

| Yo B [Re[¥21 B1]l (I 72, &.4)])

Re[ 726,01 | 728,81 To(6.4)

Figura 45: Mbdulo de los arrnicos esricos. Se grafica la superficie= |Y},,,(0, ¢)| para
m=0,yr = [R[Y,.(0,0)]| param # 0, paral = 0,1, 2. La orientacdn de los ejes (igual en
todos los paneles) es indicada eréimo panel.

La ecuaddn para la parte radial es nuevamente del tipo de Euler, dogigo r* y )
determinado por

AA—1) +2)—1(+1) =0,

cuyas soluciones son= [, A = —[ — 1. La solucbn producto es, en consecuencia, de la
forma

R(r)Y () = (ar' + br ") Y;,,(Q).

Soluciones independientes @ddes decir, invariantes frente a rotaciones alrededor del e]
z) corresponden a = 0, con/ arbitrario, mientras que soluciones independientesyde

¢ (es decir, invariantes frente a rotaciones) se obtiedkEnparal = 0, y son de la forma
u(r) =a+0b/r.
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La solucbn generalparau(r, 2) es, entonces, de la forma

Z Z Qi o z+1 Vi (£2). (V.6.26)

=0 m=—1

Para soluciones acotadasysi= 0, = b;,,, = 0 mientras que, St — oo, = a;,, = 0.

Consideremos ahora el problema de determinar la @umarnmdnicau(r, §2) en el
interior de una bola de radie = a, conociendo sus valores en la superficigy, 2) =
f(€2). La funcion debe ser de la forma

oo l
=3 3 i) (v.6.27)

=0 m=-1

La condicbn de contorno implica

— Z Z ama' Yy (Q) = f(Q),

=0 m=-1

que representa el desarrollo en serie detainos esfricos def (£2). Teniendo en cuenta
(v.6.25), los coeficientes estar dados por

1
al

Y,m(Q)f(Q)dQ . (v.6.28)

Am =

Sif(Q) = f(0) = a,=0sim#0yu(r,Q) = Z crt Pi(cos @), cone, = a4/ 2”1
=0
Si f(2) = ¢ = ¢ = 0 paral # 0 (por ortogonalidad de’, [ # 0, conFPy = 1)y

u(r, ) =
En general, utilizandov.6.28) obtenemos

u(r,Q) = Z Zylm ()] f(Y)dSY . (v.6.29)

S =0 m=—1

Para evaluar esta serie recordemos, primeteceéma de adiéin para arndnicos eséri-
cos,

l
1
S Vi (@)Y, () = 2l4+ Pi(cos 6) | (v.6.30)

m=—I
donded, es elangulo entre las direcciones determinadas(ppi?’, y queda definido por

cos(fp) = n(Q)-n(Q)
= cosfcosf +sinfsinb cos(¢p — ¢'), (v.6.31)
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conn(f2) = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos #). La ecuaddn (v.6.30) refleja el hecho de que el
primer miembro es un escalar (frente a rotaciones) que dep®dio delangulod, entre
Qy . Entonces, eligiend® = (6, ¢) = (0,0), y dado queY},,,(0,0) = 6,,0Y10(0,0) =

% (puesP™(1) = d,,0), Obtenemos

> Yin(0,0)Y5 () = Yio(0,0)Yii () = HE B(cos '),

lo cual conduce au\.6.30), dado qué, = ¢ si§ = 0. Asimismo, {/.6.30) refleja el
hecho de que, como furdm def?, P,(cos 0y) es tamben autofundn deA con autovalor
—I(l+ 1) y debe ser, por lo tantepmbinacdn linealde las autofunciones,,,(£2) con el

mismol:

P(cosby) = Zchlm(Q)

2041

Cm = /Yl;(Q)Pl(COSQO)dQ = STV ().

Debemos, ahora, evaluar la serie

[e.9]

Z (204 1)( Pl (cosby), r<a. (v.6.32)
1=0

Para ello, usaremos el desarrollo

1 g
d(r,a,60) ZFPZ(COSQO)’ r<a (v.6.33)

1=0
d(r,a,6y) = (a®+ 1% —2arcosby)/?, (v.6.34)

gue puede obtenerse reconociendo que el primer miembradancbn arnonica tridi-

mensional de, f, parar < a y que por lo tanto debe ser de la forhac;r! P(cos 6p).
=0

Parady = 0, d"'(r,a,0) = (a —r)~' = a* % (r/a)’, por lo quec; = 1/a'**. Deri-

vando, ahora,(.6.33) respecto deobtenemos

0 = 7l
Zl s Py(cosby) = 7“5 FP[(COSQQ)
1=0
—r(r—acos b))

(a®+12—2ar cos 0y)3/%

Por lo tanto,

o0

a* —r?
1 Peoss _ v.6.35
zz:; + 1(cos 0p) = (a% + r2 — 2ar cos 0y)3/2 ( )
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Utilizando (v.6.29), ¢.6.30), {/.6.35) obtenemos finalmente la solutide Poisson para
el interior de la esfera,

u(r, Q) afa—r* /f - DY (v.6.36)

G90

dondef, est determinado pornv(.6.31) yd(r,a,b,), dado por ¥.6.34), es la distancia
entre el punta de coordenadas polares(?) situado en el interior de la esfera y el punto
r' = (a, ) de la superficie.

SiQQ=(0,¢) =(0,0) =6, =¢".

Comentarios

1) Nuevamente, en el centro de la esfera=(0), el valor deu es elpromediode sus
valores en la superficie pues, en este cdso,u y, entonces,

0= / )Y = (f).

El valor de una fund@n armbnicau en un punto es, en consecuencia, el promedio de los
valores en cualquier superficie egta con centro en ese punto, contenida en l®reDi
dondeu est definida y, por lo tanto, en cualquier esfera con centro pargb. No puede,
pues, poseer extremos en el interiorlde

2) Problema exterior: Consideremos el problema de determinambnica en el ex-
terior de la esferar(> a), conociendo sus valores en la superfici@, €2). A partir de
(v.6.26) vemos que, si es arndnica, entonces

2

a a
U(T>Q) = ;u(779)
2H—1
- Z Z Qrm ™57 rl+1 + bim, 21+1]EM(Q)
=0 m=—1

es tambgn arndnica, pues es de la forma.6.26), y satisface(a, 2) = u(a,2). Adenas,
si u est definida para < a = v estaa definida para > a. Por lo, tanto, la soluén
para el exterior de la esfera es

2 _ Q/ Ay
U(T,Q):gu(a—,ﬂ = alr® - o f r>a.

ror d3(r,a,6)’

3) La solucon (v.6.36) puede escribirse como

u(r,Q) = /K(r,a,@o)f(Q)dQ,
K(r,a,0p) = %, (v.6.37)
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dondeK (r, a, 6y) es la soludn paraf (2) = §(Q2 — Q') = §(0 — 0')d(¢p — ¢')/ sin(0).

Problema sugerido V.6.5 :Comprobar qués es arnbnica y satisfacdim K(r,a,0y) =
r—a-
(2 — ).

V.6.4.6. Armonicos ciindricos. Solucbn de Poisson en el cilindro

Consideremos la ecu@ti Au = 0 en el interior de un cilindro de radioy alturab, o
seal) <r <a,0<6<27m0<z<b. Encoordenadas aildricas,

92
022

conA, ¢ dado por ¢.6.15), por lo que la ecuam es

A=Aqp +

Pu 10u 10%u 0*u

a7 o Trroe Tam (v-6.38)

Figura 46: El cilindrad <r < a,0 < z <.

Planteando una solum del tipou = v(r, 0) Z(z) obtenemos las ecuaciones
Z"=k2Z, DNpgv=—k.
La solucbn de la primera ecuam es
Z(z) = Ecosh(kz) + Fsinh(kz).
Escribiendo = R(r)©(0), la segunda ecua implica

R/ 2
0" =-—n?0, R'+—+ (k- 2)R=0,

r 72
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cuyas soluciones generales son
0(0) = Ae™ + Be ™ R(r) = CJ,(kr)+ DY, (kr),

donde/J,, Y,, son las funciones de Bessel de primera y segunda especidI(¥ef)l En
el presente caso, la condici de R acotado para — 0 implica D = 0, mientras que la
de © monovaluaday entero.

Consideremos, por ejempla, = 0 en los bordes laterak(a, 6, z) = 0) e inferior
(u(r,0,0) = 0), conu(r,0,b) = f(r,8). Esto implicak = k,,,/a, conk,,, los ceros de
Jn (Jn(knm) = 0) y E = 0. Recordando que, paraentero,/_,(z) = (—1)"J,(x), la
solucibn general puede escribirse como

u(r, 0, z) Z ZAnmJ Epmr/a)e™ sinh (kpmz/a) .

n=—oo m=1

Paraz = b, esto conduce al desarrollo de Fourier-Bessel@ded, b) = f(r,0). Recor-

dando que
a p2r
/ / Jn(knmg)Jn,(kn,m,g)e“"(”*”/)frdrde
0J0

= Gy Oy 7@ T (Ko )% (v.6.39)
obtenemos
foa 0% f(r,0)J,(kpmr /a)e~™0rdrdd
ma?J! (knm)? sinh(k,mb/a)
En forma a@aloga se resuelve el caso con dato en la base. En cambio, atioetsl
u(a,0,z) = f(0,z), conu(r,8,0) = u(r,0,b) = 0, tenemosc = imm /b, conm entero, y
debemos plantear una soloide la forma

Anm =

u(r, 0, z) Z Z A I (mmr /b)e™ sin(marz /b) (v.6.40)

m=1n=—o0

dondel,(z) = (—i)"J,(iz) es la funcdbn de Bessel modificada de primera especie. Se
obtiene un desarrollo en serie de Fourier bidimensiona p@r, 0, z) = f(0, 2).

Problema sugerido V.6.6 :Determinar la soluéin del problema\x = 0 en el cilindro
r<a,0<z<b,siu(r,0,0)= f(r0),u(r,0,b) =g(r,0)yu(a,b,z) =h0,z).

V.6.5. Meétodos de variable compleja para problemas bidimensiona-
les

En el caso de dos dimensiones, toda fanei(z, y) armbnica en una regn D es la
parte real o imaginaria de una fun@n anaitica enD:

u(z,y) = Relf(2)], z=x+1y.
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fz+Az)—
Az

Recordemos quég(z) es andtica si f'(z) = lim ) es independiente de la

Az—0

direccbn deAz. En tales condiciones,(z) = f'(z), f,(2) = f'(2)i, lo que implica
Af = fua(2) + fuy(2) = f"(2) — f"(2) = 0. Escribiendo

f(2) = ulz,y) +iv(z,y),

conu Yy v reales, tanta. comowv son entonces aromicas. La identidagd’(z) = f.(z) =
—if,(2) conduce a las condiciones de Cauchy-Riemanns v,, u, = —v, de las que
se desprende nuevamente gue + v, = 0.

Si, por ejemplowu(z, y) representa una temperatura, las cuw@s y) = ¢ son las
isotermas mientras que las curvds, y) = ¢’ son las correspondientéa¢as de flujo, ya
que los gradientes dey v sonperpendiculares{u,, u,)-(vy, v,) = (Ug, uy) - (—uy, uy) =
0.

Por ejemplo, la parte real e imaginariade= r*(cos k +isinkf) yInz = Inr + i
son los armnicos circulares, mientras que lasdé = e**(cos ky + isinky), e** =
e ™ (cos kx + isin kz), son los arrbnicos rectangulares. En el caso del aeguilo,

sin(kz) sinh(ky) = —Im[cos(kz)] = —Im(e™ 4 7).

Sabemos que, gies andtica en una re@in D y C' es una curva cerrada contenidaen

(if@ﬂz:

Ademas, f(z) puede escribirse como la integral

PICONR
= v.6.41
UORE = Bt (v.6.41)
dondeC es cualquier curva cerrada que circundg dentro de la re@n D dondef es
analtica. De esta forma, para € D, f(z) queda completamente determinada por los
valores que tomg enC.

V.6.5.1. Solucdbn de Poisson para el interior del disco: Obtenén con métodos de
variable compleja

La solucbn de Poisson\.6.21) puede tambn obtenerse a partir de.6.41). SiC es
un drculo de radiaw = 2’ = ae®’, condz’ = iz'dd' y

mfE) o
f(z) = Py R D249, 2 =ae |z <a (v.6.42)
) _

Para obtenem.6.21) es necesario sin embargo expresar la parte redkden £rminos
de la parte real d¢(z’). Definiendoz; = a?/z* = 2/2™*/2*, tenemosz;| > a si|z| < a
y entonces, para el mismarculo C,

0= L JSE) g TIEE (v.6.43)

2m Joi — = o o &F—2z*
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Restando\(.6.43) de ¥.6.42) obtenemos

1

|Z’|2 o |Z|2d9/ _ a2 o 7,2 2 f(ae“")de/

f(2) f(Z) ERE 21 Jo d?(a,r,0 — 0’

dondez = re?’ y d*(a,r,0 —0') = |2’ — z|?. La parte real (o imaginaria) de esta expoesi
nos da ladrmula de Poissonv/(6.21). Notemos que

a—r* Pz [z’—l—z

2(a,r,0 —0) |F—z22 -z

| (v.6.44)

V.6.5.2. Transformaciones conformes

Recordemos que la transformai

w=f(z) =utiv, f(z)#0,

con f(z) analtica, mapea una regn D del planoz en una redgin § del planow. Se
dice que la transformatn es conforme, pues conserva lagalos entre curvas: para una
curvaz(t), que se transforma en la curvét) = f(z(t)), tenemos

dw . \dz
ar f (@%

y, por lo tanto,argffl—f = arg[f’(2)] +arg[%}, lo que representa una traskacide los argu-
mentos erarg|f'(2)] (suponiendo quég’(z) # 0). No obstante, compiw| = |f'(2)||dz|,
las distancias se dilatan localmente| ¢ftz)|.

Si g(w) es andtica en8 = g(f(z)) se& anaitica enD. Por lo tanto,Re[g(f(z))]
se@ una funabn arnonica enD. Esto indica que, una vez conocida la sobmcarnmonica
Re[g(w)] en§, podemos hallar la solumh enD mediante una transformaxci conforme.

Por ejemplo, la transformaim

w = e =e"(cosy + isiny)

mapea el reéngulo0 < x < a,0 < y < ben el sector circulat < r < e, 0< 6 <b.
En esta red@in hemos visto que los afmicos son de la forma* = r*(cos k6 + i sin k@)
parak # 0.

Los arnonicos rectangulares son, pues, la parte real e imaginaria d

(e:)F = €7 = e (cos ky + i sin ky),
dondek puede ser real o complejo, resultado que hemos obtenideparadn de varia-
bles (aderas,Inw = Inr+i0 y sIm(Inw)? = 6 Inr (armdnicos circulares para= 0) se
transforman etne®* = z = x + iy, y %Im[zQ] = zy, que son los arfnicos rectangulares
parak = 0).
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Como ejemplo espéico, la transformadcin
w = e " = e7/¥cos(ay/b) — isin(oy/b)]

mapea la franja semi-infinita > 0, 0 < y < b en el sector circulap < r <
—a < # < 0, donde la solu@n general acotada a@stlada por\(.6.18) conB,, = 0.
solucbn en la franja se obtiene, entonces, reemplazando

L,
La
r=le /b =/t 9 = arg(e /%) = ay/b

en (v.6.18), con"™/* = ¢="7*/% |0 que conduce inmediatamente a la sduady.6.12).
Como segundo ejemplo, obtendremosdariula (/.6.14) para la funéin arndnica

en el semiplano a partir de larimula de Poissonv(6.21), utilizando una transformaci

conforme que mapee el semiplano superior en el interior digranlo de radio 1. Una tal

transformadn es ,

Z—1

z41i

En efecto, sk = = (y = 0) = |w| = |%%| = 1. Adenms, (0, 7) se transforma ef, 0), de

modo que es el semiplano superior el que pasa al interiofidelle (recordemos que los

llamados mapeos linealas= %ig conad — be # 0 mapean rectas yirculos en rectas y

circulos). Tenemos, para = (2/,0),

w =

w 4w 14z y(l+2%)
Re[w’ - w] = Rely z—2 I= |2" — 2|2
dw’ 2d7’ 2da’

a9 = - (v.6.45)

W 1+22 1422’

con|z’ — z|2 = (z —2')? +4°. Por lo tanto, utilizandoW.6.21), (/.6.44) y las expresiones
anteriores,

O R

= o / a2ty :

w —w ™

La parte real nos da el resultade.§.14) parau(z,y) = Re[g(w(z))], cong(w(z")) =
u(z’,0) = f(a').

V.6.6. Problemas de autovalores para el operador de Laplace
V.6.6.1. Propiedades generales

Como demostramos en la semtiV.6.3, el operador de Laplace, con su dominio defi-
nido por cualquiera de los tres tipos de condiciones de contalli estudiados, es auto-
adjunto. Como sabemos de nuestro estudio del problema da-&tauville (ver 111.1),
el ca@cter autoadjunto del operador conduce a propiedadeshiiesel® sus autovalores
y autofunciones, algunas de las cuales demostramos a wacifin.
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Teorema V.6.4 Las autofunciones correspondientes a autovalores distiabn ortogo-
nales.

Demostraddbn: Si—Au,, = \u, Y —Au,, = \,u.,, multiplicando la primera ecua-
cion poru,,, la segunda pot.,, y restindolas, se tiene:

U Ay, — Up Aty = — (A, — Ap)Un U, -

Ahora, integrando sobre la regn D y usando nuevamente en forma repetida el teo-
rema de Gauss, tenemos:

(Am—)\n)/unum dV = /(unAum—umAun)dV —/
D D

oD

Ouyy, ou,, B
(un o — U, an)dVO,

donde hemos usado que étrmino de borde se anula para cualquiera de los tres tipos
de condiciones de contorno que estamos tratando. En coaseia) hemos demostrado
que, si\,,, # A\, las correspondientes autofunciones son ortogonales.

O

Tales autofunciones n@® son ortogonales, sino que, adesyconstituyen un sistema
completo, que permite desarrollar cualquier fédmajue satisfaga las mismas condiciones
de contorno en una serie absoluta y uniformemente converglentales autofunciones.
La demostradin de esta propiedad es similar a la del caso de una digre(r, por
ejemplo, [9]).

Teorema V.6.5 Cuando el dominio del operador de Laplace se define con cueigdie
las condiciones de contorno antes presentadas, sus aotegakesultan reales

Demostraddbn: Supongamos que = pu + iv, conu, v € Ry v # 0 es un autovalor
complejo, correspondiente a una autofuorci.. Entonces, conjugando la ecuénisatis-
fecha poru vemos que. = ;. —iv debe ser autovalor correspondiente a la autofénai.
Por el teorema anterior, y @ son ortogonales, es decif;, p|u|* dV = 0, lo cual fuerza
au a ser icenticamente nula y contradice la ldifesis del teorema.

O

Este teorema tambih muestra que las autofunciones siempre pueden elegilss.re
En efecto, si una funén compleja es autofurim con un cierto autovalor asociado, su
compleja conjugada es autofuaoicon el mismo autovalor asociado y, en virtud de la
linealidad del operador, pueden tomarse combinacionéssrda ambas como autofun-
ciones. En otras palabras, tanto la parte real como imagisaan autofunciones con el
mismo autovalor si son no nulas.
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Es facil mostrar, ahora, que los autovalores-d& con las condiciones de Dirichlet o
Neumann son no negativos: SA\u = \u conu , A reales, entonces

)\/u2dV = /—uAudV:—/ u%dS—i-/]VuFdV
D D ap On D

= 0+/ |Vul?dV >0 (v.6.46)
D

lo cual muestra qua > 0.

Finalmente, mencionamos que, en las condiciones de losnb@granteriores, puede
demostrarse que existe un autovaldnimo del operador-A y que los autovalores de
dicho operador forman una secuencia ordenable y divergentealores positivos [9].

Presentaremos, a continuaej ejemplos de resolum del problema de autovalores
para el operador de Laplace, con condiciones de contornarglBt, en diversas geo-
metiias. En realidad, consideraremos las autofunciones dehdpe-A ya que, como
veremos, el mismo resultaren todos los casos a considerar, definido positivo.

V.6.6.2. Autovalores del laplaciano en un re@ngulo

Buscamos la soluén al problema

0* 02

pye + 8—y2} u(z,y) = Mu(z,y)

|
enlaregonD = {(z,y) C R?/0 < x < a,0 < y < b}, con las condiciones de contorno
u(0,y) = u(a,y) = u(z,0) = u(x,b) = 0.
A tal fin, proponemos una solur en variables separadas de la forata, y) =
X (2)Y (y). Reemplazando en la ecuaeide autovalores tenemos:

Como ya hemos explicado, la ecuatianterior implica

1 "

—X Y + A

—_ [ — = X
X Y ’

dondea es una constante a determinar.

La ecuaddn correspondiente a la fuidei X (z) es
X' +aX=0.

Es facil verificar que no existen soluciones no triviales questagan las condiciones
de contorno en ambos extremos del interv@la:| parac = 0. Paraa # 0 la solu-
cion general es de la form& (z) = Asin+/ax + Bcos+/az. La condicon de con-
tornowu(0,y) = 0Vy exige B = 0. Por su parte, la condimn u(a,y) = 0Vy determina
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Va, =", n=1,2,... € N. Notar que la consideram de los valores enteros negati-
vos den conducifa a autofunciones linealmente dependientes de las saheckzs. Por
lo tanto, tenemos(,,(v) = A, sin "z, n=1,2,... € N.

Habiendo determinado los posibles valoresndelebemos @n resolver la ecuaon
para la fundnY (y), que se escribe como

Yo+ A= ()] e -0

a

Como en el caso anterior, las condiciones de contorno haeemamgexistan soluciones
distintas de la trivial para = (”7:)2 Para los restantes valores déa solucbn general
es de la formar (y) = Csin /[~ (22)"|y + Deos /[~ (2)°]y. La condicon
de contornou(z,0) = 0Vz exige D = 0, mientras que la condigh u(x,b) = 0Vz

. .. 2
determina los valores adm|5|blgzé)\nm — (") =mm, n,m=1,2,... e N.
Resumiendo, las autofunciones buscadas son de la forma

nm mm

Upm (2, y) = App $in —x sin Y (v.6.47)
a
y sus correspondientes autovalores son
nm\ 2 mm 2
A, = (7) + <T> R (V648)

conn,m=1,2,... € N.
Notar que, segn lo esperado, los autovalores son reales, admiten unardento y
constituyen una secuencia divergente por valores positivo

Problema sugerido V.6.7:Verificar que las autofunciones correspondientes a distin-
tos autovalores son ortogonales y normalizarlas.
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Figura 47: Las primeras seis autofunciongs, (z, y) del laplaciano en un cuadrado de lado
1, dadas por\(.6.47). Los autovalores son,,,, = 72(n? + m?). Estas autofunciones representan,
por ejemplo, los primeros modos normales de vilimaae una membrana cuadrada fija en los
bordes, siendo las frecuencias de vibdagdroporcionales & \,,,.
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V.6.6.3. Autovalores del laplaciano en un disco y en un cildro

Pasemos, ahora, a considerar el problema de autovaloeeslpgyerador laplaciano,
con condiciones de contorno de tipo Dirichlet, en un disccad@ a:

10 0 1 02
—Au(r,0) = — [;E (7"5) + ﬁ@} u(r, 0) = Au(r,0)
con la condiddn de contorna(a, #) = 0y la condicbn deu acotada en = 0. Pediremos,

adends, que las autofunciones sean univaluadas, es decodmais de péodo2r en la
variabled. La ecuaddbn precedente puede reescribirse como:

0 0 o?

[7’5 (TE> + @} u(r,0) = —Ar*u(r,0) .
Para resolverla, usamos nuevamente&tioto de separamn de variables, proponien-

dou(r,0) = R(r)O(0). De reemplazar esta exprésien la ecuadn anterior resulta:

7 4(52) ] g

dondex es, nuevamente, la constante de separacjue determinaremos a continuaci
La ecuaddn satisfecha pa®(¢) admite un modo cere( = 0) constante, ya que el mismo
es trivialmente peéidico. La soludn general para # 0 est dada por:

O(0) = Ae'ver .

La condicbn de periodicidad (univaluam) exige quen = n?, n = +1,£2,.... De
modo que, incluyendo el autovalor nulo, tenemos n?, n € Z.
Pasemos, ahora, a la ecuacparak(r). Debemos resolver:

[rd% (rd%) + (M2 — nz)] R(r) =0.

El cambio de variable = v/\r conduce a la ecuam de Bessel, cuya soldri es
R(r) = B, J,(VAr) + C, Y, (VAr) .
La condicbn de acotaéin en el origen exige qué,, = 0Vn. Dado que/_,, =
(—1) J,, podemos elegir la parte radial de las autofunciones cgmparan < 0. Final-

s . 2
mente, la condi@n de contorno em = a determinal,,,, = (’“”T”) ,n=0,1,...,m=
1,2,..., dondej,,, es lam-ésima réz no nula de la funéin de Bessel de orden|.
Resumiendo: para este problema tenemos autofuncionesatenia f

uin,m(ra 9) = Ain,meiinejm\(knmr/a) (V649)
con autovalores
K\
Anm:(a) ,n=0,1,....m=1,2,.... (v.6.50)

Notar que podan, tambén, elegirse autofunciones reales, tomando funcionesyseno
coseno en lugar de exponenciales complejas (que corresparid parte real e imaginaria
de (v.6.49)).

265



V.6 ECUACION DE LAPLACE

Figura 48: Las primeras seis autofunciongg,(r, #) del laplaciano en el disco < 1, dadas
por (v.6.49) (se toman las partes real e imaginaria si 1). Los autovalores son,,,, = k2, ~
5,78; 14,68; 26,37; 30,47. Representan los modos normales de vilinadie un membrana circular
fija en los bordes, siendo las frecuencias de vilbrasi k,,,,,. Notese que los primeros autovalores
de —A en un cuadrado de igualea son\1; =~ 6,28; \o; ~ 15,71 Xog ~ 25,13; \31 ~ 31,42.
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Noétese que, nuevamente, los autovalores resultan realestivp®y pueden ordenar-
se a partir de un autovalorinimo.

Problema sugerido V.6.8:Verifique que las autofunciones obtenidas son ortogonales
(con la adecuada medida de integoaicen coordenadas polares) cuando corresponden a
autovalores distintos. Determine el factor de normalizaci

Problema sugerido V.6.9:Resuelva el problema de autovalores para un cilindro de
radioa y alturab, con condiadbn de contorno Dirichlet homégeas en toda su frontera.
Muestre que las autofunciones tienen la exjines),,,, = Ainmleﬂ"‘)(]|n| (%) sin “TTZ y

sus correspondientes autovalores 3gp = ("37)2+(“FTZ)2 donden =0,1,..., m,1 =
1,2,....
V.6.6.4. Autovalores del laplaciano en la bola tridimensioal

Finalmente, resolvamos el problema de autovalores pamashel operador de La-
place en una bola tridimensional (ver nota 2 a pieatgima, en la seceon I11.2.4) de radio
a, con condiciones Dirichlet sobre la esfera que constituyfeantera.

—AU(T, 97 30) = /\U(’f’, 97 QO) )

Esta ecuadin, escrita en coordenadasasfas es

10 ( ,0u 1 0 (. ,Ou 1 %u B

cond<r<r,0<p<2ry0<H<m.
Proponiendo una solum en variables separadag-, 0, ) = R(r)Y (0, ¢), tenemos:

1 d [ ,dR(r) ) 1
— At = — ANy Y (0 .6.52
R(r)dr (T dr ) A Y(6,0) "% (6:) (v )
donde
1 o(f. 0 I
Moo= gt (30) * iiag (v-6:59)

En la ecuadn (v.6.52), el miembro izquierdd#o depende de la variable mientras
el miembro derecho&do depende de las variables angulares. Para que la igusédad
valida para todos los valores de las variables es, entoneessario que ambos miembros
sean constantes. Llamaremos a esa constdnte- 1).

Ya hemos estudiado la ecuanipara la parte angular del laplaciano (ver I11.2.5) y
sabemos queddo admite soluciones en serie convergentes patal € N + {0}. Dichas
soluciones son los ammicos estricosY;,,,.
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La ecuaddn paraR(r) se escribe

I(1+1)
,,n2

2
PEE P (NRET P

Mediante la sustituéin R,(r) = r~'/2R,(r) se encuentra la ecuéci de Bessel:

-y 1 [+ 1/2)% -
R;’+;R;+[A——( +r2/>]Rl:O’

cuya soluabn general, ségn hemos visto al estudiar las funciones de Bessel, es

Rl(T) = Al(]l+1/2(kT) -+ BIYZ_H/Q(]CT), ]{Z = \/X
Por lo tanto, )

Ri(r) = r Y2 Ry(r) = Aji(kr) + Byi(kr)
donded, = \/2k/7A,, B, = \/2k/7B,. Las funciones
m Jl+1/2(x) leﬂ/z(x)

jl(ﬂf): 277 yl(il?): 277

son las denominaddanciones de Bessel ésicas Dado queJ,(z) « z” parax — 0,
Ji(z) permanece finita para— 0.
Puede verse, a partir de la defidicide las funciones de Bessel, que

sin kr cos kr
kr) = —
kr yo(kr) kr

Estas son, pues, las dos soluciones linealmente indepeesiieon simeta esérica ( =
0). En particular—yo(kr) £ ijo(kr) = e /r.
En general, puede demostrarse que

it =S (B7) wio = ().

z dx T T dx T

jo(k?") =

En todoRR?, k es real arbitrario. En cambio, en una esfera de radip = 0) con la
condicbn de contornd?;(a) = 0 tendremosB;, = 0y j;(ka) = 0, por lo quek = k;, /a,
siendok;, el n-ésimo 0 dej;(z). Las autofunciones son, en tal caso,

Unim (1, Q) = 1k /a)Yim () (v.6.54)

y los autovalores

i = (K5)?/a*. (v.6.55)
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V.6.7. Funcibn de Green del laplaciano
V.6.7.1. Definicbny desarrollo en autofunciones para el problema de Dirictdt
Consideremos la ecudxi general inhomagnea
—Au = f(r) (v.6.56)

en una cierta regn D con borde)D, con la condiddn de contornaw(r) = 0 en el borde
0D. Seanu(r), k = 1,2,. .., las autofuncionesormalizadasle A enD con la anterior
condicibn de contorno, definidas por

—Aug(r) = Apug(r), up(r) =0sir € 9D (v.6.57)
/Duk(r)uz,(r)dv = Opp (V658)

donde el autovalon, es real y positivo (suponiendDd finito). Podemos desarrollar la
solucbnu de (v.6.56) y la carga o fuenté(r) en la forma

u(r) =Y (), fr) =) frun(r),

con
ck:/u",;(r)u(r)dv, fk:/u};(r)f(r)d‘/.
D D

Adenas, utilizando dos veces la identidad de Green (veandlice B y [20]),

ou ous
wr AudV :/ ui— — y—= dS+/uAu*dV Vv.6.59
/Dk 8D( k’an an) I k ( )
- /(u*a—“ =~ 0%y 45— e (v.6.60)
- 9D k@n 8” ROk o

donde% denota derivada normal. La integral de borde se anula st ©« = 0 enD.
Multiplicando la ecuadin (v.6.56) poruj(r) e integrando obtenemos, entonces,

AkCr = k., (v.6.61)
de donde
cr = fr/ Mk -
En consecuencia, la soldci puede expresarse como
U(I‘) _ Z fkuk(r) _ / G(r,r’)f(r')dV’, (V662)
oM D
donde
N N uk(r)ug ()
G(r,r') = zk: — (v.6.63)
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es lafuncibn de GreenNotemos que tal desarrollo tiene sentido, dado que el @nadol
gue estamos tratando no admite modos cero.

Si f(r) = 6(r—r¢) = u(r) = G(r,ro), por lo que la fundn de Green queda definida
por la ecuadn

—AG(r,v') =6(r —1'), G(r,x')=0siredD. (v.6.64)

G(r,1r’) es, por lo tanto, el potencial electragto o temperatura emoriginado por
una carga o fuente puntual ey que se anula en el bord® (lo que corresponde a un
borde conectado a tierra para el potencial o mantenido agtextypa 0). Notemos que

G(r,r') = G(r',r)

(puesd es real), de modo que la temperaturaresebida a una fuente an es igual a
la temperatura en’ debida a una fuente an independientemente de la forma Beo
de las simeins georatricas particulares del problema. Esto es consecuenciadeter
autoadjunto de\.

Matematicamente(G(r, r’) puede considerarse elicieo (kernel), en la base de coor-
denadas, del operador lineal integfglel cual es el inverso del operador difereneial.
Escribiendau(r) = [, d(r —r’)u(r')dV’, la accbn deA sobreu puede expresarse como

Au(r) = /@A(r,r’)u(r/)d\/’, Ar,r") = Ad(r —1').

Desarrollando en la base de autofuncior¢s,— r') = >, ayu(r), obtenemosy, =
[ up(r)d(r — v')dV = uj(r') y por lo tanto,

Sr—r) = Y w(r)up(r')
Alr,r) = = Nug(r)up(r'), (v.6.65)

en concordancia con el desarrolle.§.63). En la base de autofuncionés,y G' que-
dan, entonces, representados por “matrices” diagonaletedeentos ;. = — Ao,
G = iékk/, mientras queé queda representado por la matriz identidad (de elementos
duw). De esta formai = A~!. En esta basey y f quedan representados por vectores
columna de elementas,, fi, Y la ecuaddn diferencial ¥.6.56) por la ecuabn matricial
> w Arwew = fr, que conduce a la ecuadi (v.6.61).

Mediante la fundn de Green es posible, targhi resolver la ecuamn de Laplace
conociendo los valores deen el borde,

Au=0, u(r)=g(r)sir € dD. (v.6.66)

Multiplicando nuevamente la ecuéai anterior pot}(r) e integrando, obtenemos, utili-
zando y.6.60),
a *
/ upAudV = —/ g(r) ude — A, =0,
D D on
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de donde
1 ouy

- r
)\k 9D g( ) on
La solucbn puede, en consecuencia, expresarse como

B oG (r,r') . .,
u(r) = - / S g(r)as'

as'.

Cr —

con

oG(r,r’ 1 Ouy ('
POAE) 3 i) 20

la derivada normal (respecto @@ de la funcon de Green.
La solucbn formal al problema general

—Au = f(r), u(r)=g(r)sir e dD

es, entonces,

u(r) = /@ G(r,r') f(r))dV’ — / 0G(r,r')

= g(r)dS . V.6.67
o g9(r') ( )

Las mismas expresiones rigen si reemplazathgor un operadol. = —A + ¢(r),
cong derivable erD, siempre y cuand@ no poseea autovalores nulfle cual queda ga-
rantizado siy(r) > 0 enD). Entoncesy, (r) son las autofunciones de Véase, tamiéin,
Apéndice A.

Como ejemplo directo del desarrollo en autofunciones.63), la funodn de Green
para el redngulo0 <z <a,0<y<bes

, 4 K = sin (k) sin(kna') sin(ly,y) sin(l,y')
G<r’ r ) Z Z k2 + ]2

2 i sin(k,x) sin(k,2’) sinh(k,y) sinh[k, (b — v/)]
a k,, sinh(k,,b) ’

donder = (z,y), v = («',v), k, = nn/a, l,, = mn/b, n,m = 1,2,...y la Ultima
expresbn es \alida paray < 3. Hemos utilizado los @todos dados en el &ndice C
para evaluar la suma sobre Reobtenemos asl resultadoy.6.11) para el problema del
rectangulo.

V.6.7.2. Funciones de Green en dos, tresrydimensiones

Consideremos ahora el problema de determinar la &inde Green del laplaciano
en el espacio completo. Comenzaremos con el caso tridinmaisiocas autofunciones
“normalizadas” de\ en todoR? son

eikmm eikyy eikzz ez’k'r

W v @
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dondek = (k,, k,, k.) yk-r = k,x + k,y + k.z. Satisfacen

—Au(r) = KPu(r), K = [k = k2 + k2 + K

/uk(r)uf(,(r)dgr = (2;)3 /eir'(k_k’)d?’r =ik -k,

donde la integral denota valor principal sobre todo el éspdtr = dxdydz y
O(k — k') = 6(ky — k)0 (ky — k)0 (k. — KL).
Utilizando el desarrollo en autofunciones, la fuircde Green puede determinarse como

1 6ik-(rfr’)

Glor) = <2w>‘/ R

i zkr cos(
= / k%dk / sm 0do
(27)?

B sin(kr) L
_ (%ﬂ.A Ak = —— (v.6.69)

donder = |r — r'|, k- (r — r') = krcosf y hemos utilizado el resultado (deducido al
introducir la transformada de Fourier)

/ Sm(m)dm _T
0 x 2

El resultado ¥.6.69) puede tambn obtenerse en formaas simple y fsica a partir
del teorema de Gauss (0 sea, la identidad de Gre@&50) parau;, = 1). Obviamente,
debido a la invariancia traslacional y rotacional Aleen el espacio completd;(r,r’)
se@ una funddn Gnicamente de la distandia— r'| , es decir,

G(r,v') =G(r —1']).

Considerando ahora una bdtacentrada en el origen de radio> 0 arbitrario, a partir de
—AG = §(r) obtenemos, dado qug, é(r)dV = 1,

/A&W— /-—w_—ammﬂzL
R OR
conr = |r|, de donde%’(r) = —1/(47r?) y entonces,

G(r)=—

Amr’

donde hemos impuesto la condigide contorndim G(r) = 0.

7—00

Notemos quée es lalnica funcon arnbnica (aderas de la fundn constante) que es
independiente d& en tres dimensiones, de modo que, necesariam@te,oc ! para
r > 0, dado qUeAG(r) = 0 sir # 0.
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En dos dimensiones, procediendo de la misma manera obtere@i(-)27r = 1, de
dondeG’(r) = —5- y

In(r/rg)

2
Recordemos que, en dos dimensiones, es latnica funcon armbnica (aderas de una
constante) independiente @leNo es, entonces, posible satisfacer la coaici(r) < oo
(y, por lo tanto,G(r) — 0) parar — oo. Lo mismo ocurre en una dimepsi donde,
a partir de—G’(r)2 = 1 obtenemos=(r) — G(rg) = —3(r — 1) (0 sea,G(z,2’) =
—3lz — 2| + o).

r>0.

G(r) — G(ro) = —

Generalizacbn an > 3 dimensiones:Utilizando el teorema de Gauss en la forma
anterior para una bola-dimensionalR centrada en el origen, obtenemos

— [ AGAV, = — [, %¢dV, 1 = —G'(r)a,r"~ = 1, donde

271'"/2
= 6.7
a, T(n/2) (v.6.70)
es elarea de la hiperesfera de radiqS"!) inmersa en un espacio de dimeénsi.
(ay = 27, a3 = 47, ay = 272). Por lo tanto, d&&’(r) = —1/(a,,y"!) se obtiene,
imponiendolim G(r) =0,
r—00
1
G(r)= n>2. (v.6.71)

ay(n —2)rn=2"

Esto implica, en particular, que la sol@nidel problema de Dirichlet en el interior de la
bolan-dimensional,

Au=0, |r|<a, ulr)=glr), |r|=a,

es

oG
= — — ds’ V.6.72
condS’ = " 1dQ, y dQ, el diferencial deangulo $lido n-dimensional. En el centro
r = 0 obtenemos entonces{% = —G'(1’) = —= Y, por lo tanto,

w0) = o= [ (a2, = (ghor. (v.6.73)

Qp

Es decir,u(0) es el promedio de los valores que toma en el borde de la bdia.dEs
muestra, nuevamente, que una fa@mcarndnica no constante no puede tenéimos ni
minimos locales en ninguna dimeosi

Problema sugerido V.6.10Demostrar el resultadw (6.70). Sugerencia: Integrar la fun-
cione"" enR™, utilizando coordenadas cartesianas y coordenadas golare
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V.6.7.3. Funcbn de Green para el semiplano

En general, la funéin de Green para una régi D puede obtenerse sumando a la
funcién de Green para el espacio completo una fameiarmbnica enD (Au = 0 enD)
tal que la suma satisfaga la condigide contornd@+(r,r’) = 0 sir € 9D. Por supuesto,

u No tiene por gé ser armnica fuera dé&.

Consideremos, por ejemplo, el semiplano- 0 en dos dimensiones. La fudci de
GreenG(r,r’), conr = (z,y), v = («/,y'), ey,y’ > 0 debe anularse sobre el eje
(y = 0). Esto puede lograrse mediante étodo de las iragenes, colocando, adasmde
la fuente puntual efw’,y') con “carga” 1, otra (virtual) em” = (2/, —y’) con carga -1.
Asi,

1 1 d
nNo— _ S [
G(r,r') = 5 Ind, —Ind_] 5 In 7 (v.6.74)
& = -2V +@yFy). (v.6.75)
y ros
y /// e
0 /\ X X
_y' r"\\

Figura 49: Metodo de las iragenes para el semiplano.

Siy=0,d, =d_yG(r,r') = 0. Notar que, ahoraZ(r, r') ya no es élo funcion de
lr—1’'| = d,, dado que la redn no es invariante ante traslaciones sobre e} eje
La derivada normal eff =0 es

_ 0G(r,Y)

_ 1y
oy’

T or a2 d* = (z— ') +4°,

y'=0

cond la distancia de al puntor’ = (z/,0) sobre el ejer. La solucbn de la ecuadin
Au = 0 paray > 0, conu(z,0) = f(z) es, pues,

[T OG(xr, 1) naa Yy [T fa)da

y'=0

gue coincide con el resultada.6.14) obtenido por separaci de variables.
La ventaja de este @odo es que puede aplicarse directamente en tressalimen-
siones. Para la regm z > 0 en tres dimensiones, obtenemos, de la misma manera,

, 1.1 1
G(I‘,I‘) = E[a—di}, (V677)

i = (-2 +Wy-y)V+(E=F),
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la cual se anulaed =0,y

0G(r, 1)

07 = oo =@ =2+ (y—y)+ 27,

2'=0

donded es la distancia de = (z,y,2) ar’ = (2/,4,0). La solucbn de la ecuadin
Au = 0 paraz > 0, conu(z,y,0) = f(z,y) es

/ / (', y)dz'dy’
@y, 2 "o [(x —a")2+ (y — y)%+ 2232

Enn dimensiones, procediendo en formatmya, se obtiend< |, -, = =22, cond la
distancia de al puntor’ sobre el ejer,, = 0. '

El resultado ¥.6.77) puede tambn obtenerse mediante el desarrollog(63) en las
autofunciones

ikxac ikuy D)

uk(iﬁ,y, ) \/%\/%

lo que da lugar a la representagiintegral

eilka (z—2")+ky(y=y')) sin(k,z) sin(k,z")
G(r,r') = 27T3/ dk/ d’f/ ks K2+ k2 + k2 |

sm(k; z),

V.6.7.4. Funcbn de Green para la bola y el disco

La forma nés @pida de obtener la furim de Green en eliculo o en la bolar < «
es, nuevamente, utilizando eletodo de las iragenes. Consideremos, primero, el caso
de la bola. Colocando una cargd enr’, con|r’| = v’ < a, y una carga virtual- 5 en

'’ = ©r/, con|r’| =" = & > q, obtenemos
G(r,r') = —[- — ==], (v.6.78)

donded, d’ son las distancias dear’ y r”:

2
" 2rr" cos By ,

& =r®+ 1% =21 cosby, d* =1r>+r
conr = |r|y 6, el angulo entre y r'.

De esta forma, st est en el borde de la bola (ver Figura 50)= a. Adengs, los
triangulos(0,r’,r) y (0, r,r”) son semejantes (pues tienenangulo en coran yr'/a =
a/r"), porloqued/d = r'/ay G(r,r') = 0. Sir’ — 0,d = ry d — oo, conr'd — a?
se tiene

Lih) (v.6.79)

Adrr a

G(r,0) =
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Figura 50: Metodo de las iragenes para la bola o disco.

Analogamente, en el caso déaulo,

-1 d'r’ 1 da
G(r,r') = g[lnd —In - |= 5 In g (v.6.80)
Sir’ — 0,
1
G(r,0) = —2—1n(r/a). (v.6.81)
s

En ambos casos;(r, 1) es de la formg (d) — f(d'r'/a).
Evaluemos ahora la derivada normalénr- a (en cuyo casd = d', yr' = r" = a).
Obtenemos

OG(r,1’) L, 0d rtod d
B PR =iy =
,, 20> —d* —2arcos® . a®—r?
— /() - = J(d—". (v.6.82)
dOﬂde8 g = —g—fﬁ\w:a = (a —rcosby)/d.
En el caso de la bolg/(d) = —1/(4wd?) y la solucbn al problemaAu = 0 para

r < a, conu(a,Q) = f(Q) es, reemplazanddS = a*d(?,

oG — )dsY
ans) = - [ S sigryas - 40 [

7"90

con ¢, dado por ¥.6.31). Volvemos a encontrar,iata solucon (v.6.36) obtenida por
separadn de variables.

Para el @rculo, f'(d) = —1/(2nd) y la solucbn al problema\u = 0 parar < a, con
u(a,0) = f(0) es, reemplazanddS = adf’,
oG a? —r* [*" f(0")do'
u(r,0) = — 8r (0")dS = o /O m,

condy = 6 — ¢, que coincide con\.6.21). El casa» dimensional se trata en forma
similar.
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En el caso bidimensional, la furiti de Green para una régi D arbitraria puede
hallarse mediante una transform@ticonformew = f(z) que mapeé en el interior del
circulo unidad. Mas din, si se mapea’ en el origen, utilizando\.6.81) vemos que la

funcion de Green séar directamente,
1
G N=——1 )
(%) = —5=InJu]

Por ejemplo, ¥.6.80) puede obtenerse de§.81) mediante la transformaci conforme

/

zZ—Zz ,
w = am, |Z ’ < a,
que mapea’ a0y el drculo|z| < a en el dreulo |w| < 1 (Siz = ac®, |w| = je:;ja =
1). En efecto,
alz — 2| ad
’w| = 1% 2 [ 1% =
|2"||z — a?/2"™|  1r'd
cond = |z —2/|,d = |z —a?/2"*|, 7" = |7|.
V.6.7.5. Funcbn de Green para el problema de Neumann
Consideremos ahora el problema
ou )
—Au = f(r), o g(r)sir € 0D. (v.6.83)
n

Fisicamente, es la ecuéai que determina la temperatura estacionaria en unarrdgi
cuando existe un flujo determinado de calor aésagle la superfici@D, y fuentes inter-
nas de calor representadas gor). Obviamente, para que exista solutiestacionaria,
es necesario que el flujo total de calor a &mdedD sea igual (y opuesto) al proporcio-
nado porf en todo el volumen. Como ya hemos visto al definir este probtigrzorde,
matenaticamente, esto es consecuencia de la apioage la identidad de Green (ver
[20]),

ou
/893 g(r)ds = o %dS = /@AUdV = — /93 f(r)dv . (v.6.84)

Esta es una condian necesaria para la existencia de s@uocPor otro lado, es claro que
la solucbn, si existe, no e8nica, pues puede sumarse una constante arbitrarigt Sés
solucibn = u(r) + ¢ es tambén solucdn. La constante es, de hecho, una autofuani
de A para el problema de Neumann hordago, con autovalor O:

—Auk(r) = )\kuk(r), % =0siredD. (V685)
n
El autovalor n&s bajo es\, = 0 y corresponde a la autofuiei normalizadas(r) =
1/V/V, dondeV = [, dV es el volumen dé. Por ortogonalidad cony, el resto de las

autofunciones tendrvalor medio nulo:

1
—/uk(r)dV:O, kA0
Vo
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Consideremos, primero, el cagfr) = 0 (0 sea,g—g = 0 en9D), que correspon-
de a un borde&rmicamente aislante. La condioi necesaria de existencia de sobunci
estacionaria es que el calor total suministrado en el ortega O:

/ F(r)dV =0. (v.6.86)
D

En este caso, podemos escribir) = >, Acrui(r), f(r) = >, frur(r), conu(r) las
autofunciones determinadas pwt§.85) y

o — /D WV (0)dV,  fo = /@ F)ut(r)dV .

La condicbn (v.6.86) implica

. b NdY —
fOZ/Df(r)uO(r)dV— \/V/@f( YdV =0.

Multiplicando la ecuadin (v.6.83) poru;(r) y utilizando {.6.60), obtenemos
AkCre = fr
Como)g = fo =0y A\ # 0sik # 0, tenemos
¢k = fu/ e, k>0, ¢y arbitrario.

La solucbn puede, por lo tanto, escribirse como

u:/gJN(r,r)f(r)dV—l—c,

donde

N(I‘, I‘/) _ Z uk(r)u};(r’)

A
k>0 k

es la funcbn de Neumann, y una constante arbitraria, igual al valor medid, u(r)dV.
N est definida por la ecuatn

—AN(r,r’)zé(r—r’)—%, %:0, redD,
n

donde hemos susidp a la fuente puntual su valor medio:

1 , 1
V/@é(r—r)d‘/—v,

de forma quef, [§(r — ') — 7-]dV = 0. Notemos que
/ 1 / * / * /
O — ') = o = d(r — ') — uo(r)ug(x') = > u(r)up(r).

k>0
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Resolvamos ahora el problema genevab(83). Utilizando ¥.6.60) obtenemos

Mew = fot g 9= [ wi)g(r)ds.
oD
donde la condidin (v.6.84) implica

fo+g0=0.

Por lo tanto,
fr+ gk
Y

Cp = , k>0, c¢arbitrario.

Obtenemos, finalmente,

u(r,r’) /N r,v')f(x)dV + [ N(r,r')g(r')dS + ¢,
oD

dondec = ¢ [, u(r)dV es una constante arbitraria.
Como ejemplo dlrecto, en el caso de unaaculo,0 < z < a,0 <y <,

Z cos(kpx) cos(kpx’) cos(lny) cos(lny')
= b & K2y 2 ’

dondek, = nr/a, l, = mx/b,conn,m = 0,1,2,..., Y Qum = 2 — dpo — ;o (0 SEQ,
a0 = 0, agm = apg =1, @y, = 2 8in > 0, m > 0).
V.6.7.6. Solucbn para el problema general de Dirichlet
La solucbn del problema general de Dirichlet
L.(u) = f(r), re€D, u(r)=g(r), r€dD
Le(u) = —Aru+q(r)u
puede expresarse grninos de la funéin de Greertz(r, '), definida por
L(G)=6(r—1"), reD, Gr,v')=0,redD, (v.6.87)
como

/ / - a_G / /
u(r) —/DG(r,r)f(r)dV /BD o (r')dS", (v.6.88)

donden’ es la direcdn normal hacia exterior. Por supuesto, idggmos supuesto que
la solucbn de {.6.87) existe. La exprea@n (v.6.88) se puede demostrar utilizando el
desarrollo en autofunciones decon condiciones de contorno hon&gas( vuelve a
estar dada entonces por la expoesfv.6.63). Se puede llegar tangini a {/.6.88) direc-
tamente de\(.6.87), intercambiande por 1/, multiplicando luego {.6.87) poru(r’) e
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integrando finalmente sobfe respecto de’, utilizando el teorema de Greeny la siniatr
G(r,r') = G(r',r):

u(r) = /D S — Du()dV' = [ LulGlr, ) u(r)dV’

oG / / / / / /
_ LD[_%U() (r,r)a “1ds + /DG(r,r)Lr/[u(r)]dV

= - %g(r’)dsw—/G(r,r’)f(r’)dV’
D

9D (971’

donde, en lailtima linea, se han utilizado la conditi de contorno homa@&mnea de&-~ vy el
valor deu en el borde.

V.7. Ecuaciones hiperldlicas y parabolicas en mayores
dimensiones espaciales

V.7.1. Ecuacdn hiperbolica en mas variables. Ondas y funan de
Green en el espacim-dimensional

Consideremos, ahora, la ecuatigeneral de ondas,
uy — v:Au = f(r,t), (v.7.1)

dondeA es el laplaciano, en una régiD simplemente conexa de un espacidimensional,
con la condigdn de contorno

u(r,t) =g(r,t), r€dD (v.7.2)
y la condicbn inicial
U(I‘, O) = ¢<r>> ut<r7 0) = 1/}(1‘) : (v.7.3)

Seanuy(r) las autofunciones normalizadas del laplaciano en dichi@megpn condicio-
nes de contorno homeégeas,

—Aug = Mug, ug(r)=0sir € dD (v.7.4)
D

En primer lugar, mediante el@odo de separami de variables podemos ver que la solu-
cion general de la ecudsi de ondaBomogneacon la condiadbn de contorna(r,t) = 0

sir € 9D (membrana distica fija en el borde) puede expresarseeeminos de las auto-
funciones anteriores como

Z ug(r)[ag cos(vArt) + by sin(vAgt)] . (v.7.6)
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Problema sugerido V.7.1:Demostrar el resultadw(7.6) utilizando separamn de varia-
bles, y dar una exprdsi paraa;, y b, en €rminos de las condiciones iniciales.

Problema sugerido V.7.2:Dar la expre<in expicita de {.7.6) para i) un reéngulo de
ladosa, b, y ii) un disco de radia.

En el caso general, podemos desarralfar, t) y f(r,t) como

u(rt) = Y et t), ) = /D (e, H)dV
fr) = S AOu) Ko = [ o

y efectuar una integramn “por partes” tal que

- / wAudV = / WO g / uluydV
D on D

ge(t) /v? + Aeer(t),

donde ou (1)
2 u(r
gr(t) =v /wg(r,t) o —r2dS.

Multiplicando la ecuadin (v.7.1) poru;(r) e integrando obtenemos, entonces, la ecua-
cion diferencial ordinaria

Pl + 0*Xick = fi(t) — gu(t).
Empleando la expresn de la funddn de Green para ecuaciones diferenciales ordinarias
(ver 1), se encuentra

cn®) = c(0) cos(wyt) + ¢.(0) Sinf::’“t)
+ [0l ) - gt

conw;, = v/ A las frecuencias propiagel sistema 'y

0(0) = [ wimomav. 40 = [ wimeav

Obtenemos, as
// (v,e' t =) f(x', t)aV'dt

+ [ (G, 0u) + e’ otV
o / / h 8G(r’;/’/t_tl)g(r’,t’)dS’dt’, (V.7.7)
aD Jo n
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con

r)uy (') H (t) (v.7.8)

rrt Z

k

la funcion de Green causal de la ecuagn de ondas que satisface

82
(@ —v?A)G(r, v’ t) = 0(r — 1')d(t)
y la condicbn de contorno que caracteriza a nuestro problema.
G(r,r’,t) es la amplitud erfr, ¢) para un impulso puntual €', 0) que se anula para
t<0.
Por ejemplo, para una cuerda finita de longituzbn extremos fijos,

200 .
xxt ag

conw, = v(nw/a).
Para una membrana circular de radioon borde fijo,

sm (nmx/a) sin(nrx’/a)H(t) , (v.7.9)

1 Sin(Womt) Jn (knmr /@) Jp (Epmr’ /@)™ 0=
G(r,r",0,0't) = v.7.10

(Tyr y U Uy ) a2 nzn; . (J,’L(/fnm))Z ) ( )
dondew,,,, = vk,,/a son las frecuencias propiasky,, denota el er@simo cero de/,
(Ju(kpm) = 0),conm =1,2,...,n=0,1,.... Lafrecuencia fundamentgla mas baja)
eswy; ~ vkogi/a, CONky; ~ 70,765. Notemos que

wor ~ 01,3577 /VA,

dondeA = 7a® es elarea de la membrana. Esta es la frecuenda baja que puede
obtenerse para uarea dada con extremos fijos.

Problema sugerido V.7.3:Mostrar que, para una membrana cuadrada, la frecuencia fun-

damental es+/27/\/A.

Para una cuerda infinita, las autofunciones normalizadas son

ikx

ug(x) = Nors /_OO uwy(z)up (z)de = 6(k — k)

y, por lo tanto,

H(t) [ sin(kvt) 0, .
aQ ’ £ = ik(z x)dk
@a't) = [

— %[H(:{:—x’—i—vt) — H(z—2'—vt)] =

H(vt — |[x—2'|)
20 ’
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G
.V—l
n=1
& n=2
n=3
X
-vt 0 vt

Figura 51: Esquema de la fudci de Green de la ecuéci de ondas en una, dos y tres
dimensiones.

donde lalltima expreshn es alida para > 0. Hemos tomado valor principal y recordado
que la transformada de Fourier ldz+a) — H(z—a) = gg[“] 'ﬂﬂfa" es

1 [~ - 1 [ _.

Py /LH(I +a) — H(x —a)le **dk = Dy 7§_kadx
et —emke sin(ka)
B omik 7k

En el espacio tridimensional,

H(t) sin(vkt) vy 53
/ _ ik-(r—r
G(r,r't) = m)? /R3 € d’k,

dondek = |k|. Pasando a coordenadas polares y definienddr — 1’|, se obtiene

G(r, v’ t) = &/ Mdek/emcosesinﬁdﬁ
0 0

2m)? vk
( )
2H(t . . H(t el P
- (2 )(2137" /0 sin(kvt) sm(kr)dk = 3 2<v)7~ / [e k(r—vt) _ gik(r+ t)] "
= _(t) (5(1}75 —r)
dmor [6<T Ut) 5(T Ut)] - or

donde lalltima expreshn es alida parat > 0 y representa una superficie @sta
alejandose de la fuente con velocidag amplitud proporcional a—!. Notemos la gran
diferencia con el caso unidimensional. Esta forma de laiumde Green permite la trans-
mision limpia de pulsos en 3 dimensiones.

Problema sugerido V.7.3:Probar que, en el caso tridimensional, una sélucie la ecua-
cibn de ondas que dependdesder = |r|, debe ser de la forma

u(r,t) = f(r—ot)/r+ g(r +vt)/r. (v.7.11)
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En el caso bidimensionalse obtiene

/ H(t) Sin(l}kt) ik-(r—1') 32
G(r,r',t) = (27)2/1%2 " e =) 2

H(t 00 ket 2 Hit o
_ () / sin(v )kdk/ pikreosd gy _ L/ sin(kvt)Jo(kr)dk
(271')2 0 vk 0 2mv 0

H(t) H((vt)? —r?)

2mv (vt)?2 —r2?

I

resultado que puede interpretarse como “intermedio” dagreorrespondientesa 1y 3
dimensiones espaciales.

V.7.2. Difusion en el espacio-dimensional. Funcbn de Green de la
ecuacbn general de difuson

Consideremos la ecudxi de difusbn enn dimensiones espaciales,
u — aAu = f(r,t), a>0 (v.7.12)
en una redgin simplemente conexB, con la condidn de contorno
u(r,t) = g(r,t), r€dD (v.7.13)
y la condicbn inicial
u(r,0) = ¢(r), reD. (v.7.14)

En primer lugar, mediante el @&odo de separam de variables, podemos ver que la
solucbn general de la ecudni de difusbn homogneacon la condicdn de contorno
u(r,t) = 0sir € 9D (por ejemplo, temperatura nula en el borde) puede expeesars
terminos de las autofunciones y autovalore§ (4) como

u(r,t) = Z cpg(r)e N (v.7.15)
K

Problema sugerido V.7.4:Demostrar el resultado/(7.15) utilizando separam de va-
riables, y dar una exprési parac, en €rminos de la condibn inicial.

Problema sugerido V.7.5:Dar la expresin expicita de {/.7.15) para i) un reéngulo de
ladosa, b, y ii) un disco de radia.

Consideremos, ahora, el caso de la ecaragihomo@nea. Mediante el desarrollo

U(I‘, t) = Z Clc<t)uk(r)’ f(I‘,t) - Z fk(t)uk(r)v (V716)

k
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dondeuy(r) son las autofunciones del laplaciano con condiciones decanhomogneas,

—Auy, = A\puy, uk('r) =0,siredD

y
a(t) = [ wiutr.0dV, 50 = [ v s oav, (v.77)
D D
se obtiene una ecudei diferencial ordinaria para,(t):
d
% +aXger = fi(t) — gi(t)
8u2(r)

dondegy(t) = a [, g(r,t)—=£=dS. La solucbn es

n

t
cr(t) = cp(0)e M + / e M (L (1) — gi(t))dt
0
con
() = [ wi(x)o(x)av
D
Obtenemos, finalmente,

u(r,t) = /@/0 G(r,v';t — ') f(x', t")dV'dt

4 / Gl v, o)AV — a / / 0CGx Tt = ) o prasiar,
D a0 Jo on’

(v.7.18)
donde
Gr,y t—t) = Y ey (r)yup(x')H(t — 1)
' (v.7.19)
= K(r,vt—tH({t—1) (v.7.20)

es la funobn de Green de la ecuaci de difusbn, que satisface

0
<§ —aA)G(r, vt =) =6(r —1')o(t — 1)
y la condicbn de contorno que caracteriza a nuestro problénie.r’. ¢ — t') es la tem-
peratura erfr, t) para una fuente de calor puntual @h t'), siendo nula para< ¢
En cambio K (r,7',t) = >, e * !y (r)uj(r') satisface la ecua@n de difusdbn ho-
mogenea,K; — aAK = 0, con condiadn iniciallim;_,q+ K (7, 7’,t) = o(r — 1’).
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Por ejemplo, para una barra finita de longityd

G(r,r' t) Z —an*mt)e® in(nra /a) sin(nra’ Ja) H(¢) (v.7.21)
=1
mientras que, para una barra infinita,
H 0 ) , (z—a')? /4ot
G(r,r' t) = ﬂ/ e oWt eih(e=) g = e—H(t) (v.7.22)
2t J_o 2v/mat
y, para el espacio tridimensional,
H(t)/ B 2 e\r r\/4at
G(r,r' t) = —= [ e okltek=) B — , v.7.23

ya que la integral se descompone en el producto de 3 intsggiatdlares a la del caso de
una dimengn.

El cason-dimensional es similar. La funmn de Green de la ecuaci de difusbn con-
serva, en consecuencia, la misma forma gaussiana en 1;2dBr@nsiones, a diferencia
de la funcon de Green de la ecuéci de ondas.

Problema sugerido V.7.6:Determinar la fun@n de Green de la ecuaéa de difusbn
para un disco y para una esfetdida (bola), ambos de radig para la condi@n de con-
torno de Dirichlet.

Problema sugerido V.7.7:Dar la forma general de la fur@n de Green de la ecuaci
de difusbn para condiciones de contorno de Neumann.

Para finalizar, mencionamos que la sofuncdel problema general
u + alyp(u) = f(r,t), a>0 (v.7.24)

en una redin simplemente conexi con

Ly(u) = —=Ayu+ ¢(r) (v.7.25)
y la condicbn de contorno
u(r,t) = g(r,t), re€dD (v.7.26)
y la condicbn inicial
u(r,0) = ¢(r) (v.7.27)

est dada nuevamente por la expées{v.7.18), conG dada nuevamente por la expiasi
(V.7.19)—¢.7.20), conL,(uy) = Apuy Y ug(r) = 0 endD. G satisface

(aat +al)G(r, 't —t')=06(r —1')o(t — t) (v.7.28)
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conG(r,r';t —t') = 0 parar € 9Dy G = 0 parat < t'. La expreshn (v.7.18) para la
solucbn general puede obtenerse mediante el desarrollo en adifies, o tamigén de la
ecuacdn (v.7.28), intercambiandoporr’, multiplicando luego pou(r’, t') e integrando
respecto de’ y ¢ enD y (0, oo) respectivamente, aplicando el teorema de Greari gn
la integracdbn por partes et.

Problema sugerido V.7.8:Encontrar la expredn (v.7.18) siguiendo el procedimiento
que se acaba de proponer (partinde, t) = [ dt’ [, dV' u(r',t')o(r" — r, U’ —t)).

Problema sugerido V.7.9:Utilizar un procedimiento alogo al del problem#.7.8 para
derivar la funobn de Green\(.7.8) de la ecuabn de ondas.
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VI.1 PRINCIPIO DE HAMILTON PARA SISTEMAS CON UN NJMERO
FINITO DE GRADOS DE LIBERTAD: ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

En este libro hemos intentado dar una introdaca la teora de las ecuaciones dife-
renciales, haciendo hinc&pen aquellos aspectos que consideramos de especiékinter
en una primera aproximaui al estudio de los fémenos fsicos. Este objetivo nos ha
conducido, inevitablemente, a presentar una diversidatktiriciones, teoremas, ecua-
ciones, funciones, ejemplos, etc. Al observar, retrosgaoente, este panorama vario-
pinto, es de esperar que pueda el/la lector/a reconoc¢o<xieitos conductores, que le
otorguen una mirada articulada y compacta del tema. Parsaalesta idea, ddrgesis
y unidad, que debe, a nuestro juicio, seguir al necesaébisde las particularidades,
hemos decidido concluir este libro presentando brevemantiema que expresa de modo
singular la indisoluble unidad entre lésk€a y la Materatica.

Los llamadogprincipios variacionalegienen una gran importancia eisk€a. Ya he-
mos considerado previamente la existencia de un problenecianal asociado con el
problema de Sturm-Liouville en I11.1.5. Ahora nuestro d@ive es mostrar que todas las
ecuaciones diferenciales de relevancia en el contextoal#emnas isicos pueden obte-
nerse a partir de un principio variacional. Los primerosmggi®s de gran trascendencia,
en cuanto a sus aplicaciones, han sido el llamado Princgpléasilton y la formulad@n
lagrangiana de la Mémica Césica [17], que permiten obtener las ecuaciones de movi-
miento de Newton pero de un moddamgeneral y flexible. Este enfoque hace posible
estudiar con naturalidad sistemas @@cos sujetos aimculos, cuyo tratamiento resulta
engorroso (cuando no imposible) en el esquema original eddye Pero su influencia va
mucho nas alf, sirviendo de marco unificado para todos los desarrollatemos de la
Fisica, que a partir de las téas de la relatividad y la méaica c@antica, han dominado
el escenario desde principios del siglo XX y hasta nuesfiass dal vez la principal ram
de este protagonismo resulte ser el rol central que ocugarilacipios de simeia en la
Fisica contemp@nea y el hecho de que las invariancias asociadas y suspmndésntes
leyes de conservami, se manifiestan del modoas natural y elegante a tiev de los
principios variacionales.

Resulta conveniente empezar a describir el uso de los piesciariacionales consi-
derando el caso de un sistema con amaro finito de grados de libertad. Luego exten-
deremos la formuladn para el caso en que elimero de grados de libertad es infinito
(sistemas continuos).

VI.1. Principio de Hamilton para sistemas con un rume-
ro finito de grados de libertad: ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

Consideremos una p&tila de masan y posicbn dada por el vector. La energa
cinética esh dada por
1

T=gm (& + 9 + %),
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dondexz, y, z son las componentes @een un sistema de coordenadas cartesianasg-
mo es tradicional en el contexto de la rapira andtica, denota derivadin con respecto
al tiempo:z = %x. Supongamos que la partila esh sometida a una fuerza conservativa
F. Existe entonces una furiei escalat/ (r) = U(z, y, z), llamada eneiig potencial, tal
queF = —-VU.

En este punto resulta conveniente realizar un cambio enté&cin: r — x. Esto
indica que la forma en que escribimos a las componentes deingosicon cambian del
siguiente modor — x1, y — x2, 2 — 3. Con esta notadn la componente&sima de la
fuerza se relaciona cdi(zy, x5, x3) en la formaF; = —g—g, y la componente ésima de

la cantidad de movimiento puede expresarse comQ = %. Tenemos, entonces, una

nueva manera de escribir las ecuaciones que surgen de fedsdgy de Newton:

dor U

con: = 1,2,3. El lector puede preguntarse conégpropbsito reescribimos las fami-
liares ecuaciones newtonianas del movimiento de un mode® geanente tan artificial.
Veremos en breve que, como sucede a menuddsicel-la expre$in de una ecuan ya
conocida en@grminos de nuevas magnitudes, puede conducir a nuevosallesatoncep-
tuales, con consecuencias de largo aliento. En este casgg\a forma de las ecuaciones
de movimiento implica colocar en el primer plano a cantidagiee representan formas
de la enerp, Ty U, a expensas del concepto de fuerza. Dado’fuepende Glo de
las componentes de la velocidadyes funcon de las coordenadas y no de la veloci-
dad, es posible escribir las ecuaciones de movimientéranirios de unénica funcéon
L(xy, 9, 3, 1, To, &3) = T(&1, T2, ¥3) —U(x1, x2, x3), denominadéagrangianodel sis-
tema bajo estudio (en este caso unaipald),

4oL 9L

coni = 1,2,3. Esta es la forma lagrangiana de las ecuaciones de movonigahque

la encontramos para el caso de unaipalh, se generalizaatilmente para el caso de
un sistema de padulas. Pero lo ras interesante de la forma de estas ecuaciones es que
sugiere la posibilidad de ser derivadas a partir de un gimaiariacional. Para mostrar
esto, del modo i@s general posible, consideremos un sistéisiad cualquiera cuya po-
sicion esh determinada de maneraivoca porn cantidades independientes ¢, ...q,

gue se denominan l@®ordenadas generalizaddsgl sistema, que no necesariamente son
cartesianas. Estedimeron se denominaimmero degrados de libertadiel sistema. Las
velocidades generalizadastn dadas paj, ..., ¢,,. La experiencia ha demostrado que el
estado me&nico de un sistema queda completamente determinado ceartdmen da-
das, para un dado instante, sus coordenadas y velocidadés t&#to, es natural caracte-
rizar a un sistema méaico mediante una furtm lagrangiand.(q1, - - . , Gn, G1s - - -, Gy t)-
Notese que en este caso general consideramos la posibikdaued. dependa exjpti-
tamente del tiempo. Supongamos que el sistema ocupa peesa@adas en dos instantes
de tiempot, y t1, y estas posiciones ést determinadas por los conjuntos de valores de

(v1.1.1)
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to tl
Figura 52: Esquema dgt) (curva que minimiza la acon S entret, y ¢, paraq(to) = qo,
q(t1) = q1) y deq(t) + dq(t) para dos variaciones distintég(t).

las coordenadas generalizada$! = (qi(t0) = ¢¥,q0(t0) = ¢3,...,q.(t0) = )y
¢V = (q1(t) = ¢}, a(t1) = @b, ..., qu(t1) = ¢). Definimos ahora una nueva cantidad
llamada laaccibn del sistema:

t1
S:/ L(ql,...,qn,qh...,qn,t)dt. (V|12)

to

El principio de minima accon (o principio de Hamilton) establece que el sistema se mue-
ve entreq® y ¢ de manera tal que la aéei S tome un valor extremo (usualmente es
un minimo, lo que justifica el nombre del principio, pero puedali@&n ser un raximo).
Notemos que, al estudiar la evolanide un sistema, en lugar de partir de las ecuaciones
del movimiento, estamos partiendo del principio de Hamiltas ecuaciones que rigen el
movimiento son una iragnita que debemos obtener como consecuencia del mengionad
principio. Para mostrar@no encontrar estas ecuaciones consideremos, por sidaalici
un sistema con un solo grado de libertad, es decir que swigigrea ed.(q, ¢,t). La ac-
cion es unduncionalque depende de la fur@ei ¢(t). Para encontray(t) (a traves de sus
ecuaciones de movimiento) debemos imponer las condicipaeslas cuales la aési
toma un valor extremo, con las condiciones inicial y fingty) = ¢© y q(t;) = ¢™V.
Matematicamente este problema corresponde al llamattuto variacional. Si bien una
discuson rigurosa de los Btodos variacionales no astlentro de los objetivos de este
libro, presentaremos a continuagiun modo intuitivo de resolver el problema, que sigue
la linea del élebre texto de Landau y Lifshitz [17] (el lector interesad@de consultar
[5D.

Supongamos quét) es la funcbn para la cuab alcanza su valor extremo, y, para
ser mas definidos supongamos tambique este valor es urimmo. Si, en lugar de(t),
se considera cualquier otra fubniq(t) + dq(t), siendadjq(t) una funcon que permanece
pequéa en el intervaldt,, ¢, ), se cumplia que

t1

ty
/ L(g +8q(t), d + 04, t) dt—/ L(g, g, ) dt > 0. (v1.1.3)

to to
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La funcibndq(t) se llamavariacionde la funconq(t). Notemos quéq(t,) = dq(t1) = 0,
para que se cumplan las condiciones inicial y final del mosid. Observemos tandési
gue el tiempa aparece inalterado en esta expbasio que, enédrmino de variaciones
corresponde a la condar 5t = 0. Esto significa que en todas las “trayectorias” consi-
deradas (la real y las variadas) el sistema va evolucionahehdismo “ritmo”, partiendo
todas en el mismo instante ¢¢’ y llegando todas en el mismo instantg‘&. Por otro
lado, el miembro izquierdo d&/(.1.3) es lo que cambia la aéci al variarg(t). Esta can-
tidad se llamavariacibnde la acadbn. Un modo concreto de implementar esta vadia&s
desarrollandd.(q + dq(t), ¢+ 64, t) en serie de potencias de las variaciofeg 64. Si en
este desarrollo conservamdsaslos £rminos de primer orden, encontramoptanera
variacion de S, que indicaremos com®S (la segunda variadn se obtiene al conservar
los terminos de segundo orden),

08 = / (—5 +—5q) dt. (vi.1.4)

Asi como en el aalisis materatico de funciones usuales, de una variable, los extremos
de la funcon se encuentran mediante la anuactle la derivada primera, en el caso de
funcionales existe un teorema que asegura q@essiquiere un valor extremo pagé&),
entonces se cumple (condai necesaria) quéS = 0. lgualando a cero la exprési
(v1.1.4) paray S e integrando por partes el segundotino (luego de utilizar la propiedad
d¢ = 1) se obtiene

d oL oL 1"

0S8 = / (— - E(‘)_q) 5(] dt + |:8—q(5q:| . = 0,
donde enseguida advertimos queéetiino de la derecha, que proviene de la inte@raci
por partes, se anula, ya qde = 0 tanto ent, como ent;. En los casos de intes
fisico las funciones(t) y d¢(t) son continuas, por lo tanto se cumplen las condiciones de
validez dellema fundamental delétculo variacional[5]: siendof(t) y dq(t) continuas
en el intervaldt, t1], Si t';l f(t)oq(t)dt = 0V dq(t), entoncesf () = 0. De este modo,
partiendo del principio de mima acobn obtenemos la ecu@ci de Euler-Lagrange:

— ===, (v1.1.5)

para un grado de libertad La extensbn al caso general degrados de libertad es directa.
Dado que, por definién, lasn coordenadasg; son independientes, tanéi lo son sus
variacione%g; y el procedimiento anterior permite obtener

doL OL
gue constituyen un sistema deecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
que tiene como irmgnitas a las: funcionesgy;(t). Como sabemos, la soldei general
de este sistema contiele constantes arbitrarias que se determinan especificando las
condiciones iniciales, por ejemplo dangl®) y ¢;(t) (i = 1, ..., n) para un dado instante
to.

=0,7=1,...,n, (v1.1.6)
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VI.2 PRINCIPIO VARIACIONAL PARA SISTEMAS CONTINUOS:
ECUACIONES DIFERENCIALES A DERIVADAS PARCIALES

VI1.2. Principio variacional para sistemas continuos: ecua-
ciones diferenciales a derivadas parciales

Vibraciones longitudinales de una barra

Consideremos una barralgla muy larga, formada pa¥ parficulas, todas igualmente
espaciadas por una distaneiay cada una de ellas con una misma mas&upongamos
gue cada una de estas fieutas vibra longitudinalmente, y se conecta con sus vecina
mediante resortes de constaht&ste sistema se suele llamar una cadenaaica lineal.
Llamaremosu; al desplazamiento de laésima paiitula con respecto a su posinide
equilibrio. Las energs cirética y potencial éstica de este sistema&sidadas por

1
U= 5 Zl:]{] (ul - ui,l)z.
La fuerza que aéia sobre lg-ésima paittula es

ou
j = —— =
8uj
De acuerdo a lo visto en la subsdmtianterior, la fund@n lagrangiana del sistema
puede escribirse en la forma

1 m .o Ui — Ui—1
L—QZ:a(au, ka( - ))—zi:aLz,
donde queda definida la cantidad Realicemos ahora el pasaje iahite continuo, que
consiste en considerat — 0y a — 0, pero de modo tal que el cocientese mantiene
finito. De hecho, este cociente es la densidad lineal de mas&:. Por otro lado, la ley
de Hooke establece que el alargamiento es proporcionalems$én, lo cual conduce a
I = Y% donde la constanté = ka es el nbdulo de Young del material. Cuando
pasamos de la descripai discreta del sistema, al continuo,imdlicei, que identifica a
una dada masa puntual, se convierte en una coorden&tfgonces, esqueaticamente,
se tienez — z y u; — u(x), donde omitimos, momeaheamente, la dependenciaten
para mayor claridad. Adeas, en estdmite,

—k(uj —uj1) + k(ujn — uy).

Ui~ U1 u(r + a) — u(x) ou

— =1
a a ox w

y la suma sobre todas las gatrtlas pasa a ser una integral:
Z a — /dx,
%
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mientras que la cantidatl, definida antes, pasa a ser la llamddasidad lagrangiana

L= () — ¥ (un)?).

2

donde, por supuesto, la fudciu depende tanto decomo del tiempa. En este contexto,
las funciones:(t¢, x) ad obtenidas suelen llamarsampos

Destaquemos el papel que juegay u(t,z) en esta formuladn continua. Remar-
guemos que: no representa una coordenada generalizaii@o una especie dadice
continuo que reemplaza @idice discreta. Asi como cada valor decorresponth a una
coordenada generalizadg al pasar al continuo hay una coordenada generalizgda)
para cada valor de. Y, comox, al ser una variable continua, toma infinitos valores, en-
tonces el sistema continuo puede considerarse como umaisten infinitos grados de
libertad. Esto nos dga directamente al tema central de esta €eca@l de las ecuaciones
de movimiento. Notemos que ahora la &cpuede escribirse e@rtninos de la densidad
lagrangiana como

t1 xr1
S :/ / L(ug, uy) dt dz. (v1.2.7)
to x0

Como antes, imponemos la condiciy,S = 0, con las condicione&u = 0 en los bordes
(dados pot = tg,t; Y © = g, x1), 0 cual nos lleva, mediante wgebra completamente
araloga a la de la subseoédi anterior, a la ecuaimn:

H Ut _Yuacz - Oa

gue coincide, en su forma, con la ecuacde onda en una dimebsidiscutida en V.4.1.
Notemos que en el ejemplo precedente la densidad lagranggauma funcional de,

y u,. En casos @s generales, en los que hubiesen, por ejemplo, fuerzasrades lo-

cales,L podiia depender tamén deu. TambEn existen casos en que se tiene una depen-

dencia exgtita det y x. Por lo tanto, una forma as abarcativa es = £(u;, u,, u,t, x).

El principio de minima accbn, con las condiciones usuales. (= 0 parat = tg,t1 Y

x = x9, 71, 0t = dz = 0) dalugar a

00L 0 0L 0L
ot Ouy + or du, Ou
gue es la ecuagn de Lagrange para un sistema continuo en una diieespacial.

Un aspecto sorprendente de estos resultados es que sezoptecigamentena sola
ecuaocbn de movimiento. En efecto, como vimos en la subggcanterior, un sistema con
un nimero finiton de grados de libertad, es descripto pacuaciones de movimiento. A
medida que: crece, tamkin crece el amero de ecuaciones. Sin embargo, para oo,
la dinamica de todo el sistema queda determinada por una sola@suBero estanica
ecuacbn resulta ser a derivadas parciales, mientras que lasienaaaue se obtienen
paran finito son ordinarias.

Es importante enfatizar que esta formudaccontinua se generaliza de un modo bas-
tante directo en dos direcciones: cuando se deben consiasalimensiones espaciales,

0, (v1.2.8)
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y cuando el problema requiere la considedacile un imero mayor de campos (que
pueden, eventualmente, interactuar enitreGomo ejemplo del primer caso, resulta ins-
tructivo estudiar las vibraciones transversales de unabrema ehstica delgada.

Vibraciones transversales de una membrana delgada

Llamemosu(t, =, y) al desplazamiento de la membrana con respecto a suosiei
equilibrio, dada pow: = 0. La membrana se extiende a lo largo de unadmedi cuya
frontera es una curva simp{e, que supondremos fija. Para obtener la ec@rade movi-
miento mediante el principio variacional, debemos deteamla lagrangiana del sistema.
Seap = p(z,y) la masa por unidad darea de la membrana. En estas condiciones, la
energa cigtica del sistema estlada por

1
T:—// pu? dw dy, (v1.2.9)
2J) Jr

donde la integral se extiende a lo largofeLa enerda potencial se obtiene calculando
el trabajo realizado por la tedsi de la membrana al cambiar &rea. Llamemos a la
tensbn por unidad de longitud, que supondremos constante. ikesst la membrana se
produce un cambio en el elemento de superfitiely — dA, de modo que el incremento
infinitesimal de enefigq potencial €lstica est dada por

dU = 7 (dA — dx dy). (v1.2.10)

Si 7 es el vector de posion de un punto sobre la membrana, su cambio infinitesimal es
dif = SCdx + g—;dy. A su vez, los vectore§-dx y g—;dy esfin asociados a los lados del
elemento de superficied. Mas espéeicamente, se cumple que

dA =| %dw X g—;dy | . (v1.2.11)

Dado que, en el sistema cartesiano que estamos utilizanilense” = 27 + yj + uk,
evaluando el producto vectorial evi (2.11) y reemplazando eri(.2.10), encontramos

dU =7 (\/1+u2 +u2 — 1)dzdy. (v1.2.12)

Ahora supondremos que las cantidafes | y | u, | son suficientemente pedigs como
para aproximar la fia en la forma: /1 + u2 + u2 ~ 1+ 3(u2+u?). Entonces, integrando
sobre toda la regn R, se tiene

1
U:§// 7 (Ul + ul) dz dy. (v1.2.13)
R

Contando corT' y U es inmediato construir la acri

t1
S:/ // L(up, Uy, uy) dt do dy. (v1.2.14)
to R
29
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Anulando la correspondiente variani .S = 0, con las condicione&: = 0 en los bordes,
y luego de algunas integraciones por parte, hallamos lacg&rude movimiento

P
Uyt — ;(umz + uyy) = 0.

Esta es la ecua@n de ondas bidimensional. Sus soluciones son ondas d@ajela se
propagan con una velocidad= \/% Por supuesto, la solui concreta requiere el co-

nocimiento de una condian inicial, u(ty, z,y) = f(z,y), que define la forma inicial
de la membrana. Tamdm se debe especificar una condlicde contornou(t, x,y) =
g(t,z,y),Vr,y € C.

Problema sugerido VI.2.1:Construir una densidad lagrangiana que permita obtener
la ecuaddn de difusbn en una dimenén espacial.

Problema sugerido VI.2.2:Obtener las ecuaciones de movimiento que obedecen los
camposu(t,z) y v(t, z), dada la densidad lagrangiafia= £ (a(u)? — b(us)* + c(ve)? —
d(vs)* — U(u,v)), dondea, b, ¢, d son constantes, § es una fundn continua de: y v.
(Generalizar apropiadamente las condiciones en los bordes
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Apéendice A

Diagonalizacbon de matrices

SeanA una matriz dex x n'y v un vector den x 1. Se dice que # 0 esautovector
de A si existe un amero\ real o complejo tal que [21, 22]

Av =) v, v #0. (A1)

En tal caso se dice queesautovalorde A. En estas condicioneg4d — A\I)v = 0, con
v # 0, por lo que la matrizZA — A\l debe sesingular.

Det[A — AI] = 0. (A.2)

Esta ecuaéin, denominad&cuacbdn caractefstica determina todos los autovalores de
A. Dado queDet[A — AI] = 0 es un polinomio de grado en )\, (A.2) tendé a lo sumo
n raices distintas\;, reales o complejas.

Una vez hallados los autovalorag, es decir, todas lasi@s de (A.2) (tanto reales
como complejas), los autovectores correspondientes= (v, ..., v,)" Se obtienen
resolviendo la ecuagn (A.1), es decir, resolviendo el sistema lineal hograp

gue tenda necesariamente soluciongsno nulas por seA — A\, [ singular. Siv es auto-
vector deA = cv, conc # 0, es obviamente tamdan un autovector asociado al mismo
autovalor. Y st y v’ son dos autovectores con el mismo autovalor, su suma’ tam-
bién lo sea (si no nula). El conjunto de autovectores asociados a um aaivalor),
junto con el vector nul®, forma entonces un espacio vectorial, denomiresfmacio pro-
pio o0 autoespaci@sociado a . Este espacio coincide con el espacio nulcide A\, I (o
sea, con el conjunto solum del sistema (A.3)), y es un subespacidiie(o en general
Cn, si A 0\ es complejo).

Obviamente, los autovectores correspondientes a dosahortes distintos sofhi-
nealmente independientésl): v, # cvp Si A\p # . Andlogamente, se muestra por
induccbn quem > 2 autovectorew, con autovalores distinto, son LI: Si supo-
nemos quev,, = S 1 cvp = Av,, = S vk = A Sopey crvr, €S decir,
ZZ: cx(Ax — A\n)vg = 0, lo que es absurdo si los primeres— 1 v, son LIy A, # \g
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DIAGONALIZACI ON DE MATRICES

parak = 1,...,m — 1. Si una matriz tienew autovalores distintos, ter@ientonces:
autovectores LI, que forman una base d&™ (o C™ en el caso complejo).
Si A poseen autovectores LI, podemos formar una matriz de autovectores

V= <’U1,...,’Un) (A4)

den x n no singular, t.q. l&-ésima columna d& sea el autovectow,. V' satisface la
ecuacbn

A O ... 0
S0 0

AV =VA, A= _
0 0 ... A

Por lo tanto, com®et[V] # 0, podemos escribir
A=VAV™ o A=V"'AV, (A.5)

con A’ diagonal Se dice entonces que la matrzesdiagonalizable Por ejemplo, sid
tienen autovalores distintos, tereinecesariamenteautovectores LI y sérpor lo tanto
diagonalizable. Por otro ladal puede ser diagonalizable aun cuando tenga autovalores
repetidos.

Un caso de especial in&s es el de las matricegrniticas definidas pord;; = A3, vV
i, 7, s decir,

AT = A, (A.6)

dondeA’ es la matriz adjunta (traspuesta-conjugada)d i real,A hernitica implica
A simétrica. Estas matrices, que surgen frecuentemente emasstsicos, sorsiempre
diagonalizablesaun si el iimero de autovalores distintos es menor gquias ain, sus
autovalores son siempreales y los autovectores correspondientes a autovalorestistin
sonortogonalescon respecto al producto escalar usual:

’U]: c UV = E v;‘kvik/ =0 si )\k 7é /\k;’ .

(2

En efecto, si
A’Uk = )\k’l)k, A’l)k/ = /\k’vkz’ s (A?)

multiplicando la primera ecuamn a izquierda por el vector fila,i obtenemos
vl Avy, = \(v) - o)

dado quev/v), = v}, - vi.. Si A es herritica, v} Avy, = Y, . v A;jvy, esreal, y tamben
es realv; - v, = >, [vZ|, por lo que), debe ser realAhora, tomando el traspuesto
conjugado de la primera ecuénien (A.7), tenemos

viAd =\l
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donde hemos tenido en cuenta glie= Ay \; = ;. Multiplicando la ecuadn anterior
a la derecha por el vector columina y la segunda ecuam en (A.7) a la izquierda por
el vector filav] y restando, obtenemos

0= (A = Aw)(vg - o),

de dondev; - vy = 0Si A\, # \ir. LOS autovectores correspondientes a autovalores iguales
pueden tami@n elegirse ortogonales, por lo que en el caso de matricestloas, existe
un conjuntocompleto(base) de autovectores normalizados-(v;, = 1) tal que

UZ U = O )

en cuyo caso la matriZ resultaunitaria: V! = VT,

Las matricesantiherniticas (AT = —A) son tamb&n siempre diagonalizables y po-
seen un conjunto completo de autovectores ortogonales spsrautovalores son imagi-
narios @\, = i|\x|). Esto es inmediato ya que 4i = — A, la matrizB = iA es hernitica
(Bt = —iAT = B)y por lo tanto diagonalizablel = —iB es entonces diagonalizable,
CONAv;, = —i\ vy, Si By, = \pvy.

Las matrices unitarias4’ = A~') son asimismo siempre diagonalizables y poseen
un conjunto completo de autovectortogonalespues pueden escribirse siempre como
exp[iB], con B hernitica. Sus autovalores pueden ser reales o complejos, ie@ent
modulo1 (|A\x| = 1V k). En general, una matriz se&a diagonalizable con autovectores
ortogonales si y&o si satisfacel AT = ATA, o sea,

[A, AT =0. (A.8)

Tales matrices (denominadas normales) incluyen en phatitas herriticas (AT = A),
las antiherriticas (AT = —A) y las unitarias AT = A™1).

Por supuesto, una matri puede ser diagonalizable aun sin ser normal, pero en tal
caso los autovectores no aartodos ortogonales. Para que sea diagonalizable, la multi
plicidad de cada raiz de (A.2) debe ser igual a la dintensiel espacio propio corres-
pondiente. Por consiguiente, las matrices no diagonadigaleben tener necesariamente
al menos un autovalor repetidq, tal que la dimen$in del espacio propio asociado sea
menor que la multiplicidad d&, como raz de (A.2) [21, 22].

303



DIAGONALIZACI ON DE MATRICES

304



Apendice B

ldentidades de Green

Empecemos por recordar el teorema de la divergenciadmensiones (para la de-
mostracdn ver, por ejemplo, [20]):

Teorema VI.0.1 (Gauss-Ostrogradski)SeaD < R™ una regbn acotada, con borde
0D, que admite derivadas primeras continuas a trozos.sehvector normal exterior
sobredD. SeaF un campo vectorial que admite derivadas primeras contirflfas C!)
enD = D U dD. Entonces,

/V~de_/ F-nds, (B.1)
D oD

dondedV es el elemento de volumen®ry dS es el elemento de superficie @D .
Ahora, integrando la identidad
V- (vVu) = Vv - Vu+vAu
sobreD y aplicando el teorema anterior obtenemos, parac €2, obtenemos

/ Vv - VudV + / vAudV = v@ s, (B.2)
D

D ap On

donde% = n - Vu es la derivada direccional en diregoinormal exterior. Esta es la
llamadaPrimera Identidad de Green.

Intercambianda y v en esta identidad y sustrayendo ambas identidades seelatien
llamadaSegunda Identidad de Green

/@('LLA’U —vAu)dV = /QQ(ug—Z — v%) ds . (B.3)
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Apéendice C

Algunos desarrollos de la Funabn de
Green en autofunciones

Examinaremos aquia evaluaddn de algunos desarrollos en autofunciones de la fun-
cion de Green obtenidos de la exptesgeneral ¥.6.63). Haltamos visto que en una di-
mensbn la funcbn de Green del operador de Sturm-Liouville:] = —(p(x)u') + q(z)u
en el intervald0, a], con la condiddn de contornd+(0, z') = G(a,2') =0, es

uy (x)uz () ’
Ml <z
G(I‘, lJ) = { Ul(Il’l)UU/Q(I) 2 < w = _p<u1u/2 - u,1u2)7 (Cl)

dondeL[u,| = L[uy] = 0, conu;(0) = uy(a) = 0, en cuyo casa es constante. Notemos
queG(z,z') = G(2',x). Por otro lado, la expredn (v.6.63) conduce a

[e.e]

Gz, )= %ﬁ"(“”) (C.2)

n=1

dondeL|u,] = A\ u,, u, # 0, y hemos asumida,, real. La primera expredn representa
entonces la suma de esta serie.
. ,e 2 .
Por ejemplo, la fun@n de Green para el operador= —# en el intervald0, ] es

Gl = {

Por otro lado, el desarrollo en autofunciones (C.2) conduce a

zla—2a')/a, 0<z<2'<a

(a—2z)/a, 0<2'<z<a (€3)

o0

N 2 sin(nrz/a) sin(nrz’/a
et =15, ol

n=1

de modo que para< z < 2’ < a,

z(a—1a')  2a = sin(nrz/a) sin(nwa’/a)

: (C.4)

a 2 n?
n=1

lo que puede verificarse directamente efectuando el ddsaroserie de Fourier de (C.3).
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AUTOFUNCIONES
Para el operadat = —-%; + k? obtenemos
sinh(kz) sinh(k(a—z")) O<r<a <a
G I‘,fL‘l ) k/sin_h(ka) ’ 7 C5
( ) { s1nh(kzs)iil}rl1(hk((llc)(a—x)), O<z <x<a ( )

mientras que el desarrollo (C.2) conduce a

)

_ 2 i sin( mrx/a sin(nma’/a)
G(z,2") ==
a + (nm/a)?
n=1

de modo que para< x < 2’ < q,

: (C.6)

sinh(kx) sinh(k(a — ') _ 2 i sin mrx/a sin(nmx’ /a)
k sinh(ka) a + (n7m/a)?
n=1
lo que puede tambn verificarse mediante el desarrollo en serie de Fourie€dg.(Para
k— 0,

sinh(kz) sinh(k(a — 2')) . kx(k(a — "))
k sinh(ka) k2a
recupeandose el resultado (C.4).

Finalmente, para eliculo » < a, recordando el resultadw 6.80) obtenemos la
identidad

=x(a —12')/a,

G(r,r') = _11 ja
B nmr/a Jn (k! @) e™=%)
T 1a? ZZ 2 (J! (knm))? ’ (€.7)

dondek,,,,, son los ceros de la furtm de Bessel/, (k..,) = 0y, en coordenadas polares,
r=(r,0),r = (r,0), cond ladistanciade ar’' y d' lader ar” = 7?7221".
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