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PRESENTACION

Durante los ultimos cien afios, la electricidad ha cambiado la forma en que vivimos. Hoy en
dia resulta inimaginable la actividad humana sin esta forma de energia, al punto tal que sélo
advertimos su necesidad cuando carecemos de ella. Es asi que puede entenderse la importan-
cia de la ingenieria eléctrica.

Dado que diversas especialidades de la ingenieria requieren conocimientos de la disciplina
eléctrica, el presente texto fue concebido para ser utilizado por estudiantes del primer curso de
teoria de circuitos de las carreras de ingenieria directamente relacionadas con las ramas eléc-
trica y electrénica. Asimismo, el texto puede ser también usado por estudiantes de ingenierias
distintas de las mencionadas (mecanica, electromecanica, computacién e industrial) para afron-
tar los cursos afines a la disciplina eléctrica. Esto surge de la experiencia de los autores, quie-
nes vienen desempefiandose durante muchos afios como docentes de Teoria de Circuitos y de
Electrotecnia, asignaturas de las carreras indicadas.

El objetivo de este libro es lograr que el estudiante comprenda los conceptos y las ideas en
términos que ya conoce y prepararlo para resolver problemas con base en la comprension de
dichos conceptos y no en la memorizacién de férmulas y procedimientos; desarrollando de esta
manera las habilidades que le permitan enfrentar estudios posteriores de temas relacionados.

En virtud de lo mencionado, el orden en que se presentan los temas no es casual. El texto
expone los principios basicos de la teoria de circuitos desde sus conceptos fisicos mas elemen-
tales a partir de la teoria del electromagnetismo, cuyo desarrollo ocupa el Capitulo 1.

El Capitulo 2 situa al lector en el estudio de los elementos de circuito (resistor, inductor, ca-
pacitor y fuentes de tension y de corriente), la relacién entre la corriente y la tensién en cada
uno de dichos elementos; presenta las leyes de Kirchhoff y un estudio de la potencia y la ener-
gia. Con la excusa de estudiar algunos circuitos simples, se presentan los instrumentos de me-
dicion mas elementales (voltimetro y amperimetro) y por ultimo se introduce la propiedad de
dualidad.

En el Capitulo 3, y a partir de las leyes de Ohm y Kirchhoff se desarrollan las técnicas de
analisis y los circuitos equivalentes de Thevenin y de Norton.

En el Capitulo 4 se estudian los circuitos excitados con sefiales alternas senoidales, presen-
tandose el analisis fasorial.

El Capitulo 5 trata los circuitos acoplados magnéticamente, introduciendo los parametro in-
herentes de este tipo de circuitos (coeficientes de acoplamiento y de inductancia mutua), ade-
mas de los puntos homélogos. Se estudian diferentes configuraciones de circuitos acoplados,
planteando su resolucion; culminando con el circuito equivalente conductivo, el cual se plantea
a partir del estudio del circuito inductivo de flujos separados.

Finalmente, el Capitulo 6 presenta el analisis de circuitos en régimen transitorio, analizando
diferentes configuraciones.

Complementan el contenido la obra una serie de apéndices, consistentes en una propuesta
de nomenclatura y simbologia de circuitos eléctricos, un apartado especial sobre modelo, un
listado de bibliografia y una serie de ejemplos resueltos.

Los autores.
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CAPIiTULO 1
Electromagnetismo y la teoria de circuitos

Uno de los objetivos de la ingenieria eléctrica es la creacion de modelos adecuados
que representen el comportamiento de circuitos en base a dos magnitudes fundamentales: la
corriente y la tension. La razon de esta afirmacion es muy simple: dichos modelos deben permi-
tir el analisis del circuito con el objeto de predecir su comportamiento, a partir de magnitudes
que sean relativamente sencillas de medir.

Resulta evidente que la rama de la fisica que estudia el electromagnetismo es clave
para lograr el objetivo mencionado. Es a partir de ella que se desarrolla toda lo referido a lo que
hoy se conoce como feoria de circuitos.

Las leyes de Maxwell, Ohm, Kirchhoff, Lenz, Faraday; son algunas de herramientas
basicas utilizadas para dichos fines.

El presente capitulo se inicia efectuando un repaso de las leyes de Maxwell y cémo a
partir de éstas se obtienen las relaciones constitutivas entre la corriente y la tension en los dife-
rentes elementos de circuito que tienen en cuenta el comportamiento de la energia en cada

uno de ellos.



1.1 Del electromagnetismo a la teoria de circuitos

Recordando las expresiones de las ecuaciones de Maxwell para campos variables en

el tiempo, se puede escribir lo siguiente:

[ E(rnr)-da= 10, Ec. 11
sc 80
| B(r1)-aa=0 Ec. 1-2
§ (0= 22 an o 1

(ﬁcB(r,t) -dl=p, - [ic (t) +g,- JlscT . dAJ Ec. 1-4

donde:
sc: superficie cerrada.
¢: curva cerrada.

E(r,?), B(r,t): campo eléctrico e induccidn magnética, respectivamente, como funcién de
la distancia r y el tiempo ¢.

dA: vectores infinitesimales normales a la superficie sc.
q(t): carga eléctrica en funcion del tiempo.

g, . permitividad eléctrica en el vacio.
1, - permeabilidad magnética en el vacio.
i.(t): corriente de conduccion en funcién del tiempo.

dl: vectores infinitesimales tangentes a la curva c.

La nomenclatura para magnitudes escalares variables en el tiempo establece que las
mismas se escriban con minuscula. Ademas, se indican con letra cursiva al simple efecto de
distinguirlas del resto del texto. Para el caso de las magnitudes vectoriales, de uso en este li-
bro, se usan letras mayusculas en negrita y, para el caso del valor del médulo, no en negrita.

Las ecuaciones presentadas permiten determinar el valor, direccion y sentido tanto del
campo eléctrico como del campo magnético en un punto del espacio. En el caso de la Ec. 1-1,
el campo eléctrico es causado por las cargas eléctricas mientras que la Ec. 1-3 muestra que el
campo eléctrico también puede ser determinado por la variacion en el tiempo del campo de in-
duccion magnética. Por otro lado la Ec. 1-2 indica que las lineas de induccién magnética son
cerradas (ausencia de monopolos magnéticos) y por ultimo la Ec. 1-4 permite concluir que el
campo de induccién magnética es causado tanto por la corriente eléctrica de conduccion como
por la variacion en el tiempo del campo eléctrico.

En el caso de considerar estos fenédmenos en el vacio, es decir tanto sin carga eléctrica
como de corriente de conduccion y teniendo en cuenta que €,-E=D y n,-H=B, las ecua-

ciones anteriores se escriben como sigue:



[ D(rr)-aa=0 Ec. 1-5

_LCB(r,t)-dA=O Ec. 1-6

$ E(rr)-d1=—p, 'L%‘d"‘ Ec. 1-7
SE(r,t)

$ H(r1)-di=¢, -LCT-dA Ec. 1-8

Un detalle, si se quiere notable, es que la Ec. 1-5 resulta idéntica a la Ec. 1-6 con sdlo
cambiar el campo eléctrico por el magnético. Y si se mantiene ese cambio, mas el agregado de
cambiar la permitividad eléctrica ¢, por la permeabilidad magnética p,, la Ec. 1-7 se transfor-
ma (a menos del signo negativo) en la Ec. 1-8. La explicacion de lo mostrado es consecuencia
de la caracteristica complementaria de ambos campos y que permite que el eléctrico produzca
un magnético y viceversa.

Puede decirse que los pares de ecuaciones tienen un comportamiento dual. Este con-
cepto de dualidad se refiere a la “existencia de dos caracteres o fendmenos distintos en una
misma persona o en un mismo estado de cosas”, segun la definicién del diccionario de la DLE
(Diccionario de la Lengua Espafola). Este aspecto se traslada a otros tipos de parametros y
magnitudes escalares, eléctricas y magnéticas. En definitiva, la idea es mantener la misma vin-
culacion matematica para variables con comportamiento dual.

Por otra parte, partiendo de este segundo grupo de ecuaciones, puede deducirse la

propagacion de energia (funcion del espacio y el tiempo) como onda electromagnética. Dicha

-1
onda se propaga en el espacio a la velocidad c:(afgo-uo) (en el vacio 6 el aire) 6

-1
c :(4\/8-“) (en caso de un medio diferente) y con una frecuencia de oscilacion fijada por la

variacion en el tiempo del campo que da origen a la onda en cuestion (el campo que general-
mente inicia la onda electromagnética, como lo indica el inicio del apelativo, es el eléctrico).
Ademas, esta velocidad se vincula con la frecuencia fy con la longitud de onda A con la si-
guiente férmula c=A- f .

La Tabla 1-1 muestra ejemplos de sefales, electromagnéticas y mecanicas, de diferen-

te frecuencia ( /'), con el valor correspondiente del periodo (T) y de la longitud de onda ().

También se indican distancias geograficas comparativas con los respectivos valores de A .
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Tabla 1-1: Ejemplos comparativos de sefales

Tipo de seial f T A Distancias comparativas
Transmisién de energia 50 Hz 20 ms 6000 km Ushuaia (Arg.)-Recife (Bra.)
eléctrica 5987 km
Vocal humana en espafiol La Plata-Dolores (ruta)
(promedio) 1,75 kHz 0,57 ms 172 km 173 km
La Plata-Peaje Hud tovi
Nota musical aguda 12 kHz 83,3 us 25km araa eajss klinson (autovia)
Transmision radial en AM Cruce Plaza Moreno por Av. 13
(promedio) 1MHz Tps 300m 295 m
Transmisién radial en FM Diagonal habitacién de 2x 2.4 m?
(promedio) 100 MHz 10 ns 3m 31m
Transmision de telefonia Triple decimetro (regla)
movil 850 MHz 1,17 ns 35cm 30 om

Si la geometria donde se inicia esta radiacion de energia (dipolo radiante o antena) se
caracteriza por una magnitud lineal d;, dicha energia, y por unidad de tiempo, resulta directa-
mente proporcional a (all/k)2 .

Por otra parte, tanto para el dipolo radiante como para una linea de transmision eléctri-
ca o para una guia de onda, el tiempo ¢ en que tarda en llegar la energia a una distancia d, es
igual a (d,/A)T .

Teniendo en cuenta lo anteriormente dicho, las Tablas 1-2, 1-3 y 1-4, muestran algunos

ejemplos del valor de d/\, (a’/k)2 y (d/X)T para tres frecuencias diferentes y distintos valo-

res de d.
Tabla 1-2: Ejemplos comparativos con f=50Hz 7 =20 ms A = 6000km
d Distancias comparativas d/\ (a/r) t
CABA-Bahia Blanca
600 km 0,1 102 2ms
574 km
60 km CABA-La Plata 0.01 . 0.0
52km : 10 41
6 km Desde Av. 32 a Av. 72 en La Plata 0.001 . 200
5.2km 5 10 us
4.5 cuadras en La Plata
600 m 0,0001 108 20 us
580 m
60 Media cuadra en La Plata 0.00001 o 5
m 60m ) 10 us
Diagonal habitacion de 3,3 x 5 m?
6m 6m 0,000001 1012 200 ns

1"




Tabla 1-3: Ejemplos comparativos con f=104Hz 7=100 us A =30km

d Distancias comparativas d/\ (d/?»)2 t
Diagonal habitacion de 2 x 2.4 m?
3m 0,0001 108 10 ns
3,Im
Triple decimetro (regla)
30cm 0,00001 1010 Ins
30cm
Diagonal de una placa de 9 cm?
3cm 3 0,000001 10712 0,1ns
cm

Tabla 1-4: Ejemplos comparativos con f=100MHz 7 =10ns A=3m

d Distancias comparativas d/\ (a!/}\,)2 t
Triple decimetro (regla
30cm P (regla) 0,1 102 Ins
30cm
Diagonal de una placa de 9 cm?
3cm 3 0,01 10 0,1ns
cm

Es obvio que para d/A <<1, la radiacion es despreciable y la transmisién de energia

se puede considerar instantanea.

En estas condiciones geométricas, las Ec. 1-1 y 1-2 resultan:

| D(r)-aa=4() Ec. 1-9

porser g,-E=D
Si la superficie no es cerrada

| B()-aa=0(r) Ec. 1-10

Para el caso de la Ec. 1-3, d/\ <<1 determina que el campo eléctrico practicamente

no genere un campo magnético y viceversa. Entonces, y si se considera un camino no cerrado

para la integral curvilinea de E, ésta sélo depende de la diferencia de los potenciales eléctricos

en los extremos del camino.

[E@)-a1=V,(2)-7, () Ec. 1-11

a

Enla Ec. 1-11, V' es el potencial eléctrico’ en cada uno de los puntos a y b. La diferen-
cia de ambos potenciales, en lo sucesivo, se denominara fension eléctrica y se indicara con
u(t) cdmo esta prioritariamente normalizado segun se explica en el apéndice sobre nomencla-
tura.

En definitiva la ecuacién queda:

[[E@)-dt=u(r) Ec. 1-12

' Otra indicacion de funciones potenciales que suele hacerse es con la letra ¢. Por otro lado esta letra griega también
corresponde a al flujo magnético que es la usada en el Capitulo 5.
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Por ultimo, con las mismas consideraciones respecto a d/A <<1, la Ec. 1-4 depende

so6lo de la corriente de conduccién que, por ser la Unica, no requiere el subindice identificativo.

Ademas, por ser p, - H=B, el resultado final es:

$ H(r)-a1=i() Ec. 1-13

Un detalle importante a tener en cuenta en las ecuaciones resultantes es que éstas in-
volucran parametros vectoriales en las integrales (diferentes manifestaciones del campo elec-
tromagnético), pero con resultados finales escalares.

Si las condiciones geométricas particulares ademas determinan que E y D sean uni-
formes (lo que sucede para porciones de espacio pequefias y limitadas) entonces ambos cam-
pos se pueden representar por sus médulos e indicados no en negrita, como ya se anticipara.

Para el campo eléctrico, un ejemplo esquematico podria ser el de la Figura 1-1, propio

de un componente concentrado.

)+

Figura 1-1: Ejemplo de componente concentrado representativo del campo eléctrico

En consecuencia resulta de la Ec. 1-9
E(t)-§=—+* Ec. 1-14

Y de la Ec. 1-12
u(t)=E(1)-d Ec. 1-15
La eliminacién de E(t) entre las Ec. 1-14 y 1-15 determina la definicién de la capaci-
tancia C:

_al1) &S Ec. 1-16
u(t) d

La Ec. 1-16 queda sdlo en funcion de ¢(¢) y u(t), ambos escalares y donde el tltimo

parametro se puede caracterizar como una variable de salto. Se volvera sobre esta ultima de-
nominacién al momento de estudiar potencia y energia eléctrica al final del Capitulo 2.
Si las condiciones geométricas, como por ejemplo las de la Figura 1-2, imponen que H

y B sean uniformes, entonces los mismos también se pueden representar por sus médulos.

13



Figura 1-2: Ejemplo de componente concentrado representativo del campo magnético

En consecuencia resulta de la Ec. 1-10

t
H(t)-S:M Ec. 1-17
Lo
Y de la Ec. 1-13
i(t)=H(r)-l Ec. 1-18

En este caso la eliminacion de H(z) entre las Ec. 1-17 y 1-18 da cuenta de la defini-

ciéon de inductancia L:

t .S
0 _p-S Ec. 1-19

La Ec. 1-19 queda sdlo en funcion de ¢(¢) e i(r), ambos escalares y donde el Gltimo

parametro se puede caracterizar como una variable de paso. También se volvera sobre esta
ultima denominacion al momento de estudiar potencia y energia eléctrica al final del Capitulo 2.

Nuevamente puede apreciarse la caracteristica dual del grupo de ecuaciones 1-14 a 1-
16 respecto del grupo 1-17 a 1-19, indicandose en la Tabla 1-5 las semejanzas de los parame-

tros involucrados.

Tabla 1-5: Dualidad de los parametros de las Ec. 1-4 a 1-9
u(t) q(t) C € E(r)
i(t) 6(¢) L By H()

Por otra parte considerando dq =i-dt, correspondiente a la definicion de corriente, y

dd=u-drt, a partir de la ley de Faraday, la parte izquierda de las Ec. 1-16 y 1-19 se transfor-

man en:
I ¢.
u(t)=E-_|'z(t)-dt Ec. 1-20
para la capacitancia, y
o L
z(t)—z_[u(t)-dt Ec. 1-21
para la inductancia.

Las Ec. 1-20 y 1-21 se conocen como las relaciones constitutivas dinamicas para los

elementos caracterizados solo por la capacitancia C y para los elementos caracterizados s6lo
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por la inductancia L, respectivamente, representativos de los campos eléctrico y magnético
como elementos de circuito.

El requerimiento de una integral respecto del tiempo significa "necesidad de historia” es

decir “pasado” para causar “futuro”. La integral suma los sucesivos estados de la causa i(t) o]

u(t) para producir la consecuencia u(t) 6 i(¢) en Cy L, respectivamente.

Queda una situacion en la que las consecuencias eléctricas 0 magnéticas no requieren
de la “historia”. Es decir la causa i(r) 6 u(t) produce el efecto u(t) 6 i(¢) en forma instanta-
nea o, lo que es lo mismo, ambos juegos de causa/efecto son proporcionales. El primer ante-
cedente es la ley de Ohm, a partir de la cual que definid la resistencia R cuya inversa, en su

formulacion original, resulta justamente el factor de proporcionalidad, tal cual lo muestra la si-

guiente relacion:

u(t
i(r)= u(1) Ec. 1-22
R
En este caso la causa es u(7) y la consecuencia i(¢) pero, un simple pase de térmi-
nos matematicos, genera una version dual con la definicién de la caracteristica inversa de R, es

decir, la conductancia G.
u(l)=% Ec. 1-23

Las Ec. 1-22 y 1-23 son las relaciones constitutivas estéaticas para los elementos carac-
terizados tanto por la resistencia R como por la conductancia G
Una sintesis de estas relaciones, expresadas en las Ec. 1-16 a 1-19, y 1-20 a 1-23, es

el tetraedro de Paynter, mostrado en la Figura 1-3, que vincula: ¢, ¢, u e i.

g —u

.[dt l/G l/R jdt

P ¢

Figura 1-3: Tetraedro de Paynter

1.2 Bibliografia

“Apuntes de electricidad y magnetismo”. Prof. A. Paola. Catedra de Fisica I, Facultad
de Ingenieria, UNLP.

15



CAPITULO 2
Introduccion al analisis de circuitos

Se estudian y definen con detalle los elementos que conforman un circuito eléctrico y
con los cuales es posible la elaboracion de modelos de funcionamiento definiendo qué es un
modelo.

Se presentan las leyes de Ohm y Kirchhoff y ejemplos de analisis de circuitos

Luego, se repasa potencia y energia y como se aplica en los circuitos eléctricos con co-
rrecto uso de sus respectivos significados.

A continuacion se introducen algunos elementos basicos para la medicion de las mag-
nitudes eléctricas, como son el voltimetro y el amperimetro, Con relacién al voltimetro y el am-
perimetro, se estudian los métodos de medicidn de resistencias mediante estos instrumentos.

Finalmente, se progresa en la comprobacion del concepto de dualidad para su uso en

el Capitulo 3.
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2.1 Capacitor, inductor y resistor

A partir del andlisis presentado en el Capitulo 1, las capacitancia, inductancia y resis-
tencia dan lugar a componentes de circuito definidos como elementos de dos extremos, termi-
nales, bornes o polos entre los cuales se aplica la tensidn, o por los cuales se establece la co-
rriente entrando las cargas por uno de dichos extremos y saliendo por el otro. Estos elementos
suelen denominarse dipolo (estrictamente dipolo eléctrico) y sélo se manifiestan cuando se le
aplica tension o corriente?, por lo cual se los clasifica como dipolo pasivo, a su vez reactivo pa-
ra el capacitory el inductor, y no reactivo para el resistor.

La representacion simbdlica de los tres elementos, denominacion, caracteristica y uni-

dades se muestra en la Figura 2-1.

+l v |y
+ + + -
Elemento
_'|' - S
R
Simbolo C L
G
Denominacién Capacitor Inductor Resistor
Resistencia
Caracteristica Capacitancia Inductancia
Conductancia
Q
Unidad F H
S
ohm
Denominacion unidad farad henry )
siemens

Figura 2-1: Representacion simbdlica de los elementos, denominacién, caracteristica y unidades

También en la Figura 2-1 se indican para cada componente, el sentido de la corriente y
la polaridad de la tension resultante, pudiendo ser la corriente causa de la tension o viceversa.

Alcanzado este punto es interesante tener en cuenta algunas cuestiones propias de la
nomenclatura que se amplia en el Apéndice A. Por caso, el elemento de circuito tangible se
denomina capacitor y su caracteristica fisica es la capacitancia. De la misma forma, la caracte-
ristica del elemento inductor es la inductancia; y la caracteristica del resistor es la resistencia o
conductancia (la razén de estas dos caracteristicas se explica mas adelante). Esta aclaracién
es valida, dado que es muy comun que se confunda el nombre del elemento con el nombre de
su caracteristica fisica, asignando indistintamente uno y otro en forma incorrecta.

Por otra parte con estos elementos o componentes, y los que se iran presentando, se
usan para modelar los circuitos eléctricos que en el Capitulo 3 se detallara como estudiarlos y

resolverlos.

236lo cuando el elemento es sometido a la aplicacion de una tension o una corriente (o excitacion), y en funcién de la
respuesta a dicha excitacion, recién es posible entender de qué tipo de elemento pasivo de circuito se trata.
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Por modelo (para modelar), el Diccionario de la Lengua Espafiola, en sus acepciones
32y 42, lo define como “representacion en pequeno de alguna cosa” y “esquema tedrico, gene-
ralmente en forma matematica, de un sistema o de una realidad compleja que se elabora para
facilitar su comprensién y el estudio de su comportamiento”, respectivamente. El Apéndice B se

desarrolla el concepto; ilustrdndolo con algunos ejemplos

2.2 Caracteristicas de transferencia de los elementos pasivos
de circuito
Es posible representar graficamente las variables eléctricas y magnéticas que se rela-
cionan para definir las caracteristicas fisicas de los elementos de circuito, de acuerdo a las ex-
presiones de las Ec. 1-16, 1-19, 1-22 y 1-23. En los parrafos que siguen se desarrolla esta
idea, dando lugar a lo que se conoce como caracteristicas de transferencia de los elementos
pasivos de circuito, mediante las cuales se pueden visualizar las relaciones causal/efecto sobre

cada elemento.

2.21 Capacitancia e inductancia

Para el caso de los dos componentes reactivos, las caracteristicas de transferencia
vinculan Q/U y ®/I en el capacitor y el inductor, respectivamente. Las Figuras 2-2 y 2-3 mues-
tran esta situacion. También se aprecia que la caracteristica es lineal y pasa por el origen, es

decir que ante causas de U o [ nulas las consecuencias reactivas Q o ® también son nulas.

0 D

Figura 2-2: Caracteristica de transferencia de un Figura 2-3: Caracteristica de transferencia de un
capacitor inductor

Pasar por el origen es propio del caracter pasivo del componente, lo cual significa que
si el elemento no se activa, el mismo no se manifiesta.

Respecto a la caracteristica U vs I o I vs U en estos elementos, las ecuaciones consti-
tutivas muestran que dicha relacién implica integrales o derivadas que dependen del tiempo y

los detalles sobre el particular se veran mas adelante.

2.2.2 Resistencia y conductancia - Ley de Ohm

En particular, la relaciéon causa/efecto en el elemento no reactivo resistor puede verse e
en graficos U vs I o [ vs U lo que determina las caracteristicas R y G como se aprecia en las
Figura 2-4 y 2-5.
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Figura 2-4: Caracteristica de transferencia  Figura 2-5: Caracteristica de transferencia
del resistor (resistencia) del resistor (conductancia)

Al igual que en caso del capacitor y del inductor, estas caracteristicas son rectas que
pasan por el origen con las mismas implicancias vistas y cuya pendiente es la caracteristica R
o G, segun el caso.

Puede verificarse que ambas caracteristicas surgen de la ley de Ohm y observando las
expresiones de las Ec. 2-1, derivadas de dicha ley, se comprueba que R=G".

R=g :1 Ec. 2-1
I U

En la seccion siguiente se ampliaran algunas ideas referidas a la resistencia, al resistor
y algunas caracteristicas adicionales, en particular, vinculadas a los materiales con los que se

construyen estos elementos.

2.2.2 Resistencia - Resistividad - Resistor

La resistencia eléctrica de un conductor, generalmente constituido por un alambre me-
talico, aunque a veces puede tener otras formas y estar fabricado con otros materiales, es una
propiedad que depende de la resistividad del material y de la geometria del conductor, es decir
de su longitud y del area de la seccion del alambre. Si la seccidn es constante a lo largo del
tramo de conductor analizado y la estructura del material resulta homogénea, la resistencia se

expresa de acuerdo con la férmula

R=pt Ec. 2-2
P4

en la que
R: resistencia del conductor en [QY]
[: longitud del alambre en [m]
A: area de la seccién del conductor en [mz]

p: resistencia especifica o resistividad en [Q-m]

Como ya se vio en parrafos anteriores y se explica en el Apéndice A sobre nomenclatu-
ra, el simbolo Q se llama ohm en honor al fisico aleman Georg Simon Ohm.

El factor p (letra griega rho) permite comparar diferentes materiales en cuanto a su re-
sistencia segun su naturaleza sin que intervengan la longitud ni el &rea. Los valores de p mas

grandes dan lugar a conductores con mayor resistencia.
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El coeficiente de variacion de la resistividad con la temperaturaa (letra griega alfa), in-
dica qué tanto varia la resistividad con el cambio de la temperatura. Un valor positivo de o indi-
ca que p aumenta con la temperatura; un o negativo significa que p disminuye al aumentar la
temperatura; un o igual a cero significa que p es constante, que no varia al cambiar la tempera-
tura. Aunque para cierto material o puede variar ligeramente con la temperatura, el aumento en
la resistividad del material producido por una elevacién de la temperatura puede determinarse
aproximadamente por medio de la ecuacion

p, =p, o, 1) Ec. 2-3
en la que

P, resistividad a la temperatura ¢, en [€Q2-m]

P, resistividad a la temperatura ¢, en [Q-m]

o : coeficiente de variacién de la resistencia con la temperatura en [Q-m/K]
t, : temperatura de referencia, correspondiente a p, en [°C]

La Tabla 2-1 muestra valores de resistividad y coeficiente de variacion de p con la tem-

peratura para varios materiales.

Tabla 2-1: p y o para diferentes materiales

Material p [Q2-m] o [Q m/K]
Cobre puro 17, 3-10° @ t, = 21,85 °C 68,0-10™
Aluminio puro 27.410° @ 1, =21,85°C 92,8-107"
Carbono 302 600-10° @ t, =20 °C 55,0107
Constantan 490-10° @ t, =20 °C 0210

Obsérvese que el carbono tiene un coeficiente de variacion con la temperatura negati-
vo. En general, a es negativo para todos los semiconductores como el germanio y el silicio. Un
valor negativo de o significa que la resistencia es menor a temperaturas mas altas. Por consi-
guiente, la resistencia de los diodos semiconductores y de los transistores puede disminuir
considerablemente cuando se calientan. Obsérvese también que el constantan tiene un valor
de o practicamente igual a cero, por lo que se lo puede utilizar para resistores de precisién de
alambre enrollado que casi no cambian el valor de la resistencia al variar la temperatura. Mas
informacion sobre el particular puede consultarse en la referencia bibliogréafica 1)

Como se mencionara oportunamente, la resistividad eléctrica es una propiedad de los
materiales a partir de la cual surge, mediante la geometria dada al material en cuestion, la re-
sistencia. Tal cual se afirmd en parrafos anteriores, un resistor es un componente de circuito
eléctrico, el cual posee la caracteristica denominada resistencia. Por lo tanto, no debe confun-
dirse resistencia con resistor.

Estudiadas la resistencia y la resistividad eléctricas, la conductancia y la conductividad

resultan las inversas de la resistencia y de la resistividad, respectivamente.
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G=—y o= Ec. 2-4

Donde
G : conductancia en [S]

G : conductividad en [S/m]

El simbolo S se llama siemens, en honor al ingeniero aleman Werner von Siemens.

2.3 Elementos activos

Cuando se estudian circuitos eléctricos, ya se vio que los elementos basicos que con-
forman los mismos se dividen en elementos pasivos y elementos activos.

Para que en estos elementos pasivos (capacitores, inductores y resistores) haya ten-
sién o corriente se necesitan los elementos activos capaces de disponer de estos parametros
fisicos.

Asi se habla de fuentes de tensién y fuentes de corriente, y en los items que siguen se
detallaran las caracteristicas de las mismas con el objeto de conformar el punto de partida del

estudio de los circuitos eléctricos.

2.3.1 Fuentes independiente ideales

Dejando para el final de este Capitulo los aspectos vinculados con la potencia y la
energia, el concepto inicial importante es que la fuente debe suministrar la tension o la corrien-
te sin cambiar su valor, sean estas constantes o variables en el tiempo, sin importar que la
misma esté o no conectada.

Este comportamiento conduce a la definicion de la fuente de tension ideal y fuente de

corriente ideal como sigue.

Una fuente de tensién establece una tension entre sus bornes, independientemente de la co-
rriente presente entre ellos

De la misma forma, una fuente de corriente establece una corriente entre sus bornes, inde-
pendientemente de la tension entre los mismos.

Estos elementos representan las disponibilidades de tension y de corriente reales exis-
tentes en la practica, aclarando que en la realidad es mas facil disponer de equipos que sumi-
nistren tensién que corriente (las fuentes ideales de corriente suelen modelar partes del circuito
que se comportan como si fuera dicho suministro de corriente).

Las Figuras 2-6 y 2-7 presentan los simbolos de una fuente de tension y una fuente de

corriente ideales, respectivamente.

+

ur u=us i iz

Figura 2-6: Fuente ideal de tensién Figura 2-7: Fuente ideal de corriente
Obsérvese en la Figura 2-6 que la fuente de tensidn se encuentra con sus bornes ex-

tremos abiertos (circuito abierto), es decir, no hay vinculacién directa entre ellos. Esto debe ser
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asi, pues un cortocircuito entre los mismos forzaria que la tension fuese cero (esta condicion
estaria imponiendo que el potencial de uno de los bornes coincida con el del otro), contradi-
ciendo asi su definicion. Nada impide que cualquier otro elemento de circuito sea conectado
entre sus bornes, excepto el mencionado cortocircuito.

De igual manera, en la Figura 2-8 la fuente de corriente posee sus extremos unidos o
en cortocircuito. Esto no puede ser de otra manera, dado que si asi fuera y dichos extremos
fuesen separados dando lugar a un circuito abierto, las cargas eléctricas no podrian circular en-
tre los extremos o bornes de la fuente, anulando la corriente y contradiciendo su definicion.
Tampoco en este caso, cualquier otro elemento de circuito puede conectarse entre sus bornes,
excepto el mencionado circuito abierto.

En la parte inicial del analisis de circuitos a desarrollar en el presente texto se va a tra-
tar con circuitos en régimen de corriente continua, por lo cual resulta oportuno presentar las Fi-
guras 2-8 y 2-9, las cuales muestran el comportamiento de las fuentes de tensién continua y de

corriente continua ideales, respectivamente, en funcién del tiempos.

u i
Y Iy
t t
Figura 2-8: Comportamiento de una fuente ideal Figura 2-9: Comportamiento de una fuente ideal
de tension continua de corriente continua

Al conectar estas fuentes, la caracteristica de independiente asignada a las mismas
significa que una fija la tensién y la otra la corriente justamente independientemente de la co-
rriente (en el primer caso) o la tension (en el segundo) que el resto del circuito establezcan en

ellas.

2.3.2 Fuentes dependientes o controladas

Se acaba de decir que una fuente independiente de tensién o de corriente, establece
respectivamente una tensién o una corriente entre sus bornes que depende solo de su valor
intrinseco, y no se ve alterada por el valor se los restantes parametros del circuito.

Por contraste, una fuente de tensiéon o de corriente dependiente proporciona respecti-
vamente una tension o una corriente cuyo valor depende del valor de la tension o de la corrien-
te existente en algun otra parte del circuito.

Por lo tanto, en una fuente dependiente no se puede especificar su valor, a menos que
se conozca el valor de la variable de la cual depende. O sea al igual que los elementos pasi-
vos, este tipo de fuente tiene sentido solamente conectada, teniendo que estar el circuito activo
o lo que es lo mismo con por lo menos una fuente independiente. En ocasiones, las fuentes

dependientes también se las denomina fuentes controladas.

Como distincién adicional, en general en el resto del texto, la tensién sera graficada con color azul y la corriente con
color rojo
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Las Figuras 2-10 y 2-11 presentan los simbolos respectivos de las dos posibles fuentes
de tension y de las dos posibles fuentes de corriente dependientes. El rectadngulo representa el

resto del circuito en el que se distingue la tensidn o corriente de la que dependen las fuentes.

l ix l ix ux
n ug n ug » I, =50
L up=ou, u,=ou, L up=ou uy=0m,
Flgufa 2-10% Fuentes de tensior dependientes o Flgur£ 2-11: Fuentes de corrienfe dependientes o
controladas controladas

2.3.3 Fuentes reales

En la practica, el comportamiento de las fuentes se aparta del ideal y por lo tanto se
habla de fuentes reales. En circuitos de corriente continua, el funcionamiento de una fuente de
tension real se describe mediante la asociacion de una fuente de tension ideal y una resistencia
en serie tal como muestra la Figura 2-12. De forma similar, una fuente de corriente real asocia

una fuente de corriente ideal y una conductancia en paralelo, Figura 2-13.

M G;

Figura 2-12: Fuente real de tension Figura 2-13: Fuente real de corriente

Estos modelos, si bien hacen menos sencillo el analisis del circuito, describen mejor el
comportamiento de fuentes practicas.

Continuando con el caso de continua, estas fuentes reales al ser conectadas se esta-
blecen corriente en la de tension y tension en la de corriente. Como consecuencia tanto la ten-
sion como la corriente en las respectivas fuentes homodnimas no se pueden mantener fijas. Una
medida de esta caracteristica es la curva de carga o caracteristica de regulacion de una fuente
real. En el tratamiento del tema de la seccién siguiente, como ejemplo de aplicacion, se vera

coémo se obtienen dichas curvas de regulacion para cada una de las fuentes.

24 Leyes de Kirchhoff

Las leyes de Kirchhoff permiten el analisis de circuitos con referencia a las corrientes y
tensiones en el mismo. Por esta razén, a veces se las conoce como leyes universales para el
estudio de circuitos eléctricos.

Antes de comenzar el estudio de las leyes de Kirchhoff es conveniente y oportuno pre-
sentar algunas definiciones relacionadas con la topo/ogia4 de circuitos. Demas esta decir que el
estudio de la topologia de circuitos esta fuera de los alcances de este texto, las definiciones si-
guientes pueden simplificar algunas ideas.

Rama: parte elemental de un circuito que une dos puntos del mismo dando lugar a un

camino para la corriente.

Nodo: punto de un circuito al cual concurren dos o mas ramas.

4 o . . . . .

Como definicién general, la topologia es la rama de las matematicas dedicada al estudio de aquellas propiedades de
los cuerpos geométricos que permanecen inalteradas por transformaciones continuas. En el caso de circuitos eléctri-
cos, se refiere a la distribucion y vinculacion de los diferentes componentes en un circuito.
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Bucle o lazo: cualquier trayectoria cerrada en un circuito, independientemente de lo

sinuoso que sea, que no repite ninguna rama que lo compone.
Malla: bucle o lazo que no contiene otros lazos.

La Figura 2-14 se utiliza para ejemplificar las definiciones anteriores.

Figura 2-14: Ejemplos de: nodo (1), rama (2), bucle o lazo (3) y malla (4) en un circuito practico real

2.41 Primera ley o ley de las corrientes
Se basa en el principio de conservacion de la carga eléctrica.
Sea un grupo de corrientes concurrentes a un nodo, cuyos sentidos pueden ser entran-

tes y/o salientes del nodo, se puede afirmar que

La suma algebraica de las corrientes que concurren a un nodo vale cero

En forma abreviada, es conocida como LKC. Puede expresarse matematicamente de

diversas formas, segun la conveniencia, como se indica a continuacion

20 =0 Ec. 2-5

Otra expresion valida de LKC resulta

2ig= Zk:ik Ec. 2-6
J

en la cual, i; corresponde a corrientes provenientes de fuentes de corriente e iy a corrientes en

elementos pasivos que concurren al nodo en cuestion. Estas ultimas corrientes pueden expre-

sarse en funcion de la tension teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas de cada elemen-
to pasivo (par el caso de la conductancia del resistor la version de la ley de Ohm i, = u- Gy,

A los fines de un andlisis ordenado, se asigna convencionalmente signo (+) a los senti-

dos entrantes y signo (-) a los salientes.

Otra expresion mas

Dy = Zk:’&k Ec. 2-7

J
en la cual, i, corresponde a sentidos de corrientes entrantes al nodo e i a sentidos de co-

rrientes salientes del nodo. En este caso debe entenderse que las corrientes a ambos lados del

signo igual son todas positivas o todas negativas.
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2.4.2 Segunda ley o ley de las tensiones

Se basa en el principio de conservacion de la energia.

Sea la malla de un circuito que se recorre en sentido arbitrario a partir de un punto,
también arbitrario, hasta completar su recorrido al alcanzar el punto de partida, se puede afir-

mar que

La suma algebraica de las tensiones de los elementos de una malla vale cero

En forma abreviada, es conocida como LKT. Al igual que la LKC, puede expresarse

matematicamente de diversas formas, segun la conveniencia

D=0 Ec. 2-8

1

Z”ﬁ - ;“k Ec. 2-9
J

en la cual, u; se refieren a tensiones de fuentes de tension y u; a tensiones de elementos pasi-
vos de la malla en cuestién. Estas ultimas tensiones pueden expresarse en funciéon de la co-
rriente teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas de cada elemento pasivo (para el caso
de la resistencia del resistor la version de la ley de Ohm u; = iRy,

A los fines de un analisis ordenado, se suman convencionalmente las tensiones cuya
polaridad aumenta con el sentido de recorrido y se restan aquéllas cuya polaridad disminuye
con el sentido de recorrido.

Otra expresion

Dty =D Ec. 2-10
j k
en la cual, u,; corresponde a tensiones cuya polaridad aumenta con el sentido de recorrido de

la malla y u,; a tensiones con polaridad disminuyendo con el sentido de recorrido. En este caso
debe entenderse que las tensiones a ambos lados del signo igual son todas positivas o todas

negativas.

2.4.3 Ejemplos de aplicacion de las leyes de Kirchhoff

2.4.3.1 Curvas de regulacion de las fuentes de tensién y corriente reales

Como ya se comenté en la seccidon 2-3-3, cuando una fuente de tension real o una
fuente de corriente real estan conectadas a otro circuito aparecera corriente en la primera y
tensién en la segunda. Segun la magnitud de dicha corriente la tensién en la fuente real tiene
diferente valor y lo mismo sucede segun el valor de la tensiéon en la fuente de corriente real.

La anterior afirmacion, cuyo resultado es la ya mencionada curva de regulacion de la
fuente, puede comprobarse simplemente conectando un resistor de diferente valor a cada una
de las fuentes. Con el orden numérico de las leyes de Kirchhoff se presenta primero el ejemplo
de la fuente real de corriente en el que se considera el resistor conectado en paralelo por su

conductancia. Segundo se analiza la fuente real de tensién con un resistor en serie caracteri-
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zado por su resistencia. Lo descripto visto para corriente continua se sintetiza en los circuitos
de las Figuras 2-15 y2-16.

A
B
Figura 2-15: Fuente real de corriente conectada a  Figura 2-16: Fuente real de tension conectada a
una carga G una carga R

La simple aplicacion de la LKC en el Nodo 4 en el ejemplo del circuito de la Figura 2-15

da I, =1; +1;. Teniendo en cuenta lo dicho al final del parrafo después de la Ec. 2-6, la ante-

rior puede escribirse 1, =U ;- G, +1; y operando finalmente resulta:

Io=1,-U;-G Ec. 2-11
Con igual procedimiento, que podria realizar el lector, aplicando la LKT al circuito de la
Figura 2-16 se obtiene:
Ug :Uf — 1R Ec. 2-12

Tan tanto la Ec. 2-11 como la Ec. 2-12 tienen el formato de la ecuacién de una recta de
pendiente negativa que no pasa por el origen y representan las curvas de regulacion de cad
fuente.

La Figura 2-17 muestra el caso de la fuente de corriente real. La corriente /; en orde-
nadas corresponde a la corriente en bornes de la fuente real en funcién de la tension que re-

quiere G, U ;. Los puntos singulares donde la recta corta a los ejes coordenados son:

1., corriente de cortocircuito” para G=o0 y U, . ,“tension de circuito abierto” para /; =0.

Los valores de estos dos parametros se obtienen faciimente de la Ec. 2-11.
La Figura 2-18 muestra el resultado para la fuente de tension real cuyos detalles se de-

jan nuevamente para la consideracion del lector.

1 G UR
* I(y'cc = I/' ™ URca = Ul

Uspea = 1/G> Usp Ligee = U/R;S Lig

Figura 2-17: Curva de regulacion para una fuente  Figura 2-18: Curva de regulacién para una fuente
real de tension real de corriente

2.4.3.2 Circuito con fuente de tensién y fuente de corriente
Se presenta un ejemplo a lo largo del cual se destacan las convenciones mas difundi-
das que permiten un analisis evitando los errores mas comunes y ademas se realizan sugeren-

cias para una resolucion ordenada.
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El ejemplo en cuestidon propone determinar las ecuaciones que surgen de analizar me-

diante la aplicacion de las leyes de Kirchhoff al circuito de la Figura 2-19.

Figura 2-19: Circuito propuesto para aplicar las leyes de Kirchhoff

En el circuito se suponen conocidos los valores de las fuentes y de las resistencias,
con lo cual el objeto del problema consiste en determinar las corrientes y tensiones restantes.
En este sentido, mediante una inspeccion visual del circuito, es posible determinar que las in-
cognitas del problema son las corrientes en Uy (misma que en R;) y en R, y las tensiones en R,
Ry, Ry yen If, es decir seis incognitas. Dado que, conocidas las corrientes, las tensiones en las
resistencias se pueden determinar mediante la ley de Ohm y viceversa, las incognitas se redu-
cen a tres: corrientes en R, y R, y tensién en Iy

Antes de iniciar cualquier planteo es conveniente estimar los sentidos de las corrientes
y polaridades de las tensiones. Es evidente que la polaridad de Uy el sentido de I, estan im-
puestos por las respectivas fuentes; por lo tanto, resulta obvio que la corriente en R; va de de-
recha aizquierda. Respecto de las demas corrientes, los sentidos muchas veces se establecen
en forma arbitraria, aunque es una practica extendida suponer que las fuentes de tension fijan
sentidos de la corriente saliendo por su borne positivo; siendo asi, en el ejemplo de la Figura 2-
23, se puede asignar a la corriente por R, el sentido de izquierda a derecha. Finalmente y, con
las anteriores asignaciones de sentido, el sentido de la corriente por R, deberia ser de arriba
hacia abajo (resultado bastante légica como consecuencia de la LKC, como se vera). Ademas,
resulta de utilidad identificar los nodos del circuito.

Con lo dicho, la Figura 2-19 se puede modificar como indica la Figura 2-20.

Figura 2-20: Circuito del ejemplo con la asignacion de los sentidos de las corrientes e identificacion de
los nodos.

Como se anticipara, la corriente /5 es igual la corriente de la fuente I, la cual impone su
valor en dicha rama.

En este punto se considera importante mencionar las consecuencias que surgen a par-
tir de los sentidos planteados de las corrientes respecto de las polaridades de las tensiones.
Convencionalmente, se determina que la polaridad de la tension resulta positiva en el borne del
elemento pasivo por el cual ingresan las cargas al mismo. Esto se muestra en la Figura 2-21

con los signos positivo y negativo. Se vera que esta asignacion de polaridades simplificara y
ordenara el planteo de las LKT.
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Figura 2-21: Circuito del ejemplo con la asignacion de los sentidos de las corrientes, identificacion de
los nodos y asignacion de las polaridades de las tensiones en los elementos pasivos.

Ahora, con toda la informacion disponible, se procedera al planteo de LKC y LKT.
Observando que existen dos nodos en el circuito, 4 y B, y que I3=I; es posible plantear
dos ecuaciones de LKC, por lo cual en base a la Ec. 2-6 resulta en el nodo 4
h+1, =1, Ec. 2-13
De la misma forma, en el nodo B
L=I+1, Ec. 2-14
Como puede observarse claramente, las Ec. 2-13 y 2-14 son las mismas; es decir que
el circuito tiene dos nodos pero so6lo uno es independiente, lo cual significa que no es necesario

plantear la LKC en fodos los nodos de un circuito. Esta idea se puede generalizar a un circuito

de N nodos afirmando que

en un circuito de N nodos, sb6lo son necesarias N-1 ecuaciones de LKC

Seguidamente se aplicara la LKT en todos las mallas del circuito. Al inspeccionar el
mismo, se advierte que existen tres lazos; uno a la izquierda, compuesto por Uy, R, y R,, otro a
la derecha, compuesto por R,, R; e I;y otro exterior, formado por U, Ry, Ry e I;.
Si el analisis se inicia en la malla de la izquierda, se puede escribir en base a la Ec. 2-
10
U,=R1 +R)1, Ec. 2-15
Para la malla de la derecha, también en base a la Ec. 2-10
Uy =R, +R]I, Ec. 2-16
Debe prestarse atencion que en la Ec. 2-16, el signo del término Ujsse ha supuesto po-
sitivo en el borne por el cual salen las cargas de la fuente de corriente.
Para la malla exterior, nuevamente en base a la Ec. 2-10, se tiene
U,=RI R, +U, Ec. 2-17
Queda como ejercicio para el lector, verificar que si se introduce la Ec. 2-16 en la Ec. 2-
17, se obtiene la Ec. 2-15. Esto significa que una de las tres ecuaciones de LKT es combina-
cion de las otras dos. En efecto, no es necesario plantear las ecuaciones de los tres lazos. Por
lo tanto, se puede afirmar que existe un nimero de lazos independientes, que dan lugar a sen-
das ecuaciones de LKT independientes. Observando el circuito es posible hallar dichos lazos

independientes, recordando la definicion de malla, a partir de lo cual dichos lazos independien-

tes son las mallas del circuito.
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En resumen, recordando que el circuito presentaba tres incognitas, las tres ecuaciones

necesarias para la resolucién son las Ec. 2-14, 2-15 y 2-16.

2.4.3.3 Puente de Wheatstone

El puente de Wheatstone es un circuito tipico que se utiliza basicamente para medir
pequefos cambios en valores de resistencias, por lo cual es muy utilizado en especialidades
de la ingenieria como la instrumentacion y la mecatrénica. El mismo circuito, con algunas va-
riantes, se puede utilizar para medir resistencias de resistores y otros elementos con una repe-
tibilidad muy grande y una incertidumbre muy pequefia. No es objeto de este apartado desarro-
llar una teoria sobre mediciones con el puente de Wheatstone, pero si efectuar un analisis del
circuito con cierto nivel de detalle en base a un analisis mediante las leyes de Kirchhoff.

El puente de Wheatstone en su configuracion y disposicion tipica se muestra en la Fi-
gura 2-22. La Figura 2-23 muestra una modificacion del dibujo del circuito que se considera
mas conveniente para el analisis.

El objetivo de la resolucién del circuito es obtener la tensién de salida U,z en funcién

de la tension de la fuente y del valor de las resistencias.

)
Ny
n

Figura 2-22: Disposicion tipica del puente de Figura 2-23: Disposicion mas conveniente del
Wheatstone puente de Wheatstone para su analisis

Antes de iniciar el analisis, resulta conveniente echar un vistazo general al circuito con
el fin de reconocer los elementos componentes, su distribucion y el objetivo final de la resolu-
cion.

Es practica habitual en el andlisis de circuitos designar un nodo como referencia para la
tension. En este caso se puede designar al nodo D como referencia, es decir, asignando ten-
sion cero a dicho nodo.

Debe observarse que la tensién U,z puede expresarse como la diferencia entre U p y
Uspp. Se define de esta forma que el potencial del punto 4 es mayor que la del punto B. Asi-
mismo, cada una de estas tensiones pueden estar referidas a cualquier otro punto del circuito,

pero por comodidad y conveniencia dicha referencia puede ser el nodo D elegido; por lo tanto
U =Up—Upp Ec. 2-18
Ahora, para el calculo de U,py Upp en la Ec. 2-18 es preciso conocer las corrientes I, e

1,, para luego por ley de Ohm determinar las tensiones buscadas.

Asimismo, y dado que las corrientes son desconocidas, se puede seguir observando el

circuito para descubrir que I, =1, y que I, = I5, de manera que se puede escribir I, =1, =1, e

I=1=1,.
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A su vez, cada una de estas corrientes se puede calcular por ley de Ohm, teniendo en

cuenta que la tension de la fuente Uy esta aplicada sobre cada una de las ramas serie existen-
tes entre C' y D, pudiéndose escribir U, =U, =1, (R+R)=1, (R3 +R4) para cada rama.

U, U,

—— e/ con éstas, también por
R +R, ° y P

Con esta expresion pueden obtenerse: [, = = 2R
3ty

ley de Ohm, se obtienen las tensiones buscadas que muestran las Ec. 2-19 y 2-20.

U, =1,R, = Yy R, Ec. 2-19
R +R,

Ugp =I,R, = Ys R, Ec. 2-20
R, +R,

Finalmente, con estos resultados en la Ec 2-18 se obtiene la expresion de la Ec. 2-21.

U U R R
Uyp=U,~Uy=—L—R -——L R, =U, 2 Ec. 2-21
R +R, R, +R, "\R+R, R,+R,

Por ahora, el analisis de este circuito se da por finalizado en este punto. Al momento de
aplicar estos resultados en temas posteriores, los mismos seran estudiados con el objeto de

sacar algunas interesantes conclusiones.

2.5 Potenciay Energia

Es bien conocido que la potencia representa, para todo aspecto fisico, como varia en el
tiempo el trabajo o la energia y resulta siempre el producto de dos parametros, uno represen-
tado por una variable de salto y el otro por una variable de salto.

En el Capitulo 1 luego de analizar las Ec. 1-16 y 1-19 se presento la posibilidad de ca-
racterizar la tension y la corriente como variable de salto y variable de paso respectivamente. El
concepto de esta forma de clasificacion de variables es bastante intuitivo y en la referencia bi-
bliografica 2) puede ampliarse este enfoque.

Una variable de salto es toda magnitud fisica en la que es necesario puntos de referen-
cia para su indicacion. Un ejemplo es la velocidad. En el caso eléctrico la tensidn requiere de la
referencia de dos potenciales entre los cuales es explicito un “salto” de valor de los mismos.

En cambio una variable de paso identifica magnitudes fisicas en las que importa el sen-

tido. Por ejemplo la fuerza, y eléctricamente hablando la corriente.

En el caso particular eléctrico la potencia resulta p(¢)=u(z)-i(¢), si la tensién y/o la

corriente varian en el tiempo, o P=U -1, en caso contrario. En cualquiera de los casos, como
se indica en el Apéndice A, la unidad de medida de este parametro es W (watt).

La primera de las expresiones anteriores (recordando que esta escrita en minuscula
por ser variable en el tiempo) es mas general, siendo la segunda el caso particular de no ser

variable en el tiempo (ahora escrita con mayuscula).
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Dado que tanto trabajo como energia son conceptos equivalentes y para la nomencla-

tura eléctrica se identifican con w, la formulacién de la definicibn de la potencia es

p(l‘)=%w(l‘) y por lo tanto, en la otra relacion causalefecto, W(t)=I;p(t)dt.

El inicio del computo de la integral se considera cuando existen simultaneamente u(t)

e i(t), y como ya se sabe, previamente puede haber campo eléctrico o campo magnético en

los correspondientes elementos reactivos y por lo tanto energia no nula en dicho inicio. Esta
energia inicial es imposible en el caso del resistor.

Por otro lado, a partir de la realizacién de trabajo5 es posible disponer de la electricidad.
Esta es la que se modela por los elementos activos o sea las fuentes de tensidon o de corriente
independientes. En consecuencia y obviamente, para estos elementos también es preciso con-
siderar energia inicial.

Otro detalle mas, también presente en el Apéndice A, la unidad de medida de la ener-
gia y del trabajo es J (joule).

Con lo dicho, en cualquier componente de circuito activado o sea en el cual haya co-
rriente y tension (o tension y corriente) habra potencia, e integrando la misma, a partir de posi-

bles valores iniciales cuando corresponda, se sabra como es la variacion temporal de la ener-

gia.

2.5.1 Potencia y energia en elementos pasivos no reactivos (resistor).
La Tabla 2-1 muestra las formulas consecuencia de lo dicho en el parrafo anterior para

las dos versiones del resistor segin se considere su caracteristica resistiva (R) , cuando se lo

activa en serie, o0 su caracteristica conductiva (G) , cuando se lo activa en paralelo.

Para los analisis que siguen es bueno recordar que en el resistor siempre el sentido de
la corriente es del positivo al negativo de la polaridad de la tensién independientemente de que
la causa sea la corriente o la tensién. Esto fija que ese sentido y esa polaridad asi relacionadas
se consideren positivas.

Tabla 2-1:

R pe()=i(t)-u(t)=i(t)-i({)R=i(¢) -R we(6)=[ pe(t)-de=R[ i(e) d (1)

G pe(t)=u(e)-i(t)=u(t)-u(t)-G=u(tY G wi (1) = [ po(0)-dr =G u(e) d(r)

La simple observacién de las formulas resultantes muestra que, sea 0 no cambiante en
el tiempo la tensién o la corriente y sin importar como sea esa variacion, la potencia siempre es
positiva. Como consecuencia del anterior detalle, la variacion temporal de la energia en el ele-

mento no reactivo dadas por las integrales de wy (z) o w(7) es siempre creciente y obvia-

5 - - = - -
. Las compaiiias de electricidad suelen hacer campafias publicitarias sobre este aspecto solicitando el buen uso de la
electricidad ya que la misma no es un bien renovable.
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mente a partir de cero. Y otra referencia mas sobre ambas integrales: volveran a aparecer con
otra connotacion en el Capitulo 4.

Para ejemplificar en forma simple, puede considerarse el caso de excitacion continua
(constante en el tiempo) que determina las caracteristicas U /I o /U de las Figuras 2-4 y 2-5
segun sea R o G . Aplicando las operaciones de la Tabla 2-1 a esta propuesta resultan las

graficas siguientes.

P w
P
P,
P
Py I t
PO U Po
Figura 2-24: Figura 2-25:

En la Figura 2-24 se aprecia la parabola representativa de la de potencia en funcion de

la excitacion que activa el resistor. La abscisa es [ para el caso de R y U para el caso de
G . En la curva se marcan tres valores: £, =0, para excitacion nula; B, para excitacion en que
el sentido de la corriente o la polaridad de la tension son positivos y P,, para excitacion en que
el sentido de la corriente o la polaridad de la tensién son negativos. En cualquiera de los dos
casos de excitacién no nula el resultado es positivo y constante en el tiempo.

La integracién de las anteriores potencias se muestra en la Figura 2-25, representadas
por las tres semirrectas cuyas pendientes son justamente cada una de las potencias. En el ca-
so de £, la semirrecta coincide con el semieje de abscisa positivo, es decir energia siempre
nula.

Una conclusién importante de esta seccion referida al resistor, es el aumento del valor

siempre positivo de la energia en el mismo, a medida que aumenta el tiempo.

2.5.2 Potencia y energia en elementos pasivos reactivos (inductor y ca-
pacitor)

El mismo procedimiento realizado en la seccion anterior ahora activando en serie un
inductor de inductancia L o activando en paralelo capacitor de capacitancia C da los resulta-
dos de la Tabla 2-2, teniendo en cuenta que en estos dos casos existe la posibilidad de energia

no nula al inicio de integracién la que se denomina W,

ini *

Tabla 2-2:
L (t):'(t)Ldi—(t) w (6) =Wy + [ py(¢)-de =W, + L[ i(t)di(1) =W, e Lpi(ey
pL 1 dr L\E)=Wini T |, PL =Wini o =i T
du(t) ¢ ‘ 1 2
C pe(t)=u(t)C . WC(Z)=WI-m-+I0pc(t)'dt=Wim.+C_[Ou(z‘)du(t)=l/l/l.m.+§Cu(t)

El analisis de las formulas para la potencia muestra en ambas el producto de la corrien-

te por su derivada temporal o la tensién también por su derivada temporal. Suponiendo, por
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ejemplo, que la corriente o la tension fuera siempre positivas podrian darse tres variaciones
temporales: creciente, decreciente o constante. Esta suposicién significa derivada positiva, ne-
gativa y nula respectivamente. Y finalmente el producto que se estuviera considerando resulta-
ria, también respectivamente, positivo, negativo y nulo. Conclusion: para los componentes
reactivos no puede asegurarse que la potencia es siempre positiva; es mas, siendo la corriente
o la tension diferente de cero, puede resultar nula.

Los tres resultados posibles anteriores a su vez determinan que, a partir del posible va-
lor inicial, la energia crezca, decrezca o se mantenga constante en el tiempo. Sin embargo,
cualquier sea el caso, el resultado de la energia sigue siendo positivo (basta observar la expre-
sion final de cada formula en la Tabla 2-2 donde tanto corriente como tension estan al cuadra-
do).

Un detalle mas cuando la potencia es nula. La corriente o la tension en el caso que co-
rresponda deben ser constantes en el tiempo y las formulas finales recién comentadas mues-
tran que la energia también sera constante en el tiempo. Asi un capacitor en circuito abierto
con carga eléctrica significa: tensién y en consecuencia energia en el campo eléctrico y un in-
ductor en corto circuito con flujo magnético significa: corriente y por lo tanto energia en el cam-
po magnético.

Un ejemplo de lo visto en esta seccion podria ser el caso del circuito de la Figura 2-26
en el cual la tension, aplicada en paralelo, se desarrolla en el tiempo como muestra la Figura 2-
27.

e

ug(t) Q

T
Figura 2-26: Figura 2-27:

Teniendo en cuenta la ecuacién constitutiva para calcular la corriente en el inductor,
i (t)= %J.;uf(t)dt y considerando i(0) =0, para la tension de la Figura 2-27 resulta dicha co-

rriente como se ve en la Figura 2-28 (mas adelante se comentara la parte punteada que se

agrega). En esta grafica se aprecia que la corriente mantiene, a partir de 1 =7 en el cual resul-
. - U . L
ta u, =0 (equivalente a un cortocircuito), el valor constante 7 = ZT (circulacion de cargas po-

sible en el corto circuito mencionado).
Si ahora se multiplica la corriente por la tensiéon se obtiene la potencia en el inductor
que muestra la Figura 2-29 y la integracién de la misma determina la energia, graficada en la

Figura 2-30 con valor cero en el inicio (se aclaré que la corriente inicial es nula).
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ir(t) pr(?) wi()
/+U/L
I P
' ! ' t /'
N 7 b
UL
Figura 2-28: Figura 2-29: Figura 2-30:

En las tres Figuras precedentes se indica el valor del tiempo 0<¢# <7, en el cual se
puede verificar (accidon que se alienta a realizar) los siguientes resultados:

U U? 1 U?
I=—-14 R=—-1 W= '_'tl2

- Ec. 2-22
L L 2 L

En particular la ordenada 1, es el valor del area del triangulo sombreado en la Figura

2-29. Ademas, prestando atencion, se ve cdmo van a apareciendo sucesivamente parametros
al cuadrado en las Ec. 2-22.Y por ultimo se verifica que la energia es crecientemente positiva
hasta mantenerse constante, a partir de t =7, como consecuencia de igual constancia de la
corriente. Esta ultima situacién energética es justamente un posterior caso de energia inicial
que podria decrecer si se hace disminuir la corriente en el inductor.

La parte punteada en la Figura 2-28 es el caso de ser la tension negativa y se alienta al
lector a comprobar cémo seria el resultado con esta polaridad sin sorprenderse que la energia
resulte nuevamente positiva.

Otras situaciones para verificar estos analisis energéticos que involucran componentes

reactivos, se veran cuando se estudie el tema del Capitulo 6.

2.5.3 Potencia y energia en los elementos activos (fuentes de tensiéon o
de corriente independientes)

Los elementos activos (fuentes de tension o de corriente independientes ya referidos
como los modelos de la disponibilidad de la electricidad y en los que debe considerarse tam-
bién disponibilidad de energia inicial) no solamente activan a los elementos pasivos a los cua-
les se conectan sino que lo hacen sobre si mismos.

Podemos clarificar esta aparente paradoja con el ya mencionado Diccionario de la
Lengua Espanola (DEL) transcribiendo los siguientes significados.

— Activo: Que obra o tiene capacidad de obrar (adjetivo).
— Activar: Hacer que se ponga en funcionamiento un mecanismo (accién).

El primer significado refiere a lo que pueden hacer los elementos identificados por ese
adjetivo y que no pueden hacer los pasivos. Ahora que se activen, como accién, significa que
tanto en los pasivos como en los activos exista simultdneamente tensién y corriente o corriente
y tension y por lo tanto potencia. Es bueno recordar que en una fuente de tension sin conectar,
0 sea en circuito abierto, la corriente es cero y que en una fuente de corriente sin conectar, o

sea en corto circuito, la tensién es cero.
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En definitiva, la conexién de algun elemento activo a elementos pasivos o a otros acti-
vos, determina que en los mismos se establezca corriente, en las fuentes de tensién, y tension,
en las fuentes de corriente.

Esta conexion es determinante no solo del valor de cualquiera de estas consecuencias.
También, y con una implicancia especial, lo es del sentido de la corriente por la fuente de ten-
sion o la polaridad de la tension en le fuente de corriente.

En otras palabras podrian darse las cuatro posibilidades mostradas esquematicamente
en la Figura 2-31, considerando para mayor sencillez y consecuente comprension, la situacién

particular que las fuentes en cuestion son invariables en el tiempo.

— + 41— + =
U U U
U, - U, - I+ L
caso a) caso b) caso c) caso d)

Figura 2-31:

En los casos a) y b) Urfija el valor y la polaridad de U en el circuito, siendo el circuito el
que determina los dos posibles sentidos de 1. En el caso a) el sentido de la corriente es del —
al + en la fuente de tensién y del + al — en la tensién en el circuito. En el caso b) el sentido
de la corriente es del + al —en la fuente de tensidony — al + en la tension en el circuito.

En los casos ¢) y d) I, es el que fija el valor y el sentido de / en el circuito y ahora, el
circuito es el que determina las dos posibles polaridades de U. Se comprueba que en el caso c)
el sentido de la corriente es del — al + de la tension en la fuente de corriente y del + al —de
la misma tension pero en el circuito. En el caso d) el sentido de la corriente es del + al — de la
tension en la fuente de corriente y del — al + de la misma tensidn pero en el circuito.

Asignando como en el caso del resistor, positivo el sentido de la corriente del + al —
de la tensién y positiva dicha polaridad. Si se mantiene positiva la polaridad de la tensiéon debe
cambiarse a negativo el sentido de la corriente cuando es del — al + de la de tension.

En definitiva cuando se determine la potencia podra resultar positiva 0 negativa segun
los casos y la parte del circuito que se considere.

En los casos a) y ¢), en que cada una de las fuentes que activan al circuito y a si mis-
mas, la potencia es negativa. O sea la variacién en el tiempo de la energia en cualquiera de las
fuentes sera decreciente a partir de la energia inicial.

En cambio y en los mismos casos, la potencia en la entrada del circuito es positiva. Es
decir que la variacién en el tiempo de la energia en dicha entrada sera creciente. A su vezy en
cada instante, esa energia debe ser la suma de las energias en los distintos elementos pasivos
y activos que conforman el circuito activado. En los elementos pasivos no reactivos la variacion
temporal de la energia es como ya se estudié en la seccién 2-7-1, en los reactivos debe cum-
plirse lo visto en la seccion 2-7-2. En el caso de los elementos activos dentro del circuito, las
fuentes podran estar funcionando con sentido de corriente y polaridad de tensién como en al-

guno de los casos en estudio de los cuales dos se han completado.
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La Figura 2-32 muestra la variacion de la energia en dos fuentes (sin importar si son de

corriente o de tensién) con diferentes valores de la energia inicial y de la potencia, siendo
P, > B, y por lo tanto decreciendo mas rapido la energia en el caso 2. Por el otro lado, en la fi-

gura 2-33 se grafica la variacion creciente de la energia en el caso de un circuito sin elementos
reactivo ni activos y por lo tanto con obvia energia nula para 1 =0.

w w

I/Vinil

I/Vinil
P, P,

Figura 2-32: Figura 2-33:
En los dos casos restantes, b) y d), las fuentes explicitas no son activadas por si mis-
mas sino por el circuito. En esta circunstancia la potencia en las mismas es positiva y por lo
tanto la energia debera ser creciente en el tiempo a partir de su valor inicial. En la Figura 2-34

se puede ver el ejemplo de carga de una bateria de celular para que en ¢ =T su energia pase

de W,

ini

a w,, >W,, con una tasa de variacion temporal dada por F,.

ini

Figura 2-34:

2.5.4 Principio de conservacion de la energia

Otro concepto que es también bien conocido es que en un sistema cerrado la energia
total siempre se mantiene constante.

En otras palabras, para un circuito eléctrico la suma de las energias disponibles en los
elementos activos y en los reactivos en el momento en que estos activan los elementos pasivos
debera ser igual a la suma de las energias en dichos elementos pasivos en todo instante.

En esta suma en los elementos pasivos, la energia sera siempre creciente en los resis-
tores, creciente o decreciente (segun como resulte la variacion temporal de la tensién en los
capacitores o la corriente en los inductores) y posiblemente creciente en algin componente ac-
tivo (fuente en las que el sentido de corriente es de + al — de la polaridad de la tensién). Sin
duda, habiendo términos crecientes, tendra que haber decrecimiento en alguno de los compo-

nentes del circuito incluidos activos.
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Considerando el ejemplo ilustrado en las Figuras 2-32 y 2-33 para el caso de subindice

2, el resultado de la conservacion de la energia se muestra en la Figura 2-35.

I’Vl.l’liz ------ Ro---mmmmm--

SRS\ V A ———]

Figura 2-35:

La recta de pendiente positiva P, corresponde al aumento de la energia, por ejemplo,

en una maquina eléctrica modelada por un resistor y en el que dicha energia significa el trabajo

que realiza la maquina. En cambio la recta con pendiente -P,, muestra como decrece la ener-

gia en la fuente de tension que alimenta la maquina eléctrica. O sea: la continua disminucion
de energia en la fuente de tensién corresponde al continuo aumento de trabajo mecanico que
realiza la maquina eléctrica.

En forma general lo primeramente dicho, aplicable al ejemplo mostrado, puede expre-

sarse » W,

ini

= Zwﬂ = cte Yy si se deriva esta expresion respecto del tiempo resulta an =0.

n n

Esta sumatoria de las potencias en cada uno de los elementos del circuito (tanto acti-
vos como pasivos) es nula dado que se iguala a la derivada de una constante y reafirma que
en por lo menos en alguna fuente de tensidn o corriente la potencia debe ser negativa y sirve
para verificar mas sencillamente el principio de conservacion de la energia en un circuito ob-
viamente bien analizado y resuelto.

Algunos comentarios finales de esta seccion:

Es importante dejar en claro que la potencia no debe considerarse como un ente fisico
que se “transfiere” entre los componentes activos y pasivos del circuito. Esta aclaracién es
equivalente a la que debe hacerse para evitar el error que se comete en llamar “circulacién” de
la corriente, que en realidad es la circulacién de las cargas eléctricas.

Sin embargo, realizar la analogia entre i(t)=%q(t) y p(t)=%w(t) no implica consi-
derar analogia alguna de la energia con el modelo conceptual de las cargas eléctricas. En
realidad la equivalencia es matematica y solo se presenta para fundamentar mejor la aclaracién
hecha en el parrafo anterior.

Por ultimo tampoco deberia pensarse que las pilas de la linterna mostrada en las Fotos
B-1y B-2 del Apéndice B “transfieren” energia a la lampara.

El correcto proceso es el que surge luego que se modela la linterna y se convierte en
circuito eléctrico como se aprecia en la Figura B-3 del mismo Apéndice B. En definitiva la fuen-

te de tensién (las pilas) determina que haya corriente, o lo mismo que circulen cargas eléctri-

37



cas, por un resistor (el filamento de la lampara). La consecuencia final es el aumento de tempe-
ratura en el filamento y su consecuente radiacion luminosa.

Desde el punto de vista del analisis del circuito eléctrico surgen también la potencia y la
energia en cada elemento. Y esta ultima debe conservarse: disminuye electroquimicamente en
la pila para aumentar luminicamente en la ldmpara (el lector podra ser mas detallado en esta
conservacion energética pero la idea simplificada es suficiente).

Quizas sea mas representativo indicar este concepto como “transformacién”. Asi en los
elementos reactivos operaria una ‘“fransformacion” energética reversible por disponer energia
luego de un tiempo de activacién. En cambio modelar la realidad con un resistor es consecuen-

cia que la energia se ‘“fransforma” en trabajo o sea es irreversible.

2.6 Instrumentos y mediciones

Resulta interesante y conveniente a esta altura introducir los instrumentos de medicion
basicos utilizados en la electrotecnia: el voltimetro y el amperimetro

Para hacer posibles las mediciones es necesario intercalar los instrumentos en el cir-
cuito. Si lo que se desea medir es una corriente, debe intercalarse en serie un amperimetro en
la rama en la cual esta presente la misma. De forma similar, para medir una tensién en un ele-
mento, debe conectarse un voltimetro en paralelo con el mismo. En el caso del amperimetro es
necesario abrir previamente la parte del circuito donde se va a colocar, no siendo el caso del
voltimetro. De cualquier forma cada uno de los dos instrumentos debe formar parte del circuito
para el analisis del mismo.

Para evitar la influencia de estos instrumentos en las condiciones de funcionamiento
del sistema, el amperimetro debe comportarse como un corto circuito y el voltimetro como un
circuito abierto. Es decir las caracteristicas ideales (o tedricas) de los mismos se refieren a la

existencia de una resistencia interna, las cuales deben tener los siguientes valores:

Amperimetro Voltimetro
R/=0Q Ry=0Q

Otra caracteristica de cualquiera de los dos medidores es el valor maximo admisible,
es decir la tension y/o la corriente maxima soportada por el instrumento real en cada condicion
de funcionamiento. Estos valores maximos admisibles, a su vez, definen el rango o alcance de

medicion, que se vera que puede ser ampliado.

2.6.1 Amperimetro
Como ya se mencionara, el amperimetro basico ideal (galvanémetro) tiene resistencia
interna (R,) igual a cero. No debe olvidarse que, en la practica, el instrumento real tiene resis-

tencia interna muy baja, pero distinta de cero. Las Figuras 2-36 y 2-37 muestran ambos casos.

@ oy

Figura 2-36:Amperimetro ideal, R, =0 Figura 2-37:Amperimetro real R,# 0
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Se debe advertir que el simbolo de un amperimetro real es la combinacién de un am-
perimetro ideal (cortocircuito) en serie con una resistencia Ry # 0 Q

Debe tenerse en cuenta en los analisis que siguen, que [ es la corriente maxima

Amax
admisible por el instrumento y es otro de los parametros que caracterizan al mismo. En la Figu-
ra 2-38 se repite el simbolo de un amperimetro real, e /, representa la corriente a medir.

s~ &
W—W

Figura 2-38: Amperimetro real con corriente admisible 7,

max

Si I,, resultara mayor que [, , puede conectarse una resistencia derivadora R,, en
paralelo con el instrumento elemental, formando lo que se conoce como divisor de corriente,

por la cual se derivara la diferencia de corriente entre /, e [, .., tal como se muestra en la Fi-

mdx
gura 2-39. Es importante prestar atenciéon a que, para el analisis del divisor de corriente, es
preciso tener en cuenta la LKC.

Puede observarse que con esta disposicion es posible aumentar el alcance del ampe-

rimetro elemental.

1
mn, A
_@:/\/\/\_‘._

Figura 2-39: Amperimetro real con alcance aumentado y con [ por el amperimetro ideal

Amax

Para el calculo de dicha resistencia derivadora debe observarse que la tensién sobre el

paralelo vale U ,=[,R,=I ,,..R, de la cual surge, teniendo en cuenta que /, =1, +1,,,. la si-

guiente expresién de Ry
R :IAma'x 'RA
° Im _IA

max

Luego, si el instrumento ya estuviese disefiado, la corriente genérica a medir I, se de-

termina, a partir de los valores de [, R,y R,, como

max

]xm :]Amt'vc : {1 + ]IS_AJ

D

Se puede generalizar lo anterior para construir un amperimetro multirrango; es decir,

un amperimetro capaz de medir corrientes de valores tan grandes como se desee, como se

muestra en la Figura 2-40, donde R,; <R, <R, para que se cumpla Ip; > 1, > 1), .
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Figura 2-40: Amperimetro multirrango. El alcance aumenta bajando la llave

Se deja como ejercicio para el lector el calculo de las resistencias derivadoras para es-

te caso.

2.6.2 Voltimetro
También ya se dijo que el voltimetro elemental ideal (o tedrico) tiene resistencia interna
(Ry) igual a infinito. En la practica, el instrumento real tiene resistencia interna muy alta, pero

distinta de infinito. Las Figuras 2-41 y 2-42 muestran ambos casos.

Figura 2-41: Voltimetro ideal, R, = © Figura 2-42: Voltimetro real R # o

Se debe advertir que el simbolo de un voltimetro real es la combinacién de un voltime-
tro ideal (circuito abierto) en paralelo con una resistencia Ry # o« Q. Debe tenerse en cuenta en

los andlisis que siguen, que U, . es la tensibn maxima admisible por el instrumento y es otro

Vmax
de los parametros que caracterizan al mismo.
En la Figura 2-43 se repite el simbolo de un voltimetro real, y U,, representa la tension

a medir.

Figura 2-43: Voltimetro real con tension admisible U

Vmax

SiU, >U,

max

puede conectarse una resistencia multiplicadora R,, en serie con el ins-
trumento elemental, formando un divisor de tension, en la cual se establecera el excedente de
tension entre U,, y U,,,,.- Para el caso a analizar se puede observar la Figura 2-44. En este

caso para el analisis del divisor de tension se debe tener en cuenta la LKT.
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m RM
1
+ UVma'x- 4
e

Figura 2-44: Voltimetro real con alcance aumentado y con U,

m

& por el voltimetro ideal

Para el calculo de dicha resistencia multiplicadora debe tenerse en cuenta que la ten-

sion sobre el circuito serie vale

=~
S

R
Um :]V : (RV +RM ) = UVmc’Lx‘ + UVma’x : R_ = Uszix : [1 + _MJ
V

de la cual surge la siguiente expresion de Ry,

U
R, =|—=-1|-R
M [Udex J g

Luego, si el instrumento ya estuviese disefiado, una tension genérica a medir U, se

determina, a partir de los valores de U,

‘max

R
Umx:Udex : [1 + R_M}

R, y R, , como

Vv
Se puede generalizar lo anterior para construir un voltimetro multirrango; es decir, un
voltimetro capaz de medir tensiones de valores tan grandes como se desee, como muestra la
Figura 2-45.

r;/\ RMI RMZ RM3
+ v = IV
R
M- 1
o+ U -

m

Figura 2-45: Voltimetro multirrango. El alcance aumenta con la llave hacia la derecha
En este caso al conectar la llave en sucesivos puntos a la derecha las R,,; se suman
haciendo un equivalente cada vez mayor.
Se deja como ejercicio para el lector el calculo de las resistencias multiplicadoras para

este caso.

2.6.3 Mediciones y errores

Medir significa comparar una magnitud de valor desconocido con una magnitud de refe-
rencia de igual especie, previamente elegida, que se denomina unidad de medida.

En general los resultados de las mediciones no son exactos. Por mas cuidado que se
tenga en todo el proceso de la medicion, es imposible expresar el resultado de la misma como

exacto. Aun los patrones tienen error.
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En general, se acepta que las fuentes de error en las mediciones son debidas a:

a)

b)

El instrumental. Los instrumentos poseen errores inherentes a ellos: diferencias de
calidad, condiciones de funcionamiento, etc.

El método de medida. La insercion de los instrumentos en el circuito modifica las
condiciones de funcionamiento debido a las resistencias internas, por lo cual es im-
portante tener en cuenta la influencia de las caracteristicas de los instrumentos
reales utilizados.

El operador. Aun cuando el operador posea amplia experiencia en la utilizacion del
instrumental, es esperable que se produzcan discrepancias en las lecturas efectua-

das.

El estudio a fondo de la teoria de errores excede los alcances de este capitulo y por lo

tanto no se efectuara.

2.6.3.1 Definiciones

Se pueden adoptar algunas definiciones, las cuales no son de uso exclusivo de las

mediciones de caracter eléctrico.

a)

b)

Precision y exactitud (repetibilidad e incertidumbre). Las diferencias entre estas
caracteristicas no son tan sutiles como se supone. La precision esta vinculada con
la repetibilidad de una medicién, mientras que la exactitud se relaciona con la pro-
ximidad al valor verdadero de la misma. Es decir que una medicion precisa es aqué-
lla que, ante una misma excitacion, presenta (o repite) siempre el mismo resultado.
Por otra parte, una medicién exacta se refiere a la proximidad a lo verdadero del re-
sultado de dicha accién. Por lo tanto, de lo anterior se deduce que un instrumento
preciso no siempre es y viceversa. Actualmente, los conceptos sobre estos temas
estan introduciendo denominaciones nuevas en reemplazo de las anteriores; es asi
como surgen repetibilidad, en lugar de precision, e incertidumbre, en lugar de exacti-
tud.

Medida directa e indirecta. Las mediciones directas son aquéllas que se realizan
sin necesidad de una medicion intermedia adicional. Por ejemplo, una longitud se
puede determinar a partir de la medicidon con un instrumento especifico (una regla o
una cinta métrica), constituyendo una medicién directa; mientras que una superficie
0 un volumen surgen a partir de dos o tres mediciones de longitud (para el caso de
un rectangulo o un paralelepipedo) mas un calculo adicional (producto de las medi-
ciones), obteniéndose una medicién indirecta.

Valor verdadero (/v). El valor verdadero es casi imposible de conocer. En la practi-
ca puede tomarse como tal al promedio hallado a través de un muestreo estadistico
de un gran nimero de mediciones, que se adopta como valor verdadero convencio-
nal. Dicho valor medio se aproximara tanto mas al valor verdadero de la magnitud
cuanto mayor sea el numero de medidas, ya que los errores aleatorios de cada me-

dida se va compensando unos con otros.
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d) Error absoluto. Se define como la diferencia entre el valor medido respecto de
aquél que se ha tomado como verdadero: E=V, -V,

e) Error relativo. Resulta del cociente entre el error absoluto y el valor verdadero

. . E
(convencional), el cual se toma como referencia: e=—

v

f) Error sistematico. Se llaman asi porque se repiten sistematicamente en el mismo
valor y sentido en todas las mediciones que se efectian en iguales condiciones.
Pueden deberse a fallas de los instrumentos o del operador, son posibles de cuanti-

ficar y por lo tanto desafectar de las mediciones.

2.6.3.2 Medicion de resistencias con voltimetro y amperimetro

Consiste en efectuar la medicion de la corriente y de la tension a través de una resis-
tencia incognita mediante el uso de un amperimetro y de un voltimetro, respectivamente; resul-
tando el valor de dicha resistencia incégnita una medicién indirecta, cuyo resultado se basa en
la ley de Ohm.

Puesto que los instrumentos son reales, lo que implica que poseen resistencia interna

finita (R, y R, ), la medicién arrojara errores, los cuales pueden ser desafectados siempre y

cuando dichas resistencias sean conocidas. Obsérvese la Figura 2-45.

U, I, R, |+
' I
O  M=® zw

I

Figura 2-45: Medicion de una resistencia incognita mediante voltimetro y amperimetro

Analizando el circuito de la Figura 2-45, el valor de la resistencia incdgnita R puede

expresarse como:

U
R=—=—= Ec. 2-28

Pero, dado que durante una medicion los valores con que se cuenta son aquéllos sur-

gidos de las indicaciones de los instrumentos, se puede escribir:
R,=—* Ec. 2-29

Y como la corriente que mide el amperimetro es la suma de las corrientes por la incog-
nita y por el voltimetro, mientras que la tensién medida por este ultimo corresponde al paralelo
entre Ry y Ry, resulta

— RV 'Rx

miRV +Rx Ec. 2-30
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que justamente es el paralelo de Ry con R,; lo que indica que el valor medido no es
efectivamente el de R,, sino el paralelo mencionado.

Despejando R, de la ultima expresién, resulta:

R R Ry
' Rm _RV

Se observa que hay diferencias entre la resistencia medida R,, y la “verdadera” R, .

Luego, se pueden determinar los errores absolutos y relativos AR y eg, respectivamen-

te:
2
AR=R, ~ R =—1n
RV _Rm
y
AR R,
eR = — =
Rx RV

Observandose con mas detalle la Figura 2-45, puede advertirse que el voltimetro se
encuentra a una distancia mas corta de la resistencia incognita que el amperimetro, por lo que
este tipo de conexidon se denomina conexién corta.

Se puede utilizar otra forma de conexién de los instrumentos, que como contrapartida

de la anterior se denomina conexion larga. Sea la Figura 2-46.

R
,-\A A
O/ —
U, + L. R,
I
2! RVCV U,

Figura 2-46: Conexion larga
Al igual que antes, se suponen conocidas las resistencias internas de los instrumentos,
R,y Ry.
En este caso, y haciendo un analisis similar al anterior, la resistencia “verdadera” R,

vale:

pues la tension que mide el voltimetro es la suma de las tensiones en el amperimetro mas la de
la resistencia incégnita, de lo cual surge que para obtener la tensién sobre Ry debe restarse la

tension sobre el amperimetro a la lectura del voltimetro.

Por otra parte, la resistencia medida R, vale:

m

U
R,=—"=R,+R,
I

m

de lo cual resulta
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Rx:Rm _RA
Como antes, hay diferencias entre la resistencia medida R,, y la “verdadera” R, por lo

tanto se pueden calcular AR y eg.

AR = Rm _Rx = RA
R
=—2 = R—A pues R<<R,,

2.6.3.3 Conexidon mas conveniente

Si se grafican los errores relativos e en funcion de la resistencia medida R, para cada

uno de los dos casos estudiados, queda lo siguiente:

, - R
error relativo de la conexion corta e, =-—*+
RV

. . R,

error relativo de la conexion larga e, = e

Va a existir un valor de R, para el cual |e,|=|e.|; dicho valor se denomina R, y de

la igualdad anterior se puede escribir lo siguiente
R, R,

m

R, R

m

y de aqui surge el mencionado valor de R, luego de despejar R,

ritica

-JR, R,

critica
La Figura 2-47 muestra las graficas del error para cada una de las conexiones de me-
dida y el valor particular de la condicién critica.

e

L“

CL

R

1
1

1

!

. >
| L.

\ Critica m
1

ccC

er
Figura 2-47
A partir de los resultados anteriores se puede concluir que, previamente a la medicion

de una resistencia con voltimetro y amperimetro, debe compararse el valor estimado de R_ (o

resistencia a medir R,,) con R, y con R, para obtener el menor error:

45



a) Si R, <R

 iica O, €N Otras palabras, R, es pequefia, debe utilizarse la conexion cor-
ta para efectuar la medicion.

b) Si R, >R

critica

0, en otras palabras, R, es grande, debe utilizarse la conexion larga.

2.7 Comprobacion de dualidad

En el Capitulo 1, luego de considerar las ecuaciones de Maxwell en el vacio (Ec. 1-5,
1-6, 1-7 y 1-8), se mostré una caracteristica notable en el formato de dichas ecuaciones que
determind la presentacion del concepto de dualidad. También se anticipd que este concepto
seria de aplicacién “a otros tipos de parametros y magnitudes escalares, eléctricas y magnéti-
cas”.

A continuacién se indican algunos ejemplos surgidos del desarrollo de este Capitulo 2
en los cuales se cumple “la misma vinculacién matematica para variables con comportamiento
dual”. En cada referencia se muestran algunos de los detalles que permiten comprobar la dua-
lidad, alentando al lector ampliar el panorama incluyendo otros posibles ejemplos.

Figuras 2-2 y 2-3: mismo grafico si se cambia L por C, ® por Q y U por [ .

Figuras 2-4 y 2-5: mismo grafico si se cambia R por G y U por .

Figuras 2-6 y 2-7: mismo comportamiento si se cambia fuente de tension por fuente de

corriente Yy circuito abierto por cortocircuito.

Figuras 2-12 y 2-13: mismo comportamiento si se cambia fuente de tension por fuente de

corriente y circuito serie por circuito paralelo.

Ec. 2-5, 2-6, 2-7 y 2-8, 2.9, 2.10: igual formulacién si se cambia LKC por LKT y nodo

por malla.

Figuras 2-17 y 2-18: mismo grafico con todos sus detalles si se cambia R por G y U

por [ .

Tabla 2-1: igual formulacion si se cambia R por G y u por i.

Tabla 2-1: igual formulacion si se cambia L por C y u por i.

En el proximo Capitulo 3 se utilizara esta caracteristica como método de andlisis y re-

solucion de circuitos.

2.8 Bibliografia

Pagina web: http://www.goodfellow.com (proveedor de metales).

46



CAPITULO 3
Técnicas para el analisis de circuitos

Si bien es posible analizar y resolver cualquier circuito eléctrico mediante la estricta
aplicacion de las leyes de Ohm y Kirchhoff, muchas veces resulta mas préactico recurrir a cier-
tas técnicas de analisis las cuales requieren, para una mayor eficiencia de su aplicacion, una
inspeccién previa del circuito bajo analisis y de su topologia; por lo cual algunas de estas for-
mas de encarar la resolucion requiere ciertas habilidades, lo que se logra mediante la ejercita-
cion intensiva.

En algunas ocasiones resulta de utilidad simplificar circuitos, dado que a veces se re-
quiere efectuar el estudio en una porcion aislada de un circuito mas complejo.

Es asi que surgen el andlisis de nodos y de mallas, el principio de superposiciéon y los
circuitos equivalentes de Thevenin'y de Norton.

Al respecto, el analisis de nodos es un poderoso método general de analisis aplicable a
cualquier red eléctrica, sin importar su complejidad.

El analisis de mallas tiene caracteristicas similares al andlisis de nodos, con la Unica
restriccién de ser solo aplicable a redes planas.

El principio de superposicion, aplicable a redes lineales, presenta su aplicacién mas
importante en el analisis de redes trifdsicas y en circuitos con tensiones y corrientes poliarmo-
nicas, objetos de estudio en capitulos posteriores.

Los circuitos equivalentes de Thevenin y Norton permiten simplificar circuitos reempla-
zando gran parte de una red, generalmente muy compleja, por una red sumamente sencilla

consistente en una fuente real; de tension o de corriente, segun el caso.
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3.1 Analisis de nodos

3.1.1 Introduccién

El analisis de nodos se basa en la determinacion de las expresiones de lastensiones de
todos los nodos independientes del circuito bajo estudio, las cuales se consideran como incog-
nitas del problema.

Debe recordarse, de la seccion 2.4.3.2 del Capitulo 2, que la cantidad de nodos inde-
pendientes de un circuito resulta igual a N-1, donde N es la cantidad total de nodos. Por lo tan-
to, es posible obtener N-1 ecuaciones de LKC. Cuando estas ecuaciones se reescriben en fun-
cion de las tensiones de dichos nodos referidas al nodo restante, que se toma como referencia,
se obtiene como resultado un sistema de N-/ ecuaciones, en las cuales las incognitas son las
tensiones de los nodos en cuestion.

Con el objeto de ejemplificar la aplicacion del analisis de nodos, se utilizara el circuito

presentado en la Figura 2-19 del Capitulo 2, el cual se reproduce a continuacion.

Figura 3-1: Circuito propuesto para ejemplificar el analisis de nodos

Como se mencionara, a los efectos de la aplicacion del analisis de nodos es importante
efectuar una inspeccion del circuito previa a cualquier otra accién a tomar sobre el mismo.

Luego de la inspeccidn, la primera pregunta que debe surgir se refiere al nimero de
nodos. Seguidamente, debe decidirse qué nodo conviene tomar como referencia. Finalmente,
debe plantearse LKC en los nodos independientes.

Para el caso del circuito de la Figura 3-1, y tal como se determind en la ya recordada
seccion 2.4.3.2, el mismo presenta dos nodos (N=2), por tanto hay s6lo un nodo independiente
(N-1=1).

El planteo de LKC en el nodo A es el siguiente

L+ =1, Ec. 3-1

Teniendo en cuenta los sentidos de las corrientes en sus respectivas ramas y las pola-

ridades de las tensiones generadas por aquéllas, la Ec. 3-1 se puede reescribir de la siguiente

manera
By ==K Ec. 3-2

Debe observarse que /3 coincide con I, que es la corriente impuesta por la fuente en
dicha rama.
Es posible ahora escribir las tensiones en R; y R, en funcion de la tension del nodo 4 y

la tension de la fuente, como se muestra a continuacion.
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LA, -R_A Ec.3-3
2

=
|

Reordenando esta expresion, resulta

U, 1 1
UA=[f+1fJ/[+J Ec. 3-4
Rl Rl RZ

que también se puede escribir como
4= M Ec. 3-5
G +G,
donde U, es la Unica incognita.

Se puede observar que el funcionamiento del circuito, al tener un Unico nodo indepen-
diente, puede describirse solo por la ecuacién del nodo A; ésto es asi, dado que una vez calcu-
lado el valor dicha tensidn resulta factible calcular, mediante la ley de Ohm, la tensién sobre R,
y consiguientemente la corriente ;. Asimismo, con U, se puede obtener la corriente I,. Final-

mente, al ser /rdato, se puede determinar las tensiones sobre R; y sobre la fuente de corriente.

3.1.2 Otro ejemplo
El circuito de la Figura 3-2 tiene tres nodos, por lo tanto dos de ellos (1 y 2) son inde-

pendientes y el tercero (0) se puede tomar como referencia.

Figura 3-2: Circuito de ejemplo

Planteando en los nodos 1y 2
=l +i+h Ec. 3-6
if2 +i, =1 Ec. 3-7

Reagrupando corrientes y tensiones

1 1 1
lpy =iy =y | —+— |—Uy— Ec. 3-8
e 1(R1 Rz] ’ R,
i—u‘+u[l+lJ Ec. 3-9
L ) . o-
/ R2 R2 R3
Reemplazando las resistencias por las conductancias correspondientes
L=l =u (G1+G2)_”2G2 Ec. 3-10
ir, == G, +u, (Gz +G3) Ec. 3-11
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Estas dos ecuaciones representan el comportamiento del circuito. Si se consideran co-
nocidos los valores de las resistencias o las conductancias y de las fuentes de corriente, resulta
evidente que las unicas incognitas son las tensiones de los nodos 1y 2.

Finalmente, se puede escribir el sistema anterior en forma matricial, de la siguiente
manera

i =i, _{Gl +G, -G, }{ul}
) = Ec. 3-12
lra -G, G, +Gy|u,

El sistema de ecuaciones Ec. 3-12 esta preparado para ser resuelto mediante algun
método numérico adecuado.

Obsérvese la simetria de la matriz de coeficientes de conductancia, en la cual los tér-
minos fuera de la diagonal principal son iguales entre si y de signo negativo. Obsérvese ade-
mas, que dicha conductancia corresponde al resistor que vincula ambos nodos independientes.

Respecto de los términos de la diagonal principal, es posible advertir que el término
superior izquierdo de la misma esta conformado por la suma de las conductancias que concu-
rren al nodo 1, a la vez que el término inferior derecho corresponde a la suma de las conduc-
tancias que vinculadas al nodo 2.

Queda claro que con las tensiones de nodo halladas es posible obtener las tensiones

sobre cada resistor y luego mediante la ley de Ohm, sus correspondientes corrientes.

3.1.3 Resumen
Como consecuencia del andlisis presentado, es posible hacer un resumen de acciones
a tomar para el analisis, consistente en los tres pasos siguientes:
1.-Se elige un nodo de referencia (con tension igual a cero), asignando una variable
(tension) a cada uno de los restantes nodos V,. La polaridad de estas tensiones se
asigna respecto al nodo de referencia.
2.-Se aplica LKC a cada nodo N, aplicando la ley de Ohm para expresar las corrientes
de rama en términos de las tensiones de nodo.
3.-Se resuelve el sistema de ecuaciones hallado para obtener las tensiones de nodo

desconocidas.

3.1.4 Caso especial: supernodo

Considérese el circuito de la Figura 3-3.

Figura 3-3: Caso especial. Supernodo
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En principio, pareciera ser evidente que el circuito posee cuatro nodos (0; 1; 2 y 3), por
lo tanto se puede tomar uno de ellos como referencia. Esto se hizo con el nodo 0. Por lo men-
cionado, es esperable obtener tres ecuaciones de nodos.

Ahora bien, ¢ resulta correcto afirmar que los tres nodos restantes son independientes?

Obsérvese que entre los nodos 2 y 3 hay una fuente de tension. Esto significa que co-
nocida la tension de uno de los nodos, inmediatamente se conoce la tension del otro. Por lo
tanto, una de las ecuaciones queda automaticamente eliminada del sistema en estudio.

Cabe preguntarse qué ocurre con la fuente de tensién conectada entre 0 y 1, la cual in-
vita a pensar que su situacion es la misma que la de la primera fuente. Debe tenerse cuidado
antes de realizar esta afirmacion: uno de los bornes de la misma se encuentra conectado al
nodo de referencia, por lo cual resulta indispensable sostener al nodo 1 como independiente,
de otro modo no podria obtenerse una expresion de las corrientes por R, y por R4, cOMo se ve-

ra. De esta manera se puede presentar la siguiente afirmacion:

Se obtiene un supernodo cuando una fuente de tensioén se encuentra conectada entre dos

nodos distintos del de referencia.

Podria redibujarse el circuito de acuerdo a la Figura 3-4.

Figura 3-4: Circuito de la Figura 3-3 modificado para poner de manifiesto el supernodo

Se pueden plantear las ecuaciones en los nodos. Para el nodo 1
=1y, Ec. 3-13
La LKC aplicada al supernodo de la Figura 3-3 resulta
i +iy, =1, +i, Ec. 3-14
Reescribiendo la anterior, resulta

Upp—lhy Un~Uy  uy U
+ =—=+— Ec. 3-15
R R, R, R,

Teniendo en cuenta, ademas, que
Uy —Uy =1y Ec. 3-16
Finalmente se puede escribir

G +G, G, +G, " "
G +G, ) |G +G, {2}{“} Ec. 3-17

u U,
1 1 3 f2

Se aprecia que la Ec. 3-17 ya no presenta la simetria de la Ec. 3-12.
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Nuevamente, con las tensiones halladas resulta posible calcular las tensiones en todos
los resistores del circuito y luego sus correspondientes corrientes mediante aplicacién de la ley
de Ohm.

3.2 Analisis de mallas

3.2.1 Introduccién

El analisis de mallas se basa en la determinacion de las expresiones de las corrientes
de todas las mallas del circuito bajo estudio, las cuales se consideran como incégnitas del pro-
blema. En consecuencia y antes de continuar es preciso recordar, del inicio de la seccion 2.5
del Capitulo 2, la definicion de malla en contraste con la de lazo o bucle.

Dado que se puede asociar una corriente de malla a una variable del problema, se
pueden determinar tantas ecuaciones de mallas como corrientes de mallas se obtengan del
analisis del circuito para encontrar la solucion de un circuito.

La eleccién de las corrientes de malla en lugar de las corrientes en cada elemento re-
sulta conveniente y reduce el nimero de ecuaciones.

Se puede utilizar el circuito de la Figura 3-5 para ejemplificar la aplicacion del analisis

de mallas.

Figura 3-5: Andlisis de mallas
Efectuando un analisis topoldgico como en casos anteriores, es posible identificar tres
lazos en el circuito. En base a lo desarrollado en la mencionada referencia al inicio de la sec-
cion 2-5 del Capitulo 2, se puede afirmar que existen dos mallas, es decir dos bucles que no
contienen otros lazos. Dichas mallas estan identificadas por las corrientes de malla i, e i,. Se
observa que se ha elegido un sentido para las corrientes de malla que coincide con el de las
agujas del reloj; aunque podria haber sido también anti horario. En cualquier caso siempre re-
sulta conveniente que el mismo sea el mismo para todas las corrientes de malla, como se vera.
Aplicando la LKT se puede escribir
up =Ry + Ryiy — Ry Ec. 3-18
Riiy — Ryiy = Ryiy +1t ) Ec. 3-19
Reordenando y reagrupando resulta

Up = (Rl +R3)i| —Rii, Ec. 3-20

—Uyy =—Ryl) + (Rz +R )iz Ec. 3-21

Silas Ec. 3-20 y 3-21 se escriben en forma matricial, se tiene

up | [R+R -R i
—u, - R, R,+R ||i Ec. 3-22
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Obsérvese la simetria obtenida; al compararla con la Ec. 3-12, se puede decir que la
resistencia R; es comun a las dos mallas, mientras que los términos de la diagonal principal
pertenecen exclusivamente a las mallas 1y 2, respectivamente.

Finalmente, determinadas las corrientes de las mallas es posible obtener la corriente i3

mediante LKC en el nodo 2. En estas condiciones se puede aplicar la ley de Ohm para calcular

las tensiones en los resistores.

3.2.2 Resumen
Como consecuencia del andlisis presentado, es posible hacer un resumen de acciones
a tomar para el andlisis, consistente en los tres pasos siguientes:
1.-Se asigna una corriente a cada malla.
2.-Se aplica LKT a cada malla M,, aplicando la ley de Ohm para expresar las tensiones
de cada rama en términos de las corrientes de malla.
3.-Se resuelve el sistema de ecuaciones hallado para obtener las corrientes de malla
desconocidas.

3.2.3 Caso especial: supermalla

Sea el circuito siguiente:

Figura 3-6: Caso especial. Supermalla.

La Figura 3-6 muestra un circuito que presenta una fuente de corriente en una rama
comun a dos mallas. Es decir que una de las corrientes concurrentes al nodo 2 es dato por lo
cual, conocida una de las corrientes de malla, inmediatamente puede determinarse la otra. En-
tonces se esta en presencia de una supermalla.

En este caso, pareciera ser evidente que el circuito posee dos mallas (1 y 2) por lo cual
es esperable obtener dos ecuaciones de malla. Pero puede observarse que ambas mallas no
son independientes. En efecto, la rama que contiene la fuente de corriente y que resulta comun
a ambas mallas presenta una corriente conocida, por lo tanto, si se determina i, es posible cal-
cular i}, y viceversa. Por lo cual, sélo es necesaria la ecuaciéon de una de las mallas para resol-
ver el sistema en estudio.

Esta situacion puede verse como muestra la Figura 3-7
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Figura 3-7: Circuito de la Figura 3-6 modificado para poner de manifiesto la supermalla.

Ahora se puede presentar la siguiente afirmacion:

Se obtiene una supermalla cuando dos mallas tienen una fuente de corriente en comun.

Aplicando la LKT en la supermalla resulta
Uy =Ry + Ryiy + Ryiy = Riiy + (R, + R,)1i, Ec. 3-23
El analisis puede completarse aplicando LKC en el nodo 2 o en el 0
ip+i =1, Ec. 3-24

Escribiendo el sistema en forma matricial no se observa la simetria del caso anterior,

up | | R Ry+Ry |
Lf } = {_1 1 i Ec. 3-25

No obstante, con las corrientes halladas resulta posible calcular las tensiones en todos

como era de esperar:

los resistores del circuito.

3.3 Analisis por superposicion

3.3.1 Introduccién

El analisis por superposicion implica efectuar el estudio de un circuito sobre el cual ac-
tuan mas de una fuente, pero observando las consecuencias que en el mismo aparecen por
efecto de cada fuente actuando por separado. Finalmente, el efecto total debido a todas las
fuentes actuantes se obtiene sumando los efectos ya mencionados. Al respecto, en el estudio
que sigue se aclarara el significado de "cada fuente actuando por separado”.

Pero para que esto sea posible el comportamiento del circuito debe ser lineal.

3.3.2 Linealidad

Un circuito lineal es aquél cuya respuesta esta linealmente relacionada con la excita-
cién. Resulta intuitivo que un circuito lineal deba estar conformado por elementos lineales, re-
cordando del Capitulo 1 que un elemento lineal es aquél en el cual las relaciones entre la co-
rriente y la tension para el caso del resistor, o la carga y la tensién en el capacitor, o la corriente
y el flujo para el inductor, son lineales.

Asimismo, una fuente controlada lineal se define como un elemento cuya tension o co-
rriente de salida depende linealmente de una corriente o de una tension.

Por lo tanto es posible definir en términos mas generales un circuito lineal como
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aquél que se compone Unicamente de fuentes independientes, fuentes controladas lineales y

elementos lineales.

A partir de esta definicion se puede demostrar que la respuesta de un circuito es pro-
porcional al valor de la fuente.
En base a las definiciones anteriores, es posible extender esta idea mas alla de los

elementos individuales, a una combinacién de éstos (circuito). Sea el caso de la Figura 3-8.

+
CIRCUITO .

uf u lls
LINEAL

s

Figura 3-8: Circuito lineal.

El circuito de la Figura 3-8 es lineal si se cumple

i, = kluf 0 U, = kZuf

3.3.3 Superposicion
Teniendo en cuenta lo presentado hasta el momento, es posible enunciar la superposi-

cién aplicada a un circuito eléctrico como:

La corriente (o la tensién) en un elemento de un circuito lineal alimentado por dos o més fuen-
tes independientes es igual a la suma algebraica de las corrientes (o de las tensiones) en di-

cho elemento, cada una de las cuales debida a cada fuente actuando por separado.

Resulta muy adecuado un ejemplo para ilustrar lo enunciado.

3.3.4 Ejemplo de aplicacion de superposicion
Se desea calcular la corriente entre los puntos 4 y B del circuito de la Figura 3-9 apli-

cando superposicion.

Figura 3-9: Circuito del ejemplo de aplicacion de superposicion.

Se suponen conocidas las fuentes y las resistencias.

Antes de iniciar el analisis, debe entenderse qué significa que cada fuente actue por
separado.

Si hay una sola fuente independiente en el circuito, resulta evidente que cualquier ten-
sion o corriente en cierto elemento del mismo sera consecuencia de la excitacion impuesta por
dicha fuente. Por lo tanto, si hay mas de una fuente independiente cada una de ellas dara ori-
gen a una respuesta en cada elemento.

Pero si un circuito tiene varias fuentes independientes ;cémo es posible discriminar el
efecto de cada una sobre el sistema? En otras palabras, ;es posible anular el efecto de todas

las fuentes excepto una y a continuacién determinar la respuesta buscada?
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La solucion surge precisamente de esta ultima pregunta: anular todas las fuentes me-
nos la de interés, permite efectivamente obtener la respuesta del circuito a la Unica fuente que
se mantiene activa. Si este proceso se repite para todas la fuentes independientes, entonces
sera posible determinar las respuestas del circuito a todas y cada una de las fuentes presentes
en el mismo. Luego, la definicidn de superposicion permite obtener la respuesta total como su-
ma algebraica de todas las respuestas debidas a cada una de las fuentes.

Pero ahora, ¢qué significa anular una fuente? Resulta evidente que en este caso anu-
lar es sindbnimo de hacer cero, pues dando el valor cero a una fuente se anula su efecto. Inme-
diatamente debe pensarse qué significa desde el punto de vista circuital anular una fuente. Una
fuente de tensién de valor cero resulta equivalente a un cortocircuito, dado que la tensiéon en
éste es cero. De manera similar, una fuente de corriente de valor cero resulta equivalente a un
circuito abierto, puesto que la corriente en este ultimo es cero.

En base a todo lo mencionado y para el caso del ejemplo, el analisis del circuito se
puede resumir de la siguiente manera:

En primer lugar, se anula la fuente de tension. Cierta bibliografia utiliza el término “pa-
sivar” en lugar de “anular”, que deben entenderse como sinénimos; aunque, como ya se men-
ciono, este ultimo resulta mas grafico e intuitivo que el primero. El circuito queda entonces co-

mo muestra la Figura 3-10.

Figura 3-10: Circuito del ejemplo. Fuente de tensién anulada.
Teniendo en cuenta que R, esta en paralelo con el cortocircuito que reemplazo a la
fuente de tensidn, resulta el circuito de la Figura 3-11
R
A 2 B
At

’
IAB

R
Iy

o

Figura 3-11: Circuito del ejemplo.
Se toma arbitrariamente el sentido indicado de la corriente. A continuacién se plantea

la division de corrientes en el nodo B:
LG
G, + G,

AB =

Ec. 3-26

El signo negativo de la ecuacion se debe al sentido elegido de la corriente respecto del
de la fuente /1.

El simbolo prima (‘) que acompanfa a I identifica a la componente debida a la fuente
de corriente con la fuente de tension anulada, en este caso.

Se procede a pasivar (anular) la fuente de corriente, de acuerdo a lo comentado mas

arriba; esto se muestra en la Figura 3-12.
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R,

A B
At
Rl 1 AB R3
Uy

o

Figura 3-12: Circuito con la fuente de corriente anulada.
Se calcula la corriente entre 4 y B sin modificar el sentido de corriente:
U,

1"y =— Ec. 3-27
PR +R,

Al igual que antes, el simbolo segunda (“) que acompafa a I3 identifica a la compo-
nente debida a la fuente de tension con la fuente de corriente anulada, en este caso.
La corriente total resulta de la suma de las corrientes calculadas en cada paso:
I,-G, U,
f + f

- : Ec. 3-28
G,+Gy, R +Ry

7 " _
Lig=1"pp+1"5=

3.4 Circuitos equivalentes. Thévenin y Norton

3.4.1 Introduccién

En ciertas ocasiones se requiere analizar un circuito de cierta complejidad entre dos
nodos particulares. Si es necesario repetir el analisis varias veces, cambiando sélo las condi-
ciones del circuito entre dichos puntos, resulta util simplificar el mismo fuera de dichos puntos
de interés, encontrando un equivalente.

Un circuito equivalente que representa esta situacién fue propuesto por primera vez en
1883 por Léon Charles Thévenin, ingeniero francés que trabajaba en la Administracion de Co-
rreo, Telégrafos y Teléfonos. Posteriormente, en 1926, Edward Lawry Norton ingeniero norte-
americano que se desempefaba en los laboratorios de la companiia Bell Telephone, propone
una version dual del circuito equivalente de Thévenin.

Muchas veces la bibliografia hace referencia a estos circuitos equivalentes como dipo-
los activos equivalentes de tension o de corriente. También es comun referirse al procedimiento
de determinacion de dichos circuitos como Teorema de Thévenin o Teorema de Norton.

Uno de los usos principales de los circuitos equivalentes de Thévenin y de Norton es la
sustitucion de una parte de una red, a menudo complicada y de poco interés, por un circuito
equivalente sumamente simple; generalmente asociado a una fuente real de tension o a una
fuente real de corriente, respectivamente.

En los apartados que siguen se describe como estan conformados estos circuitos equi-
valentes, como se obtienen a partir de una red general y cédmo resulta la equivalencia entre

ambos.

3.4.2 Circuito equivalente de Thévenin

Un enunciado formal del circuito equivalente de Thévenin es el siguiente:
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Toda red lineal con fuentes independientes (dipolo activo lineal) “vista desde” dos puntos

puede reemplazarse por una fuente de tensién en serie con una resistencia.

Un par de cuestiones importantes pueden observarse en este enunciado. Una de ellas
yafue mencionada en la introduccion al tema y se refiere a que una fuente de tension en serie
con una resistencia no es otra cosa que una fuente de tensioén real. La otra es el significado de

"vista desde". Para aclarar este punto, téngase en cuenta la Figura 3-13.

————0 A
DIPOLO

LINEAL U,
ACTIVO

|~ oB

Figura 3-13: Dipolo activo lineal.
La red lineal o dipolo activo lineal a que hace referencia el enunciado corresponde al
circuito encerrado en la caja de la Figura 3-13. Es un dipolo, pues tiene dos terminales, A y B;
es lineal, pues se supone que todos los elementos en su interior son lineales; es activo, pues
debe contener al menos una fuente independiente, de tensién o de corriente.
Bajo estas condiciones, el interés del tema se centra en encontrar el circuito equivalen-

te de Thévenin que presenta dicha red lineal entre los bornes A y B 0, o que es lo mismo, vista
desde A y B. Por lo tanto, el circuito equivalente de Thévenin de la red planteada vista desde 4

y B resulta como se muestra en la Figura 3-14.

Figura 3-14: Circuito equivalente de Thévenin.
donde Ury y Rry son las denominadas tension de Thévenin y resistencia de Thévenin, respec-
tivamente.
Dado que la tension y la resistencia de Thévenin son las incégnitas del problema, el si-
guiente paso es determinar sus valores.
Puede observarse del circuito de la Figura 3-14 que si se quisiera "medir" la tension en-

tre A y B el resultado inmediato es Upg.

B
Figura 3-15: Circuito equivalente de Thévenin en cortocircuito.

De la misma manera, se podria "medir" una corriente de cortocircuito /3 entre 4 y B si
estos terminales se unieran, tal como muestra la Figura 3-15. En consecuencia, el cociente en-

tre las magnitudes "medidas" resultaria, por la ley de Ohm:
U U
Rpy =45 =—HE Ec. 3-29

IAB IAB
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De esta forma, resulta posible obtener los parametros del circuito de Thévenin de una
red general como la de la Figura 3-13 calculando la tensidn a circuito abierto (es decir entre 4 y
B) dando lugar a la tensién de Thévenin; luego se calcula la corriente de cortocircuito y final-
mente haciendo el cociente entre ambos resultados se obtiene la resistencia de Thévenin.

Esta situacion se observa a menudo en la realidad practica: los parametros caracteris-
ticos de una maquina eléctrica, como es el caso de las reactancias de magnetizacion y de dis-
persion de transformadores, se obtienen a partir de la realizacién de "mediciones" de la tensién
de circuito abierto y de la corriente de cortocircuito en los bornes de salida de la maquina, simi-

lares a las efectuadas en el caso expuesto; de aqui la importancia de este tema.

3.4.3 Circuito equivalente de Norton

Un enunciado formal del Teorema de Norton es el siguiente:

Toda red lineal con fuentes independientes (dipolo activo lineal) “vista desde” dos puntos

puede reemplazarse por una fuente de corriente en paralelo con una conductancia.

Deben observarse similares consideraciones que para el caso anterior. En este caso,
una fuente de corriente en paralelo con una conductanciaes una fuente de corriente real. La
otra es el significado de "vista desde"”, ya expuesto.

Nuevamente, el interés del tema se centra en encontrar el circuito equivalente de Nor-

ton que presenta dicha red lineal entre los bornes A y B 0, lo que es lo mismo, vista desde A y
B. Por lo tanto, el circuito equivalente de Norton de la red planteada vista desde 4 y B resulta

como se muestra en la Figura 3-16.

lIAB
B

Figura 3-16: Circuito equivalente de Norton.
Donde Iy y Gy son las denominadas, corriente de Norton y conductancia de Norton
respectivamente.
Debe observarse quela fuente de corriente, a partir de su definiciéon del Capitulo 1, de-
be presentar su salida en cortocircuito.
Puede establecerse una relacién entre las Figuras 3-16 y 3-13 de la siguiente manera,
segun la Figura 3-17.

y
DIPOLO
LINEAL lI P
ACTIVO
B

Figura 3-17: Dipolo activo lineal.
Continuando con el analisis, dado que la corriente y la conductancia de Norton son las
incognitas del problema, el siguiente paso es determinar sus valores.Para ello resulta util usar
los resultados obtenidos en caso anterior.
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Claramente se advierte que I3 de las Figuras 3-16 y 3-17 debe ser igual a la corriente
de Norton 7y de la Figura 3-16.
Para determinar la conductancia de Norton sélo resta "medir" la tensién de circuito

abierto vista desde 4 y B, U3, con lo que se tiene:

U U
Gy =—48 = —48 Ec. 3-30
IAB IN

3.4.4 Equivalencia de fuentes reales

En base a lo visto, se puede establecer la equivalencia entre una fuente de tensién real
(fuente de Thevenin) y una fuente de corriente real (fuente de Norton), como se observa en la
Figura 3-18.

———o 4 A
DIPOLO + I
N +
LINEAL U,
ACTIVO - Gy Usp
————0 B _

Figura 3-18: Fuente de Thévenin y fuente de Norton.

La Figura 3-18 muestra cémo, a partir de una fuente de Thévenin, es posible obtener
una fuente de Norton, todo lo cual puede demostrarse aplicando las ideas basicas presentadas
en las secciones 3.4.2y 3.4.3.

De la misma forma, resultados similares pueden obtenerse en el caso inverso, como
muestra la Figura 3-19.

A

4 R, A
I, DIPOLO 0
I I UTH
l P LINEAL l P O
ACTIVO
B B

Figura 3-19: Fuente de Norton y fuente de Thévenin.

3.5 Dualidad

En el Capitulo 1 repasando el electromagnetismo fue presentado el concepto de duali-
dad y en el Capitulo 2 se indicaron varios ejemplos en los cuales se comprobaba dicho concep-
to en sucesivas presentaciones de elementos de los circuitos eléctricos y las relaciones ten-
sién-corriente o corriente-tension en los mismos es decir sus ecuaciones constitutivas.

En la Tabla 1 se resumen los casos que han surgido hasta ahora ya que a partir de los
mismos se presentara otro método de analisis y resolucion de los circuitos eléctricos.

En dicha Tabla 1 a los componentes o partes del circuito de la primera columna le co-
rresponden las ecuaciones constitutivas o Leyes de Kirchhoff de la tercera y lo mismo entre la

segunda columna y la cuarta.
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Tabla 1

Componente Ecuacion constitutiva
u=R-i i=G-u
R G u i
i=— U=—
R G
L C | ! 1 !
i=z~judt MZEJld[
Circuito abierto | Corto circuito Tension Corriente
Parte de circuito Leyes de Kirchhoff
Paralelo Serie
D>i=0 (12 Ley)| Y u=0 (2% Ley)
Nodo Malla

La simple observacion de la Tabla 1 muestra que, por ejemplo, si se analiza el compor-
tamiento del inductor las ecuaciones que resultan son las mismas que para el caso del capaci-
tor pero cambiando corriente por tensién o tensidn por corriente. Con igual cambio en las leyes
de Kirchhoff se estudia un circuito paralelo y uno serie o lo mismo una malla y un nodo.

En definitiva los componentes y partes de un circuito de la primera columna son duales
de los de la segunda columna ya que las respectivas formulas de estudio de la tercera y cuarta
columna son formalmente las mismas cambiando corriente por tension o viceversa.

Con lo explicado puede concluirse que si tiene las formulas correspondientes al analisis
de un determinado circuito, haciendo en dichas formulas las conversiones de la Tabla 1, el re-
sultado son las ecuaciones correspondientes al estudio del circuito dual de aquel.

Un ejemplo de lo concluido es el resultado de la fuente de tensién de Thevenin (Figura
3-14) y de la fuente de corriente de Norton (Figura 3-16) que transcriptos juntos en la Figura 3-

20 muestran la dualidad entre ambos circuitos.

Figura 3-20: Dualidad entre la fuente de tensidon de Thévenin y la fuente de corriente de Norton.

La atencion de la Figura 3-20 muestra de izquierda a derecha: circuito serie dual de cir-
cuito paralelo, tensién de circuito abierto dual de corriente de cortocircuito, fuente de tension
dual de fuente de corriente, resistencia en serie dual de conductancia en paralelo. En resumen
podria ampliarse la Tabla 1 con la dualidad fuente de tension real con fuente de corriente real.

A continuacion se vera una aplicacion de esta caracteristica dual teniendo en cuenta el
circuito de la Figura 3-1 que ya se resolvio mediante analisis de nodos.

En la Figura 3-21 se repite dicho circuito, con otra nomenclatura para la identificacion

de su topologia y de sus componentes, y en la Figura 3-22 el dual que resulta de aplicar con-
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versiones de las columnas primera y segunda de la Tabla 1. Importa aclarar que el circuito de

la Figura 3-21 también es dual del de la Figura 3-22.

Figura 3-21: Circuito de la Figura 3-1 Figura 3-22: Circuito dual del de la Figura 3-21
Las identificaciones en los componentes del circuito de la Figura 3-21 estan referidas a
los nodos indicados con letras, mientras que las correspondientes a los componentes del circui-
to de la Figura 3-22 estan referidas las mallas indicadas con nimeros.
La Tabla 2 muestra algunas de las dualidades entre los circuitos presentados en las Fi-

guras 3-21 y 3-22 dejando al lector verificar las no indicadas y completar la tabla mencionada.

Tabla 2
Circuito de la Figura 3-21 Circuito de la Figura 3-22
Fuente de tension real Uy, R, en serie Fuente de corriente real I, G, en paralelo
Tres nodos A By C Tresmallas 12 3
Nodo B Malla 2
Gp R,
Conductancia en derivacién asociada al nodo B Resistencia en serie asociada a la malla 2
Fuente de corriente /- en serie con G, Fuente de tensién Uf3 en paralelo con Gy;

Con la nomenclatura usada para identificar los componentes del circuito de la Figura 3-

21 (nomenclatura totalmente valida y que facilita visualizar las correlaciones duales) la Ec. 3-5

que da la férmula para calcular la tensién entre los nodos B y 0 (dado se consideré el nodo 0

con potencial nulo se la identifica simplemente con B) resulta:
Uy +1cRyp

- Ec. 3-31
5 14+ R 4Gy

La tension calculada es dual de la corriente en R,, por lo que la formula de calculo de
esta corriente se obtiene cambiando en la Ec. 3-31 cada una de sus partes por las duales del
circuito de la Figura 3-22 como muestra la Ec. 3-32.

Obviamente seria interesante comprobar la Ec. 3-32 mediante, por ejemplo, analisis de
mallas aplicado al circuito de la Figura 3-2, comprobacion que se alienta haga el lector, que por
otra parte demuestra que analisis de mallas y analisis de nodos son duales (una correlacion
mas a completar en la Tabla 1).

Dos detalles importantes en la aplicacion de estas caracteristicas de dualidad.

Primero, se debe tener cuidado con los sentidos de corriente y polaridades de la ten-
sion de las correspondientes fuentes en cada uno de los circuitos.

Por ejemplo, en el circuito de la Figura 3-22, la fuente de tension Ug debe tener la pola-

ridad que se indica para que el circuito sea dual.
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En efecto, dado que en el nodo B la suma de las corrientes en las dos ramas activas
determina la corriente en la restante rama pasiva, se debe cumplir que en la malla 2 (dual del
nodo B) también la suma de las tensiones de las ramas activas de la tension fije la tensién en
la restante rama pasiva. EI mismo cumplimiento es satisfecho si se invierten el sentido de I, y
la polaridad de Uj; la fuente de tension, con lo que surge otro circuito dual con tensiones y co-
rrientes cambiadas de signo. Ambas comprobaciones son sencillas.

Segundo, dos circuitos duales tienen las mismas férmulas para describir su funciona-
miento pero con las conversiones de tensién y corriente, de topologia y de componentes que
ya se explicaron. Correctamente utilizadas, estas formulas permiten el calculo de circuitos
equivalentes, o sea aquel que reemplaza al original sin que el resto del circuito se entere
(Ejemplo los circuitos de Thevenin y Norton).

Por ultimo, contestar la pregunta que pudo estar rondando en todos los analisis hechos
sobres este ejemplo de circuito particular ¢ Por qué en las férmulas de calculo de ambos circui-
tos duales no aparecen ni Rgc ni Gy3?

Si se presta atencion, tanto /. fija la corriente en Rpc independiente de cuanto valga
Rpc como Up fija la tension en G,; independiente de cuanto valga G,;. O sea, en la aplicacion
de la 12 Ley de Kirchhoff en el nodo B y en la aplicacidon de la 22 Ley de Kirchhoff en la malla 2
no importa cuanto valgan ambos elementos pasivos. Como ambas aplicaciones de las Leyes
de Kirchhoff es el inicio de los analisis de nodos y mallas para la resoluciéon de cada uno de los
circuitos la respuesta esta finalizada.
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CAPITULO 4
Circuitos con tensiones y corrientes senoidales

Los circuitos estudiados a lo largo de los capitulos anteriores sélo contenian tensiones
y corrientes continuas, es decir que no varian con el tiempo. En este caso la sencillez de su
analisis resulta evidente, en parte porque los Unicos elementos pasivos que forman parte de
tales circuitos son resistores.

Es facil entender por qué en los circuitos en continua en estado permanente sélo hay
resistores cuando se observa que du/dt = 0y di/dt = 0.

Si ahora las magnitudes de las fuentes del circuito varian con el tiempo, es posible vis-
lumbrar el amplio campo de posibilidades nuevas que se hacen presentes; se hace evidente
que se ponen de manifiesto los elementos pasivos de circuito en los cuales du/dt # 0 y di/dt # 0
causan su efecto.

Para transmitir informacién se precisa usar magnitudes que cambien con el tiempo.
Aunque no siempre las corrientes y tensiones variables con el tiempo se utilizan con este obje-
to, se ha aceptado en forma general el uso del vocablo sefial para describir cualquier tension,
corriente u otras magnitudes similares, variable con el tiempo.

Desde el punto de vista de un circuito eléctrico, se puede considerar a las sefales co-
mo funciones con las cuales se va a excitar al mismo para obtener de éste una respuesta.

Partiendo de esta afirmacion, es posible incluir en la definicion de sefial a la continua,
aun cuando se ha puesto de manifiesto que dicha definicién es aceptada, en principio, a aqué-
llas que son funcion del tiempo.

En particular, en este capitulo se van a estudiar circuitos con sefiales de tensién y co-
rriente de forma senoidal, las cuales tienen una aplicacion especial. El uso de este tipo de se-
fales en la practica se debe a la sencillez de su generacién, asi como la sencillez de su anali-

sis en circuitos mediante el uso de numeros complejos.

64



4.1 Senal alterna senoidal

4.1.1 La funcioén senoidal
La sefal continua se representa con una funcién constante independiente del tiempo.
Es decir la grafica de dicha sefal versus el tiempo resulta una recta paralela al eje de abscisas.
En cambio, la funcién senoidal depende del tiempo y en caso de referirse por ejemplo a

una tension, puede expresarse como indica la Ec. 4-1.
u(1)=U,,4 - sen(ot £ ) Ec. 4-1
Los parametros de la ecuacion precedente, siendo también valida la versién coseno, se

explicitan en la Tabla 4-1

Tabla 4-1: Parametros de la sefial alterna senoidal

Nomenclatura U i o =2nf =T T Y
Denominacion amplitud pulsacion frecuencia periodo fase inicial
\Y rad/s Hz s rad
Unidad . .
(volt) (radian/segundo) (hertz) (segundo) (radian)

Recordando que:

- la frecuencia findica cuantas alternancias idénticas de la sefial en cuestion hay en
un segundo;

- el periodo T corresponde al tiempo de duracién de dicha alternancia.

- la pulsacién ®, andloga a una velocidad angular, multiplicada por el tiempo ¢ da un
angulo o variable, que permite el calculo de la funciéon trigopnométrica de la Ec. 4-1;

- la fase inicial y, sumada con su signo al angulo arriba comentado, determina el va-
lor particular de la Ec. 4-1 para ¢ = 0.

La Ec. 4-1, operaciones matematicas de por medio, puede convertirse en la Ec. 4-2, en

la cual se cambio la funciéon seno por coseno y el dato de la fase inicial se transformé en el

tiempo ¢,.
u(t)=U,4 -cos(o(t£y/0))=U,,, - cos(oo(t +1, )) Ec. 4-2

Como ejemplo, para u(f) con f'= 50 Hz y los restantes valores expresados en la Tabla

4-2 (el angulo de fase inicial se indica también en grados sexagesimales, de uso mas habitual):

Tabla 4-2: Valores de los parametros para el ejemplo

U, s o =27f =T v ty
100 314,159 20 +n/5 +36 +2
A\ rad/s ms rad ° ms

Asi resultan los dos graficos que se muestran en las Figuras. 4-1 y 4-2, segun el signo
de la fase inicial, y expresados en funcién del tiempo.
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Siendo frecuente confundirse, es importante notar en estos graficos que para ¢, positi-

Vo se obtiene argumento nulo del coseno para tiempo negativo (equivalente al maximo) y vice-

versa.

e e e o T

o u(0) =100-cos(y) V 'M [ u(l])‘= lﬂq-cos(w) v .

. p \ S — —

® N / /= N\ #(0=100-cos(o(t-y/o) V

— N\~ #()=100-cos(o(t+y/w)V \f / — \ N\ T
. N\ /| yms] . \ \ ¢ [ms]

20 o020 \4o—s0 sl 100 120/ 140 480 180 | 2000 20 o 60 N\so 100 120 140> 140/ 180

\ \ / \ \ \ b

-40 - - 40 \ /

50 N\ / |Upgel=100V 60 U, =100V

Figura 4-1 grafico de la Ec. 4-2 en funcién del Figura 4-2 grafico de la Ec. 4-2 en funcion del

tiempo y para ,=2 ms tiempo y para #,= -2 ms

Si se tiene en cuenta la presentacion mas arriba realizada de a, y para la fase inicial
negativa como ejemplo, puede reescribirse la Ec. 4-1 como muestra la Ec. 4-3
u(t)=U,, - cos(a—y) Ec. 4-3
cuya gréfica se aprecia en las Figuras 4-3 y 4-4, con escalas para el eje de abscisas en radian

y grado sexagesimal, respectivamente.

120 T T T | T T 20 | | |
100 (o= 1001&1’1((1 —y)[Vl —— 100 u(o)=100-sen(a -w) [V]
80 80 ——
- N\ 7 || N /
R \ « [rad] - \ al]
063 ‘_‘“0.)0 0.63 1.26 1.89 \?52 315 3.78 441 5. y 5.67 -36 on 36 72 108 \1 4 180 216 252 2 B/ 324
“ \\ // " \\ //
Figura 4-3 grafico de la Ec. 4-3 en funcién de o Figura 4-4 grafico de la Ec. 4-3 en funcién de o
en radian y para y = /5 rad en grado sexagesimal y para v = 36°

En los graficos mostrados se aprecia que la fase inicial y, o su version temporal ¢, de-
termina que para ¢t = 0 la sefial tiene un valor diferente al maximo que le corresponde al coseno
para argumento nulo y a partir del cual dicha funcion decrece. Si la fase inicial se suma (Figura
4-1) el arranque decreciente de la onda recién comentado se da antes de la referencia ¢t =0 o,
lo que es lo mismo decir que la onda se adelanta. En cambio, si la fase inicial se resta (Figura

4-4) la consecuencia es que la onda se retrasa.
Si se hubiera planteado como expresién de la seial alterna senoidal la funciéon seno,

vale el analisis anterior teniendo en cuenta que esta funcién senoidal es la funcién coseno des-

fasada en atraso /2 o, para el ejemplo propuesto de /=50 Hz, ¢, = 5 ms.
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4.1.2 Valor medio instantaneo

Es sabido que el valor medio de senales periddicas, representadas por funciones trigo-
nomeétricas, calculadas en un periodo da resultado nulo.

Una extensién mas general del concepto anterior es el valor medio instantaneo, que se

vera depende del tiempo, y que para una funcién F(¢) se determina a partir de la Ec. 4-4.
1
Fmed (t):_jtF(t).dt Ec. 4-4
Si F(t) = cos(ot + ), que para valores adecuados del parametro y puede transformar

F(¢) en seno o coseno, el valor medio instantaneo es el resultado mostrado por la Ec. 4-5

_ sen(ot +y)—sen(y)
N ot

Ec. 4-5

o (f)= é [[ cos (ot +)-dot

La Figura 4-5 muestra la gréafica de las ecuaciones anteriores con y = 7/5 rad o y = 36°.

2.0

1.5

F() [ Fdt]Fpef0
1.0 g N

O T
00 | VA A AR A TR LR oo
o M i

\

1

VAR TR AR TRA RS
SLEANRSANR A RERENER

-1.0
-1.5 v v v v v v L v v v
-2.0

Figura 4-5

Resulta facil verificar que que F,,.4(0) = cos (y) y se aprecia que F,,.,(f) es nulo para ¢ =
n-T, con n entero, por lo ya indicado respecto de que el valor medio en un periodo es cero.

Por otro lado, para t — «, F,.;,—0. Sin embargo de la Figura 4-5 surge que para tiem-
po mayor que 25 T (igual a 0, 5 s para f= 50 Hz) ya el valor medio es despreciable. Este detalle
es equivalente a decir que, para una sefal alterna senoidal “permanentemente” establecida o
iniciada mucho tiempo atras, el valor medio resulta nulo. Ademas, este valor nulo es indepen-
diente de la amplitud, la frecuencia y la fase inicial de la sefial periédica senoidal, por lo tanto
es poco significativo.

Una opcion de parametro medio instantaneo mas relevante se estudia a continuacion.

4.1.3 Valor medio cuadratico instantaneo
A diferencia del valor medio instantaneo ya visto, el valor medio cuadratico instantaneo

de una funcién del tiempo F(¢) se determina a partir de la Ec. 4-6.
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F,. (t)= /% [ F2(c)-ar Ec. 4-6

Se aprecia de la definicion que, previo a la integracion, la funcién se eleva al cuadrado
con lo que se consigue que dicha integral resulte siempre positiva.
Si nuevamente, F(¢) = cos(ot + ), el valor medio cuadratico instantdneo es el resultado

mostrado por la Ec. 4-7.

1£1+ sen(Z(a)t+\y))—sen(2\|/)J Ec. 4-7

10 5
F = |— . = [|—
e (1) \/o)t jocos (ot +y)-dot \/2 St

La Figura 4-6 muestra la grafica de algunos aspectos de la Ec. 4-7 para y = n/5rad o

v = 36°.
) /E(f)z
H |
LA LR
LR LR AT
IESREREAR

F) SNF () /
= Figura 4-6
También resulta facil verificar que F,.(0) = 0,5-(1+cos (2y)) y apreciar que

E,. (t)=\/§/2 (valor numérico marcado en la Figura 4-6 con la linea punteada) en este caso
para todo t=n-7/2, connenteroy parat —« F,.— \E/Z

También, de la Figura 4-6 surge que para tiempo mayor de 0,25 s (para f'= 50 Hz) dicho
valor ya casi no difiere de \/5/2 es decir que este valor numérico es el que corresponde para

una sefal alterna senoidal permanente y también es independiente de la frecuencia y de y de
la sefial periddica senoidal.

Si la sefial no es de valor unitario, sino U, 0 1,4 segun corresponda a u(¢) o a i(¢), el
valor medio cuadratico resulta \ﬁé “Upax Y \/54 -1,.4x respectivamente, o sea depende de la

amplitud de la senal peridédica senoidal.
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4.2 Excitaciones y respuestas

Teniendo en cuenta la interpretacion matematica de la Ec. 4-1 y su resultado grafico en
las Figuras. 4-1 a 4-4, se estudiara a continuacioén cual es el efecto de aplicar tensién o corrien-
te senoidal a los tres componentes pasivos.

Dicha aplicacion se conoce como excitacion (sea tension o corriente), es decir una
causa, cuya consecuencia o efecto es una respuesta (siendo indistinto referirse como tal a una
tension o una corriente). En general, ante una excitacion de tension se espera como respuesta
la corriente y viceversa.

En los ejemplos sucesivos se estudiara como resulta la respuesta ante una excitacion
senoidal en los distintos componentes pasivos y algunas de su combinaciones considerando
f=50Hz o T'=20ms.

4.2.1 Resistor

Se estudiaran dos casos, el de la Figura 4-7 en el que un resistor de resistencia R es
excitado en serie con una corriente if(f) = I,.,-sen(wt+y) y el de la Figura 4-8, también un resis-
tor pero de conductancia G, excitado en paralelo con un tension u(t) = U,.usen(ot+y).

En estos dos ejemplos y en los de la seccién 4.2.2, como opcidn de la otra alternativa

para la sefal senoidal, se considerara la funcién seno.

R
m O ’
Figura 4-7 Figura 4-8

Para el primer, caso aplicando la Ley de Ohm la respuesta es ug(f) = ift)'R =
LugxR-sen(ot+y) = Uppa-sen(ot+y) (Figura 4-7).

Para el segundo caso, también Ley de Ohm mediante, la respuesta es ig(t) = uft) G =
Ui G-sen(ot+y) = I sen(ot+y) (Figura 4-8).

Se comprueba en ambos casos, obviamente duales, que excitacion y respuesta son
sefiales senoidales sin diferencia de fase entre ellas, o sea en fase. También se comprueba
que el valor maximo de la respuesta resulta, en ambos casos, equivalente a aplicar la ecuacién
constitutiva del resistor (ley de Ohm) con el valor maximo de la excitacion.

Considerando R=30Q e I,;, = 10 A, la Figura 4-9 muestra la grafica de un periodo del
primer caso planteado, en funcién del tiempo. Por otro lado la Figura 4-10 muestra la gréfica,
también de un periodo, del segundo caso con G =33,3 mS e U, = 30 V, pero en funcién del
angulo expresado en radian. Para ambas gréaficas y = /5 rad = 36°.

En estas graficas y en las que siguen, donde se muestran causas y efectos, siempre

las causas son referidas al eje de ordenadas de la derecha
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Figura 4-9 Figura 4-10

En la grafica de la Figura 4-10, como ya se dijo, la sefial se da en funcion del angulo, el
que con rigor matematico debe expresarse en radian. Sin embargo es cierto que es mas facil
interpretar la magnitud de un angulo si se expresa en grado sexagesimal, razén por la cual,
salvo casos que lo ameriten o resulten de obvio entendimiento, se usara esa ultima unidad de
medida angular.

Sabiendo ya como resulta la corriente y/o la tension en un resistor ante la aplicaciéon de
una tensioén y/o corriente alterna senoidal y teniendo en cuenta lo visto en el Capitulo 3 respec-
to a que la potencia eléctrica en cualquier elemento de circuito resulta ser el producto de la ten-
sioén por la corriente en dicho elemento, resulta un nuevo enfoque conceptual para el valor me-
dio cuadratico.

Realizando el producto antedicho para cualquiera de los dos casos analizados resulta

P (0) =iy (Jug (1) =iy ()i ()R =i/ ()R

po (1) =uy (1)ig(t)=u, ()u, (6)G=u,’(1)G
Si el valor de R o de G del resistor es unitario, el valor medio instantaneo de la poten-

cia es el cuadrado del valor medio cuadratico instantaneo de la corriente o de la tensién alterna

senoidal. Es decir, vale Imz/z oU, 2/2 tanto si se calcula para un periodo 7 como también

nax

para la sefial permanentemente establecida como ya se vio al final de la Seccion 4.1.3.

Ahora, para el primer caso, y también con R=1Q, si se aplica una corriente continua

cuyo valor es [ = \Eél

max ?

numéricamente la potencia resulta P =I* =1mdx2/2. Igual razona-

miento vale para el segundo caso con G=1S, pero aplicando una tensiéon continua

UZ\EéUma'x, resultando P=U" =U,,,>/2.

En definitiva, el cuadrado de una corriente o tension continua con valor igual al valor
medio cuadratico de una corriente o tension alterna senoidal da como resultado una potencia
en continua igual a la potencia media en alterna en un periodo o para la sefial en estado per-
manente.

Este detalle fisico final determina que el valor medio cuadratico pase a denominarse

valor eficaz, el cual se utilizara a partir de ahora.
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Por otra parte, dado que este valor eficaz para la corriente o la tensién alterna senoidal

es una constante, su expresion es /.0 U, segun corresponda.

Si R o G fueran distintos del valor unitario y establecida la corriente o la tensién alterna

desde hace mucho tiempo, la expresion general de la potencia media es Iesz o] Ugsz en ca-

da caso.

4.2.2 Inductor
La Figura 4-11 muestra un inductor de inductancia L excitado en serie con una corrien-
te i(?) = Lusen(ot+y) y la Figura 4-12, el mismo inductor excitado en paralelo con una tension
uft) = Upaxsen(ot+y).
L

7 o Qs

Figura 4-11 Figura 4-12

Para el circuito serie, la respuesta se obtiene a partir de una de las ecuaciones consti-

. . d
tutivas para el inductor, u, (¢) = LEif (¢) . con resultado:

uL(t)=oaL-1

max

COS((DZ‘ + l//) =oL- [mdxsen(mt Ty +gj

Para el circuito paralelo, considerando que el valor de la energia en el inductor es nula
ent=- o, 0loque eslomismo corriente nula, y teniendo en cuenta la otra ecuacion constitu-

t
JUr (¢)-dt, la respuesta resulta:

tiva para el inductor, i, ()= %J'

t

i (1)= é ;Umdxsen(o)t +y)-dot =- lg’l"f cos(ot +y)

— madx

.

cos(mt +l//)

-0

. — Umdx T
i (t)—Esen (x)t+\|l-5

Se comprueba en ambos circuitos, que excitacion y respuesta son sefiales senoidales

con diferencia de fase entre ellas /2 rad =90° .

Respecto al valor maximo de la respuesta de tension (Figura 4-11), éste resulta

U, =wL-1,. , mientras que el valor maximo de la respuesta de corriente (Figura 4-12) el re-
Uma'x A H : H

sultado es 1, = L comprobandose que ambas expresiones tienen el mismo formato que
(6

la Ley de Ohm ya utilizada para el caso del resistor.
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Este formato, por analogia con las versiones resistiva y conductiva, determina que oL,

1
con dimension [Q] pasa a denominarse reactancia inductiva y se sintetiza X, y _L con di-
0

mension [S] , pasa a denominarse susceptancia inductiva y se sintetiza B, .

Para las ilustraciones siguientes se considera L = 163 mH, con lo que

X, =2nf-L=52QYy B, =2; £ =192.3mS. Ademas 1, =10A y U, =52V
’Tc .

La Figura 4-13 muestra la grafica de un periodo del circuito serie inductivo en funcién

del angulo, ahora expresado en grado sexagesimal, y por otro lado la Figura 4-14 muestra la

grafica, también de un periodo, del circuito paralelo inductivo pero en funcion del tiempo.

15

60 60 15

i{o) iA] lll((;L) [V] ufy) [V] i (0 [A]

\ 4 40 |40 10
L/ N\ / w | / .
90"\ o \ 5ms\

o] 1 t [ms]

45 9 135 18 225 70 315 0 1 1 0

\ \ 7| \ ?
) N | N

Figura 4-13 Figura 4-14

Para ambas graficas se considera y =0° y en los dos casos puede apreciarse que la

corriente resulta atrasada respecto de la tension, o sea que la onda representativa de dicha co-

rriente pasa por cero decreciendo, un angulo 90° mayor (Figura 4-13), o pasa por cero crecien-
do, un tiempo 7/4=5ms después (Figura 4-14).

Este atraso de la corriente es consecuencia de que hasta que no pase el tiempo para
integrar la tension y resulte un flujo magnético, no puede haber corriente como lo muestra el
analisis del caso del circuito paralelo.

Por ultimo, establecida la corriente senoidal en un inductor, ya sea por una fuente o

como consecuencia de una tensién también senoidal, como se vio en el Capitulo 2, la energia
. . . 1 . 2
en cualquier instante en el mismo es w(r)=1L-i(7)".

Es facil verificar que el valor medio de esta energia, nuevamente para un periodo T,

como también para la sefial permanentemente establecida, resulta #7,,, =5 L -Iefz.

4.2.3 Capacitor
La Figura 4-15 muestra un capacitor de capacitancia C excitado en paralelo con una

tension u, (1) =U,,, cos(ot +y) y la Figura 4-16, el mismo capacitor excitado en serie con un

corriente i, (¢)= 1,4, cos(ot + ).
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Para este componente, y con la Unica intencién de tratar en forma general el tema, el

estudio vuelve a plantearse mediante una senal descripta por la funcién coseno.

C

id)|= C
ul?)
Figura 4-15 Figura 4-16
Los dos casos a estudiar son duales de los dos casos estudiados para el inductor por
lo que el texto que sigue es “una copia” de la explicaciéon correspondiente, pero cambiando ca-
pacitor por inductor, tensiéon por corriente y serie por paralelo y viceversa en las dos opciones,
ademas de atender a que la causa es la funcion coseno. En definitiva, para el circuito paralelo,

la respuesta se obtiene a partir de una de las ecuaciones constitutivas para el capacitor,

i (t)= C%uf (¢), con resultado:

ic (t)=-oC U, sen(ot+y)=wC-U,,.cos (oot +\u+gj

Para el circuito serie, también considerando que el valor de la energia en el capacitor

esnulaent=- o, 0lo que es lo mismo tensién nula, y teniendo en cuenta la otra ecuacién

o . 1
constitutiva para el capacitor, u.(1)= EJ.-t i, (t)-dt, larespuesta resulta:

t
uc(1)= Ly 1,i.cos(ot +)-dot = Z—é"sen(wt +y)

= I'”—dxsen(cot + )
oCd-» oC v

U (t)=ﬁcos(mt+q/-£}
oC 2
Igualmente se comprueba, que excitacion y respuesta son sefiales senoidales con dife-
rencia de fase entre ellas m/2 rad =90°.
Respecto al valor maximo de la respuesta de corriente (caso de la Figura 4-15), éste

resulta /

max

=U,. -oC, mientras que el valor maximo de la respuesta de tension (caso de la

I,
Figura 4-16), el resultado es U, =’”—é‘ . También ambas expresiones tienen el mismo forma-
®

to que la Ley de Ohm, como se vio en el caso del resistor y del inductor.

En este caso del capacitor la analogia determina que ®wC', con dimension [S] pasa a
denominarse susceptancia capacitiva y se sintetiza B y %)C’ con dimension [Q] pasa a

denominarse reactancia capacitiva y se sintetiza X, .

En la Figura 4-17 se muestra la grafica de un periodo del circuito paralelo en funcién
del angulo, nuevamente en grado sexagesimal, y por otro lado, en la Figura 4-18 se muestra la

grafica también de un periodo del circuito serie, en funcion del tiempo. Para las ilustraciones se

considera C= 159,15 uF (B, =50mS y X, =20Q), U, =20V e I,, =10A.

73



15 40 ] A Vv
1) [V] i(a) [A] S ]/\ O

10 //--.\\ 30 10 \ | 45
N / A7 s

5
3 N\ | o \ 5 ms \ L5
o \ ] 1  [ms]

N / 20 N i:10
AN _//’Q iZd \// -

Figura 4-17 Figura 4-18

También para ambas graficas se considera y =0°y nuevamente se cumple dualidad.
En los dos casos puede apreciarse que la tension resulta atrasada respecto de la corriente, o
sea que la onda representativa de dicha tensién pasa por cero decreciendo, un angulo 90°
mayor (Figura 4-17) o, lo que es lo mismo, pasa por cero decreciendo, un tiempo 7/4=5ms
después (Figura 4-18).

Por ultimo este atraso de la tension es consecuencia de que hasta que no pase el
tiempo para integrar la corriente y resulte carga eléctrica en el capacitor, no puede haber ten-
sion como lo muestra el analisis del circuito serie.

Para cerrar esta seccién se propone al lector realizar los comentarios duales corres-

pondientes a la afirmacion W, , =%C-Uef2.

4.2.4 Combinaciones RL serie y GC paralelo
Las Figuras 4-19 y 4-20 muestran, respectivamente, la combinacién resistor de resis-

tencia R e inductor de inductancia L excitados en serie por una corriente

i (t)=1,4sen(wt+y),y la combinacién resistor de conductancia G y capacitor de capacitan-

cia C excitados en paralelo con una tension u (¢) =U,,,;, cos(ot +y).

R L Et’)
WS o il il
ifr) zﬂ(’)u(t)"L(Q ) l G ¢
Figura 4-19 Figura 4-20

Para el primer caso (circuito serie de la Figura 4-19) la respuesta es u(t), es decir la

tension que i, (¢) causa al “activar” los elementos pasivos.

A partir de la 22 Ley de Kirchhoff u(7)=u,(¢)+u,(¢), y con lo concluido respectiva-

mente en el estudio de los circuitos de las Figuras 4-7 y 4-11 al aplicar corriente a Rya Ly la

definicion de la reactancia inductiva, la tension en cuestion resulta la de la Ec. 4-8.
u(t)=1,4,R-sen(ot+y)+1,,X, -cos(ot+y) Ec. 4-8

Lo anterior muestra que la respuesta en estudio es también senoidal, por o que se

puede proponer que dicho resultado se obtenga de la comparacién con el de la Ec. 4-9.

74



u(t)=U, 4 -sen(ot +y+0)=U,,. |:S€I’l((,l)t +y)-cos()+cos (ot +y)- Sen(q))] Ec. 4-9
De dicha comparacion propuesta resultan las siguientes igualdades:

Upir ~c0s(0) =1, R

m

m

U, -sen(d))z[ma.x-XL

y de las cuales surge lo indicado en las Ec. 4-10 y 4-11.

Upir = Ly R* + X, Ec. 4-10
tg(9) =% Ec. 4-11

Por lo que, como conclusion, ante la excitacion de i, (1) =1,,,.sen(wt +y) la respuesta

es la propuesta en la Ec. 4-9, u(1)=U,,, - sen(ot +y+¢), con los datos dados por las Ec. 4-

10y 4-11.
Antes de mostrar los resultados graficos de lo explicado, se puede analizar el caso del
circuito paralelo de la Figura 4-20, apreciando que el mismo es la versién dual del primero. Por

lo tanto resulta facil plantear la conclusion resultante para el segundo caso haciendo los cam-
bios i, (¢) por u,(t), u(t) por i(¢), R por Gy L por C.

A los efectos de querer hacer la comprobacion de dicha conclusion sin hacer dualidad,
vale lo ya visto en el estudio de los circuitos de las Figuras 4-8 y 4-12 con la aplicacion de ten-
sion a Gy a C, junto a la definicién de la susceptancia capacitiva y la excitacion de tensién con

funcién coseno.

En definitiva, para el caso de la Figura 4-20, ante la excitacion

Uy (1)=U,4 -cos(ot +y), la respuesta es i(1)=1,,, -cos(wt+y+0¢), con los datos que se

indican en las Ec. 4-12 y 4-13.

Lyge =Upie -\ G* + B Ec. 4-12
tg((])):— Ec. 4-13
Nuevamente se comprueba en ambos casos, que excitacion y respuesta son sefales

senoidales pero ahora con diferencia de fase entre ellas dadas por el angulo ¢ que satisface

las Ec. 4-11 y 4-13 segun el caso. El valor de este angulo ahora cumple 0< ¢ < /2, acercan-

dose a cero a medida que la parte reactiva disminuye y al otro extremo si la parte no reactiva
es mucho menor que la reactiva, situaciones limites ya vistas en las secciones 4.2.1, 422 y
4.2.3.

Respecto a los valores maximos de la respuesta de tension y de la respuesta de co-
rriente, dados respectivamente por las Ec. 4-10 y 4-12, sigue comprobandose que ambas ex-

presiones tienen el formato que la Ley de Ohm.
En el primer caso estudiado, «fRz +X,” con dimensién [Q], pasa a denominarse im-

pedancia inductiva, debido a la participacién del inductor y se sintetiza con Z, .
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En el segundo caso, +/G* + B.> con dimension [S], pasa a denominarse admitancia

capacitiva, ahora debido a la participacion del capacitor, y se sintetiza con Y.

En la Figura 4-21 se muestra la gréfica de un periodo de tension y corriente del circuito
resistivo-inductivo serie con X, =52Q, R=30Q,¢=60° e 1, =10A.

La Figura 4-22 es la grafica de un periodo de tensién y corriente del circuito conductivo-
capacitivo paralelo, con B, =1192S, G=1Sy U,,. =10V.

Ambos graficos son en funcion del angulo en grado sexagesimal y nuevamente consi-

derando y =0°.

15 80 15 20
i) [A] u(a) [V] u(a) [V] ifa) [A]
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Figura 4-21 Figura 4-22

4.2.5 Combinacion RLC serie
La Figura 4-23 muestra la combinacién resistor de resistencia R, inductor de inductan-
cia L y capacitor de capacitancia C conectados en serie y excitados por una corriente
i (0)=1,45en(ot+y).
R L C

u® (D) Lc(li)_‘
u(?)

Figura 4-23

if0)

En este caso, i, (t) causa sendas tensiones en los elementos pasivos determinando, a
partir de la 22 Ley de Kirchhoff, u(t)=u, () +u, (¢t)+uc(1).
Teniendo en cuenta las férmulas obtenidas en las secciones 4.2.1, 422y 4.2.3 6 para
cada una de las tensiones parciales, la suma de las mismas resulta la mostrada en la Ec. 4-14.
u(t)=1,,R-sen(ot +y)+1,,X, -cos(ot +y)—1,, X -cos(ot +) Ec. 4-14
La Ec. 4.13 puede rescribirse como la 4-15
u(t)=1,,R-sen(ot+y)+1,,. (X, —Xc)-cos(of +y) Ec. 4-15
Procediendo igual que en la seccion 4.2.4, método de ejecucidn que se sugiere realice

el lector, puede comprobarse que

Para la aplicacion del resultado de la tensidon capacitiva se debe observar que en la seccién 4.2.3 la causa es coseno.
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u(t) =U,u

-sen(ot +y +¢)

con los datos indicados en las Ec. 4-16 y 4-17.

Uma'x :Ima'A"\iR2 +(XL _)(C)2 Ec. 4-16

_XL _XC

1g(9) 2

Ec. 4-17

Para esta situacion mas general respecto a los elementos reactivos, surgen dos deta-

lles:

- Laimpedancia resulta Z = \/Rz +(x, -x.)

- El desfasaje entre la tension y la corriente varia entre —n/2<$p<+m/2 .

El desfasaje es negativo cuando en la Ec. 4-15 el numerador es negativo, como conse-
cuencia de ser mas notable el efecto capacitivo respecto del inductivo y resultando la tensién
total atrasada de la corriente. El valor limite —m/2 se da para R nula.

El desfasaje es positivo cuando en la Ec. 4-15 el numerador es positivo, como conse-
cuencia de ser mas notable el efecto capacitivo respecto del inductivo y resultando la tension

total adelantada de la corriente. El valor limite +m/2 también se da para R nula.

Por dltimo, si X, = X, el efecto reactivo es nulo y la tensién resulta obviamente en fa-
se con la corriente.

La Figura 4-24 muestra la grafica de un periodo de la corriente y la tensién en funcién
del angulo, en grado sexagesimal, siendo y=0°y X, > X tal que ¢ =60°.

La Figura 4-25 muestra la grafica, también de un periodo de la corriente y la tension en
funcién del angulo y en grado sexagesimal, pero siendo y =60°y para el caso X, > X, tal

que ¢ =-60°.
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Figura 4-24 Figura 4-25

Aplicando dualidad puede ampliarse el panorama obteniendo los resultados para un
circuito GCL paralelo excitado con una fuente de tension.

En la Tabla 4-3 se resumen las relaciones de entre maximos de tension y corriente (o
viceversa) para excitaciones y respuestas alternas senoidales para los tres componentes pasi-

vos estudiados y los nuevos conceptos resultantes, sus denominaciones y unidades.
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Tabla 4-3

IMPEDANCIA > U, ADMITANCIA > 1
Z:«/R% X, - X, ) =—ndx Y:JG2+ B.-B,) =i

[Q] ( ¢ ¢ ) [m(bc [S] ( ¢ t ) Umcbc

RESISTENCIA U . CONDUCTANCIA I .
R=—max G=—ma_

[Q] Ima'x [S] Uma'x
REACTANCIA U SUSCEPTANCIA 1 /
INDUCTIVA XL=0)L=LdX INDUCTIVA B,=—-= max
REACTANCIA ;U SUSCEPTANCIA /
CAPACITIVA XC:_:LG'X CAPACITIVA BC:coC:de

[2] OC Ly [s] Unis

Y por ultimo, vale la pena recordar que los formatos resultantes resumidos, son el moti-
vo por el que histéricamente se generalizé esas formas de calculo como Ley de Ohm en alter-

na.

43 FASOR

Las operaciones matematicas que involucran funciones senoidales se simplifican nota-
blemente mediante el uso de fasores.

Dado que el fasor es una funciéon matematica en el dominio de los nimeros complejos,
cabe recordar algunos aspectos significativos de este tipo de nimeros incluyendo su nomen-
clatura normalizada de identificacion.

Un numero complejo es un punto el plano complejo, plano que se compone con los
numeros reales en el eje horizontal y con los numeros imaginarios en el eje vertical. El eje ima-
ginario es analogo al de los reales, pero multiplicado por i = J-1.

En el ambito de las disciplinas que involucran la corriente eléctrica, dado que usa la le-
tra “i” para su identificacion, el anterior factor de multiplicaciéon se remplaza por la letra ;.

Con esta aclaracién de cambio de nomenclatura matematica, un niumero complejo se
identifica con un literal subrayado, en la cual a modo de ejemplo el literal usado es la letra C
inicial de complejo. Las versiones de numero complejo utilizadas en el analisis de circuitos son
las dos siguientes

- Bindmica, C = a + j-b, donde a y b son respectivamente las componentes real e

imaginaria del complejo. O sea a =Re (C) y b = Im (C).

- Polar, C =|C]|-¢” donde |C| y 6 son, respectivamente, el modulo y el argumento (an-

gulo) del complejo. Otra nomenclatura sintética de esta version es C = |C| |i) :
Y siendo la vinculacién entre los parametros de ambas versiones la expresion
|Q| =a’ +b* .

Otra nomenclatura muy utilizada para expresar el médulo es simplemente C. Ademas,
1g(9)=b/a, a=|C|-cos(9) y b=|C|-sen(¢).
La Figura 4-26 ilustra lo inmediatamente arriba repasado, donde el segmento cuya me-

dida representa el médulo, es el de una flecha que se puede usar graficamente para indicar el

punto que representa a C.
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Figura 4-26: Representacion de C en el plano complejo
Si ahora se considera que el complejo C es funcion del argumento, el que a su vez de-
pende del tiempo segun a = @'t (donde ® es en este caso una velocidad angular), el punto re-
presentativo de C establece en el plano complejo el lugar geométrico correspondiente a una
circunferencia por la que pasa reiteradamente C, iniciando en la ubicaciéon que muestra la Figu-

ra 4-26. Esta nueva caracteristica funcional para el complejo es lo que se entiende por fasor, el

que se indica con U .’

Este nuevo operador matematico puede considerarse indistintamente funcién del angu-
lo o del tiempo y cuando alguno de estos casos deba quedar explicito, la indicacién del fasor
sera U(a) 6 U(t) 6 engeneral U(ot+y).

Si se aplica la version bindmica (o también cartesiana) a esta particular expresién de

un complejo, indicando intencionalmente el médulo como U resulta la Ec. 4-18,

max ?

U(mt ) =U, - cos(0t +y)+ j- U, - sen(wt +y) Ec. 4-18

y se verifican las siguientes propiedades mostradas en las Ec. 4-19 y 4-20
Re[U(o)t+\|/)]=Umdx -cos (ot +y) Ec. 4-19
Im[U(o)t-Hy)J = U, - Sen(ot +y) Ec. 4-20

Si ahora se aplica la version polar (o también exponencial) resulta la Ec. 4-21,

U(ot+y)=U, -V =U, ;e e Ec. 4-21

max "€
en la que se distinguen las tres componentes siguientes :

- U . : Mobdulo del fasor.

max
- e/ Fasor de médulo unitario (argumento variable).

- e’V:  Complejo de médulo unitario y argumento constante.

Esto ultimo se puede apreciar graficamente en la Figura 4-27.

7 . . .
Es importante aclarar que en numerosa bibliografia sobre este tema suele usarse el formato de letra en negrita para
indicar a un fasor.
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Figura 4-27: Representacion de fasores en el plano complejo

En la Figura 4-27 estan representados también dos fasores, ambos con igual moédulo
U,.. pero con distinto argumento, para el primero vy y para el segundo y mas un angulo de-

finido por el producto de la velocidad de giro w por el tiempo ¢ en que se da ese giro con el

sentido anti horario indicado por la flecha curva.

La circunferencia punteada resulta el lugar geométrico del fasor unitario e/ y

U(t=0)=U(y).

Se puede concluir, por lo anteriormente expuesto y en particular por las Ec. 4-19 y 4-
20, que existe una correspondencia entre el fasor y las funciones senoidales tanto coseno co-
mo seno.

La eleccidén intencional de la denominacion del médulo como U, podria haber sido
1,.4x, con lo cual, funciones armonicas representativas de una tensién o corriente alterna senoi-
dal son equivalente a sendos fasores.

Se presentan a continuacion algunas propiedades de los fasores vinculadas con esa in-

teresante equivalencia y relacionadas con los ejemplos trigonométricos ya vistos.

4.3.1 Multiplicaciéon de un fasor por un namero real.
La operacion da el resultado que sigue donde se comprueba que en el fasor multiplica-

do sélo se modifica el médulo sin afectar la fase.

i(ot+y)-R=1,, - .R=1, R-=U,, -/ =U(ot+y)  Ec.4-22

max

U(ot+y)-G=U,, -&°.G=U,, G-V =1 ./ =j(or+y) Ec. 4-23
Las dos formulaciones duales presentadas en las Ec. 4-22 y 4-23 se relacionan con lo

ya visto en la seccion 4.2.1. En efecto, la determinacion de la parte imaginaria de los fasores de
la Ec. 4-22 son las funciones armédnicas analizadas en el estudio del circuito de la Figura 4-7 y
lo mismo con los fasores de la Ec. 4-23 y el circuito de la Figura 4-8.

Por otra parte se verifica U(wt)/I(wt)=R 6 I(wt)/U(ot)=G segun la formulacion
elegida.

La Figura 4-28 muestra los fasores en el plano complejo en t=0 y para la misma fase
inicial que en la seccién 4.2.1. Obviamente, ambos fasores estan en fase y giran en el plano

con velocidad angular o .
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Figura 4.28: Representacion de fasores en el plano complejo
Un buen ejercicio que se propone al lector es obtener las componentes imaginaria para
sucesivos valores de ¢t completando un giro de 2=, graficarlas en funciéon de ¢ y comprobar

que resultan las funciones armoénicas de las Figuras 4-13 y 4-14.

4.3.2 Multiplicaciéon de un fasor por un nimero imaginario

En este caso la operaciéon determina que en el fasor multiplicado se modifica el médulo

y también la fase como se comprueba a continuacion.

(ot +y)- jX, = Imaxej(mw)e'/n/zXL = Ima'xXLej(mH“”“/z)

j(ot+y+m/2) ¥ Ec. 4-24
=Uppa €=U, (ot Hy +1/2)
U(cot + \V) JBe = Umaxej(wﬁwejn/ch = Umdecej((mwn/z)
j(et+y+m/2) ; Ec. 4-25
=1 e =1 (ot +y+m/2)

En cualquiera de los ejemplos, por cierto que tendenciosos, mostrados en las Ec. 4-24

y 4-25 se aprecia que el argumento del resultado (UL ((ot+\|/) o] iC ((Dt+\y)) muestra un ade-

lanto de m/2 respecto del argumento de los fasores que se multiplican (i(oat+\|/) o}

U(ot+y)).
En ambos casos los médulos se han modificado por efecto de X, y B, respectiva-
mente, o lo que es equivalente y con mas detalle, que U(wt)/i(wt)= jX, 0 I(wt)/U(wt)= jB.

segun la formulacion elegida.
La representacion del fasor resultante respecto al fasor inicial es la misma para ambos

casos y se muestra en las Figuras 4-29 y 4-30 pero considerando y =n/4 para el ejemplo de

la Ec. 4-24 y w=0 para el de la Ec. 4-25.

J J
— .
\ IC 4\(0
U .

L ] )

M2 A/ 2 U

Figura 4-29: Representacion de fasores en el Figura 4-30: Representacion de fasores en el

plano complejo plano complejo
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En ambos casos, el fasor original y el fasor resultante de la multiplicacion estan desfa-
sados entre si n/2 rad, llevando la delantera el fasor resultante.

Por otra parte, basta atender a la parte imaginaria de los fasores de la Figura 4-29 para
encontrarse con las funciones armonicas del circuito de la Figura 4-11 o la parte real de los fa-
sores de la Figura 4-30 para que resulten las funciones armoénicas del estudio del circuito de la
Figura 4-15.

Otra propuesta para el lector es replantear la presente seccion, pero considerando que
se divide un fasor por un nimero imaginario, que es lo mismo que multiplicar por la inversa del
maodulo de dicho imaginario pero con cambio de signo. No sera una sorpresa que el desfasaje

resultante sea en atraso de n/2rad y puedan hacerse comparaciones equivalentes a las del

parrafo anterior pero entre las curvas de las Figuras 4-14 y 4-18 y los circuitos de las Figuras 4-
12 y 4-16, respectivamente.

Lo presentado en las secciones 4.3.1 y 4.3.2 permite concluir lo siguiente:

Los fasores cuyas componentes reales o imaginarias corresponden a corrientes o ten-
siones senoidales de excitacion, multiplicados ya sea por resistencias y/o reactancias, o con-
ductancias y/o susceptancias respectivamente, se transforman en fasores cuya componente
real o imaginaria representa la tension o corriente senoidales de respuesta, incluido el desfasa-

Jje en los casos reactivos.

Es decir, puede expresarse una ley de Ohm para alterna mucho mas potente que la

presentada para la forma trigonométrica.

4.3.3 Suma o resta de fasores
Teniendo en cuenta tanto la componente real como la imaginaria se comprueba facil-

mente:
Re[i, (ot +y,) -1, (ot +y, )] = Re[il (ot +y, ):l —Rel:i2 (ot +y, )J Ec. 4-26

Im[U1 (ot -y,)+U, (ot -y, )} = Im[(]1 (o -y, )] + Im[U2 (ot -y, )] Ec. 4-27

De las Ec. 4-26 y 4-27 surge que la suma o resta de dos sefiales senoidales de igual
frecuencia y fase inicial cualesquiera, es igual a la parte real o imaginaria de la suma o resta de
los fasores cuyas partes reales o imaginarias son las sefiales senoidales (coseno o seno) en
cuestion. Es casi obvio que se reconocen en esta propiedad matematica una version de equi-
valencia con las Leyes de Kirchhoff.

Al aplicar la 22 Ley de Kirchhoff para analizar el circuito de la Figura 4-23 como conse-

cuencia de aplicar i, (t)=1,4sen(wt + ) resultd u(t)=ug,(t)+u, (t)+uc-(¢). Si este planteo

se realiza con fasores con las tres propiedades presentadas, los pasos a seguir serian:
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1- Relacionar cada funcion arménica con la parte imaginaria 8 de sendos fasores co-

mo lo muestran las Ec. 4-28 y 4-29.
i (t)= Im[[mdxej(qu = Im[[] Ec. 4-28
up (t)=Im[ R-1] w, (t)=Tm[ jX, -1 uc(t)=Tm[ 1/ B | Ec. 4-29
2- Hacer la suma de las tensiones con el resultado siguiente:
Im[ RI |+ 1m[ jX, 1 |+1Im[ [/ jB. |=Tm[ Rl + jX,i - j /B ]
fm[ /(R +jX, - j/Bc)|=Mm[I(R+j(X, - X)) ]=m[U]

3- Y finalmente, de la ultima igualdad de la Ec. 4-30, U:i(R +j(X, —XC)), surge

Ec. 4-30

U/I=R+j(X,-X.)=Z.
Un repaso a lo visto en las Ec. 4-14 y 4-15 y conclusiones siguientes y su comparacion
con la férmula anterior habla por si sola. Como otro aporte a la nomenclatura propia de este en-

foque fasorial, Z se denomina impedancia compleja siendo su parte real la resistencia R co-
rrespondiente al elemento no reactivo y la parte imaginaria la reactancia resultante (XL —XC)

de los elementos reactivos.

La Figura 4-31 muestra la grafica de los fasores / e U para las mismas consideracio-
nes que para el caso de la Figura 4-24. Ya no sorprende que la parte imaginaria de cada fasor
sean las funciones arménicas de graficadas en esa Figura y que se compruebe que en el giro
de los mismos la tension va adelante de la corriente.

La Figura 4-32 muestra la suma de los fasores representativos de las tensiones en ca-

da elemento pasivo en serie para obtener la tension resultante.

/X

Figura 4-31: Representacion de fasores en el Figura 4-32: Representacion de fasores en el
plano complejo plano complejo

NN
Y

Las Figuras 4-33 y 4-34 muestran los resultados equivalente pero para el caso grafica-
do en la Figura 4-25. Para las mismas valen los mismos comentarios recientes, salvo que aho-

ra en el giro del conjunto la tension va atras de la corriente.

8 Podria haberse elegido la parte real, pero dado que la excitacion del ejemplo es seno se opta por la parte imaginaria.
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Figura 4-33: Representacion de fasores en el Figura 4-33: Representacion de fasores en el
plano complejo plano complejo

Nuevamente se alienta la iniciativa del lector de realizar la version dual de este ultimo

ejemplo iniciando con la 1° Ley de Kirchhoff, de la cual surgira Y, la admitancia compleja, y

luego seguir con variantes con un solo elemento reactivo.

En definitiva, se puede concluir del presente estudio que son validas las leyes de Kir-
chhoff utilizando fasores, es decir pueden sumarse las tensiones en una malla o las corrientes
en un nodo operando con fasores y determinando la parte real o imaginaria al resultado segun

corresponda.

4.3.4 Derivada e integral de un fasor.
También es facil comprobar, nuevamente teniendo en cuenta ya sea la componente

real o la imaginaria, que:

%Im[i(mt+\|/)]=Im|:%1.(c0t+\|1):| Ec. 4-31

IRe[U(mz+\y)]dt:ReUU((ot+\|1)dt} Ec. 4-32

Las Ec. 4-31 y 4-32 ratifican conclusiones ya obtenidas con referencia a las ecuaciones

constitutivas.

4.3.5 Detalles finales.

Demostrada completamente la equivalencia de los fasores con las sefiales alternas se-
noidales o cosenoidales y la validez de la aplicacion a los mismos de las ecuaciones constituti-
vas y las leyes de Kirchhoff, pueden usarse las técnicas de analisis de circuitos vistas en el
Capitulo 3.

En dicho capitulo la mayoria los planteos de resolucion, vistos en corriente continua,
culminan en sistemas de ecuaciones lineales en el dominio del algebra de los nimeros reales
en los que intervienen corriente y/o tensiones datos (sefiales de excitacion) y corrientes y/o
tensiones incognitas (sefiales de respuesta) vinculados sélo por los valores de las resistencias
de los resistores del circuito, ya que los inductores se comportan como un corto circuito y los
capacitores como un circuito abierto (en continua).

Ahora, en alterna, el sistema de ecuaciones que resulta del analisis del circuito sera en
el dominio del algebra de los numeros complejos. Las sefiales son los fasores equivalentes de

las tensiones y/o corrientes y, al manifestarse tanto resistores, como inductores y capacitores,

estaran vinculados por R, jX, ,—jX., Z, G, jB. —jB, o Y, segun corresponda.
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En estos sistemas de ecuaciones el fasor unitario de giro ¢/® termina cancelandose,

por lo que resulta un estricto sistema de numeros complejos. En otras palabras, basta con tra-

bajar, tomando como ilustracion la Ec. 4-21, con U =U -e’V'y sobrentender el giro.

max

Esta situacion es equivalente a detener la imagen grafica de los fasores en un instante
t cualquiera, lo que da la informacién relevante referida a desfasajes y amplitudes que se man-
tienen invariables en el tiempo y con las cuales, junto a o, pueden evaluarse los resultados
temporales. En estas representaciones los ejes del plano complejo pueden no estar dibujados
(es el caso de las Figuras 4-31 a 4-33) pero pueden imaginarse sin inconvenientes en el caso
que se quisieran determinar las componentes reales o imaginarias de los fasores.

Dos detalles para evitar malos entendidos. Uno de nomenclatura: el valor del médulo
del fasor, o lo mismo del complejo, es siempre el valor maximo de la sefal que representa. El
otro de vocabulario: se puede efectuar el analisis y resolucién analitica con fasores a la vez que
se puede realizar la representacion grafica de dicho analisis y resolucién, con la ventaja de que
ciertos comportamientos graficos permiten prever resultados.

Las posibilidades informaticas actuales de calculo permiten resolver con gran eficiencia
sistemas de cualquier cantidad de ecuaciones con numeros complejos, determinar partes
reales, imaginarias, modulos de los resultados y mostrar sus graficas. Y para estas graficas va-
le el dicho de que "una imagen vale por mil palabras", dado que muestran amplitudes y desfa-

sajes asociadas a las sefales alternas en el circuito.
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CAPITULO 5
Circuitos acoplados magnéticamente

Es sabido que la corriente eléctrica en un conductor da origen a un campo magnético.
Si dicha corriente es variable en el tiempo y si ademas, en proximidades de dicho conductor, se
encuentra otro conductor, se inducira en éste ultimo una tensién cuyo valor sera funcién de di-
cho campo magnético (representado por el flujo correspondiente) a través de la ley de Faraday.

Esto quiere decir que dos circuitos (0 mas) pueden afectarse uno a otro debido a la in-
teraccion de los campos magnéticos que generen.

Resulta de sumo interés cuantificar esta interaccion o "accion mutua" y ademas debe
quedar clara la polaridad del efecto magnético de cada circuito sobre el otro.

Este tipo de accion se da cominmente entre bobinas o arrollamientos preferentemente
desarrollados sobre nucleos de buena caracteristica magnética, entendiéndose por tales aqué-
llos cuya permeabilidad sea elevada.

A este efecto se lo suele llamar acoplamiento magnético y los circuitos que involucran
esta caracteristica son conocidos como circuitos acoplados magnéticamente, siendo la mani-

festacion mas importante de este fendmeno el transformador.
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5.1 Introduccién
Una corriente por una bobina devanada en un nucleo de hierro determina un flujo mag-

nético en el mismo y otro en el aire. De esta manera, las lineas de induccién en el nucleo (en
mayor cantidad por unidad de superficie que en el aire) pueden atravesar una segunda bobina
devanada también sobre el nicleo y sin contacto conductivo con la primera, causante del fe-
némeno magnético.

Si la corriente que produce el flujo magnético es variable en el tiempo, también lo sera
el flujo magnético y en consecuencia se inducira en la segunda bobina una tensién de las mis-
mas caracteristicas fisicas que la autoinducida en la primera, segun lo establece la ley de Fa-
raday.

En la situacion descripta, la vinculacién entre la tension productora de corriente en el
primer bobinado y la tension inducida en bornes del segundo bobinado no se realiza a través
de ningun medio conductivo. La relacién entre las anteriores tensiones se consigue mediante el
flujo magnético que, por inducirlas, determina que los circuitos de esta naturaleza se denomi-
nen justamente acoplados inductivamente o simplemente acoplados.

Y una aclaracion respecto a la nomenclatura: con el objeto de no contribuir a la conta-
minacion visual de las expresiones matematicas, todas las magnitudes variables en el tiempo

se escribiran como corresponde en minuscula pero sin la manifestacion explicita de .

5.2 Ecuaciones magnéticas

El circuito de la Figura 5-1 muestra lo dicho. Cualquiera de los arrollamientos puede ser
considerado causa del fendmeno descripto en parrafos anteriores, sin embargo es usual que el
indicado con (1) (es decir el de la izquierda) sea identificado como el promotor del fenémeno.
2

ey (2)
Figura 5-1: Circuito acoplado con la causa en el lado (1)
En consecuencia en bornes (1) una tensiéon u, da lugar a i, la que a su vez produce el
flujo magnético total ¢, . Como ya se dijo, una parte del flujo atraviesa la bobina (2) y el restan-

te solamente circunda la bobina (1) sin afectar a la otra. Este detalle esta indicado con las li-

neas punteadas en la Figura 5-1 y se sintetiza en:
b =0, +9p, Ec. 5-1
¢, : Flujo que a través del area de cada una de las N, espiras del bobinado del lado
(1).
¢,,: La parte del anterior que afecta sélo al mismo bobinado del lado (1), también de-

nominando flujo propio.
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¢,, : La parte que producida en el bobinado del lado (1) alcanza a cada una de las N,

espiras del bobinado del lado (2), llamado flujo concatenado o también flujo mutuo.
Excitando el circuito eléctrico de la derecha, es decir el (2), sucede exactamente lo
mismo pero en sentido causa-efecto de (2) a (1), de modo que con sélo intercambiar los subin-

dices resulta:

by =0y + 0y Ec. 5-2
Si en ambos circuitos hay corriente, la situaciéon magnética cambia desde el punto de
vista que cada bobina es afectada, ademas de por el flujo creado por ella misma, por el produ-

cido por la otra y que alcanza a ésta.

@ )

Figura 5-2: Circuitos acoplados con corrientes en ambos lados, (1) y (2)

Se aprecia en la Figura 5-2 que se han indicado tanto ¢,, y ¢,,. El resultado magnéti-

co final es el siguiente:

O =+ + 0,
&y =y + ¢y + 9y,

En las Ec. 5-3, ¢,, ¥ ¢,, son los mismos que en las Ec. 5-1 y 5-2, ya que estos dos va-

Ec. 5-3

lores de flujo son los producidos por cada una de las corrientes en las respectivas bobinas sin
afectar a la otra.
Por otra parte se verifica que existe un flujo resultante mutuo para las dos bobinas da-

do por:
b + 92 =2+ =0y, Ec. 54
Por supuesto debe entenderse, respecto de ¢,,, que este resulta como suma "alge-
braica" de los flujos; es decir nada impide, por ejemplo, que ¢,, represente un flujo magnético

cuyas lineas de induccién se oponen a las correspondiente a ¢, .

5.3 Puntos homélogos

La accion de suma o resta de un flujo concatenado respecto del otro para obtener el
flujo mutuo resultante depende del sentido de cada corriente por los arrollamientos de cada bo-
bina o, para sentidos fijos de aquéllas, como se haya desarrollado cada bobinado. Es decir, si
para determinados sentidos de las corrientes se verifica un aumento de flujo, significa que los
sentidos de las corrientes son “entrantes” a las dos bobinas por extremos a partir de los cuales

los devanados se desarrollan de igual forma.

88



El cambio de sentido de una de las corrientes o, sin variar éstas, devanando en forma

inversa uno de los arrollamientos, determina que un flujo se oponga a otro y como resultado
que ¢,, sea menor que en el caso anterior.

En definitiva, los cambios relativos de sentidos de corriente y forma de devanado de los
arrollamientos pueden determinar inclusive que las lineas del campo de induccién magnética
cambien de sentido afectando, como se vera, la polaridad de las tensiones inducidas.

Atendiendo el aspecto geométrico, o sea la forma de devanado de los arrollamientos,
puede “marcarse” los dos extremos de cada arrollamiento a partir del cual dicho sentido de de-
vanado es el mismo. La referencia de esos extremos se denomina puntos homoélogos y deben
senalarse en los circuitos acoplados.

La identificacion de estos puntos resulta inmediata si se puede ver la forma en que se
han bobinado ambos arrollamientos. Sin embargo, en los circuitos practicos reales esta situa-
cién puede no ser factible por lo que debe determinarse, tomando como referencia el extremo
de una de las bobinas, cual de los dos extremos de la otra es el homodlogo de dicha referencia.

La mejor forma de hacer esta determinacion es mediante los resultados de la polaridad
de la tension inducida en los extremos un arrollamiento en relacién con la polaridad de la ten-
sion que en el otro arrollamiento causa la corriente productora del mecanismo de acoplamiento

magnético ya presentado.
La Figura 5-3 muestra dos bobinas, de N, y N, vueltas cada una, devanadas de igual

forma sobre un nucleo de buenas caracteristicas magnéticas que facilita el desarrollo del flujo a
través del mismo en casi su totalidad, concatenando ambos arrollamientos. Los puntos marca-

dos son obviamente los homélogos.

Figura 5-3: Determinacion experimental de la ubicaciéon de los puntos homologos

En el extremo izquierdo de la bobina de N, vueltas, a través de un interruptor se puede
aplicar tension y establecer una corriente i;. Esto determina que, luego de cerrado el interrup-
tor, aparezca ¢ (con el interruptor abierto tanto i, como ¢ son nulos). Este cambio en el flujo

induce tension en las N, espiras de la segunda bobina, y consecuentemente, una corriente i,
a través del amperimetro.

El extremo donde se aplica el borne positivo de U, en la bobina 1y el extremo en la
bobina 2 con el sentido de la corriente saliente, son los respectivos puntos homélogos. Tam-
bién se verifica que el punto homélogo de la bobina 2 corresponde a aquél donde resulta el po-

sitivo la polaridad de la tensién inducida por efecto de la variacion de ¢ .
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Lo afirmado no puede ser de otra manera, ya que si la tensién inducida en la bobina 2
tuviera el negativo en el punto homdlogo o, lo que es lo mismo, al cerrar el inductor con el am-
perimetro el sentido de la corriente fuera entrante a dicho punto, se produciria un aumento del
flujo con el consiguiente aumento de la tensién inducida; es decir que se estaria en presencia
de un fenébmeno contrario a lo previsto por la ley de Lenz.

Y un ultimo detalle fundamental: los puntos homélogos existen independientemente de

la corriente y/o la tensién.

5.4 Coeficiente de acoplamiento

Los resultados expresados por las Ec. 5-1 y 5-2 muestran que una parte del flujo pro-
ducido en una bobina concatena a la otra.

Si se consideran condiciones, no necesariamente idénticas para cada bobina, respecto
a los caminos magnéticos donde se establece la induccion por ellas producida, es posible defi-
nir qué proporcion del flujo producido en cada bobina afecta a la otra mediante:

ky :(I)i k, :%
by b,

Suponiendo circuitos magnéticos lineales, tanto &, como k, son constantes y se los

Ec. 5-5

denomina coeficientes de acoplamiento y, en general, también se cumple que &, =k, =k.

Es evidente que el coeficiente de acoplamiento depende de las caracteristicas geomé-
tricas y magnéticas con que se realiza el acoplamiento inductivo. En efecto, las lineas de flujo
propio se cierran alrededor de cada bobina en gran parte por caminos de aire, mientras que las
concatenadas se desarrollan a propdsito por circuitos magnéticos de mayor permeabilidad.
Cuanto mas acentuada sea esta caracteristica y ademas favorecida por la cercania de las dos
bobinas, mas cercano a la unidad sera el valor de k. En el caso limite k=1, todo el flujo pro-
ducido en una bobina afecta a la otra; en el otro extremo si k£ es nulo significa que no hay nin-

guna vinculacion inductiva entre las bobinas.

5.5 Coeficiente de inductancia mutua

Como ya se dijo, si la vinculacion magnética es producida por corrientes variables en el
tiempo, resultaran tanto tensiones autoinducidas como inducidas por los flujos variable ya des-

criptos.

u bur ! gNl Nzg u

Figura 5-4: Otro enfoque del circuito acoplado de la Figura 5-1

La Figura 5-4 repite el circuito de la Figura 5-1 con el agregado de:
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= las caracteristica inductivas eléctricas L, y L, (autoinductancias de cada arrolla-
miento)
= la referencia de los puntos homdlogos

= coherente con el significado de los puntos homdlogos la polaridad de la tensién in-
ducida en la bobina 2.

En el circuito se cumple:

di
ul = —_— EC 5'6
dt
d
u, =N, 2’;2 Ec. 5-7

Recordando que L es un coeficiente de proporcionalidad y de adecuacion de unidades
entre la tension autoinducida en un arrollamiento y la variacién en el tiempo de la corriente por
ella, puede definirse un coeficiente de iguales caracteristicas que vincule la tension inducida en
una bobina y la variacién en el tiempo de la corriente por la otra bobina. Este nuevo coeficiente
se denomina de induccién mutua, se identifica con M y permite reescribir la ecuacién Ec. 5-7

como:
uz = e EC.5'8

Podria repetirse el andlisis hecho considerando la causa en el circuito (2) y la conse-

cuencia en el circuito (1), con el resultado:

u, =1, % Ec. 5-9
2 2 dt .
d
u, =N, L Ec. 5-10
dt
i
u =M=2 Ec. 5-11
dt

La simetria magnética determina que existe la misma vinculacién de (1) a (2) que de
(2)a(1).

Considerando las Ec. 5-7 y 5-8, y 5-10 y 5-11, y suponiendo circuitos magnéticos linea-
les, se obtiene:

— == Ec. 5-12
4 L
Utilizando la definicién de k& enla Ec. 5-12 resulta:
k. k.
M:]\Qﬁ:]\f1 _.¢2 Ec. 5-13
4 L
Teniendo en cuenta que L, = N, ﬁ y L= NZ(I?—Z resulta:
b I
N. N,
M :k—zL1 :k—‘L2 Ec. 5-14

N N,

De las Ec. 5-13 y 5-14 surgen dos conclusiones:
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2
h_ [ﬂj Ec. 5-15

M =k\L L, Ec. 5-16
Es importante tener en claro que en todo el analisis hecho L, y L, son parametros
eléctricos del circuito (1) y (2) respectivamente, que tienen la vinculacion matematica dada por
la Ec. 5-15, con N,/N, =a, relacién que aparece reiteradamente en la prosecucion del estudio

de circuitos acoplados. Ademas la Ec. 5-16 representa el parametro vinculante de ambos cir-
cuitos con la intervencion de k.

Dado que la variacion habitual en el tiempo, tanto de la tension como de la corriente, es

senoidal de pulsacion o, la Ec. 5-6 se transforma en la ya conocida U, = jolL, I, y de la misma
forma la Ec. 5-8 en U, = joM -1, = jX,, -I,. Respecto a la polaridad relativa de cada una de
estas tensiones, la autoinducida U, es positiva en el borne donde el sentido de [, es entrante.
En cambio la U, , aparece en el lado (2) (se la puede considerar como una fuente de tension
dependiente de I, como se vera a continuacion en el punto 5.6, con el positivo del lado del

punto homologo 2 si el sentido de I, es entrante al punto homélogo 1 y viceversa, como se

analizé en la Figura 5-3 y se planted (para el caso de corriente con sentido entrante al punto
homologo 1) en la Figura 5-4.

Esta conclusion es valida en ambos sentidos (1-2 6 2-1) de los circuitos acoplados, in-
clusive si ambos lados estan activados, es decir, tienen fuentes independientes. En este caso
las corrientes resultantes no sélo dependen de dichas fuentes, sino también de las tensiones

generadas por la induccidon magnética.

Es importante tener en cuenta que U, es una tension de caracteristica conductiva en

L, mientras que U, es una tension inducida en el arrollamiento de N, espiras.

5.6 Circuito basico con acoplamiento inductivo

5.6.1 Circuito 2 abierto

La Figura 5-5 ilustra el caso mas simple ya comentado de la Figura 5-4 con un enfoque

mas eléctrico con los nuevos parametros presentados.
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@ )
Figura 5-5: Circuito 2 abierto

U, hace que el circuito (1) sea activo y determina el sentido de /,, sea entrante al

punto homologo 1, por lo que aparece U, (fuente dependiente intercalada en serie ente L, y el

punto homdlogo) con el positivo en el lado del punto homdlogo 2. Es importante observar que

1, es nula por estar el circuito 2 abierto y en consecuencia no hay tension autoinducidaen L, ;

esta es la razon por la cual la corriente en el lado 1 se denomina I, refiriéndose el 0 del sub-
indice a la condicién de abierto del lado 2).

Para el caso de acoplamiento magnético perfecto, es decir k£ = 1, resulta:

(_]fl =U, =1 jX, Ec. 5-17

Uy =1Ly Xy = JNX0u X1y Ec. 5-18

Y teniendo en cuenta las Ec. 5-17 y 5-18 resulta

U X X, N,

1 _ Ll — vy
QZ \/XLl'XLz XLZ NZ

=ad EC 5'19

5.6.2 Circuito 2 cerrado con Z,

6)) ©)]

Figura 5-6: Circuito 2 cerrado con Z,

En la Figura 5-6, la malla (2) se cierra con Z,, y en consecuencia la U, (producida
ahora por I,) determina la existencia de [, . A su vez, esta corriente induce U, = jX,,I, con
polaridad negativa en el punto homdlogo 1 por ser el sentido de /, saliente del punto homdlo-
go 2. Si bien I, tiende a disminuir a @,,, induce U, de modo de volver a aumentarlo a través

del aumentode [, a I,

La aplicacion de la 22 Ley de Kirchhoff da las siguientes Ec. 5-20:
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U :j'(llXLl _lzXM)

) Ec. 5-20
0= '(lzXLz _llXM)"‘lz-Zz
Resolviendo el sistema las Ec. 5-20 resulta:
B U (2, +jX )
41 .
JXp 2y =X X+ Xy, Ec. 5-21

_Qfl JXy

lz ="
JXp Ly =X X+ Xy,

Teniendo en cuenta k=1 y las Ec. 5-17, 5-18 y 5-19, las Ec. 5-21 se transforman en

I = l_]fl + Qﬂ JXps _ Qﬂ
4= . Lo
Xy X4, a’ Z,
Ec. 5-22
I = Qfl ‘jXM _ Qfl _&
L2 77 = =
X2, a Z, £,

U
Reemplazando I, = _—g de la segunda en la primera y como N,/N, =a se obtiene:
a-£L,

NI =NyI, =N I Ec. 5-23
Esta expresion muestra la reduccion del flujo en el nucleo (accidon desmagnetizante) de
N,I,, compensada por N,I, para mantener N,I,,, el que produce el ®,, que inicia las con-
secutivas inducciones mutuas.
En general [,, resulta pequefio en los casos de buen acoplamiento magnético, cuando

se vinculan los bobinados con nucleos de hierro de elevada permeabilidad, por lo que la Ec. 5-

23 se transforma en
—=—"=— Ec. 5-24

Ademas, si se considera también I, despreciable en la primera de las Ec. 5-22, U

‘ve”a Z, como azgz, para determinar justamente /.

Las Ec. 5-19 y 5-24 definen el comportamiento del circuito acoplado magnéticamente

enfocado como transformador, tanto de tensién como de corriente, e inclusive de impedancia, y

caracterizado por la relacion de vueltas o espiras N,/N, =a.

5.7 Otros ejemplos de resolucion de circuitos acoplados

5.7.1 Circuitos 1y 2 activos

El circuito de la Figura 5-7 es similar al de la Figura 5-2 en la que tanto el circuito 1 co-
mo el 2 son activos. Se agregan los resistores R, y R, con el objeto de generalizar el proble-
ma. En este caso, el planteo la 2° Ley de Kirchhoff en la malla (1) debe incluir la tension induci-

da por [, y otro tanto en la malla (2) teniendo en cuenta el efecto de induccién de I, .
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@ (2)
Figura 5-7: Circuito acoplado con ambos lados activos.
Los efectos de induccién mencionados se modelan, como en el caso de la Figuras 5-5

y 5-6, con fuentes de tensién dependientes en la Figura 5-8.

@)

Figura 5-8: Modelo con fuentes de tensidon dependientes

Resultan asi las siguientes Ec. 5-25

Malla 1: U =1.R +j'(llX11 +!2XM)
Ec. 5-25
Malla 2: U,=1,R, +j'(£2XL2 +£1XM)
Cualquiera de las corrientes con sentido diferente al fijado en la Figuras 5-7 o 5-8 de-
termina en consecuencia un cambio en la polaridad de las fuentes dependientes que ponen en

clara evidencia las tensiones inducidas por el acoplamiento magnético mutuo.

5.7.2 Tres circuitos acoplados: dos activos y uno pasivo
En el circuito de la Figura 5-9 se combinan tres mallas acopladas magnéticamente. Dos
de ellas (1 y 3) activas por efecto de sendas fuentes de tension con accién posible sobre el

sentido de las correspondientes corrientes. La malla 2, en la que se inducen tensiones desde
las otras dos mallas, al estar cerrada permite la aparicion de 7, cuyo sentido depende de la

polaridad resultante de dichas tensiones inducidas.

,—\
MIZI// e Z ZZ
1 / L,
P L1 ] ‘| (2)
Z, : ;
Un ll L, Mzsl —
\ - I
D Ly 2 = Up
My, — 3
Nt -

Figura 5-9: Tres mallas acopladas magnéticamente
El ejemplo puede analizarse haciendo algunas variantes que ayudan a terminar de cla-

rificar el tema.
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Caso 1

Si kj, =ky; =0 (M,, =M,;=0), la malla 2 queda “desenganchada” y totalmente pasi-
va (I, =0). Las mallas 1 y 3 se analizan y resuelven como en la seccion 5.7.1. En este caso,

como el sentido de /, es saliente del punto homologo 1, la correspondiente consecuencia de

tension inducida en la malla 3 tiene la polaridad negativa en el punto homélogo 3.
Caso 2

Si kjy =ky; =0 (M,, =M,,;=0), ahora la malla 3 queda “desenganchada” pero activa
([3 :Qf3/g3). La malla 2 se “activa” a través de la tensién inducida U, = jX,,,,Z,, y como

el sentido de I, es saliente del punto homdlogo 1, con la polaridad negativa en el punto homo-

logo 2. En este caso el sentido asignado a I, es contrario al correcto.

Puede repetirse el anterior analisis, pero “desenganchando” la malla 1 y en este caso el
sentido asignado en el circuito seria correcto porque U, = jX,,5,1; tiene polaridad positiva en
el punto homdlogo 2.

Segun la polaridad y consecuente sentido de [, , sera el efecto inducido que esta co-

rriente produce en la malla 1 o en la malla 2 para cada caso.
Caso 3
Si todos los acoplamientos funcionan (todos los coeficientes de acoplamiento son dis-

tintos de cero), en el ejemplo de la Figura 5-9, y se supone que las tensiones inducidas en la

malla 2 por las corrientes I, e I, determinan una resultante con polaridad positiva en el punto

homodlogo 2, entonces el sentido de 7, es el indicado. Asi resultan las siguientes Ec. 5-26.

Malla 1: Qf] =1 (Z1 +jXL1)+£2j‘XM12 =17 X s
Malla 2: 0=1jX o +15 (25 + X, )= L Xy Ec. 5-26
Malla 3: 0="1,jXy, +1, (Zz +jXL2)_!3jXM23

El efecto de tension inducida por I, (con el sentido asignado) en la malla 1 es con po-

laridad negativa en el punto homdlogo 1 y en la malla 3 es con polaridad positiva en el punto
homdlogo 3.
Si las suposiciones hechas son contrarias a la realidad la resolucion de las Ec. 5-26

tendran resultado negativo, agregando los 180° correspondientes a los supuestos.

5.8 Resolucién de circuitos con acoplamiento inductivo y
conductivo

Puede haber casos en que el acoplamiento magnético o inductivo surja en circuitos en
los cuales los arrollamientos causales del mismo también estén conectados conductivamente.

El circuito de la Figura 5-10 es un ejemplo.
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Figura 5-10: Circuito con acoplamiento inductivo y conductivo
En la Figura 5-11, el efecto inductivo representado por M en el circuito de la Figura 5-
10 se representa con las correspondientes fuentes de tension dependientes. Dado que el sen-
tido de la corriente es entrante al punto homodlogo de cada una de las bobinas, la polaridad po-

sitiva de dichas fuentes estara apuntando al punto homdélogo de la otra.

Figura 5-11: Circuito de la Figura 5-10 con fuentes dependientes
En definitiva, la ecuacion de malla del circuito resulta:
u, =j(XLl +XL2)Z+jXM£+jXMl =j(XL1 +XL2)!+2jXM£ Ec. 5-27
Es evidente que un cambio de posicion de uno de los puntos homdlogos, o sea la in-

version de una de las bobinas, modifica la Ec. 5-27 en:
Qf:j(XLl+XL2)£_2'jXM£ Ec. 5-28
Llamando Z, y Z, las impedancias de entrada que ofrece el circuito en sus dos va-
riantes, la diferencia de estos dos valores dividida por jo tiene el resultado de la Ec. 5-29.

Z, :j(XLl +XL2)+2'jXM

Zzzj(XLl+XL2)_2'jXM Ec. 5-29
Zl _ZZ :4M
jo

La conclusioén interesante de este analisis es que se ha obtenido un método para la de-

terminacion del valor de M . Por otra parte, en la disposiciéon de las bobinas en que se consi-
gue la menor impedancia de entrada se puede marcar los puntos homoélogos en los extremos

en que se unen las inductancias (o los extremos opuestos).
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5.9 Circuito inductivo con flujos separados
Las ecuaciones magnéticas Ec. 5-1 y 5-2 suelen redefinirse centrando la referencia en

el flujo magnético mutuo ¢,, que concatena a los dos bobinados es decir el que es consecuen-
cia de la magnetizacion del nacleo. Dado que ¢,, y ¢,, no cumplen esa caracteristica pasan a

llamarse flujos dispersos y en definitiva la redefinicion resulta:

O =bun +0u
by =0pra + o

Teniendo en cuenta las Ec. 5-4, como enfoque mas general de los coeficientes de aco-

Ec. 5-30

plamiento y, definiendo o,y o, como coeficientes de dispersion, resulta:

b =k 9y =010

Ec. 5-31
byr =k0y gy =050

Y obviamente
k+o,=1 y k,+o,=1
También resulta obvio que cuanto mejor el acoplamiento magnético, mas cercano a ce-
ro sera el coeficiente de dispersion.
Con este enfoque, las formulas para determinar L, y L, pueden reescribirse:

_ N9, _ Niduy n Nidg
4 4 4

L= N%d)z _ N2.¢M2 " N2.¢d2

) 3 L

Ll
Ec. 5-32

El resultado de las Ec. 5-32 muestra que cada coeficiente de autoinduccién es la suma
de dos inductancias, una que involucra solo a ¢,, y otra que solo tiene en cuenta a ¢, . En

otras palabras:

Ll = Lml + Ldl

Ec. 5-33
L,=L,,+L;

Es importante destacar que cualquiera de las inductancias con igual subindice numéri-

co corresponde a bobinado con el mismo N.

L, vy L,, asociadas al flujo mutuo o sea la magnetizacién se denominan, por esta ul-
tima caracteristica inductancias de magnetizacién, se indican con m en vez de M para evitar
confusion con la inductancia mutua que en algunos textos suele indicarse con L,

Teniendo en cuenta las Ec. 5-33, el circuito de la Figura 5-2 puede modelarse como el

siguiente:
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Figura 5-12: Modelo de la Figura 5-2 con dispersion

En el circuito de la Figura 5-12 se aprecia que ¢,, sdlo tiene efecto asociado a L, y

L,, y con acoplamiento magnético perfecto, por lo que si se considera k, =k, =k, resulta ra-

pido verificar que M =k\[L,.L, =\|L,,.L,, .

Si bien los puntos homdlogos tienen que ver con la misma forma de arrollamiento de
los bobinados, a los efectos de los aspectos de induccién mutua dichos puntos pueden aso-
ciarse con las inductancias de magnetizacién como se muestra en la Figura 5-12. Por otra par-
te, las fuentes de tension controlada, indicativas de dicha accion mutua, se intercalan entre ca-
daunadelas L, y el correspondiente punto homologo.

También debe quedar claro que en las inductancias de dispersién solo se establecen
tensiones de conduccién en las correspondientes reactancias. Otro detalle significativo es que,
de no existir corriente en alguna de las mallas, la correspondiente inductancia de dispersion se-

ra nula.

5.10 Circuito equivalente conductivo
Teniendo en cuenta la conclusion circuital del punto 5.9, si s6lo se activa el lado (1) y

se conecta una Z, en el lado (2) resulta el circuito mostrado a continuacion:

A,

Figura 5-13: Circuito acoplado con el lado (1) activo y cerrado con Z,
Las ecuaciones que resuelven el circuito de la Figura 5-13 visto desde 4 B, resultan
las siguientes:
QA,B1 =1 JX -1y J Xy Ec. 5-34
L -jXy =1, '[j(XLmz +XL42)+Zz] Ec. 5-35

Despejando de la Ec. 5-35 se obtiene:
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!1 'jXM

I, =
- j(XLmZ +Xd2)+ZZ

y remplazando en la Ec. 5-34 resulta:

: X, X
Uus =Ly JX = » =
](XLmz +XLd2)+ZZ

De la expresién anterior puede calcularse la admitancia desde 4,5,

v o = 1, _ j(XLmZ +XLd2)+ZZ

AR Uis  JXim '[j(XLmz +XLd2)+Zz:| = JXy  JX
v - J (X + X12) + 2,
L =

X i JX i + JX o JX i + FX ot Lo = JX - FX 1

ml
Cancelando los términos que se restan y teniendo en cuenta que:

X _ k'XLl _ Xp =42

XLmZ k'XLz XLZ

resulta:

(jXLdZ +Z2)+jXLm2 _ 1 + 1
JX Lt '(dez +Zz) X d (jXLdZ +Zz)

Y5 =

La expresion anterior corresponde al circuito siguiente "visto" desde 4,5,

Figura 5-14: Circuito conductivo

El circuito de la Figura 5-14 es equivalente al de la Figura 5-13 y se aprecia que en el

mismo aparecen los nodos 4, y B, por ser ahora de caracter conductivo. Esta equivalencia

también muestra que los componentes L,, y Z, se “ven” desde el lado (1) multiplicados por

2

a .
El calculo de la corriente por estos nuevos elementos y teniendo en cuenta que
U,z _
—L =q, resulta:
U s,
1/ _ QAIBI _ (—]Asz _ 1_2
2= . - . -
az(] ‘X1 +Zz) a(] ‘X +Zz) a
. l—]AB
A partir de la Ec. 5-36 se comprueba en el nodo 4, que [, =————+==1[,,+=,

J X

resultado ya explicado en la Ec. 5-23.

También es facil verificar que las tensiones en la malla (2) del circuito de la Figura 5-13,

aparecen en los elementos correspondientes en el circuito de la Figura 5-14 multiplicadas por

a.
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Es habitual el siguiente cambio de nomenclatura para tensiones, corrientes e impedan-

cias en el circuito conductivo resultante. En la Ec. 5-36 ya se ve ese cambio al nombrar la co-

I
rriente como /', ==%, indicando el “prima” que se refiere a 1, vista desde el lado (1). De igual
a

forma y con el mismo significado resultan L', =a*-L,, y Z',=a*-Z, . Por (Ultimo
Q/gz =a 'QZZ .

Si se excita el circuito acoplado por el lado (2) vale el mismo procedimiento con resul-
tados semejantes cambiando “prima” por “segunda” y a por 1/a como factor.

En resumen:

e Desde el lado 1 las impedancias del lado 2 se multiplican por a

e Desde el lado 1 las tensiones del lado 2 se multiplican por a

e Desde el lado 1 las corrientes del lado 2 se dividen por a

e Desde el lado 2 las impedancias del lado 1 se dividen por a

o Desde el lado 2 las impedancias del lado 1 se dividen por a

o Desde el lado 2 las impedancias del lado 1 se multiplican por a

En conclusion, esta seccion muestra que con las conversiones anteriores es posible
analizar un circuito acoplado magnéticamente como un circuito eléctrico conductivo. En estas
condiciones valen todos los métodos del Capitulo 3 y en especial son de aplicacion las dos Le-
yes de Kirchhoff.

Este enfoque facilita el estudio de los sistemas eléctricos de transmision y distribucién

en los cuales participa el circuito acoplado magnéticamente por excelencia: el transformador.
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CAPITULO 6
Régimen transitorio

Ya se ha visto en el capitulo 4 cédmo se obtiene la respuesta de circuitos con cualquiera
de los elementos pasivos (R, L, C) cuando se los excita con sefiales alternas sinusoidales.
También se comprueba que la resolucion del circuito, posible con simplicidad y eficiencia de
calculo mediante fasores, resulta basicamente funcion de o =2xnf. Por este motivo se expreso
que el analisis del circuito se desarrolla en el dominio de la frecuencia.

Ademas, cuando un circuito se encuentra en estado de equilibrio energético, o lo mis-
mo funcionando desde hace mucho tiempo, se dice que éste se encuentra operando en el ré-
gimen permanente.

Los métodos de resolucion de circuitos vistos anteriormente, tanto para circuitos de co-
rriente continua como alterna, sélo se pueden aplicar a circuitos que se encuentran operando
en esta condicion y los resultados no dependen del tiempo (si la sefal de excitacidon es variable
en el tiempo la sefial respuesta también lo sera pero dicha forma de variacidon sera siempre la
misma).

Sin embargo en ciertas circunstancias los circuitos pasan de un estado permanente a
otro diferente al anterior. En esa transicion, es conveniente analizar tensiones y/o corrientes en
cualquiera de los componentes del circuito, tanto pasivo como activo, completamente en fun-

cion del tiempo definiendo el tema estudio de este Capitulo.
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6.1 Introduccion

¢ En qué circunstancias un circuito operando en un determinado régimen permanente
pasa otro diferente?

Algunas de dichas circunstancias corresponden a los casos en que en el circuito se
dan perturbaciones o cambios como los siguientes:

e Conexién o desconexién de fuentes, tanto de tension como de corriente y tanto de

continua como variables en el tiempo.

e Variacion de los parametros caracteristicos de cualquiera de dichas fuentes.

e Conexién o desconexion de componentes pasivos.

e Variacion de los parametros caracteristicos de dichos componentes pasivos.

Cualquiera de los cambios anteriores podria generar a su vez cambios en el tiempo, en
particular de la corriente en inductores o de la tensién en capacitores, haciendo que el valor
medio de la energia en dichos componentes también cambie. Importa aclarar que esta energia
también puede ser de valor constante en el tiempo y coincidente con su valor medio.

Esta variacion de la energia no puede ser instantanea ya que tendria como conse-
cuencia el hecho fisicamente imposible de que su variacion en el tiempo (la potencia) sea infini-
ta. Por lo tanto obliga a que la corriente en inductores, o la tension en capacitores tengan varia-
ciones temporales que aseguran que tal hecho no suceda.

En definitiva resulta necesario y también interesante analizar o resolver el circuito en el
dominio del tiempo para cubrir estos casos presentados y comprobar al mismo tiempo las ulti-
mas premisas apuntadas.

Por otra parte, dado que se fransita de una situacion energética en elementos reactivos
de un régimen permanente a otro, se dice que el sistema se estudia en régimen transitorio.

Analizar entonces un circuito general con elementos pasivos (como minimo uno de
ellos reactivo) y fuentes (tanto de tension como de corriente y expresadas funcién del tiempo)
en régimen transitorio consistird en la resolucion de un sistema de una o mas ecuaciones dife-
renciales. Estas ecuaciones diferenciales resultan de aplicar las leyes de Kirchhoff al circuito
teniendo en cuenta para cada elemento pasivo su correspondiente ecuacion constitutiva.

Para cursos iniciales de analisis de circuitos eléctricos importa estudiar los conceptos
principales, tanto matematicos como especialmente fisicos, del régimen transitorio presentado,
para lo cual alcanza plantear el tema para el caso de una sola fuente excitando un circuito
constituido por los tres elementos pasivos. Comprendidos estos conceptos principales, validos
también para casos mas complejos de circuitos, existen otros medios de resolucién de siste-
mas de ecuaciones diferenciales cuya aplicacién se estudia habitualmente en cursos siguien-
tes.

Entonces para el caso de estudio, desde el punto de vista matematico, es de esperar
una ecuacion diferencial a lo sumo de 2° orden y de coeficientes contantes. Es conveniente
plantear la ecuacion diferencial de forma tal que, de un lado de la igualdad, quede la excitacion

y del otro lado sélo términos que dependan de la respuesta.
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Para esta situacion, el método clasico indica que la solucién general surge de sumar a
la solucion de la ecuacion homogénea y una solucién particular. También establece que las
constantes de integracion se determinan en base a las condiciones iniciales, las que deben in-
troducirse en la solucién general obtenida.

Se presenta a continuacion un punto de vista fisico de solucién del cual se hara un
analisis de equivalencia con el enfoque matematico descripto.

En la Figura 6-1 se muestra un circuito con los componentes pasivos R, L y C conecta-
dos en serie y excitados, a partir de 1 =0, por una fuente de tension funcién del tiempo, sin im-

portar cual sea el tipo de funcionalidad temporal.
R rv%v\ C
e W— + - o+ | =
i) ug(®) wu(®) ud)
uq?)

Figura 6-1: Circuito de analisis generalizado a partir de =0

En el circuito descripto, como consecuencia de la aplicacion de la tension, habra una

corriente i(t). Esta corriente, ecuaciones constitutivas de por medio como ya se anticipara, de-

termina las tensiones en cada componente pasivo que con la suma de la 22 ley de Kirchhoff se

iguala a la tension u, (t) conformando la ecuacion siguiente

uf(z):R.i(t)u.le(;)%[wi(t).dt Ec. 6-1

Esta ecuacion es valida tanto a partir de cuando se activa el circuito, como cuando
después de transcurrido suficiente tiempo para que se establezca la condicién permanente con
la energia media constante en los elementos reactivos.

En particular en el inicio, la ecuacién sera la base para determinar la corriente durante
el tiempo de comportamiento transitorio. O sea, habra que resolver la Ec. 6-2, donde el subin-
dice T (inicial de transitorio) para la corriente, refiere a la misma en el transcurso de dicho
tiempo.

u,,(z):R-iT(z)+L-d’iT(t)+% iy (1)-a Ec. 6-2

Para el tiempo del régimen permanente, la solucion se obtiene de la Ec. 6-3, donde el
subindice F (para el que se usa la mayuscula para no confundir con la mindscula que se usa
para identificar a las fuentes activas) corresponde a forzado, ya que sélo la fuente fuerza la

misma caracteristica temporal de la corriente.

uf(t)=R-iF(t)+L-dliTl(t)+%£miF (¢)-dt Ec. 6-3

Si se resta la Ec. 6-3 de la Ec. 6-2 resulta la Ec. 6-4

0=R-[ir(t)~ir (z)]+L-M+é£w[iT(z)—iF (¢)]dt Ec. 6-4

dt
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La Ec. 6-4 tiene como solucidn la diferencia entre corchetes ante una causa nula, es
decir que la solucién sélo depende del circuito mismo, incluidos los posibles estados energéti-
cos establecidos en los elementos reactivos.

Este aspecto analizado puede verse como del circuito libre o de una respuesta propia
del circuito, o natural. Las dos formas de calificar las caracteristicas apuntadas permiten a su
vez denominar el resultado de la diferencia de las corrientes en cuestion. Dado que se ha utili-
zado la mayuscula de la inicial como subindice, para no confundir con una corriente inductiva,

se prefiere la segunda denominacion. Entonces la solucién de 6-4 suele llamarse corriente na-

tural iy (t).

Obtenida esta solucion y dado que iy (¢)=i,(¢)—i(¢) resulta ir(¢)=iy(¢)+ix (),
basta con calcular i, (t) por métodos propios del régimen permanente para completar la de-
terminacion de i, (¢)

Si se compara el aspecto matematico de este anadlisis fisico con el estrictamente clasi-
co matematico se comprueba que la respuesta natural representa la soluciéon de la homogénea
y la general la forzada siendo la suma en ambos casos la total.

En la suma propuesta para calcular i (7), como se vera, el aporte de iy (¢) involucra
constantes de integracién, cuyo valor se obtiene a partir de los valores que tuvieran la corriente

en el inductor y/o la tensién en el capacitor en ¢ = 0 de modo tal que i, (O) no determine saltos

instantaneos de la energia en cualquiera de los elementos reactivos.
Este ultimo detalle es equivalente a las siguientes premisas duales:
¢ En un inductor no pueden existir cambios abruptos de corriente, dado que se daria
di(t
o_
dt

el absurdo u, (t)=L

e En un capacitor no pueden existir cambios abruptos de tensién, porque entonces el
absurdo seria i.(t) = CM =00
dt

Antes de aplicar lo explicado, vale un detalle mas sobre aspectos de nomenclatura: la
solucién en régimen permanente también se puede identificar con el subindice P, la conse-
cuencia de la ecuacion diferencial con excitaciéon nula suele llamarsela libres, con el subindice
L (con el riesgo de confusién con resultados inductivos) y finalmente la T de transitorio es
también inicial de total como sindénimo de la suma que se realiza.

A continuacién se presenta el estudio de diferentes ejemplos en este aspecto de régi-
men transitorio en los cuales se ratificaran conceptos y premisas ya presentados y se comenta-
ran los resultados relevantes que surjan, ademas de responder la pregunta ¢cuél es la dura-

cion del régimen transitorio?
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6.2 Circuito RL

El primer caso se ilustra en las Figuras 6-2 y 6-3. Se aprecia que se ha simplificado con

un solo elemento reactivo y la consecuencia transitoria es causada por el cierre de la llave %,

que determina que una fuente de tension real, conformada por uf-(t) y R, active un inductor

L. La excitacion se lleva a cabo con una sefal funcion del tiempo con intencién de generalizar

este aspecto.

@ 2z

Figura 6-2 Figura 6-3

Para este primer caso, dado que la llave esté inicialmente abierta (Figura 6-2), no pue-
de haber corriente, por lo que el estado permanente previo al cierre de la llave (¢ =0—) implica
energia nula en el inductor. Cerrada la llave, ya se vio que la corriente que pretende imponer la
fuente de tensién no puede cambiar instantdneamente por lo cual en =0+ debe mantenerse
nula, fijando la condicion inicial para su posterior requerimiento en el calculo de
ir (1) =iy (1) +ir (1)

La formula anterior, como ya se explicara, se completa determinando la componente
natural y la componente forzada, determinaciones que son independientes entre si.

Siguiendo lo ya explicado, la componente natural es la corriente que se obtiene ha-
ciendo nula la causa en la ecuacion diferencial resultante de aplicar la segunda Ley de Kirch-
hoff al circuito serie consecuencia del cierre de la llave en la Figura 6-3 y cuyo resultado mues-
tra la Ec. 6-5.

diy (t
0=R.iN(z)+L.lN—() Ec. 6-5
dt
El método habitual de resolucion por separacion de variables da como resultado
dt diy (1) . . : - .
_L/_R =— (t) . El primer denominador (cociente entre la caracteristica de la parte reactiva di-
Iy

vidido la caracteristica de la parte no reactiva) tiene dimension correspondiente al tiempo que
no resulta dificil comprobarg; se denomina constante de tiempo y se identifica con 1. Asi la in-

tegracién de ambos miembros da la Ec. 6-6 da finalmente la expresion de la Ec. 6-7.

K

t ) iy(t
- In(iy(1))-In(K)= Zn(MJ Ec. 6-6
iv()=K-e" Ec. 6-7
Esta ultima expresion, considerando en general K # 0, indica que la corriente decrece

asintéticamente a cero o lo que es lo mismo que decir que esta componente natural rigurosa-

mente se anula en tiempo infinito y es la que a su vez decide la duracion infinita del transitorio.

® Recordar que ®L/R es adimensional.
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Sin embargo, refiriendo el tiempo transcurrido a la constante de tiempo, la Tabla 6-1 muestra

algunos resultados que luego se analizan.

Tabla 6-1: Porcentual de e_t/T respecto de su valor inicial para diversas relaciones de t/r
t/ 1 3 5 7 10
T [%] 36,8 49 0,7 0,009 0,004

Transcurrido un tiempo igual a t la exponencial vale el 36,8% de su valor inicial, infor-
macion que resultara de interés en todo este tema. A medida que el tiempo aumenta el porcen-
taje disminuye y para ¢ =5t resulta menor que 1% que a los fines practicos es un error acepta-
ble. Es decir que este intervalo de tiempo es un equivalente finito para considerar finalizado el
transitorio con el error aceptable mencionado. Es obvio que los siguiente tiempos, t=7t vy
t =10t son aproximaciones con errores significativamente menores para la consideracion prac-
tica de final del transitorio.

El planteo previo a la Tabla 6-1 y el analisis posterior dan dos respuestas a la pregunta
final de la seccion 6-1: rigurosamente los transitorios duran tiempo infinito, pero a los fines
practicos es comun adoptar valores finitos de 10t>¢>57.

Ahora la corriente transitoria resulta la de la Ec. 6-8.

ir(1)=K-e"" +i (1) Ec. 6-8

Esta expresion muestra mas claramente, que transcurrido =5ty dado que iy (t)

puede despreciarse frente a i, (z) esa corriente transitoria (también presentada en los detalles

sobre nomenclatura de los subindices como sinénimo de total) termina resultando la forzada
por la excitacion (en este caso una tension) y define el nuevo estado permanente.

Por ultimo para completar la Ec. 6-8 es necesario calcular i, (t) y luego determinar el
valor de K, que como ya se indico, se obtiene a partir de las condiciones iniciales de i, (t) .

Dado que por ahora se esta usando u (¢)como sefial generalizada, i. (1) debe consi-
derase también genérica y en consecuencia del mismo modo resulta K. En efecto, haciendo
t=0+ en la Ec. 6-8 resulta K =1, (O+)—iF (0 +), que reemplazada en la misma Ec. 6-8 de-
termina la Ec. 6-9 siguiente.

ir (£)= (i (0+) =ip (0+))-€ " +ix () Ec. 6-9

Como se vera con enfoque dual, el formato matematico de la anterior expresiéon se
mantiene para el caso de que el elemento reactivo sea capacitivo, estando en la expresiéon de
T la explicitacion del elemento reactivo en cuestion.

Volviendo al caso de las Figuras 6-2 y 6-3, completamente analizado en forma genéri-

ca, sigue el ejemplo para la excitacién una tensién continua uy (t) =U,y condicion inicial para

la corriente en el inductor nula (o sea energia nula). Al valor inicial de esta corriente se lo de-

signa genéricamente /,,, que para la condicion propuesta determina que /,,=0.
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Con estos datos del ejemplo resulta i, (0+)=i,(0-)=1,,=0 e i, (t)=U, /R, y a par-
tir de la anterior expresion i.(0+) = Uf/R . Haciendo los reemplazos en la Ec. 6-9 se obtiene la

solucién del ejemplo como muestra la Ec. 6-10, recordando que t=L/R.

U U U
iy (1) ==Lt U _Ur

- = (1—e—f/f) Ec. 6-10

Si el ejemplo cambia, porque por medio externo y previo al cierre de la llave las condi-

ciones iniciales no son nulas, o sea /;, # 0, también cambia i, (0+)=i.(0—)=1,,; con lo que,

realizando este reemplazo en la Ec. 6-9, ahora resulta la Ec. 6-11.
. U. U.
] = L ~t/t _f_ . —t/t _f _ —t/t )
zT(t)—[ILO Je tL=lye R(1 ) Ec. 6-11

Es interesante resaltar en la formulacion de la Ec. 6-11, que la corriente que inicialmen-
te existia en el inductor se extingue con el mismo formato exponencial que la corriente natural o
libre del propio circuito

Considerando, a modo de ejemplo, Uf =5V, R=4Q, L=10He [,,;=0,5A yporlo
tanto t=L/R=2,5s, IF:U/,/R:L25A; las Figuras 6-4 y 6-5 muestran las graficas de
iy (1), ir (1) e ir(¢) paralos dos casos estudiados.

1,5 15

i[A]
| | 1 i
1,0 +—If 10 Iy
ir iz
05 0,5
f 2 t
0,0 o [s] 0,0 [s]
25/./"7'5 1 12,5 15 115 20 25— 75 10 125 15 115 20
Inr

05 05 A

| / T Nz
1,0 1,0

A5 15
Figura 6-4: iy (1), iz(t) e i;(¢) para I,,=0A  Figura 6-5: i\(¢), ir(¢) e i;(¢) para I,,=0,5A

Si ahora se calcula la derivada en las expresiones de las Ec. 6-10 y 6-11 resulta res-

U, I U U, I U
pectivamente —L¢ /"y —=L0 o7t 4 —J 7" que para =0 dan —— y -2+ —/ o porlo
T T Rt Rt T Rt
. , . IF [F _[LO
visto en el parrafo anterior a la Ec. 6-10, — e —=.
T T

En las Figuras 6-6 y 6-7 (que corresponden a las 6-4 y 6-5, pero donde sélo se han

graficado i, (¢) e i, (7)) estan dibujadas las rectas tangentes en el origen cuya pendiente son

las anteriores expresiones analiticas para cada caso. La simple atencién grafica permite com-

probar que dichas rectas cortan a la asintota horizontal del valor final justamente para ¢t =r.
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14 1i [A] / 14 +i[A]

1,2

0,6 // 6 -
04 / 04
0,2 0,2

0,0 £Is1] 4, £[s]

0 25 5 7.5 10 12,5 15 0 2,5 5 7,5 10 125 15

Figura 6-6 Figura 6-7
Para ese valor particular del tiempo resulta e =e"=037 y en consecuencia puede

también comprobarse, para el caso de la Figura 6-6, que i(7)/ir(t=) es igual a

1-¢'=0,63 o0 en otras palabras que para ¢ =1t el transitorio estd a 37 % de su valor final.

Como se vera en los préximos ejemplos, las conclusiones resultantes de lo estudiado
hasta ahora son de aplicacion general consecuencia del concepto de dualidad tantas veces

presentado.

6.3 Circuito GC

En este caso, mostrado en las Figuras 6-8 y 6-9 nuevamente la respueta transitoria es

causada con el cambio de posicion de la llave k£ que hace que una fuente de corriente real con-

formada por i (t) y G, active un capacitor C. También en este caso la excitacion se hace con

una sefial genérica funcion del tiempo.

A

Figura 6-8 Figura 6-9

Si se presta atencion, el circuito propuesto es dual del primer caso presentado en el
seccion 6.2. En consecuencia, en las ecuaciones presentadas en dicha seccion, cambiando la
corriente serie en L por la tensién paralelo en C, ademas de L por C, R por G, los valores
iniciales de corriente por los valores iniciales de tension y las férmulas de calculo del valor final
de la corriente por el del valor final de tension; resultan las ecuaciones de este segundo caso.

Seguir estos cambios de formulacion también significa repasar al mismo tiempo la apli-

cacion del procedimiento para determinar en este caso u; (¢)=uy (¢)+u,(t) y se alienta al

lector a realizar esa comprobacion.
De esa comprobacién se destacan en la Tabla 6-2 algunos detalles obvios, conside-

rando las respectivas fuentes de excitacidon constantes en el tiempo, o sea en continua.
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Tabla 6-2

Eleme_nto Elemen_to Constante de tiempo|Componente natural Valor final
reactivo no reactivo
Circuito Figuras 6-2 y 6-3 L R t=L/R iv(t)=K-e"" ir(t)=U, /R
Circuito Figuras 6-8 y 6-9 C G t1=C/G uy(t)=K-e* up(t)=1;/R

Respecto al valor inicial que aporta a la determinacion de K en la componente natural,
en este caso corresponde a la tension en el capacitor que, como ya se dijo, no puede variar en
forma instantanea. Cabe recordar que dicha tension (que podria ser nula) esta relacionada con
el estado inicial energético que durante el transitorio se modifica para el nuevo estado energéti-
co definido por el valor final para la tensién y forzado por la fuente.

También es bueno insistir que, en rigor, dicha transicion se desarrolla en tiempo infinito;
aunque para t =5t practicamente puede considerarse resuelto (si se pretende ser mas punti-
lloso queda las otras opciones vistas en la Tabla 6-1). Y también la recomendacion de compro-

bar que inexorablemente también t=C/G tiene dimensién de tiempo.

Las graficas de las Figuras 6-4 a 6-7, insistiendo en el cambio de corriente por tension,
son las que representan la respuesta en el tiempo de este circuito capacitivo.

Y por ultimo, conocida la corriente en el inductor, i, (t) y/o la tension en el capacitor,
U (t) puede completarse el analisis de los restantes parametros del circuito con la formula-

cion mostrada en la Tabla 6-3.

Tabla 6-3
. di, (t .
Circuito Figuras 6-2 y 6-3 i, (1) ML(t)zLIIZTE) up(t)=R-iy (1)
X duc (t) . _
Circuito Figuras 6-8 y6-9 |  tc(?) ic(=C— = () =G uc(?)

Por ejemplo, la aplicacién de las férmulas de la seccién 6-2 al circuito capacitivo consi-

derando i, (t) =1, y un valor inicial en el capacitor U, # 0, dan los siguientes resultados.
Empezando por la version dual de la Ec. 6-11 resulta la tension en el capacitor como
muestra la Ec. 6-12.
ue()=Ugy - +i(1—e*‘/f) Ec. 6-12
G

Ahora, la derivada de la Ec. 6-12 multiplicada por C determina la Ec. 6-13.

: I,-C
io(t)= —U%C ety ﬁe"/r =(I,~Uqy-G)e™" Ec. 6-13

Y la Ec. 6-12 por G da la corriente en el elemento no reactivo segun la Ec. 6-14.
io(t)=Uco-G-e +1,(1-¢"") Ec. 6-14
Por ultimo se puede verificar con la primera Ley de Kirchhoff, la igualdad de la Ec. 6-15.

ic (1) +ig () =(1, ~Ucy-G)e +Ugy - G- +1,(1-7)=1, Ec. 6-15
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Considerando i, =5A, G=4S, C=10F e U,, =0,5V y por lo tanto 1=C/G=2,5s,
y Uy =1,/G=1,25V; la Figura 6-10 muestra la gréfica de u (), y la Figura 6-11 las de i (¢)

e i;(¢) pudiéndose ver ademas como se satisface la Ec.6-15.

i[A]

I

14 1 u[V] 5.0

1.2 I/G w0

10 / iclt)
0.8 4l 3.0
0.6 + / ’o
e —~Uq \ i)
0.2 1.0

t[s] \ t[s]

0.0 T

0 25 5 7.5 10 125 15 00

0 2.5 5 75 10 125 15

Figura 6-10: Grafica de la Ec. 6-12 Figura 6-11: Gréficas de las Ec. 6-13, 6-14, 6-15

6.4 Otras variantes circuitales y alguna conclusion

Existen otras configuraciones circuitales con perturbaciones que generan respuesta
transitoria para las cuales algunos de los resultados analizados en las secciones 6.2 y 6.3 si-
guen siendo validos.

En efecto, por ejemplo la transformacion de fuentes reales de los circuitos, con las lla-

ves ya conmutadas, de las Figuras 6-3 y 6-9 dan los circuitos de las Figuras 6-12 y 6-13.

S+

Figura 6-12 Figura. 6-13

Las transformaciones de las fuentes solo generan circuitos equivalentes en los que se
debe cumplir:

e En la Figura 6-12 la corriente, y consecuentemente la tensién en L, son respecti-

vamente las mismas que en el mismo componente en la Figura 6-3,
e En la Figura 6-13 la tension, y consecuentemente la corriente en C, son respecti-
vamente las mismas que en el mismo componente en el de la Figura 6-9.

Con este detalle ya conocido resulta luego facil determinar la corriente en G vy la ten-
sion en R y asi completar el analisis de los dos nuevos circuitos.

Con los recursos de dualidad y transformacion de fuentes se ha podido analizar las
cuatro posibles situaciones de transitorios causados por aplicacion, tanto de fuentes reales de
tensién como de corriente a cualquiera de los dos elementos reactivos.

Haber realizado el enfoque anterior es otra opcion de analisis y por otra parte también
una forma de verificar el resultado siguiendo el método de suma de componente natural y for-

zada para determinar la corriente en inductores o la tensién en los capacitores.
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Por otra parte, repasando los motivos que generan el régimen transitorio en un circuito,
con al menos un elemento reactivo, surgen algunas conclusiones interesantes.

e En efecto, ya se vio que en los componentes reactivos el cambio energético debido
a alguna perturbacion no puede realizarse en forma instantanea. O lo mismo, el pa-
saje de un régimen permanente a otro régimen permanente diferente al anterior re-
quiere un tiempom.

e Lo anterior es también equivalente al no cambio instantaneo de la corriente en un
inductor o al no cambio instantaneo de la tension en un capacitor.

e La componente natural resulta necesaria para asegurar esa transicién decreciendo

con ¢ /" a partir de la diferencia entre sus valores final e inicial. La forma de decre-
cimiento exponencial depende de la constante de tiempo, la que es directamente
proporcional al valor de la caracteristica reactiva (inductancia o capacitancia) e in-
versamente proporcional al aspecto no reactivo definido por la resistencia o la con-
ductancia equivalente que “ve” el elemento reactivo con las fuentes nulas. O sea,
cuanto mayor sea el valor de los elementos reactivos mas lento sera el transitorio
practico y a la inversa con los no reactivos ya que se favorece el cambio en el reac-
tivo.

e La componente natural debe realizarse sobre la corriente en circuitos inductivos y
sobre la tensién en circuitos capacitivos. Si la constante de integracion K es nula di-
cha componente natural no existe o sea no hay transitorio, el régimen es permanen-

te y forzado por la excitacion.

6.5 Circuito RL y GC excitado con alterna

Los ejemplos desarrollados en las secciones anteriores, si bien utilizan expresiones de
caracter general en las cuales las fuentes son consideradas variables en el tiempo, fueron apli-
cados con fuentes constantes en el tiempo, o de continua.

Se desarrolla a continuacién el ejemplo de transitorio en el caso del circuito de la Figu-
ra 6-2 pero ahora con u,(t)=U,,, -sen(ot +y) siendo la perturbacion el cierre de la llave en
t=0. La fase inicial ¢ se elige distinta de cero para dar generalidad al ejemplo. En efecto, pa-
ra el momento del cierre de la llave la tension aplicada podra ser de diferentes valores

(uf (0)=U, .4 ~sen(\u)) y como se vera mas adelante también es el caso de i, (0+).

El procedimiento es el mismo que se realiz6 en la seccion 6.2, o sea determinar i, (t)
e ip (t) La componente natural es obviamente la misma que la de la Ec. 6-7, mientras que la

forzada es consecuencia de calcular la corriente en el circuito excitado con la sefial de alterna.
Este calculo puede realizarse mediante fasores pero como debe expresarse en funcién del

tiempo la expresion final implica médulos de los complejos y la conversion a funcién armonica.

' Nuevamente se recuerda que dicho tiempo es matematicamente infinito, aunque en la practica pueda considerarse
acotado con un nimero entero de constantes de tiempo.
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O sea iF(t):(Umdx/«fRz+XL2)-sen(o)t+\y—¢), con tg(¢)=X,/R=or1, y esta ex-

presion en la Ec. 6-9 en definitiva da la Ec. 6-16

ir (t)= (’T(0+)_’F(O+ e+ (max/\fRz’LX ) n(ot+y—¢) Ec.6-16

Considerando i, (0+)=17,,=0 y siendo i, (0+) :( max/«fR2+X ) -sen(y—¢), con

estos datos la Ec. 6-16 se transforma en la siguiente Ec. 6-17.
ir (1) = —(Uma’x/«fRz +X,° )'sen(\u —¢)-e" + (Umdx/wfRz +X,° )'sen(wt +y—0) Ec.6-17

Si bien t=L/R es independiente de la excitacién como representa un tiempo puede
compararse con el periodo T =1/ f de la sefal alterna del ejemplo en estudio.

Considerando a modo de ejemplo una fuente de tension alterna de U, =1V,
T=002s (f=50Hz) 6 w=2n/T=31416rad/s y R=1Q , excitando un inductor con
1,,=0A. A continuacion se muestran graficas de iy (), ir (¢) e i, (¢) para dos valores dife-

rentes de L y y. En la Tabla 6-4 se consignan dos grupos con cada uno de dichos valores

ademas de los célculos de los otros parametros relevantes para las graficas de las Figuras 6-
14, 6-15, 6-16 y 6-17.

Tabla 6-4
L[H] v[] |t=L/R[s]| T z[Q] o[] | ir(0H)[A]

Grupo 1 0,01 90 0,01 0,5 3,297 72,34 0,092

Grupo 2 0,05 0 0,05 2.5 15,74 86,36 -0,0634
0.4 04

HA] i) g0 i[A]
0.3 02 —

i, / \rp(tJ

0.2 0.2 / i-(?')\\

ettt
et

- W \ ™
- N
03— | 03 \\ /

0.4 -0.4

Figura 6-14: i\(¢), iz (¢) e i;(¢), grupo 1, Tabla 6-4 Figura 6-15: Detalle de la Figura 6-14 en el origen

En la Figura 6-15 se aprecia que la curva azul correspondiente a la corriente forzada
por la excitacion tiene, en ¢ =0, el valor distinto de cero mostrado en la Tabla 6-4, obligando a
que la corriente natural arranque en ese instante con un valor igual y de signo opuesto para

asegurar la condicion inicial dada de /,, =0 A. Dado que corriente forzada inicial es de valor

positivo, la corriente natural hace “bajar’ al principio el resultado de la corriente total.
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Figura 6-16 iy (), i-(¢) e i,(¢), grupo 2, Tabla 6-4 Figura 6-17 : Detalle de la Figura 6-16 en el origen

Para la Figura 6-17 vale el mismo comentario hecho para la Figura 6-15, pero debe

apreciarse que el par de valores de L y y elegidos determina un valor de corriente forzada

inicial negativo y en consecuencia la corriente natural ahora hace “subir’ el resultado de la co-
rriente total.

En definitiva, con menor o mayor incidencia, durante el transitorio la corriente resulta
asimétrica con crestas con valores absolutos mayores que los maximos del estado permanente
(como se aprecia en las sinusoides anaranjadas superpuestas a las azules en los graficos de
las Figuras 6-14 y 6-16). En el caso de la Figura 6-17 la primera cresta es aproximadamente
80% mayor.

Otra observacion interesante para estos dos ejemplos presentados es que para la pri-

mera constante de tiempo en 2,5-T se llega al régimen permanente y no son tan notables las

diferencias de los valores iniciales de las crestas. En cambio para la segunda constante de

tiempo recién en 12,5-T se consigue la condicién permanente y con mas crestas mayores.

Y por ultimo, para la misma excitacion, el caso y=¢ que determina que
ir (0+)=(U,4/Z)-sen(y—¢) =0, es decir coincidente con el valor inicial nulo en el inductor y

por lo tanto no hay transitorio y es nula la componente natural. Las Figuras 6-18 y 6-19 son ob-

via muestra de este caso

0.08 0.08
A AN FAD R i[A]

006 LAl 1al In WA . 0 . W 0.06

- I n 0:04 Af) Er‘f(k
- | |/ \

Iy
/ t[s] 000 ) 11s]
005 oft 015 o2 025 0.005 0.p 0.015 02

0.02 -0.02 \ /
0.04 -0.04 \ /
-0.06

0.06 = ]

L

0.00

[ ==
==

-0.08

-0.08

Fig. 6-18 Fig. 6-19

Por dualidad, todo lo analizado para el circuito serie vale para el paralelo GC y las
transformaciones de fuente permiten conocer el comportamiento de las otras versiones serie o

paralelo como se vio en la seccion 6.4.
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6.6 Circuito RLC

En esta ultima seccién se presenta el estudio del circuito presentado al principio, en la
Figura 6-1, que incluye los dos elementos reactivos teniendo en cuenta las posibles condicio-
nes iniciales tanto en el inductor como en el capacitor.

El procedimiento de analisis propuesto requiere conocer las ya reiteradas componentes
natural y forzada. Esta Ultima se resuelve con métodos en régimen permanente ya conocidos,
sea en continua o en alterna. En cambio es necesario atender el calculo de la componente na-
tural ya que, se vera, da tres posibles respuestas.

Retomando la Ec. 6-4, ecuacion integro diferencial de la componente natural para el

circuito en cuestién, que se repite en la Ec. 6-18.

dl;fh(t) +% RAGR Ec. 6-18

Derivando la anterior, resulta la clasica ecuacion diferencial de segundo orden igualada

0=R-iy(t)+L-

a cero de la Ec. 6-19

.. d’iy (1) L. i () L ()

> d C =0 Ec. 6-19
dt t

Considerando la solucion iy (1)=K -e”, reemplazada en la Ec. 6-19 resulta:

, . Ke! 1 R 1
Ls®Ke" + RsKe" + 8 — [ + R+ —=5> + 54 —=0 Ec. 6-20
c C L”LC

Y finalmente, las raices solucion de la ecuacion de segundo grado, consecuencia de la
simplificacion en la Ec. 6-20, resultan s, =-a+\o’—ay y s, ——a—Joa’ —w siendo

1 . . -
y ®, = ——— . Si ademas se llama B =\/a’ —w? la solucién finaimente es:

_2-tL JL-C

iy(1)=K, - +K,-e" =K, - P 1 K, L) Ec. 6-21

Analizando la Ec. 6-21 y sus parametros componentes surge lo siguiente:
e La componente natural ahora esta constituida por dos funciones exponenciales.

e lasraices s, y 5, pueden ser:
= reales y distintas si aa>w, y .. B real
= complejas conjugadas si a <, y .. B imaginario (jB)
= reales y coincidentes si o=, y .. p=0
e La obtencién de los valores de K, y K, s6lo depende de los valores iniciales en los

dos elementos reactivos, como ya se explico, pero vinculando el valor inicial en el

inductor (corriente) con i (0) y el valor inicial en el capacitor (tension) y con

iy (0)
dt

L

y Rir(0).

' sigue siendo 1, =L /R
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Obtenidas las constantes y teniendo en cuenta las posibilidades apuntadas para s,
y s5,, iy (0) resulta:

* una sefial denominada amortiguada para o > o, ,

* una sefial denominada oscilatoria amortiguada para o. < m,

= una sefial transicion entre las anteriores denominada critica para o.= o,

A modo de ejemplo de lo analizado se considera el caso particular de excitacién y co-
rriente inicial nulas y una tension inicial en el capacitor, siendo ésta la causante de que exista
iy(¢). O sea en el circuito de la Figura 6-20: u,(1)=0y por lo tanto i, (0)=0, I,,=0y

1

-,

UC 0

_1 UCO 12
2= e .

U #0, con lo que resultan K, = i
P

Sy
La Tabla 6-5 muestra los valores de K, y K, para los casos amortiguados y oscilato-

rios amortiguados y las consecuentes formulas de la componente natural.

Tabla 6-5
Amortiguado Oscilatorio
o> o, o<,
Sy ) S8, K, =-K, Sy S) S8, K, =-K,
Uco ; : . Uco

—a+ -0 - 2 - —o.+ jp —a—jp J2B o

o+p =P P 2BL J2BL

pr _ Bt Bt —jBt
iN(t):he’“’ € ¢ :%e’wsenh([_’)t) iN(t)zhe’m g —° =he’°"sen(ﬁt)
L 2B BL L 2B BL

La condicion critica determina que =0, lo que implica que Bt sera “pequefio" para
cualquier 7. Con esta consideracion, tanto senk(pt) como sen(fz), pueden aproximarse a ¢

y las dos ecuaciones de la Ultima fila de la Tabla 6-5 resultan coincidentes e igual a
; UCO —at e e e, .
iy (1) =Tte para esta ultima condicion analizada.

Analizando las tres ecuaciones resultantes y los pardmetros en ellas involucrados re-

sultan algunos detalles interesantes:

NS

oscilacién arménica de la respuesta natural, razén por la cual la frecuencia de dicha

Los dos elementos reactivos a través de o, = muestran la posibilidad de una

pulsacion se denomina también natural

El elemento no reactivo R, involucrado en o y a través de o en 3, tiene las si-
guientes implicancias segun sea su valor:

» Si R =0 (caso solamente tedrico), la respuesta seria una oscilacion constante con

pulsacion w, .

2 se deja al lector el célculo de K, Y K, .
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= A medida que R aumenta de valor, o decrece, y el factor exponencial depen-
diente del mismo, determina un amortiguamiento cada vez mas acentuado, ha-
ciendo que las oscilaciones de la respuesta se extingan mas rapidamente y la pul-

sacion de la misma, 3, también sea progresivamente menor.
= Para un valor particular de R en este aumento, B resulta nulo dando la respuesta
critica a partir de la cual ya no se consigue la posibilidad de oscilacion.
Para ejemplificar, con L=1H, C=1F, [,,=0, U,, =125V y para cinco valores

de R crecientes, en la tabla 6-6 se consignan los resultados de todos los parametros involucra-
dos en las tres ecuaciones de la componente natural de la corriente para su posterior ilustra-

cion de sus representaciones.

Tabla 6-6
R[Q] o, [rad/s] a[l/s] B[1/s]
0,05 1 0,025 1
1 1 0,5 0,866
2 1 1 0
5 1 2,5 2,291
10 1 5 4,899

La Figura 6-20 muestra las correspondientes representaciones y la Figura 6-21 un de-

talle de la anterior para los 5 s iniciales

15 15
i[A] i[A]

/\/R:0,0S Q | ——Fose
1.0 B
/ R=1
05 1 rro—~
R=5(

)\
11s],
0.0 R=10-Q) —
05

Figura 6-20 Figura 6-21

Se propone al lector hacer un resumen con las conclusiones relevantes que surjan del

analisis de las anteriores curvas.
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APENDICE A
Nomenclatura y simbologia

Con el discurrir del tiempo y luego de consultar innumerable cantidad de bibliografia se
ha podido comprobar la falta de coherencia respecto de la nomenclatura y simbologia (NyS)
utilizadas en las unidades de los parametros eléctricos y en la representacion de circuitos eléc-
tricos. Fundamentalmente, el tema se hace critico cuando el estudiante debe adecuarse a una
NyS con la cual se desarrollan los temas de Fisica, luego la NyS cambia cuando debe estudiar
Teoria de Circuitos, hasta que en la ultima parte de la carrera ocurre algo similar con las asig-
naturas de afios superiores, tanto de la especialidad Eléctrica como Electrénica. Durante este
trayecto, el estudiante debe acomodarse a estos inutiles cambios que provocan distraccion o
pérdida de la concentracion del estudio especifico, debido al esfuerzo adicional que implica
acostumbrarse a manejar una nueva NyS, 0 a una mezcla de una nueva y una ya conocida.

Esta situacion se ve lamentablemente favorecida o fomentada, por una parte, debido a
la inmensa variedad de bibliografia existente, cuyos autores han adoptado una u otra NyS; y
por otra parte, como consecuencia de los mismos docentes, que a su vez, han preferido utili-
zar, sin establecer un criterio razonable, su propia NyS.

Asimismo, la vida profesional también pone de manifiesto estas situaciones, observan-
dose que algunos utilizan una nomenclatura y/o simbologia, y otros otra; resultando, al princi-
pio, tedioso “entenderse” hasta decidir finalmente qué NyS utilizar en los trabajos en conjunto.

Esto ultimo resulta mas trascendente cuando se encuentran individuos de formacion
“electrénica” (formados por bibliografia anglosajona) y “eléctrica” (formados por bibliografia
alemana, italiana, rusa o europea en general), debido a la necesaria interaccion de ambas es-
pecialidades; dado que en este punto también se establecen algunas diferencias.

La evolucién de los textos bibliograficos surgidos en los Ultimos afos parece marcar
una tendencia, aunque aun no del todo definida, respecto de esta cuestion; fundamentalmente
en lo referente a la simbologia, y no tan asi para el caso de la nomenclatura.

El objetivo de este capitulo es proponer el ordenamiento y la unificacion de la NyS, en

base a normas internacionales vigentes y a la tendencia de la bibliografia actual.
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A.1 Nomenclatura

Segun el diccionario de la lengua castellana, sinénimos de nomenclatura son lista o ca-
talogo. La definicion es: conjunto de las voces técnicas y propias de una ciencia o de un arte.

Hasta el momento, se ha venido observando el uso de ciertos vocablos; los cuales,
pueden clasificarse de la siguiente manera:

a) Inherentes a nuestro idioma.

b) Adaptaciones que derivan de los nombres de las unidades de medida de las respec-

tivas magnitudes.

c) Otros que, por ser de origen angloparlante o de otro idioma y no contar con un equi-
valente castellano, son adoptados sin cambios 0 con minimos cambios por nuestra
lengua.

Un caso tipico entre todos estos es tension. En [1] se hace referencia a una frase de

André Marie Ampére: “..llamaré a la primera tension eléctrica y a la segunda corriente eléctri-
ca...”. Esto significa que, al menos para los latinos, esta etimologia deberia ser respetada.

Es costumbre que aun en la actualidad se utilice la palabra voltaje para referirse a la
tension. Se entiende que esta denominacién surgié como consecuencia de la proliferacion de
bibliografia de origen angloparlante, sobre todo referida a temas de electrénica, cuyos traducto-
res adoptaron o castellanizaron vocablos de origen anglosajon, cuando ya existia una palabra
mas que adecuada y no forzada para denominar la magnitud en cuestion.

Otro tanto ocurre con amperaje o vataje. Para el primer caso, ademas de la denomina-
cion acufiada por Ampére, nuestra lengua dispone acertadamente del tradicional vocablo inten-
sidad (de corriente); y para el segundo, potencia (activa).

El cuestionamiento de estos aspectos surge de que, tanto voltaje, amperaje o vataje,
provienen de Volta, Ampeéere o Watt; que, como ya sabemos son las unidades de las magnitu-
des en cuestion. Mas aun, lo cuestionado de esta situacion es la pretendida traduccién de ape-
lidos de personajes célebres de la ciencia. En el caso de voltaje el error ya viene de arrastre de
otro idioma, pues es bien sabido que los angloparlantes utilizan la palabra voltage.

La inquietud planteada surge respecto de lo anteriormente expuesto, teniendo en cuen-
ta la bibliografia actual, y en particular la que trata temas de electrénica; dado que en el caso
de la bibliografia que desarrolla temas eléctricos, esto no ocurre tan asiduamente; sea porque
tradicionalmente se cuenta con textos desarrollados por especialistas vernaculos, italianos,
franceses, alemanes o incluso rusos, en los cuales se respetan las denominaciones tradiciona-
les de los parametros involucrados.

Un caso curioso respecto del tema de como se trata la nomenclatura segun el idioma y
al que vale la pena hacer mencion es [2], que en la version citada (en inglés) utiliza voltage,
mientras que en la publicacién [3], versién en castellano de [2], la palabra utilizada es tensién.
El caso indicado resulta representativo, ya que el vocablo original aleman spannung significa
tensioén, tanto mecanica como eléctrica.

En este juicio de valor no existe animosidad respecto del progreso o la evolucion lin-

guistica, ni contra la practicidad de la utilizacién de ciertos vocablos, sino que en virtud de la
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rigueza de la lengua castellana, resulta inutil castellanizar vocablos que ya tienen una corres-
pondencia en nuestro idioma, ademas de efectuar traducciones de apellidos, lo cual podria re-
sultar una irreverencia hacia los titulares de los mismos.

Un capitulo aparte merecen las denominaciones involucradas en el apartado c) de la
clasificacion dada. El avance tecnoldgico, en particular en el campo de la electrénica, ha hecho
que surgieran dispositivos nuevos, sin antecedentes o versiones tecnoldgicas anteriores. Es
I6gico pensar que el inventor de cierto mecanismo o dispositivo tenga derecho también a inven-
tarle un nombre o adecuar una palabra, grupo de palabras o juego de palabras para identificar
determinado elemento. Esto es lo que resulta evidente ocurrié en este caso. ; Cémo se podria
traducir transistor si nunca antes de ser inventado habia existido nada similar?

Debe recordarse que transistor proviene de la conjuncién de dos vocablos de origen
inglés: transfer resistor.

Algo similar ocurre con flip-flop, a la cual algunos traductores le asignaron, con la mejor
buena voluntad, el vocablo biestable; aunque para muchos sigue siendo sencillamente flip-flop.

Casos diferentes lo constituyen diodo y unijuntura. La palabra diodo proviene de diode,
y para unijunction se encontré la traduccion "perfecta": unijuntura.

Hasta aqui, el presente capitulo no pretende imponer condiciones en cuanto al uso de
la lengua. Sélo se hace una revision histérica, intentando justificar el por qué de algunas situa-
ciones inquietantes para algunas personas, a quienes les preocupa la correcta expresion oral y
escrita. La intencion es proponer una forma coherente y académica de expresion, sin necesi-
dad de recurrir innecesariamente a voces extranjeras.

Para finalizar, se efectuan algunas aclaraciones relativas a un tema al cual no se le
presta la debida atencion y que es a menudo objeto de uso incorrecto.

Generalmente cuando se hace referencia a los elementos pasivos de un circuito eléc-
trico, se menciona indiferentemente capacitor o capacitancia, inductor o inductancia y resistor o
resistencia. Pero ;es correcta esta “indiferencia®? La respuesta es: NO. El elemento fisico, tan-
gible, que se puede fabricar o comprar en el comercio debe tener una denominacion que lo dis-
tinga de su cualidad o magnitud fisica. Esa “diferencia” necesaria es la indicada lineas mas
arriba. Los elementos fisicos se denominan en forma correcta: capacitor, inductor, resistor. Las
cualidades o magnitudes fisicas: capacitancia, inductancia, resistencia. En general, estas acla-
raciones no se hacen expresas en los textos o bibliografia; de aqui que se extienda la confu-

sion y se generalice el trato “indiferente” ya mencionado.

A.2 Simbologia

Se entiende por simbologia, desde el punto de vista eléctrico, todo lo referente a como
debe representarse un circuito para una adecuada comprension: como deben ser los dibujos
que representan a determinado elemento, qué simbolos literales usar, tanto para la representa-
cion de las variables o parametros del circuito, asi como las unidades de las magnitudes de di-

chas variables y parametros.
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¢, Cual es la ventaja que ésto representa? Bien es sabido que si no se contara con la
expresion grafica de un circuito, resultaria muy complejo describir sélo con palabras la confor-
macion del mismo y asi analizar su comportamiento. Cuando un especialista mira el dibujo de
un circuito, de un golpe de vista puede reconocerlo y hasta efectuar un somero analisis mental
del funcionamiento.

Asimismo, si el dibujo no se presenta con la suficiente claridad, puede resultar hasta
tedioso su estudio.

La manera de revertir esta situacion es, ademas de procurar orden y prolijidad en el di-
bujo en si mismo, utilizar la simbologia adecuada y precisa para cada caso, evitando ambigtie-
dades de representacion, pero a la vez lograr la simplificacion de la misma.

Las unidades de medida, aun cuando existen normas y bibliografia que claramente in-
dican la simbologia correspondiente, son objeto de distorsiones en distintos ambitos.

La Tabla A-1 muestra las magnitudes utilizadas en electrotecnia, con sus nombres,
simbolos y unidades. Esta tabla esta basada en gran medida en [4], [5], [6], [7] Y [8].

La simbologia presente en la Tabla A-1, extractada fundamentalmente de [4], merece
algunas aclaraciones. Los simbolos de los parametros fisicos son los tradicionalmente utiliza-
dos en la bibliografia; observandose que, en general, corresponden a letras mayusculas de los
alfabetos latino y griego y, ademas, se escriben en cursiva y negrita.

Tabla A-1: Simbolos y unidades de los parametros fisicos utilizados en electrotecnia

PARAMETRO FiSICO UNIDAD PARAMETRO FiSICO UNIDAD
Nombre Simbolo Nombre Simbolo| Nombre Simbolo Nombre Simbolo
[6] [71 [6] [71
diferencia de potencial U permeabilidad u henry/metro H/m
o tension volt \% resistividad p ohm metro Q'm
fuente de tension Uy resistencia R
fuente de corriente I impedancia A ohm Q
- ampere A -
corriente 1 reactancia X
carga eléctrica q coulomb C conductancia G
campo eléctrico E Volt/metro V/m admitancia Y siemens S
densidad de corriente J ampere/metro”® | A/m’ susceptancia B
capacitancia C farad F conductividad o siemens/metro S/m
permitividad & farad/metro F/m potenmg P watt W
(carga activa)
campo magnético H ampere/metro A/m carga reactiva volt amp\ze reacti- var
fuerza magnetomotriz Fm Ampere vuelta Av carga aparente volt ampere VA
induccién magnética B tesla T energia, trabajo w joule J
flujo magnético ¢ weber Wb periodo T
: . constante de segundo S
autoinductancia L ) T
henry H tiempo
inductancia mutua M frecuencia f hertz Hz
factor de acoplamiento k adimensional pulsacion w radian/segundo rad/s
reluctancia % 1/henry H'

Los simbolos de las unidades merecen una atencion especial, dado que se advierten
frecuentes errores en su utilizacion. Dado que algunos provienen de iniciales nombres propios
(Ampeére, Coulomb) y otros de iniciales de nombres comunes (segundo, radian); debe obser-
varse que los primeros se escriben con mayuscula y los segundos, con minuscula [6]. Si dos
unidades poseen la misma inicial (henry, hertz), para diferenciarlas se agrega a una de ellas

alguna otra letra del nombre en minuscula (H, Hz). Un caso particular es el var (volt ampere

121



reactivo) que, por ser la combinacién de dos nombres propios mas un adjetivo que indica una
caracteristica particular, se optd por crear una palabra (en minuscula) que designe a la unidad;
no ocurrié lo mismo con VA (volt ampere). Ademas los simbolos derivados de nombres propios
no tienen plural y cuando se escribe la palabra completa, se lo hace con minuscula, de acuerdo
a lo indicado por [5].

A modo de aporte adicional, en la Tabla A-2 se presenta la lista de prefijos correspon-
dientes a los multiplos y submultiplos de las unidades fisicas, extractado de [9] y verificado en
[8].

En este punto es importante aclarar que el prefijo k no se escribe con mayuscula, sino
con minuscula. La aclaracion se hace manifiesta puesto que es un error muy comun de encon-

trar, incluso en mucha bibliografia especializada.

Tabla A-2: Prefijos de multiplos y submuiltiplos de las unidades fisicas

Prefijo Ejemplo
Factor Nombre Simbolo

10* yotta \ 1YJ=10%J
10*" zetta z 120=10*'Q
10" exa E 1EW=10""W
10" peta P 1Pm=10"m
10" tera T 1THz=10"Hz
10° giga G 1GT=10°T
10° mega M 1IMV=10%V
10° kilo k 1kA=10°A
10° mili m 1mWb=10"Wb
107 micro n 1uF=10"F
10° nano n 1nH=10°H
10" pico p 1pC=10"%C
10" femto f 1fs=10"%s
107® atto a 1aw=10"%w
107 zepto z 120=10%'Q
10 yocto y 1yWV=102v

A.3 Representaciones graficas

A pesar de lo expuesto, la nomenclatura usada aun actualmente, puede llevar a confu-
siones; o simplemente puede ocurrir que no exista un acuerdo para denominar tal o cual mag-
nitud de forma univoca.

De la misma forma, la representacién grafica de los elementos de un circuito resulta
muy variada, segun la bibliografia consultada, o inclusive segun el "gusto" de cada interlocutor.
Otro tanto ocurre con la identificacion literal de tales elementos.

Generalmente, y por citar un ejemplo, es frecuente ver representadas las fuentes de-
pendientes e independientes con el mismo simbolo. De lo expuesto en parrafos anteriores, se
advierte la inconveniencia de esto. De hecho, la mayoria de la bibliografia actual tiene en cuen-
ta esta situacién tal como se puede apreciar simplemente hojeando [1], [10], [11], [12] y [13], ¥
en lo expuesto en este capitulo se toma cuenta de ello.

Para una rapida comprensién, sean los siguientes ejemplos:
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Figura A-1: Circuito en continua Figura A-2: Circuito en alterna Figura A-3: Circuito con se-
senoidal fales en funcién del tiempo
arbitrarias

A.3.1 Circuito en continua

Como se observa en la Figura A-1, hay una fuente de corriente independiente. Este ti-
po de fuente (independiente) se simboliza mediante un circulo; en este caso, dado que la fuen-
te es de corriente, se coloca en su interior una flecha que indica el sentido asignado a la mis-
ma. Si la fuente independiente hubiese sido de tension, en lugar de una flecha se habria colo-
cado un juego de simbolos + y -, indicando qué polaridad tiene asignado cada borne segun la
ubicacién de los mismos.

Como se ve, el circuito posee dos fuentes dependientes, una de tension y otra de co-
rriente. El simbolo en este caso es un rombo. Se debe observar que se mantiene la identifica-
cion indicada en el parrafo anterior respecto de si se trata de fuente de tensién o de corriente.

La intensidad y sentido de la circulacion de cargas en un elemento, es decir la corrien-
te, se indica con una flecha préxima a dicho elemento y no se ubica la flecha sobre los conduc-
tores. El sentido de la corriente asi indicada se puede hacer coincidir con la de malla, lo cual
facilita el analisis en algunos casos.

Asimismo, la tensién se simboliza mediante los signos + y -, segun la polaridad de los
potenciales que la causan y no mediante flechas, evitando la confusién con una corriente.

Los elementos del circuito se designan con letras mayusculas, que a su vez represen-
tan sus caracteristicas eléctricas, y subindices necesarios para completar la identificacion.

Las tensiones y corrientes en los elementos también se designan con mayuscula, utili-
zandose U para las primeras e I para las segundas, con los subindices que correspondan.

De igual forma, los ejes de las curvas caracteristicas del transistor, por ejemplo, tam-
bién se deben identificar con mayuscula, dado que las mismas son "estaticas".

Las fuentes merecen una mencion especial, dado que por su caracteristica de fuentes
de energia podria asignarse una identificacion distintiva: Uy para las de tension e I para las de

corriente (con el subindice f, por fuente).

A.3.2 Circuito trifasico (senales de alterna de frecuencia Unica)

En este caso, Figura A-2, se trata de un circuito trifdsico, donde existe una unica fre-
cuencia en las senales, dado que la pulsacion de las tres fuentes es la misma y se considera
que no hay elementos alinéales.

Basicamente se respetan las premisas indicadas en el apartado A.3.1 respecto de las
fuentes, tensiones, corrientes y elementos pasivos, que en este caso pueden ser resistivos,

reactivos o combinaciones de ambos.
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La nueva y Unica caracteristica adicional es que, dado que en este caso los parametros
pueden representarse como numeros complejos, los simbolos literales poseen una raya inferior

que identifica tal condicion matematica.

A.3.3 Circuito con fuente de tension generalizada (dominio del tiempo)

Este caso, Figura A-3, podria corresponder a un circuito en estado transitorio, o a un
circuito con fuente de tension poliarménica, entre otros.

Las tensiones y las corrientes en estos casos se identifican con letras minusculas y de-
pendientes del tiempo, como ocurre con las funciones matematicas.

Al igual que en los casos anteriores, los simbolos para la representaciéon de fuentes,
tensiones, corrientes, no cambian.

Como esta forma de representacion de las variables es general, u(?) e i(f) también po-

drian representar tanto a una constante (independiente del tiempo) o una senoidal.

A.4 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una propuesta de unificacion de la nomenclatura y la
simbologia para la representacion de circuitos eléctricos.

Una de las consecuencias favorables de la propuesta presentada se observa en los
ejemplos mostrados a lo largo de articulo: de un golpe de vista se identifican los elementos del
circuito, en forma inmediata se advierte si el circuito es de continua, alterna o si las sefiales son
de tipo especial, se diferencian inmediatamente las corrientes y sus sentidos y las tensiones y
sus polaridades.

Como se menciond en la introduccidn, el objetivo de este trabajo es proponer un orde-
namiento que, en vista de las tendencias actuales respecto de la normalizacién, deberia ser te-

nido en cuenta.
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APENDICE B
Modelo

Se puede describir a la ingenieria como la actividad orientada a resolver problemas
sometidos a restricciones. Para ello deben combinarse el estudio de la matematica y las cien-
cias naturales y sociales.

El arte de la ingenieria consiste en tomar una idea y desarrollarla para producir bienes
de utilidad para la sociedad.

Para ello es debido: analizar el problema, sintetizar la solucién mas adecuada, evaluar
los resultados y eventualmente re sintetizar la solucién.

En ingenieria se utilizan modelos para el desarrollo de las tareas mencionadas. Los
modelos permiten manejar los parametros y establecer limites en las caracteristicas de opera-
cion de los dispositivos.

Desde el punto de vista de un circuito eléctrico, es posible definir modelo como un obje-
to, o un conjunto de objetos, o una ecuacion que representa a un elemento o a un circuito.

En este apéndice se extiende la definicion de modelo, ilustrando dicha definiciéon con

algunos ejemplos.
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B.1 Modelo

Parafraseando nuevamente el Diccionario de la Lengua Espafola, en sus acepciones
32y 42, define modelo como “representacion en pequefo de alguna cosa” y “esquema tedrico,
generalmente en forma matematica, de un sistema o de una realidad compleja que se elabora
para facilitar su comprension y el estudio de su comportamiento”, respectivamente.

Tanto en ciencias puras como en ciencias aplicadas, se denomina modelo al resultado
del proceso de generar una representaciéon abstracta, conceptual, fisica, matematica, grafica o
visual; de fendmenos, sistemas o procesos a fin de analizar, describir, explicar, simular (en ge-
neral para explorar, controlar y predecir) esos fendmenos o procesos. Se considera que la
creacion de un modelo es una parte esencial de toda actividad cientifica.

Para hacer un modelo es necesario plantear una serie de hipétesis, de manera que lo
que se quiere representar esté suficientemente plasmado en la idealizacién; aunque también
se busca, normalmente, que sea lo bastante sencillo como para poder ser manipulado y estu-
diado.

Asi es que se tienen diferentes tipos de modelos

e Modelo fisico: es una representacion o copia (generalmente a escala, ya sea ma-
yor o menor) de algun objeto de interés y que permite su examinacién en diferente
circunstancias (por ejemplo, una maqueta o un prototipo). La escala no es necesa-
riamente la misma en todos los ejes; por ejemplo, en modelados topograficos a ve-
ces se utilizan diferentes escalas verticales y horizontales.

¢ Modelo matematico: se busca representar fendmenos o relaciones entre ellos a
través de una férmula matematica.

¢ Modelo numérico: permite “experimentar”, a través de simulaciones en una compu-
tadora, modelos matematicos o logicos.

e Modelo analégico: se basa en las analogias que se observan desde el punto de
vista del comportamiento de sistemas fisicos diferentes que, sin embargo, estan re-
gidos por formulaciones matematicas idénticas. Por ejemplo, hasta los afios 1970 el
modelado de sistemas de aguas subterraneas se realizaba con redes eléctricas de
resistencias y capacitores. Este procedimiento, bastante engorroso y costoso se
sustituyé con el modelado puramente matematico en la medida en que aumentd la
capacidad de las computadoras y se popularizé el uso del calculo numérico.

A pesar que hay poca teoria generalizada acerca del empleo de modelos, la ciencia
moderna ofrece una coleccién creciente de métodos, técnicas y teorias acerca de diversos ti-
pos de modelos. En la practica, diferentes ramas o disciplinas cientificas tienen sus propias
ideas y normas acerca de tipos especificos de modelos.

En el apartado siguiente, y a modo de ejemplo vulgar, se presenta el desarrollo del

modelo de una linterna.
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B.1.1 Modelo de una linterna
Con el objeto de ilustrar el desarrollo de un modelo se ha elegido una linterna, dado
que resulta un sistema practico cuyos componentes son muy conocidos. Las Fotos B-1 y B-2

muestran una linterna comun y sus distintos componentes, respectivamente.

Foto B-1: La linterna Foto B-2: Componentes de la linterna por separado

Cuando se considera una linterna como un sistema eléctrico, los componentes princi-
pales son: (1) las pilas, (2) la lampara, (3) el conector helicoidal, (4) el cuerpo y (5) el interrup-
tor. Se puede determinar ahora un modelo de circuito para cada componente.

Una pila seca mantiene una tension bastante constante si la corriente no es excesiva.
Por lo tanto, si la pila seca opera dentro de los limites para los cuales fue disefiada, se puede
modelar con una fuente de tensién ideal. Entonces, la tension prefijada es constante e igual a
la suma de los valores de las dos pilas secas.

El resultado final de la linterna es energia luminosa, la cual se obtiene calentando el fi-
lamento de la lampara a una temperatura suficiente como para causar radiacién en el espectro
visible. Se puede modelar el filamento mediante una un resistor ideal. El valor de la resistencia
de dicho resistor representativo de la lampara tiene que ver con el requerimiento constante de
corriente para las pilas, una caracteristica interesante del sistema. En este modelo, R, simboliza
la resistencia de ese resistor.

El conector que se usa en la linterna sirve para dos fines. Primero, proporciona un ca-
mino conductor eléctrico entre las pilas y el cuerpo de la linterna. Segundo, esta formado por
un resorte helicoidal de modo que pueda aplicar una presion mecanica a los contactos entre las
pilas y la lampara. El propdsito de esta presion mecanica es minimizar la resistencia de contac-
to entre las dos pilas y entre las pilas y la [ampara. Por lo tanto, al escoger el alambre para el
conector, se puede encontrar que las propiedades mecanicas del alambre determinan la elec-
cion del material y el tamafo. Eléctricamente, se puede modelar el conector con un resistor
ideal. En este caso, ese resistor de resistencia R modela el conector helicoidal.

Si el cuerpo de la linterna es metalico, el mismo tiene dos propdsitos: uno eléctrico y
uno mecanico. Desde el punto de vista mecanico, el cuerpo sirve para contener las pilas y de
soporte al conjunto; desde el punto de vista eléctrico, conduce las cargas que determinan la co-
rriente. Es decir, el cuerpo es un eslabon en el camino eléctrico entre las pilas y la lampara.

Como se trata de un conductor metalico, se puede modelar su comportamiento eléctrico me-
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diante otro resistor ideal, que es posible representar con resistencia R.. Si la linterna tiene un
cuerpo de plastico, una tira metalica dentro del cuerpo conecta el conector con el interruptor.
Esta tira es necesaria porque el cuerpo de plastico no es un conductor eléctrico. Una resisten-
cia ideal también sirve para modelar a la tira de metal.

El ultimo componente es el interruptor. Desde el punto de vista eléctrico, el interruptor
es un dispositivo biestable, pues esta cerrado o abierto. Un interruptor ideal no ofrece resisten-
cia a la corriente cuando esta cerrado, pero presenta una resistencia infinita cuando esta abier-
to. Estos dos estados representan los valores limite de una resistencia; es decir, el estado ce-
rrado corresponde a una resistencia de valor numérico cero y el estado abierto corresponde a
una resistencia de valor numérico infinito. Estos dos valores extremos reciben los descriptivos
nombres de cortocircuito (R = 0) y circuito abierto (R = «), ya mencionados en parrafos anterio-
res. Las Figuras B-1a) y B-1b) muestran la representacion grafica de un cortocircuito y un cir-
cuito abierto. El simbolo de la Figura B-1c) representa el hecho de que un interruptor puede ser
un cortocircuito o un circuito abierto, dependiendo de la posicion de sus contactos.

a)o—o

b)o— —e

Apagado
o —°
Encendido
Figura B-1: Simbolo de circuito para: a) un cortocircuito, b) un circuito abierto, c) un interruptor.

Se puede construir ahora el modelo de circuito de la linterna. Se debe observar que los
componentes de la lampara se conectan en linea o en serie. Es decir, comenzando por las pi-
las, el terminal positivo de una pilase conecta al terminal negativo de la otra, como se aprecia
en la Figura B-2. El terminal positivo de la segunda pila se conecta a un terminal de la [dmpara.
El otro terminal de la lampara hace contacto con uno de los lados del interruptor, mientras que
el otro lado del interruptor se conecta al cuerpo metalico. El cuerpo metalico se conecta al ter-
minal negativo de la primera pila, a través del resorte metalico. Se puede ver que los elementos
forman un camino o circuito cerrado. En la Figura B-2 se usa una linea punteada para ilustrar

este camino cerrado. La Figura B-3 muestra el modelo de circuito para la linterna.

(2) Lampara

(5) Interruptor
deslizantel

(4) Cuerpo

+
i

:‘%‘: (1) Pilas
)

(3) Conector

L= helicoidal

Figura B-2: Disposicion de los componentes de la Figura B-3: Modelo del circuito para la linterna
linterna
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Conviene hacer algunos comentarios generales sobre el modelo de la linterna. En pri-
mer lugar, se han empleado resistores ideales para modelar la lampara, el cuerpo metélico y el
trozo de alambre que ejerce la presion mecanica ademas de servir de conexion eléctrica. La
eleccion de un resistor para modelar componentes fisicos tan diversos demuestra que la selec-
cién de un elemento de circuito se debe centrar en el fendmeno eléctrico que el elemento re-
presenta. En este caso se uso el resistor para modelar por donde fluye de la carga eléctrica en
un metal.

Segundo, la resistencia del filamento de la [ampara también tiene una funcién practica
en el sistema: en el mismo se genera el calor que produce la luz de la linterna. Sin embargo, en
la resistencia eléctrica del cuerpo de la linterna y del conector se generaran efectos no desea-
dos, o parasitos. Al construir modelos de circuito de dispositivos hay que tener en mente estos
efectos parasitos; de lo contrario, es posible que los modelos no representen adecuadamente
el sistema.

Tercero, la construccién de un modelo de circuito para un sistema tan sencillo como és-
te requiere aproximaciones. Se ha supuesto que habia un interruptor ideal, pero en los interrup-
tores reales la resistencia del contacto puede ser lo suficientemente alta como para interferir la
operacion correcta del sistema. El modelo propuesto no predice este comportamiento. También
se ha supuesto que el conector helicoidal aplica la presién suficiente como para eliminar cual-
quier resistencia de contacto entre las pilas. El presente modelo no predice el posible efecto de
una presion inadecuada. Emplear una fuente de tension ideal ignora la descarga de las pilas en
el tiempo y ademas la menor tension consecuencia de la corriente, lo que podria considerarse
si se afiade un resistor ideal en serie con la fuente.

Finalmente y como se observa del presente analisis, el modelo puede ser tan complejo
como se desee, siempre en funcidon de la exactitud con la cual se requiera representar el siste-

ma de interés.

B.1.2 Modelo de un circuito desconocido

Se puede ilustrar la construccién de un modelo, no sélo a partir de la observacion direc-
ta de los elementos constitutivos de un sistema, sino también a partir del resultado de medicio-
nes.

Supodngase que se tiene un dispositivo del cual se desconocen sus componentes y dis-
posicion de los mismos, pero en cambio es factible realizar mediciones sobre el mismo. Este es
el caso planteado a continuacién, en el cual se miden la tension y la corriente de sus terminales
para diferentes condiciones de funcionamiento (Figura B-3). A partir de las diferentes tensiones
y corrientes medidas se puede confeccionar una tabla de valores (Figura B-4), y con ésta es

posible construir un gréafico (Figura B-5).
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u ¢ Dispositivo 0 -20 0 e Li[A)
- 5 0 5 -10 ° 5 10 15
10 | 20 201
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Figura B-4: Dispositivo en el  Figura B-5: Tabla de Figura B-5: Grafico del comportamiento del
cual se miden la tension y la valores dispositivo de la Figura 2-20
corriente

Del grafico de la Figura B-5 se observa que el dispositivo exhibe linealidad entre la ten-

sion y la corriente. Independientemente del tipo de elemento, es posible con la informacién re-
levada (gréfico), escribir la siguiente expresion: u(i)= 4i-20

La funcién anterior constituye el modelo matematico que representa el comportamiento

del dispositivo.
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APENDICE D
Ejemplos Resueltos

En los ejemplos que siguen, a los efectos de no sobrecargar los dibujos de los circui-
tos, no se han indicado explicitamente todas las corrientes y/o polaridades de las tensiones.
Sin embargo se sugiere al lector copiar, consciente de tal proceder, el circuito ampliado y com-
pletar todos los parametros involucrados de modo de poder verificar las formulaciones que se

presentan.
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D.1 Calculo de los circuitos equivalentes de Thevenin y de Norton
Considerando el circuito de la Figura 3.9 de la seccion 3.3.4 del Capitulo 3, que se repi-

te en la Figura D-1, y con los siguientes datos U= 10 V; ;=5 A; R =2 Q, R=1Qy R;=1Q

D.1.1 Calcular el circuito equivalente Thevenin entre 4 y B visto desde R,. Luego calcular la

tension en R,.

Figura D-1
Para la determinacién del valor de la tension de la fuente del circuito equivalente de
Thevenin (Ury) que “ve” R, es necesario calcular la tension de circuito abierto (Uyz.,) €en la

configuracion circuital siguiente.

Figura D-2
En cada malla del circuito de la Figura D-2 es facil comprobar que Uww=U,;y
Ugo =1, Ry, por lo que resulta
Uigea =U40 =Uso :Uf _If Ry =Upy Ec. D-1

Ahora, realizando un cortocircuito entre los puntos 4 y B, el calculo de la corriente en el
mismo (/z..) establece el valor del parametro faltante para determinar Rzy.

Lo explicado resulta

A B
—
IABcc
R, R;
Ur 1) I
Figura D-3

Planteando en el circuito de la Figura D-3 la LKC en el nodo B se obtiene

5. =1p —1, . Prestando atenciéon a la nueva configuracion se comprueba que ahora

U,0 =Upo =U, y en consecuencia

U U,
Lypee =1g, =1y = 15;0 _]f:?}_lf Ec. D-2

Recordando que R, =U ., /1 5. , con las Ec. D-1y D-2 se obtiene

Uy—1; Ry —R .Uf IRy _
8 =
Up=1; R,

Uy /R-I

Ry R, Ec. D-3

Por lo tanto el circuito equivalente de Thevenin, con R, conectada, resulta:
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Figura D-4
Como se aprecia en la Figura D-4, el circuito de Thevenin esta conformado por Uy en
serie con Ry, es decir, el circuito que R, “ve” entre A y B.
Ahora si, reemplazando valores y haciendo los calculos:
U =U;—1,-R,=10V-5A-1Q=5V

Ec. D-4
R, =R, =1Q
Y finalmente, la tension en R, resulta:
Uy R, 5V1Q
Ry == =25V Ec. D-5

R +R, 1Q+1Q

D.1.2 Calcular el circuito equivalente de Norton entre 4 y B también visto desde R,. Luego
calcular la corriente en R;,.
Igual que se procedié en D.1.1, para la determinacion del valor de la corriente de la
fuente del circuito equivalente de Norton (/y) que “ve” R, es necesario calcular la corriente de
cortocircuito (I45..) en la configuracién circuital de la Figura D.3, resultado ya obtenido en la Ec.

D-2.

Como ya se sabe que Gy =1 5../U 4p.. » €S Obvio que

Gy =1/Ry; =G, Ec. D-6
En definitiva el circuito equivalente de Norton y también con R, conectada en la versidn
G,, resulta:
A
Iy Gy G;
B
Figura D-5

También en este caso se aprecia en la Figura D-54 que el circuito de Norton esta
conformado por I en paralelo con Gy, o sea, el circuito que G, “ve” entre A y B.
Nuevamente, reemplazando valores y haciendo los calculos:
I,=U,/R—1,=10V/1Q-5A=5A

Ec. D-7
Gy =1/R. =18
Y finalmente, la corriente en G, resulta:
I.-G 5A-1S
=4 2 - =2,5A Ec.D-8

@G, +G, 1S+1S
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La corriente calculada en la Ec. D-8 puede comprobarse con la versién de Thevenin de
la Figura D-4.
Un buen desafio es otra comprobacién mediante el analisis de superposicion ya visto

en este mismo ejemplo de circuito en la seccion 3.3.4 del Capitulo 3.

D.2 Resolucion fasorial de un circuito
Un circuito serie RLC se excita con una fuente de tensioén alterna senoidal con los si-

guientes datos: =50 Hz; U;=155 V/0% R=10Q, X; =7 Qy Xc=2 Q.

D.2.1 Determinar la impedancia equivalente del circuito

El circuito que representa la situacion planteada es el siguiente:

R C
Uy

Figura D-6
Para el circuito de la Figura D-6, considerando los dos elementos reactivos a través de
sus correspondientes reactancias, la impedancia compleja del conjunto serie de los elementos
pasivos es:
Zy=R+jX, - jXc=R+j(X,-X:)=10Q+/(7-2)Q=(10+,5)Q Ec. D-9
Con esta impedancia el circuito de la Figura D-6 puede considerarse en forma general

como el circuito de la Figura D-7.

—
! VA

Figura D-7

La version bindmica de parte real (representativa en este caso del componente pasivo
no reactivo R) y parte imaginaria (vinculada a través de o =2nf'a los dos componentes reacti-
vos complementarios L y C) de la Ec. D-9 puede convertirse en modulo y fase de la version po-

lar, indicadas en la Ec. D-10

12| =[R+ X, - jXc| =R + (0, - X =11180

X, -X 5 D-10
arg(Zr) = arcig [%j = arctg[ﬁj =26,6°

D.2.2 Calcular la corriente y las tensiones en cada elemento.

U,
Aplicando la “ley de Ohm” estudiada con fasores, [ = =L ,y teniendo en cuenta los da-
=T
tos de la fuente de tension y los resultados de la Ec. D-10 resulta:
-
_ |Qf|e/ _ 155V -ej[o—26’60]

1 —— =13,86-¢/ %A D-11
|Z|e*" 11,18 A
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Ampliando el detalle de las tensiones y su polaridad en el circuito de la Figura D-8, el

calculo de estas se muestra en las Ec.D-12

Us U,
+- R
+
R C
U3L

Figura D-8

Up=1-R=(13,86-¢7%.10) V=138,6 V e/**"

Ue=1-(-jX-)=13,86 7% -(-j2)=13,86 ¢ /**" .27 =27,72V &/ D-12
U,=1(jX,)=13,86¢7°" . j7=13,86 7> - 7¢*" =97,04 V'
Recordando la conversion polar a binémica, M- e’ =M(cos (<|))+jsen ((1))) cada ten-
sion en la Ec. D-12 resulta:
Ug=138,6¢7°%" v =(123,93- j62,06)V
Up=27,72¢7"%% Vv =(-12,41- j24,78)V D-13
U, =97,04 /%% vV =(43,45+ j86,77)V
Es facil comprobar que la suma de las Ec. D-13, a menos del error de redondeo de la

parte decimal, coincide con el valor de U ..

D.2.3 Dibujar el diagrama fasorial completo

El diagrama fasorial completo comprende una corriente y cuatro tensiones.

En la version de la Figura D-9, cada uno de los cinco fasores esta representado con re-
ferencia al origen debiéndose fijar una escala para las tensiones y otra para la corriente. Para

el ejemplo se establecido 50 V/cm y 4 A/cm . Los angulos, para la imagen detenida en 1 =0,
surgen de las exponenciales de Qf y de las Ec. D-11 y D13. Se aprecia ademas la indicacion

de la velocidad de rotacién del grafico y su sentido.
Si la excitacidon senoidal fuese, por ejemplo una sefial arménica coseno, ya se sabe
que la parte real de cada fasor representa su respectiva forma de variacién senoidal en el tiem-

po.

Figura D-9 Figura D-10
En la Figura D-10 se ha realizado la suma grafica de las tensiones encadenando los

fasores de las tensiones, comprobandose (LKT de por medio) la afirmacion inmediata posterior
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a las Ec. D-13. Esta forma de dibujo permite, por ejemplo, obtener graficamente modulo y fase
de del fasor que debe cerrar el diagrama.

Un aspecto muy util de este diagrama es que permite facilmente determinar la caracte-
ristica del circuito pasivo respecto al desfasaje de la corriente y la tension aplicada. En este ca-
SO se comprueba que la corriente queda atrasada respecto a la tension, es decir tiene mas pe-
so la parte reactiva inductiva respecto a la parte reactiva capacitiva.

Un desafio interesante seria ver como cambia la representacion del diagrama fasorial
para otros valores de las reactancias y en particular cuando ambas son de igual valor absoluto.

Y dos ultimos detalles.

Dado que el giro de los fasores componentes del diagrama no altera el desfasaje relati-
vo de los mismos, la imagen detenida del mismo en cualquier momento es siempre la misma
solo rotada. En consecuencia los ejes del plano complejo no son imprescindibles para la reali-
zacién del mismo y basta elegir el fasor de alguna de las sefiales como referencia para el resto
(la corriente serie del circuito).

Recordar que el médulo de los fasores corresponde siempre al valor maximo de la se-

nal que representan.

D.3 Aplicacion de respuesta temporal de un circuito

b

bobinaE§
[ Ur

Figura D-11
La Figura D-11 muestra un relé con dos contactos doble inversor (a y b) normalmente

hacia arriba, que se conmutan simultaneamente por accién del flujo magnético que, cuando la
fuente U, se conecte, se produce en la bobina moviendo hacia abajo el nucleo solidario a dicho
conjunto de contactos.

Con mas detalle, dado que la bobina se puede modelar con el conjunto serie R con L,
la corriente en dicho circuito cuando se conecta la fuente de tension debera cumplir el creci-

miento transitorio correspondiente determinando idéntico crecimiento del flujo magnético.

En consecuencia después de un tiempo se consigue el nivel magnético para la conmu-

tacion lo que implica que la bobina, a través de del contacto b, quede en cortocircuito y que R,
pase de estar de en cortocircuito a tener aplicada la tension de U, a través del contacto a.

El cortocircuito del equivalente R L recién explicado tiene como consecuencia la “des-
carga” magnética de la bobina y por lo tanto después de un cierto tiempo la accién de nucleo
hacia abajo no se puede mantener y los contactos vuelven a su estado inicial normal.

Como se aprecia se ha descripto un dispositivo, que luego de cerrar la llave para co-

nectar U ,, repite un ciclo de conmutacién determinando la aparicion en R, de un tren de pulso

de tensién justamente con el valor de dicha fuente de tensién.
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Los datos para poder analizar el circuito eléctrico que representa el dispositivo explica-

do son: U, =24V ; el equivalente eléctrico de la bobina R=48Q, L=150mH ; el valor de la

corriente que consigue el flujo magnético que tira hacia abajo los contactos; 7,, =400 mA vy el

valor de dicha corriente que hace que el flujp magnético sea insuficiente para mantener los

contactos hacia abajo 7/, =200 mA .

D.3.1 Determinacion del circuito representativo del dispositivo.

Figura D-12
Como ya se explicé la serie R L modela la bobina y la llave en la posicién 1, el contacto

a arriba con la fuente de tensién ya conectada.

D.3.2 Andlisis temporal del circuito.

Conviene hacer el analisis del circuito a partir del final del primer ciclo considerando
ese instante 1 =0. El final del primer ciclo se da, estando la llave en 2, cuando la corriente que
venia disminuyendo a cero pasa por [, =200 mA , generando el cambio de la llave a 1.

A partir de ese momento, inicio del segundo ciclo, la corriente crece a partir del valor

inicial 7,, =1, =200mA tendiendo al valor final que impone U, .

Teniendo en cuenta la Ec. 6-11 del capitulo 6, la corriente transitoria resulta:

U U
iee (1) =| 1, ——L te" +—L D-14
Tcrec( ) [ LO R j R
y para los valores consignados cont=3,125ms.
ireree (1) = (500=300:¢* ) mA D-15

Como ya se dijo, cuando esta corriente pasa por 7, =400 mA la llave vuelve a 2 permi-

tiendo la disminucién de la corriente a partir de ese valor inicial (es una buena oportunidad para
recordar que la corriente en un inductor no puede tener cambios bruscos en el tiempo).
Esta nueva situacion, dado que el valor final de la corriente es nulo, establece que el

valor natural sea el representativo de la corriente en el tiempo. Es decir:

(t’) = I/,b-e_’,/T = 400" mA D-16

Udecrec

En la Ec. D-16, el tiempo debe ser ¢t'=¢+ At dado que esa corriente comienza a de-
crecer cuando, en su previo crecimiento, haya llegado al valor de operacién del relé. Dicho de-

crecimiento culmina cuando llega a 7,. =200 mA , tiempo a partir del cual se repite el ciclo ya

reiteradamente explicado.
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D.3.3 Graficos de la corriente en la bobina.

La siguiente Figura D-13 muestra las representaciones de cada tramo de la corriente

dadas por las Ec. D-15y D-16.
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Figura D-13

Algunos comentarios de la Figura D-13:

e [,, se indica como recordatorio de su participacion genérica en la Ec. D-14 y se
aprecia que tiene el ya explicado valorde 7, .

e Las corrientes crecientes en la bobina son tramos de la Ec. D-15, que de no operar
el relé llegarian al valor 1, =U, /R-

e Lo mismo respecto a las corrientes decrecientes, respecto de la Ec. D-16 y el valor

final nulo.
Por ultimo se alienta al lector a calcular el valor de At y la frecuencia de repeticion de

cada ciclo y con esos datos graficar la forma de onda de la tension en R, .
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