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A quienes eligen estudiar.



Nota

El lector encontrard en este libro los temas comprendidos en la primera mitad del
programa de la asignatura Algebra que se dicta en la Facultad de Ciencias Exactas de
la Universidad Nacional de La Plata para alumnos de las Licenciaturas en Matemati-
ca, Fisica, Astronomia y Geofisica, asi como también para alumnos del Profesorado
de Matematica. La profundidad con que son tratados los distintos puntos del temario
y el orden en que se presentan estan en concordancia con los requerimientos de dicha

Céatedra.
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Capitulo 1

Logica proposicional y teoria de

conjuntos

1.1. Elementos de logica

1.1.1. Proposiciones, formulas proposicionales y tablas de

verdad

Una proposicién es una oraciéon declamativa a la cual se le puede asignar un valor
verdad: verdadera (V) o falsa (F). Las proposiciones serdn simbolizadas mediantes
letras mintusculas: p, ¢, r, etc.
Ejemplo 1.
Las siguientes oraciones son proposiciones:

5 es menor que 6.

24+4=8.

La suma de dos niimeros reales positivos es un niimero real positivo. &
A partir de una o mas proposiciones se pueden formar otras proposiciones utilizando
los operadores o conectivos légicos: conjuncién, disyuncion, condicional, bicon-

dicional, y negacion.

Conjuncién: Si p y ¢ son dos proposiciones cualesquiera, la conjuncién de p y ¢
es la proposicion que se lee “p y ¢” y se simboliza p A ¢. El valor de verdad de la
proposicion p A q estd determinado por el valor de verdad de las proposiciones p y ¢

segun la siguiente tabla:



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL Y TEORIA DE CONJUNTOS

Hom < < |
H < " < o
=H g o0 < | >

Ejemplo 2.

= De la conjuncién de la proposicién “5 es menor que 6” y la proposicién “2 + 4 = §8”
obtenemos la proposicién “5 es menor que 6 y 2+ 4 = 8”. Como la proposi-
cion “5 es menor que 6”7 es verdadera y la proposicién “2 4+ 4 = 8" es falsa, la
proposicién “5 es menor que 6 y 2+ 4 = 8” es falsa.

» La proposicién “v/2 y /5 son nimeros reales positivos” es la conjuncién de la
proposicién “yv/2 es un ndimero real positivo” y de la proposicién “v/5 es un
nimero real positivo”. Como la proposicién “yv/2 es un nimero real positivo”
es verdadera y la proposicién “v/5 es un ntmero real positivo” también es
verdadera, resulta que la proposicién “v/2 y v/5 son nimeros reales positivos”

es verdadera. O

Disyuncién: Si p y ¢ son dos proposiciones cualesquiera, la disyuncion de p y q
es la proposicién que se lee “p o ¢” y se simboliza p V ¢q. El valor de verdad de la
proposicién p V q estd determinado por el valor de verdad de las proposiciones p y ¢

segun la siguiente tabla:

o < <o
o< o< | e
H < < <<

Ejemplo 3.

De la disyuncion de la proposicion “5 es menor que 6” y la proposicion “2 + 4 = 8”
obtenemos la proposicion “5 es menor que 6 o 244 = 8”. Como la proposicién “5 es
menor que 6”7 es verdadera y la proposicion “2 44 = 8” es falsa, la proposicién “5 es

menor que 6 0 2+ 4 = 8” es verdadera. %
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Condicional: Si p y ¢ son dos proposiciones cualesquiera, el condicional de p y g es
la proposicién que se lee “Si p entonces ¢” y se simboliza p — ¢q. El valor de verdad
de la proposicion p — q esta determinado por el valor de verdad de las proposiciones

Py ¢ segun la siguiente tabla:

q|p—d
\4 \Y
F F
v
F

v
\Y

H g < < |

En el condicional p — ¢, la proposiciéon p se llama antecedente y la proposicion ¢

se llama consequente. Existen otras formas de leer la proposicion p — ¢, a saber:

p implica q.

p sélo si q.

q es condicién necesaria para p.
q sip.

p es condicién suficiente para q.
Ejemplo 4.

= Como la proposicion “5 es menor que 6” es verdadera y la proposicion “2+4 =
8” es falsa, la proposicién “Si 5 es menor que 6 entonces 2 + 4 = 8” es falsa.
Mientras que la proposiciéon “Si 2 + 4 = 8 entonces 5 es menor que 6" es
verdadera.

= La proposicién “Si 1 es negativo entonces -6 es positivo” es verdadera.

» La proposicién condicional con antecedente “v/2 es un ndimero real” y con-
secuente “1 +3 = 4”7 es la proposicién “Si v/2 es un nimero real entonces
1+3=4".

» Las siguientes son formas equivalentes de decir una misma proposicion,

Si 8 < 6 entonces 1+ 3 = 5.
8 < 6 implica 1 + 3 = 5.
8§ <6s6losi1l+3=05.

1+ 3 =5 es condicién necesaria para que 8 < 6.

3
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1+3=5s18<6.

8 < 6 es condicion suficiente para 14 3 = 5. &

Bicondicional: Si p y ¢ son dos proposiciones cualesquiera, el bicondicional de p y ¢
es la proposicion que se lee “p si y s6lo si ¢” y se simboliza p <+ ¢. El valor de verdad
de la proposicion p <+ g esta determinado por el valor de verdad de las proposiciones

Py q segun la siguiente tabla:

Pl dq|psdq
\VARY \Y
V| F F
F|V F
F|F \Y

Ejemplo 5.

= Como la proposicion “5 es menor que 6” es verdadera y la proposicion “2+4 =
8” es falsa, la proposicion “5 es menor que 6 si y sélo si 2 + 4 = 8” es falsa.
Observar que la proposicion “2 + 4 = 8 si y sélo si 5 es menor que 6”7 también
es falsa.

= La proposicion “1 es positivo si y solo si -6 es negativo” es verdadera. &

Negacién: Si p es una proposicion cualquiera, la negacién de p es la proposicion
que se lee “no p” y se simboliza ~ p. También puede decirse “es falso que p”. El
valor de verdad de la proposicién ~ p esta determinado por el valor de verdad de las

proposicion p segun la siguiente tabla:

Ejemplo 6.

= Como la proposicion “5 es menor que 6” es verdadera, la proposicion “5 no es
menor que 6”7 es falsa.

= La proposicién “3 4+ 5 # 9” es la negacién de la proposicién “3 +5=9”.

4
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= La proposicién “es falso que 6 es un nimero real negativo” es la negacion de la

proposicién “6 es un ntmero real negativo”. &
Se dice que la proposicién

q — p es la implicacion reciproca de p — ¢;
~ p —~ q es la implicacion contraria de p — ¢;

~ q —~ p es la implicaciéon contrareciproca de p — q.

Ejercicio 7.

1. Dadas las siguientes proposiciones:

p: “R simboliza el conjunto de los ntimeros reales”.
g “3+1=17".

r: “3 es un nimero par”.

s: “la letra t es una vocal”.

t: “y/2 es un ntimero racional”.

a) Establecer el valor de verdad de cada una.
b) Establecer el valor de verdad de las siguientes proposiciones e indicar como
se leen en lenguaje corriente.
1) ~q N T.
2) sV ~t.

3) ~p— ~r.

2. Determinar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

a) Si 9 es par entonces 3 es par.
b) 24+2=4sbélosi24+2=3.
¢c) 1+1es3si2+2es4.

d) T es par si 5 es par.

3. Reescribir las siguientes proposiciones utilizando “necesario” y “suficiente” y
determinar su valor de verdad.
a) 3+1=4s6losi 244 =06.
b) 3=5si3=".
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c) 2—1=0siysélosi 2+ 1=0.

4. Dada la proposicién: “Si un nimero entero es multiplo de 4 entonces es par”,
enunciar los condicionales reciproco, contrario y contrarreciproco y establecer

el valor de verdad de cada uno de ellos. &

Una proposicion obtenida a partir de otras proposiciones metiante el uso de conectivos
l6gicos se dice compuesta. Una proposicién que no es compuesta se dice atémica
o simple.

Ejemplo 8.

= “3 es menor que 5’ es una proposicién atéomica.

» “Si3+2=5y5 > 8, entonces 3+ 2 < 1”7 es una proposicién compuesta.
Observa que como “3 4+ 2 = 57 es verdadera y “5 > 8" es falsa, “3+2 =5y
5 > 8” es falsa. Resulta que la proposicién “Si 3+ 2 = 5 y 5 > 8, entonces

3+ 2 < 1" es verdadera. &

En la escritura corriente los signos de puntuacién son utilizados para determinar el
orden en que los conectivos actian sobre distintas oraciones. Sin embargo, el uso
de los mismos no siempre es claro y pueden producirse ambigiiedades. Por ejemplo,
llamemos p a la proposicién atémica “3 + 2 = 17 (F), ¢ a la proposicién atémica
“6 <77 (V), y r ala proposicién atémica “4 es positivo” (V).

La proposicion que se lee “Es falso que 3+2 =106 < 7 y 4 no es positivo”, puede

interpretarse de distintas maneras:

1.~ ((pVgAN ~ r). Como r es verdadera, ~ r es falsa, y, en consecuencia,
(p V q¢) A ~ 1 es falsa. Resulta que la proposicién dada, ~ ((p V q) A ~ 1), es
verdadera.

2. (~pV @A ~r.ComoresV,~resF . Resulta que la proposicién dada,
(~pV q) A\ ~r, es falsa.

., Como deberian intercalarse en el texto comas, dos puntos, etc. para que la oracién
adopte uno u otro significado?
Cuando es necesario para evitar estas ambigiiedades, los enunciados matematicos

son simbolizados obteniendo férmulas en las cuales el orden de coneccién entre las
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partes que la componen esta claramente determinado gracias al uso de paréntesis y
las siguientes reglas:

Sea P el conjunto de todas las proposiciones. Una variable proposicional es un
stmbolo p, q, r, etc., que toma valores en P. Las féormulas del calculo proposi-
cional, que se indicanran con letras mayusculas, estan definidas por las siguientes

reglas:

1. Toda variable proposicional es una férmula.

2. Si P es una férmula entonces ~ P es una férmula.

3. Si Py @ son férmulas entonces (P A Q), (P V Q), (P — Q) y (P < Q) son
férmulas.

4. Siempre que se aplique una cantidad finita de veces cualquier combinacién de

las reglas anteriores se obtiene una férmula.

Observacién: es usual omitir la escritura de un juego de paréntesis que “encierra”
toda una formula proposicional. También es usual decir “proposicién” en lugar de
“férmula proposicional”, aunque esto puede confundir a quienes estan comenzando a
estudiar el tema. Puede escribirses P(p, g, ...) para indicar que la formula P depende
de las variables p, ¢,....

Como en los casos mas sencillos, usaremos tablas para analizar el valor de verdad
de una proposiciéon compuesta simbolizada mediante una determinada férmula segiin
sea el valor de verdad de las proposiciones atémicas que la compongan. Cada fila de
la tabla corresponde a un valor de verdad de las proposiciones atomicas, resulta que
si la formula depende de n variables entonces la tabla tendra 2" filas por debajo del
encabezado.

Ejemplo 9.

Consideremos la férmula (~ p V ¢) — ¢. Su tabla de verdad es

~pl~pVagl(~pVag —q

H H < <13
H < = <<
< < = =
< < = <
H < < <
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La tabla de verdad de la férmula (pV ~7r) = ((p A q) V ) es

pla|r|~r|pVv~ripAq|lpAgVr|pV~r)=(pAq) Vr)

VIiVIV]| F \Y \Y \Y \Y

VIVIF| V \Y \Y \Y \Y%

VIF|V]| F \Y F \Y \Y%

VIF|F| V \% F F F

FIV|V| F F F \Y \Y4

FIV|F| V \Y F F F

FI|F|V|F F F \Y \Y%

FIF|F| V \Y F F F

¢

Ejercicio 10.
Calcular la tabla de verdad de cada una de las siguientes féormulas:

LpA~((qgV ~r)As).

2.(tVvr)— (g N ~r).

3. ((pV ~ g A ~q) =~ p.

4 (((pAg)vr) Vg —=~p ¢

Una tautologia es una férmula proposicional que siempre toma el valor de verdad
Verdadero (V) independientemente del valor de verdad de las proposiciones atémicas
que la componen; es decir, son aquellas férmulas que en la ultima columna de su tabla
de verdad presentan una “V” en cada fila. Por el contrario, cuando siempre toma el
valor de verdad Falso (F), la formula se llama una contradiccién.

Ejemplo 11.

Cada una de las siguientes férmulas es una tautologia: pV ~ p; (p A q) — p;

(pA@) V(A ~q)V ~p.

Las siguientes formulas son contradicciones: pA ~ p; p <>~ p. &
Dos formulas P y @) se dicen légicamente equivalentes cuando dependen de las
mismas proposiciones atémicas y tienen la misma tabla de verdad, esto significa que
a igual valor de verdad de las proposiciones atémicas se obtiene igual valor de verdad
para P que para (). También podemos decir que P y () son légicamente equivalentes

cuando P <> () es una tautologia. Indicamos que P y @) son equivalentes escribiendo

8
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P = @ o escribiendo P <= ). Utilizaremos proposiciones equivalentes para expresar

una misma idea de distintas maneras.

Ejemplo 12.

Sea P(p,q) la féormula p — q y Q(p, q) la férmula ~ p V ¢. Sus tablas de verdad son

tquales:

p
v
v
F
F

H < = <<

< < = <]

H b0 o< <

q
\Y
F
v
F

~p|~pVg
F \%
F F
\Y \%
\% \%

Observar que la féormula P <> @, cuya expresién es (p — q) <> (~ p V q), es una

tautologia dado que su tabla de verdad es

plalp—=q|~p|~pVaqg|lp—=q < (~¥pVq
Vvl v | F \ v
VIF| F | F F v
FIV| V |V v Y
FIF| V |V v v

Entonces podemos escribir (p — ¢) < (~p V q), o bien, (p = q) = (~ p V q) y decir

que p — q es légicamente equivalente a ~ p V q.

Ejercicio 13.

1. Probar las siguientes equivalencias logicas.

a) Doble Negacién:

= p =~ (~p)

b) Leyes Conmutativas:

" pANqg = qNAp

=mpVqg<— qVp

c¢) Leyes Distributivas:
s (pVQ AT <= (pATr)V
spAgVr = (p

(

Vr)A (g

AN

vV or)

~—

<
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d) Leyes Asociativas:
=pA(QAT) <= (pAg AT
=pVVr) <= @VagVr

e) Leyes de De Morgan:

) ~(pAg) <= ~pV~yg
2) ~(pVyq) <= ~pA~g
2. Demostrar las siguientes equivalencias:

" p—=q = (~vqg—=~p)

" p—q << ~pVygq

=~ (p—=q) = pA~g

nperg = (p—>q) A(g—Dp) &

Convencion: dada la propiedad asociativa de la conjuncion y de la disyuncion, con
el objetivo de simplificar la notacion, si P, () y R son férmulas cualesquiera, podemos

escribir

PANQA Renlugarde (P A Q) AR, oenlugar de P A (Q A R);

y podemos escribir

PV @V Renlugarde (P V Q) V R, oenlugarde PV (Q A R).

1.1.2. Razonamientos

Una propiedad distintiva del ser humano es el razonamiento: a partir de datos parcia-
les se obtiene una conclusién, un nuevo conocimiento. Decimos que un razonamiento
o argumento consta de un conjunto de proposiciones llamadas premisas y de una
proposicién llamada conclusién.

Consideremos el razonamiento

Premisa: El estanque A esta lleno o el estanque B esta lleno

Premisa: El estanque A esta vacio

Conclusion:  El estanque B esta lleno

10
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y el razonamiento

Premisa: El estanque A esta lleno o el estanque B esta lleno

Premisa: El estanque A esta lleno

Conclusion:  El estanque B esta vacio
Intuitivamente vemos que el primer razonamiento es bueno, valido; en cambio, el
segundo no lo es. Ademas, podemos entender que la validez de un razonamiento es
independiente de las proposiciones particulares involucradas; por ejemplo, el primer

razonamiento responde a la férmula general:

pVyq
~p
q
Todo razonamiento que pueda ser simbolizado de esta manera es valido.
Para indicar un razonamiento con premisas P, P, ..., P, y conclusion () utilizaremos

cualquiera de las dos notaciones siguientes:

Pl,PQ,...,Pn}_Q (0]
P,
Q

El razonamiento se dice valido cuando (P; A P, A ... A P,)) — @ es una tautologia.
Observar que, efectivamente, la férmula ((p V ¢) A ~ p) — ¢ que corresponde al
primer razonamiento es una tautologia; en tanto, la férmula ((p V ¢) A p) =~ ¢, que

corresponde al segundo razonamiento, no lo es.

Un razonamiento que no es valido se dice una falacia.
Los siguientes son ejemplos de razonamientos validos. Podria decirse que estos son

razonamientos elementales, base de otros razonamientos mas complejo.

L(pANgtp (Simplificacién)
2.p,qF(pAq) (Adjuncién)
3.pE(pVyq cualquiera sea q. (Adicién)

11
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10.

© 0 N> ot

p.(p—=a) kg (Modus Ponens)
~q, (p=>qt~p (Modus Tollens)
~p, (pVaqkq (Silogismo disyuntivo)
p—=q),(g—=r)F(p—r) (Silogismo Hipotético)

(
(pVphkp
(pVa,pP—r)@=s)kF(rVs)
(PVa),p—=r),(@g=r)kr

En general, para probar la validez de un razonamiento Py, P, ..., P, - @, podemos

utilizar dos técnicas: 1) realizar la tabla de verdad para verificar que (P; A Py A

.. N P,) — @ es una tautologia; o 2) utilizar algunas de las premisas dadas como

premisas de razonamientos validos elementales (los indicados anteriormente); usar las

conclusiones de estos razonamientos como premisas de nuevos razonamientos validos

elementales; asi sucesivamente hasta obtener a () como conclusién de uno de ellos.

Ejemplo 14.

Para probar la validez del razonamiento

p—q
p Vi

t— s

podemos:

1) verificar que la férmula

(p=) A (~vr=~g) AP V) A([E=$)A ~T) s

es una tautologia realizando la correspondiente tabla de verdad.

2) utilizar las premisas dadas en razonamientos elementales vélidos obteniendo con-

clusiones parciales. Estas conclusiciones parciales son premisas de nuevos razonamien-

tos validos elementales.

12
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~T =g pP—q pViE t—s

~ T ~ q ~ D t

~ q ~0D t S

Ejercicio 15.

1. Analizar si los siguientes razonamientos son vélidos.

i) p—gq (G) peg
tV ~gq PVyg
sSAp q N ~p
s N ~1

k) ~(Aaq) ) p—r~g
~q—t ~qg—~S
~p—t (p—=~gqg) —~t
s —n~1 r—t
~S ~T

2. Hallar los errores en las siguientes deducciones y corregirlos.

~tV ~7r Premisa
2) s — (t A r) Premisa
q— s Premisa

qV p Premisa

5),(2) v (3) por Modus Tollendo Ponens

~ S de (5)
~ g de (3) y (6) por Modus Tollens
(3)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) ~(t A T) de (1) por Leyes de De Morgan
(6)
(7)
(8)

p de (3) y (7) por Modus Tollendo Ponens

13
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~Ss—n~1 Premisa
t Premisa

3) s— (r A q) Premisa

~ S de (1) y (2) por Modus Tollens
de (5)
r A q de (3)
de (5)

por Doble Negacion

y (6) por Modus Tollens
y (7) por Modus Ponens

(1)
(2)
(3)
(4) (g A7) —p Premisa
()
(6)
(7)

3. Simbolizar y decir si son vélidos los siguientes razonamientos:

a) Un sistema de riego con 5 estanques P, Q, R, S y T, interconectados, se rige
por las siguientes reglas:

Si el estanque Q tiene agua, el estanque P no la tiene. El estanque P tiene
agua o el R esta vacio. Si el estanque T tiene agua entonces el R tiene agua. El
estanque S tiene agua o el estanque Q la tiene.

Un operario observa que el estanque S no tiene agua y concluye que el estanque
T no tiene agua.

b) Un jéven le pregunta al profesor de légica si aprobé el examen y el profesor
le responde:

Pedro es bueno, y Silvia es buena o Teresa es buena. Pedro es malo o Silvia no
es buena. Teresa es mala o aprobaste el examen.

El alumno piensa unos instantes y conluye: japrobé el examen! &

1.1.3. Funciones proposicionales, cuantificadores

Sea x una variable que toma valores en un conjunto universal U. Una funciéon pro-

posicional en la variable z es una oracién que depende de = de forma tal que al

reemplazar x por cualquier elemento de U se obtiene una proposicion. Las funciones

proposicionales se indican p(z), g(x), etc; y los elementos del conjunto universal se

llaman constantes.

Ejemplo 16.

La siguiente es una funcién proposicional dependiente de la variable x que toma

valores en el conjunto R de los niimeros reales.
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p(z): x+10>0.

Es claro que “z 4+ 10 > 0” no es una proposicion: no puedo asignarle una valor de
verdad pues depende de la variable z. &
Una funcién proposicional p(z) se puede transformar en una proposicién de tres

formas disitintas:

1. reemplazando la variable por una constante;

2. anteponiendo el cuantificador existencial 4,

() p(z)

que se lee “existe x tal que p(x) es verdadera” (o simplemente “existe x tal que
p(x)”);

3. anteponiendo el cuantificador universal V,
(V) p(x)
que se lee “para todo z, p(z) es verdadera” (o simplemente “para todo z, p(z)”).

Ejemplo 17.

Continuando con el ejemplo anterior, haciendo x = 1 obtenemos la proposicién p(1):
1+10>0
que es verdadera. Haciendo & = —20 obtenemos la proposicién p(—20):
—204+10>0

que es falsa. Anteponiendo el cuantificador existencial obtenemos la proposicién
(Jz) 2+10>0

que es verdadera. Anteponiendo el cuantificador universal obtenemos la proposicién
(Vz)x+10>0

que es falsa. O
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La proposicién (Fx) p(x) es verdadera cuando existe al menos un elemento del con-
junto universal, llamémosle a, tal que p(a) es verdadera. En este caso decimos que
p(z) es verdadera para algin elemento del conjunto universal.

En cambio, la proposicién (V) p(x) es verdadera cuando p(z) resulta una proposicién
verdadera al reemplazar = por cualquier elemento del conjunto universal. En otras
palabras, esta proposicién es falsa si existe algin elemento a del universal tal que p(a)
es falsa. En tal caso se dice que a es un contraejemplo de la proposicién (V z) p(x).
Si el uso de las palabras algin y cualquier resulta confuso, se puede pensar en ejemplos
del lenguaje cotidiano:

Si digo “Algunos temas me interesan”, se entiende que al menos hay un tema que es
de mi interés. Mientras que si digo “Cualquier tema me interesa” se entiende que me
interesan todos los temas.

Ejercicio 18.

1. Decidir cuéles de los siguientes enunciados son funiones proposicionales depen-

dientes de una variable y definir un universo apropiado en cada caso.

= “r es un numero impar”.
= “r — 3 es multiplo de 5”.

= “x es divisible por y”.

2. Para las funciones proposicionales del ejercicio anterior, dar constantes que
produzcan proposiciones verdaderas y proposiciones falsas.

3. Dadas las siguientes funciones proposicionales:

= Si z es par entonces x + 2 es par.
2 +52>220yzr—6<22.

mz—1>1—2x>05.

a) Establecer un universo adecuado.

b) Anteponer el cuantificador universal a cada uno de ellos, pasar al lenguaje
corriente las proposiciones obtenidas y analizar su valor de verdad.

c¢) Anteponer el cuantificador existencial a cada uno de ellos, pasar al lenguaje

corriente las proposiciones obtenidas y analizar su valor de verdad.
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d) Discutir la diferencia entre las siguientes proposiciones
(Vx)(p(z) = q) versus (Vz)p(x) — g
(Fx)(p(z) = q) versus (Jz)p(x) — q
&

Sea x una variable que toma valores en un conjunto U, y consideremos otra variable y
que toma valores en un conjunto U,. Una oracién que depende de estas dos variables
de forma tal que al reemplazar x por un elemento cualquiera de U, y reemplazar y
por un elemento cualquiera de U, se obtiene una proposicién, se dice una funcién
proposicional en las variables x e y. Usaremos la notacion p(z,y), q(z,y), etc.,
para denotarlas.

Una funcién proposicional p(z,y) se puede transformar en una proposicién reempla-
zando las variables por constantes de sus respectivos conjuntos universales o antepo-

niendo dos cuantificadores:

L (Vz) (Yy) p(z,y)

que se lee “para todo x y para todo y, p(z,y) es verdadera” .

2. (Vo) (3y) p(z,y)

que se lee “para todo z, existe y tal que p(x,y) es verdadera” .

3. (37) (Vy) p(z,y)

que se lee “existe x tal que, para todo y, p(z,y) es verdadera” .

4. (3z) 3y) p(z,y)

que se lee “existen x e y tales que p(z,y) es verdadera” .

Ejemplo 19.
Sean x e y variables que toman valores en el conjunto de los nimeros reales y sea la

funcién proposicional z <y .

. (Va)(Vy) 2 <y
Dice que, dados dos ntimeros reales cualesquiera = e y, el primero es menor o
igual que el segundo. Esta proposicion es Falsa.

- (V)(Ey) 7 <y
Dice que, dado un nimero real cualquiera x, es posible encontrar un nimero
real y tal que x es menor o igual que y. Observar que el niimero y puede variar

con z. Esta proposicion es Verdadera.
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= (Jz)(Vy) 2 <y
Dice que existe un niimero real que es menor o igual que cualquier otro niimero
real. Esta proposicion es Falsa.

= (Iz)(Fy) 2 <y
Dice que existe un par de numeros reales tal que el primero es menor que el

segundo. Esta proposicion es Verdadera.

Observar que cuando x e y son variables que toman valores en el conjunto de los
nimeros naturales, la primer proposiciéon es falsa, en tanto que las tres restantes son
verdaderas. &

Ejercicio 20.

1. Sea U, el conjunto de alumnos regulares de Medicina y sea U, el conjunto de
materias del plan de estudio de dicha carrera. Llamemos p(z,y) a la funcién
proposicional “el alumno x ha aprobado la materia y”, interprete en este caso el
significado de cada una de las cuatro proposiciones que se obtienen al anteponer
los cuantificadores 3 y V.

2. Dadas las siguientes funciones proposicionales en las variables = e y que toman

valores en el conjunto de los niimeros naturales N,

» N(x): x es par.
» [(x,y): x es igual a y.

E(z): z es multiplo de 4.
D(z,y): x +y = 6.

» M(z,y): x es mayor o igual que y.

Pasar al lenguaje corriente:

a) (Vo)(N(z) = E(z))

b) (Bz)(E(x) A (~ N(x)))

c) (Vo) (Vy)((N(z) A N(y) A D(z,y) A D(y,x)) = I(z,y))
d) (3z)By)(E(x) N E(y) A D(w,y) A Dy, x) A ~ I(2,y))
e) (3z)(N(x) A M(z,0))

f) (Vo) (E(z) A M(0,))

g9) ~ ((Vz)(N(z) A M(z,0)))

3. Simbolizar utilizando esquemas, cuantificadores y conectivos logicos:
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a) No todos los niimeros enteros son positivos.
b) Dados dos numeros reales cualesquiera, si el primero es mayor que el se-
gundo entonces el segundo es negativo.

c¢) Existe un ntimero real tal que todo otro niimero mayor que él es positivo. {

Es claro que como (Fz)p(z) y (Vz)p(x) son proposiciones, ellas pueden ser vincu-
ladas con otras proposiciones mediante conectivos légicos o pueden formar parte de
razonamientos, ya sea como premisas o como conclusién.

Ejemplo 21.

= Podemos simbolizar la proposicion “ Algunos nimeros reales son racionales o
todos los nimeros reales son positivos” considerando una variable x que toma

valores en el conjunto de los nimeros reales R y dos funciones proposicionales:

p(z) : x es racional.

q(z) : x> 0.

De esta forma la proposicién dada se escribe

(3z) p(z) Vv (Vx)q(z).
= Analogamente la proposicion “ Todos los niimeros reales son no positivos im-

plica algunos ntimeros reales son racionales” se simboliza

(V) ~ q(x) = (3x) p(z).

= Decir que es falso que una propiedad dada se cumple para todos los elemen-
tos de un conjunto universal, es claramente equivalente a decir que existe algin
elemento del universal que no satisface dicha propiedad. Luego tenemos la equi-

valencia

~ (Va)p(z) = (3z) ~ p(x)
= Decir que es falso que una propiedad dada se cumple para algin elemento del
universal, es claramente equivalente a decir que todos los elementos del universal

no satisfacen dicha propiedad. Luego tenemos la equivalencia

~ (Jz)p(z) = (V) ~ p(z)
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Ejemplo 22.

La negacion de

es

pues

) =

~ ((3z)
(V) ~ (p(z) V (¥ ) (v)) <
= (Va)(~p(x) A ~ (Vy)h(y
(Vz)(~ p(z) A (Jy) ~ h(y)) <~ q

o

Ejercicio 23. Negar las proposiciones simbolizadas en el punto 2. del ejercicio 20

obteniendo una forma equivalente y expresarlas en lenguaje corriente. &

1.2. Teoria de conjuntos

1.2.1. Definiciones basicas: subconjunto, conjunto vacio, com-

plemento, conjunto de partes

A lo largo de esta seccién consideraremos un conjunto universal U. Sea x una variable
que toma valores en U y sea p(z) una funcién proposicional sobre = (digamos una
propiedad enunciable sobre ).

Indicaremos con {z : p(z)} al conjunto formado por los elementos del universal que
satisfacen la propiedad p(x), es decir, formado por los elementos a del universal
tales que p(a) es verdadera. Por simplicidad los conjuntos seran llamados con letras

mayusculas; diremos, por ejemplo,

sea C' el conjunto {z : p(z)}; o bien,
sea C' = {z:p(z)}.

Indicaremos que a es un elemento del conjunto C' escribiendo a € C; se lee “a per-

tenece a C”. Observar que a € C significa que p(a) es verdadera. La negacién de
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a € C se escribe a € C'y se se lee “a no pertenece a C”.

Algunos conjuntos también puede ser definidos mediante la enumeracion de sus ele-
mentos, en este caso se dice definido por extension; mientras que, en el primer
caso (utilizando una propiedad que caracteriza los elementos), se dice definido por
comprension.

Ejemplo 24.

Definiciones por comprension:
A = {x : x es un ntimero natural menor que diez },

B = {z : x es una vocal de la palabra matematica},
R = {z :  es un ntmero real}.

Los conjuntos anteriores definidos por extension:
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},

B =/{a,e,i},

No es posible dar una definicién por extensién de R. &
Indicaremos con ) al conjunto vacio, es decir, al conjunto que no tiene elementos. El

conjunto vacio puede ser definido por comprension de diversas maneras, por ejemplo:

() = {z :  es un nimero natural menor que 0}

() = {x : x es una vocal que aparece en las palabras “dia” y “noche”}

En cambio, su definicién por extension es () = {}.
Se dice que un conjunto A estd contenido en un conjunto B, o que A es un sub-
conjunto de B, y se escribe A C B, cuando todo elemento de A es elemento de B.

Es decir,

ACB <+ (Yx)(r € A— x € B)

Los conjuntos A y B son iguales cuando tienen exactamente los mismos elementos:

A=B <+ (Vz)(xr € A<z € B).
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Proposicién 25. Sean A, B y C' conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1.)cACU

2. AC A Propiedad reflexiva de la inclusion
3. (ACBANBCA)—-A=8B Propiedad antisimétrica de la inclusion
4. (ACBANBCC)—ACC Propiedad transitiva de la inclusion
5 A=A Propiedad reflexiva de la igualdad
6. A=B—-B=A Propiedad simétrica de la igualdad
7 (A=BANB=C)—A=C Propiedad transitiva de la igualdad

Demostracién: Probaremos los puntos 1. y 4., los demas quedan como ejercicios.

Sea a un elemento cualquiera del universal. Por definicién de () sabemos que a € ) es

una proposicion falsa, de donde
acl—aecA
es verdadera. Como a es un elemento cualquiera hemos probado que
(Vz)(x € ) — z € A);

resulta, por la definicién de contencién, que () C A.

Para probar 4., asumamos que A C By que B C C. Sea a un elemento cualquiera

de A,

aceA -acANACB por adjuncion
—a€B por definicién de contencion
—a€BANBCC por adjuncién
—aecC por definicién de contencion.

Como a es un elemento cualquiera de A, resulta A C C.

Hemos probado que

(ACBANBcCC)—AcCC.

a

Diremos que A es un subconjunto propio de B, y escribiremos A ; B cuando A

esta contenido en B y A # B, es decir,
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AS B« (ACBA (3z)(xe BAxgA)).

Llamaremos complemento de A al conjunto que se denota A¢ cuyos elementos son

aquellos del universal que no pertenecen a A, es decir,

A={rx:~zxe Ay ={x:x ¢ A}.

Observar que para determinar explicitamente el complemento de un conjunto es ne-
cesario conocer el conjunto universal.

Ejemplo 26.

SiA={z:2 € N A 1<z} y el conjunto universal es el conjunto de los nimeros
naturales N, entonces A° = () pues todo elemento del universal estd en A. En cambio,

si el conjunto universal es el conjunto de los nimeros enteros Z entonces A = {z :

r€Z Nx<0}={0,-1,-2,-3,---} #0. O
Proposiciéon 27. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1 (A=A §r=U U=
2. ACB < BEC A

Demostracién: Sea a un elemento cualquiera del universal,

a€ (A°)° < ~a€A° por definicién de complemento
< ~~a€ A por definicion de complemento

<~ a€A por doble negacion.
Hemos probado que (A€)¢ = A.
Por Proposicién 25 (1.), todo conjunto esté contenido en el universa, luego
fccU. (1.1)
Por otra parte, como

acU — ~ac( pordefinicién de vacio

— a€(r por definicion de complemento;

resulta que

U C (- (1.2)
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De las relaciones (1.1) y (1.2), y la propiedad antisimétrica de la inclusién, obtenemos
que ¢ = U.
Finalmente, como ()¢ = U, obtenemos ((°)¢ = U¢; y como ()¢ = @, resulta ) = U*.

Ahora demostraremos el segundo punto del enunciado,

ACB < (Vz)(zre A—xeB) por definicién de inclusién

< (Vz)(~2z € B—~x€A) porequivalencia con contrareciproco

& (Vx)(zEgB—x¢A) por definicién de ¢
~ (Ya)(z € B¢ — x € A por definicién de complemento
~ B°¢C A por definiciéon de inclusién.

|

Dado un conjunto A, P(A) denota al conjunto de partes de A. Los elementos de

P(A) son los subconjuntos de A:

P(A) = {z : x es un subconjunto de A}.

Observar que los elementos del conjunto de partes son conjuntos. Si A tiene una
cantidad n de elementos entonces P(A) tiene 2" elementos.

Ejemplo 28.
= Si A=1{1,2,3} entonces
P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
« Si A= {1} entonces P(A) = {0, {1}}.

Como P(A) es un conjunto, podemos determinar su conjunto de partes:

P(P(A)) ={0,{0}, {{1}}, {0, {1}}}.

Proposiciéon 29. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1. AcP(A) DePA) PO £0
2. AC B P(A) C P(B)

Demostracién: Por Proposicién 25 (1.) y (2.), tenemos que ) C Ay A C A; en

consecuencia ) € P(A) y A € P(A) por definicién de conjunto de partes.
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Como 0 C 0, obtenemos () € P((); resulta que P(0) # 0.

Asumamos que A C B. Sea C' un elemento cualquiera de P(A),

CeP(A) — CCA, por definicién de conjunto de partes
— CCANACB, poradjuncion
— CCB por transitividad de inclusion

— CeP(B) por definicién de conjunto de partes.

Como C es un elemento cualquiera de P(A), resulta que P(A) C P(B).

Hemos probado que

AC B —P(A) C P(B). (1.3)

Ahora asumamos P(A) C P(B). Sea a un elemento cualquiera de A.

acA — {a} CA, por definicién de inclusién

— {a} € P(A), por definicién de conjunto de partes

— {a} € P(B)  pues por hipétesis P(A) C P(B)
— {a} CB por definicién de conjunto de partes
— a€B por definicion de inclusion.

Como a es un elemento cualquiera de A, resulta que A C B.

Hemos probado que

P(A) C P(B) - AC B. (1.4)

De las relaciones (1.3) y (1.4), obtenemos

AC B+ P(A) C P(B).

Ejercicio 30.

1. Probar quesi AC By BC Cy C C A, entonces A=DB=C.

2. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes relaciones. Justifique.

(a) 0 € {0} (b) 0 C {0} (c) {a} € {a, b}
() 0ed (e) {a} C {a, b} (f) {a, b} € {a, {a,b}}
(e) {0y € {0} () {a} € {{a}} () {a,b} C {a,{a,b}}
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3. Sea A = {2, {z}, {0}, {2, 2}}, hallar P(A).
4. Hallar: P(0) y P(P(0)). O

Convencién: con el objetivo de simplificar la notacién, escribiremos

{reA:p(x)} enlugarde {z:zx€ A A p(z)}

para indicar el subconjunto de A formado por los elementos que satisfacen la propie-

dad p.

1.2.2. Operaciones entre conjuntos

Definiremos cuatro operaciones entre conjuntos: interseccién, unién, diferencia y di-
ferencia simétrica; y estudiaremos propiedades de cada una de ellas.
Dados conjuntos A y B, AN B denota el conjunto interseccion de A y B. Los

elementos de AN B son los elementos del universal que pertenecen a Ay a B:
ANB={z:x€ AN x € B}
Ejemplo 31.

» SiA={r e N:2 <20}y B ={r € N: xesmiltiplo de 3}, entonces
AN B ={3,6,9,12,15,18}.

» Si A = {1,{1}} entonces P(A) = {0,{1},{{1}},{1,{1}}}. Resulta que AN
P(A) ={{1}}. ;Porqué 1 ¢ ANP(A)? ;Porqué O ¢ ANP(A)? O

Los conjuntos A y B se dicen disjuntos cuando AN B = ().

Proposiciéon 32. Sean A, B y C' conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1.ANA=A Anl=0 ANnU=A

2. ANBCA

3. ANB=A+<ACB

4. ANB=BnNA Propiedad conmutativa de la interseccion
5. (ANB)NC=ANn(BNC) Propiedad asociativa de la interseccion

Demostracién: Probaremos los puntos 2., 3. y 5., los demds quedan como ejercicios.

Sea a un elemento cualquiera de AN B.
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ac€ ANB — a€ AN aé€ B, pordefinicion de N

— a€A por simplificacion.

Como a es un elemento cualquiera de AN B, resulta que AN B C A.

Asumamos que AN B = A. Sea a un elemento cualquiera de A.

aceA — a€ ANB pues por hipétesis AN B = A
— (a€ A A a€ B) por definicién de interseccién

— a€B por simplificacion.

Como a es un elemento cualquiera de A, resulta que A C B.
Hemos probado que

ANB=A— ACB. (1.5)

Ahora, asumamos que A C B. Sabemos, por lo probado anteriormente, que AN B C
A; luego, para probar que A = AN B, basta ver que A C AN B.

Sea a un elemento cualquiera de A.

acEA — a€B pues por hipdtesis A C B
— (a€ ANa€B) por adjuncién
— ac€ ANB por definicion de interseccién

Como a es un elemento cualquiera de A, resulta que A C AN B; luego, hemos probado
que

ACB—ANB=A. (1.6)
Con las implicaciones (1.5) y (1.6) queda demostrado el punto 3.

Sea a un elemento cualquiera del universal,

ace(ANB)NC <« (ae ANB ANa€(C) por definicién de interseccién
< ((ae ANa€B)ANaeC) por definicién de interseccién
< (@€ AN (aeB ANac(C)) porlaasociatividad de A
<o (aec ANaeBNC) por definiciéon de interseccién
“ ac AN(BNC) por definicién de interseccién

Como a es un elemento cualquiera del universal, resulta (AN B)NC = AN (BNC).

O
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Dados conjuntos A y B, AU B denota el conjunto unién de A y B. Los elementos

de AU B son los elementos del universal que pertenecen a A o a B:
AUuB={z:x€ AV x € B}.
Ejemplo 33.
= Si
A = {x : z es una letra de la palabra “dado” } y

B = {z : x es una letra de la palabra “dedos”},

entonces AU B = {d,a,0,e,s}, mientras que AN B = {d,o}.

» Si A= {1} y B = {2} entonces AUB = {1,2} y AN B = {). Resulta que
P(A) = {0, {1}}; P(B) = {0, {2}}; P(AUB) = {0,{1,}, {2} {1,2}}; P(AN
B) = {0}; P(A) UP(B) ={0,{1},{2}}; vy P(A) NnP(B) = {0}. Observar que
P(A)UP(B) #P(AUB). O

Proposiciéon 34. Sean A, B y C' conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1. AUA=A AUl=A AUU=T

2. ACAUB

3. AUB=A+< BCA

4. AUB=BUA Propiedad conmutativa de la union
5. (AUB)UC =AU (BUC) Propiedad asociativa de la union
6.

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) Propiedad distributiva de la interseccion
respecto de la union
7. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Propiedad distributiva de la union respecto

de la interseccion

Demostracién: Se deja como ejercicio. O

Dados conjuntos Ay B, A— B denota el conjunto diferencia entre A y B, también se

llama A menos B. Los elementos de A— B son los elementos de A que no pertenecen

a B:
A-—B={x:x€ AN zx¢B}.
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Ejemplo 35.
Si A=1{1,2,3,6,7,8}, B=1{2,3,4,7,8,9} y C = {3,6,9}, entonces

A-B={1,6} B-A={4,9 B—C=1{24,7,8

(A-B)—-C={1} A—(B-C)=1{13,6}

Este ejemplo muestra que la diferencia entre conjuntos no satisface la propiedad

conmutativa ni la propiedad asociativa. &

Proposiciéon 36. Sean A, B y C' conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1.A-A=0) A-0=A A-U=0 P—-A=0) U-A=A°

2. A—-BCA

3. A—B=A+<ANB=1

4. (A-B)—-C=(A-C)-B

5. AN(B—-C)=(ANB)—(ANC)  Propiedad distributiva de la interseccion

respecto de la diferencia

Demostracién: Probaremos el punto 4., los demas quedan como ejercicios.

Sea a un elemento cualquiera del universal,

a€(A-C)—B < (a€cA—C ANa¢B) por definicién de diferencia
< ((ae ANagC) A a¢gB) por definicién diferencia
< (a€AN(agC Na¢gB)) por asociatividad
de la conjuncion
— (a€e AN (ag B ANagCC)) por conmutatividad
de la conjunciéon
< ((ae ANa¢gB)Aa¢gC) porasociatividad
de la conjuncion
< (a€eA—B ANagC) por definicién de diferencia

< a€(A-B)-C por definicién de diferencia.

O
Dados conjuntos A y B, AAB denota el conjunto diferencia simétrica entre A y
B. Los elementos de AAB son los elementos del universal que pertenecen a uno de

los conjuntos pero no al otro:
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AANB={z:(r€ ANz ¢gB)V (reBANx¢gA}

Ejemplo 37.
Si A=1{1,3,5,7,9} y B={2,3,6,7,10} entonces AAB ={1,2,5,6,9,10}. &

Proposiciéon 38. Sean A, B y C' conjuntos cualesquiera. Se satisface que:

1. ADNA =0 AAD=A AAU = A°

2. AAB=(AUB)—-(ANB)

3. AABC AUB

4. AAB=A+ B=1)

5. AAB = BAA Propiedad conmutativa de la diferencia simétrica
6. (AAB)AC = AAN(BAC) Propiedad asociativa de la diferencia simétrica
7.

AN(BAC)=(ANB)A(ANC) Propiedad distributiva de la interseccion

respecto de la diferencia simétrica

Demostracién: Probaremos el punto 4., los restantes quedan como ejercicios.

Asumamos que AAB = A. Probaremos que B = () por el absurdo: supongamos existe

b € B,

beB — (beBAN(beAVDbgA) por adjuncion;
— (beBANbeA)V (beBAbEA)) por propiedad distributiva,;
— (g AABANbeA)V (be AAB ANb¢g A)) por definicién de
diferencia simétrica;
— (bgANbeA) Vv (beANDEA)) por hipétesis AAB = A
= (bgAANbe A

La conclusion (b ¢ A A b € A) es una contradiccién que proviene de suponer la
existencia de b; resulta que un tal b no puede existir, es decir, B = ().
Hemos probado que

AAB=A— B=0. (1.7)
Ahora asumamos que B = (J;

B=0 — AAB=AAD por igualdad
— AAB=A pues AA) = A.
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Hemos probado que

B=0— AAB = A. (1.8)

De las relaciones (1.7) y (1.8) resulta

AAB =A<+ B=1.

Ejercicio 39.

Sean A y B conjuntos cualesquiera, probar que se satisfacen las siguientes relaciones.

1. (AUB)*=A°NB° (AN B)* = A°U B¢ Leyes de De Morgan
2. P(A)UP(B) C P(AUB)

3. ANB =0+ PA)NP(B)={0}

4. P(AUB) =P(A)UP(B) & (AC BV BC A)

5. P(ANB) =P(A)NP(B)

6. (AAB)U(ANB)=AUB O

1.2.3. Familias de Conjuntos

Cuando necesitamos nombrar varios conjutos podemos utilizar subindices.

Ejemplo 40.

» Para cada natural n, sea A, = {z € R: x> n}.
De esta forma estamos nombrando una cantidad infinita de conjuntos:
Aj={zeR:z>1};
Ay={reR:z>2};
As={r eR:z > 3};

Con (A, )nen indicamos a la familia formada por todos estos conjuntos.
» Sea A ={1,qa,2,b,3,c}. Para cada elemento x de A sea B, = A — {x}. De esta
forma estamos nombrando los siguientes conjuntos:
By =A—-{1} ={a,2,b,3,c};
B,=A—{a} ={1,2,b,3,c};
By =A—-{2} ={1,a,b,3,c};
By,=A—{b} ={1,qa,2,3,¢c};
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Bs=A—-{3}={1,a,2,b,c}; y
B.=A—{c} ={1,a,2,b,3}.
Con (B;)zea indicamos a la familia cuyos miembros son los seis conjuntos lis-

tados anteriormente. &

En general, dado un conjunto no vacio I, que llamaremos conjunto de subindi-
ces, (A;)ier denota la familia de conjuntos cuyos miembros son cada uno de los
conjuntos A; con i € I.

Mediante | J,.; A; indicaremos al conjunto unién de los miembros de la familia

definido de la siguiente manera:

UAi = {z: existe i € I tal que x € A;}.

iel
Anadlogamente, [);,.; A; denota el conjunto interseccién de los miembros de la
familia,

ﬂAi ={x:x € A; para todo i € I}.

iel
Ejemplo 41.

Para las familias (A, )nen ¥ (By)zea del ejemplo anterior, vale que

4. =4 () A =0.

neN neN
UJB.=4 () B.=0.
€A z€EA

O

Una particién de un conjunto A es una familia de conjuntos (A4;);e; con subindices

en un conjunto I cualquiera, que satisface cada una de las siguientes condiciones:

1. A; # 0 para todo i € I;
2. A; N A; = 0 para todo par de subindices i y j, i # j, de I;
3. U, Ai = A,

Ejemplo 42.

Las siguientes son dos particiones distintas del conjunto de los niimeros reales:
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» La familia de conjuntos (A,;)mez con A, ={x eR:-m <z <m+1}.
» La familia de conjuntos con los siguientes tres miembros: A; = {x € R: z < 0},

Ejercicio 43.

1. Determinar la unién y la interseccion de las siguientes familias de conjuntos
a) A, ={-n,0,n} n ez

b) B, ={r € N:z esmiltiploden} neN
2. Sea A un conjunto y (4;);e; una familia de conjuntos. Probar que

Aul A ={Ju4)

el el

AnlJ4ai=Jan 4.

el el

3. Indicar todas la particiones que se pueden dar el conjunto A = {1, 2, 3}. &
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Capitulo 2

Relaciones y Funciones

2.0.4. Producto cartesiano y relaciones

Dados dos elementos cualesquiera a y b, mediante (a, b) indicaremos el par ordenado
con primera coordenada a y segunda coordenada b. Diremos que dos pares
ordenados son iguales cuando sus primeras coordenadas son iguales y sus segundas

coordenadas también lo son, es decir:

(a,b) = (d',b') > (a=d ANb=1).

Sean A y B conjuntos. Representaremos con A x B el producto cartesiano de
A por B definido como el conjunto de los pares ordenados con primera coordenada

perteneciente a A y segunda coordenada perteneciente a B:

Ax B={(z,y):x € ANy € B}.
Ejemplo 44.
= (3+2,—-1)=(5,-1) (3,2) #(2,3) (—1,1) # (1,-1).

» Si A={1,2,3} y B={1,5} entonces

Ax B={(1,1),(1,5),(2,1),(2,5),(3,1),(3,5)}
(1,3) ¢ Ax B (1,3) e Bx A

(Ax B)N (B x A) = {(1,1)}.
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Proposiciéon 45. Sean A, B y C conjuntos cualesquiera. Se satisface que,

1L AxD=0xA=0.

2. Si Ay B son no vacios, Ax B=Bx A+ A=B.

3. Si Ay B son no vacios, Ax BCCxD+ ACCANBCD.
4. (AxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD).

5. (AxB)N(Cx D)= (ANC) x (BND,).

Demostracién: Probaremos el punto 2), los restantes quedan como ejercicios.

Asumamos que A X B = B x A. Sea a un elemento cualquiera de A. Como B # (),

existe un elemento b € B.
a€A — (a,b) € Ax B por definicién de producto cartesiano

— (a,b) € Bx A pues por hipétesis A x B =B x A
— a€ B ANbe A por definicién de producto cartesiano

— a€B por simplificacion.
Hemos probado que

ACB. (2.1)

Anélogamente, sea b un elemento cualquiera de B. Como A # (), existe un elemento

a € A
beB — (a,b) € Ax B por definicién de producto cartesiano

— (a,b) € Bx A pues por hipotesis A x B =B x A
— a€ B ANbe A por definicién de producto cartesiano

— be A por simplificacion.
Hemos probado que

B C A. (2.2)

De (2.1) y (2.2) resulta A = B; en consecuencia hemos probado que para A y B no

vacios se satisface que

AxB=BxA— A=B.
La implicacién reciproca es trivial. O

Sean A y B conjuntos. Una relacién de A en B es un subconjunto del producto

cartesiano de A por B; es decir:

R esunarelacibon de Aen B &+ R C A x B.
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Si (a,b) € R se dice que a estd R-relacionado con b o que a esta relacionado con b
por R; y suele notarse aRb. Si (a,b) € R se dice que a no esta R-relacionado con b
y se escribe a /Rb.

Tal como un conjunto cualquiera, una relacién puede ser definida por extensién o por
comprension.

Ejemplo 46.

» Si A={1,2,3} y B = {a,b,c,d}, entonces R = {(1,a),(2,¢),(2,a)} es una
relacién de A en B. Esta relacién vincula a 1 con a; a 2 con ¢ y con a; y no
vincula a 3 con ningun elemento de B.

Otra forma de representar la relacion R es escribiendo los pares relacionados

separados por el simbolo R:

1Ra 2Rc 2Ra

Otrarelacion de Aen Bes T = {(3,a), (3,b),(3,¢), (3,d)}. Esta relacién vincula
a 3 con cada elemento de B, en tanto que 1 y 2 no estan relacionados con
elemento alguno de B.

= Sea A el conjunto de las ciudades de Argentina y B es el conjunto de las

provincias de Argentina. Las siguientes son dos relaciones de A en B:

C={(x,y) € AX B:x esla capital de y};

D ={(z,y) € Ax B: x es una ciudad de la provincia y}.

Es claro que, por ejemplo, el par (La Plata, Buenos Aires)e C N D; en cambio
(Lincoln, Buenos Aires)¢ C y (Lincoln, Buenos Aires)e D.

Alternativamente, las relaciones anteriores pueden ser descriptas de la siguiente
forma:

Sean C y D las relaciones entre ciudades y provincias de Argentina dadas res-

pectivamente por,

xCy <> x es la capital de y;
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x Dy < x es una ciudad de la provincia y.

» Algunas relaciones suelen no ser expresadas con la notaciéon de conjuntos. Tal
es el caso de la relaciéon “menor o igual” de R en R. Cuando escribimos V2 <2
estamos indicando que el par (v/2,2) pertenece a la relacién “menor o igual”.
Algo similar ocurre con la relacién “contenido” de P(U) en P(U): cuando es-
cribimos A C B estamos indicando que el par (A, B) pertenece a la relacién
“contenido”.

» Sea A= {1,2,3,4,5}. Llamemos ~ a la relacién de A en A dada por

T~y r+y=_8.

Esta relacion es el conjunto

{(z,y) e AxA:x4+y=8}={(3,5),(4,4),(5,3)}.

¢

Sea R una relacion de A en B. El conjunto A se dice el conjunto de partida de R;
y el conjunto B se dice el conjunto de llegada o codominio de R.

El conjunto

Dom(R) ={x € A: existe y € B tal que (z,y) € R}

es el dominio de R; y el conjunto

Img(R) ={y € B: existe z € A tal que (z,y) € R}

es el rango o imagen de R.

Se llama relacion inversa de R a la relacién de B en A dada por
R ={(y.2) : (v,y) € R}.
Dado A" C A, se llama imagen de A’ por R al conjunto

R(A") ={y € B: existe z € A’ tal que (z,y) € R}.
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Dado B’ C B, se llama imagen inversa de B’ por R a la imagen de B’ por R };

es decir: al conjunto
R YB')={r € A: existe y € B’ tal que (z,y) € R}.
Ejemplo 47.

Si A=1{1,2,3}, B={a,b,c,d} y R={(1,a),(2,¢),(2,a)}, entonces

Dom(R)={1,2} y Img(R)=a,c}.

Observar que 3 € Dom(R) pues 3 no estd relacionado con ningtin elemento de B:
(3,a) € R, (3,b) € R, (3,¢) € Ry (3,d) € R. Por otro lado, b &€ Img(R) pues no
existe un elemento de A relacionado con b: (1,b) € R, (2,b) € Ry (3,b) € R.

Si A =1{2,3}, A" ={3}, B'={a,d} y B" = {b,d}, entonces

R(A) ={a,c} RA") =10

R Y B)={1,2} R YB")=0.

Proposiciéon 48. Sea R una relacion de A en B. Se satisface que,

1. (R°YH1=R.
2. Dom(R™') = Img(R).
3. Img(R™") = Dom(R).

Demostracién: Demostraremos el punto 2), los restantes quedan como ejercicios.

Sea y un elemento cualquiera,

y€Img(R) < y € B A existe z € A tal que (z,y) € R por def. de Img
< y€ B A existe z € A tal que (y,z) € R™'  por def. de R}
< y € Dom(R™1)) por def. deDom.

¢

Sea ~ una relacion en un conjunto A, esto es, una relacién de A en A: el conjunto

de partida y el conjunto de llegada de ~ son el mismo conjunto A.
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La relacién ~ se dice reflexiva si para todo x € A se verifica que

La relacién ~ se dice simétrica si para todo = € A y para todo y € A se verifica que
T~y =Y~

La relacién ~ se dice antisimétrica si para todo x € A y para todo y € A se verifica
que

(x~yANy~z)—>T=19.

La relacién ~ se dice transitiva si para todo = € A, para todo y € A y para todo
z € A se verifica que

(x~yANy~z)—x~2

Ejemplo 49.

Sea ~ la relacién definida en N en la forma
n~m<<n<m

Esta relacion no es reflexiva pues, por ejemplo, 1 ~ 1.
Tampoco es simétrica pues, por ejemplo, 1 ~ 2 pero 2 ~ 1.

La relacion es antisimétrica puesto que dados elementos cualesquiera n y m de N,
m<mAm<n)—>n=m

es verdadera porque el antecedente es falso. &
Ejercicio 50.

Sea R una relacién en un conjunto A. Probar que

R UR! es simétrica.

Si R reflexiva — R~ es reflexiva.
Si R simétrica — R~ es simétrica.
Si R transitiva — R~! es transitiva.

Si R antisimétrica — R~! es antisimétrica.

A A el B

Sea B C A. Se llama restricciéon de R a B a la relacion Rp definida en B en
la forma

Rp={(z,y) € R: (x,y) € B x B}.
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Probar que si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica o transitiva, entonces R pg

lo es. jVale la implicacion reciproca? &

2.0.5. Relaciones de orden

Una relacion ~ en un conjunto A se dice relacién de orden si es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. Si ademads, para todo x € A y para todo y € A, se verifica

que

T~y Vy~,

entonces la relacién se dice de orden total .

Ejemplo 51.

» Larelacién < en R es una relacién de orden total. Nos referiremos a esta relacién
como “el orden usual de R”.

= Sea F es un conjunto cualquiera. La relacién de inclusion C es una relacién
de orden en P(E). Si E tiene al menos dos elementos, C no es un orden total.

Efectivamente, asumamos que a y b son elementos de E'y a # b. Asi, {a} €

P(E) y {b} € P(E), pero

{a} £{b} A {b} £ {a}.

= Sea R una relacion de orden en A y S es una relacion de orden en B. Se define

en A x B la relacion ~ en la forma:

(a,b) ~ (a',b") <> (aRd" N bSH)

La relacion ~ es una relacion de orden en A x B; se llama orden producto
de R y S. Efectivamente,

~ es reflexiva:
(a,b) e Ax B — (a€AAbe B) por definiciéon de A x B

— (aRa A bSD) pues R y S son reflexivas
— (a,b) ~ (a,b) por definicién de ~ .

~ es antisimétrica:
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((a,b) ~ (a',0') A (a',b) ~ (a,b)) — ((aRa’ A bSV) A (a'Ra N VSD))
por definicion de ~
— ((aRd" A d'Ra) A (bSY A b'SD))
por asociat. y conmutat. de A
— (a=d Nb=V)
pues R y S son antisimétricas
— (a,b) = (d,V)

por definicion de par ordenado.
~ es transitiva:

((a,b) ~ (a',0') A (V) ~ (a", V")) — ((aRd" A bSV) A (d'Ra” N b'Sb"))
por definicion de ~
— ((aRa" A a'Ra") N (bSH N U'SY"))
por asociat. y conmutat. de A
— (aRa” N bS")
pues R y S son transitivas
— (a,b) ~ (a",b")
por definiciéon de ~ .
= Si R es una relaciéon de orden en Ay B C A, entonces la restriccién de R a B
también es una relacion de orden en B; se dice el orden inducido por R en
B. Por ejemplo: < es una relacién de orden en R y, en consecuencia, induce un

orden en cualquier subconjunto de R. &

Sean = e y elementos distintos entre si de un conjunto ordenado por una relaciéon ~.
Por analogia con lo que ocurre con la relaciéon “menor o igual” en el conjunto R, se

dice que

= T es menor que y, o que y es mayor que x, cuando x ~ y;

= y es consecutivo de x cuando x ~ y y, para todo z € A,
r~zoy— (=2 Vy=2).

Un conjunto ordenado y con una cantidad finita de elementos puede representarse
mediante un diagrama de Hasse: a cada elemento del conjunto se le hace correspon-

der un punto del plano de forma tal que si x es menor que y el punto correspondiente
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D \E
N
7N\

Figura 2.1: Diagramas de Hasse de las relaciones R y Rg, respectivamente, del Ejem-

plo 52.

)

//Aﬂy
\\//

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de la relacién ~ del Ejemplo 52.

a x esta por debajo del punto correspondiente a y. Luego dos puntos se unen con una
linea si uno es consecutivo del otro.

Ejemplo 52.

» Kl diagrama de Hasse representado a la izquierda en la Figura 2.1, correponde
a la relacién de orden R definida en el conjunto {A, B,C, D, E, F} por los
pares ordenados: (A, A); (4,C); (A, D); (A, E); (A, F); (B,B); (B,C); (B, D);
(B, E); (B, F); (C,0); (C,D); (C, E); (C,F); (D, D); (E,E); (B, F); (F.F).
El orden Rg inducido por R en el subconjunto S = {A, B, D, F'} es la relacién
definida por los pares ordenados (A, A); (A, D); (A, F); (B, B); (B, D); (B, F);
(D, D); (F, F). El diagrama de Hasse de Rg se muestra en la Figura 2.1.

» Kl diagrama de Hasse correspondiente a la relacion ~ definida en el conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} en la forma
x ~y <> x divide a vy,

es el representado a la derecha en la Figura 2.2.
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Figura 2.3: Subconjunto A’ del Ejemplo 53.

Sea A’ un subconjunto no vacio de un conjunto A ordenado por una relacién ~ y sea

a€ A

» a es maximal en A" si a € A" y en A’ no hay un elemento mayor que a; es
decir: a € A’ y para todo x € A’ se verifica que si a ~ x entonces x = a.
s g es minimal en A’ sia € A’ y en A’ no hay un elemento menor que a; es decir:

a € A"y para todo x € A’ se verifica que si & ~ a entonces x = a.

a es una cota superior de A’ si a es mayor o igual que todos los elementos de

A’; es decir: para todo x € A’ se verifica que = ~ a.

= @ es una cota inferior de A’ si a es menor o igual que todos los elementos de
A’; es decir: para todo x € A’ se verifica que a ~ .

» a es primer elemento de A’ si a € A’ y a es cota inferior de A’

a es ultimo elemento de A’ si a € A" y a es cota superior de A'.

a es supremo de A’ si a es el primer elemento del conjunto de las cotas supe-

riores de A; es decir: a es el primer elemento del conjunto
{x € A: es cota superior de A'}.

a es infimo de A’, si a es el ultimo elemento del conjunto de las cotas inferiores

de A; es decir: a es el ultimo elemento del conjunto
{z € A : x es cota inferior de A'}.
Ejemplo 53.

» Consideremos el subconjunto A" = {2,3,6,9} del conjunto ordenado represen-

tado en la Figura 2.3 mediante su diagrama de Hasse.
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2 no es maximal en A’, pues en A’ hay elementos mayores que 2, por ejemplo
6.

6 vy 9 son maximales en A’.

4 no es maximal en A’, pues 4 ¢ A’.

No hay cotas superiores de A”:

8 no es cota superior, pues, por ejemplo, 8 no es mayor que 6;

6 no es cota superior, pues, por ejemplo, 6 no es mayor que 9;

y asi con los restantes elementos.

Como A’ no admite cotas superiores entonces tampoco tiene ultimo elemento
ni supremo.

2 es minimal en A’, pues 2 € A" y en A’ no hay elementos menores que 2. Pero
2 no es cota inferior de A’, pues 2 no es menor que el elemento 3 de A’.
Analogamente, 3 es un elemento minimal de A’, pero no es cota inferior de A’.
1 no es minimal en A’, pues 1 & A’.

1 es cota inferior de A’, pues 1 es menor que 2, que 3, que 6 y que 9.

1 es la unica cota inferior de A’, es decir, el conjunto de las cotas inferiores de
A es {1}.

A’ no tiene primer elemento, pues la tnica cota inferior no pertenece a A’.

1 es infimo de A’ pues es el ultimo elemento del conjunto {1}.

Consideremos en R el orden usual y sea A’ el intervalo (2, 5].

5 es un elemento maximal de A’, pues 5 € A’ y en A’ no hay ningin elmento
mayor que o.

5 es cota superior de A’, pues 5 es mayor o igual que todo elemento de A’.

A’ admite muchas cotas superiores; el conjunto formado por todas las cotas
superiores de A’ es el intervalo [5, 00).

5 es ultimo elemento de A’, pues 5 € A’ y 5 es cota superior de A’

5 es supremo de A, pues 5 es el primer elemento del conjunto [5, 00) formado
por las cotas superiores de A’.

2 no es un elemento minimal de A’, pues 2 ¢ A'.

2 es cota inferior de A’, pues 2 es menor o igual que todo elemento de A’.

A’ admite muchas cotas inferiores; el conjunto formado por todas las cotas

inferiores de A’ es el intervalo (—o0, 2].
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A’ no tiene primer elemento, pues ninguna de las cotas inferiores pertence a A’.
2 es infimo de A’, pues 2 es el ultimo elemento del conjunto (—oo, 2] formado

por las cotas inferiores de A’. O
Proposiciéon 54. Se cumple que:

1. Sia es primer (iltimo) elemento de A" entonces a es minimal (mazximal) de A’.

2. Si a es primer (ultimo) elemento de A’ entonces a es infimo (supremo) de A’.

3. Sia yad son primeros (ultimos) elementos de A’ entonces a = a’'. En otras
palabras: el primer (ultimo) elemento, si existe, es unico.

4. St a ya son infimos (supremos) de A’ entonces a = a'. En otras palabras: el

infimo (supremo), si existe, es unico.

Demostracién: 1. Asumamos que a es primer elemento de A’.

Por definicién de primer elemento,
aecA. (2.3)

Por otro lado, también por definiciéon de primer elemento, a es cota inferior de A’,

luego a es menor o igual que cualquier elemento de A’; resulta que
en A’ no hay elementos menores que a. (2.4)

De (2.3) y (2.4) se desprende que a es un elemento minimal de A’.

2. Asumamos que a es primer elemento de A’. Por definicién de primer elemento
acC, (2.5)

donde C' es el conjunto de las cotas inferiores de A’. Veremos a continuacién que a es
el ultimo elemento de C.
Sea x un elemento cualquiera de C'. Como x es cota inferior de A’ y a € A’ entonces

x ~ a, donde ~ es la relacién de orden. Hemos probado que, para todo =,

reC —x~a. (2.6)

De (2.5) y (2.6) resulta que a € C'y a cota superior de C| respectivamente; entonces

a es ultimo elemento de C, es decir, a es infimo de A’.
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La demostracion de los restantes puntos queda como ejercicio. O
Una relacion de orden ~ en un conjunto A se dice un buen orden si todo subconjunto
no vacio de A tiene primer elemento.

Ejemplo 55.

= El orden representado en el diagrama de Hasse de la Figura 2.2 no es un buen
orden: el subconjunto {6, 7} no tiene primero elemento.
= En R, la relaciéon < no es un buen orden: cualquier intervalo no vacio abierto a

izquierda no tiene primer elemento. %

Proposiciéon 56. Todo buen orden es orden total.

Demostraciéon: Asumamos que ~ es un buen orden en un conjunto A. Sean a y b

elementos cualquiera de A. Veremos que a ~ b o b ~ a.

Sea A" = {a,b}. Como ~ es un buen orden en A y A’ es un subconjunto no vacio
de A, A’ tiene primer elemento. Resulta que a es primer elemento de A’ o b primer
elemento de A, pues en A’ no hay otros elementos. Luego, por definicién de primer
elemento, a ~ b o b ~ a. Como a y b son elemento cualesquiera de A, hemos probado
que ~ es un orden total. O

Ejercicio 57.
1. Considere en el conjunto N x N la relacion {» definida por
(n,m)O(s,t) & n<s

Analice las propiedades de esta relacién. ;| Es de orden? ; Puede dar otra relacion
con la que N x N resulte ordenado?

2. Realizar el diagrama de Hasse correspondiente a la relaciéon de inclusiéon entre
los subconjuntos de {1,2, 3}.

3. En R con el orden usual, considere el subconjuntos A = {%, con n € N, };
B={rxeR :1<z<2};C={zeR :|z|>1};y D=(0,1U][2,3].
Determinar los elementos destacados (maximales, minimales, cotas, etc.) de
cada uno de estos conjuntos.

4. Sea A={r €N : 1<z <10} ysean Ry T dos relaciones de orden definidas
en A dadas por

aRb <= a divide a b;
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aTh <= a es multiplo de b.

a) Hacer los diagrama de Hasse de las realciones R y 7. En cada caso hallar
los elementos maximales y los elementos minimales de A.

b) Lo mismo que en el inciso anterior pero en el conjunto A — {1}.

5. Demostrar que si a es primer elemento de un conjunto ordenado A entonces a

es el inico minimal de A. &

2.0.6. Relaciones de equivalencia

Una relacién se dice relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.
Sea ~ una relacién de equivalencia en Ay a € A. Se llama clase de equivalencia de
a (segin la relacién ~) al conjunto que denotamos a formado por todos los elementos

de A que estan relacionados con a, es decir:

a={reA:x~a}

El conjunto formado por las clases de equivalencias de los elementos de A se llama

conjunto cociente de A por la relacién ~ y se denota A/.; es decir:

A/ ={acon ae€ A}.

Observar que A/. es un conjunto cuyos elementos también son conjuntos.

Ejemplo 58.

1. La relacion = en un conjunto cualquiera es de equivalencia.
2. También es de equivalencia la relacién || definida en el conjunto de rectas de un
plano en la forma:

r || I <> r es paralela a [.

3. Sea B un subconjunto de un conjunto A. La relacién ~ definida en P(A) en la
forma

X~Y & XNB=YNB,

es de equivalencia.

4. Es de equivalencia la relacion en R dada por
r~yxr—y el
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~ es reflexiva:
reER—=>2r—2=0—22—20c€Z—2x~ux
~ es simétrica:
r~y—s>r—yYEeEL——(r—y €l —y—x €L —y~uz.
~ es transitiva:
(x~yANy~z)=(r—yeZNy—z2€Z)—
—s(r—yY+Wy—2€Z—>r—2€Z—>x~2
La clase de equivalencia de, por ejemplo, 0 es
0={reR:z~0}={zcR:2-0€Z}={zcR:zcZ} =7

La clase de equivalencia de v/2 es

E:{xER:xwﬁ}:{xeR:x—ﬁEZ}:
={z:x=V24+kconkeZ}={ - V2-2V2-1,V/2,V2+1,V2+2,---}

5. Es de equivalencia la relaciéon =, en Z dada por
m =, m’ < 2 divide am —m/'.

Esta relacién se llama equivalencia mdédulo 2. En el capitulo 4 sobre nimero
enteros, probaremos la validez de las propiedades utilizadas precedentemente
y, en la Seccion 4.1.1, estudiaremos las congruencias médulo n, con n € N

cualquiera. %

Las siguientes dos proposiciones muestran que existe una correspondencia entre las
relaciones de equivalencias que se pueden definir en un conjunto y las particiones
de ese conjunto: dada una relacion de equivalencia queda definida una particion,
esta particién es propia de la relacién de equivalencia (de ninguna otra relacién de
equivalencia obtengo la misma particién); y reciprocamente, dada una particién queda
definida una relacién de equivalencia, esta relacion de equivalencia es propia de la

particién (de ninguna otra particién obtengo la misma relacién de equivalencia).
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Proposicién 59. Sea ~ una relacion de equivalencia en un conjunto A. La familia

de conjuntos que denotamos

(F) FeA/~

cuyos miembros son los conjuntos pertenecientes a A/, es una particion de A que

se llama particion asoctada a la relacion ~.

Demostracién: Observar que si F' € A/~ entonces existe a € A tal que F' = a; por

lo tanto, cada miembro de la familia (F') pea,. es un un subconjunto no vacio de A.
Asumamos que F’ es un miembro de la familia tal que F'N F' # (); veremos que
F =F' Sead € Atal que F' = d y llamemos b a un elemento en F N F’; es claro
queb~ayb~ad.

Sea x un elemento cualquiera de a = F'.

reEa — xT~a por definicién de clase de equivalencia
— (z~aAb~a) poradjuncién
— (z~a AN a~b) porsimetria
— x~b por transitividad
— (z~bAb~ad) poradjuncién
— x~dad por transitividad
— zed por definicion de clase de equivalencia.

Hemos probado que a C a'.
Anéalogamente se prueba que a/ C a. Asi tenemos que a = ', es decir, F' = F”.
Finalmente, veamos que la unién de los miembros de la familia es A. Por definicién,

cada miembro F' de la familia es un subconjunto de A, luego que

U F C A.

FeA/~

Reciprocamente, si a es un elemento cualquiera de A entonces a € a € A/.; resulta

que

Ac |J F

FeA/~

Hemos probado que UFeA/N F = A. O
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Proposicién 60. Sea (P;);c; una particion de un conjunto A. La relacion ~ definida

en A en la forma
x~y <> existei € I tal que x € P; ey € P,

es una relacion de equivalencia en A que se llama relacion asociada a la parti-

cion (R)Zej

Demostracién: Llamemos P a la particion (F;);e;.

r) ~ es reflexiva: si a € A, como P es particién de A, existe i € I tal que a € P,
entonces, a ~ a por definicén de ~.

s) ~ simétrica: si a ~ a’ entonces existe i € I tal que a € P; y o' € P;; de donde,
existe i € [ tal que @’ € P,y a € P;; resulta a’ ~ a.

t) ~ transitiva: si a ~ @’ y @’ ~ a” entonces existen i y j en [ tales que
(ae PANd € P) N (€ PAd" € Py);

esto implica que o’ € P, N P;. Como P es una particién de A, debe ser P, = P;.
Asi tenemos que a € P; y a” € P, o, equivalentemente, a ~ a” como queriamos
probar.

De r), s) y t) resulta que ~ es una relacién de equivalencia. O
Ejercicio 61.

Probar que si ~ es la relacién de equivalencia asociada a la particién (P;);cr, entonces

la particién asociada a ~ es la misma (P;);c;s. &

2.0.7. Funciones

Una funcién de un conjunto A en un conjunto B es una relacién R de A en B que a
cada elemento de A le hace corresponder uno y sélo un elemento de B; es decir, para
todo a € A existe un dnico b € B tal que (a,b) € R. En otras palabras, para todo
a € A, el conjunto imagen R({a}) contiene un tnico elemento.

Ejemplo 62.
» Sean A ={1,2,3}, B={a,b,c,d} y las relaciones de A en B:

Ri={(1,0a);(2,a)};

51



CAPITULO 2. RELACIONES Y FUNCIONES

Ra = {(17 a); (17 b): (27 a); (37 C)};
RB - {(L a); (27 a); (37 C)};
Ry ={(1,0);(2,0); (3,0)};
73’5 = {(17 a)7 (27 CL), (37 (l)}
La relacion R; no es funciéon porque al elemento 3 de A no le corresponde
ningin elemento de B; Ry ({3}) = 0.
La relaciéon R4 no es funcién porque al elemento 1 de A no le corresponde un

tnico elemento de B; Ro({1}) = {a, b}.

Las restantes tres relaciones son funciones de A en B. &

Ejercicio 63.

Indicar si las siguientes relaciones son funciones:

1. R de N en N dada por xRy <> x.y = 4.
2. Rde Nen N dada por xRy <+ x —y = 1.
3. ~de P(A) en P(A) dada por X ~Y < X UY = A, donde A es un conjunto

cualquiera. O

Es usual indicar a las funciones con letras minusculas. La notacién f : A — B dice
que f es una funcién del conjunto A en el conjunto B. Si a € A entonces f(a) denota
la imagen de a por f, es decir f(a) es el inico elemento de B con el cual se relaciona

a mediante f. De esta forma se puede escribir que la funcién f es la relacion

{(a, f(a)) con a € A}.

Algunas funciones pueden ser dadas indicando la imagen de un elemento genérico o
variable que toma valores en el conjunto de partida, como veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 64.

» La funcién f: N — N dada por f(n) =n?+ 1.
» La funcién ps : A x B — A dada por pa((a,b)) = a se llama proyeccién sobre
A.

» La funcién ids : A — A dada por id4(z) = x se llama identidad en A.
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» Sea S un subconjunto de A. La funcién hg : P(A) — P(A) dada por hg(X) =
XnSs.
» Sea S un subconjunto de A. La funcién xg : A — {0, 1} dada por

1 sizes,
0 six &S,

xs(z) =

se llama funcidén caracteristica del conjunto S.
= Sea S es un subconjunto de A. La funcién f : S — A dada por f(z) = z se

llama funcién de inclusién de S en A. &

Dado que las funciones son relaciones, los resultado y definiciones relativos a relaciones
que vimos al comienzo de este capitulo son aplicables a las funciones. Si f: A — B ;

A" C Ay B' C B, es fécil ver que

Dom(f)=A dominio de f
Img(f) ={f(a) con a € A} imagen de f
f(A")y={f(a) conac A’} imagen de A’

fTY(B)Y={xe€A: f(x) e B’}  imagen inversa de B’
Ejemplo 65.
Si f:R — R es la funcién
1 siz<—4
7 siz>-—-4
entonces
Domf =R Img(f) = {1,7}
f{zeR:x < —6}) = {1} flzeR:0<a}) ={T}
JF({=5,5}) ={1,7}
f7H{o =0 i) ={r eR:z <4}
¢

Proposiciéon 66. Sea f: A — B; A" y A" subconjuntos de A; B' y B" subconjuntos
de B .

1. St A" C A" entonces f(A") C f(A”).
2. JLAUAY) = f(A) U fFA") y fIA N AY) C f(AT) N f(AY).
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3. Si B' C B" entonces f~1(B') C f~1(B").
4. fTHB'UB") = f(B)Uf(B") y fH(B'NB") = f~(B)N f~1(B").

Demostracién: Probaremos el item 2), los restantes quedan como ejercicios.

Sea b un elemento cualquiera de f(A" U A”).

be f(AUA") — existex € A UA" tal que f(z) =0
— (existex € A/f(x) =b) V (existe x € A”/f(x) =b)
— be f(A) vbe f(A")
— be f(A)U f(A").
Resulta que

f(AUA") C f(A)U fF(A"). (2.7)

Por otra parte, por el item 1) de esta misma proposicién, como A" C A"’ U A" y

A" Cc AU A", obtenemos que f(A) C f(AAUA")y f(A") C f(A"UA"); de donde
FLA) U F(A") € FATU "), 23)

Las inclusiones (2.7) y (2.8), prueban que f(A’UA”) = f(A") U f(A”).
En forma andloga se pueba que f(A' N A”) C f(A") N f(A”). El siguiente ejemplo
muestra que, en general, en el caso de la interseccion, la igualdad puede no verificarse.

O

Ejemplo 67.
Sea f: R — Rdadapor f(z) =2*, AA={zeR:2<0}yA" ={zeR:xz>0}
Entonces,

f(A)={xeR:z >0},

f(A")y={z eR:z >0},

fAYNfA)Y={zeR:x2>0}y

JATNA") = f(0) = 0.

& Dos funciones f: A— By g:C — D son igualessiysolosi A=C, B=D,y

f(z) = g(x) para todo z € A.
Ejemplo 68.

» La funcién f: R — Rsq dada por f(z) = 22 no es igual a la funcién g : R — R

dada por g(z) = 2%
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» La funcién f : R — R dada por f(z) = ;31} es igual a la funcién g : R — R

dada por g(z) = z* — 1. &
Se dice que una funcion f: A — B es

= inyectiva si no hay dos elementos de A con la misma imagen, es decir: para

todo x y para todo y, se verifica que
f@)=[fly) >z =y
= suryectiva si todo elemento de B es imagen de algin elemento de A, es decir:
Img(f) = B;
= biyectiva si es inyectiva y suryectiva.
Ejemplo 69.

» pp: A X B — B dada por pg((a,b)) = b no es inyectiva, a menos que A tenga

un unico elemento; en cambio, siempre es suryectiva. O

Ejercicio 70.

Determinar subconjuntos A y B de R, tan grandes como sea posible, para que f(z) =
2 sea una funcién suryectiva (inyectiva) de A en B.

h(z) = 2,y t(z) =3z +6. &

Dadas funciones f: A — By g: B — C, se llama f compuesta con ¢ a la funcion

Lo mismo para g(x) = ol

de A en C que se denota g o f, dada por

go f(x)=g(f(x)).
Ejemplo 71.

» Si f:R — Restd dada por f(x) =22 +1;y g : R — R es la funcién g(z) = 23,

entonces

g0 f(z) = g(f(2)) = gla® + 1) = (22 + 1)* = 2+ 32" + 327 + 1

fogle) = flg(x)) = f(2*) = (&*)* +1=2" + 1.
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Proposiciéon 72. Sean f: A— B; g: B— C yh:C — D funciones cualesquiera;

vale que

1. ho(go f)y=(hog)of la composicion de funciones es asociativa.

2. foida=f yidgof=Ff.

3. Si f es inyectiva y g es inyectiva, entonces go f es inyectiva. Si f es suryectiva
y g es suryectiva, entonces g o f es suryectiva.

4. St go f es inyectiva entonces [ es inyectiva. Si g o f es suryectiva entonces g

es suryectiva.

Demostracién: Demostraremos 4), los restantes puntos quedan como ejercicios.

Asumamos que g o f es inyectiva. Sean a y a’ elementos cualesquiera de A tales que

fla) = f(d).

fla)=f(d) — g(f(a)) = g(f(a))
— go f(a)=go f(a') por definicién de composicién

— a=4d porque g o f es inyectiva .

Hemos probado que f es inyectiva.
Asumamos que g o f es suryectiva. Sea ¢ un elemento cualquiera de C.
Como go f: A— C essuryectivay ¢ € C, existe a € A tal que go f(a) =c.

Sea b = f(a); es claro que b € B. Obtenemos que

Hemos probado que g es suryectiva. O

Una funciéon f : A — B admite inversa, o es inversible, si existe una funcién
g:B— Atalque go f =1idsay fog=1idg. En tal caso, la funcién g es tunica, se
llama funcién inversa de f, se denota f~! y es la relacién inversa de f.
Efectivamente, asumamos que existe otra funcién h : B — A tal que ho f =id, y
foh = 1idg; veremos que g = h. Utilizando el punto 2. de la Proposiciéon 72 obtenemos
que

g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idsoh=h.
Proposiciéon 73. Una funcion admite inversa si y sélo si es biyectiva.
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Demostracién: Asumamos que una funcién f : A — B admite inversa f~!: B —

A. Sean a y a' elementos cualesquiera de A tales que f(a) = f(da’).

fla) = f(a') = [T (f(a) = f7(f(d) = o fla) = [~ o f(d) —

— ida(a) = ida(a") = a=d.

Hemos probado que f es inyectiva.
Sea b un elemento cualquiera de B y sea a = f 1(b). Observar que a € A pues
f7': B — A Como f(a) = f(f71(b) = I

suryectiva.

b) = idg(b) = b; resulta que f es

Ahora asumamos que una funciéon f: A — B es biyectiva. Sea la funcién g : B — A
dada por g(y) = = donde z es el tnico elemento de A tal que f(x) = y. Observar
que tal = existe pues f es suryectiva, y es unico porque f es inyectiva. Resulta que
fogly) = fl9ly)) = f(x) = y = idp(y) para todo y € B. También g o f(z) =
g(f(z)) = g(y) = © = ida(x) para todo x € A. Hemos probado que f admite inversa
y que g = f~. O
Ejercicio 74.

Probar que

1. Dom(f~Y) = Img(f) y Img(f~*) = Dom(f).
2. (fFH =1
3. Sif:A— Badmiteinversay g : B — C admite inversa, entonces gof : A — C

admite inversay (go f)™' = flog™t O

2.0.8. Conjuntos coordinables

Sean A y B conjuntos cualesquiera. Diremos que A y B son coordinables, o bien
que el cardinal de A es igual al cardinal de B, o bien que A y B tienen
igual cardinal, si existe una funcién biyectiva de A en B. En tal caso, escribiremos
| A |=| B |. Es natural y acertado pensar que dos conjuntos tienen igual cardinal si

y s6lo si tienen igual cantidad de elementos.
Proposicion 75. La relacion entre conjuntos definida en la forma
A~B<«| Al=| B|
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es de equivalencia.

Demostracion: Dado un conjunto A cualquiera, idq : A — A es una funcién

biyectiva, por lo tanto A ~ A. Esto prueba que =~ es reflexiva.

Si A y B son conjuntos cualesquiera tales que A ~ B, entonces existe una funcion
f : A — B biyectiva. Como f es biyectiva, admite inversa f~!: B — A que también
es biyectiva. Resulta que B ~ A. Hemos probado que =~ es simétrica.

Si A, B y C son conjuntos cualesquiera tales que A ~ B ~ (', entonces existe
una funciéon f : A — B biyectiva y existe una funcién g : B — C biyectiva. Como la
composicion de funciones biyectiva es una funcién biyectiva, resulta que gof : A — C'

es biyectiva, de donde A ~ C'. Concluimos que =~ es transitiva. O

Sea n € N. Llamamos I, al intervalo natural entre 1 y n, es decir, al conjunto
{reN:1<z<n}.

Un conjunto A se dice finito (o finito numerable) con cardinal n si | A |=| I, |.
También, por simplicidad, suele notarse | A |= n. Por extension se dice que el conjunto
vacio es finito con cardinal 0.

Un conjunto se dice infinito si no es finito.

Un conjunto A se dice infinito numerable si | A |=| N |. También suele notarse

| A|= xo (aleph cero).

Escribiremos | A |<| B |, que se lee el cardinal de A es menor o igual al
cardinal de B o el cardinal de B es mayor o igual que el cardinal de A, si
existe una funcién inyectiva de A en B.

Observar que si A C B entonces | A |<| B |, pues la funcién inclusién de A en B es
inyectiva.

Ejercicio 76.

Sean A y B conjuntos cualesquiera, probar que

LA=[B] = (A< B A [BI<[A]).
2. (1Al BIABISIC) = [AI<]C) Y

La implicacion reciproca del inciso 1 del ejercicio anterior es el siguiente teorema cuya

demostracién omitiremos.

Teorema 77 (Cantor-Bernstein). Sean A y B conjuntos cualesquiera. Si

| A|I<|B|y|BI<| A, entonces | A |=| B |.
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Escribiremos | A |<| B |, que se lee el cardinal de A es estrictamente menor
que el cardinal de B o el cardinal de B es estrictamente mayor que el

cardinal de A, si

| Al B[ A A B].

Observar que | A |#| B | significa que no existe ninguna funcion biyectiva de A en B.
Ejercicio 78.

Probar que si S es un subconjunto propio de un conjunto finito A entonces se satisface
que | S[<[ A[. &
El siguiente resultado prueba que no existe un conjunto con cardinal mayor que el

cardinal de cualquier otro conjunto.
Proposicién 79. Si A es un conjunto cualquiera entonces | A |<| P(A) |.

Demostracién: Sea A un conjunto cualquiera. La funcién h : A — P(A) dada por

h(x) = {x} es inyectiva, por lo tanto | A |<| P(A) |. A continuacién probaremos por
el método del absurdo que | A |#| P(A) |.

Si| A |=| P(A) | entonces existe una funcién f : A — P(A) biyectiva. Observar que
para cada z € A, f(z) es un conjunto; luego, tiene sentido la definicién del siguiente

subconjunto de A:
H={xecA:x & f(x)}.

Ahora, H € P(A)y f: A — P(A) suryectiva, implica que existe un elemento a € A

tal que

fla) = H.
Sia € H entonces a ¢ f(a) por definicién de H; pero f(a) = H, luego, a ¢ H. Resulta
a € Hya¢ H, una contradiccion que proviene de suponer a € H. Concluimos que

a¢ H.

Ahora, como a ¢ H, tenemos que a € f(a) por definicién de H; pero f(a) = H,
entonces a € H. Resulta a ¢ H y a € H, una contradicciéon que proviene de suponer
la existencia de a, es decir, de suponer que f es suryectiva.

Hemos probado que no existe una funcién biyectiva de A en P(A). a
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Ejercicio 80.
Sean P = {x € N : zespar}, ] = {z € N: xesimpar}, a y b ntimeros reales

cualesquiera tales que a < b. Mostrar funciones que prueben las siguientes relaciones:

| Pl=[1[=|N|=][Z[=]Q]

| (a,0) | =] (a,0] | =] [a,b] | =] [0,1] | =| R0 [ =| R |
Se sugiere analizar la biyectividad de las siguientes funciones:
1. f:N— P dada por f(n)=2n.

2. f:N— I dada por f(n) =2n— 1.

2m, si m > 0;

w

. f:Z — N dada por f(m) =
—2m+1, si m<0.

W

. Sea a € N un elemento dado.

n, sin < a;
f:N— N-—{a} dada por f(n) =
n+1, si n>a.

5. Funcién logaritmo In:R.y — R.

6. Funcién exponencial exp : R — R..

7. Funcién tangente tan:(—7,%) — R.

8. f:Ryo— (0,1] dada por f(z) =

_1_
1422

9. Sean a, b, ¢, d reales cualesquiera tales que a < by ¢ < d;

g : la,b] — [c,d] dada por g(z) = Ezl:g (x—a)+ec.
%, six = 0;
10. f:[0,1] = (0,1) dadapor f(z) =q L5 si a=1 neN O
z, en otro caso.

Es facil ver que Q es un subconjunto propio de R, por ejemplo, en el Capitulo 4
probaremos que v/2 ¢ Q. Sin embargo, esto no implica que | Q |<| R |. Para probar
que | @ |<| R | debe mostrarse que no existe una funcién biyectiva de Q en R. Tal

demostracion no sera incluida en este trabajo.
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Capitulo 3

Numeros naturales. Conteo

3.1. Propiedades de los ntimeros reales

En el conjunto R de los nimeros reales estan definidas dos operaciones: la suma
que se denota +, y el producto que se denota .; y una relaciéon de orden total que
llamamos orden usual de los reales y se denota <.

Asumimos como conocidas las siguientes propiedades de los nimeros reales; x, y, 2

son variables que toman valores en R.

= La suma y el producto son operaciones asociativas, es decir,

(V) (Vy) (V2) (z+y)+z=2+(y+ )

(V) (Vy)(V2) (x.y).z = z.(y.x).

= La suma y el producto son operaciones conmutativas, es decir,

(Vo)(Vy)  zty=y+
(Vx)(Vy) Ty =7y.z.

= El niimero real 0 es el neutro de la suma, es decir,
(V) r+0=uz;

y el ntimero real 1 es el neutro del producto,

(V) r.l=uzx.
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= Todo numero real admite un opuesto segtin la suma, es decir, dado un
nimero real x cualquiera, existe otro nimero real, que se denota —zx, tal que
r+ (—z) =0.

» Todo ndmero real no nulo (distinto de 0) admite un inverso segtin el pro-
ducto, es decir, dado un nimero real x cualquiera, x # 0, existe otro niimero
real, que se denota x7!, tal que z.27! = 1.

» El producto es distributivo con respecto a la suma, es decir,

(V) (Vy)(Vz) rx(y+2)=xy+uz.2

w (Va)(Vy)(V2) (x<y = z+2<y+2).
v (V2)(Vy)(Vz) (x<yN0<z) = z.z<y.z2).

Convencién: Para simplificar la notacién, podemos escribir:

» z —y en lugar de = + (—y);

1

Len lugar de 271;

» £ en lugar de .y~ !

<8 8

s r<ycuandox <y y x #y.

m y>xyy>zenlugar de x <y y z <y, respectivamente.

Utilizando las propiedades anteriores se pueden deducir varias otras propiedades de
los ntimeros reales,

Ejemplo 81. El opuesto de un ntimero real es tnico.

En otras palabras, dado = € R, por las propiedades anteriores sabemos que existe
—z € R tal que 2+ (—x) = 0; probaremos que —z es el tinico niimero real que cumple

esta condicién. Efectivamente, supongamos 2’ € Ry z + 2/ = 0;

r+2' =0 — —zx+(r+2)=—-x+0 —uz existe por propiedades anteriores
— (—rz+z)+2 =—z + es asociativa y 0 neutro
— 0+2'=—x por definicién de opuesto
— 2 =-x pues 0 es neutro de +.

¢

Ejemplo 82. Propiedad cancelativa: dados niimeros reales cualesquiera z,y y z,

siz + 2z =1y + 2z entonces r = y.
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Efectivamente,

r+z=y+z — (x+2)+(=2)=W+2)+(—2)
— 4+ (2+(—2)) =y+ (2+(—2)) por propiedad asociativa
- 24+0=y+0 por definicion de opuesto

— x=y pues 0 es neutro para —+.

&
Ejemplo 83. Para todo x € R se satisface que z.0 = 0.

Efectivamente,

.0 = 2.0+0 pues 0 es neutro para la suma;

por otra parte,

.0 = z.(04+0) pues 0 es neutro para la suma;

= 2.0+ 2.0 por propiedad distributiva;

igualando ambas expresiones obtenemos
.04+ 0=2.04+2.0;

de donde 0 = x.0 por la propiedad cancelativa. &
Ejemplo 84. Para todo par de niimeros reales x e y se satisface que —(z.y) = z.(—y).
Para demostrar la validez de este enunciado, por la unicidad del opuesto probada
anteriormente, basta ver que

z.y+z.(—y) =0.

Efectivamente,

ry+z.(—y) = x.(y+(—y)) por propiedad distributiva
= z.0 por definiciéon de opuesto

=0 por lo probado en el ejemplo anterior.

Ejercicio 85. Utilizando las propiedades anteriores, probar que se satisfacen las

siguientes proposiciones para todo z, y, z en R.
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3. (z+y)(z—y) =z —yy
4. xy=0 +— (x=0VvVy=0)
5. xx=1 > (z=1Vae=-1)
6 r w _ zTztYyw
' z oy
ETw_ww
y z Y.z
8. 0<1
9. 2<0— —2z>0. &

El médulo de un nimero real = se denota | = | y se define de la siguiente forma,

r, siz>0;
|z |= .
-z, siz<O0.

Ejercicio 86. Utilizando las propiedades anteriores, probar que se satisfacen las

siguientes proposiciones para todo z, y, z en R.

Ljzyl=lz]. Tyl
2. a7t =z |7h &

Un subconjunto S de R se dice inductivo si satisface las siguientes propiedades,

nleS)y
» (Va)(zeS—xz+1€D85).

Ejemplo 87.

{z € R:4 < 2} no es inductivo.

{r € R: =5 < z} es inductivo.

{r eR:0< 2z <8V 10 <z} no es inductivo.

R es inductivo. &

Proposiciéon 88. Si (S;)ie; es una familia de subconjuntos inductivos de R entonces

;s Si es también un subconjunto inductivo de R.

Demostracién: Como cada S; es inductivo, tenemos que 1 € .S; para todo i € I,

de donde

1S (3.1)
Sea x un elemento cualquiera de (,.; S;.
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v €S — x €S para todo i por definicion de interseccién

— x4+ 1€ S, para todo i pues cada S; es inductivo

— x+1€Ne;Si por definicién de interseccion.
Resulta que
six e ﬂ S; entonces z + 1 € ﬂ S;. (3.2)
il iel
Las relaciones (3.1) y (3.2) implican que (),c; S; es inductivo. O

A continuacién, y en los capitulos siguientes, estudiaremos algunas propiedades de
los siguientes subconjuntos de los nimeros reales y de las operaciones definidas en

ellos:

el conjunto N de los niimeros naturales;

el conjunto Z de los nameros enteros;

el conjunto Q de los nimeros racionales o fraccionarios;

y el conjunto I de los nimeros irracionales.

Observar que la relacién de orden < (menor o igual) definida en R induce en cada

uno de estos subconjuntos una relaciéon de orden que también se denota <.

3.2. Numeros naturales

Los nimeros naturales son aquellos que se obtienen sumando una cantidad finita

de unos:

L, 1+41=2, 14+1)+1=3, (1+1)+1)+1=4,

Asf tenemos que N = {1,2,3,4,---}. Observar que, por la propia definicién dada, el

conjunto N es inductivo; ademas,

sin € Nyn#1entoncesn — 1€ N. (3.3)

3.2.1. Induccién y definiciones recursivas

Para comenzar a trabajar con los numeros naturales debemos aceptar como axioma

a uno de los siguientes dos principios.
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Principio de buena ordenaciéon La relacion “menor o igual”, denotada <, es un
buen orden en el conjunto de los nimeros naturales N: todo subconjunto no vacio de

N tiene primer elemento.

Principio de induccién El conjunto N es el menor subconjunto inductivo de R: si

S C Ny S esinductivo, entonces S = N.

Si aceptamos el primero, podemos probar como teorema al segundo; y si aceptamos
el segundo, podemos probar como teorema al primero. Por esto decimos que ambos

principios son equivalentes; a continuacién demostraremos este hecho.

Proposiciéon 89. FEl principio de buena ordenacion y el principio de induccion son

equivalentes.

Demostracién: Asumamos que todo subconjunto no vacio de N tiene primer ele-

mento y veamos que vale el principio de induccion. Sea S C N inductivo y supongamos
S # N. Entonces N — S # () y, en consecuencia, tiene primer elemento. Llamemos a

a dicho primer elemento, es claro que
a—1#N-=-28. (3.4)
Por otra parte, a # 1 pues 1 ¢ N — S. Luego, por (3.3),
a—1€¢N. (3.5)

Las proposiciones (3.4) y (3.5) implican que a — 1 € S.

Como S es inductivo, (a—1)+1 = a € 5, lo cual contradice que a pertenece a N—S.
Concluimos que S = N.

Ahora asumamos que N no tiene subconjuntos propios inductivos y veamos que vale
el principio de buena ordenacién. Consideremos S = {x € N : todo subconjunto de N
que contiene algun elemento menor o igual que z tiene primer elemento }. Observar
que 1 € Sy ademas,

meS—->m+1eS,

pues dado un subconjunto H cualquiera de N que contiene algin elemento menor o
igual que m + 1, si este subconjunto H contiene también algin elemento menor o

igual que m entonces H tiene primer elemento porque por hipdtesis m € S; y si el
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subconjunto H no contiene un elemento menor o igual que m entonces m + 1 es su
primer elemento.

Resulta que S es inductivo; en consecuencia, por el principio de induccion, S = N.
Concluimos que todo subconjunto no vacio de N tiene primer elemento. O
En base al principio de inducciéon enunciado precedentemente, se obtiene el siguiente

método de demostracion.

Proposiciéon 90 (Método inductivo). Sea n una variable que toma valores en N y
sea p(n) una funcion proposicional en la variable n. Si probamos que p(1) es verdadera
y probamos que para todo natural k, p(k) implica p(k + 1), entonces hemos probado

que p(n) es verdadera para todo natural n.

Demostracién: Asumamos que p(1) es verdadera y que para todo natural k,

p(k) — p(k +1);

veremos que en tal caso p(n) es verdadera para todo n € N.

Llamemos S = {n € N : p(n)}. Claramente S es un subconjunto de N. Ademds, por
las hipétesis consideradas, S es inductivo. Resulta, por el principio de induccién, que
S = N; por lo tanto, p(n) es verdadera para todo natural n. O
Ejemplo 91. Probar que la suma es una operaciéon cerrada en N, es decir, la
suma de dos nimeros naturales es un nimero natural.

Sea m un nimero natural cualquiera. Probaremos por induccién (sobre la variable n)

que
m +n € N para todo natural n.

Sin=1, m+n=m+1¢&N pues, m € Ny N es inductivo.

Sea k un natural cualquiera y asumamos que m + k£ € N, veremos que
m+(k+1)eN.

Efectivamente, m+ (k+1) = (m+k)+1 € N pues por hipdtesis inductiva m+k € N
y N es inductivo.

Hemos probado que, para todo natural n, se verifica que m +n € N.

Como m es un natural cualquiera, resulta que la suma de dos naturales cualesquiera

es un natural. &
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Ejemplo 92. Probar que el producto es una operacion cerrada en N, es decir, probar
que el producto de dos niimeros naturales es un niimero natural.
Sea m un nimero natural cualquiera. Probaremos por induccion sobre n que m.n € N
para todo natural n.
Sin =1, la proposicién vale pues m.n = m.1 =m € N.
Sea k un natural cualquiera y asumamos que m.k € N, veremos que m.(k + 1) € N.
Efectivamente, m.(k + 1) = m.k + m.1 = m.k +m € N pues por hipétesis inductiva
m.k € N y la suma es cerrada en N.
Hemos probado inductivamente que m.n € N para todo natural n.
Luego, m.n € N para todo m € N y para todo n € N. &
Ejemplo 93. Demostrar que n.(n + 1) es par (multiplo de 2) para todo ntimero
natural n. Observar que en este caso p(n) es “n.(n + 1) es par”.
Cuando n = 1 la proposicién es verdadera pues 1.(1 + 1) = 1.2 = 2 es par.
Sea k un natural cualquiera, asumamos que k.(k 4 1) es par, es decir, asumamos que
existe m € N tal que k.(k + 1) = 2.m; veremos que (k+ 1).((k+ 1) 4+ 1)) es par.
Efectivamente,
(k+1).(k+1)+1) = (k+1).(k+(1+1)) propiedad asociativa
= (k+1).(k+2)
= (k+1).k+ (k+1).2 propiedad distributiva

= 2m+(k+1)2 hipétesis inductiva
= 2.(m+(k+1)) propiedad distributiva.
Hemos probado inductivamente que n.(n + 1) es par para todo natural n. &

Proposiciéon 94. Si a y b son numeros naturales y a < b entonces b — a € N.

Demostracién: Sea S ={n € N:1<n <a}U{a+n conn € N}. Observar que

S es un conjunto inductivo y que S C N, luego S = N y, en consecuencia, b € S.
Como a < b debe ser que b € {a +n con n € N}, por lo tanto existe ng € N tal que

b = a + ng; resulta que b — a = (a + ny) — a = ng € N como querfamos probar. O

Proposicién 95. 5i.S C N es no vacio y existe ng € N cota superior de S, entonces

S tiene ultimo elemento.

Demostracién: Sea T'= {z € N : x es cota superior de S}. Por hipédtesis, S es no
vacio; luego, T tiene primer elemento, sea a. Veremos que a € S y, en consecuencia,

a es el ultimo elemento de S.
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Sia=1,es claro que S = {1} y asi a € S, como querfamos probar.

Asumamos a > 1; luego, por (3.3),a—1 € Nya—1¢ T, de donde a no es cota
superior de S. Resulta que existe b € S tal que a—1 < b, y asi tenemos que a < b+ 1.
Por otra parte, como a es cota superior de S y b € S, tenemos b < a. De las dos
desigualdades, concluimos que b < a < b+ 1; luego,a=b € S. O
La idea de sucesion involucra dos conceptos: una cantidad de elementos y un orden
entre ellos. Observar que en las tres sucesiones siguientes, claramente distintas entre si,

los elementos utilizados son los mismos, lo que difiere es el orden en que se presentan.
2,4,6,8,10,12, ....

4,2,8,6,12,10, ....
2,4,2,6,2,8,2,10,2,12, ...

La manera formal de dar una sucesién de niimeros reales es mediante una funcion
de N en R, asi, el elemento que es imagen de 1 aparece en el primer lugar de la
sucesion; el elemento que es imagen de 2 aparece en el segundo lugar de la sucesion;...;
el elemento que es imagen de n aparece en el lugar n-ésimo en la sucesion.

La primera de las sucesion presentadas anterioremente es la funcion

a:N—=R dada por a(n) = 2.n.

La segunda es la funcion

2.(n+1), sin esimpar,
b:N—-R dada por b(n) =
2.(n—1), sin par.

Y la tercera es la funcion

2 sl n es impar,

Y

c:N—>R dada por c(n) =
n+ 2, sin par.

En general, dada una sucesion s : N — R es usual escribir s,, en lugar de s(n).
El término n-ésimo, expresado en funcién de n, se llama término general de la
sucesion.

Hay distintas maneras de referirse a una sucesion, puede decirse:
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Sea la sucesién (a,)nen dada por a, =2n+ 1; o
Sea la sucesién (ay,),>1 dada por a, =2n+ 1; o

Sea la sucesion cuyo término n-ésimo es a, = 2n + 1.

En cualquier caso nos estamos refiriendo a la sucesion 3, 5, 7, 9, 11, 13, - --

Ejemplo 96.

La sucesién (sp)nen con s, = n.(n + 1) es la sucesién 2, 6, 12, 20, 30, - - -

La sucesién con término general b, = n? — 1 es la sucesién 0, 3, 8, 15, 24, - -

La sucesién con término general ¢, = 1 es la sucesiéon 1, 1, 1, 1, 1, - --

El término general de la sucesién 1, 8, 27, 64, - -+ es t, = nS. &

Una sucesion se dice definida por recurrencia o definida inductivamente cuando
estd dada mediante el valor explicito de los primeros términos, y cada uno de los

restantes términos se define suponiendo definidos los anteriores.

Ejemplo 97.
= La sucesion 3, 5, 7, 9, 11, 13, - -+ puede definirse inductivamente en la forma:
ay = 3,

a, = ap_1+ 2 paratodon > 2.
» La sucesién definida inductivamente en la forma:

S1 = —1,
Sp = —2.8,.1 paran > 2,
es la sucesion -1, 2, -4, 8, -16, - - -
» La sucesion definida inductivamente en la forma:
t, =1,
ty =4,

th, =th_1.tn_o paran > 3,

es la sucesion 1, 4, 4, 16, 64, - --

» Dada la sucesién definida recursivamente en la formas:

Sp, =N+ S,_1 Pparan > 2,
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probar que s,, = "'(T;H) para todo n.

Podemos demostrar lo pedido por induccién sobre n.

1.(141)

Sin =1 la proposicon es verdadera pues —5— = % =1=s
Sea k un natural cualquiera, asumamos que s, = k‘(k;l), veremos que Sy =
(k+1).((k+1)+1)
5 )
Efectivamente,
Sgy1 = (k+1)+ sgs1—1 por definicion de la sucesion
= (k+1)+ s

= (k+1)+ k'(k;l) por hipétesis inductiva

= (k+1)(1+5% por propiedad distributiva

= (kDY)

(k+1).((k+1)+1)
B E—

n.(n+1)
2

Hemos probado inductivamente que s,, = para todo natural n. &

Veremos a continuacién otras definiciones dadas por recurrencia.
Potencia n-ésima: es sabido que si a € R y n € N, la potencia n-ésima de a es
el nimero real que se denota a™ y que se obtiene multiplicando a a por si mismo n

veces, es decir,

n veces

Esta definicién se puede formalizar dandola en forma recursiva:

a = a,

n—1

" —a.a

a para n > 2.

Factorial: Sea n un ntimero natural cualquiera. Se define inductivamente el factorial

de n, denotado n!, en la forma:
1'=1,
n!=(n—1)\.n paran > 2.
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Veamos como se interpreta esta definion:

1I=1.
20=112=12=2.
31=21.3=123=6.

41 =314=1.234=24.

n!l=123.--- .n.

Por extensién se define 0! = 1.

Sumatoria: Sea (a,)nen una sucesién de nimeros reales y m un nimero natural. La

m

o1 Gy (se lee

sumatoria de los m primero términos de la sucesion, que se denota

“ sumatoria desde n = 1 hasta m de a,,”), se define inductivamente en la forma:

1 JR—
Zn:l an = ag,
m m—1
Zn:1 an = (anl an) + ay  param > 2.
Como en el caso anterior es facil interpretar que

S o apn=a1+as+az+ -+ am.

n=1
Observar que, por ejemplo,

S 2n=21+22+4+23+---+2.m.

n=1

Smondt=134+22 433+ ...+ md

ST AT =4 447 43 4 4™

n=1
Yo b=5+54+5+5---+5=m.b.
Para k y m ntmeros naturales con k < m, se define

Yok an = (20 an) = (2,0 an)-
Productoria: Sea (a,) una sucesién de nimeros reales y m un nimero natural dado
cualquiera. El producto de los m primero términos de la sucesién, denotada por
[T, an (se lee “ productoria desde n = 1 hasta m de a,), se define inductivamente

en la forma:
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Hizl an = ay,

I, a, = (Hnm;f an).Qy  para m > 2.

m.(m+1)
2

Ejemplo 98. Probar que )", n = para todo natural m.

Esta férmula nos dice que, por ejemplo, para m = 4,
S o n=1+2+3+4="2%=10;

para m = 100,
S n=1+2+3+--+100 = 00100 = 550,

Para demostrar que la férmula vale para todo m € N, procederemos por induccion

en m.

Si m = 1, la proposicién es verdadera pues » " n = 21;1” =1y w =

L(1+1) _

5 =1

(1)
2 Y

. k
Sea k un natural cualquiera y asumamos que y .~ n =

(k+1).((k+1)+1)
T E——

veremos que y T n =

Efectivamente,

SEn = (XF_n)+ (k+1) por definicién de sumatoria

n=1

= @ +(k+1) por hopétesis inductiva
= (k+1).(5+1) propiedad distributiva

(k+D).((k+1)+1)
5 .

—m‘(’;*l) para todo natural m. ¢

. . m

Hemos probado inductivamente que ) ", n =
Las siguientes dos proposiciones nos ofrecen formas alternativas de uso del método
de demostracion por induccion. Omitiremos las pruebas de estas proposiciones pues

cada una de ellas es muy similar a la prueba de la Proposiciéon 3.2.

Proposiciéon 99 (Generalizacién del método inductivo). Sea n una variable que
toma wvalores en N, sea p(n) una funcién proposicional en la variable n, y sea ng

un nimero natural cualquiera. Si probamos que p(ng) es verdadera y probamos que
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para todo natural k > ng, p(k) implica p(k + 1), entonces hemos probado que p(n) es

verdadera para todo natural n > ng.

Ejemplo 100. Probar que 2" < n! para todo natural n > 4.
Para n = 4 la proposicién es vélida pues 2" = 21 =16, n! =4! =1234 =24y
16 < 24.

Sea k un natural cualquiera, k > 4, y asumamos que 2 < k!, veremos que 2*+! <

(k+ 1)
Efectivamente,
2F+L — 9k 9 por definicién de potencia
< kl2 por hipotesis inductiva
< Kkl(k+1) pues2<k+1
= (k+1) por definicién de factorial.
Hemos probado inductivamente que 2™ < n! para todo natural n > 4. &

Proposicién 101 (Método inductivo fuerte). Sea n una variable que toma valores
en N y sea p(n) una funcion proposicional en la variable n. Si probamos que p(1) es
verdadera y probamos que para todo natural k, la validez de p(m) para todo m < k

implica p(k + 1), entonces hemos probado que p(n) es verdadera para todo natural n.

Ejemplo 102. Probar que la sucesién (ay,)nen definida inductivamente en la forma
a; =8, ay =34y a, =8.a,1—15.a,_5 paran > 3; y la sucesién (b, )nen con término
general b, = 3" 4+ 5", son iguales.

Debemos probar que,
a, = b, para todo natural n.

Utilizaremos el principio de induccién fuerte.

Si n = 1, la proposicién es vélida pues a1 =8y by =3' +5! =3 +5=28.

Sea k un natural cualquiera y asumamos que para todo m < k se cumple que a,, =
by, veremos que ayy1 = by1. Efectivamente, (deberé considerar dos casos pues la

definicién de ayyq varfa segin sea k+1=20k+ 1> 2)

m sik+1=2 entonces a1 = ay =34y by = by = 3% +5%2 =9+ 25 = 34.

= si k+ 1> 3, entonces
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apr1 = 8.a(k41)—1 — 15.a041)—2 por definicién

= 8.ak — 15.0,]6,1

= 8.(3*+5F) —15.a5_4 hipétesis inductiva para ag
= 8.(3% +5F) —15.(3k1 + 581 hipétesis inductiva para ag_
= 8.(3"+5%) — (3.5.3*1 +3.5.5%71)  distributiva y 15 = 3.5
= 8.(3F +5*F) — (5.3F + 3.5%)
= 3F(8-5)+55(8-3)
— ghtl gkl
= b1 por definicion.
Hemos probado inductivamente que a,, = b,, para todo natural n. %

Ejercicio 103. Probar la validez de los siguientes enunciados.

1. Propiedades de la potenciacion: para a y b nimeros reales cualesquiera, y n y

m numeros naturales cualesquiera, se satisface que,

w (a.b)” =a™.b"

2. Propiedades de la sumatoria: para (a,)nen v (bn)nen sucesiones cualesquiera de

numeros reales, c € R y m € N vale que,

n (e an) + (O b)) = 300 (an + by).
w (Do an) = 2o (can).

n < 2" para todo natural n.

Para todo natural n, > 7" 2" = 2.(2™ — 1).

n=1

Probar que para todo n > 4 se satisface que 3" — 2" > n3.

IR

Probar que si a, =1, as =3y a, = a,_1 + 5.a,_2 para todo n > 3, entonces
a, < 14 3"! para todo natural n.

7. Sea a un numero real cualquiera, probar que

15 6

da"(Bn-2)=) a"(3.(n+9)-2).

n=10 n=1
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8. Sea (b, )nen una sucesion de nimeros reales, probar que para r y s cualesquiera

con r < s, vale que
s—r+1

an = Z bn—i—r—l'
n=r n=1

3.2.2. Numeros Combinatorios y Binomio de Newton

Llamaremos Ny al conjunto N U {0}. Dados n y m en Ny, con m < n, se define el

n
nuimero combinatorio n m, denotado , en la forma:
m
n n!
m (n —m)!'m!

Ejemplo 104.

8
3

Ejemplo 105. Sin €N

n _ n! n! _ 1
— (m—0)o! — nl J
n n!
= oo
n _ n! _nl
T D)) el b
n—1
n
= (n—?z!)!n‘ = 7:7: =1
n

Proposiciéon 106. Para todo par de nimeros n y m en Ny, con m < n, se verifica
que:
n n
1. =
m n—m
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n n—1 n—1

2. = + siempre que n >m > 1.
m m m—1
n

3. e N.
m

Demostracion: 1. Por definicién tenemos que

n n! n! n

n—m (n—(n—m)l.(n—m)!  ml(n—m)!

2. Por definicion tenemos que

n—1 n—1 B (n—1)! (n—1)! _
T ) T o) —mytml T (= 1) — (m = ))L(m 1!

B (n—1)! (n—1)! B (n—1)! 1 1 B

S (n-m-Dlm!  (n—-m)l(m—-1)! (n—m—1L(m— 1)!’(E * (n — m)) B

_ (n—1)! ((n—m)+m>: (n—1)! n
(m—m—1L(m—1!" m.(n—m) (n—m—1L(m—1!"m.(n—m)

n! n

(n —m)l.m! - m

3.Sin=00m =0, es facil ver que la proposicion es verdadera. Asumamos entonces

que n y m son naturales. Probaremos por induccién en n que:

n
para todo natural m < n se verifica que e N.

m

Si n =1 la proposicion es verdadera pues en este caso debe ser m =1y

1
1

=1leN

Sea k un natural cualquiera y asumamos que la proposicién vale para k, es decir,

asumalnos que

k

para todo natural m < k se verifica que eN;
m

veremos que la proposicién vale para k + 1, es decir, veremos que
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k+1
para todo natural m < k + 1 se verifica que eN

m

Efectivamente, sea h un natural cualquiera con h < k + 1,

' k41 k+1
» si h =k + 1 entonces = =1eN.

h kE+1
= si h < k+ 1, por el segundo inciso de esta misma proposicion, tenemos que

E+1 k k
= +
h h h—1
. Ve . . . ’ k k
Por hipétesis inductiva ambos ntmeros, y son naturales pues
h h—1
k+1
h—1<kyh<k Como lasuma es cerrada en N, resulta que eN
h
Hemos probado inductivamente que para todo natural n y todo natural m < n se
_ n
verifica que e N. a
m

La siguiente disposicién de los nimeros combinatorios es conocida como Triangulo

de Pascal o Triangulo de Tartaglia.

1 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
0 1 2 3 4

Observar que los niimeros que aparecen en los extremos de cada fila son iguales a 1;
en tanto que cualquier otro, por lo probado en el item 2 de la Proposicion 106, es la

suma de los dos superiores. Tenemos, entonces, que dicho triangulo es:
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Veremos en la siguiente proposicion que los niimeros que aparecen en la fila n-ésima
de este triangulo corresponden a los coeficientes que aparecen en el desarrollo de la

potencia n-ésima de un binomio, es decir:

(a+b)' = a+b;

(a+0)?* = a*+2.a.b+0b%

(a+b)? = a®+3.a°.b+ 3.a.b> + b,

(a+b)? = a'+4.a>b+6.02.0* + 4.a.b> + b,

Proposicién 107 (Binomio de Newton). Si a y b son nimero reales y n € N,

entonces

3

(a+b)" a' bt

i—0 \

Demostracién: Procederemos por inducciéon en N.

Sin=1, (a+b)! =a+by, por otra parte,
n . . 1 1

S, albt = a0 + albt't=b+a=a+0,
i 0 1

por lo tanto la proposicion es verdadera.

k 4 .
Zf:o at bkfz .

Sea k un natural cualquiera y asumamos que (a + b)*

Entonces, usando la hipdtesis inductiva, tenemos que

k . .
(a+ b = (a+b)F.(a+b) = (X1, ' V). (a+b) =

=(Cho | | @t har (S [ | @it )b =
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— (Zf:o ' ait! bk—z) + (Z?:O at bk—H—l) —
— (Zlf_—ol k aitl bk—i) + k b0 4 k a0 pE—0+1 4

Y
+(20i a' b ) = (%)

Observando que

k k
k—1 i+1 pk—i _ K i pk—it1.
iz e = dict , a'b ;
/) 1 —1

y reordenando los términos, obtenemos

k k o
(*) _ aO pE+l (2221 ' at bk71+1> +
0 1 —1
k . k
+ (Z?:l al bkz—z-‘rl) + akt1p0 — (s5)
l k

Uniendo ambas sumatorias, resulta

k k k .
(k%) = a® ot 4 Zle( + )a pr—itl
0 i—1 i
k
+ a0 = (x x %)
k
Observando que
k k+1 k k kE+1 k k+1
0 0 1—1 i i k k+1
concluimos
k+1 kE+1 o E+1
(% % %) = a o+ (Zle al bty a0 =
0 i kE+1
PR e 1) ) )
=>. a* b+~ 1o cual completa la prueba inductiva. o

l

3.3. Conteo

Veremos como resolver algunos problemas en los cuales se plantea la necesidad de

determinar la cantidad de formas en que se puede realizar alguna tarea.
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2 X2x2
2 < X <3 x2x3
x2Y2

2

Lo
RO
Y<123 §3Y3

1
YL v
SR
o

X
L T B
oo

2 X
SO
3 37Y3

Figura 3.1: diagrama de arbol: la primer columna se corresponde con el primer carac-
ter del c6digo ( puede ser x o 3); la segunda con el segundo caracter ( puede ser 2, 3 o
7), la tercera con el tercer caracter ( puede ser x o y) y la cuarta con el cuarto caracter

( puede ser 2 0 3). En la quinta columna aparecen listados los codigos resultantes.

2 —— Y -3 x2Y3
X 3 Y 2  x3Y2
s XTY2

7 4‘4*Y<<;3

xX7Y3

< X — nohay posibiidad de eleccion

Y o hay posiviidad de sleccion

X —2  37x2

7<
Y -2

Figura 3.2: diagrama de arbol: como no puedo repetir simbolos, cada eleccion se ve

37Y2

limitada por lo que haya elegido antes.

81



CAPITULO 3. NUMEROS NATURALES. CONTEO

Ejemplo 108.

= ;De cuantas formas pueden ordenarse en una fila 3 personas? Respuesta: de
6 formas distintas; si llamamos respectivamente A, B y C a las tres personas,
tenemos que las formas en que pueden ordenarse son:

A-B-C A-C-B B-A-C B-C-A C-A-B C-B-A

LY si en lugar de 3 pesonas tenemos 50 personas o 100 personas?;Hay una
formula general que da respuesta a esta pregunta? ;Y si en lugar de ordenar
personas en una fila se trata de ordenar libros en un estante?

= Se debe crear un cédigo de seguridad con cuatro caracteres siguiendo la siguiente
regla: el primer caracter (leyendo de izquierda a derecha) puede ser x o 3; el
segundo caracter puede ser 2, 3 o 7; el tercer caracter puede ser x o y; y el
cuarto puede ser 2 o 3.
. De cuantas formas puede hacerse? Rta: de 24 formas distintas; para represen-
tarlas utilizamos un esquema que se llama arbol de decision o diagrama
de arbol, el cual describimos en la Figura 3.1. Al final de cada linea del arbol
escribimos el codigo que surge de la misma.
Ahora nos preguntamos: jcuantos cédigos distintos se pueden formar si agre-
gamos la restriccién de no permitir repeticion de simbolos? Rta: en este caso,
también mediante el diagrama de arbol descripto en la Figura 3.2, vemos que

se pueden crear 6 cddigos distintos. &

Una herramienta fundamental para resolver tal tipo de problemas es el siguiente
enunciado cuya validez puede comprobarse facilmente utilizando un diagrama de
arbol.

Principio Fundamental del Conteo Si una tarea A puede realizarse de n formas
y otra tarea B puede hacerse de m formas, entonces la tarea que consiste en realizar

primero A y luego B puede hacerse de n.m formas distintas.

Observar que este principio puede extenderse a una mayor cantidad de tareas, como
vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 109. ;De cuantas formas puede vestirse una persona que tiene 3 pares de
zapatos, 4 pantalones, 2 camisas y 5 sacos? Como tiene 3 posibilidades para elegir

zapatos y 4 posibilidades para elegir pantalones, resulta que tiene 3.4 = 12 formas de
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vestir pantalones y zapatos. Ademads, como tiene 2 posibilidades para elegir camisas,
resulta que tiene 12.2 = 24 formas de vestir zapatos, pantalén y camisa. Finalmente,
como tiene 5 posibilidades para elegir saco, obtenemos que puede vestirse de 24.5 =
120 formas distintas.

Observar que el resultado obtenido es 3.4.2.5= 120 pues deviene de la secuencia de
tareas: ponerse zapatos-pantalon-camisa-saco. &
En lo que sigue utilizaremos el principio fundamental para la deduccién de varias
férmulas que son de utilidad para resolver problemas de conteo.

Se llama niimero de variaciones de n elementos tomados de a k, se denota
Vo i, a la cantidad de formas en que se puede hacer una lista ordenada de longitud
k utilizando elementos de un conjunto con cardinal n, y prohibiendo que en la lista
aparezcan elementos repetidos.

Ejemplo 110. Para calcular el nimero de variaciones de 4 tomados de a 2, de-
bemos ver cuantas listas ordenadas de longitud 2 podemos hacer con 4 elementos,
no permitiendo elementos repetidos. Llamemos a, b, ¢ y d a estos elementos. Que
la lista sea ordenada significa que no es lo mismo a-b que b-a. Para hacer una lista
de longitud 2 debemos realizar 2 tareas: elegir el primer elemento y luego elegir el
segundo. El primer elemento se puede elegir de 4 formas distintas y el segundo de 3
formas distintas pues, como no se puede repetir, habra un elemento que no puede ser
elegido en segundo lugar. Tenemos que Vo = 4.3 = 12. Efectivamente, es facil ver

que las posibles listas son:

a—> a—-c a—d

b—a b—c b—d

d—a d—>b d—c¢

Teorema 111. Para todo par de nimeros naturales n y k, con k < n, vale que

Demostraciéon: Como vimos en el ejemplo anterior, se trata de elegir el primer

elemento de la lista entre los n elementos dados, luego el segundo entre los n — 1
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que restan, luego el tercero entre los n — 2 que quedan, y asi sucesivamente hasta
elegir el elemento k-ésimo de la lista entre los n — (k — 1) que quedan luego de haber
elegido los k — 1 primeros elementos de la lista. Entonces, por el princio fundamental

enunciado precedentemente, la lista se puede hacer de
n!
(n—k)!

formas . O

n(n—1.n—-2)..(n—(k—1)) =

El nimero de variaciones es 1til para tratar problemas del estilo de los que a continua-
ci6én se proponen como ejercicios (al final del capitulo se desarrollan varios ejemplos):

Se quiere elegir 3 alumnos entre los 30 que concurren a clase para ocupar respectiva-
mente los cargos de Presidente, Secretario y Tesorero de una comision. ;De cudntas
formas distintas se puede hacer? ;De cuantas si 2 personas determinadas no pue-
den ser presidente? ;De cuantas si una de cuatro personas determinadas debe ser
Tesorero?

. Cuantos numeros de 5 cifras distintas pueden formarse? ;Cuantos menores que
50.0007

De una caja conteniendo 10 bolillas numeradas se extrae al azar una bolilla, luego se
repite este procedimiento otras cuatro veces. jcudl es la probabilidad de haber sacado

la secuencia de nimeros 1-2-3-4-57 ;Y la de haber sacado la secuencia 2-4-6-8-107

Se llama nimero de permutaciones de n elementos, se denota P,, a la cantidad
de formas en que se pueden ordenar n elementos. Es claro que ordenar n elementos
dados es lo mismo que formar con ellos una lista de longitud n sin repeticiones,

entonces, por el teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 112. Para todo n € N vale que P, = n!.

Demostracién: Es claro que P, =V,,, = (nﬁ—'n), =nl. O

El niimero de variaciones es 1util para tratar problemas del estilo de los que a continua-
ci6én se proponen como ejercicios (al final del capitulo se desarrollan varios ejemplos):

. Cuéantos anagramas de la palabra MONEDA se pueden formar?

. De cuantas formas pueden ordenarse 7 personas en una fila. ;De cuantas si dos de
ellas no pueden estar juntas?

.De cudntas formas distintas pueden sentarse 10 personas alrededor de una mesa

redonda’?
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. De cuantas formas pueden ordenarse 5 libros H, G, M, L, y F en una bibiblioteca?

. De cuantas si G y H deben estar juntos? ; De cuantas si L y M no deben estar juntos?

Se llama nimero de variaciones con repeticién de n elementos tomados de
a k, se denota V', , a la cantidad de formas en que se puede hacer una lista ordenada
de longitud £ utilizando elementos de un conjunto con cardinal n, y permitiendo que
en la lista aparezcan elementos repetidos.

Ejemplo 113. Para calcular el nimero de variaciones con repeticion de 4 tomados
de a 2, debemos ver cuantas listas ordenadas de longitud 2 podemos hacer con 4
elementos. Llamemos a, b, ¢ y d a estos elementos. Para hacer una lista de longitud
2 debemos realizar 2 tareas: elegir el primer elemento y luego elegir el segundo. El
primer elemento se puede elegir de 4 formas distintas y el segundo también de 4 formas
distintas pues las repeticiones estan permitidas. Tenemos que V), = 4.4 = 4% = 16

Efectivamente, las listas son:

a—a a—>b a—c a—d
b—a b—>b b—c b—d
c—a c—b c—c c—d

d—a d—0 d—c d-—d

Teorema 114. Para todo par de nimeros natuales n y k, vale que V.7, = n*.

Demostracién: Como vimos anteriormente, se trata de elegir el primer elemento de

la lista entre los n elementos dados, luego elegir el segundo también entre los n dados,
y asi sucesivamente hasta elegir el elemento k-ésimo de la lista, siempre entre los n
elementos dados, pues no esta prohibido repetir. Entonces, por el princio fundamental
enunciado precedentemente, la lista se puede hacer de n* formas distintas. O
El nimero de variaciones con repeticion es util para tratar problemas del estilo de los
que a continuacién se proponen como ejercicios (al final del capitulo se desarrollan
varios ejemplos):

De una caja conteniendo 10 bolillas numeradas se extrae al azar una bolilla, se anota
el nimero obtenido y se devuelve la bolilla a la caja; luego se repite este procedimiento
otras cuatro veces. jcudl es la probabilidad de haber sacado la secuencia de ntiimeros

1-2-3-4-57 ; Y la de haber sacado 1-1-1-1-17
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Cantidad de nimeros de 6 cifras que se pueden formar con las cifras 2,4,6,8. ;Y con
las cifras 0,1,2,...,97
Cantidad de Patentes que se han emitido al finalizar las que empiezan con la letra

F.

Se llama niimero de combinaciones de n elementos tomados de a k, se denota
Ch.i, a la cantidad de subconjuntos con cardinal k& que tiene un conjunto con cardinal
n.

Ejemplo 115. Para determinar el nimero de combinaciones de 4 elementos tomados
de a dos, debemos determinar la cantidad de subconjuntos con 2 elementos tiene un
conjunto con 4 elementos. Llamemos a,b,c y d a esos elementos. A diferencia de lo
que hicimos en los casos anteriores, no podemos utilizar el principio fundamental.
Como los elementos de un subconjunto no estan ordenado (es lo mismo {a,b} que
{b,a}), no se trata de elegir primero un elemento y luego otro, sino que elegimos los
dos a la vez.

Lo que podemos hacer en este caso es pensar que cada subconjunto con 2 elemento

da origen a P, = 2! listas ordenadas, entonces

4!

Cio.Po=Cy2! =Vjg = ——
42172 42 4,2 @_2)

de donde Cyy =
{a,b,c,d} son

(4_4—2!)!2! = 6. Efectivamente, los subconjuntos con 2 elementos de

{a,b} {a,c} A{a,d}
{b,c¢} {b,d} {e, d}.

Teorema 116. Para todo par de numeros naturales n y k, con k < n, vale que

n! n
Cop= — =
(n — k)k! L

Demostracion: Como vimos en el ejemplo anterior, cada subconjunto de tamano

k da origen a P, = k! listas sin repeticiéon de longitud k. Luego, la cantidad de

variaciones sin repeticién de n tomados de a k es (), .k!, de donde resulta que

Cpp = 2 = .
TR T (n— k)
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|

El nimero de combinaciones es 1til para tratar problemas del estilo de los que a
continuacién se proponen como ejercicios (al final del capitulo se desarrollan varios
ejemplos):

. De cuantas formas puedo formar una comisién con 3 integrantes elegidos entre los
30 alumnos de una clase? jDe cuéantas si dos personas determinadas no pueden estar
juntas en la comision?

.De cuantas formas puedo formar un grupo de 4 personas si se las elige entre 4
hombres y 7 mujeres dados? ;Cuantos si al menos debe haber 1 hombre en el grupo?
,Cuantos si debe haber 2 hombres y 2 mujeres?

En una caja conteniendo 10 bolillas numerdas se introduce la mano y se sacan 5
bolillas. ; Cuél es la probabilidad de haber obtenido los nimeros 1,2,3,4 y 57

Se tienen 11 bolillas numeradas, 6 blancas y 5 negras. Se toman 4 al azar, ;cuantos
resultados posibles hay? ; Cudntos si se toman 2 blancas y dos negras? ;Cuantos si

se deben tomar las 4 de igual color?

Finalmente veremos un problema que involucra elementos indistinguibles. Comenza-
remos por dar un par de ejemplos para que se entienda el concepto.

Ejemplo 117.

» ; Cudntos anagramas de la palabra ANA se pueden formar?
Si la palabra tuviese todas sus letras distintas la respuesta seria claramente
P; = 3! =6, pero como la letra A esta repetida y la primer A es indistinguible
de la segunda, debo pensar de otra manera.

Este caso es muy sencillo y puedo ver cuales son las soluciones:
ANA AAN NAA (1)

Las usaremos para inferir una idea general aplicable a cualquier otro caso simi-
lar.

Supongamos que considero la misma palabra pero distinguiendo las A, es decir
considero la palabra ANA’. Sabemos que la cantidad de formas en que se pueden

ordenar estas letras es 3!=6, a saber:

ANA’ AAN NAA’
ANA A’AN NA'A  (ID)
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Observar, comparando (I) y (II), que cada una de las soluciones del problema
considerado esta contada aqui dos veces pues las dos letras repetidas se pueden
ordenar de P, = 2! = 2 formas distintas. Es decir, si llamamos = a la cantidad

de anagramas de ANA, tenemos que

x.2! = cantidad de anagramas de ANA’ = 3!

resulta que x = g—: = 3 como habiamos visto precedentemente.

. Cuantos anagramas de la palabra ANANA se pueden formar?

Repitamos la idea del ejemplo anterior, distinguiendo momentaneamente las
letras: ANA’N’A”; estas se pueden permutar de P; = 5! = 1200 formas distintas.
Cada solucién del problema planteado, es decir, cada anagrama de ANANA/
estd contado aqui 3!.2! pues la letra A estd repetida 3 veces (A, A’y A” se
pueden ordenar de 3! formas distintas) y la letra N esta repetida 2 veces (N y
N’ se pueden ordenar de 2! formas distintas), resulta que si llamamos = a la

cantidad cantidad de anagramas de ANANA tenemos que
x.3!.2! = cantidad de anagramas de ANA'N’A” = 5!

de donde x:3,5—'2, = 10.

Efectivamente los anagramas de ANANA son

AAANN NNAAA NAAAN
AANNA ANNAA
AANAN NANAA ANAAN NAANA ANANA

Estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 118. Dados n elementos de k clases distintas, en cantidades n; para

1 <i<k (ng dela clase 1, ny de la clase 2,...,ny de la clase k); si los elementos de

una misma clase son indistinguibles entonces la cantidad de formas en que pueden

ordenarse los n elementos es

n!
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La formulacién anterior es util para resolver problemas del estilo de los que a continua-
ci6én se proponen como ejercicios (al final del capitulo se desarrollan varios ejemplos):

Cantidad de anagramas de palabras con letras repetidas.

Cantidad de maneras en que se pueden extrar 5 bolillas de una urna en la que hay
3 bolillas rojas, 6 blancas, 3 azules y 2 rojas.

Ordenar libros en un estante cuando hay 8 de Historia iguales entre si, 5 de Ma-

tematica iguales entre si y 3 de Geografia iguales entre si.

3.3.1. Ejemplos varios

1) (Cuédntos numeros de 5 cifras distintas pueden formarse utilizando los digitos
1,2,3,5,7,8,97

Rta: cada niimero corresponde a una lista ordenada de longitud 5 y sin repeticiones,
por lo tanto, la cantidad es V75 = (71—'5), = ;—:

,Cuantos de ellos son ntimeros pares?

Rta: para que el nimero sea par debe terminar en 2 o en 8. Para formar los que
terminan en 2 basta elegir las primeras 4 cifras entre 1,3,5,7,8,9, por lo tanto, son
Voa = g—: Lo mismo para los que terminan en 8; luego, la cantidad de numeros pares
que pueden formarse es 2.3—:.

,Cuantos de ellos son mayores que 500007

Rta: para que un nimero de 5 cifras (# 0) sea mayor que 50000, basta que la primer
cifra sea mayor o igual que 5, en el caso de este ejercicio la primer cifra podra ser
5, 7, 8, 0 9; resulta, pensando como en el caso anterior, que la cantidad de nimeros
mayores que 50000 es 4.%.

LEn cuantos de ellos los digitos 8 y 9 aparecen juntos?

Hay dos casos: cuando aparece la secuencia 89 y cuando aparece 98.

En el primer caso podemos pensar asi: como ya sabemos que tenemos que usar 89,
nos falta elegir las 3 cifras restantes entre los digitos 1,2,3,5,7; esto podemos hacerlo
de (53 formas distintas. Ahora, cada uno de los grupos formados tiene 4 elementos:
los 3 digitos elegidos y 89 que no puede separarse, por lo tanto puede ordenarse de 4!
formas distintas. Lo mismo ocurre con los niimeros en que aparece la secuencia 98.

Resulta que la cantidad que queremos calcular es 2.Cj 3.4!

2) ;Cudntos numeros de 5 cifras no necesariamente distintas entre si pueden formarse
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utilizando los digitos 1,2,3,5,7,8,97

Rta: cada nimero corresponde a una lista ordenada de longitud 5 y se permiten
repeticiones, por lo tanto la cantidad es V5 = 7.

(Cuantos de ellos son ntmeros pares?

Rta: para que el nimero sea par debe terminar en 2 o en 8. Para formar los que
terminan en 2 basta elegir las primeras 4 cifras entre 1,2,3,5,7,8,9 pues se puede
repetir, por lo tanto son V7', = 74, Lo mismo para los que terminan en 8, por lo tanto
la cantidad de numeros pares es 2.7%.

., Cuantos de ellos son capicia (se leen igual de izquierda a derecha que de derecha a
izquierda?

Rta:Si queremos formar niimeros capiciia nos basta elegir las 3 primeras (o tltimas)
cifras, pues las restantes estaran obligadas a ser iguales a éstas, resulta que la cantidad
de capiciias es Vg = 7°.

3) En el directorio de una sociedad hay 10 hombres y 6 mujeres. Se quiere formar
una comision revisora formada por 5 de estas personas, ;de cuantas formas distintas
puede quedar constituida la comision?

Rta: se trata de elegir un grupo (subconjunto) de 5 personas entre las 16 que forman
el directorio, por lo tanto se puede hacer de Ci5 = % formas distintas.

. De cuantas si Juan y Marcela no pueden estar juntos en la comision?

Rta: al total de posibilidades debemos restarle aquellas en las que Juan y Marcela
estan juntos, que son Ch43, pues se trata de elegir a los restantes 3 integrantes de la
comision entre los restantes 14 miembros del directorio. Resulta que la cantidad de
comisiones posibles en las que Juan y Marcela no estén juntos es Cigs5 — Clas.

. De cuantas si debe haber al menos 3 mujeres?

Rta: podemos contar aquellas con exactamente 3 mujer, aquellas con exactamente 4
y aquellas con exactamente 5 mujeres, y sumarlas.

Para contar las que tienen exactamente 3 mujeres: pensamos en elegir las tres mujeres
entre las 6 que hay en el directorio, esto puede hacerse de Cg 3; luego en elegir a 2
hombres para completar la comisién, esto puede hacerse de C(19,2); por el principio
fundamenta resulta que en total hay Cs3.C1p2 comisiones posibles con exactamente
3 mujeres.

Anélogamente, hay Cs 4.C101 comisiones posibles con exactamente 4 mujeres; y hay
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Cs,5.Cho,0 comisiones posibles con exactamente 5 mujeres.

Resulta que la cantidad de comisiones con al menos 3 mujeres es
Cs,3-Cro2 + C,4-Cro1 + Co5-Clo0-

4) Se tiene 4 cajas numeradas (caja 1, caja 2, caja 3, caja 4) y 50 bolillas indistin-
guibles entre si. Se quiere repartir las bolillas en las cajas, ;de cuantas formas puede
hacerse?

Rta: para ayudar a comprender la pregunta, el siguiente cuadro muestra algunas

soluciones posibles.

cajal | caja?2 | caja3 | cajad
50 0 0 0
0 50 0 0
0 0 50 0
0 0 0 50
49 1 0 0
49 0 1 0
49 0 0 1

Asumamos que un simbolos * representan una bolilla y que / representa la divisién
entre una caja y otra; asi tenemos que, por ejemplo:

k% /] significa 2 bolillas en caja 1, 1 bolilla en caja 2, 0 bolilla en caja 3 y 0 en
caja 4;

/**//* significa 0 bolilla en caja 1, 2 bolillas en caja 2, 0 bolilla en caja 3 y 1 bolilla
en caja 4;

// /¥ significa 0 bolilla en caja 1, 0 bolilla en caja 2, 0 bolilla en caja 3 y 3 bolilla
en caja 4.

Usando esta simbolizacién, el problema de distribuir 50 bolillas indistinguibles en 4

cajas distinguibles equivale a hallar todas las permutaciones posibles de 50 simbolos

53!

=731 formas distintas.

*y 3 simbolos /; como sabemos, esto puede hacerse de
. De cuantas formas puede hacerse si en la primer caja debe haber al menos 5 bolillas

y en la ultima caja debe haber al menos 10 bolillas?
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Rta: comienzo por poner 5 bolillas en la caja 1, 10 bolillas en la caja 4 y reparto de
cualquier forma las restantes 50 — 5 — 10 = 35 bolillas; por lo tanto se puede hacer
de % formas distintas.

6) Si las variables representan nimeros naturales, jcudntas soluciones tiene la ecua-
cion x +y + z = 107

Rta: podemos pensar que cada variable es una caja y que estamos repartiendo 10

bolilas (unidades) en ellas; asi tenemos, como en el ejemplo anterior, que las soluciones

. !
posibles son % = 66.
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Capitulo 4

Nuimeros enteros y nimeros

racionales

4.1. Numeros enteros

Un numero real se dice entero si es cero o es un niimero natural o es el opuesto de un
nimero natural. Si indicamos con —N al subconjunto de R formado por los opuestos
de los numeros naturales, es decir, =N = {z : —z € N} = {—1, -2, -3, -+ }, resulta

que el conjunto de los nimeros enteros, denotado Z, es

Z:_NU{O}UN:{ ,_3,_27_]—707172’37”'}’

En el capitulo anterior vimos que tanto la suma como el producto de niimeros reales
son operaciones cerradas en el conjunto de los naturales. Veremos ahora que lo mismo

ocurre en el conjunto de los enteros.

Proposiciéon 119. Las operaciones + y . definidas en R son cerradas en Z: la suma
de dos numeros enteros es un niumero entero y el producto de dos numero enteros es

también un numero entero. Ademds, si x € 7 entonces —x € 7.

Demostracion: Primero probemos que el opuesto de un entero es un entero. Si

x =0 entonces —xr =0 € Z; si x € N entonces —x € —N C Z; y si x € —N entonces
—reNCZ.
Sean a y b nimeros enteros; para probar que la suma y el producto son cerrados en

Z, basta consider los siguientes casos:
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a=0:entoncesa+b=0+b=b€Zyab=0b=0c¢€Z.

a € Ny b e N: entonces, por lo probado en el capitulo anterior, a +b € Ny a.b € N;
como N C Z, resultaque a+be Zy a.b e Z.

a € =Ny be —N: entonces —a € Ny —b € N, de donde (—a) + (=b) = —(a +b) €
N C Z, resulta a + b € Z. Por otra parte, a.b = (—a).(—b) € N C Z.

a € Ny be —N: entonces a € Ny —b € N. Si a = —b, la demostracion es trivial. Si
a > —b entonces, por la Proposicién 94, a — (—=b) = a + b € N C Z. Andlogamente,
si a < —b entonces —b —a = —(a +b) € N, de donde a + b € Z. Finalmente,
a.(—b) = —(a.b) € N C Z, luego a.b € Z. O
Potencias con exponente entero de un ntimero real: extendemos la definicion de
potencia con exponente natural de la siguiente forma, a=™ = (a~!)™ para cualquier
m € N.

Ejercicio 120.

Probar que a™™ = (a™)~! para todo m € N. Probar que las propiedades enunciadas
en el Ejercicio 103 del capitulo anterior para exponentes naturales, también valen
para el caso de exponentes enteros. &
Se dice que un nimero entero b no nulo divide a un nimero entero a, si existe k € Z
tal que a = k.b. En tal caso también se dice que b es divisor de a, o que a es divisible
por b, o que a es multiplo de b. En general, b divide a a se denota b | a; y b no divide
a a se indica b 1 a.

Ejemplo 121.

= 1 es divisor de m para todo m € Z pues m = m.1.

Todo ntimero entero no nulo m es divisor de si mismo pues m = 1.m.

Todo nimero entero no nulo m es divisor de 0 pues 0 = 0.m.
bla <+ —b|a < —b|—a < b|—a pues
a=kb=(—k).(=b) siysélosi —a=—(k.b)=(—k).b="Fk.(=D). &

Proposiciéon 122. Sia y b son enteros no nulos y b | a entonces | b |<| a|.

Demostracién: Como b | a entonces existe k € Z tal que a = k.b. Resulta que

la|=|kb|=|k|.|b|>1.]b|=|b]|, donde usamos que | k |[> 1, lo cual se satisface
pues k€ Zy k # 0. |
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Ejercicio 123.

Sean a, b y ¢ enteros. Probar que

lL.a|ls|al=1.

2. (a]bAb|a)<|al=|b].

3. (albAb|c)—alc

4. (a|lbANalc)=(a|lb+ecNalb—c). O

Un nimero entero se dice primo, si tiene exactamente cuatro divisores. Es claro que
si p es primo entonces —p es primo.

Ejemplo 124.

= ( no es primo, ya vimos que tiene una cantidad infinita de divisores.

= 1 no es primo, ya vimos que tiene exactamente dos divisores que son 1y -1.

» 2 es primo. Efectivamente, si d divide a 2, entonces | d |[<| 2 |= 2. Como d es
un entero debe ser | d |[=2 o | d |= 1 de donde los tnicos divisores de 2 son: 2,

-2, 1y —1. &

Puede decirse también que p es primo si y sélo si p # £1 y los tnicos divisores de p
sonl, =1, py —p.

La llamada Criba de Erastdostenes nos permite visualizar los primero nimeros
primos positivos. Consideremos una tabla en la que aparecen los primeros niimeros

naturales.

11112 13 |14 | 15|16 | 17|18 | 19| 20
21122123124 (2526|2728 |29 30
31132333435 |36|37]38]39]|40
41 |42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

Iremos remarcando los niimeros primos y tachando los que no lo son. Observar que:

(*) un nimero natural n mayor que 1 es primo si y sélo si d { n para todo

natural d con 1 < d < n.
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Comenzamos tachando el 1 porque no es primo. Luego sigue 2 que es primo, lo
remarcamos. Todo nimero de la forma 2.k con k& > 2 no es primo por (*)( 2 lo divide

y 1 <2< 2.k), lo tachamos.

vi[2l| 3] 4 5| ¢| 7| ¢ 9w
11 1|13 1415 W |17 18|19 |20
20 22123 | 24 125 |26 |27 |28 (29| 30
311 3203334 35/36|37[38/39|40
41| 42 |43 | 44 |45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

El primer ntiimero no remarcado ni tachado es 3, él es primo por (*), lo remarcamos.

Nuevamente, Todo nimero de la forma 3.k con k > 2 no es primo por (*)( 3 lo divide

y 1 <3 < 3.k), lo tachamos.

viRI|Bl| 4 5] ¢ 7] ¢ YW
11|12 13| || 6|17 181920
20 22| 23241252627 28]29 |30
31| 32| 33 [3435(36|37[38]30|40
41 | 42| 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

El primer nimero no remarcado ni tachado es 5, él es primo por (*), lo remarcamos.
Nuevamente, Todo niimero de la forma 5.k con k > 2 no es primo por (*)( 5 lo divide

y 1 <5 < 5.k), lo tachamos.

vil2l|3]] #|/5]] ¢ 7] ¢ 9| W
1[R[ 13| B 17| 18] 19|20
N | 2| 23| 4| 2526|2728 ]29] 30
31| 32| 38| 34| 3536|373 |30 40
41| 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

Continuando con este procedimiento obtenemos la siguiente tabla en la que aparecen

remarcados los niimeros primos.
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vil|[B]| #/6]] ¢|l7]]| & 9 w
1] | e |[B] |y | 15| 6|17 | 18 |[19] | 20
1| 2|23 | 4| 25|26 27| B[[29]30
B1 | 32| 33| 34| 35|36 | [37| 38| 39|40
41]| 42 | [43] | 4| 45 | 46 |[47]| 88 | 9| 50

Ejercicio 125.

Verificar que los nimeros primos menores o iguales que 200 son:

2,3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89,
97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181,
191, 193, 197, 199. &

Proposiciéon 126. Todo nimero entero distinto de 1 o —1 es divisible por algun

numero primo.

Demostracion: Sea a un numero entero distintos de 1 y de -1. Si a = 0, la propo-

sicién es verdadera pues, por ejemplo, 2 es primo y 2 divide a 0.

Si a > 2, probaremos por induccién sobre a (principio fuerte) que a es divisible por
algin nimero primo.

Para a = 2, la proposicién es verdadera pues 2 es primo y 2 divide a 2.

Sea k > 2 cualquiera y asumamos que la proposicién es verdadera para cada entero
positivo s con 2 < s < k; es decir: para cada entero positivo s con 2 < s < k, se
verifica que existe algin primo que divide a s. Veremos que la proposicion se cumple
para a =k + 1.

Si k + 1 es primo, la proposicion vale pues k + 1 divide a k + 1.

Si k+ 1 no es primo entonces existe un entero positivo d, d # +1y d # +(k+ 1), tal
que d divide a k+ 1; ademés, como d divide a k+1 debeserd < k+1. Asi 2 < d < k,
entonces, por hipotesis inductiva, existe un primo p que divide a d; el mismo primo
p divide a k 4+ 1, como queriamos probar.

Finalmente, si a < —2 entonces —a > 2. Por lo demostrado anteriormente existe un
primo que divide a —a; el mismo primo divide a a. O
Supongamos que quiero saber si un numero entero positivo dado, digamos 101, es

primo. Para ello basta saber si existe un primo p menor que 101 tal que p divide a
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101. Ocurre que los primos menores que 101 son varios: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97.

Para simplificar esta tarea podemos usar la siguiente proposicion.

Proposicién 127. Sean € N, n # 1. Si para todo primo p tal que p* < n se verifica

que p no divide a n, entonces n es primo.

Demostracién: Como n # 1, por la Proposicion 126, existe algin primo que divide

a n, luego el conjunto A = {p € N : p primo y p divide a n} es un subconjunto no
vacio de N. Como N es un conjunto bien ordenado, A tiene primer elemento, sea py.
Como pg divide a n, existe k € N tal que n = k.py. Si k # 1, entonces, por la
Proposicién 126, existe p; primo positivo, tal que p; divide a k, luego p; divide a n.
Por la eleccién de pg, es py < p1; como ademas p; < k, tenemos que py < k. Luego
(po)? = po-po < k.po = n. Esto contradice la hipdtesis que cualquier primo cuyo
cuadrado es menor o igual que n no divide a n, la contradicciéon proviene de suponer
k #£ 1.

Resulta £ =1 de donde n = 1.pyg = py es primo, como queriamos probar. O
Ejemplo 128.

Para saber si 101 es primo basta ver si 2, 3, 5 o 7 dividen a 101 pues estos son los
Unicos primos cuyos respectivos cuadrados son menores o iguales que 101. Observar
que 112 = 121 > 101. Es facil ver que ninguno de estos ntimeros divide a 101, por lo

tanto 101 es primo. &
Proposicion 129. El conjunto de los numero primos es infinito.

Demostracién: Supongamos que el conjunto P de los niimeros primos es finito,

entonces existe n € N tal que P = {p1,p2,p3, -+ ,Pn}. Sea m = p1.pa.p3. -+ .pp + 1;
es claro que m # 1, entonces, por la Proposicién 126, existe un primo que divide a
m. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que este primo que divide a m es p;.
Luego existe k € Z tal que m = k.py; esto es p1.pa.ps3.--- .pn +1 = k.p, de donde
1=kp —pi1.p2.ps.- -+ .pn = p1.(k — p2.p3. - .pn). Resulta que p; divide a 1, lo cual
contradice que p; es primo. La contradiccién proviene de suponer que P es finito,

concluimos que P es infinito. O

Teorema 130 (Algoritmo de la divisién en Z). Dados nimeros enteros a y d, d # 0,

existe un unico par de numeros enteros q y r tales que:
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a=qd+r y 0<r<|d|.

Se dice que q es el coctente de la division de a por d; y que r es el resto de la

division de a por d.

Demostracion: Primero probaremos la existencia de ¢ y 7, luego la unicidad.

Si d divide a a entonces existe k € Z tal que a = k.d. De donde obtenemos que la
proposicion es verdadera considerando ¢ =k y r = 0.

Asumamos que d no divide a a. Esto implica a # 0y d # 1. Sea A = {x € N :
existe un entero k tal que x = a — k.d}. Observar que si a > 0 entonces a —0.d € A,
y si a < 0 entonces a — (a.d).d = a.(1 — d*) € A. Luego, en cualquier caso, A es un
subconjunto no vacio de N. Como N estd bien ordenado, A tiene primer elemento,
sea r. Resulta que r > 0 y existe ¢ € Z tal que r = a — q.d; asi, a = q.d + r. Para
probar que q y r satisfacen las condiciones pedidas en el enunciado del teorema, resta
ver que 7 <| d |.

Observar que r #| d |, pues, en otro caso, d dividiria a a.

Supongamos que 7 >| d |, entonces h =r— |d|eNyh=(a—qd)— |d|=a— (¢ £
1).d; luego, h € A. Como r es el primer elemento de A, debe ser r < h =r— | d |,
de donde | d |< 0. Resulta d = 0, lo cual contradice las hipdtesis del teorema. Como
la contradiccién proviene de suponer r >| d | y sabemos que r #| d |, obtenemos que
r<|d].

Veamos ahora que ¢ y r son los tinicos enteros que satisfacen lo pedido. Efectivamente,

supongamos que ¢’y r’ satisfacen que

a=q¢.d+r y 0<r<|d]|.
Sir’ =0 entonces q.d+ 71 = ¢'.d. Obtenemos que | r |=| (¢ —¢q) | . | d |<| d |. Resulta
que ¢ = ¢ y luego r =1’ = 0.
Si 7’ # 0 entonces 1’ € A, luego r < ' y asi tenemos que ' —r =| ' —r |<| d |.
Ademés, 0 = a—a = (¢d+71")—(gd+71) = (¢ —q).d+ (r' —r), de donde
| ¢ —q|.|d|=|r"—r]|<|d]|. Sededuce que ¢ = ¢ y luego r =" = 0. O
Ejemplo 131.

= Como 130 = 8.15+ 10 y 0 < 10 < 15 tenemos que el resto de dividir 130 por
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15 es 10, y el cociente es 8.
Observar que aunque 130 = 8.15 + 10 no podemos decir que 10 es el resto de
dividir a 130 por 8 puesto que 10 £ 8; en efecto, 130 = 8.154+10 = 8.15+8+2 =
8.16 + 2, luego el resto de dividir a 130 por 8 es 2. Ahora si, como 2 < 16,
podemos decir que el resto de dividir a 130 por 16 es 2.

= Para determinar resto y cociente en casos en que el dividendo a o el divisor
d sean negativos, primero se considera | a | y | d | y luego se procede como en
los siguientes ejemplos sumando y restando el divisor si es necesario.

= Hallar cociente y resto de dividir a -50 por 13.
Sabemos que 50 = 3.13+11, luego —50 = (—3).13—11 = (—3).13—13+13—11 =
(—4).13 4 2; resulta que el cociente pedido es —4 y el resto es 2.

= Hallar cociente y resto de dividir 50 por -13.
Como antes, 50 = 3.13+11, luego 50 = (—3).(—13)+11. Resulta que el cociente
pedido es -3 y el resto 11.

= Hallar cociente y resto de dividir -50 por -13.
Otra vez, 50 = 3.13 + 11 luego —50 = 3.(—13) — 11 =3.(—13) =13+ 13— 11 =
4.(—13) + 2. Resulta que el cociente pedido es 4 y el resto 2. &

Proposicién 132. [Propiedades del resto]. Indicaremos mediante rq(a) al resto de

la diwvision de a por d.

d|a<+ rg(a) =0.
rd(a —+ b) = 'rd('r’d(a) + ?”d(b>>
ra(a-b) = rq(ra(a) - ra(b)).

ra(a”) = ra([ra(a)]")-

e v &~

Demostracién: La demostracién de 1. es trivial. Demostraremos 2. y dejaremos 3.

y 4. como ejercicios.

Sean ¢q y ¢ los cocientes de dividir a a y a b por d, respectivamente; luego

a=qd+rqea) y 0<r4(a)<|d].

b=q.d+rqb) v 0<ryb)<|d].
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Sumando estas expresiones tenemos que a + b = (¢ + ¢').d + (rq(a) + rq(b)).
No puedo decir que r4(a) + r4(b) sea el resto de dividir a + b por d porque no sé si
rq(a)+rqa(b) <| d |. Luego dividimos r4(a)+74(b) por d. Por el algoritmo de la divisién

tenemos que

ro(a) +ry(d) = ¢".d+ry(ra(a) + ra(b)) v 0 <rq(ryla) +rqed)) < d|.

Reemplazando en la expresion anterior obtenemos

a+b=(g+¢).d+ (ra(a) +1a(b)) = (q+ @).-d+ (¢"d+ ra(ra(a) + ra(®)) = (g+ ¢ +
q").d+ rq(rq(a) +r4(b)) y como 0 < rq(rq(a) + rq(b)) <| d |, resulta que rq(a + b) =
ra(ra(a) +rq(b)), como querfamos probar. O
Ejemplo 133.

Determinar el resto de dividir 2 por 3 y el resto de dividir 9* por 7.

73(2%) = 13(2.22) = r3(r3(2).13(4%)) = r3(2.[r3(4)]*%) = r3(2.1%%) = r3(2) = 2.
r7(9%) = r2([r7 (%) = r7(2%) = r2(8) = r([r:(8)]"*) = r7(1%) = r7(1) = 1
Ejercicio 134.

1. Sea n € Z. Probar que n es par si y solo si n? es par.

2. Sea n € Z. Determinar los posibles restos de la divisién de n? por 3.
3. Probar que la suma de los cuadrados de 3 niimeros enteros no divisibles por 3,

es un miultiplo de 3. &

Sean a y b enteros cualesquiera. Se dice x que es una combinacién lineal entera de
a y b, si existen enteros s y t tales que x = s.a + t.b; es claro que, en tal caso, x € Z.
Por ejemplo, 2 es combinacién entera de 462 y de 180 pues 2 = 3.462 + (—7).180. ;1
es combinacion entera de 462 y 1807

Ejercicio 135.

Probar que si h es un divisor comun de a y de b, esto es, h divide a a y h divide a
b, entonces h divide a toda combinacién lineal entera de a y b. &
En lo que sigue, relacionaremos el maximo comun divisor de dos enteros con sus
combinaciones enteras. Probaremos que = es combinacion entera de a y b si y sélo si

x es un multiplo del maximo comun divisor de a y b.

Teorema 136 (Existencia y unicidad del maximo comun divisor). Sean a y b enteros,

no ambos nulos. Existe un unico d € N, tal que:
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i)dla y dlby
ii) para todo entero h se verifica que si h|a y h|b entonces h | d.
Observar que, como consecuencia de i), cualquier divisor comun de a y de b es menor

o igual que d, por eso d se llama méximo comun divisor de a y b, se denota (a,b).

Demostracién: Sea A = {x € N: x es una combinacién entera de a y b}. Observar

que a® + b? € A, luego A es un subconjunto no vacio de N. Como N es un conjunto
bien ordenado, A tiene primer elemento, sea d; es claro que d € N y existen enteros
sy t tales que d = s.a + t.b. Veremos que d satisface lo pedido en el enunciado del
teorema.

Por el algoritmo de la divisién, existen enteros ¢ y r tales que a = ¢.d + r con
0<r<d;luegor =a—gqd=a-—q(sa+tb) = (1 —gq.s).a+ (—qt).b es una
combinacion entera de a y b. Como r € A, pues v < d y d es primer elemento de A,
debe ser que r € N, resulta » < 0, y entonces 7 = 0. Obtenemos que a = ¢.d, es decir
d | a. Anélogamente se prueba que d | b.

Finalmente, la condicién ii) se cumple pues d es combinacién entera de a y b (Ver
ejercicio anterior).

Ahora supongamos existe otro entero positivo d’ que satisface i) y ).

Como tenemos que
(dland|b)y (h|aANh|b—h]|d); resulta que d | d'.
Anélogamente, como vale que
(d|and]|b)y (h|laAh|b— h|d); obtenemos que d’ | d;
Asi, d | d' y d' | d, luego d = d’ pues ambos son positivos. Esto prueba la unicidad
del maximo comun divisor. |

Corolario 137. El mdximo comin divisor (a,b) es la menor combinacion lineal
entera positiva de a y b. En particular, si 1 es combinacion entera de a y b entonces
(a,b) =1, pues no habrd otra combinacion entera positiva menor. Ademds, x es una

combinacion entera de a y b si y solo si x es un maltiplo de (a,b).

Ejemplo 138.
Sean a y b enteros no nulos. Por la propia definicion de méximo comun divisor, es

trivial que
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(a,b) = (a,—b) = (—a,—b) = (—a,b).

(a,1)=1 (a,a+1)=1 (a,a)=|al.

al|b< (a,b)=|al

Si p es primo y p no divide a a entonces (a,p) = 1.

¢

El siguiente resultado es la base del algoritmo de Euclides que permite el célculo

de (a,b) mediante una secuencia de divisiones.
Proposiciéon 139. Sia y b son enteros positivos entonces (a,b) = (b,ry(a)).

Demostracién: Por simplicidad escribamos r = ry(a) y d = (b, rp(a)). Veremos que

d satisface las condiciones del Teorema 136, luego podremos concluir que d = (a, b).
d| apues a=qb+ry(a)y ddivide a by ary(a).

d| b pues d = (b, 1p(a)).

Sea h cualquiera tal que h | a y h | b. Como r,(a) = a — ¢.b resulta que h | ry(a);
tenemos entoces que h | by h | ry(a) de donde h | (b,rp(a)) = d. O

Ejemplo 140. Como haciendo las divisiones tenemos que

462=2 .180 + 82 180=2 .82 + 16
82=5 .16 + 2 16=8 .2+ 0

resulta

(462, 180) = (180,82) = (82,16) = (16,2) = (2,0) = 2.

Proposicién 141. Sip es primo y p | a.b entonces p | a o p | b.

Demostracién: Sea p un primo que divide a a.b (existe k € Z tal que a.b = k.p) y

supongamos que p no divide a a. Luego, (a,p) = 1, de donde se deduce que existen
enteros s y t tales que 1 = s.a+t.p. Multiplicando por b obtenemos b = s.a.b+t.p.b =
s.kp+tp.b=p.(s.k+tb); como s.k+t.b € Z resuta que p divide a b. O
Ejercicio 142.

1. Probar por induccién en n que si p es primo y p divide al producto ay.as. - - - .a,

entonces existe un i, 1 <1 < n, tal que p divide a a;.
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2.

Probar que si a y b son enteros no nulos entonces, para todo natural n, se

satisface que (a",b") = (a,b)". O

Dos nimero enteros a y b se dicen coprimos si (a,b) = 1.

Ejemplo 143.

Son coprimos:

» aya+ 1, para a un entero cualquiera. Efectivamente, 1 = (—1).a + 1.(a + 1),

luego (a,a+1) =1.
Py q, para py q primos distintos cualesquiera. Efectivamente, como (p, q) divide
a p debe ser (p,q) =10 (p,q) = p; y como (p, q) divide a g debe ser (p,q) =1
o (p,q) = q. Dado que p # ¢q obtenemos que (p,q) = 1.
py (p—1)!, para p primo cualquiera mayor que 2. Efectivamente, como d =
(p, (p—1)!) divide a p debe ser d = 1 0 d = p. Supongamos que d = p, entonces
pdividea (p—1)!=(p—-1).(p—2).---. 2.1.
Por lo probado en el ejercicio anterior, debe existir 7 con 1 <7 < p—1 tal que p
divide a p — i, lo cual es una contradiccion pues 0 < p —4 < p. La contradiccion
proviene de suponer que d = p, luego d # p. Resulta d = 1.

a b

@p Y p baraay b enteros cualesquiera no nulos.

Observar que, como (a,b) divide a a, existe k € Z tal que a = k.(a,b). Luego,

- = Lk € 7Z. Andlogamente, ﬁ e Z.

(a,b)
Sean s y t enteros tales que (a,b) = s.a + t.b. Resulta que 1 = s.(a;‘b) - t.ﬁ,
luego (7%, (a—bb)) = 1. &

Ejercicio 144. Sean a y b coprimos y n € N. Probar que:

w NN

W

Sia|nyb|n entonces a.b|n.
Si a | b.n entonces a | n.

Mostrar ejemplos que prueven que 1. y 2. no son ciertas si @ y b no son coprimos.
Probar que si p es un primo positivo entonces p divide a para todo ¢ tal

que 1 <i<p-1. &

Una ecuacién lineal diofantica en las incognitas x e y es una ecuacion lineal con

coeficientes enteros que requiere soluciones enteras, es decir, una ecuacion del tipo
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a.x+b.y = c donde a, by c son enteros y x e y toman valores enteros. Como vimos en
el Corolario 137, esta ecuacién tiene solucién si y solo si (a,b) divide a ¢, o en otras
palabras, si ¢ es un multiplo de (a, b). El siguiente enunciado ofrece también la forma

de las soluciones de una ecuacién diofantica.

Proposiciéon 145. Sean a, b y ¢ enteros. La ecuacion a.x + b.y = ¢ tiene solucion
en el conjunto de los niumero enteros si y solo si (a,b) | c.

Mds ain, cuando (a,b) | ¢, la ecuacion tiene una cantidad infinita de soluciones: si s
y t son enteros tales que (a,b) = s.a + t.b, entonces, para cada m € 7, tenemos una

solucion x,,, Yym de la ecuacion dada haciendo

— e _C_ _ _b
Tm = Sy — Moy

Ym =t my TGy

Demostracién: Es facil ver que, para cualquier m € Z, a.(s.ﬁ — m.ﬁ) +
b.(t.(a%b) + mﬁ) = c. Luego, x,,, ym es solucién de la ecuacion dada.
Veamos que toda solucion entera tiene esta forma para algin m € Z: sea x e y una

solucién cualquiera de la ecuacion dada, como xy = s.ﬁ, Yo = t. es solucién,

(a,b)
tenemos que
a.(s.og7) + b-(t-25%) = ¢
a.x + b.y = c

a.(s.@—x)—i—b.(t.ﬁ—y) = 0.

Resulta a.(s —xz)=0b.(y — ) de donde . (s

c c __b c
i) mm—mW—Gw@—tGE)
Como ﬁ y (ab 7y son coprimos tenemos que 5 d1v1de ay—t. ( luego existe m € Z

tal que y — t.—5= (a 5 = M- es decir, y = (a T m. ( Ahora reeemplazando esta

@h

expresion de y en la formulacién anterior tenemos a.(s.(aLb) —x) = m. g b), de donde
_ c b 7

L= 5.5 — M., como querfamos probar. O

Ejemplo 146.

» La ecuacién 15.x + 20.y = 8 no tiene soluciones enteras pues (15,20) = 5 no
divide a 8.
» La ecuacién 15.2 4+ 20.y = 10 tiene infinitas soluciones enteras; como (15, 20) =

5 =1.20 + (—1).15, las soluciones enteras de esta ecuacién son

=D)L -mZ=-2-m4 y,=104mB=24m3

105



CAPITULO 4. NUMEROS ENTEROS Y NUMEROS RACIONALES

Por ejemplo, zop = —2 e y9 = 2 es solucidn, se obtiene haciendo m = 0.

r1 = —6 e y; = 5 es solucion, se obtiene haciendo m = 1. &

Teorema 147 (Existencia y unicidad del minimo comin multiplo). Sean a y b

enteros no nulos. Existe un unico numero m € N, tal que:

i)alm y blm;y

ii) para todo entero h se verifica que si a | h yb| h entonces m | h.

Observar que, como consecuencia de i), cualquier multiplo comin de a y de b es
mayor o igual que m, por eso m se llama minimo comin maultiplo de a y b; se
denota [a, b].

Demostracién: Sea A={x € N:a |z Ab|x}. Observar que A es un subconjunto

no vacio de N, por ejemplo | a.b |€ A. Como N es un conjunto bien ordenado, A tiene
primer elemento, sea m. Es facil verificar que m satisface la condicién 7). Para ver que
satisface 7i), consideremos h divisible por a y por b. Por el algoritmo de la division,
existen enteros ¢ y r tales que h = gm +r y 0 < r < m; luego, r es divisible por a
y por b. Como r € A porque r < m y m es el primer elemento de A, debe ser r = 0,
de donde concluimos que m | h. La unicidad se prueba suponiendo existe m’ € N que
también satisface las condiciones anteriores y luego , en forma analoga a la utilizada
en el Teorema 137, se obtiene que m = m’. O
Ejemplo 148. Sean a y b enteros positivos. Por la propia definicion de minimo

comun multiplo es trivial que

» [a,b] = [a,—b] = [—a, —b] = [—a,b)].

w [a,b]) =a <> b|a. ¢
Proposiciéon 149. Sia y b son enteros no nulos entonces | a.b |= (a,b).[a, b]

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a y b son positivos.

Seam = (a b) b =a. ab ; veremos que m = |a, b, con lo cual habremos probado

que a.b = (a, b).[a, b].

(a,b)?

Es claro que m € Ny que a y b dividen a m. Sea h € Z tal que a | h y b | h,
veremos que m | h. Efectivamente, existen enteros s y t tales que (a, b) = s.a + t.b,

luego 1 = s. ( PR ); multiplicando por h resulta h = s.-%~ h +t oy h Como
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existen enteros k y k' tales que h = a.k = b.k’, reemplazando en la expresién anterior

obtenemos h = s.ﬁ.kﬁb + t.(a—bb).k.a = %(s.kz’ + t.k) = m.(s.k' + t.k); como

s.k' 4+ t.k € Z hemos probado que m | h. O
Los conceptos de maximo comun divisor y minimo comun multiplo que hemos visto
se pueden extender a una mayor cantidad de elementos, es decir, si aq, as, - - -, a, son

enteros no nulos, existe un tnico nimero d € N, tal que:

1) d|a17 d|a27"' d|anay

ii) para todo entero h, si h |ay, h|ag,--- h|a, entonces h | d.

El entero positivo d se llama maximo comun divisor de aq,as, ... y a,, en general
se denota (aq, as, ..., a,) y se satisface que (a1, as, ..., a,) = ((a1, az, ..., ap_1), ap))-

Anélogamente, existe un tnico nimero m € N, tal que:

1) a1|m7 a2|m7 anlm’y

ii) para todo entero h, si ay | h, as | h, -+ a, | h entonces m | h.

m se llama minimo comun miiltiplo de aq,as,... y a,, en general se denota
a1, as, ..., a,] y se satisface que [a1, ag, ..., a,] = [[a1, ag, ..., an_1], as]].

Ejemplo 150.
(10,15,35) = ((10,15),35) = (5,35) = 5.

10,15, 35] = [[10, 15], 35] = [30, 35] = 210.

%

Teorema 151 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Sea m un nimero entero

distinto de 0, 1 y -1. Existen niumero primos positivos py < ps < ... < pi tales que

m = §.p1.p2...-Pk

donde £ =1 0 & = —1. Esta escritura (que se llama descomposicion de m en
factores primos o factorizacion de m en primos) es unica, es decir, si py, py,

-+ plson primos positivos tales que: py < ph < ... <ply
m = 0.p}.ph....pk, donde 6 =100=—1

entonces k =s, £ =9, y p; = p, para todo i =1, ..., k.

107



CAPITULO 4. NUMEROS ENTEROS Y NUMEROS RACIONALES

Demostracion: Observar que basta probar que todo entero mayor que 1 se factoriza

en primos.
Sea S ={n €Z:n> 1y nno se factoriza en primos}. Como todo primo positivo p

se factoriza en primos haciendo p = 1.p, resulta que
S no contiene niimeros primos. (4.1)

Supongamos S # (). En tal caso, como S C N y N es un conjunto bien ordenado, S
tiene primer elemento, sea ng.

Como ng € S, sabemos que ng es distinto de 1 y de -1; luego, por Teorema 126, existe
algun primo positivo que divide a ngy. Sea py el menor primo positivo que divide a ng;
y sea m € N tal que ng = m.po.

Observar que m < ng, luego m & S. Pero m > 1 (pues si m = 1 resulta que ng = py
contradiciendo (4.1)), entonces debe ser que m se factoriza en primos, es decir, existen
primos positivos p; < py < ... < p; tales que m = p1.pa....pg.

Como pg es el menor primo positivo que divide a ng tenemos pg < p1 < po < ... < pp
Y ng = Po-M = Po.pP1-Pa-..-Pk, luego ng se factoriza, lo cual contradice que ng € S.

La contradiccién proviene de suponer S # (), entonces concluimos que S = ) y asi todo

entero mayor que 1 se factoriza en primos.

Unicidad: supongamos que m se factoriza en primos de dos formas distintas, es decir:

m = p1.p2...pk = Dy-Dh---D)

con primos positivos py < py < ... <pry p) <ph < ... <.

Observar que como p; es primo y p; divide a p.p;...p}, entonces existe ¢ tal que
p1 = pi. Andlogamente, existe j tal que pj = p;.

Ahora, p; = p; > p} = p; > p1, con lo cual son todos iguales, es decir p; = pi.
Simplificando resulta po...px, = pj...p}; repitiendo el razonamiento anterior obtenemos
pe = ph y asi sucesivamente. Resulta que k debe ser igual a h y p; = pl, p» =
DyyeresDke = D- O

Dado m € Z, m # 0, para cada primo positivo p llamamos
vp(m) = mayor{i € Ny / p' | m};

en otras palabras v,(m) es la cantidad de veces que el primo p aparece en la factori-

zacion de m.
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Ejemplo 152. m =2.2.2.3.11.13.13= 23.31.111.13?, luego vy(m) = 3; vz(m) = 1;

vi1(m) = 1; vig(m) = 2; y v,(m) = 0 para cualquier otro primo positivo p. O
Corolario 153. Sean a y b enteros no nulos. Se satisface que:

vp(a.b) = vy(a) + v,(b) para todo primo positivo p.

b divide a a <> v,(b) < vy(a) para todo primo positivo p.

a

7) = vp(a) — v,y(b) para todo primo positivo p.

Si b divide a a, entonces vy(
Si k € N, entonces v,(a*) = k.vy(a) para todo primo positivo p.

v,((a, b)) = menor{v,(a),v,(b)} para todo primo positivo p.

S A v =

vp([a, b)) = mayor{v,(a),v,(b)} para todo primo positivo p.

Demostracion: es consecuencia directa de la unicidad del Teorema Fundamental

de la Aritmética. O

Ejemplo 154.

» a=327211 b=23.5%13
a.b=2.335%73.11.13
(a,b) = 3! y [a,b] = 2.32.5%.73.11.13

= Se dice que un entero m es un cuadrado perfecto si existe n € Z tal que
m = n?. Observar que m es un cuadrado perfecto si y sélo si v,(n) es par para
todo primo positivo p. Por ejemplo, 6552 no es un cuadrado perfecto pues su
factorizacién en primos es 2.2.2.3.3.7.13= 23.32.7.13.
Si queremos hallar el menor niimero natural n tal que 6552.n sea un cuadrado
perfecto, podemos proceder de la siguiente manera:

Como para todo primo positivo p,
v,(6552.1n) = v,(6552) + v,(n),

por lo dicho antes, para que 6552.n sea un cuadrado perfecto, necesitamos
que v,(n) sea par si v,(6552) es impar y viceversa. Como ademds queremos
n lo més chico posible, debemos tomar vy(n) = 1, v7(n) = 1, vi3(n) = 1y
vp(n) = 0, para cualquier otro primo p; luego, n = 2.7.13 = 182 es el menor
entero positivo tal que multiplicado por 6525 resulta un cuadrado perfecto.

Efectivamente 6552.182 = 24.32.72.132=(22.3.7.13)2 = 10922,
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Observar que en forma andloga podemos ver que no existe un entero positivo
impar n tal que 6552.n sea un cuadrado perfecto.
Si queremos determinar el menor entero positivo m tal que 6552.m sea un cubo
perfecto tendremos que elegir vs(m) =1, vy(m) = 2 y v13(m) = 2; por lo tanto
la solucién es m = 3.7%.13% = 24843. Efectivamente, 6552.24843 = (2.3.7.13)3
Ahora, si quiero determinar el mayor cuadrado perfecto que divide a 6552, se
trata de 22.3% = 36

» Veamos que no existen enteros no nulos n y m tales que n? = 180.m*. Si
asf fuera, es decir, si n? = 180.m* entonces, para todo primo positivo p, de-
berfa cumplirse que v,(n?) = v,(180.m*), de donde 2.v,(n) = v,(180) + v,(m?),
entonces 2.v,(n) = v,(2%.3%.5) + 4.v,(m). En particular para p = 5, debe ser
2.v5(n) = v5(22.3%5) + 4.v5(m); pero entonces, como v5(2%2.32.5) = 1, resulta
2.v5(n) = 14+4.v5(m), luego 2.(vs(n) —2.v5(m)) = 1, lo cual contradice el hecho
que los tunicos divisores enteros de 1 son 1 y —1. Resulta que tales n y m no

existen. &

Proposicion 155. Sean py, pa, -+ pr primos positivos distintos entre si y ny, no,
- ny numeros naturales. La cantidad de divisores positivos de m = pi'. py*. ---

P esigual a (np +1).(ng +1).-++ (ng + 1).

Demostracién: para que un entero positivo d sea divisor de m, por el punto 2.

del Corolario 153, debe cumplirse que 0 < v,(d) < v,(m) para cada primo p; luego
tenemos que 0 < vy, (d) < vy, (M) = ny, 0 < v,,(d) < vy, (M) =ng, -+ 0 < vy, (d) <
Up, (M) = ng y v,(d) = 0 para cualquier otro primo p. Resulta que en la factorizacién
de d, el exponente de cada primo p; puede tomar n; + 1 valores distintos, luego d
puede tomar (n; +1).(na+1).- -+ .(ng + 1) valores distintos, como queriamos probar.
O

Ejemplo 156. Como 20 = 22.5 la cantidad de divisores positivos de 20 es 3.2=6.
Efectivamente, ellos son: 2°.59=1; 20.51=5; 21 50=2; 2! 51=10; 22.5°=4 y 22.5'=20.
Si quiero determinar un miltiplo de 20 que tenga exactamente 10 divisores positivos,
puedo pensar de la siguiente manera. Llamemos m al niimero que estoy buscando.
Para que m sea multiplo de 20 debe ser ve(m) > 2 y vs(m) > 1; luego podemos

escribir m = 2v2(m) 5vs(m) (m) Do (™) donde los p; son primos distintos de 2 y 5.
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Resulta que la cantidad de divisores positivos de m es
(va(m) + 1).(vs(m) + 1).(vy, (M) + 1).(vp, (m) + 1)... = 10 = 2.5.

Luego, como ve(m) > 2 y vs(m) > 1, debe ser va(m) +1 = 5; vs(m) +1 =2y
vp,(m) + 1 =1 para cualquier otro primo p;.

Asf tenemos que va(m) = 4 y vs(m) = 1; entonces m = 2.5 = 80. Efectivamente, 80
es miultiplo de 20 y tiene exactamente 10 divisores positivos: 1, 2, 4, 8, 16, 5, 10, 20,
40 vy 80. %

4.1.1. Congruencias

Sea n un numero natural. Se dice que un entero a es congruente médulo n con un
entero b si n divide a a — b, es decir, si n | a — b. Para indicar que a es congruente con
b médulo n escribiremos a = b mod(n). Por ejemplo 15 es congruente con 7 médulo
4 pues 15 — 7 = 8 = 2.4; luego escribimos 15 = Tmod(4).

La relacién congruencia moédulo n es una relacién de equivalencia en Z. Efectiva-
mente, es reflexiva pues para todo entero a se verifica que n | a —a = 0; es simétrica,
pues n | a —bsiysdlosin|b—a;y es transitiva porque sin |[a—byn | b—c
entonces n | (a — b) + (b — ¢) = a — c. El conjunto cociente de Z por = mod(n) se
indica Z,, (Ver Seccién 2.0.6 del Capitulo 2).

Como la relacion es simétrica, podemos decir a es congruente con b o b es congruente
con a 0 a y b son congruentes.

La siguiente proposicién ofrece una manera alternativa de definir la relacion con-

gruencia moédulo n.
Proposiciéon 157. a = b mod(n) si y sélo si rp(a) = r,(b).

Demostracién: Por el algoritmo de la divisiéon a = g.n + r,(a) y b = ¢'.n + r,(b)

con 0 < r,(a) <ny0<r,(b) <n.Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
rn(a) > ry(b) y asi tenemos que 0 < r,(a) — r,(b) < n. Restando las expresiones
anteriores obtenemos a — b = (¢ — ¢')n + rp(a) — r,(b). Como 0 < r,(a) —rp(b) <n
entonces

rp(a) —rp(b) = rp(a —0b).

Resulta 7,(a) — r,(b) = 0 si y sélo si r,(a — b) = 0, como querfamos probar. O
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Corolario 158. Para todo n € N, el conjunto cociente Z, tiene exactamente n

elementos.

Ejemplo 159.

Zsz ={0,1,2} donde

0={z€Z :r3(x)=r3(0)} ={x €Z:2=3Fkcon k € Z} = 3.Z;
I={reZ:rx)=r(1)})={reZ:2=3k+1lconkeZ}=3Z+1;y
2={z€Z :r(x)=r32)}={r€Z:2=3k+2conk €Z}=37Z+2. %

Convencioén: dados a y b enteros cualesquiera, a.Z + b indica el subconjunto de
7 formado por todos aquellos enteros x tales que existe k € Z satisfaciendo que
xr=ak+b.

La siguiente propiedad puede expresarse en forma sintética diciendo que la relacién

de congruencia es compatible con la suma y el producto de enteros.

Proposicién 160. Sia = c mod(n) y b = d mod(n), entonces

a+b=c+dmod(n),
a—b=c—dmod(n),
a.b = c.d mod(n), y

a® = ¢ mod(n) para todo natural k.

Demostracién: Usaremos la Proposicién 132: r,(a + b) = r,(rn(a) + r,(b)) =

Tn(rn(c)+1,(d)) = r(c+d)). Andlogamente se pueban las otras relaciones; la ultima,
por induccién sobre k. O
Ejercicio 161. Probar que si para todo i entre 1 y m, a; = bymod(n), entonces

m m m

(Z a;) (Z b;) mod(n) vy (H a;) = (H b;) mod(n).

i=1 =1 =1 =1

Ejemplo 162.

= usaremos los resultados anteriores para demostrar el criterio de divisibilidad
por 3: Un ntumero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus digitos lo es.
Por ejemplo,
2345 no es divisible por 3 pues 2 + 3 + 4 + 5 = 14 no es multiplo de 3.
445566 es divisible por 3 pues 4 +4 + 5+ 5 4+ 6 4+ 6 = 30 es multiplo de 3.
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Nos basaremos en el desarrollo decimal del niimero: cualquier entero positivo

m se puede escribir como la suma de una cantidad finita de términos en la forma

Zai.(lo)i

i>0
donde cada a; es un entero tal que 0 < a; < 9. La existencia y unicidad de
este desarrollo es una consecuencia directa del algoritmo de la division. Los
coeficientes a; son los digitos de m.

Para los niimeros de los ejemplos anteriores el desarrollo decimal es:

2345 = 2.10° + 3.10% + 4.10" + 5.10°.

445566 = 4.10° + 4.10* + 5.10% 4+ 5.10% + 6.10* + 6.10°.

En lo que sigue, por simplicidad, solo escribiremos = en lugar de = mod(3).
Como 10 = 1, entonces, por la Proposicién 160, 10° = 1%, de donde 10° =
para todo i > 1. Ahora, como 10’ = 1 y a; = a;, entonces a,.10° = a;.1; luego,
a;.10° = a; para todo i > 1.

Resulta, usando lo probado en el ejercicio anterior, que Y, a;.10° = ", a;, es
decir, m =) . a;, como querfamos probar.

En rigor hemos demostrado que, dado un ntimero entero positivo m, el resto de
dividir a m por 3 es igual al resto de dividir a la suma de sus digitos por 3.

Siguiendo con el ejemplo anterior, tenemos que

r3(2345) = r3(2+3+4+5) =r3(14) = r3(1 +4) = r3(5) = 2.

Calcular el resto de dividir a 347865 — 3578

mod(35). Como 34—(—1) = 35, entonces 34 = —1, de donde 34™% = (—1)7865 =

por 35. En lo que sigue = significa =
—1. Ademds, como 36 = 1, entonces 6% = (6%)!™ = 36'™ = 11" = 1.
Resulta que 3476 — 638 = —1 — 1 = —2. Como 33 — (—2) = 35, entonces
33 = —2. Asi tenemos que 347%% — 6357 = 33 de donde concluimos que el resto
de dividir a 3455 — 63578 por 35 es igual a 33.

En forma similar a la utilizada para probar el criterio de divisibilidad por 3, se
puede probar que si m =Y, a;.10" es el desarrollo decimal del entero positivo
m, entonces el resto de dividir m por 11 es igual al resto de dividir a > .(—1)".a;
por 11.

Por ejemplo, 711(11) = 711(1 — 1) = r11(0) = 0;
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r11(111) = r1(1 = 14+ 1) = r11(1) = 1, luego 111 no es multiplo de 11;
rip(1111) =73 (1 =1+ 1—1) = ry1(0) = 0;

r11(9754) =11 (9 —7+5—-4) =r11(3) =3

Hallar un multiplo de 11 capiciia con 8 digitos, los cuatro primeros distintos
entre si:

puede ser 12344321 pues 1 —2+3 —4+4+4—3+ 2 —1 = 0. Efectivamente,
11.112221 = 12344321.

Observar que todo nimero capicia con una cantidad par de cifras es multiplo

de 11. ;Qué puede decir de los capictiias con una cantidad impar de cifras? <

Teorema 163 ( Euler-Fermat-Vivaldi). Sea p primo positivo. Para todo natural n

vale que n? = n mod(p).

Demostracién: En lo que sigue = significa = mod(p). Haremos induccién sobre

n: la proposicion es verdadera si n = 1, pues 1? = 1. Sea k > 1 y asumamos que
kP = k mod(p), veremos que la proposicién se satisface para k + 1. Por comodidad

escribiremos sélo =.

Recordando que si p es primo entonces p divide al nimero combinatorio para

todo i tal que 0 < @ < p, tenemos que existe h € Z tal que

=S [ " =" |+np+|" |#

0<i<p \ ¢ p
Entonces (k+ 1) =1+ h.p+ kP, esto es (k+ 1)? =1 + kP.
Como por hipétesis inductiva k? = k mod(p), resulta que (k+ 1) =1+ kP =1+ k,
como queriamos probar. O
Ejemplo 164. dado un primo cualquiera, por ejemplo 7, y un entero cualquiera por
ejemplo 88, vale que 7 divide a 887 — 88. Efectivamente, 887 — 88 = 40867559636992 —
88 = 40867559636904 = 7.5838222805272. &

Corolario 165. Sea p primo positivo. Si (n,p) = 1 entonces nP~1 =1 mod(p).

Demostracién: como 1 = r.n+ s.p entonces 1 =rm =r.n? =rnnP =1l =

n?~!, donde = indica = mod(p). 0
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4.2. Numeros racionales

Un ntimero real x se dice racional si existen enteros a y b, b # 0, tales que z = § =

a.b~!. El subconjunto de R formado por los ntimeros racionales se indica con Q.
Proposiciéon 166. Las operaciones + y . definidas en R son cerradas en Q

Demostracion: Si z e y son racionales entonces existen enteros a, b, ¢y d, b y d no

nulos, tales que r = ¢ ey = 5. Como a.d + c.b € Z y b.d € Z es no nulo, entonces

a
edteb ¢ Q. Resulta que 245t = (a.d + ¢.b).(b.d)™! = a.d.(b.d)™' + cd.(b.d)™" =
adbtdt+edbtdt=abl+echb ! = 7+ 5 =x+y € Q como querfamos probar.

En forma andloga se prueba para el producto. O
Proposicién 167. Siz € Q yx # 0, entonces x™1 € Q.

Demostracién: trivial. O

Observar que N C Z C Q. Es claro que N es un subconjunto propio de Z. A su vez Z
es un subconjunto propio de QQ, por ejemplo % € Q — Z, porque si fuera k = % € 7,
entonces 2.k = 2.% = 1; lo cual contradice que los tinicos divisores de 1 son 1 y —1.
Para probar que Q es un subconjunto propio de R, debemos asumir un nuevo axioma
valido sobre los ntimeros reales. Todos los axiomas listados al comienzo del capitulo
3 también se satisfacen en el conjunto de los niimeros racionales.

Axioma de completitud de R: Todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente
de R tiene infimo. O equivalentemente, todo subconjunto no vacio y acotado supe-

riormente de R tiene supremo.
Proposicién 168. Si x € R entonces existe n € N tal que x < n.

Demostracién: Supongamos que el enunciado no es cierto, entonces existe x € R

tal que para todo n € N se verifica que n < x. Resulta N es un subconjunto no vacio
acotado superiormente de R; luego N tiene supremo, sea a. Como a — 1 < a, tenemos
que a — 1 no es cota superior de N, luego existe m € N tal que a — 1 < m. Resulta

a<a+1l=(a—1)+2<m+2 €N contradiciendo que a es supremo de N. O
Corolario 169. Six € R y xz > 0 entonces existe n € N tal que 0 < % <.

Demostracién: Por la proposicién anterior existe n € N tal que 27! < n. O
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El siguiente teorema pueba que el conjunto de los niimeros racionales es denso en
R; esto significa que los racionales estan por todas partes en el conjunto de los reales;
en otras palabras: dados dos reales cualesquiera, distintos entre si, no importa cuan
cerca esté uno de otro, entre ellos hay algiin ntimero racional; méas ain, entre ellos

hay una cantidad infinita de ntimeros racionales.

Teorema 170. Q es denso en R, es decir, si x e y son numeros reales tales que

x <y entonces existe ¢ € Q tal que x < q < y.

Demostracién: Vamos a considerar tres casos: i) z =0, ii) z > 0 y iii) 2 < 0.

Caso 1): Como 0 = x < y, por Corolario 169 existe ng € N tal que 0 < nio <.
Caso ii): si 0 < x < y entonces 0 < y — x, luego por Corolario 169 existe ng € N tal
que
1
0<-<y—u (4.2)
Ahora, S = {m € N : nyg.x < m} es un subconjunto de N. Por Teorema 168, S es no

vacio, entonces existe mg primer elemento de S. Resulta que

mgy € Ny ng.x < mg. (4.3)
Veamos que el racional ¢ = ’ZLL—S satisface r < g < y. Que x < f—g resulta directamente
de (4.3).

Para probar T:—g < 9, procedemos por el absurdo: supongamos

y < ma (4.4)

— L omo g4
no ng
— x.ng < moy — 1. (%)

Observar que si my — 1 € N entonces, por (*), mg—1 € S, lo cual contradice que mq
es el primer elemento de S. Resulta que mg — 1 € N, luego mg = 1.

Ahora, nuevamente por (*), tenemos que x.ng < mg—1 =1—1 = 0, lo cual es
absurdo pues 0 < x y ng € N.

Hemos probado que C’;—g <.

Caso iii): se deduce facilmente de los casos anteriores. a
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Finalmente probaremos que Q # R, es decir, probaremos que Q es un subconjunto
propio de R. Para ello primero veremos que existe un nimero real cuyo cuadrado es

2, en otras palabras probaremos la existencia del niimero real v/2.
Proposicién 171. Existe s € R tal que s* = 2.

Demostracién: Sea A = {r € R : 2% < 2}. Observar que 1 € A, luego A es no

vacio. Ademads, A estd acotado superiormente, por ejemplo 2 es cota superior; resulta,

por el axioma de completitud, que A admite supremo, sea s € R. Veremos que s = 2.

2—s2
1+2s

Si 5?2 < 2, entonces > 0. Luego, por el Corolario 169, existe a € R, 0 < a < 1,

tal que 0 < a* < a < fjr;z Resulta 2 — s? > a.(1 + 2.s) = a + 2.a.s, de donde

2> a+2.a.5+ s> = (a+s)% Esto implica que a + s € A. Como s es el supremo de
A tenemos a + s < s, luego a < 0, contradiciendo que a > 0.

Si 52 > 2, entonces Sz—f > 0. Luego, por el Corolario 169, existe a € R, 0 < a < 1,

tal que 0 < a®? < a < 522;2, entonces s° — 2 > 2.a.s > 2.a.s — a?, de donde

2<s*—2as+a’=(s—a) (4.5)

2_
Por otra parte, a < 82—2 =
.S

W =

< 5 < s, entonces 0 < s —a < s. Como s es el

N &

primer elemento de las cotas superiores de A, resulta que s —a no es cota superior de
A, es decir, existe z € A tal que s —a < z, luego (s —a)? < 2? < 2, lo cual contradice
(4.5).

Concluimos que s? = 2. Ademds s es el tinico ntimero real positivo cuyo cuadrado es 2,
pues si 8’ es un real positivo y s = 2 entonces s*—s”? = 0, de donde (s—s5').(s+s") = 0,
resulta s = s’ 0 s = —s’, pero como ambos son positivos tenemos que s = s'. O
Ejercicio 172. Probar que v2 ¢ Q. &
La Proposicién 171 es generalizada por el siguiente teorema. Omitiremos la demos-
tracién, es similar a la de dicha proposicion.

En adelante indicaremos con Rt al conjunto de los niimeros reales positivos, es decir,

Rt ={z eR:z> 0}

Teorema 173. Six € RT yn € N entonces existe un unico y € RY tal que y" = x,

este elemento y se llama raiz n-ésima de x y se denota ™\/x.

Sea a un real positivo, m € Z y n € N. Se define la potencia con exponente

. m
racional % de a en la forma: an = /a™.
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’

:an’.

m
n

. ’ . . . . /
Veamos que la potencia esta bien definida, es decir, si "* = "% entonces a
_oom . , s ’ o
Llamemos z = a~» = ~/a™. Por definicién x es el inico niimero real positivo tal que
/ /
™ = a™, entonces, elevando a la m’, resulta que (z")™ = (a™)™. Como todos los
exponenetes son nimeros enteros, por propiedades probadas para la potenciaciéon con

, ! ! . Va .
exponentes enteros de nimeros reales, vale que ™™ = a™™ . Como por hipotesis

m/

n.m' = m.an/, resulta 2™ = ™™ y asi (2")™ = (a™)™, de donde 2" = a
Resulta que z debe ser el tinico nimero real positivo que elevado a la n’ da @, es
decir = Vam = a%, como queriamos probar.

Las propiedades conocidas para la potencias con exponentes enteros de niimeros reales

se extienden para el caso de pontencias racionales, esto es:

Ejercicio 174. Sean a y b reales positivos; ¢ y ¢’ racionales. Probar que:

al _ q—¢
LT = .

1

2

3. (a9)? = a??.
4. (a.b)? = a®.b1.

5. (5)1 = 5. o

1

n'’

Observar que cuando g = %, ¢ = =, con n y n/ nimeros naturales, de las propiedades

probadas en el ejercicio anterior resulta que:

1. a. V/a= "Vart.

2 7{//& _ n.n! an_n/
n\/a

3. ¥/ Wfa= "/a.

Se llama numero irracional a todo ntimero real no racional, es decir, el conjunto de

los nuimeros irracionales se define como I = R — Q.

Las operaciones suma + y producto . no son cerradas en I, por ejemplo,

V2 y —v/2 son numeros irracionales, pero V2 + (—\/5) = 0 no es irracional y
V2.(=v/2) = —2 1o es irracional.

Ejercicio 175. Probar que

SizelyqeQ entonces x+q € 1.

Sizxel, 0#qyqe Q entonces x.q € 1.

En particular, si € I entonces —x € Iy 27! € L.

Ademas I es denso en R, es decir:
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Si x e y son reales y x < y entonces existe z € [ tal que z < z < y.
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Capitulo 5

Niimeros complejos

5.1. Forma de par ordenado. Operaciones. Forma
binémica

Un nimero complejo es un par ordenado cuyas componentes son nuimeros reales.

Luego el conjunto de los niimeros complejos es
C={(z,y):xeR AN yeR}

Si z = (a,b) € C, la primer componente a se dice la parte real de z y la segunda

componente b se dice la parte imaginaria de z, lo cual se indica respectivamente

Re(z)=a y Im(z)=0.
Se define en C una operacién suma + y una operacién producto ., en la forma: para
z1 = (a1,b1) y 22 = (az, be) complejos cualesquiera se tiene que

21+ 29 = (a1 -+ &Q,bl + bz);

Z1.R9 = (al.ag — bl.bg, al.bg + bl.ag),

donde las operaciones indicadas entre las componentes de z; y 25 son las operaciones
suma y producto de ntumeros reales estudiadas en los capitulos anteriores; es claro
entonces que z; + 20 € C y que z1.20 € C.

Ejemplo 176.

Siz=1(2,3), z2=(—1,4), z3 = (2,0) y 24 = (0, 1) entonces
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2t 2= (2+(-1),3+4) = (1,7);
21.29 = (2.(—=1) — 34,24+ 3.(—1)) = (=14, 5);
goza = (2.0 — 0.1,2.1 4 0.0) = (0,2);

2424 = (0.0 - 1.1,1.0+ 0.1) = (—1,0).

O

Proposiciéon 177. La suma y el producto de numeros complejos satisfacen las mis-

mas propiedades que la suma y el producto de nimeros reales:

1. La suma y el producto son operaciones asoctativas, es decir, dados complejos

cualesquiera z1, zo Yy z3 se satisface que

(21 + ZQ) + 23 = 21 -+ (22 + 23);

(21.22>.23 = Zl.(ZQ.Zg).

2. La suma y el producto son operaciones conmutativas, es decir, dados comple-

jos cualesquiera z1 Yy zo se satisface que

21+22:ZQ+21;
Z1.29 = Z29.21.

3. El nimero complejo (0,0) es el neutro de la suma, es decir, para todo com-

plejo z se satisface que

24 (0,0) = z.

El nimero complejo (1,0) es el neutro del producto, es decir, para todo

complejo z se satisface que

2.(1,0) = z.

4. Todo nimero complejo admite un opuesto segun la suma, es decir, dado un
numero complejo z cualquiera, existe un unico numero complejo, que se denota

—z, tal que z + (—z) = 0.
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5. Todo numero complejo no nulo admite un inverso segun el producto, es
decir, dado un nimero complejo z cualquiera, z # (0,0), existe un dunico nimero
complejo, que se denota 271, tal que z.z7! = (1,0).

6. El producto es distributivo con respecto a la suma, es decir, dados complejos

cualesquiera 2z, zo Yy z3 se satisface que

21.(22 + Zg) = Z1.29 + Z1.23.

Demostracion: Demostraremos algunas de las propiedades enunciadas, las restantes

demostraciones quedan como ejercicios.

1) Sea z; = (ay,b1), 20 = (a2,b2) y 23 = (as,bs), luego (21 + 22) + 23 = ((a1,b1) +
(az,bs)) + (as,bs)= (a1 + ag, by + b2) + (a3, b3) =((a1 + az) + as, (b1 + ba) + bs).
Como la suma de ntimero reales es asociativa, sabemos que (a;+as)+az = a1+ (az+as)
y (b1 + bg) + b3 = by + (by + b3).

Luego ((a1 +ag) + as, (b1 +b2) + b3) = (a1 + (az + as), by + (b2 + b3))= (a1, b1) + (a2 +
as, by + b3) = (ay,b1) + ((az, ba) + (as,b3)) =21 + (22 + 23) como queriamos probar.
4) Sea z = (a,b) un complejo cualquiera; como a y b son numeros reales, sabemos
que existen numeros reales —a y —b tales que a + (—a) = 0y b+ (—b) = 0. Luego
(—a,—b) € Cy (a,b) + (—a,—b) = (a+ (—a),b+ (=b)) = (0,0). Resulta que —z =
(—a, —b).

5) Sea z = (a, b) un complejo cualquiera no nulo, luego a?+b* # 0, de donde = €ER

y a{—sz € R. Resulta que (ﬁ, ﬁ) €eCy

a —b _ a (=b) (=b) a _ . :
(a,0). (2t mz3z) = (aztgr — b, apmgs + b.2%z) = (1,0); concluimos que
271 = (ﬁ, ﬁ), como queriamos probar. Supongamos existe otro complejo w tal

que z.w = (1,0), entonces, usando que (1,0) es neutro para el producto,
-1 _ -1 -1 -1 _ _
27 =27.(1,0)=2""(2w) = (z7".2)w = (1,0).w = w.

O
Convencién: Como en el caso de los niimeros reales, para simplificar la notacion,

podemos escribir:

= 21 — 25 en lugar de z; + (—22);

= L en lugar de z71;
z
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21 -1
= 2 en lugar de 2.2

Los nuimeros reales se identifican con los niimeros complejos con parte imaginaria
nula, es decir, cada numero real a se identifica con el nimero complejo (a,0). Esta
identificacion es buena en el sentido que respeta las operaciones suma y producto. En
otras palabras, sumar o multiplicar en R a dos nimeros reales a; y ay es quivalente
a sumar o multiplicar en C los correspondientes niimeros complejos (aq,0) v (asg,0).
Efectivamente, (aq,0) + (ag,0) = (a1 + a2,0) y (a1,0).(az,0) = (ay.as,0).

En consecuencia convendremos en escribir al nimero complejo (a,0) simplemente
como a. Observar que el complejo nulo (0,0) se representa por 0.

Un complejo se dice imaginario puro si su parte real es 0. Llamamos unidad imagi-
naria al complejo (0, 1) y lo representamos por i. Luego, un complejo imaginario puro
(0,b) es igual a b.i pues de acuerdo a lo convenido b.i = (b,0).(0,1) = (0,b). Observar
que 0.2 = (0,0).(0,1) = (0,0) = 0. Por otra parte, i.i = (0,1).(0,1) = (—1,0) = —1.
Dicho todo esto resulta que un complejo cualquiera z = (a, b) se puede escribir como
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = a + b.i. Esta forma de escribir a un nimero complejo se
llama forma bindmica y es util para simplificar la escritura y facilitar los cédlculos.

Algunas veces también escribiremos a + bi en lugar de a + b.i. Tenemos asi que
C={a+biconaecRybecR}

Trabajando en forma bindémica, las operaciones suma y producto y los inversos adi-

tivos y multiplicativos se expresan de la siguiente manera:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i;
(a+bi).(c+di) = (a.c — b.d) + (b.c + a.d)i;

—(a+bi) = —a — bi;

a —b

N—1 .
(a+bi)™ = o + <a2+b2)l'
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Ejemplo 178.

= Sean z =3+ 21 y w = —1 — 44, tenemos que
5.2=>5.(342i) =15+ 10¢
i.z2=1.(34+2i)=i34+1.20=30+2.(-1)=-2+3i
z+w=2-2
8.(z2—1)4+wz—3i=8(3+2i—1)+ (—1—49).(3+2) —3i =
=16+16i —3 -2t — 120 +8 — 31 = 21 — 1.

3421).(—2+1 — i—4i4242 —6—i— . N
" (+5i()4(—i)+) = 62&—;‘;2 = 2601'+52 = (=8 —14).(5+20i)" =
_ - 5 20 o 5 20 5 . 20 2 _
_(_8_2)’(\/@_@2)__8'\/@+8'\/ml_\/ﬁ2+@ =
60 155 . 12 31
~vim Ty T Tvm Tt ¢

Como en el caso de los niumeros reales se define la potencia con exponente entero m

de un nimero complejo z en la forma

z sim =1;
. z.2m b sim o> 1
2=
1 sim=0y z#0;
\ (z~Hlm sim <0,
Ejemplo 179.
2=ii=—1 #=i%i=(—1)i=—i
A =Pi=(—i)i=—(id)=—(-1)=1 & =i%i=1i=1.
(3+20)2 = (3+2i).(3+2i) = (9— 4) + (6 + 6)i = 5 + 12i. &

Proposiciéon 180. Si z y w son complejos no nulos y n y m son enteros entonces

» (zow)" =z2"w
()=
. ()=
w 2N M =
[ j—:; = n—m
Demostracién: Se deja como ejercicio. O

Observar que si n € N, por el algoritmo de la divisién existe £ € N tal que n =

k.A+ra(n), luego i" = ik-4traln) = kA jran) — (ghyk gra() = 1k jra(n) — jra(n),
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Ejercicio 181.

Probar que si 2z =a+ bi y n € N entonces

2= (a+bi)" = z”: n a" I
j=0 \ J

En particular
(a+bi)* = a® + 2abi + b*i* = a* — b* + 2abi.
(a+bi)? = a®+3a?bi+3ab*i* + % = a®+3a*bi—3ab® —b*i = (a®—3ab*)+(3a?b—b%)id
Sea z = a+ bi con a,b € R. Se llama conjugado de z al nimero complejo que se
denota z dado por z = a — bi.
Ejemplo 182.
(B+i)2—2i=9—6i+i*—2i=9—6i—1—2i =8 — 8i.
Si z =5 — 41 entonces Z = 5 + 4.
Si z = 10 entonces z = 10.

Si z = v/3i entonces Z = —/31. O

Proposiciéon 183. Si z y w son complejos entonces

Il
|
g

wl|g|

. 2+Z=2Re(z) y z—2z=2Im(z)..

Demostracién: 1., 2. y 5. son triviales.

Veamos 3.: por 2. tenemos que zZ.z—' = z.z=! = 1 = 1; luego, por la unicidad del

1 = 2=1 como querfamos probar.

inverso multiplicativo, (%)
El item 4. se prueba facilmente por induccién en n. O
Sea z = a + bi con a,b € R. Se llama mdédulo de z al nimero real no negativo, que
se denota | z |, dado por | z |= Va2 + b2

Ejemplo 184.

13— 2 |=/32+ (=22 =0 +4=113

i [=VPF TP =vI=1

| 81= VP T ¢ = (8P = 8
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A
eje ordenadas

arg(z)

eje abscisas

Figura 5.1: médulo y argumento de un nimero complejo.

Observar que el médulo de un numero complejo z = a + 0¢ con parte imaginaria nula

coincide con el modulo del nimero real a definido en los capitulos anteriores. %

Proposicion 185. Dados nimeros complejos z y w se satisface que

.|z |"=| 2" | para todo n € N.

1. |z|=04 2=0.
2. zw|=lz|.|w]|.
3. 1z|=| 2|

4. zzZ=| 2]

5

)

N zF+w|<| 2|+ | w|, esta relacion se llama desigualdad triangular.

Demostracién: Lositems 1.,2.,3. y 4. se prueban facilmente mediante célculo directo

a partir de la forma binémica. El item 5. también es facil de probar por induccién en

n.

Veamos 6.: como | z+w | y | z | + | w | son reales positivos, es suficiente probar que

| z+w *’< (] 2| + | w|)? Usando 4. tenemos que

lz+wP=C+w).(z+w)=(z+w).E+w) =| 2z P+z0+wz+ |w|?.

Observando que

gl

20+ wzZ=zw+

2=zW+zw=2Re(zw)<2. |zw|=2.|2z]|.|w],
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obtenemos
24w <]z P42 |z Jw|+|wP=(z|+]wl)?

como queriamos probar. O

5.2. Forma trigonométrica

Asi como los niimeros reales se corresponde con los puntos de una recta, los niimeros
complejos se corresponden con los puntos de un plano. Si fijamos en el plano un par
de ejes coordenados perpendiculares entre si, el primero se llama eje de abscisas y
el segundo eje de ordenadas, cada punto del plano estd univocamente determinado
por un par de coordenadas (a,b). Como cada par (a,b) se corresponde con un tinico
nimero complejo, podemos asignar en forma biyectiva a cada punto del plano un
nimero complejo. Ver Figura 5.1.

Ejemplo 186.

Las regiones del plano sombreadas en la Figura 5.2 se corresponden con los siguientes
subconjuntos de C:

A={z€C: Re(z) =1};

B={ze€C: Re(z) < —-3};

C={2€C: Re(z) +Im(z) > 2}. O
Dado un niimero complejo z = a + bi su médulo | z |= v/a® + b? es exactamente la

distancia entre el origen (0,0) y el punto (a,b). Mas aun, si zp = ag + by entonces

| 2—20 |=| (a—ag) +(b—"bg)i |= v/(a — ap)? + (b — by)? es la distancia entre el punto
(ag, by) v el punto (a,b). Ver Figura 5.1.

Ejemplo 187.

Las regiones del plano sombreadas en la Figura 5.3 se corresponden con los siguientes
subconjuntos de C:

D={zeC:|z|=1};

E={zecC:Im(z) >2A | z|<6};

F={2eC:z—(2+3i)|<4}. &
Dado un complejo z = a + bt no nulo, el angulo barrido por el semieje de abscisas
positivas al desplazarse en sentido antihorario hasta la semirrecta con origen en (0, 0)

que contiene al punto (a,b) se llama argumento principal de z y se indica arg(z).
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I /'
| =
| A é
. % 02\
00| o | 30 | (00) ©.0 '(2,0\
I /i N

©6) E I's

D ks ¢
RN é) -'1'1 [ 1 I \ \\\ \
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©00)[ .+ (1,0) L 0.0 ; 0,0)°

Figura 5.3: ver Ejemplo 187.

Observar que 0 < arg(z) < 2m. No definimos argumento del complezo z = 0. Ver
Figura 5.1.
Ejemplo 188.

= Las regiones del plano sombreadas en la Figura 5.4 se corresponden con los
siguientes subconjuntos de C:
G={ze€C:0<arg(z) <7}
H={zeC:7<arg(z) <7 A Re(z) > -1}

= Sea 29 = 3 + 3i. Tenemos que | zy |= V32 + 3% = V18 y arg(z) = Z. Observar
que existen infinitos nimeros complejos cuyo médulo es v/18: todos los que se
corresponden con los puntos de la circuferencia centrada en (0,0) con radio
V/18. Y existen infinitos nimeros complejos cuyo argumento principal es igual
a 7: todo los pertenecientes a la semirrecta bisectriz del primer cuadrante. Pero

3+ 3i es el tinico nimero complejo cuyo médulo es v/18 y su argumento es 7.
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_ .
P N—
N H
\ 45
(0,0 (-1,0) | (0,0

Figura 5.4: ver Ejemplo 188.

Todo nimero complejo queda determinado por su médulo y su argumento principal.
Observar que:

z es un real positivo <> arg(z) = 0.

z es un real negativo <> arg(z) = 7.

z es un imaginario puro con I'm(z) > 0 < arg(z) =

vl

3

z es un imaginario puro con Im(z) < 0 <+ arg(z) = 5.

Por otra parte, si 2 = a + bi con a y b reales no nulos entonces (a, b) es un punto del

plano contenido en el interior de uno de los cuatro cuadrantes, a saber:

en el primer cuadrante sia >0y b > 0;
en el segundo cuadrante sia < 0y b > 0;
en el tercer cuadrante sia <0y b <0;y

en el cuarto cuadrante sia > 0y b < 0.

En cualquier caso, como tangente(arg(z)) = 2, tenemos que

arctan(] 2 ), si z esta en el primer cuadrante;

T —arctan(| L |),  si z estd en el segundo cuadrante;

o) = T+ arctan(] 2 |),  si z estd en el tercer cuadrante; y
| 27— arctan(| 2 |), si z estd en el cuarto cuadrante;

donde arctan : R — (—%,%) es la funcién inversa de la funcién trigonométrica

tangente restringida al intervalo (-7, 7).
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Ejemplo 189.

Recordando que

a 0] % |6 |%]3
tangente(a) | 0 | 2 — /3 \/Lg 1|3
tenemos que
arg(1+/3i) = arctcm(\/Tg) = 3.
arg(b—51) = 2. — arctan(2) = 2. — arctan(1) = 2.m — T = 1.7
arg(—2.4/3 — 2i) =7 + arctcm(ﬁg) =7+ arctom(\%) =r+Z=1Im O

Sea z = a + bi no nulo con a,b € R. Como las funciones seno y coseno son periédicas

con perfodo 2.7, si a = arg(z) + k.2.7 con k es un entero cualquiera entonces

cos(a) = cos(arg(z)) = |;:|,
sen(a) = sen(arg(z)) = %

Resulta que z = a + bi =| 2 | .cos(a)+ | z | .sen(a)i; luego
z=| z | .(cos(a) + i sen(a)).

Esta forma de escribir un nimero complejo se llama forma trigonométrica.
Observar que si 7 y 6 son reales cualesquiera con r > 0, entonces la forma trigo-

nométrica de w = r. cos(0) + r. sen() .i es
r.(cos(0) + i sen(h));

pues

| w |= \/(rcos(h))? + (rsen(0))? = \/r2(cos?() + sen?(f)) = V2 =|r|=r;

y 0 = arg(w) + k.2.7 para algin k € Z porque

rsen(f)  sen(d)
rcos(0)  cos(8) tangente(0).

Proposicién 190. Si z = 1. (cos(0) +isen(d)) conr € RT y 0 € R entonces
zZ =r.(cos(—0) +isen(—0));

= % (cos(—0) +isen(—0)).
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Demostracién: Se deja como ejercicio. O

Proposicién 191. Si z; = r1(cos(01) +isen(01)) y zo = 12(cos(0a) + i sen(f)) con
ri,mo € RT y 01,0, € R, entonces
21.29 = 11.19 (c0os(01 + 02) + i sen(0; + 0s));

2L 1 (003(91 — 92) +i$€n(91 - 92))

z2 T2

Demostracién: Operando en forma binémica y recordando las relaciones trigo-

nométricas que establecen que, para o y f cualesquiera,
sen(a + B) = sen(a).cos(B) + cos(a).sen(B),

cos(a + ) = cos(a).cos(fB) — sen(a).sen(B),

tenemos que

21.29 = (r1.(cos(61) + i sen(0))).(r2.(cos(0s) + i sen(b))) =

= r1.19.(cos(01).cos(0z)—sen(by).sen(62))+i (sen(fy).cos(02)+cos(0y).sen(0s)) =

= r1.19.(cos(0y + 0s) + i sen(6y + 6s)).
La demostracion en el caso del cociente es trivial a partir de la Proposicién 190 pues
o= 2125 g
Proposicién 192 (Férmula de De Moivre). Si z = r. (cos(0) +isen(d)) conr € Rt
y 0 € R entonces, para todo m € 7Z,

2™ =r" (cos(m.0) + i sen(m.0)).

Demostracién: La proposicién vale para m = 0 pues 2° =1y

0 (c0s(0.0) +isen(0.0)) = 1. (cos(0) + i sen(0)) = 1.

Cuando m € N se prueba por induccién usando la Proposicion 191 en el paso induc-
tivo.
Cuando m < 0, usando que la proposicién vale para | m | y la Proposicién 190,

tenemos que
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2" = 7Iml = (7Y ml = (7 (cos(—0) + i sen(—0)))Im =
= (r Y. (cos(| m | .(=0)) +isen(| m|.(=0))) =

= 1™ (cos(m.0) + i sen(m.0)).

Ejemplo 193.

= Calcular (1 + v/34)3'. Observar que realizar este calculo utilizando la forma
binémica es muy trabajoso. Operaremos usando la forma trigonométrica.
Siz=1++3ientonces | z|=+vI+3=2yarg(z) = arctcm(\/Tg) = %; luego

z = 2.(cos(%) +isen(%). Utilizando la férmula de De Moivre obtenemos que
2 = 231.(003(31%) - isen(?)l.%)).

Como 3.1 = (10 + 3).7m = 5.(2.7) + 5.7, resulta

1 1 1 3
2 = 231(cos(§.ﬁ) + isen(g.ﬂ)) = 231(§ + g

) = 2% 4+ 2% /3.
» Determinar n tal que (24 2i)" sea un nimero real negativo. Como observamos
precedentemente, un complejo es un real negativo si y sélo si su argumento es

7. Calcularemos el argumento de (2 + 2i)".

Como 2 + 2i = V/8.(cos(%) + i sen(%)), por la férmula de De Moivre,
(24 20)" = (\/g)".(cos(n%) +1 sen(n.%)).

Resulta que n.§ = arg((2 + 2i)") + k.2.7 para algin entero k. Concluimos que
(24 24)" es un real negativo si y sélo si n.7 — k.2.m = 7 para algiin entero k.
Esto ocurre si y s6lo si 7 = 1 + 2.k o equivalentemente si y sélo si n =4 + 8.k
para algin entero k.

Resulta que existe una cantidad infinita de soluciones del problema propuesto.
Por ejemplo:

con k = 0 obtenemos n = 4: efectivamente (2 + 2i)* = —64;

con k = 1 obtenemos n = 12: efectivamente (2 + 2i)'? = —262144;

con k = —1 obtenemos n = —4: efectivamente (2 + 2i)~* = — . %
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5.3. Radicaciéon de nimeros complejos

En el Capitulo 4 vimos que dado a € RT y n € N, existe un tnico niimero real
positivo cuya potencia n-ésima es igual a a, tal nimero se llama raiz n-ésima positiva
de a y se denota {/a. Ahora nos planteamos un problema similar en el contexto de
los ntimeros complejos: dado un nimero complejo cualquiera zy y n € N queremos
determinar si existe algin nimero complejo w tal que w™ = 2y, en tal caso w se dice
una raiz n-ésima de zy; veremos a continuaciéon que todo complejo no nulo tiene

exactamente n raices n-ésimas.

Proposicion 194. Sea zy € C no nulo y n € N. Fxisten eractamente n nimeros

complejos w tales que w™ = 2.

Demostracién: Para simplificar la notacién llamemos 7o =| 2y | y ap = arg(zo),

luego zg = 9. (cos(ap) + i sen(ay)).
Queremos determinar si existen complejos w = r.(cos(a) + isen(a)) con r € Rt y
a € R tales que w™ = zy. Por la féormula de De Moivre tenemos

w" = 2

0

" . (cos(n.a)) +isen(n.a)) = ro. (cos(ag) + i sen(ay))

v

n

T =To

n.a = ag + k.2.m para algin entero k.

r=3{/ro
— a0 L k 1
o=+ 221 para algin entero k.
Como las funciones seno y coseno son periédicas con periodo 2.7 basta considerar k

tal que 0 < k < n; asi obtenemos las n soluciones de la ecuacion planteada:

o 2. . Qg 2.
= /rp. — 4+ k.— — 4+ k.—
wy = 1o (cos(n—l— n)+zsen(n+ n)
para 0 < k <n — 1. Ver Figura 5.5 O
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29
n

LS _glzol

Wi

W,

w, | z, |

Figura 5.5: las soluciones de w™ = zj se corresponden con los vértices del poligono re-

gular con n vértices centrado en (0, 0) inscripto en la circunferencia con radio {/] 2 |,

arg(zo)
n

es decir, comenzando con w, con argumento , las restantes raices se obtienen

incrementando el argumento en 27“

Ejemplo 195.
Determinar las raices cuartas de 1+, es decir, determinar los complejos w tales que
wt=1+1.

Como | 1+1i |=v2y arg(1+i) = Z, las cuatro raices cuartas de 1+ i son

wo = m.(cos(%) +isen({5));

wy = m.(cos(% + 1.2%) +isen(f 4+ 1.27)) =
= \/_ (cos(s5.m) + isen(55.m));

wy = m.(cos(li6 +2.27) +isen(7z 4+ 2.27)) =
= \/_ (cos(ig.m) + isen(1e.m)); ¥

wy = é/ﬁ.(cos(% +3.27) 4 isen( & 4 3.27)) =
= \/_ (cos(32.m) + isen(32.m)).
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5.3.1. Raices n-ésimas de la unidad

Dado n € N, las raices n-ésimas de la unidad son los niimeros complejos w tales que

w™ = 1. De acuerdo a lo visto precedentemente se trata de los complejos

2. 2.
= k.— ' k.—
wy, = cos( p ) + i sen( " )

con k entero, 0 < k <n — 1.

Llamamos G, al conjunto de las raices n-ésimas de la unidad, es decir,
Gn:{wk, nggn—l}

Observar que los elementos de G,, se corresponden con los vértices del poligono n-
regular inscripto en la circunferencia de radio 1 que contiene al punto (1,0).
Ejemplo 196.

Gy = {1} Gy ={1,-1}

Gy ={1,—3+¥3, -1 -3} G, ={1,-1,4,—i}

2 2

G,

Figura 5.6: representacion de las raices n-ésimas de la unidad.

%

La operacion producto es cerrada en G, es decir si z y w son raices n-ésimas de la

n n

unidad, entonces z.w también es raiz n-ésima de la unidad pues (z.w)" = z".w" =
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1.1 = 1. En forma andloga se prueba que si z € G,, entonces 2~ ' € G, vy zZ € G,,.

1 1 n—1

Observar que si | z |= 1 entonces 2~ = Z. Ademas, si z € G, entonces 27! = 2z

Un ntmero complejo w se dice una raiz primitiva de orden n de la unidad si
w" =1y w™ # 1 para todo natural m tal que m < n.

Es claro que si w es una raiz primitiva de orden n de la unidad entonces w € G,,.
La reciproca en general no es verdadera, por ejemplo —1 € G4 pero —1 no es raiz

primitiva de orden 4 sino que es raiz primitiva de orden 2. La siguiente proposicién

nos dice cuales son los elementos de (G, que son raices primitivas de orden n.

Proposicién 197. Sea k € N con 0 < k < n — 1. El complejo wy = cos(k.2E) +

i sen(k.2) es raiz primitiva de orden n si y sdlo si (k,n) = 1.

Demostraciéon: Asumamos que wy es raiz primitiva de orden n y sea m = Ok

Por De Moivre tenemos que

wyt = cos(m.k.2X) +i sen(m.k.2) = cos(ﬁ.k.%”)—i—isen(ﬁ.k.zf) =

= cos(ﬁ.zﬂ) +1 sen(d“T).Q.W) = c0s(0) + i sen(0)) = 1.
Luego, por definicién de raiz primitiva, m > n, entonces ﬁ > n, de donde (n, k) =
1; como queriamos probar.

Ahora asumamos que k es tal que (n,k) = 1 y veamos que wy = cos(k.zf) +
i sen(k.%) es una rafz primitiva de orden n.

(a) wp = cos(n.k.2X) 4 i sen(n.k.2X) = cos(0) + i sen(0) = 1.

(b) Sim € Ny w* =1 entonces cos(m.k.2%) + i sen(m.k.2%) = 1; luego
existe h € Z tal que mk:QT7r + h.2.m =0, de donde m.k = —n.h.
Como k y n son coprimos tenemos que n divide a m; y como ambos son

positivos debe ser m > n.
De (a) y (b) resulta que wy es primitiva de orden n. O
Corolario 198. Siw € G, p primo y w # 1 entonces w es primitiva de orden p.
Corolario 199. Si w es raiz primitiva de orden n de la unidad entonces
Gn = {w,w? w?, .., w1}
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Demostracién: Es claro que {w, w? w?,...,w" !, w"} C G, pues (w™)" = (w")™ =

1™ =1 para cualquier m. Ahora supongamos que dos de estas potencias son iguales,
es decir, supongamos que existen s y t con 1 < s < t < n tales que w' = w*. En tal ca-

s

so w'™* = 1; como w es primitiva de orden ny t—s < n debe ser t—s = 0. Luego t = s

3 .., w" 1 1} tiene exacta-

contradiciendo la suposicién s < t. Resulta que {w, w? w
mente n elementos; como G,, tiene n elementos debe ser {w, w? w?, ..., w" ™1 1} = G,

como queriamos probar. O

Proposiciéon 200. Sea w una raiz primitiva de orden n de la unidad y k € Z. Se
satisface que

w* es raiz primitiva de orden n < (n, k) = 1.

k

Demostracién: Asumamos que w” es primitiva de orden n, veremos que (n, k) = 1.

n

7”7’ k: . . .
Como (w*)™m = (w")@" = 1@H =1y wk es primitiva de orden n entonces debe

_n_

(n,k)
Ahora asumamos (n, k) = 1 y veamos que w

ser > n, luego (n, k) = 1.

k¥ es primitiva de orden n.

(a) (wh)" = (w")* = 1% = 1.

(b) Si m € Ny (w*)™ = 1, entonces w*™ = 1. Por el algoritmo de la
divisién existen enteros q y r tales que k.m = g.n+r con 0 < r < n; luego
wh™ = ™ = ()" = 190" = w" = 1; entonces r = 0, pues r < n
y por hipotesis w es primitiva de orden n. Asi tenemos que k.m = ¢.n;
como n y k son coprimos resulta que n divide a m, lo cual implica n < m

pues ambos son positivos.

k es raiz primitiva de orden n. O

De (a) y (b) obtenemos que w
Vimos que todo complejo zy admite exactamente n raices n-ésimas. La siguiente
proposicién nos muestra cémo a partir de una de estas raices podemos calcular las

restantes conociendo los elementos de G,,.

Proposiciéon 201. Sea z es una raiz n-ésima cualquiera de zy. Las raices n-ésimas

de zp son z.w con w € Gy,

Demostracién: Ejercicio. O
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Ejemplo 202.
Como (2+1)* = —7+ 244, es decir, como 2+ es una raiz cuarta de —7 + 244, y como

G4 ={1,i,—1, —i}, entonces las raices cuartas de —7 + 247 son:

(241i).1=2+7;
(241).0=—1+ 2i;
(2414).(-1)=—-2—1;y

(2+4).(—i) =1—2i.

Ejercicio 203.

1. La suma de las raices n-ésimas de un nimero complejo es igual a cero. &
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Capitulo 6

Estructuras algebraicas

6.1. Operaciones en un conjunto

Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicion interna u operacién en
A es una funcion de A x A en A; es decir, una aplicacién que a cada par ordenado
de elementos de A le hace corresponder uno y solo un elemento de A. Si * es una
operacién en A y x e y son elementos de A, entonces la imagen por * de (z,y) se
denotard x * y.

Ejemplo 204.

= La suma + es una operacion en el conjunto de los nimeros reales: dados dos
reales a y b cualesquiera, la operacién suma les hace corresponder el numero
real que se denota a + b.

= El producto . es una operacién en el conjunto de los niimeros reales.

» La aplicacién * de Z x Z en Z que a cada par (n,m) le hace corresponder el
entero que se denota nxm dado por nxm = 2.n+3.m (donde + y . son la suma

y el producto usual en Z) es una operacion en Z. Asi, por ejemplo, tenemos que
—2x1=2.(-2)4+31=-1
2x3=22433=13
0x10=2.0+3.10 = 30
» La operacién < definida en el conjunto de los niimeros naturales en la forma

médn = m? + n.

» Sea BP = { funciones de B en B}, donde B es un conjunto cualquiera. La
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composicién de funciones o es una operacién en B, Recordar que si f y ¢ son

funciones de B en B entonces g o f es la funcion de B en B dada por

(go f)(x) =g(f(x)) para todo = en B.

= La union U, la interseccién N, la diferencia —, la diferencia simétrica A son
todas operaciones definidas en el conjunto de partes P(FE), para F un conjunto

cualquiera. o

Sea * una operacién definida en A y sea A’ un subconjunto de A. Se dice que * es
cerrada en A’ cuando xxy € A’ para todo par de elementos z e y de A’. En tal caso,
cuando * es cerrada en A’ resulta que * es también una operacién en A’ (en rigor, la
restriccion de x a A" x A').

Ejemplo 205.

= Lasuma + de R es cerrada en N, esto quiere decir que la suma de dos naturales
es un natural, por ende la suma es también una operacién en N.

» La composicién de funciones o es cerrada en el subconjunto B’ de B® formado
por las funciones de B en B que son biyectivas, es decir: la composicion de dos
funciones biyectivas es una funcién biyectiva.

En particular resulta que o es una operacion en el conjunto S,, de permutaciones
del intervalo natural I, es decir, en S,, = {f : I, = [, biyectiva}.

= La operacion x definida en Z en la forma n*m = n — 3.m no es cerrada en N,

pues, por ejemplo, 1 e Ny2 & Nperolx2=1-32=-5¢N. &
Sea * una operacion definida en A. Se dice que * es asociativa si

x* (y*z) = (x+*y)*z para todo x, y, z en A.
Se dice que * es conmutativa si

rxy =1y *x para todo =, y en A.
Se dice que * admite elemento neutro si

existe e € A tal que r x e = e x x = x para todo x en A.

En tal caso e se llama elemento neutro de *.

Se dice que un elemento x de A admite opuesto segin * si
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existe un elemento 2’ € Atal que x x 2’ =2’ xx =e

donde e es el elemento neutro de *. El elemento 2’ se llama opuesto de z segun la
operacién x.
Observar que si * no admite neutro entonces ningiin elemento tiene opuesto segiin .

Ejemplo 206.

= Hemos visto en los capitulos anteriores que la operacién + en R es asociativa,
conmutativa, admite neutro que es el 0 y cada real x tiene por opuesto segiin
la suma al real que se denota —z .

= La operaciéon producto . en R es asociativa, conmutativa, admite neutro que
es el 1 y cada elemento x # 0 tiene por opuesto segun el producto al real que
se denota z~!. Para diferenciar el opuesto segin la suma del opuesto segin
el producto se dice simplemente opuesto cuando se trata del opuesto segun
la suma —z y se dice inverso cuando se trata del opuesto segin el producto
27!, Observar que 0 no admite inverso pues para todo z € R se cumple que
x.0=0#1.

= Sea « la operaciéon definida en Z en la forma n xm = n — 3.m. Como
(nxm)xr=(n—3m)xr=(n—3m)—3r=n—3m-—3r
nx(mr)=nx(m-—3r)=n—-3.(m—3r)=n—3m-—9.r

la operacién * no es asociativa.
Por ejemplo, (1%2)*x3 = —14 # —32 =1% (2% 3).
Analogamente se ve que x no es conmutativa.
Si * admite un neutro e entonces debe cumplirse nxe = e xn para todo n € 7Z;
luego, para todo n € Z debe cumplirse que n — 3.e = e — 3.n; de donde, para
todo n € 7Z se tiene que satisfacer que 4.e = 4.n; es decir, e = n para todo
entero n. Claramente, la operacion * no admite neutro.

» Sea = P(U) el conjunto de partes de un universal. La unién U y la interseccién

M son operaciones en E con las siguientes propiedades:

e U y M son asociativas.
e U y M son conmutativas.
e U tiene elemento neutro: el conjunto vacio ().

e (N tiene elemento neutro: el conjunto universal U.
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e Veamos si un conjunto S admite opuesto S’ segin la unién. En tal caso,
debe ser SU S = ; luego S = S’ = (). Resulta que el tinico conjunto
que admite opuesto segiin la unién es el vacio y su opuesto es el mismo
conjunto vacio.

e Veamos si un conjunto S admite opuesto S’ segun la interseccion. En tal
caso, debe ser SN S = U; luego S = S’ = U. Resulta que el tnico
conjunto que admite opuesto segin la interseccion es el conjunto universal

y su opuesto es el mismo conjunto universal. &

Convencion: Para tener similitud con lo convenido en el caso de los niimeros reales,
cuando una operacion se simboliza aditivamente (con el simbolo +), el neutro se
denota 0 y el opuesto de un elemento z se escribe —z.

Cuando la operacion se simbliza multiplicativamente (con el simbolo .), el neutro

se denota 1 y el opuesto de un elemento x se escribe 27! y se dice inverso.

Proposicién 207. Sea * una operacion asociativa con neutro e en un conjunto A

y sean a,b € A.

1. Si x es neutro de x entonces e = x (unicidad del neutro).

2. Sia yx son opuestos de a (segin x) entonces o’ = x (unicidad de opuestos).

3. Sill es el opuesto de b y a' es el opuesto de a, entonces ' x a’ es el opuesto de
axb.

4. Sia es el opuesto de a entonces el opuesto de a’ es a.

Demostracion: 1. e = e x x porque x es neutro, y e x x = x porque e es nuetro;

resulta e = z.

2.d =dxe=d=x(axx) = (d*a)*x = e*xx = x porque e es nuetro, porque
axr=x*%xa=ax*a =da *a= ey porque x es asociativa.

3. (axb)*(b'xa’) = ((axb)xb')xa’ = (ax(bxl'))xa’ = (axe)*xa’ = ax(exad’) = axa’ = e.
Andlogamente tenemos que (b' * a’) % (a * b) = e; luego b’ * a’ es el opuesto de a * b,
como querfamos probar.

4. Se deja como ejercicio. O
Sea A un conjunto en el cual estan definidas dos operaciones + vy ..

Se dice que . es distributiva a izquierda con respecto a + si
x.(y + z) = z.y + x.z cualesquiera sean z,y, z en A;
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y se dice que . es distributiva a derecha con respecto a + si
(y + 2).x = y.x + z.x cualesquiera sean z,y, z en A.

Si la operacion es distributiva a izquierda y a derecha entonces se dice distributiva.

Ejemplo 208.

= El producto . es distributivo con respecto a la suma + en R.
» La unién U es distributiva con respecto a la intersecciéon N en P(U).

» La interseccién N es distributiva con respecto a unién U en P(U).

6.1.1. Suma y producto en Z,

Como vimos en el Capitulo 4, si n es un natural, Z,, es el conjunto cociente de Z por

la relacién de equivalencia = mod(n). Es decir,

Zn:{67T7§7"' 7n_1}7

donde k = {m € Z : m = kmod(n)} = {m € Z : r,(m) = r,(k)}.

Definiremos en Z,, una operacion suma y una operacién producto. Momentaneamente,
para diferenciarlas de las operaciones suma de enteros que denotamos + y producto
de enteros que denotamos ., las denotaremos & y ®. Luego solo escribiremos + y .
entendiendo que del contexto surgira si nos referimos a una operacién entre enteros
(elementos de Z) o a una operacién entre enteros médulo n (elementos de Z,,).

Para @ y b cualesquiera en Z, se define:

a®b=a+b y a®b=ab
Ejemplo 209.

s En Zs
202=2+2=4; 202=22=4;
203=2+3=5=0; 203=23=6=1
204=2+4=6=1; 204=24=8=3

» En 7,
2062=2+2=0; 202=22=4=0;
2¢03=2+3=5=1; 203=23=6=2
204=2+4=6=2; 204=24=8=0
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Proposicion 210. La suma @ y el procuto ©® definidos en Z, son operaciones
asociativas, conmutativas y admiten elemento neutro. El neutro para @ es 0 y el

neutro para @ es 1. Todo elemento tiene opuesto seqin @.

Demostracién: Sean @, b y ¢ elementos cualesquiera de Z,.

(@db)dc=a+bdc=(a+b)+c

a®(b@e)=a®btc=a+ (b+c).

Como la suma de enteros + es asociativa, tenemos que (a+b) +c¢ = a+ (b+ ¢); luego

(@db)dc=ad (bdc); como querfamos probar.

Las restantes demostraciones son analogas y se dejan como ejercicios. O

Proposiciéon 211. Un elemento @ € Z,, admite opuesto segin © si y solo si a y n

s$0M, COPTIMOS.

Demostracion: Para probar la implicacién directar, observar que

b es opuesto de @ seglin ©® - a®b=1— a.b =1 a.b= 1mod(n) —
— n divide a a.b — 1 — existe k € Z tal que a.b — 1 = k.n —
— existe k € Z tal que 1 = a.b —k.n — (a,n) = 1.
La reciproca se prueba en forma anéloga. O

Ejemplo 212.

En la siguiente tabla esta representada la operacion producto en Zg.

®©

ol
—
N}
wl
N}
(]

= Wl Nl = Ol
ol o o o <Ol
= Wl Nl o~ Ol
[\l el N I N ]
ol Wl o w o
= ol Nl o] ol
O Wl | oy O

(1]
ol
(4]
N
wl
V]
—
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Observar que los tinicos elementos que admiten inverso son 1 (el inverso es el mismo
1) y 5 (el inverso es el mismo 5). Es f4cil ver en la tabla que ninguno de los restantes
elementos puede ser multiplicado para obtener 1 como resultado.

La simetria de la tabla respecto de la diagonal indica que la operacion es conmutativa.

Observar que no vale la propiedad cancelativa respecto del producto, por ejemplo:

|
©
[\]]
I
[\]]
©
&1

sin embargo 2 # 5. O
En adelante escribiremos + en lugar de & y . en lugar de ®. Estas operaciones se

llaman respectivamente suma y producto de enteros modulo n.

6.2. Grupo. Anillo. Cuerpo

Sea GG un conjunto y * una operacién en G. El par (G, *) se dice

= Un semigrupo si *x es asociativa;
= un grupo si * es asociativa, admite elemento neutro, y todo elemento de G
admite opuesto segin x;

= un grupo conmutativo o grupo abeliano si es grupo y * es conmutativa.

Ejemplo 213.

Recordar que convinimos que 0 ¢ N).

» (C,+) es un grupo conmutativo.

» (C,.) no es un grupo porque el elemento 0 no admite inverso.

» (R,+); (Q,+) v (Z,+) son grupos conmutativos.

» (N, +4) es un semigrupo, pero no es un grupo: la suma no tiene neutro en N.
(
(

Sp, 0) es un grupo no conmutativo. .S, es el conjunto de las permutaciones de n

elementos (funciones biyectivas de I, en I,,) y o es la composicién de funciones.

(G, .) es un grupo conmutativo. GG, es el conjunto de las raices n-ésimas de la

unidad y . es el producto usual de complejos.

(Zy,,+) es un grupo conmutativo. &
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Proposicién 214. En todo grupo (G, ) vale la propiedad cancelativa respecto de *,

es decir, para todo a,b,c € G,
a*xb=ax*cimplica b= c.

Demostracién: Operar a ambos lados de la igualdad con ¢, el opuesto de c. O

Ejercicio 215.

1. Determinar si (R, ) es grupo, donde * es la operacién z * y = 2.x.y.
2. Probar que si (G,+) y (H,.) son grupos, entonces (G X H,®) es un grupo,
donde G x H es el producto cartesiano de Gy H, y ® es la operacién definida

en GG X H en la forma

(91, 71) ® (g2, ha) = (g1 + ga, h1.ha).
La operacién ® asi definida se llama operaciéon producto de las operaciones +
v .5y (G x H,®) se llama grupo producto de (G,+) y (H,.).

Determinar el elemento neutro de ® y los opuestos. &

Ejemplo 216.

Si definimos en Z x R* la operacién * en la forma

(m,z) % (n,y) = (m +n,z.y)
resulta que (Z x RT, %) es un grupo. El neutro es (0,1), y el opuesto de un (a,b)
cualquiera es (—a, ). &

Sea A un conjunto en el cual estan definidas dos operaciones + y .. La terna (A, +,.)

se dice

» un anillo si (A4,+) es un grupo conmutativo, (A,.) es un semigrupo y . es
distributiva respecto de +.

= un anillo conmutativo o anillo abeliano si es anillo y . es conmutativa.

= un anillo con unidad si es anillo y . admite elemento neutro.

» un anillo de integridad si es anillo y para todo x,y € A se verifica que

si z.y =0 entonces x =0 oy = 0.
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Ejemplo 217.

» (C+,.), (R, +,.), (Q,+,.), (Z,+,.) son todos anillos conmutativos con unidad
y de integridad. Las operaciones + y . son la suma y el producto usual.

» (Zn,+,.) es un anillo conmutativo con unidad. Es de integridad si y solo si n es
primo. Las operaciones + y . son la suma y el producto médulo n que fueron
definidas en la Seccion 6.1.1.

Observar que, por ejemplo, en Zg se tiene que 2.4 = 0, pero 2 # 0 y 4 # 0.

Ejercicio 218. Determinar si (P(U),A,N) es un anillo, donde U es un conjunto

cualquiera. o
Proposicién 219. Sea (A, +,.) un anillo y sean a,b,c € A.

1. a.0=0.a =0.

2. (—a).b=a.(=b) = —(a.b).

3. (—a).(=b) = a.b.

4. Si A es anillo de integridad y a # 0 entonces

a.b = a.c implica b = c.

Demostracion: 1. a = a+0 pues 0 es neutro de +. Multiplicando ambos miembros

por a y en virtud de la propiedad distributiva, tenemos a.a = a.a 4+ a.0. Sumando el

opuesto de a.a a ambos miembros resulta
0= —(a.a) + a.a = —(a.a) + (a.a + a.0) = (—(a.a) + (a.a)) + a.0 = 0 + a.0 = a.0;

luego 0 = a.0 como queriamos probar.
2. Como a.b + (—a).b = (a+ (—a)).b = 0.b = 0, tenemos que a.b+ (—a).b = 0.
Sumando —(a + b) a ambos miembros resulta que (—a).b = —(a + b).

Las restantes demostraciones son similares y quedan como ejercicios. ]

Sea K un conjunto en el cual estan definidas dos operaciones + y .. La terna (K, +,.)
es un cuerpo si (K, +,.) es un anillo con unidad tal que todo elemento no nulo de
K (distinto del elemento neutro de +) tiene inverso (opuesto segun .).

Si ademés la operacién . es conmutativa entonces (K, +,.) se dice cuerpo conmu-

tativo o abeliano.
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Ejemplo 220.

» (C,+,.), (R,+,.), (Q,+,.) son cuerpos conmutativos.

» (Z,+,.) no es un cuerpo: existen elementos no nulos de Z que no admiten
inverso. De hecho los tinicos elementos de Z que admiten inverso en Z son 1y
—1.

» Para todo p primo, (Z,,+,.) es un cuerpo.

Proposiciéon 221. Si (K, +,.) es un cuerpo entonces (K, +,.) es un anillo de inte-

gridad.

Demostracién: Sean = e y elementos de K tales que z.y = 0. Si x # 0, como

(K,+,.) es un cuerpo, z admite inverso !, luego
y=1ly=(zta)y=z"(zy)=2"10=0.

O
Un grupo, un anillo, o un cuerpo se dice finito si el conjunto sobre el que esté definido
es finito, en este caso el cardinal del conjunto se dice el orden del grupo, anillo o
cuerpo, respectivamente.
Ejercicio 222.
Determinar si Zg X Zs con las operaciones + y . es un cuerpo. Dichas operaciones se

definen en la forma

(a, )+ (d',b') = (a+d,b+ V) y (a,b).(a',b) = (a.d,bl).

6.2.1. Subgrupo. Subanillo. Subcuerpo

Sea (G,*) un grupo y sea H C G. Si * es cerrada en H entonces * es una operacion
en H (en rigor, la restriccién de x a H). Cuando (H, *) es un grupo se dice que (H, *)
es un subgrupo de (G, *).

También puede decirse que H es un subgrupo de (G, *) quedando sobreentendido que
es con la operacién inducida en H por *.

Ejemplo 223.
» (R,+) es un subgrupo de (C, +).
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» (Q,+) es un subgrupo de (R, +).
= (Q,+) es un subgrupo de (C, +).
= Si H es el subconjunto {0, 2,4, 6} de Zg, entonces (H, +) es subgrupo de (Zg, +). <

Ejercicio 224.
Probar que si (T, %) es subgrupo de (H,x) y (H,x) es subgrupo de (G, x) entonces
(T, *) es subgrupo de (G, *).

Proposiciéon 225. Sea (G, *) un grupo y sea H un subconjunto no vacio de G. Si
para todo par de elementos x e y de H se verifica que x x3y € H (donde y' es el

opuesto de y segun x) entonces (H,*) es un subgrupo de (G, *).

Demostracién: Para probar que (H,*) es grupo basta probar que * es cerrada en

H, que el neutro e de x en GG pertenece a H, y que el opuesto de cada elemento de
H es también un elemento de H.

Por hipdtesis sabemos que
(re HANyeH)—xxy € H (6.1)

Como H es no vacio existe a € H; entonces por (6.1) tenemos que a xa’ = e € H.
Sea x un elemento cualquiera de H. Como e € H y « € H, por (6.1) tenemos que
exx' =12’ € H.

Finalmente, sean x,y € H cualesquiera. Por lo anterior 3y € H, luegox € Hey' € H,
entonces por (6.1) tenemos que = * (y') =z xy € H. O
Una forma equivalente de la proposicién anterior escrita con notacién aditiva es la

siguiente. Sea H C G, vale que

0e H;
(re HANyeH)—x+(—y) € H;

H es un subgrupo de (G, +) <

Y en notacién multiplicativa es: Sea H C G vale que

1e H;
H es un subgrupo de (G, .) <>
(re HANyeH)—zy!eH,;
Ejemplo 226.
Sea H = {n +m.\/2 con n,m € Z} C R. Veremos que H es un subgrupo de (R, +):

H es no vacio puestO—i—O.ﬂEH.
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Sean z =n+m/2ey=r-+s+2conn,m,r, s € Z elementos cualesquiera de H.
Como z+ (=) = (n+m.2)—(r+sv2) = (n—r)+(m—s)vV2 vy n—r,m—s € Z,
resulta que = + (—y) € H.

Concluimos usando la proposicién anterior que (H,+) es subgrupo de (R, +). &

Ejercicio 227.

1. Probar que cualquier grupo (G, *) tiene al menos los siguientes subgrupos: (G, )
v ({e}, %), donde e es el neutro de .

2. Si Hy y Hs son subgrupos de GG entonces H; N Hy es un subgrupo de G.

3. Si (H;)ier es una familia de subgrupos de G entonces H = (,.; H; es un sub-

grupo de G. ¢

Sea (G, *) un grupo con nuetro e. Para a € G y m € Z, se define:

e, sim = 0;
a" =19 a™ l'xa, sim>1;
(a)~™, si m < 0; (donde a’ es el opuesto de a segin ).

Cuando el grupo esta notado aditivamente en lugar de escribir " escribiremos m - a.

Ejercicio 228.

1. Sea (G,*) un grupo. Probar que para a y b elementos cualesquiera de G y

enteros n 'y m se satisface que
1) @™ =a"xa™.
i) (@)™ = a™m.

iv.) (/)" =a ™ = (a™)’, donde " indica opuesto segin .

Ademds, si * es conmutativa entonces (a * b)" = a" * b".
2. Escribir el enunciado del ejercicio anterior en notacién aditiva y multiplicativa;
es decir, cuando se trata de un grupo (G, +) o de un grupo (G, .), respectiva-

mente. <>

Sea (G, *) un grupo y S un subconjunto cualquiera de GG. La interseccion de todos
los subgrupos (H, *) de G que contienen a S se llama subgrupo generado por S y
se denota < S >; es el menor subgrupo de G que contiene a S. Cuando S tiene un

unico elemento x en lugar de < {x} > escribiremos < z >.
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Proposicién 229. Si (G,.) es un grupo y g € G entonces
<g>={¢" con meZ}.

(Notacion aditiva) Si (G,+) es un grupo y g € G entonces
<g>={m-g con me€Z}.

Demostracién: Llamemos H a {¢" con m € Z}. Para probar que H es el subgrupo

generado por G debemos probar que g € H, que H es grupo y que H esta contenido
en todo subgrupo de (G, .) que contenga a g.

Como g = g* tenemos que g € H.

Si x e y son elementos cualesquiera de H, entonces existen enteros n y m tales que

xr=g" ey = g"; luego, por las propiedades vistas en ejercicio anterior, tenemos que

como n —m € Z resulta x.y~! € H; de donde, por la Proposicién 225, (H,.) es
subgrupo de (G, .).

Finalmente, sea T un subgrupo de (G,.) tal que g € T'; es claro que como (7T,.) es
grupo y g € T entonces g™ € T, para todo m € Z; luego, H C T. O
Ejemplo 230.

» Elsubgrupode (Gs, .) generado pories < i >= {i" con m € Z} = {i, —1, —i, 1}.
» El subgrupo de (Z, +) generado por 4 es <4 >={m -4 con m € Z} = 4.7.
» El subgrupo de (Zig,+) generado por 4 es < 4 >= {m-4conm € Z} =

Ejercicio 231.

Probar que si S C S’ entonces < S > es subgrupo de < S’ >. &

Proposicién 232. Si (S, +) es subgrupo de (Z,+) entonces existe k € Z tal que
S=<k>=kZ.

Demostracién: Si S = {0} la proposicién vale pues {0} =< 0 >= 0.Z.

Si S # {0} entonces {x € S A x > 1} es un subconjunto no vacio de N. Sea k su

primer elemento. Veamos que S =< k >= {k.m con m € Z} = k.Z.
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Como S es subgrupo y k € S entonces < k >C S (ver ejercicio anterior).

Ahora, sea a € S cualquiera; por el algoritmo de la divisién existen ¢,r € Z con
0 <r < ktal que a = q.k +r. Si r # 0 entonces, por ser estricatamente menor
que k, tenemos que r & {x € S Az > 1}. Peror € S, puesa € S, gk € Sy
r = a — q.k; luego debe ser r < 1 lo cual contradice r # 0. Resulta » = 0, de donde
a = q.k €< k > como queriamos probar. O

Ejercicio 233.

1. Un grupo que puede ser generado por un solo elemento se llama grupo ciclico.
La proposicién anterior muestra que todo subgrupo de (Z, +) es ciclico. Probar
que todo subgrupo de (Z,,, +) es ciclico. ; Vale lo mismo para todo subgrupo de
(Gp,.)?

2. Probar que si a,b € Z entonces < {a,b} >=< (a,b) >={m-(a,b) con m € Z},
donde (a,b) es el méximo comin divisor. Por ejemplo, el sugrupo de (Z,+)

generado por {4,6} es
<{4,6} >=<2>={m-2conm € Z}.

3. Probar que todo grupo ciclico es conmutativo.

4. Probar que el grupo simétrico (S,, o) no es ciclico. &

Sea (A, +,.) un anillo y sea A" C A tal que + y . son cerradas en A’. Si (4',+,.)
es un anillo entonces se dice que (A’,+,.) es un subanillo de (A4,+,.). Si (4, +,.)
es anillo conmutativo, con unidad o de integridad, se dice que (A’,+,.) es subanillo
conmutativo, con unidad o de integridad respectivamente.

Como en el caso de subgrupo puede decirse simplemente que A’ es subanillo de
(A, +,.), quedando las operaciones sobreentendidas.

Ejemplo 234.

(R, +,.) es un subanillo conmutativo con unidad de integridad de (C, +,.).

(Q, +,.) es un subanillo conmutativo con unidad de integridad de (R, +,.).

(Q,+,.) es un subanillo conmutativo con unidad de integridad de (C, +,.).

Si H es el subconjunto {0,2,4,6} de Zg, entonces (H,+,.) es un subanillo

conmutativo (sin unidad) de (Zs, +, .). O
Proposiciéon 235. Sea (A, +,.) un anillo y A" C A.
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0e A’
A" es subanillo de (A, +,.) <> ¢ (z e A ANyeA) = (z+yc A ANzyeA),

re A - —xe A

Si (A, +,.) es anillo con unidad, A" es subanillo con unidad de (A,+,.) siy solo si A’
es subanillo de (A,+,.) y1l e A

Demostracién: Se deja como ejercicio. O

Ejercicio 236.

1. Si(A’,+,.) es subanillo de (A, +, .) entonces (A’, +) es un subgrupo conmutativo
de (A, +).

2. Si k € Z llamamos k.Z = {k.m con m € Z} al conjunto de los multiplos enteros
de k. Probar que los tnicos subanillos de (Z, +,.) son (k.Z,+,.). Observar que
estos subanillos son sin unidad a menos que k£ = 1, luego el dnico subanillo con

unidad de Z es el mismo Z. &

Sea (K, +,.) un cuerpo y sea K’ C K tal que + y . son cerradas en K'. Si (K’,+,.) es
un cuerpo entonces se dice que (K’,+,.) es un subcuerpo de (K, +,.). Si (K',+,.)
es cuerpo conmutativo se dice que (K’ +,.) es subcuerpo conmutativo de (K, +,.).

Como en el caso de sugrupo y en el caso de subanillo se puede obviar nombrar a las

operaciones si las mismas surgen del contexto.

Ejemplo 237.

» (R,+,.) es un subcuerpo conmutativo de (C, +,.).
» (Q,+,.) es un subcuerpo conmutativo de (R, +,.).

» (Z,+,.) no es un subcuerpo de (R, +,.). O

Proposiciéon 238. Sea (K, +,.) un cuerpo y K' C K.

0e K" N1e K/,
K' es subcuerpo de (K, +,.) <> ¢ (ze K' ANye K') = (z4+ye K' A zye K');
reK = (—xe K Nz teK).

Demostracién: Se deja como ejercicio. O
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Ejemplo 239.

= Q con la suma y el producto usual es un subcuerpo de R y éste, a su vez, es un
subcuerpo de C.
= Q[v2] = {a+b~/2 con a,b € Q} es un subcuerpo de R.
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Capitulo 7

Polinomios

7.1. Suma y producto de polinomios. Propiedades

Sea (A, +,.) un anillo conmutativo. Llamamos polinomio en una indeterminada

x con coeficientes en A a toda expresiéon de la forma;

p=Y pir' =ppr’ +pz’ + ..+ pua”
1=0

donde n es un elemento cualquiera de Ny y p; € A para todo .

Convenimos que:

piz® se llama término de grado i de p. Cuando i = 0, en lugar de escribir poa?
podemos escribir simplemente py. El término de grado 0 también se dice término
independiente. Cuando 7 = 1, en lugar de p;z! podemos escribir simplemente p;z.
p; se llama coeficiente del término de grado ¢ de p. Cuando p; = 0 se dice que
el término de grado i es nulo y puede no escribirse. Cuando p; = 1 en lugar de 1z°
podemos escribir simplemente .

Si todos los coeficientes son nulos, es decir, si p; = 0 para todo ¢ entonces p se dice el
polinomio nulo y se escribe p = 0.

Si p no es el polinomio nulo, se define el grado de p como el mayor ¢ tal que p; # 0.
Se indica gr(p). Observar que el polinomio nulo no tiene grado.

" se llama el término principal de p y p, se llama el

Si n es el grado de p, p,x
coeficiente principal. Observar que el coeficiente principal nunca es nulo.

Si el coeficiente principal es igual a 1 el polinomio se dice ménico.
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El conjunto de todos los polinomios en una indeterminada x con coeficientes en
A se indica Afz].

Los polinomios se llamaran con letras mintsuculas p, ¢, h,... Si ¢ es un polinomio
entonces, para todo i € Ny, ¢; indica el coeficiente del término de grado ¢ de q.
Ejemplo 240.

En Z[z] tenemos que 3z°+0x' 42522 + 0z = 32°4 02+ 252% = 320 +252% = 3+ 2522
es un polinomio de grado 3; el término principal es 2522 y el coeficiente principal es
25; no es un polinomio ménico; el término de grado 1 es 0!, el coeficiente del término
de grado 1 es 0, por eso podemos no escribir este término.

El polinomio ¢ = 3°7_ iz’ es el polinomio x + 222 4 32% 4 42* + 52°. Observar que
para todo i < 5 se tiene que ¢; = i en tanto que para todo i > 6 se tiene que ¢; = 0.
Es claro que si un polinomio tiene grado n entonces todos sus términos de grado mayor
que n son nulos. Dos polinomios p y ¢ son iguales si, para todo i, el coeficiente del
término de grado i de p es igual al coeficiente del término de grado ¢ de ¢; es decir, p
y ¢ son iguales si para todo 7 se verifica que p; = ¢;. En particular, si dos polinomios
son iguales y no nulos entonces tienen igual grado.

En A[x] definimos dos operaciones, suma de polinomios que se indica + y producto de
polinomios que se indica . , de la siguiente manera: si p y ¢ son polinomios cualesquiera

de A[z] entonces

p + q es el polinomio de Alz] tal que (p + q); = p; + ¢; para todo i;

p.q es el polinomio de A[z] tal que (p.q); = Zézo(pj.qi,j) para todo 1.

Por abuso de notacién estamos indicando de la misma forma las operaciones de A y
las de A[z]. Es importante que en las definiciones anteriores se distingan bien estas
operaciones aun cuando se las indique de la misma manera.

Ejemplo 241.

Sip=3+22?y q=xz+ (—1)z* entonces
p+a=0B+0)2"+ 0+ Da' +(2+0)2* + (0+ (=1))2* =3+ 2 + 22> + (=1)2>.

Para calcular p.q procederemos con mas cuidado:
(p-0)o = X_o(Pi-Go—;) = Po-qo = 3.0 = 0;
(p.gh = Z;zo(pj-fh—j) = po-q1 +p1.go = 3.1+ 0.0 =3;
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(p-0)2 = X 1—o(Pi-G2—j) = Po-G2 + P1-q1 + P2-go = 3.0+ 0.1 + 2.0 = 0;
(P-a)s = 37 o(Pi-Gs—5) = Po-Gs +P1.G2 + P2-q1 + p3.go = 3.(—1) +0.0+2.1+0.0 = —1;
(p-@)s = > ;o(Pj-qa—i) = Po-qs + P1-gs + P22 + P3.q1 + Pa-go = 3.0+ 0.(—1) + 2.0 +

(p-0)s = >7—o(Pj-G5—;) = Po-G5 + P1.Gs + P2.Gs + P3.G2 + Pa-qu + P5.q0 = 3.0+ 0.0 +
2.(=1)4+0.0+0.1+0.0 = —2.

Es facil ver que para cualquier ¢ > 6 obtenemos (p.q); = 0, luego
p.q =3z + (=1)a® + (=2)2°.

¢
Observar que si i > mayor{gr(p), gr(q)} entonces (p+q); = pi+¢ = 0+0 = 0; luego

gr(p+ q) < mayor{gr(p),gr(q)}. (7.1)

Por otra parte, si i > gr(p) + gr(q) entonces

Q)zzzpj-%]_zp]% ]+ Z Pj-qi—j =
=0

Jj=gr(p)+1

gr(p) gr(p) gr(p)

_ijq”+ Z OQZ]—Zp]qZJ—Zp]O—O

Jj=gr(p)+1

pues cuando 0 < j < gr(p), tenemos que ¢ — 5 > gr(p) + gr(q) — gr(p) = gr(q).
Resulta que

gr(p.q) < gr(p) + gr(q). (7.2)

Si A es un anillo de integridad, llamando n = gr(p) y m = gr(q), tenemos que

n+m
p q n+m — Z Pji-4(n+m)— ij d(n4+m)— + Z Pji-dn+m)—j =
j=n+1
= Zp] q(n+m)— + Z 0. q(n+m)—j = ij-g(n+m)—j = ij-Qm+(n—j) = Pn-Pm # O,
j=n+1 7=0 7=0

porque p, # 0y ¢, # 0y A es de integridad. Resulta que

si A es de integridad entonces gr(p.q) = gr(p) + gr(q). (7.3)

Los elementos no nulos de A se identifican con los polinomios de grado 0 de A[z]
haciendo:

ac€ASar’ e Az

159



CAPITULO 7. POLINOMIOS

Y el elemento nulo de A se identifica con el polinomio nulo de A[z] haciendo:
0€AS02° €Al

Las operaciones suma y producto de A y de A[x] son compatibles con esta identifiacién
en el sentido que dados a y b cualesquiera en A, es lo mismo sumarlos (o multiplicarlos)

como elementos de A que como elementos de Afz]:

a b sumandolos en A obtenemos a+b

(R T

ar® bz’ suméndolos en A[z] obtenemos (a + b)x°

Teorema 242. Si (A, +,.) es un anillo conmutativo (con unidad)(de integridad) en-
tonces (Alx], +,.) (aqui + y . indican las operaciones suma de polinomios y producto

de polinomios respectivamente) es un anillo conmutativo (con unidad) (de integridad).

Demostracion: Debemos probar que la suma de polinomios + es una operacion

asociativa, conmutativa, que admite elemento neutro y que todo p € Alx] admite
un opuesto segin +; que el producto de polinomios . es una operacion asociativa y
conmutativa; y que . es distributiva respecto de +.

Sean p, ¢ y h polinomios de A[z]. Para cualquier i vale que
(p+(g+h))i=pi+(g+h)i=pi+(g+h)

Como p;, ¢; y h; pertenecen a A y + es asociativa en A, pues se trata de un anillo,

entonces
pi+(g+h)=mi+aq)+hi=@+q+h=((p+q) +h)

Resulta que para todo ¢ vale que (p+ (¢ +h)); = ((p + q) + h);, luego p+ (¢ + h) =
(p + q) + h, como queriamos probar.

Anélogamente se prueba que la suma de polinomios es conmutativa.

Es facil ver que el polinomio nulo p = 0 es neutro para + en Afz].

Sea p € Alz| cualquiera. Para todo i vale que p; € A; como A es un anillo, existe
—(pi) € A, opuesto de p;. Llamamos —p al polinomio de A[z] tal que (—p); = —(p;)
para cada i, resulta que —p es el opuesto de p segin la suma de polinomios. Clara-

mente p + (—p) es el polinomio nulo, es decir, (p + (—p)); = 0 para todo i.
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Si el anillo A es con unidad, es decir, existe 1 € A, neutro para .; entonces el polinomio
12° es neutro para el producto de polinomios.

Probar que el producto de polinomios es asociativo y conmutativo se deja como
ejercicio.

Finalmente, si A es de integridad y p y ¢ son polinomios no nulos entonces, por la
relacion (7.3), tenemos que gr(p.q) = gr(p) + gr(q); de donde p.q # 0. Resulta que
Alz] es anillo de integridad. O
Convencién: Si p y ¢ son polinomios, para simplificar la notacién, en lugar de p+(—q)
podemos escribir p — q.

Ejercicio 243.

Sea A" un subconjunto de A. Probar que A’[x] es un subanillo de A[x] si y solo si A’
es un subanillo de A. Si llamamos Alz], = {p € Alz] : p =0 V gr(p) < n} entonces
A[z],, no es necesariamente un subanillo de A[z], pero es un subgrupo de (A[z], +).{
Dado p y d polinomios de Alz], d no nulo, se dice que d divide a p o que d es
divisor de p, o que p es divisible por d, o que p es miltiplo de d (en Ax]) si
existe ¢ € Alz] tal que p = ¢.d.

Ejemplo 244.

En R[z] el polinomio d = z — 1 divide al polinomio p = 22 — 1, pues 22 — 1 =
(x—=1).(z+1)yxz+1eRx]

h = 23—z +1 no divide a p; si fuera cierto que h divide a p entonces existiria ¢ € R[z]
tal que p = h.q y en tal caso tendrfamos la contradiccion: 2 = gr(p) = gr(h)+gr(q) =
3+ gr(q). ¢
Usualmente, d divide a p se denota d | p y d no divide a p se indica d { p.

Cuando A es un cuerpo conmutativo entonces A[z| es un anillo conmutativo con
unidad integro, pero no es un cuerpo. Observar que, ningiin polinomio p con grado
mayor que 0 admite inverso multiplicativo, pues, si existiera un polinomio g € A[x]
tal que p.g = 1 entonces gr(p.q) = gr(p) + gr(q) = gr(1) = 0, contradiciendo que
gr(p) > 0.

La diferencia que podemos marcar entre Alx] (cuando A es un anillo conmutativo
con unidad integro que no es cuerpo) y K[z| (cuando K es un cuerpo) es la existencia
de algoritmo de divisién (Teorema 246).

Por ejemplo, en Z[z] no se puede hablar un algoritmo de divisién, pero si en Q[z] o
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en R[z] o en C[z]. Veremos ejemplos més adelante.

7.2. Divisibilidad en K[z]

En adelante (K, +,.) es un cuerpo conmutativo.

Proposiciéon 245. Sean p y d polinomios de K[z|, no nulos. Si d | p entonces

gr(d) < gr(p).

Demostracién: Si d | p entonces existe ¢ € K[z] tal que p = ¢.d; luego, como todo

cuerpo es anillo de integridad, por la relacién (7.3), tenemos que gr(p) = gr(q.d) =

gr(q) + gr(d) > gr(d), como querfamos probar. O

Teorema 246. (Algoritmo de la division en K|x]) Dados p y d polinomios cuales-
quiera de K[z], d no nulo, existe un unico par de polinomios q y r de K[x] tal que
p=gqd+r y r=0o0gr(r)<gr(d). El polinomio q se dice el cociente de la

division de p por d y el polinomio r se dice el resto de la division de p por d.

Demostracion: Si d divide a p, la demostracién es trivial considerando r = 0.

Si d no divide a p entonces todos los polinomios pertenecientes al conjunto
M ={p—h.dcon h € K[z]}

son no nulos, luego puedo elegir r € M con grado minimo, es decir, r € M y gr(r) es
menor o igual que el grado de cualquier polinomio en M.

Como r € M, existe ¢ € K[z] tal que r = p — ¢q.d, de donde p = ¢q.d 4 r. Es claro que
r # 0, veamos que gr(r) < gr(d).

Supongamos que m = gr(r) > gr(d) = n. Sea d,, el coeficiente principal de d y 7, el
de . Como K es un cuerpo puedo considerar a = 7= € K.

Sea t el polinomio de K[z] dado por t =7 — (az™").d.

Es facil ver que gr(t) < gr(r); luego, como r es un polinomio de minimo grado en M,

resulta que t € M, lo cual contradice el hecho que
t=r—(az™").d=(p—qd)—(ax™ ")d=p—(qg+ (ax™™)).d € M.

Veamos ahora que ¢ y 7 son los tinicos polinomios de K[z] que satisfacen lo pedido.

Efectivamente, supongamos ¢’ y r’ son polinomios de K[x] tales que
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p=q¢d.d+7r y r=00gr() <gr(d).

Entonces q.d +r = ¢'.d + 1’ luego (¢ — ¢').d = " — r; si este polinomio es no nulo,

tenemos que

gr((¢ —¢).d) = gr(qg — ¢) + gr(d) = gr(r" —r) < mayor{gr(r'), gr(r)} < gr(d);

de donde resulta la contradiccién gr(q — ¢') + gr(d) < gr(d).

Concluimos que (¢ — ¢').d = 1" —r =0, de donde r = ' y ¢ = ¢ como queriamos
probar. O
Dos polinomios p y ¢ de K[z] se dicen asociados si existe a € K, a # 0, tal que
p=a.q.

Ejemplo 247.

En R[z] los polinomios p = 2+ 3z + 52 y ¢ = 1 + 32 + 22" son asociados pues
q = 3.p. También py h = 2 + 22 4 2* son asociados.

Ejercicio 248.

1. Probar que la relaciéon ~ definida en K[z| de la siguiente manera es de equiva-

lencia,
p ~ qsiy solosipy g son asociados.

2. Probar que todo polinomio no nulo tiene un tinico polinomio asociado ménico.

3. Sean p y q asociados. Probar que para cualquier polinomio h vale que p | h siy
sélosiq|h;yqueh|psiysélosih|qg.

4. Probar que p | qy q| psiysélosipy g son asociados. O

Teorema 249. (Ezistencia y unicidad del Mdzimo Comin Divisor) Sean p y q
polinomios de K[z], no ambos nulos. Eziste un tinico polinomio mdonico d € K|x], tal

que:

) dlpyd|gy
ii) para todo h € K[z| se verifica que si h | p y h | g entonces h | d.

Observar que como consecuencia de ii) cualquier divisor comiun de p y de q tiene
grado menor o igual que el grado de d, por eso d se llama mdximo comun divisor

de p y q; se denota (p,q).
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Demostracién: Sea

H={heK[z]:h#0 A h=m.p+ s.q para algin m y s en Kz]}.

Como p o ¢ es no nulo entonces H es no vacio, luego puedo elegir d € H monico de
grado minimo; es decir: d es ménico, d € H y gr(d) es menor o igual que el grado de
cualquier otro polinomio en H. Veamos que d satisface las condiciones del enunciado.
Como d € H, existen m y s en K[z] tales que d = m.p+ s.q; ademas, por el algoritmo
de la divisién, existen t y r en K[z] tales que p =t.d+r,yr =0 o0 gr(r) < gr(d).
Sir # 0 entonces, como r = p —t.d = p—t.(m.p+ s.q) = (1 —t.m).p+ (—t.s).q,
tenemos que r € H, lo cual contradice que gr(r) < gr(d) y d con grado minimo en
H. Resulta que r = 0, luego d | p. Andlogamente se prueba que d | q.

Por otra parte, si h € K[z| es tal que h | py h | ¢ entonces h | m.p + s.q, luego h | d;
lo cual prueba que ii) se satisface.

La demostraciéon de la unicidad se deja como ejercicio. O
Dados p y ¢ pertenecientes a K[z] se llama combinacién (polinémica) de py ¢, a todo
polinomio h de la forma h = m.q + s.p, con m y s polinomios cualesquiera de K|x].
El teorema anterior prueba que el maximo comun divisor (p, q) es la combinacién no
nula, ménica, de menor grado entre todas las combinaciones posibles de p y ¢. En

particular resulta entonces que:
existen m, s en Klz| tales que (p,q) =m.p+ s.q.

El siguiente resultado es la base del algoritmo de Euclides que permite el célculo
de (p,q) mediante una secuencia de divisiones. La demostracién se omite pues es

completamente andloga a la de la Proposicion 139.

Proposiciéon 250. Sean p y q en K[z] y sea r el resto de la division de p por q. Vale
que (p,q) = (¢, 7).
Dos polinomios p y ¢ se dicen coprimos si (p,q) = 1.

Ejercicio 251.

1. Probar que si p y ¢ son asociados entonces para cualquier polinomio h vale que

(p> h) = (Q> h)
2. Probar que si a y b pertenecen a K y a # b entonces x —a y x — b son polinomios

Ccoprimos.
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3. Probar que si p y ¢ son coprimos entonces para todo n y m en N vale que
(", q¢") = 1.

4. Probar que si p y ¢ son coprimos, p | h 'y q | h, entonces p.q | h

5. Probar que si p y ¢ son coprimos y p | ¢.h, entonces p | h.

6. Sean p y ¢ polinomios no nulos. LLamemos h y t a los polinomios cociente de
las divisiones de p y de ¢ por (p,q), respectivamente; es decir, p = h.(p,q) y
q =t.(r,s). Probar que (h,t) = 1.

Teorema 252. (Existencia y unicidad del Minimo Comin Multiplo) Sean p y q
polinomios de K[z| ambos no nulos. Existe un unico polinomio monico m € K|zx], tal

que:

) plmyqlm;y
ii) para todo h € K|x] se verifica que sip | h y q | h entonces m | h.

Observar que como consecuencia de i) cualquier maltiplo comin de p y de q tie-
ne grado mayor o igual que el grado de m, por eso m se llama minimo comun

maltiplo de p y q; se denota [p, q].

Demostracién: Esta demostracién es andloga a la del Teorema 147, daremos solo

un esquema de la misma. Sea H = {t € K[z| : p | t A ¢ | t}. Claramente A es no
vacio, por ejemplo p.q € H. Sea m el polinomio de H moénico y con menor grado. Es
facil verificar que m satisface las condiciones del enunciado. O

Ejercicio 253.

1. Sean p y ¢ polinomios de K|z] asociados y no nulos. Probar que para todo
polinomio h # 0 vale que [p, h| = [g, h].

2. Sean p y ¢ en K[z] no nulos y ménicos. Probar que
p-q = (p,q)-[p, dl-

&

Si p es un polinomio no nulo de Klz]| entonces p es divisible por todo polinomio
de grado 0 y también por todo polinomio asociado a p. Estos divisores se llaman

divisores triviales.
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Un polinomio se dice irreducible en K[z] si tiene grado positivo y sus tunicos divisores
en KJz] son los triviales. En otras palabras, p € K[z] con gr(p) > 0 es irreducible

en Klz]| si y sélo si
p=q.h con ¢ y h en K[z] implica gr(q) =0 o gr(h) = 0.

En forma equivalente se puede pensar que un polinomio p € Kz| con grado positivo
es reducible (no irreducible) si se puede escribir como producto de dos polinomios
de K[x] cada uno de ellos con grado mayor o igual que uno.

Observar que todo polinomio de grado uno es irreducible.

Un polinomio se dice primo si es irreducible y ménico.

Ejercicio 254.

1. Probar que si p es irreducible y ¢ es asociado con p entonces ¢ es irreducible.
2. Si p es irreducible y p 1 g entonces (p,q) = 1.
3. Si p es irreducible y p | g.h, entonces p | g o p | h. O

Veremos a continuacién que el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo es,
al igual que el anillo de los ntimeros entero, un dominio de factorizacién tnica,
es decir, todo elemento del anillo se descompone de un tinica manera como producto

de elementos primos.

Proposiciéon 255. Si p € K[z| tiene grado positivo entonces existe ¢ € K|x] primo

tal que q diwvide a p.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p es monico.

Haremos induccién en gr(p). Si gr(p) = 1 entonces p es primo y la proposicién
es verdadera considerando ¢ = p. Si gr(p) > 1 y p es irreducible, nuevamente la
proposicion es trivialmente verdadera considerando ¢ = p. Si p no es irreducible
existen polinomios h y t en Kiz] tales que gr(h) > 0, gr(t) > 0y p = h.t, luego
gr(h) < gr(p). Resulta, por hip6tesis inductiva, que existe ¢ primo tal que ¢ divide a

h. Asi tenemos que ¢ divide a p, como queriamos probar. O

Teorema 256. (Teorema Fundamental de la Aritmética en Klz]) Sea p € K[z| con

grado positivo. Existen polinomios primos py,ps,...,px € en Klz] y a € K tales que:

p=a.p1.p2...Pk-
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FEsta escritura que se llama descomposicion de p en factores primos (o facto-

rizacion de p en primos) es unica salvo el orden en que se consideren los factores.

Demostracién: Nuevamente consideramos p moénico y hacemos induccién en gr(p).

Si gr(p) = 1, la demostracién es trivial, pues, en tal caso, p es primo. Si gr(p) > 1
y p es primo, la demostracion es trivial. Ahora asumamos que p no es primo. Por la
Proposicién 255 existe pg primo que divide a p, luego p = pg.h. Como p no es primo
resulta que gr(h) > 0, entonces, por hipétesis inductiva, h se factoriza en primos
P1,----,pr- Resulta que p = pg.p1....pr como queriamos probar.

La demostracién de la unicidad de escritura se deja como ejercicio. O
Para analizar cuales son los polinomios de R[z]| y de C[z| que son primos utilizaremos

el concepto de raiz de un polinomio.

7.3. Raices de un polinomio

En lo que sigue, con A indicaremos un anillo conmutativo y con K un cuerpo con-
mutativo.
Sea p = po + p1x' + ... + p,x™ un polinomio de Afz] y sea a € A. Llamamos valor de

p en a al elemento de A que se denota p(a) y que se obtiene haciendo
_ 1 n.
pla) =po+pr.a + ...+ pp.a”;

aqui + y . representan las operaciones de A.

Ejercicio 257.

1. Sipy q pertenecen a A[z] y a € A entonces (p+ q)(a) = p(a) + q(a) (el primer
+ es la operacién de Alx| y el segundo + es la operacién de A).
2. Sipy q pertenecen a Alx| y a € A entonces (p.q)(a) = p(a).q(a) (el primer . es

la operacién de Afz] y el segundo . es la operacién de A). &
Un elemento a € A se dice una raiz del polinomio p € A[z] si p(a) = 0.

Teorema 258. (Teorema de Gauss) Sea p un polinomio con coeficientes en Z y sea

7€ Q con a y b enteros coprimos no nulos. Si p(5) =0 entonces a | po y b | pp.

Demostracién: Como p($) = po+ p1.($)' + ... + pp.($)" = 0, multiplicando por b"

a ambos lados de la igualdad tenemos que po.b"™ + pi.a.b" ! + ... + p,.a™.b" " = 0.
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Luego b.(po.b" ' + pr.a.b" 2 + ... + pp_r.a” 10"~ (=D)L a” = 0, de donde b
divide a p,.a"™. Como por hipotesis b y a son coprimos, resulta que b divide a p,.

Analogamente, haciendo
pob" 4 pr.ab™ 4 4 pe.a” b = o™+ a(pr b A L A ppa” ) = 0,

resulta que a divide a py. a
Ejemplo 259.

Nos preguntamos si existe algin nimero racional § que sea raiz del polinomio p =
2° — 423 + 22 + 5. Como todos los coeficientes de p son enteros, por el Teorema de
Gauss sabemos que si § es raiz de p entonces a divide 5 y b divide a 1. Luego debe
ser a € {1,—1,5,—5} y b € {1, —1}. Resulta que las tinicas posibles raices racionales
de p son 1, -1, 5 y -5. Verificando en forma directa tenemos que p(1) =4, p(—1) = 6,

p(5) = 2640 y p(—5) = 2630; luego p no tiene raices racionales.

Teorema 260. (Teorema del resto) Sea p € K[z] y a € K. El resto de diwvidir a p

por x — a es igual a p(a).

Demostracién: Sean ¢ y r en K[z| tales que

p=q(x—a)+rconr=000<gr(r) <gr(zx—a).

Como gr(z —a) = 1 tenemos que r € K. Luego, p(a) = q(a).(a—a)+7 = q(a).0+7r =

0+ r = r, como queriamos probar. O
Corolario 261. Seap € K[z| ya € K; a es raiz de p si y sélo si (x —a) divide a p.

Corolario 262. Sea p € K[z] con gr(p) > 1. Si p tiene alguna raiz en K entonces

p es reducible en K[zx].

Observar que los resultados anteriores dicen que si a € K es una raiz de p € K[z]
entonces (r — a) es uno de los factores primos que aparecen en la descomposicién
de p. La cantidad de veces que aparece este factor es lo que a continuacién se define
como multiplicidad.

Si a es una raiz de p, se llama grado de multiplicidad de a como raiz de p, al
mayor natural m tal que (z — a)™ | p. También se suele decir que a es una raiz de
multiplicidad m de p. La multiplicidad de a como raiz de p se indica my,(a) o m,,.

Es claro que my,(a) < gr(p).
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Proposiciéon 263. Sea p € Klz| y ay,a9,...,ax elementos de K distintos entre s,

raices de p con multiplicidad mq, ma, ..., my, respectivamente. Se satisface que
(x —a1)™.(x —az)™...(x — ax)™ divide a p.

Demostracion: Por definicion de multiplicidad tenemos que existen polinomios hq

y hy tales que p = (x — ay)™.hy y p = (x — az)™?.hs, luego
(I’ — al)ml.hl == ((L’ — ag)m2.h2. (74)

Como a; # as, T — a1 y * — ag son coprimos, luego (r — a1)™ y (x — ag)™2 son
coprimos. Resulta de (7.4) que (z — ay)™? divide a hq, luego existe un polinomio hg
tal que p = (z — a1)™.hy = (x — a1)™ .(z — az)"2.hs

Repitiendo este procedimiento se completa la demostracion. O
Ejemplo 264.

El polinomio p = (z —2)*.(z +4)2.(z — +/2) admite 3 raices distintas las cuales son:
2, -4y v/2. La multiplicidad de 2 es 3, la multiplicidad de -4 es 2 y la multiplicidad de
V2 es 1. También se dice que p admite 6 raices contadas con sus multiplicidades,

pues 6=3+2+1. &

Corolario 265. Un polinomio p € Klz| con grado n tiene a lo sumo n raices en K

contadas con sus multiplicidades.

Ejemplo 266.

Dada la ecuacién 2% — 272" + 42® + /22 — £ =0, no se puede decir a simple vista
si existen numeros reales que satisfaga esta ecuacion; pero con seguridad se puede
afirmar que a lo sumo hay 56 nimeros reales que la satisfacen.

Asi mismo, por ejemplo, se puede afirmar que no existe un polinomio de grado 4 en

C[x] cuyas raices sean 1, 2, 3, 4y 5. &

Proposiciéon 267. Sean p y q en K[z| tales que p divide a q. Si a € K es raiz de p

entonces a también es raiz de q y, ademds, my(a) < my(a).

Demostracién: Como p | ¢ entonces existe h € Klz| tal que ¢ = p.h. Luego,

q(a) = p(a).h(a) = 0.h(a) = 0. Por otra parte, si m = my(a) entonces (x — a)™ | p;
y como p | g resulta (x — a)™ | ¢. Concluimos que m < m,(a), como queriamos

probar. O
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Como Z C Q C R C C entonces Z[z] C Q[z] C R[z] C C[z]. Luego, cuando decimos
que un polinomio perteneciente a alguno de estos conjuntos tiene o no tiene raices
debemos tener cuidado de indicar en dénde.

Ejemplo 268.

Si estoy trabajando en Z[z], debo decir que el polinomio p = 2z — 3 no tiene raices.
En cambio, en Q] si tiene raiz, pues p admite la raiz % € Q.

El polinomio z* — 2 no admite raices en Q, admite dos raices en R que son v/2 y
—{4/5; y admite cuatro raices en C: {4/5, —\4/5, \4/52', y —/2i.

El polinomio 22 + 1 no admite raices en R, pero tiene dos raices en C: i y —i.

¢ Existe algin polinomio de Clz] que no admita raices en C? &
Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio de K[z] con grado
mayor que 0 tiene al menos una raiz en K. Como vimos en el ejemplo anterior Q no
es algebraicamente cerrado y R no es algebraicamente cerrado. El siguiente teorema,
cuya demostracion omitiremos, establece que el cuerpo de los nimeros complejos si es

algebraicamente cerrado.

Teorema 269. (Teorema Fundamental del Algebra) El cuerpo C de los nimeros

complejos es algebraicamente cerrado. Es decir,

sip € Clz] y gr(p) > 0 entonces existe z € C tal que p(z) = 0.

Corolario 270. Sip € Clz] y gr(p) = n > 0, entonces p admite exactamente n

raices contadas con sus respectivas multiplicidades.

Demostracion: Sean zi, zs,...,2; todas las distintas raices de p con multiplicidades

mi, Ma,...,my respectivamente. Supongamos que mi+ms+...+my < n. Por lo probado
en la Proposicién 263, existe h € Clz] tal que p = (x—21)™'.(x —22)™2.....(z — 2zx) " . h.
Luego, n = gr(p) = miy+ma+ ... +my+gr(h) < n+gr(h), entonces gr(h) > 0y asi,
por el Teorema 269, h admite una raiz z € C. Si z = z; para algin 4, se contradice
que m; es la multiplicidad de z;; y si z # z; para todo i, se contradice que z1, 29,...,2

son todas las raices de p. Resulta que my + msy + ... + my = n. O

Corolario 271. Los unicos polinomios primos de Cx] son los mdnicos de grado 1,

es decir, los de la forma x — zy con zy € C cualquiera.
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Podemos concluir que la factorizacién en primos en C[z] de cualquier polinomio p €

Clx] es de la forma

p=a.(x—z)".(x—29)".....(x — z)"*

donde a € C es el coeficiente principal de p y 21, z3,...,2; son todas las raices de p con
multiplicidades my, ms...m; respectivamente.

A diferencia de lo que ocurren en C[z], en R[z] los polinomios de grado uno no son
los tnicos irreducibles.

Ejemplo 272.

p = 2% + 1 es irreducible en R[z], ademds, como es ménico podemos decir que es
primo en R[z]. jSerd que todos los polinomios de R|[x] con grado 2 son irreducibles?
Claramente, no; por ejemplo, ¢ = x> + 2z + 1 es reducible pues ¢ = (z + 1)%. En lo

que sigue analizaremos esta cuestion. &

Proposiciéon 273. Si z € C es raiz de p € R[z| entonces el conjugado de z también

es raiz de p. Mds ain, m,(z) = m,(Z).

Demostracion: Seap =) . p;z’ con p; € R para todo i. Como z es rafz tenemos

que p(z) = Y1 piz' = 0; y como p; € R entonces p; = p; para todo i. Resulta de lo

anterior y de las propiedades de la conjungacion que

p(z) = Zpizi = ZE’; = Zpizi = Zp,-z" =0=0.
i=0 i=0 i=0 i=0

Ahora llamemos m = m,(z) y s = m,(Z); sin pérdida de generalidad podemos suponer

m < sy z#Z, en otro caso el resultado es trivial. Por Teorema 263, existe h € C|x]
tal que p = (x — 2)".(z — Z)%.h; con h(z) # 0y h(Z) # 0. Observar que d =
(x — 2)™.(x —2)™ € R[z], luego por el algoritmo de la division existen ¢ y r en R[z]
tales que p=d.q+r conr=000<gr(r) < gr(d).

Con esto tenemos que,
p=(x—2)"(x =2 h=(z—2)"(z—2)" (¢ —2)" " h=d(x—2)° " ™.h=qd+r.

De las dos tltimas igualdades resulta que r = d.((z —2)*~™.h — q), lo cual contradice

gr(r) < gr(d); por lo tanto debe ser r = 0y asi (x —2)* ™.h — ¢ = 0, es decir
qg=(x—2)""".h.
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Esto es un absurdo, pues ¢ € R[], Z es raiz de ¢, pero z no es raiz de g. O

Corolario 274. Si p € R[z] con gr(p) impar entonces p tiene una raiz real. En

particular si gr(p) > 3 y es impar entonces p es reducible en R|x].

Ejemplo 275.

Que un polinomio p € R[z] no tenga raices en R no implica que p sea irreducible en
R[z]. Observar que el polinomio p = z* + 22 + 1 = (22 +1)? = (z — i)%.(z +4)* no
tiene raices reales, pero se factoriza en R[z] porque p = (22 +1).(z* +1). Resulta que

p es reducible en R|x]. O

Proposicién 276. Los polinomios irreducibles de R[zx] son los polinomios de grado 1
y los polinomios de grado 2 que no admiten raices reales. En otras palabras, p € Rlx]
es primo sty solo si

p=x—a para algun a € R o

p=(z—2).(x — %) = 2% + 2.Re(20)+ | 20 | para algin 2y € C — R.

Demostracion: Es claro que los polinomios de grado uno y los polinomios de grado

dos sin raices reales son irreducibles; veamos que son los tnicos irreducibles de R[z].
Sea p € R|z] irreducible. Si gr(p) > 2y p tiene alguna raiz real, entonces p es reducible
por Corolario 262.

Si gr(p) > 2 y p no tiene raices reales, entonces, por la Proposicién 273, sus raices
deben ser zi,Zzi, ..., 2k, Zr, pertenecientes a C — R con multimplicidades my, ..., my

respectivamente; es decir,
p=(r—z)"(z—Z1)" . (x — 2z)" (x — Z)™ =

=((z—2z).(x—21)"...((x — 2zx).(x — Z))™*.
Como (z — z).(x — Z;) € R[x] para todo i, resulta que p es reducible en Rz].
Concluimos que gr(p) = 1, o gr(p) = 2 y p no tiene raices reales. O
Observar que un polinomio de R[z] con grado 2 y sin raices reales debe ser de la

forma p = 2 — (2a)z + (a® + b?) con a y b pertenecientes a R y b # 0.

7.4. Polinomio derivado

En lo que sigue consideramos K = Q o K = R o K = C. En general los resultados

que daremos a continuacion valen cuando K es un cuerpo con caracteristica 0; esto
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significa 1 + 1+ 14 ... + 1 # 0 cualquiera sea la cantidad de unos que sume. Por
ejemplo, Zs, Zs y en general Z, con p primo no son cuerpos con caracterisitca 0.
Sea p = po + p1z' + ... + p,x"™ un polinomio cualquiera de K|[z]. Se llama polinomio

derivado de p y se denota p’ al polinomio de K[z| dado por
P =p1+ 2p)rt + ...+ (npy)z™

Observacion: es claro que el polinomio derivado que se obtiene a partir de esta defi-
nicion es exactamente el mismo que se obtiene analiticamente cuando se considera el
limite del cociente incremental de funciones polinémicas. Sin embargo para obtener
los resultados algebraicos que veremos no es necesario introducir tales conceptos.
Ejemplo 277.

Si p = 42° — 52® + x — 8§ entonces p’ = 20z* — 1522 + 1. o
Ejercicio 278.

Probar que (p+q) =p' +4¢ vy (pq) =p.q+p.q. %

Proposicién 279. Sea p € K[z] y a € K raiz de p. Vale que my(a) > 1 si y sdlo si

a es raiz de p'. Ademds, en tal caso, my(a) = my(a) — 1.

Demostracién: Sea m = m,(a), luego p = (x — a)™.h con h € K[z] y h(a) # 0.

Sim =1 entonces p’ = h + (x — a).h'; luego
p'(a) = h(a) + (a — a).l(a) = h(a) # 0.
Si m > 1 entonces p' = m.(z — a)™ '.h + (x — a)™.h'; de donde
p'(a) =m.(a —a)" . h+(a—a)".h =0.

Ademds, como p = (z—a)™ Y(m.h+(x—a).h)y (m.h+(x—a).h')(a) = m.h(a) # 0,
resulta que my (a) = m — 1, como querfamos probar. a
Ejercicio 280.

Sea p € K|z]. Llamamos (p’;p,) al polinomio de K|xz] cociente de dividir p por (p,p’).

Probar que (;;p,) tiene exactamente las mismas raices que p pero todas ellas simples,
es decir, con multiplicidad 1. &

La proposicion anterior se puede generalizar utilizando derivadas sucesivas.
Sea p € K[x] y k € Ny. Se define en forma recursiva el polinomio derivado k-ésimo

de p, que se denota p®), de la siguiente manera:
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P sik=0
p = P sik=1
(p*=DY  sik>1
También suele notarse: p@ = p” y p& = p".

Observar que para todo k se verifica que (p*) = (p/)®).

Proposiciéon 281. Sea p € K[z], a € K raiz de p y n € N, n > 2. Vale que

my(a) =n siy solo si

P(a) =p"(a) = ... = p" V(a) = 0 y p"™(a) # 0.

Demostracién: Haremos induccién sobre n.

El enunciado es verdadero para n = 2 por la Proposicién 279.
Sean > 2, a raiz de p y my(a) = n.
Por la Proposicién 279, a es raiz de p’ con multiplicidad n — 1, entonces, por hipétesis

inductiva, tenemos que

entonces a es raiz de p’ y

() (a) = ()" (a) = ... = ()" (@) =0y ()" V(a) #0;

Como n—1 > 2, por hipétesis inductiva tenemos que a es raiz de p’ con multiplicidad
n — 1. Como ademas, por hipdtesis, a es raiz de p, resulta que a es raiz de p con
multiplicidad n, como queriamos probar. O
Ejercicio 282.

Probar que si p € K[z], n = gr(p) v a € K, entonces

n ) (g
pzzp k"( )(x—a)k.
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Esta forma de escribir el polinomio p se dice desarrollo de Taylor de p en potencias
de z — a. ¢
Ejemplo 283.

Si queremos expresar un polinomio en potencias de de x — a para algun valor fijo de
a, podemos hacer uso de la formula de Taylor. Veamos como desarrollar el polinomio

p = 322 —x + 1 en potencias de z — 10. De acuerdo a la Férmula de Taylor

//(10)
2!

i

p = p(10) + p'(10)(z — 10) + (z — 10)2.

Calculando tenemos que,

p = 3r*—x+1 luego p(10) = 291
p = 6r — 1 luego  p/(10) = 59
p = 6 luego p"(10) = 6

Resulta que
6
p =291+ 59(z — 10) + §(x —10)%.
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